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Resumo

Este trabalho apresenta uma exposicdo dos conceitos tedricos da computagao
gréfica referente as curvas e superficies. Inicialmente € feita uma apresentagcdo da
conceituagdo de curvas e superficies da geometria e da geometria diferencial e em
seguida discute-se a adaptacdo destes conceitos as necessidades da computacio
grafica. Mais precisamente, sdo apresentadas as diversas formas de representacao
das curvas e superficies como curvas e superficies paramétricas polinomiais por
partes.
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Capitulo 1

Introducao

A Computacdo Gréfica € um exemplo de ciéncia que depende da capacidade de
processamento dos computadores. Através dela, é possivel representar, grafica-
mente, situacdes complexas em diversas dareas da vida real. Ela se fundamenta
no uso do computador para transformar regras de geometria e fisica em imagens
que tém significado para seres humanos (Glassner, 1995). Seu uso estende-se a
aplicacdes cientificas, como simulag@o de fendmenos fisicos, visualizacdo cienti-
fica e aplicagdes domésticas como: filmes, comerciais, diversao eletronica, dentre
outras.

No passado, as representagdes de objetos do mundo real eram feitas através
de estruturas simples como os wire frameﬂ que davam ao usudrio a impressao do
objeto, mas obviamente insatisfatéria. Em busca de uma melhor representacao
gréfica, os algoritmos tiveram que evoluir para possibilitar a representagdo com-
pleta das superficies.

A modelagem de objetos deformaveis tem sido alvo de estudo pela comuni-
dade de computacdo grafica por mais de duas décadas. Ela tem evoluido através
das aplica¢des, destacando-se ai a pura arte, que busca gerar imagens e animagdes
em cenas virtuais de fina beleza e realismo. Os modelos vem sendo criados e
usados nas mais diversas dreas. Poderiamos citar como exemplos: a manufatura
e projeto de vestudrio (animacao de vestudrio sobre figuras humanas, comporta-
mento de tecidos sobre outros objetos ou suspensos em ganchos e cabides, etc);
nas animagdes de expressoes faciais de figuras humanas e de animais; na andlises
de imagens médicas (incluindo segmentagido, representagao, registro e captura de
movimento da forma); na simulacdo dos movimentos dos musculos; em simula-
coes cirtrgicas e treinamento de pessoal na area de cirurgia, etc... A exigéncia de
processamento em tempo real e modelagem fisicamente realistica € uma constante
em quase todos esses exemplos. Para sumdrios do uso de modelos deformaveis em

'Representacio 3D de um objeto através de vértices e arestas interligados por retas ou curvas
formando poligonos cujo as faces ndo sio preenchidas ou coloridas



andlises médica, recomenda-se a referéncia (Mclnerny, 1996). Aplicacdes e pa-
norama de modelagem e animacdo de vestudrios sdo apresentados em (Mclnerny,
1996; Volino, 2000; Etezemu, 2001). Para uma revisdo sobre superficies defor-
maveis: topologia, geometria e deformacdo, recomenda-se (Montagnat, 2001).

Muitos objetos do mundo real apresentam formas ou contornos suaves. Para
modelar os objetos deformdveis em computacdo grafica, € necessario a utilizacao
de curvas e superficies suaves na sua representacao computacional (Angel, 2006).

Neste trabalho foi realizado um estudo dos tipos de representacdes de curvas
e superficies que melhor se adptam aos ambientes tridimensionais. O conteudo
deste trabalho estd disposto da seguinte forma: no capitulo 2 é feita uma apresen-
tacdo rapida da conceituacdo de curvas e superficies da geometria e da geometria
diferencial, no capitulo 3, sdo apresentados os tipos de curvas paramétricas mais
comumente utilizadas em computacdo grafica, um pré-requisito para o entendi-
mento das superficies em computacdo grafica, que sdo abordadas no capitulo 4. O
ultimo capitulo é dedicado aos comentarios finais deste trabalho.



Capitulo 2

Represencao de Curvas e Superficies
na Geometria e na Geometria
Diferencial

Nesta secdo apresentaremos rapidamente os principais conceitos concernentes a
representacdo de curvas e superficies na Geometria e na Geometria Diferencial.
Nestas disciplinas, fundamentalmente, destacam-se trés formas de representagcao
de curvas e superficies: a explicita, a implicita e a paramétrica.

2.1 Representacao explicita

A representagdo explicita de uma curva ou superficie € possivel quando ela pode
ser expressa como o grafico de uma fun¢@o. Ou seja, como um conjunto dado por:

G={(x,y)ly=f(z)} CR™", m=n+1ou3;

onde f é uma funcio da variavel independente x € R", n =1, 2.

Este tipo de representagcdo nio é adequado para os sistemas gréficos. Espera-
se da representacdo de uma curva ou superficie, que, no minimo, ela defina uma
bijecdo entre um aberto de um espago euclidiano (no caso o R! ou o R?) e parte
da curva ou superficie que se quer representar. Isto é fundamental, por exemplo,
para que seja possivel identificar os pontos da superficie e mapear sobre eles as
propriedades 6ticas da superficie ou curva em cada ponto. Em geral, € extrema-
mente dificil achar os abertos e as formas funcionais explicitas que estabelecam
esta relacdo biunivoca cobrindo toda superficie, mesmo quando elas existem.



2.2 Representacao implicita

Na representagdo implicita a superficie é representada pelos pontos do (z,y) €
R n 4+ m = 2 ou 3, que satisfazem a equagio:

flz,y)=0€R™, m=1ou2.

Por exemplo, uma reta ou uma esfera centrada na origem podem ser represen-
tados, respectivamente, por:

ar +by+c=0 e 2°+y*P+22—1r*=0

Nas condi¢des do teorema da funcdo implicita existe sempre uma represen-
tacdo explicita local para uma curva ou superficie definida implicitamente. No
entanto, curvas e superficies no espaco tridimensional ndo sao faceis de ser re-
presentadas de forma implicita. As vantagens desta representac¢do, quando ela é
possivel, sdo a possibilidade de representar curvas e superficies infinitas, p.ex. um
plano dado pela equagdo ax + by + cz = 0, e a facilidade para se avaliar se um
ponto pertence ou nao a uma curva ou a uma superficie.

2.3 Representacio paramétrica

A representacdo paramétrica expressa, localmente, os valores das coordenadas de
cada ponto de uma superficie, com relacdo ao espaco em que ela estd imersa,
como funcdo de uma varidvel independente u#, denominada parametro, definida
em um aberto U C R", onde n € a dimensdo da superficie.

Por exemplo, em um espago tridimensional, cada ponto de uma curva parame-
trizada pode ser representado por:

x(u) = (z,y,2), onde z=uz(u), y=yu), z==2(u), v € I=/a,b).

Na geometria diferencial, que usa o calculo diferencial para estudar as propri-
edades das superficies, restringe-se o estudos das superficies as chamadas super-
ficies regulares, que sdo definidas como: (Carmo, 1976)

Um subconjunto S C R? é uma superficie regular se, para cada p € S, existe
uma vizinhanga V no 3 e uma aplica¢do x : U — V' N S de um aberto U C R?
sobre V' N S C N3 tal que:

1. xé C>;

2. x 1 VNS — U existe e é continua como restri¢do de uma fungdo continua,
definida num aberto do $* contendo V' N S e a valores no R?;
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3. Vg € U, a derivada de x no ponto ¢, X (q):R? — N3, é injetiva.

Por esta defini¢do uma superficie pode ser representada por um conjunto de
aplicacdes diferenciavéis com inversas continuas em todo seus pontos. Portanto,
cada ponto da superficie pode ser referenciado de maneira tnica pela escolha cor-
reta de uma destas aplicacdes. Os dominios destas aplicagdes podem ser tomados
sempre como sendo o conjunto aberto (0, 1) ou (0,1) x (0, 1), de acordo com a
dimensao da superficie.

No caso das curvas (superficies de dimencdo 1) define-se o vetor velocidade
por X'(q) = df((qq)) = (2'(¢),¥'(q), 7 (q)), ele é tangente a curva em cada ponto.
Pode-se representar x(q) e x'(¢), na base do espago em que a curva estd imersa,

como um vetor coluna:

dz(q)
ZL‘((]) dX du
q
x(q)=| ylg) | e d;) = | Yo
o) ity

Na representagdo das superficies (dimensao 2) se ¢ = (u, v), temos:

x(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v) ).

O plano tangente em cada ponto p = x (¢) da superficie é determinado pe-
. . , . aX aX
los vetores linearmente independentes tangentes a superficie 5 (¢) € 5 (¢). Na
forma matricial:

Oz (u,v) Oz (u,v)
x(ua U) Ox ay((?’};v) Ix 6y(671)v)

x(u,v) = | y(u,v) |, 5. = | e e 5= (o,
z(u,v) v % v 82((9u,v)

A representacdo paramétrica de curvas e superficies € a forma mais flexivel
e robusta para sua modelagem computacional. Ela nio apresenta as limita¢des
inerentes as formas implicita e explicita, permitindo o uso da dlgebra linear nos
célculos necessdrios para a concatenagdo de fragmentos, prolongando-os em cur-
vas ou superficies continuas e suaves, como requerido em modelagem de objetos.
Isto, em geral, € feito pela escolha dos pontos de junc¢do e pela imposi¢do de res-
tricOes aos vetores tangentes e normais de cada fragmento de curva ou superficie.
Uma questdo importante, que serd discutida nos capitulos a seguir, sdo os méto-
dos de escolha da forma aproximada das fungdes paramétricas que sao usadas em
computacao grafica.



Capitulo 3

Tipos de Curvas

Muitos objetos do mundo real apresentam formas ou contornos suaves. Para mo-
delar tais objetos em computacdo grafica, € necessdrio a utilizacdo de curvas e
superficies suaves em sua representagdo computacional. Este tipo de modelagem
€ utilizado em diversas areas como Medicina, Biologia, Quimica, na industria do
entretenimento, como no desenvolvimento de jogos em mundos virtuais, € nas
mais diversas de aplicacdes CAD/CAME

A representacdo de uma curva como uma sucessao de trecho retos pode ser
suficiente para vdrias aplicagdes. No entanto, curvas e superficies complexas
normalmente demandam uma maneira mais eficiente de representacdo. Tal re-
presentacdo € normalmente mais compacta que as formas discretas. Definir uma
curva que passe por um conjunto determinado de pontos é um problema de in-
terpolacao, enquanto a defini¢ao de uma curva que passe préoximo a um conjunto
determinado de pontos é um problema de aproximacao. Este capitulo ird tratar
dos tipos de curvas mais comumente utilizadas como base para a construcio de
superficies.

3.1 Curvas Parametrizadas Cuabicas

A modelagem de objetos envolve a definicao de curvas e superficies que obede-
cam determinadas condi¢cdes de posi¢do, tangéncia e curvatura, expressas em um
conjunto de pontos denominados pontos de controle. Grande parte dos modelos
geométricos utilizados em computacdo grafica sdo baseados em curvas e superfi-

'Computer Aided Design (CAD), ou desenho auxiliado por computador, é o nome genérico
de sistemas computacionais (software) utilizados pela engenharia, geologia, arquitetura, e design
para facilitar o projeto e desenho técnicos. O Computer Aided Manufacturing (CAM), ou
Manufatura Auxiliada por Computador, trabalham tendo como base modelos matematicos prove-
nientes do sistema CAD e estdo ligados ao processo de producio.



cies parametrizadas que utilizam funcdes polinomiais, cujas principais proprieda-
des sdo (Persiano, 1996):

e Polindmios de grau n admitem n raizes r; (alguns pares podem ser com-
plexo conjugados), e podem ser expressos como:

p(u) = po(u —7r1)(u—ry) ... (U —rp_1)(u—ry);

e Polindmios possuem derivadas de qualquer ordem que sdo também polino-
mios de grau menor;

e A integral indefinida de um polindmio de grau n € um polindmio de grau
n -+ 1;

e Polindmios de grau n > 0 sdo funcdes ilimitadas;

e Polindmios de grau n admitem no méximo n — 1 extremos (m4ximos ou
minimos) locais.

Um fator a ser considerado na representacdo paramétrica com funcdes poli-
nomiais € a defini¢do do grau dos polindmios. Quanto maior o grau, mais para-
metros serdo necessarios para definir o formato da curva, podendo torna-la mais
oscilante, e exigindo mais processamento computacional. Por outro lado, polino-
mios de menor grau podem nao fornecer parametros suficientes para o ajuste de
sua curvatura. Uma solu¢do comumente utilizada na computagao grafica € a utili-
zacao de polindmios cubicos (de grau 3).

Uma curva paramétrica cubica por partes € definida pela juncdo de varios seg-
mentos de curvas cubicas. A suavidade de toda a curva € obtida pela continuidade
em seus pontos de juncdo e das derivadas nestes pontos.

Um segmento de curva paramétrica cibica pode ser escrita como p(u) =

(x(u), y(u), z(u)) onde:

2 3
z(u) = oz + C12U + Copu” + c3.u”,

2 3
y(u) = coy + cryu + coyu” + c3u”,

2 3
z(u) = co, + cru + co,u” + czu’.

Na forma matricial o polindmio cuibico paramétrico € escrito da seguinte forma:

Coz Coy Coz

w(u) y(u) z(w)] = [Tuu?ad] .| = =
Yy

Cox C2y Co2y

C3z C3y C3z



ou

3

p(“’) = ¢y +Cu + CQU2 + C3u3 = Z Ckuk = uT .C
k=0
onde
1
35(“) u 20 Cky r
p(u)T = y(“) , U= FRE Cc = Cl , sendo L = Chy

Portanto, a forma bdasica que expressa o segmento de curva polinomial para-
metrizada é dada pela equagdo

p(u) =u” ¢

que serd usada para a gerar os pontos do segmento de curva quando o pardmetro
u varia no intervalo (0, 1).

Resta ainda determinar os coeficientes que compdem a matriz ¢. Para fungdes
polinonimais ctbicas sdo necessdrias quatro condi¢des, em geral expressas por

p(u;) =u] -c, 1=0,1,2,3.

2

O vetor u; € composto por quatro valores especificos do pardmetro v. Em
geral, os valores p(u;) sdo determinados pelos pontos de controle, correspondendo
aos valores u; escolhidos . Este conjunto de quatro equacdes corresponde a um
sistema que pode ser escrito da seguinte forma

p=A-c = c=A"'l-p

Esta forma basica apresenta versdes especificas nos varios tipos de curvas po-
linomiais estudadas a seguir.

3.1.1 Interpolacao

Uma curva cubica por partes interpolada passa por uma sequéncia {p, } de pon-
tos de controle, onde

10



Pk
P = Pky
Pk

Como sdo necessdrias quatro condicdes (equacdes) para estabelecer os coe-
ficientes ¢ de cada segmento de cubica, eles serdo determinados de forma que a
curva polinomial p(u) = u”'¢ interpole quatro pontos sucessivos p;, Py 410 Proo

€ Prys-
Para u € [0, 1], uma possivel interpolagdo poderia utilizar os valores

1 2
=0, -, -, 1. 3.1
Ug ) 37 37 ( )
P, =p(0) = ¢ ) 5
plzp(%):co+%c1+§2c2+%3c3
P,=pP(3E)=co+ici+3 e+ 3¢
p; =p(l) =¢cy+ e+ ¢+ e3

Reescrevendo as equagdes na forma matricial, obtém-se o sistema p = Ac,
onde:

P 10 0 0
_|» _voarap
S N R I e

P 11 1 1

A matriz dos coeficientes ¢ pode entdo ser obtida da seguinte forma:
p=A-¢c = c=A'p=M;p

A matriz

1 0 0 0
—95.5 9 —4.5 1

9 =225 18 45|’
—4.5 135 —13.5 4.5

M, =A"=

11



¢ chamada matriz de interpolacao geométrica, relativa aos valores u; em (3.1).
Cada segmento de ctbica p(u) = u’c, u € [0,1], interpola quatro pontos
sucessivos.

A interpolacdo de todos os pontos € composta por segmentos ciibicos que
interpolam subsequéncias de quatro pontos de controle, cada um determinando
uma parte da curva cubica por partes.

Para garantir a continuidade nos pontos de jun¢do, os extremos de segmentos
vizinhos devem ser coincidentes. Ou seja, o ultimo ponto p, de um segmento
deve coincidir com o primeiro ponto do proximo segmento. A Figura[3.T|ilustra a
interpolacdo composta por dois segmentos de cibicas adjacentes. Embora a curva
cubica por partes formada seja continua, a derivada nos pontos de jun¢do pode
nao existir.

M e b5
- : [ 2]
p -
o 2 5P
B

Figura 3.1: Juncao de segmentos interpolados
Pode-se avaliar a influéncia de um ponto de controle sobre qualquer trecho do
segmento que o interpola. Para isso, reescreve-se a equacao
T T
p(u) =u ¢ =u"Mp,

ou

onde b(u)T = u’M;.
O vetor b(u) = (u”M;)” = M¥u é um conjunto de funcdes ciibicas conheci-
das como funcdes de mistura (blending functions):

12



—4.5u% + 9u® — 5.5u + 1

bo(u) f

b(u) bi(u) | _ 13.5u® — 22.5u* + 9u
ba(u) —13.5u® 4+ 18u* — 4.5u
bs(u) 4.5u% — 4.5u* + u

Reescrevendo p(u), obtém-se:

3
P(u) = bo(w)py + bi(w)py + ba(u)py + bs(w)ps = D bi(u)p;-
i=0
Cada b;(u) expressa a influéncia do seu respectivo ponto de controle sobre a

curva gerada. Pode-se depreeder da figura que quando u distancia-se de %
(para+ = 0,1,2,3) o ponto p, diminui sua influencia sobre a curva. As funcdes

de misturas sao polindmios de grau 3, portanto podem ser escritas como produtos
envolvendo suas raizes. Observa-se que as raizes de cada b; coincidem com os

valores uy, definidos em (3.T)).

bo(u) = —5(u—3)(u—3)(u—1),
br () = Zu(u — D~ 1),
ba(u) = —Zu(u — 3)(u—1),
bs(u) = Ju(u — £)(u— 32).
A
b {u)
b
R g
3 3

Figura 3.2: Interpolacdo dos polindmios das fun¢des de mistura

13



3.1.2 Curvas Hermite

Para resolver o problema da ndo existencia da derivada nos pontos de jun¢ao dos
segmentos de ctibica no método anterior Hermite propos usar apenas dois pontos
de controle. As quatro condi¢des necessdrias para determinacdo dos coeficientes
de ¢ deveriam ser dadas pela interpolacdo do segmento de cubica nos pontos de
entrada e saida da curva, de forma que os vetores tangentes a curva neste pontos ti-
vessem valores pré-estabelecidos. Notaremos (p,, p3) € (py, P ), respectivamente,
os pontos de entrada e saida do segmento de cuibica e a derivada nestes pontos.

Considerando u € [0, 1] os pontos extremos sdo p(0) e p(1) e os vetores
tangentes sdo determinados da seguinte forma

dx
du

p(u) = % = ¢; + 2ucy + 3u’cs.
@

Logo, as condi¢des de Hermite sdo:

po = pP(0) = ¢y,

ps =Pp(1) =c¢o + ¢ + ¢ +¢s,
p6 - p/(O) = €1,

p; =p'(1) = ¢; + 2¢5 + 3c3,

Matricialmente representados por:

Po 1 00 0
p3_1111c
p{)_OlOO’
P 01 2 3
onde

Po 1 000
P; 1 111
P, H 0100
p; 01 2 3

A matriz dos coeficientes ¢ € obtida resolvendo-se a equagdo ¢ = My(q, onde
My é chamada matriz geométrica de Hermite

14



a4 o0 1 0
My = Ay = -3 3 -2 -1
2 -2 1 1

O segmento de ctibica € dada por p(u) = u’’c, logo p(u) = u' Myq.

Na interpolacdo de Hermite, ndo s6 os pontos de juncdo de dois segmento de
cubica adjacentes sdo compartilhados, mas também o valor das derivadas nestes
pontos. Para cada par de segmentos de cubica adjacentes, o ponto de saida de
um segmento e o vetor tangente neste ponto coincide com o ponto de entrada do
proximo segmento € o vetor tangente neste ponto. Isto garante que a curva total
seja de classe C!. Ou seja, o controle preciso das tangentes de entrada e de saida
dos segmentos da curva € essencial para a "suavizacdo'da curva total. Para isso,
os vetores tangentes de entrada e saida em cada ponto de controle devem possuir
a mesma direcdao e modulo.

As funcgdes de mistura sdo obtidas reescrevendo-se p(u) como

p(u) = b(u)"q, onde

2u® — 3u? + 1
—2u? + 3u?
wd —2u? +u

ud — u?

b(u) = Mpu =

A figura [3.3]ilustra a continuidade da curva obtida pelo alinhamento das tan-
gentes no ponto de unido.

3.1.3 Curvas Bézier

A curva de Bézier foi desenvolvida por Pierre Bézier durante seus trabalhos em
projetos de automoveis para a Renault francesa no inicio da década de 1970. Bé-
zier baseou sua curva no método proposto por Hermite, adicionando a definicao
original uma metodologia para a determinacdo das tangentes p;, ¢ p5. Em seu mé-
todo € usado mais dois pontos de controle p, e p,, para obter uma aproximagao
linear de pj, e p} definida da seguinte forma:

po =p'(0) = % =3(p; — Po);
py =p'(1) ~ BP2 = 3(p, — p,).

3
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Figura 3.3: continuidade no ponto de junc¢do de curvas Hermite

Através dessas aproximacdes, obtém-se duas condi¢des de controle, que, jun-
tamente com as condi¢des dos pontos extremos, determinam p(u) = u’'c, onde:

P =p(0) = ¢
p;=pP(l)=co+c1+cx+c3
Py = p'(0) = 3p, —3p, = ¢,
p; =p'(1) =~ 3p; — 3p, = ¢; + 2¢5 + 3c¢s.
A matriz dos coeficientes ¢ € obtida através da equacdo ¢ = Mpgp, onde Mp é
chamada matriz geométrica Bézier e dada por:

1 0 0 0
-3 3 0 0
Me=1 35 4 3 0
-1 3 -3 1

A polinomial cubica de Bézier é dada por p(u) = u’ Mpp.
As fungdes de mistura do método de Bézier, sao polindmios de Bernstein, que
se escrevem:

(1—u)’
b(u) = Mpu = gng_—ug)

Os polindmios de Bernstein sdo dados por:

d! : :
—u (1 — )"

o) = =y
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e tem as seguintes propriedades:

e b;; ndo tem raizes no intervalo (0, 1).
e 0<byy(u) <1, Vue(0,1)

o 3¢ (bia(u) =1, Yu € [0, 1]

A influéncia das fun¢des de mistura na curva de Bézier sdo ilustradas na figura

B.4

1 BI.EI.-E‘
0,3
b
23
i3
+
0 1T u

Figura 3.4: polindmio de mistura que influencia a Bézier cubica

A curva de Bézier pode ser escrita como: p(u) = 32_ by (u)p;, onde b;3 sdo
os polindmios de Bernstein de grau 3 e p, sdo os pontos de controle.

Para cada v € [0, 1], p(u) é uma combinagdo convexa dos quatro pontos de
controle. Ou seja, a curva esta contida no interior do fecho convexo definido por
€sses pontos, como mostra a ﬁgura@

3.1.4 Curvas B-splines

O termo spline, em inglés, se refere originalmente as tiras de metal ou madeira
que eram utilizadas no projeto de embarcagdes, carros, etc. Pesos eram utilizados
para ajustar a curvatura das splines as formas desejadas.

Inspirada nas splines fisicas, a Spline Cubica Natural é um polindmio ctibico
por partes de classe C? que interpola todos os seus pontos de controle. Embora
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Figura 3.5: Curva de Bézier contida no fecho convexo formado por seus pontos
de controle.

com suavidade maior do que as curvas Hermite e Bézier, sua principal desvan-
tagem € que todos os pontos de controle devem ser considerados no célculo dos
coeficientes polinomiais: qualquer ajuste em um ponto de controle afeta toda a
curva, exigindo muito cdlculo computacional.

A B-Spline € uma versao simplificada da Spline Ciibica Natural, que imple-
menta o controle local da curva. Qualquer alteragdo em um ponto de controle se
propaga apenas para os vizinhos mais proximos. Entretanto, a B-Spline ndo in-
terpola os pontos de controle, apenas permite o ajuste de proximidade da curva
gerada em relagdo a estes pontos.

O problema geral da Spline Natural é: dado um conjunto de pontos de controle
{p;}, i =0,1,...,m; deseja-se encontrar uma funcdo suave

p(U) = [SC(U) y(U) Z(“)]v u € [umina uma:c];
que aproxime, de alguma forma, dos pontos de controle. A partir de uma
sequéncia ndo decrescente de valores uy, k = 0,1, ..., n; denominados nds, tais

que

Umin = Uy < Up... < Uy = Umazx;
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define-se entdo p(u) como uma fungdo polinomial de grau d, entre cada par
consecutivo de nos:

d
pP(u) =D cpt!,  wp <u < upg.
=0

Para definir a spline de grau d, é necessario calcular os n(d + 1) coeficientes
c;r. Desta forma, uma cibica polinomial (d = 3) € definida por 4n coeficien-
tes. Para calcular os coeficientes € necessdrio definir tantas condi¢des quantos
coeficientes exitem.

A B-Spline, assim como a curva Bézier, utiliza ajustadores (ou blending func-
tions) no cdlculo da curva gerada. Cada ajustador B;4(u) expressa a influéncia do
ponto de controle p, na geracio de toda a curva, dada por:

m
p(u) = Z Bia(u)p;.
=0

(2

Cada fungdo B;4(u) é um polinomio de grau d por partes no seu intervalo
de atuacdo (u;,, ,u;,,.) € € igual a zero fora dele. O intervalo de atuacdo é
determinado pelo grau d do polindmio, conforme veremos a seguir. O nome B-
Splines vem do termo basis splines, porque para uma determinada sequencia de
nés e um grau k fixado, as fungdes B;4(u) formam uma base.

Um dos conjuntos de bases B-splines mais utilizadas e definida por recorréncia
¢ a proposta por Cox-deBoor (Foley, 1990):

1 U, <u< Uk+-1
Bro(W) =1 0 erm outro casc 3.2
ko(v) { 0, em outro caso (3.2)
U — Uy Uk+d+1 — U
Big(u) = —————Bgg-1(u) + ————————Bj11.4-1(u).
Ug4-d — Uk Uk4-d+1 — Uk41

A anélise da recorréncia acima permite um melhor entendimento sobre o papel
de cada ponto de controle na gerag¢do da curva segmentada nos intervalos entre nds
consecutivos.

A base da recorréncia em (3.2), determina By (u) = 1 em (uy, ug41), € nulo
fora do intervalo, como ilustrado na Figura

Para d = 1, obtém-se:

U — Uk

u — U
Bk70<u> + LB]H_L()(U).

Bpi(u) = ————
Up4+1 — Uk Uk4+2 — Uk+1
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Figura 3.6: Ajustador (Blending function) By parad = 0

O que resulta em:

U—Uk
—k oy <u<u
ukijliuku; kE > = k+1

— k42—
Bri(u) = ¢ 22— g <u < upgo

Uk42—Uk+1’
0, em outro caso

A fungdo By (u) € ilustrada na Figura[3.7]

k12 [} ks

Figura 3.7: Ajustador (Blending function) By parad = 1

Para d = 2:

Uk+3 — U
Bya(u) = b3 Bii11(w).

— " B _ RS
Ug42 — Uk Uk+3 — Uk+1




resultando

U—UL U—UL
. u, <u<u
Uppz—ur  upii—ug’ B = = Tkl
U—ug Ug42—U Uk43—U U—Uk41
—un — — ’ — y Upyl S U S Upgo
B (u> — Uk42— Uk  Uk4+2—Uk+1 Uk43—Uk4+1  Uk4+2—Uk+1
k>2 Uk 43— U Uk 4+3—U

Uk+3—Uk+1  Uk+3—Uk42’ Uk+2 S U S Upss

0, em outro caso

A fungiio By, (u) ¢ ilustrada na Figura 3.8]

Bizlug) =10

i :I Bia(upe1) =2

B?
P N Bia (g1 +upa)i2 ) =%

M“ / \ B2 (upz) = 42

|I-Ilk chll Hk'! Hk'! Hkll- Bli;,z (uj;\-l-S:I = [:I

Figura 3.8: Ajustador (Blending function) By para d = 2

Para d = 3, obtém-se

u—u U —Uu
Bk,g(u) = i Bk72(U) + bt

Bl{:+1,2 (U),
Ug43 — Uk Uk+4 — Uk+1

como ilustrado na Figura[3.9]

45

14

B 3(uz) =0
- B3} = 1/6
/ \ B s(upz) = 46
_.-—-"I | I""-—— : Bislumes) = 16

Bialtipea) =0

Hk ukll k12 k13

Figura 3.9: Ajustador (Blending function) By parad = 3

A figura mostra a influéncia do ponto de controle p,, determinada pela

fung¢do Bys(u), em quatro trechos consecutivos (de [uy, ugi1] @ [ugs3, uks4]), da
polinomial cibica gerada. No caso geral, a geracdo de um polindmio de grau d
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determina a influéncia de cada ponto p, sobre d + 1 intervalos consecutivos, de
[Uk, Uk+1] a [uk+d7 Uk+d+1]-

Na polinomial cubica, cada intervalo entre nds consecutivos € influenciado
por quatro pontos de controle. A figura [3.10]ilustra tal situa¢do, onde a geragdo
da curva no intervalo [ug, uy1] leva em consideragdo quatro ajustadores consecu-
tivos: ka?),d a Bk,d-

Bﬂ:-3,3 Bﬂ: ] Bﬂ: 13 'E*,3
| [ [ [ | u
Uy-1a ) ey ty Hawq

Figura 3.10: Blending functions consideradas entre dois nds consecutivos, d = 3

As bases B-splines de Cox-deBoor sio de classe C?~! nos nés e satisfazem a
propriedade convexidade

d
0 < big(u) <1le ) b(u) =1, Yu e [0,1]
=0

A figura ilustra o caso em que os nds sdao igualmente espacados pelo
intervalo [tin, Umaz]; OU seja, todos os intervalos [uy, ug1], tEm o mesmo valor
Au = uy1 — ug. As curvas em que todos os nds sao igualmente espagados sdo
chamadas splines uniformes.

Pode-se também definir Splines nao uniformes, que utilizam vetores de nds
nio uniformemente distribuidos. Esta flexibilidade permite até mesmo a defi-
ni¢do de nés coincidentes (u; = ug.1). Neste caso, termos 0/0 serdo substi-
tuidos por 1. Por exemplo, o caso particular de uma spline com vetor de nds
u =40,0,0,0,1,1,1,1} define uma curva de Bézier (Angel, 2004).

3.1.5 Curvas NURBS

As Curvas NURBS (Non Uniform Rational B-Splines), sdo assim chamadas por
se tratarem de B-Splines nao uniformes definidas por Fun¢des Basicas Racionais,
onde a cada ponto de controle € associado um valor real que determina o seu peso
na geragdo da curva. Dessa forma, quanto maior o peso de um ponto de controle,
mais influéncia este ponto exerce sobre o trecho da curva no qual atua.

Uma curva NURBS de grau d € definida por
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n wi By a(u)p;
"o wiBia(u)

p(u) =

onde p, sdo os pontos de controle da curva, B; 4(u) sdo as Funcoes Bdsicas
B-Splines de grau d e cada valor real w; € um peso associado ao ponto de controle
p,. Observe-se que as B-Splines sdo um caso particular das NURBS, onde w; = 1,
V1.

Utilizando coordenadas homogéneas, uma curva NURBS definida em R serd
representada como uma curva polinomial no espaco R*. Pode-se incorporar o
peso de cada ponto de controle em suas coordenadas homogéneas, definindo-se
P = wip; = (Wi, Wiy, Wiz, Wy).

Dessa forma, a equacdo das NURBS serd

_ 2?2_01 Bz’,d(u)p?
"o wiBia(u)

p(u)

As curvas NURBS herdam todas as propriedades das curvas B-spline como
envoltéria convexa e serem de C% 1. Além disso, incorporam a atribui¢ao ex-
plicita de pesos aos pontos de controle. Este ajuste adicional tornam as NURBS
uma poderosa ferramenta para modelagem de curvas e superficies. A Figura[3.1]]
ilustra diferentes formas de uma curva, obtidas por variacdes do peso de um tnico
ponto de controle.

Outra importante caracteristica das NURBS trata da visualizacdo em pers-
pectiva. Determinadas operacdes como rotagdo, escala ou translacio, podem ser
obtidas aplicando-se transformagdes apenas em pontos especificos de uma forma
geométrica. Por exemplo, pode-se rotacionar apenas os vértices de um cubo, e as
novas coordenadas determinardo o novo cubo rotacionado. Tal processo € muito
mais rapido do que rotacionar cada ponto do cubo previamente gerado.

Embora o mesmo processo se aplique a curvas e superficies, a visualizagdo em
perspectiva para as B-Splines ndo segue o0 mesmo principio: a aplicagc@o da trans-
formacdo apenas nos pontos de controle ndo produz o mesmo resultado. Segundo
Angel (Angel, 2004), as NURBS ndo apresentam esta limitacao.
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Figura 3.11: Ajustador (Curva NURBS com variacdo do peso associado ao ponto
de controle p(1)
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Capitulo 4

Tipos de Superficies

A modelagem e desenho de superficies suaves sd@o necessarias em vdrias aplica-
coes de computacao gréfica, seja na modelagem de objetos ja existentes ou na cria-
cdo de novos objetos. As superficies sdo modeladas geralmente usando-se malhas
de poligonos, superficies bicibicas paramétricas esuperficies quidraticas, tem tem
como principio para a sua cosntrucdo as curvas paramétricas. Este capitulo trata
dos conceitos que envolvem a modelagem de superficies. Serdo abordados prin-
cipalmente os conceitos das superficies paramétricas, além de trés técnicas para
modelagem de superficies que derivam dos conceitos de modelagem de curvas ja
apresentados.

4.1 Superficies Parametrizadas

Pode-se extender a definicao de curvas para a geracdo de uma superficie parame-
trizada p(u, v):

x(u,v) n o m
p(U,U) = yguavg = Z:Z:cijuivj.

A especificagdo dos 3(n + 1)(m + 1) coeficientes determinard uma superficie
p(u, v) especifica, gerada a partir da variagdo dos dois pardmetros u e v. Geral-
mente define-se n = m, com (u,v) € [0,1]%, conforme ilustrado ilustrado na
Figura[d.1]

Qualquer superficie pode ser vista como uma colecdo de curvas, geradas fi-
xando um dos parametros, u ou v, e variando-se o outro. Com isto, pode-se gerar
superficies a partir de curvas especificas (p.ex, polinomiais cubicas), todas com as
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Figura 4.1: Trecho de superficie

mesmas caracteristicas. Nesse trabalho serdo consideradas as superficies paramé-
tricas definidas a seguir.

4.1.1 Superficies de Bézier

Extedendo-se o conceito de curva de Bézier, pode-se definir uma superficie de
Bézier a partir de um array bidimensional de pontos de controle, P = [pij]4w4, €
dos polindmios de Bernstein associados. Entao,

no-m

P(u,v) =D > bi(w)b;(v)p,;:.

i=0 j=0

Fixando-se u = ug, tem-se todos os fatores b;(u) fixos, o que determina uma
curva parametrizada em v. A curva p, (v) = p(uo,v) é uma curva de Bézier
denominada curva isoparamétrica.

As propriedades das superficies de Bézier sdo semelhantes as das curvas de
Bézier. Além de derivadas parciais continuas, a superficie gerada estd contida no
poliedro determinado pela envoltéria convexa dos pontos de controle, e interpola
os pontos pyy = P(0,0), Pez = P(0,3), P3y = P(3,0) e P33 = p(3,3). E possivel
interpretar outras condicdes envolvidas na geracao das superificies de Bézier como
uma aproximacdo das derivadas parciais em seus vértices. Considerando o vértice
(0,0):
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g(ou 0) = Poo

gg(Q 0) = 3(1’10 - Poo)a
73(07 0) = 3(Po1 — Poo):
o°p

guve (0; 0) :.9(1)00 — Py TPy — Pu)-
As trés primeiras condicdes sao extensodes dos resultados para a curva de Bé-

zier; a quarta condi¢do pode ser vista como uma medida da tndéncia de curvatura
da superficie na vizinhanga do ponto (0, 0).

4.1.2 Superficies B-Splines

Pode-se extender a aplicacdo das fungdes de base das curvas B-Splines para definir
superficies parametrizadas:

n m

P(u,v) =D Bija(u,v)py,

i=0 j=0

onde a blending function B; ;q(u,v) = B; 4(u)Bj4(v) é definida a partir das
funcdes de base das curvas B-Spline (Watt, 1993).

Além da matriz com os pontos de controle p,;, as superficies B-Spline utilizam
dois vetores de nés (knots) uy e vg, contendo sequéncias nao decrescentes de
valores para os parametros v e v (utilizadas nas fungdes de base para as curvas
B-Splines).

Analogamente as curvas B-Spline, as sequéncias u; € vy determinam uma
subdivisdo de toda superficie gerada (surface patches), com sua continuidade C*
sendo decorrente do caso unidimensional. Tal como as curvas B-Spline, os valores
dos n6s podem ser irregularmente espacados, originando superficies ndo unifor-
mes. Deve-se evitar pontos de controle duplicados, que criam descontinuidade.

Um exemplo simples de superficie B-Spline, determinada por 16 pontos de
controle, € ilustrado na Figura @

Nesse caso, a superficie gerada ocupa a regido préxima aos quatro pontos de
controle centrais. Devido a heranga das propriedades da envoltéria convexa e
continuidade C?, a superficie B-Spline é considerada mais suave que superficies
construidas a partir das curvas de Bézier e Hermite.

4.1.3 Superficies NURBS

As superficies NURBS apresentam caracteristicas semelhantes as superficies B-
Splines.

Assim como as curvas NURBS, € possivel definir superficies a partir de uma
malha de pontos de controle p; ; com pesos w; ; associados, e utilizando coor-
denadas homogéneas. Uma superficie NURBS definida por curvas polinomiais

27



Figura 4.2: Trecho de superficie B-Spline

em u e v (de graus p e g, respectivamente) e fungdes de base (B;,(u) e B;4(v))
(WEISSTEIN, 2000), tém a forma geral:

p(u,v) = 2ito 2o Bip(u) Bjg(v)wi ;pi
’ Z:L:O Z‘;n:[) Bi,p(u)B‘jg(U)wiJ

Essa equacdo pode ser reescrita como:

n m

p(u,v) = ZZRi,j(va)pi,j O<wv=<l1

i=0 j=0
onde

_ Bip(u)Bjg(v)wi, .
>0 20 Bip (u)Bjq(v)ws,;

Ri,j(u, /U)

Utilizando coordenadas homogeneas, e definido-se p;’; = w; ;p;’;, obtém-se

n m

p(u,v) => > Bip(u)Bj,(v)p};

i=0 j=0

sendo essa a formula mais utilizada nos algoritmos computacionais.

As Fungdes Bésicas Racionais apresentam as mesmas propriedades das Fun-
coes Basicas B-Spline. Consequentemente, as propriedades das superficies NURBS
sdo as mesmas das superficies B-Spline. E importante observar que as superficies
NURBS generalizam as superficies de Bézier e superficies B-Spline.
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Capitulo 5

Conclusao

Este trabalho apresentou os tipos de curvas e superficies suas principais caracte-
risticas quanto a deformacao e suavidade. Vimos que para a computagdo grafica,
o entendimento das curvas € essencial para a definicao de superficies deformadveis,
principalmente quanto a sua suavidade e continuidade.

As superficies NURBS apresentam uma melhor suavidade em relagdo as de-
mais, além de poder generalizar as superficies de Bézier e B-Splines. sendo ela a
mais utilizada nos algoritmos computacionais.

Outra importante caracteristica das NURBS trata da visualizacdo em pers-
pectiva. Determinadas operacdes como rotagdo, escala ou translacido, podem ser
obtidas aplicando-se transformagdes apenas em pontos especificos de uma forma
geométrica. Por exemplo, pode-se rotacionar apenas os vértices de um cubo, e as
novas coordenadas determinardo o novo cubo rotacionado. Tal processo € muito
mais rapido do que rotacionar cada ponto do cubo previamente gerado.

Embora o mesmo processo se aplique a curvas e superficies, a visualiza¢do
em perspectiva de para as B-Splines ndo segue o mesmo principio: a aplicagdo
da transformacdo apenas nos pontos de controle ndo produz o mesmo resultado.
Segundo Angel (Angel, 2004), as NURBS ndo apresentam esta limitacao.

Com base no estudo realizado, é possivel definir superfices suaves e que man-
tenham suas propriedades de continuidade quando submetidas a uma deformacao.
de posse desse conhecimento, é possivel desenvolver uma ferramenta capaz de
simular tais resultados, de forma interativa e que possa demonstrar a qualidade e a
importancia da deformacao de superficies flexiveis em diversos tipos de simulacao
tridimensional.
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