View metadata, citation and similar papers at core.ac.uk brought to you by fCORE

provided by Funes

XX Jornadas de Educacion Matematica

CAUCHY: ;INFINITESIMALES VERSUS LIMITE O
INFINITESIMALES Y LIMITE?

Ivan Medrano, Luis R. Pino-Fan
Universidad de Los Lagos

Resumen: En esta comunicacion presentamos un estudio historico-documental sobre la
concepcion de Cauchy de dos objetos matematicos: los infinitesimales y el limite de una
cantidad variable. Nuestra fuente de referencia es Cours D’ Analyse, obra de dicho autor.
Nuestro andlisis e interpretacion de las ideas expresadas por Cauchy con referencia a estos
conceptos, considera la amplia red conceptual establecida por objetos matematicos tales
como infinito, numeros reales, continuo numérico, aproximacion, funcion y recta real, en la
emergencia del concepto de limite. Asi mismo, consideramos la vision disciplinar y
metodologica expresada y trabajada por el autor. Este andlisis esta orientado a la
reconstruccion epistemologica del concepto de limite, para su posterior uso en la
construccion de secuencias de tareas que faciliten su comprension por parte de los
estudiantes.

Variable, limite, infinitesimal, infinito, continuo
ANTECEDENTES

Considerando como standard la formalizacion del calculo diferencial e integral desarrollada
por Weirstrass, con el concurso de Cantor y Dedekind (Boyer, 2013) que significo el
rechazo de los infinitesimales, la vision de los historiadores contemporaneos de las
matematicas con respecto al aporte de Cauchy a las concepciones modernas del calculo y del
analisis, revela una sorprendente falta de consenso (Tall y Katz, 2014). Algunos
historiadores de la matematica, consideran a Cauchy un precursor del analisis desarrollado
por Weirstrass (Grabiner, 1983, citado por Tall y Katz, 2014, p. 2). Para otros, encabezados
por Robinson, creador del andlisis no standard, Cauchy es un antecesor de esta teoria
(Lakatos, 1987, p. 67). También estd una tercera posicion que considera su trabajo anclado
en las concepciones de Newton y Leibniz (Schubring, 2005, citado por Tall y Katz, 2014, p.
2). Nuestro estudio se centra en el texto Cours D’ Analyse de Cauchy (1821) y en el contexto
matematico en que se desarrolla.

MARCO TEORICO

En este trabajo se considera como referente teorico el enfoque onto-semiodtico de la
cognicidn e instruccion matematica (EOS). En el EOS la actividad matematica es modelada
en términos de practicas, configuraciones de objetos primarios y procesos que son activados
por las practicas (Godino & Batanero, 1994, p.334). Se consideran como objetos primarios:
los problemas, los elementos lingiiisticos, las definiciones, las proposiciones, los
procedimientos y los argumentos. El término configuracidn se usa para designar un sistema
de objetos primarios que estan relacionados unos con otros. El objetivo de este trabajo es
describir los objetos primarios con los cuales pueden construirse configuraciones, tanto del
limite de una cantidad variable como de los infinitesimales.
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EL “COURS D’ANALYSE” DE CAUCHY

En la introduccién de su texto, Cauchy (1821) se refiere a las orientaciones generales de su
obra, senalando entre ellas: “hablando de la continuidad de las funciones, yo no he podido
dispensarme de hacer conocer las propiedades principales de las cantidades infinitesimales,
propiedades que sirven de base al calculo infinitesimal” (p. i1). Con esta primera precision,
el lector es advertido del rumbo y procedimientos que se usaran en el desarrollo de esta
version del célculo infinitesimal. Continuando con el tratamiento que ¢él hace de esta
disciplina, el autor expresa: “...En cuanto a los métodos, yo he buscado dar todo el rigor que
se exige en la geometria ...” (Ibid., p. iii). Se aprecia en esta declaracion de principios, una
busqueda de rigor que sea similar a la lograda por la formalizacién axiomatica deductiva de
la geometria, pero ;cudles son los elementos basicos sobre los que se pretende construir este
sistema formal? Mas que dar una respuesta metodoldgica y teodrica a esta interrogante,
Cauchy muestra estos elementos en su propuesta de formalizacion del calculo infinitesimal,
ellos son: los conceptos de nimero y cantidad (considerados como conceptos diferentes).

Numero y cantidad en Cauchy

Las definiciones de nimero y cantidad estan dadas por:

...Nosotros aplicamos siempre la denominacion de numeros en el sentido empleado en aritmética,
haciendo emerger los numeros de la medida absoluta de las magnitudes, y aplicaremos
unicamente la denominacién de cantidad a las cantidades reales positivas o negativas, es decir, a
los numeros precedidos de signos + o -. De hecho, nosotros miramos las cantidades como
destinadas a expresar los crecimientos o las disminuciones, de manera que una magnitud dada
sera simplemente representada por un niimero, si uno se limita a compararla con otra magnitud de
la misma especie considerada como unidad; y por un nimero precedido de signo + o de signo -, si
uno la considera como destinada principalmente a servir al crecimiento o la disminucion de una
cantidad fija de la misma especie... (Cauchy, 1821, p. 2)

Cauchy define el valor numérico de una cantidad, el valor absoluto de una cantidad, como:

Nosotros llamaremos valor numérico de una cantidad al nimero que de hecho es la base,
cantidades iguales aquellas que tienen el mismo signo con el mismo valor numérico y cantidades
opuestas dos cantidades iguales en sus valores numéricos pero opuestas en sus signos. (Ibid.)

De lo expuesto, se establece que el concepto de nimero tiene su raiz en la consideracion de
la medida de una magnitud, entendiéndose la medida como una relacion de comparacion
entre la magnitud dada y otra de la misma especie, escogida como unidad o fuente de
referencia, y una vez establecida esta comparacion, permanece fija (i.e., tiene un caracter
estatico). Por lo que se puede inferir, hasta aqui, el concepto de numero en Cauchy estd
relacionado con el continuo geométrico de la geometria euclidiana. En cambio, el concepto
de cantidad, esta relacionado con el continuo numérico. También se vislumbra el significado
de una cantidad como instrumento para cambiar otra cantidad dada, al referirse a ella como
destinada al crecimiento o decrecimiento de una cantidad fija de una misma especie, es decir
el concepto de cantidad tiene un caracter dinamico. El concepto de cantidad variable es un
importantisimo elemento operacional para la construccion del célculo que desarrolla
Cauchy: “Se denominard cantidad variable a aquella que uno considera que recibe
sucesivamente numerosos valores diferentes unos de los otro”. (Ibid., p. 4)
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Con base en la definicion de cantidad variable, se introducen los conceptos de limite e
infinitesimal:
Cuando los valores sucesivos atribuidos a una misma variable se aproximan indefinidamente a un

valor fijo, de manera que se termina por diferir de ¢l tan poco como uno lo quiera, este ultimo
valor es llamado el limite de todos los otros. (Ibid., p. 4)

En esta definicion de limite hay dos aspectos ligados entre si, los cuales necesitan precisarse:
a) valores sucesivos atribuidos a una misma variable; y b) aproximacién indefinida a un
valor fijo. La siguiente definicion que introduce Cauchy es la de infinitesimal o cantidad
infinitamente pequena:

Cuando los valores numéricos sucesivos de una misma variable decrecen indefinidamente, de

manera que sean menores que todo numero dado, esta variable se denomina un infinitesimal o
una cantidad infinitamente pequefia. Una variable de esta especie tiene a cero por limite. (Ibid.)

Una definicion matematica actual usa la forma logica de equivalencia “si y solo si”. La
descripcion anterior de Cauchy de una cantidad variable como infinitesimal, tiene la forma
logica de una implicacion o condicional 16gico: si el valor absoluto de una cantidad variable
decrece de tal manera que es menor que cualquier numero positivo dado entonces la
cantidad variable es un infinitesimal. Posteriormente, para trabajar con los infinitesimales,
Cauchy necesita considerarlos como existentes en si, y por lo tanto, caracterizarlos
adecuadamente. ;Si designamos una cantidad variable como infinitesimal, entonces el
conjunto de sus valores absolutos decrece de tal manera que es menor que cualquier nimero
positivo dado? Cauchy (Ibid.), responde la cuestion con la siguiente afirmacion: “...Sea a
una cantidad infinitesimal, es decir una variable cuyo valor numérico decrece
indefinidamente...” (p. 27). Por lo tanto, una cantidad variable es un infinitesimal, si y s6lo
si su valor numérico decrece indefinidamente de manera que converge hacia el limite cero.
Cauchy (Ibid.) precisa lo que debe entenderse por un decrecimiento constante y un
decrecimiento indefinido:
La superficie de un poligono regular circunscrito a un circulo dado decrece constantemente, a
medida que el nimero de sus lados aumente, pero no indefinidamente, puesto que ello tiene por
limite la superficie del circulo. De la misma manera, una variable, que admite por valores
sucesivos solamente los diferentes términos de la sucesion: 2/1,3/2,4/3,5/4,6/5..., decrece
constantemente, pero no indefinidamente, puesto que sus valores sucesivos convergen hacia el
limite 1. .... una variable, que asume por valores sucesivos los diferentes términos de la sucesion:
1/4,1/3,1/6,1/5,1/8,1/7..., no decrece constantemente, porque la diferencia entre dos términos

consecutivos de esta sucesion es alternadamente positiva y negativa; ... ella decrece
indefinidamente, porque su valor terminara por estar debajo de todo nimero dado. (p. 27)

En la concepcion de limite de una variable se pueden distinguir dos niveles de significacion:
El primero geométrico y de caracter topologico, al ser representados geométricamente, la
sucesion de valores que asume la variable, en una recta dirigida por los puntos que tienen
por coordenadas los valores de dicha sucesion, se acumulardn en torno de un punto fijo que
tiene por coordenada el valor fijo ‘limite de la variable’. El punto fijo es denominado en
topologia punto de acumulacion (Rudin, 1966, p. 40). El segundo nivel, analitico,
caracterizado por el conjunto de valores absolutos de las diferencias entre los valores que
asume la variable y el valor fijo (limite de la wvariable), representa un proceso de
decrecimiento indefinido. Interpretamos, coincidiendo con Tall y Katz (2014), que la
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definicion de limite de Cauchy describe un proceso, pero dicho proceso es un proceso de
variacion de cantidades dadas por una sucesion, y dirigido a un valor fijo finito o un valor
infinito. El decrecimiento y crecimiento indefinido, son casos particulares de este proceso.
Basandonos en la definicion de estos procesos, interpretamos la definicion de limite de
Cauchy (para el caso finito): el valor L, finito, es un limite de la variable x, cuando esta
asume el conjunto de valores dados por una sucesion, si y solo si para todo real positivo pu:
|L-x|< u, para todos los valores que asume x, menos un nimero finito de ellos. Relacionando
la definicion de infinitesimal con esta formulacion de la definicién de limite, es facil
establecer la siguiente equivalencia: sea x una variable que asume los valores dados por una
sucesion, L una cantidad fija. u=L-x, otra variable, u es un infinitesimal si y s6lo si L es
limite de la variable x. Esta equivalencia se usa particularmente en la exposicién de la
continuidad. La definicién de limite de Cauchy tiene una diferencia con la definicion de
Weirstrass: Cauchy admite la existencia de varios (infinitos) valores limites de una funcion
f(x), cuando la variable independiente x se aproxima a un valor fijo dado p; mientras que en
la concepcion de Weirstrass se contempla la unicidad del limite. La explicacién de esta
diferencia, a nuestro entender, se encuentra en la definicion de ntimero real utilizada por
Cauchy. Para ¢l, un namero real es el limite de una sucesion de numeros racionales.
Posteriormente, con el trabajo de Cantor, se concibe un numero real como una clase de
equivalencia formada por infinitas sucesiones de numeros racionales que tienen como limite
el namero real. Lo anterior, aplicado al siguiente teorema (Rudin, 1966, p. 85), constituye

para nosotros la explicacion de la diferencia conceptual entre la definicion de Cauchy y la de
Weirstrass: “Sea f: E € R — R, p punto de acumulacion de E. El lim f(x) = g si y sélo si
xX—p

lim f(p,) = q para toda sucesion {p,} en E, tal que p, # p, lim p,, = p”. Para Cauchy
n—->oo n—>0oo

dos sucesiones cualesquiera (de nimeros racionales) con términos diferentes convergiendo a
un mismo limite, son consideradas como diferentes, y las sucesiones imagenes determinadas
por la funcidon pueden converger a valores diferentes. En cambio, con la definicién de
numero real dada por Cantor, para que el conjunto de sucesiones imagenes tengan limite, es
necesario la convergencia de todas ellas a un mismo nimero real.

CONCLUSIONES

En relacion al anélisis expuesto, estimamos que hay razones fundamentadas para establecer
en la exposicion de Cauchy, una integracion consistente de dos concepciones
frecuentemente presentadas como antagénicas: los infinitesimales y el limite de una
variable. Asi mismo, su presentacion del calculo infinitesimal esta fuertemente condicionada
por el contexto matematico imperante en su €poca, expresado por: las nociones de numero
real, funcion, infinito, continuo, las relaciones entre la geometria euclidiana y la cartesiana, y
la vision disciplinar del dlgebra. También es importante destacar, en los ejemplos de limite y
en el uso de sucesiones, una intuicidon geométrica de caracter topoldgico (punto de
acumulacion) de la nocion de limite. Aspectos relevantes que se deberian rescatar para su
ensefanza son: la dimensién geométrica intuitiva, la concepcion fuertemente intuitiva de los
infinitesimales y el continuo numérico. Ademas, estos aspectos potencian la presentacion de
visiones alternativas, pre-formales, pero consistentes de la nocioén de limite, que al permitir
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varias representaciones del concepto pueden facilitar su comprension y dominio por parte
del estudiante.
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