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Resumen
En esta nota se estudia la existencia de representacién de una preferencia < definida en un espacio
topolégico X mediante dos funciones reales u y v, contfnuas en X de modo que x < y si o sélo
si u(x) < v(y). Generalizamos al caso pseudotransitivo un resultado de P.K. Monteiro relativo
a preérdenes completos para obtener, en el marco de los espacios topol6gicos conexos por arcos,
condiciones necesarias y suficientes para la existencia de representacién.
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1 Introduccidon

-

Una relacion de preferencia en un conjunto X es una relacién binaria

" estd

asimétrica “<” C X x X. Se dice que la relacién de preferencia “ <
representada por una funcién de utilidad si existe una funcién f : X — R
tal que 2 < y <= f(z) < f(y). La existencia de representacién mediante
una funcién de utilidad implica no sélo la transitividad de la relacién “ < ”
sino también la transitividad de la relacién de indiferencia * ~ " definida
porr ~y<=[noz <y, noy < z|. Asi pues la existencia de funcién de
utilidad obliga a que la relacién de preferencia-indiferencia asociada “ < ”
definida por ¢ < y <= no y < z] sea un preorden completo.

En el marco de los espacios topoldgicos es cldsico un resultado de Lilen-
berg (1941) (ver también Debreu (1964)) que establece que si X es conexo y
separable, toda relacién de preferencia continua (* < ” es abierto en X x X}
tal que “ <" es un preorden completo, es representable mediante una funcién
de utilidad.

Fishburg (1970) propone la representacién de una relacién de preferencia

”»

“ < " mediante un par de funciones u,v : X — R, v(z) < u(z), de
modo que ¥ < y < u(r) < v(y). Este tipo de representacién da una
idea de la imprecisién con la que se percibe la “utilidad™ proporcionada por
un elemento z, que tiene una cota superior en u(z) y una cota inferior en
v(z). Las relaciones de preferencia que pueden representarse mediante un par

de funciones u,v no estdn obligadas a un comportamiento transitivo en la

indiferencia, lo que parece razonable pues r ~ y puede significar, ademas de




la indiferencia, el hecho de que z e y no sean comparables. Dichas relaciones
son pseudotransitivas; es decir, si z < y <y’ < z entonces z < 2.

Bridges (1983), Chateauneuf (1987) y, mas recientemente, Lépez (1992)
estudian condiciones para la existencia de representaciéon de una relacion de
preferencia pseudotransitiva definida en un espacio topoldgico. Un resultado
de Chateauneuf (1987, (véase corolario p. 145)) generaliza el cldsico resultado
de Eilenberg en el sentido de que en un espacio topoldgico conexo y separable,
toda relacién de preferencia pseudotransitiva cuyos predrdenes asociados son
continuos, es representable mediante un par de funciones continuas.

El objetivo fundamental de esta nota es obtener condiciones necesarias
y suficientes para que una relacién de preferencia definida en un espacio to-
poldgico conexo por arcos. sea representable mediante un par de funciones
continuas. El resultado obtenido se basa en propiedades de acotacion de las
preferencias y generaliza el trabajo de Monteiro (1987) en el que se caracte-
rizan los preérdenes completos que son representables mediante una funcién
de utilidad.

En la seccién segunda se establecen las notaciones y se precisan las defini-
ciones que van a ser utilizadas a lo largo del trabajo. En la seccion tercera se
establecen las condiciones necesarias para la existencia de representacién y en
la seccién cuarta se comprueba que tales condiciones son también suficientes.

En la dltima seccién analizamos en qué casos la separabilidad del espacio
es condicién necesaria y suficiente para que toda relacion de preferencia pseu-
dotransitiva con predrdenes inducidos continuos, sea representable mediante

un par de funciones continuas.




2 Definiciones y notaciones

Una relacién de preferencia en un conjunto X es una relacién binaria
asimétrica “ <" C X x X. Escribiremos ¢ < y en lugar de (z,y) € “ < ".
La notacién z <X y indicard que no se cumple y < z y escribiremos z ~ y si se
verifican simultdneamente z < y e y < z. De la asimetria de la relacién < se
deduce que la relacién de preferencia-indiferencia < es reflexiva y completa;
esto es, dados z,y € X se cumple 2 < y o y < z. Se dice que < es un
preorden cuando ademds es transitiva, es decir si z < y < z entonces = < z.
La relacién =< es pseudotransitiva cuando ¢ < y <X ¢’ < z implica z < z.
La pseudotransitividad de X lleva consigo la transitividad de < pero no la
transitividad de <.

A la relacién de preferencias < se le asocian de forma natural dos rela-

ciones, que denotamos =<; y <, definidas de la forma siguiente:
a <; y sy solosi [z <z implica 2z < y]

T <5y siysolosi[y <zimplica z <X z]

Las relaciones <; y <; son, obviamente, transitivas y es facil comprobar (ver
Doignon ct al., 1984) que = es pseudotransitiva si y sélo si X; (o equivalen-
temente =<,) es un preorden completo.

También es facil comprobar que las relaciones estrictas <; y < asociadas

a los predrdenes completos X; y <, estdn definidas del siguiente modo:
x <; y siy s6lo si [existe z € X tal que z < z <X y]
T <, y siy sblo si [existe z € X tal que z < 2z < y]
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Diremos que < es fuertemente separable (Chateauneuf (1987)) si existe un
subconjunto numerable A C X tal que si 2 < y existen «,b € A tales que r <
a X b <y. Se dice que un subconjunto A C X acota a < (Monteiro(1987))
si dado z € X, existen a,b € A tales que a < z <X b. Se dice que <
es numerablemente acotada si existe un conjunto A finito o numerable que
acota a <. La misma definicién se puede aplicar a la relacién estricta <.
Evidentemente, si < estd acotada por A, <X también lo est4.

Cuando X es un espacio topoldgico, se dice que la relacién < es continua
s1 “<” es un abierto en el producto cartesiano X x X. Un espacio topoldgico
X es separable si tiene un subconjunto denso y numerable. Diremos que
X es conexo si no es la union de dos abiertos no vacios disjuntos. X es
conexo por arcos si para todo 2,y € X existe f : [0,1] — X continua
con f(0) = x,f(1) = y. Todo espacio conexo por arcos es conexo. Todo

subconjunto convexo de un espacio vectorial topoldgico es conexo por arcos.

3 Condiciones necesarias para la existencia

de representacion

Consideremos un espacio topoldégico conexo X, en el que esta definida una
relacién de preferencias <. En esta seccion se estudian condiciones necesarias
para la existencia de un par de funciones continuas u,v : X — R que
representen a la relacién < en el sentido de que z < y si y sélo si u(z) < v(y).

Obsérvese que la asimetria de < implica la irreflexividad, es decir, no se

cumple = < z, lo que supone v(z) < u(z) para todo = € X.




Consecuencia inmediata de la existencia de representacién es el siguiente

lema (véase por ejemplo Bridges (1983))
Lema 1 S eziste una representacion de <, entonces = es pseudotransitiva.

La demostracion del siguiente resultado, que utiliza la conexién del espa-

cio X, puede verse en Bridges (1983a) y en Chateauneuf (1987).

Lema 2 Si eriste una representacion de < mediante un par de funciones

continuas u y v, entonces <, <, y <, son relaciones de preferencia continuas.

Lema 3 S: existe una representacion de < mediante un par de funciones u
y v, entonces:
a) St u(z) < uly), entonces z <, y

b) Siv(z) < v(y), entonces x Xy

Demostracién.

Sea z < r, por la existencia de la representacion u, v, se tiene que v(z) <
u(z), pero por hipétesis u(z) < u(y) luego v(z) < u(y), esto es, 2 X y. Asi
pues, si z < z, entonces z < y, es decir, T = y.

Anslogamente, si y < 2 se tiene v(y) < u(z), pero como v(z) < v(y)
tenemos v(z) < u(z), lo que equivale a z < z. Asi pues, si y = z, entonces

T < z,estoes, z 22 ¥.
Q.E.D.

El resultado anterior puede formularse también del siguiente modo:

a’) Si z < y, entonces u(z) < u(y)

)




b’) Si x < y, entonces v(z) < v(y)

Obsérvese sin embargo que, por ejemplo, u(z) < u(y) no implica 2 <, y.
Ejemplo (Chateauneuf (1987)). Sea X = [1,3] y u(z) = 2%,v(z) = z para
todo z € X. Se tiene u(2) = 4 < u(3) =9, pero 3 =; 2 pues si z < 3 también
se cumple z < 2 ya que v(z) = z € X es necesariamente menor o igual que
u(2) = 4.

En consecuencia u y v son, respectivamente, funciones de utilidad débiles
para <; y <; (segin la terminoloéa de Peleg (1970), entre otros) pero no

necesariamente funciones de utilidad.

Lema 4 Si existe una representacion de < mediante un par de funciones

conlinuas u y v, entonces X, X; y <X, son numerablemente acotadas.

Demostracién. Obsérvese en primer lugar que si A acota a <, (6 a <;)
también acota a <, pues, si ¥ <; y, entonces & <X y. Veamos que <, estd
numerablemente acotada.

Sea () €l conjunto de los numeros reales racionales. Para cada ¢, € @ tal
qure u~!(¢,) # 0 elegimos ¢, € X tal que u(a,) = ¢». Si u tiene maximo
en X sea xp; € X un punto donde u alcanza el méximo y si u tiene minimo
en X sea 2, un punto donde u alcanza el minimo. Sea A C X el conjunto
formado por los elementos an.y, en su caso, los puntos 25 y z,,. Entonces A
es numerable y acota a <;. En efecto; si u tiene maximo, r <X; zp para todo
T € X pues, en otro caso, existiria ' € X tal que zp <y 2’ lo que implicaria,
por el lema 3, que u(zp) < u(z’) lo que es imposible. Analogamente si u

tiene minimo z,, <; T para todo 2 € X.
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Si u no tiene maximo, dado x € X, como X es conexo y u es continua
existe ¢, € Q, u(2) < ¢, siendo ¢, un valor de u es decir u(z) < ulay) y
entonces ¥ =Xy ap,. De modo andlogo se razona si u no tiene minimo y se

concluye que A acota a =<;.

Utilizando v en lugar de u €h el razonamiento anterior se concluye que

=2 es numerablemente acotada.

Q.ED.

4 Caracterizacion de las relaciones de pre-

ferencia que son representables

En esta seccion ponemos de manifiesto qué s1 X es un espacio conexo por
arcos, las condiciones necesarias para la existencia de un par de funciones
continuas u y v que representen a la relacion de prelerencia < obtenidas en
la seccion anterior, son también suficientes.

Un ejemplo, al final de la seccidn, nos permitird comprobar que la co-
nexién por arcos del espacio X no puede scr suprimida.

El resultado fundamental de esta seccion se establece en el teorema si-

guiente.

Teorema 5 Sea X un espacio topoldgico conexo por arcos y < una relacion
de preferencias definida en .
Fxisten funciones continuas u',v' : X — IR que representan a la relacion

de preferencia < si y solo si se verifican las siguientes condiciones:




1.- < es pseudotransitiva.

2.- <, < y <, son continuas.

3.- X1 y =X, son numerablemente acotadas.

Ademds, st existe la representacidn, puede obtenerse otra representacion
u,v : X — R de modo que u es una funciéﬁ de utilidad para <, y v es

funcion de utilidad para <,.

Para demostrar el teorema serd util estudiar previamente las relaciones
que una relacién de preferencia pseudotransitiva < definida en cualquier es-
pacio topoldgico X induce en un subconjunto A C X.

Sea A C X; dados a,b € A, definimos a <{ bsi y sélo si dado ¢’ € A tal
que ¢’ < a implica @’ < b, y andlogamente a <4 b si y solo si dado b € A
tal que b < ' implica ¢ < /. Obsérvese que a <§! b si y sélo si existe ¢ € A
tal que ¢ < ¢ < b, y que a <7 b si y sélo si existe ¢ € A tal que ¢ < ¢ < b.
Nétese que a <) b implica a <4 by que a <3 bimplica ¢ <4 b, pero que, en
general, las relaciones <X; y j‘l“ asi como =X, ¥ j;‘ no tienen porque coincidir,
como se pone de manifiesto en el ejemplo siguiente
Ejemplo. Sea X = [1,10], z < y si y s6lo si 22 < y. Sea A = [1,3]. Se tiene
2 <, 3 pues existe z € X tal que 2 < z < 3 (cualquier = tal que 4 < = < 9).

Sin embargo, no se cumple 2 < 3.

Proposicién 6 Si <, <; y <, son continuas en X y st A C X es un con-

junto conexo que acola a =, y X3, entonces jr--jf Y j2=j§‘.

Demostracién.- Probaremos en primer lugar que <,==; para ello,

serd suficiente demostrar que si ¢ <, b se tiene ¢ <4 b.
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Sea a <1 b, existe £ € X tal que « < & < b. Como A acota (superior-
mente) a <, existe ¢ € A tal que 2 <3 ¢. Se tiene pues a < z X, ¢ lo que
implica @ < ¢ (pues en otro caso ¢ < a < « lo que equivale a ¢ <, z en contra
de que z <; ¢). Consideramos el abierto (a,—) N A = {a’ € A,a < da’} que
es no vacio pues contiene al punto ¢ € A.

El abierto («—,z), N A = {d’ € A;d’ <3 a} es no vacio pues contiene al
punto a € A ya que a < z implica a <, .

Se verifica que (¢, =) N AU(—,z)2 N A = A. En efecto, sid € Ay
d ¢ (a,—) entonces d < ¢ < z, lo que implica que d <; = y por tanto
de (—,x),NA.

Como consecucncia de la conexion de A, ha de existir d € A tal que

d € (a,») N («—.7); esto es

a<d=<qr=<b=a<d=<b=a<}b

Demostremos aliora que <,==<3. Sea ¢ <, b y veamos que a <% b, por
Lipétesis existe 2 € X tal que « X & < b. Como A acota (inferiormente)
a <. existe ¢ € A tal que ¢ %y v < b. de donde, ¢ < b. Consideremos los
abiertos («—.b) N Ay (z.—)1 N A que son no vacios pues ¢ € («—.,b)N Ay
b€ (z,—), N A. Se verifica que su unién cs A puessid € Ay d ¢ («,)),
entonces ¢ < b < d lo que implica 2 <; d por tanto d € (z,—);. Como

consecuencia de la conexién de A existe d € («,b) N (z,—); N A, es decir
a<r=<1d<b=a<d=<b=a<}b
Q.E.D.
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Obscrvese que cn el ejemplo el conjunto A no acota a <X, y =<;. Un
ejemplo andlogo en el que X = [1,10] y A = [1,3] U {10} pone de manifiesto
que también la hipdtesis de conexién del conjunto A es, en general, necesaria
en la proposicién anterior. |

El resultado siguiente es esencialmente idéntico a un resultado de Mon-

teiro (véase Monteiro (1987. teorema 2)).

Proposicién 7 Sea < una relacidn de preferencia pseudotransitiva definida
en un espacio X conezxo por arcos. St los predrdenes <, y <, estdn numera-
blemente acotados, existe un conjunto A C X conero y separable que acota

a =y y =2

Demostracién.

Sin pérdida de generalidad se puede suponer que <; y X, estdn acotadas
por la sucesiéon {r,.n € IN}. Fijado un punto a € X, se considera. para
cada entero n € IV, una funcién continua f, : [0,1] — X tal que f,(0) =«
y fa(1) = @,. Sea A = U [2([0,1]); el conjunto A es conexo por arcos,
scparable por ser union n:xenl]\era.ble de conjuntos separables v acota a <) y

<, pues contiene a la sucesion {x,,n € I\V'}
Q.LE.D.

Demostracién del teorema 5.
Puesto que la necesidad de las condiciones fue establecida en la seccién

anterior habréa que probar la suficiencia.
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Ya que =; y X, estan numerablemente acotadas, por la proposicién 7
existe un subconjunto A C X, conexo y separable que acota a < y <;. En
el subespacio A, en virtud de la proposicién 0 se tiene que <fil==, y <#==,.

En el conjunto conexo y separable A existen funciones continuas f,g :
A — [0,1] tales que ¢ < b <= f(a) < g(b), siendo f y ¢ funciones de
utilidad para <f y <7 respectivamente (Véase Chateauneuf (1987, seccién
4)).

Veamos ahora que [ y g pueden extenderse a X. Dado z € X, los
conjuntos {a € Aja =y ¢} y {¢ € A;2 =X, a} son no vacios (A acota a
=<1) y cerrados en A; como A es conexo existe un elemento, que denotamos
ay(z), en la interseccién de ambos, es decir a;(z) ~; z. Definimos u(2) =
f{a,(z)). Se tiene que x <, y si y sélo si a;(z) <2 a,(y) lo que equivale a que
flay(z)) < f(ai(y)) y por tanto u : X — [0,1] es una funcién de utilidad
parqa <; y por lo tanto es continua.

Andloganente, para cualquier ¥ € X se obtiene ax{x) € A tal que
agp(x) ~p vy v: X —> [0,1] definida por v(a) = g(az(2)) es una funcién de
utilidad para <;.

Veamos que el par de funciones continuas u y v es una representacion de
<. Obsérvese que z < y es equivalente a a;(z) < a,(y). En efecto, si a2 < y
se tiene a3(z) < az(y) pues en caso contrario ax(y) =< ay(x) ~; r de donde
ax(y) X z y asi y ~2 az(y) % = que implica y <X z en contra de lo supuesto.
La otra implicacién se razona de forma analoga.

Asi pues T < y equivale a a;(x) < ay(y) que equivale a f(ai(z)) <

g(az(y)) es decir u(xr) < v(y).
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Q.L.D.

El ejemplo siguiente pone de manifiesto que la hipétesis de conexién por
arcos no puede ser suprimida.
Ejemplo. Sea X =1{0,1]x[0.1] v sea < la relacién de preferencia que define
en X el denominado orden ]exico'éréﬁco; es decir, (z,y) < (z,y')siz <z' 0
siz=2"ey <y

El conjunto X dotado de la topologia del orden es conexo y no es conexo
por arcos. Puesto que =< es transitiva tenemos que <==;==, y en conse-
cuencia si < fuera representable existir{fa una funcién continva u : X — R
tal que (z,y) < (2',y') si y sblo si u(x,y) < u(a’,y’). Como para cada
r € [0,1], (¢,0) < (z,1), el intervalo (u{z,0),u(z,1)) no tiene puntos en
comun con el intervalo (u(a2’.0).w(a’.1)) si @ # x’ y existiria una coleccién
no numerable de intervalos abiertos disjuntos, lo cual es imposible.

Asi pues < no es representable atin cuando los predrdenes asociados <,
y <, que coinsiden con < estan acotados inferiormente por (0,0) y superior-

mente por (1,1).

5 Comentarios y observaciones

La caracterizacion obtenida de las relaciones de preferencia pseudotlransi~
tivas que son representables ha de compararse con la dada por Chateauneuf
(1987), quien establece un resultado similar en el que en lugar de la hipotesis
de acotacién numerable, se utiliza la condicién de que < es fuertemente se-

parable y exige sélo la conexién y no la conexién por arcos del espacio X.
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Como es féacil de comprobar, la hipdtesis de separabilidad fuerte implica la
acotacién numerable, pero en general no son equivalentes como se pone de
manifiesto en el dltimo ejemplo, en el que la relacidn de preferencia < es
numerablemente acotada y no es fuertemente separable.

Una consecuencia del teorema 5 y de la caracterizacién dada por Cha-
teauneuf es que, en el marco de los espacios topoldgicos conexos por arcos.
la acotacién numerable y la separgbilidad fuerte son equivalentes si se dan
las restantes hipdtesis que. sobre la relacién de preferencia <, establece el
teorema.

El interés principal de la caracterizacién obtenida esta en su aplicabili-
dad a espacios no separables, donde la condicién de que < sea fuertemente
separable es de dificil comprobacién mientras que, quizas la acotacion nuine-
rable puede obtenerse facilmente. Asi por ejemplo, si X es compacto v los
predrdenes inducidos por la relacion de preferencia pseudotransitiva <; v <,
son continuos, existen puntos 21, 22 . 2k, v 23, tales que x!, <; 2 <, ¥}, v
xl <, 1 <, 2%, para todo r € X. 5i X es 0 compacto, es decir X es unién
de una familia numerable de conjuntos compactos I ,, el razonamiento ante-
rior puede aplicarse a cada compacto A, v por tanto se obtiene la acotacién
numerable de los predrdenes <, y =<, asociados a <.

En consecuencia, en un eépacio o compacto y conexo por arcos X. todas
las relaciones de preferencia pseudotransitivas, cuyos predrdenes asociados
sean continuos son representables por un par de funciones continuas.

Obsérvese que si X es un espacio métrico ¢ compacto entonces X' es

separable. En consecuencia, la observacion anterior no se aplica a los espacios
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métricos no separables. En realidad, y como consecuencia de un resultado de

Arias de Reyna (1990), en cualquier espacio métrico no separable, existe al

menos una relacién de preferencia pseudotransitiva, con preérdenes asociados

continuos, que no es representable mediante un par de funciones.
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