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1 Introducci6n 

Una relacion de preferencia en un conjunto X es una relacion binaria 

asimetrica "-< " C X x X. Se dice que la relacion de preferencia " -< " esta 

representada por una funcion de utilidad si existe una funcion f : X ---+ R 

tal que x -< y {:::=} f(x) < f(y). La existencia de representacion mediante 

una funcion de utilidad implica no solo la transitividad de la relacion " -< " 

sino tambien la transitividad de la relacion de indiferencia '" definida.1 " 

por x '" y {:=:::> [no x -< y, no y -< x]. As] pues la existencia de fundon de 

utili dad obliga a que la relacion de preferencia-indiferencia asociada. " :::S " 

definida por x :::S y {:::=} no y -< x] sea un preorden completo. 

En el marco de los espacios topol6gicos cs cltisico un resultado de Eilen­

berg (1941) (vel' tambien Debreu (1964)) que establece que si X es conexo y 

separable, toda relacion de preferencia continua ( .. -< " es ahierto en X x X) 

tal que" :::S " es un preorden completo, es representable mediante una funcion 

de utilidad. 

Fishburg (1970) propone la representacion de una relacion de prefcrellcia 

I. -< " mediante un par de funciones u, l' : X --t Ri, t'(x) ~ u(x), de 

modo que .1: -< y {:::=> u(x) < v(y). Este tipo de representacion da una 

idea de la imprecision con la .que se pcrcibe la "utilidad" proporcionada por 

un elemento x, que tiene una cota superior en u( x) y una rota inferior en 

v(x). ~as relaciones de preferencia que pueden representarse mediante un par 

de funciones u, v no estan obligadas a un comportamiento transitivo en la 

indiferencia, 10 que parece razonablc pues x '" y puede significar, ademas de 
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la indifereneia, el heeho de que x e y no sean eomparables. Diehas relaeiones 

son pseudotransitivas; es deeir, si x --< y j y' --< z entonees x --< z. 

Bridges (1983), Chateauneuf (1987) y, mas reeientemente, L6pez (1992) 

estudian eondieiones para la existencia de representaei6n de una relaeion de 

prefereneia pseudotransitiva definida en un espaeio topologieo. Un resultado 

de Chateauneuf (1987, (vease eorolario p. 145)) generaliza el c1asieo resultado 

de Eilenberg en el sentido de que en un espaeio topologieo conexo y separable, 

toda relaeion de preferencia pseudotransitiva cuyos preordenes asociados son 

continuos, es representable mediante un par de funciones continuas. 

El objetivo fundamental de esta nota es obtener condieiones necesarias 

y suficientes para que una relacion de preferencia definida en un espacio to­

pologico eonexo por areos. sea representable mediante un par de funciones , 

continuas. El resultado obtenido se basa en propiedades de acotacion de las 

prefereneias y generaliza el trabajo de Monteiro (1987) en el que se caracte­

rizan los preordenes completos que son representables mediante una funcion 

de utilidad. 

En la seeeion segunda se establecen las notaeiones y se precisan las defini­

ciones que van a ser utilizadas a 10 largo del trabajo. En la seceion tercera se 

estableeen las condieiones neeesarias para la existencia de representacion y en 

la seccion cuarta se comprueba que tales condiciones son tambien suficientes. 

En la ultima seccion analizamos en que casos la separabilidad del espacio 

es condicion necesaria y suficiente para que toda relaci6n de preferencia pseu­

dotransitiva con preordenes inducidos continuos, sea representable mediante 

un par de funciones eontinuas. 
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2 Defil1iciones y notaciones 

II na relacion de preferencia en un conjunto X es una l'elacion binaria 

asimetrica " -< " c X x X. Escribiremos x -< y en lugar de (x, y) E " -< ". 

La notacion x :::5 y indicant que no se cumple y .-< x y escribiremos x '" y si se 

verifican simultaneamente x :::5 y e y :::5 x. De la asimetria de la l'elaci6n -< se 

deduce que la relacion de preferencia-indiferencia :::5 es reflexiva y completa; 

esto es, dados x, y E X se cumple x :::5 y 0 y :::5 x. Se dice que :::5 es un 

preorden cuando ademas es transitiva, es decir si x :::5 y :::5 z entonces x :::5 z. 

La relacion :::5 es pseudotransitiva cuando :1' -< y :::5 y' -< z implica x -< z. 

La pseudotransitividad de :::5 lleva consigo la transitividad de -< pero no la 

transitividad de :::5. 

A la relacion de preferencias -< se le asoci9-n de forma natural dos rela­

ciones, que denotamos :::51 Y :::52 definidas de la forma siguiente: 

:1' :::51 y si y solo si [z :::5 .1' implica z :::5 y] 

:1' :::52 y si Y solo si [y :::5 z implica x :::5 z] 

Las relaciones :::51 y :::52 son, obviamente, transitivas y es facil comprobar (\'er 

Doignon et aI" 19Sn que :::5 es pseudotransitiva si y solo si :::51 (0 equivalen­

temente :::52) es un preorden completo. 

Tambien es facil comprobar que las relaciones estrictas -<1 Y -<2 asoci~das 

a los preordenes completos :::51 Y ~2 estan definidas del siguiente modo: 

3: -<1 y si Y solo si [existe z E X tal que x -< z :::5 y] 

X -<2 Y si Y solo si [existe z E X tal que x :::5 z -< y] 
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Diremos que -< es fuertemente separable (Chateauneuf (1987)) si existe un 

subconjunto numerable A C X tal que si x -< y existen a, bE A tales que x -< 

a ~ b -< y. Se dice que un subconjunto A C X acota a ~ (Monteiro(1987)) 

si dado x EX, existen a, b E A tales que a ~ x ~ b. Se dice que ~ 

es numerablemente acotada si existe un conju~to A finito 0 numerable que 

acota a~. La misma definicion se puede aplicar a la relacion estricta -<. 

Evidentemente, si -< esta acotada por A, ~ tambien 10 esta. 

Cuando X es un espacio topologico, se dice que la, relacion -< es continua 

si "-<" es un abierto en el producto cartesiano X x X. Un espacio topologico 

X es separable si tiene un subconjunto denso y numerable. Diremos que 

X es conexo si no es la union de dos abiertos no vados disjuntos. X es 

conexo por arcos si para todo x, y E X existe1: [0,1] ---+ X continua 

con 1(0) = :/',1(1) = y. Todo espacio conexo por arcos es conexo. Todo 

su bconjunto convexo de un espacio vectoria] topologico es conexo por arcos. 

3� Condiciones necesarias para la existencia 

de representaci6n 

Consideremos un espacio topologico conexo X, en el que esta definida una 

relacion de preferencias -<. En esta seccion se estudian condiciones necesarias 

para la existencia de un par de funciones continuas u, v : X ---+ R que 

representen a ]a relacion -< en el sentido de que x -< y si y solo si u(x) < v(y). 

Observese que la asimetrfa de -< implica la irrefl.exividad, es decil', no se 

cumple x -< x, 10 que supone t'(x) =::; u(x) para todo x EX. 
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Consecuencia inmediata de la existencia de representaci6n es el siguiente 

lema (vease por ejemplo Bridges (1983)) 

Lema 1 Si existe una representacion de -<:, entonces j es pseudotransitiva. 

La demostraci6n del"siguiente resultado, que utiliza la conexi6n del espa­

cio X, puede verse en Bridges (1983a) yen Ch.ateauneuf (1987). 

Lema 2 Si e.Tiste una representacion de -<: mediante un par de funciones 

continuas u y v, entonces -<:, -<:} y -<:2 son relaciones de p1'eferencia continuas. 

Lema 3 Si e.Tiste una representacion de -<: mediante un pa'r de funciones u 

y v, entonces: 

a) Si u(x) ~ u(y), entonces x j} y 

b) Si v(x) ~ v(y), entonces x j2 Y 

Demostraci6n. 

Sea z j :1', por la existencia de la representaci6n u,v, se tiene que v(z) S 

y. ASJu(x), pero por hip6tesis u(x) ~ u(y) luego vex) S u(y), esto es, z j 

pues, si z j x, entonces z j y, es decir, x j} y. 

z se tiene v(y) ~ u(z), pero como vC:!:) S v(y)Analogamente, si y j 

tenemos v(x) ~ u(z), 10 que equivale a x j z. Asi pues, si y j z, entonces 

x ::::; z, esto es, x ::::;2 y. 

Q.E.D. 

El resultado anterior puede formularse tambien del siguiente modo: 

a') Si x -<:1 y, entonces u(x) < u(y) 
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b') Si .r -<2 y, entonces v(:r) < v(y) 

Observese sin embargo que, por ejemplo, u(x) < u(y) no implica J: -<1 y. 

Ejemplo (Chateauneuf (1987)). Sea X == [1,3] y u(x) == x2,v(x) == x para 

todo x EX. Se tiene u(2) == 4 < u(3) = 9, pero 3 ~1 2 pues si z ~ 3 tambien 

se cumple z ~ 2 ya que v( z) = ~ E X es necesariamente menor 0 igual que 

u(2) = 4. 

En consecuencia u y v son, respectivamente, funciones de utilidad debiles 

para -<I Y -<2 (segun la terminologia de Peleg (1970), entre otros) pero no 

necesariamente funciones de utilidad. 

Lema 4 Si txisif una 7'eZJ1'eseniaci6n de -< mtdiante un pa7' de funciones 

coniinuas tl y '1.', fnionces ~, ~l Y ~2 son numemblemenit acotadas. 

Demostracioll. Obsen'ese en primer lugar que si A acota a ~l (6 a ~2) 

tambien acota a ~, pues, si .1' ~l y, entonces x ~ y. Yeamos que ~I esta 

numerablement<> acotada. 

Sea Q el conjunto de los numeros reales racionales. Para cada qn E Q tal 

qure U-I(qn) =I 0 elegimos (In E X tal que u(an) = qn' Si u tiene maximo 

en X sea. .r;\[ E X un punto donde 11 alcanza el maxima y si 11 tiene minimo 

en X sea X m un punto donde u aIcanza el minimo. Sea A C X el conjullto 

formado por los elementos an y, en su caso, los puntos XM Y xm . Entonces A 

es numerable y acota a ~l' En efectoj si u tiene maxima, x ~l XM para todo 

x E X pues, en otro caso, existiria x' E X tal que XM -<1 X' 10 que implicaria, 

por el lema 3, que U(XM) < u(x' ) 10 que es imposible. Analogamente si u 

tiene minimo J: m ~l X para todo x EX. 
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Si u no ticne Ill<iximo, dado :r EX, como X es conexo y 'U cs cOlltiuua 

existe qn E Q, u(x) ~ qn siendo qn un valor de u es decir u(x) ~ u(un) Y 

entonccs :1: ~l an' Dc modo amiIogo se raZOlla si u no tiene minimo y se 

concluye que A acota a ~l' 

Utilizando v en lugar de 11 eil el razonamiento anterior se concluye que 

~2 es numerablemente acotada. 

Q.E.D. 

4� Caracterizacion de las relaciones de pre­

ferencia que son representables 

En esta seceion ponemos de manifiesto que si X es un espacio conexo por 

areas, Jas eondiciones necesarias para la existeneia de un pal' de funciollf's 

continuas u y L' que represent en a la relacion de preferencia -< obtenidas en 

la seccion anterior. son tambien suficientes. 

Un cj(,111plo, al final de la seecion, nos permitira eomprobar que la co­

nexion por areas del espacio X no puede se!' suprimida. 

El resultado fundamental de esta seecion se establece en el teorema si­

guiente. 

Teorema 5 Sea X un espacio tOlJOlogico conexo 1)0'1' areos Y -< una 1'elacion 

de IJ1'efe1'encias definida ell X. 

Exist en funciones continuas u', v' : X --4 R que 1'ep1'eSentan a La 1'CLacion 

de l)rtferencia -< si y solo si se ve1'ifican Las siguientes condiciones: 
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1.- ::; cs ]Jse'lldolmnsitiva. 

2.- -<, -<1 Y -<2 son continuas. 

3.- ::;1 Y ::;2 son numemblemente acotadas. 

Ademas, si existe la representaci6n, puede obtenerse otm "epnsentaci6n 

u, v : X --+ R de modo qUf, U es una /unci6n de utilidad para -<1 Y V es 

fllnci6n de utilidad para -<2' 

Para demostrar el teorema sera util estudiar previamente las relaciones 

que una relaci6n de preferencia. pseudotransitiva -< definida en cualquier es­

pacio topol6gico X induce en un subconjunto A eX. 

Sea. A eX; dados a, b E A, definimos a ::;: b si y s610 si dado a' E A tal 

que 0' ::; a implica a' ::; b, y ami.logamente a ::;t b si y s610 si dado b' E A 

tal que b ::; b' implica a ::; b'. Observese que a -<: b si y s6lo si existe c E A 

tal que a -< c ::; b, y que a -<t b si y s610 si existc c E A tal que a ::; c -< b, 

I\6tese que a ::;1 b implica a ::;t by que a ::;2 b implica a ::;i b, pero que, en 

general, las relaciones ::;1 Y ::;~ as! como ::;2 y ::;t no tienen pOl'que coincidir, 

como se pone de manifiesto en el ejcmplo siguiente 

Ejemplo. Sea X = [1, 10], x -< y si y s610 si ,1'2 < y. Sea A = [1, 3J. Se tieue 

2 -<1 3 pues existe z E X tal que 2 -< z ::; 3 (cualquier .:: tal que 4 < .:: ~ 9). 

Sin embargo, no se cumple 2 -<: 3. 

Proposici61l 6 Si -<, -<1 Y -<2 son continuas en X y si A c X es un con­

junto conexo que acota a ::;1 Y ::;2, entonces ::;1=::;t Y ::;2=::;:' 

Demostraci6n.- Probaremos en primer lugar que ::;1=::::::;:; para eHo, 

sera suficiente demostrar que si a -< 1b se tiene a -<t b. 
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Sea a -<1 b, existc x E);' tal que (I -< ;/: ~ b. Como A acota (supcrior­

mente) a ::::52 existe c E A tal que X ~2 c. Se tiene pues a -< x ~2 C10 que 

implica a -< c (pues en otro caso c ~ a -< x 10 q'ue equivale a c -<2 x en contra 

de que x ~2 c). Consideramos el abierto (a,-+) n A = {a' E A,a -< a'} que 

es no vado pues contiene al puoto c E A. 

El abierto (~, xh n A = {a' E A; a' -<2 a} es no vacio pues contiene al 

punto a E A ya que a -< x implica a -<2 x. 

Se verifica que (a,-+) n AU(~,xh n A = A. En efecto, si d E A y 
d rt (a, -+) entonces d ~ a -< 3.', 10 que implica que d -<2 X Y por tanto 

dE (f----, :rh n A. 

Como cOl1secucncia de la conexion de A, ha de existir d E A tal que 

cl E (a, -+ ) n (~ . :1' h esto cs 
• 

a -< d -<2 .r :: b ==:} (/ -< d ~ b ==:} a -<~ b 

Dcmostremos a1l0ra que ~2=~'}' Sea a -<2 b y veamos que a -<t b, por 

bipOtesis existc 3.' E X tal que a ~ :1' -< b. Como A acota (inferiormcnte) 

a ~1. existe c E A tal qUE' C ~1 .1' -< b. de donde, c -< b. Consideremos 105 

abiertos (~.b) nAy (:r'-+)1 n A que son no vacios pues c E (f----,b) nAy 

b E (:1', -)1 n A. Se vcrifica que Sll union cs A pues si d E A y d 1:. (~, b), 

entonces x -< b ~ d 10 que impljea .1' -<1 d por tanto d E (x, -+ k Como 

consecuencia de la conexion de A existe d E (~, b) n (x, -+ h n A, es decir 

Q.E.D . 
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Ooscrvesc que en cl ejcmplo el conjunto A no acota a :::;1 y :::;2. Un 

ejemplo ana.logo en el que X = [1,10] y A = [1,3] U {lO} pone de manifiesto 

que tamoien la hipotesis de conexion del conjunto A es, en general, necesaria 

en la proposicion anterior. 

El resultado siguiente es esencialmente identico a un resultado de Mon­

teiro (vease Monteiro (198i. teorema 2)). 

Proposicion 7 Sea -< una relacion de prefn'encia pseudotransitiva definida 

en un espaeio X concxo POI' al'eos. Si Los p1'fordenes :::;1 Y:::;2 estan numt1'a­

bLementt aeotados. e.tisft 11 n conjunto A C X cone:l'O y separable qUt acota 

Demostraci611. 

Sin perdida de generalidad se puede suponer que ::;1 Y :::;2 esUin acotadas 

por la sucesioll {.l'n.l1 ELY}. Fijado un punto a E X, se considera. para 

cada cntcro n E IX. una funcion continua III : [0,1] ---; X tal que In(O) = a 

y fn(1) = X n· Sea A = U /n ([0 , 1]); cl conjunto A es conexo por al'cos, 
liEl: 

separable por ser union numerable de conjl1ntos separables y acota a :::;1 y 

::;2 pues contiene a la Sl1ccsion {xn,n E DV} 

Q.E.D. 

Demostraci6n del teorema 5. 

Puesto que la necesidad de las condiciones rue establecida en la seccion 

anterior halm:!. que probar la suficiencia. 
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Ya que :::::;1 y :::::;2 estan numerablemellte acotadas, por la proposici6n 7 

existe un subconjunto A C X, conexo y separable que acota a. :::::;1 y ~2' En 

el subespacio A, en virtud de la proposici6n G se tiene que :::::;t=~l y ~t=:::::;2' 

En el conjunto conexo y separable A existen funciones continuas f,g : 

A ---+ [0,1) tales que a -< b <==> f(a) < 9(b), siendo f y 9 funciones de 

utilidad para -<t y -<t respeetivamente (Yease Chateauneuf (1987, secci6n 

4) ). 

Yeamos ahora que f y 9 pueden extenderse a X. Dado x EX, los 

conjuntos {a E A;a :::::;1 x} Y {a E A;x :::::;1 a} son no vados (A acota a 

:::::;d y cerrados en A; coma A es conexo existe un e1emento, que denotamos 

a1(x), en la intersecci6n de ambos, es decir a1(x) "'1 x. Definimos u(;r) = 

f(a1(x)). Setieneque:r -<1 ysiys610sia1(x) -<~ a1(y)10queequivaleaquc 

f(a1(.T)) < f(a1(Y)) Y por tanto 11 : X ---+ [0,1] es una funci6n de utilidad 

parqa -<1 Y Pol 10 tanto es continua. 

Analogalllcntc, para cua.lquier .1' E X se obtiene U2(:t·) E A tal que 

a2(.1') "'2.r Yl': X --+ [0,1] dcfinida por v(.l') = 9(a2(:1')) es una funci611 de 

utilidad para -<2' 

Yeamos que el par de funciones continuas u y v es una representaci6n de 

-<. Observese que x -< y cs equivaJellte a a1(.'r) -< a2(Y)' En efecto .. bi x -< y 

se tiene ad:r) -< a2(y) pues cn caso contrario a2(Y) ~ a1(x) "'I :r de dondc 

a2(Y) :::::; x y asi y "'2 a2(Y) :::::; x que implica y :::::; X Cll contra de 10 supuesto. 

La otra implicaci6n se razona de forma anci!oga. 

As! pues x -< y equivale a a1(:t:) -< a2(Y) que equivale a f(a1(x)) < 

g(a2(Y)) es decir u(:r) < v(y). 
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Q.L.D. 

El ejemplo siguiente pone de manifiesto que la hipotesis de conexion por 

arcos no puede ser suprimida. 

Ejemplo. Sea X = [0,1] x [0,1] v sea ~ la relacion de preferencia que define 

en X el dcnominado orden lexicografico; es decir, (x, y) ~ (x', y') si x < x' 0 

si x = x' e y < y'. 

El conjunto X dotado de la topologia del orden es conexo y no es conexo 

por arcos. Puesto que ~ es transitiva tenemos que ~=~l=~2 Y en conse­
\,.1

cuencia si ~ fuera representable existiria una funcion continua u : X ---+ R 

tal que (x,y) ~ (x',y') si y solo si u(x,y) < u(x',y'). Como para cada 

x E [0,1], (:1.',0) ~ (x,l), el intervalo (u(x,o),u(x,l)) no tiene puntos en 

- Icomun conel intervalo (u(.r'.O).ll(x', 1)) si x '# x' y existiria una coleccion 
r 

no numerable de intervalos abiertos disjuntos, 10 cuaJ es imposible. 

Asi pues -< no cs representable atll1 cuando los preordenes asociados ~l 

y ~2 que coinsiden con ~ estan acotados inferiormente por (0,0) y superior-

mente por (1,1). 

5 C0111entarios y observaciones 
, " 

La caracterizacion obtenida de las relaciones de preferencia pseudotransi­

tivas que son representables ha de compararse con la dada por Chateauneuf 

(1987), quien establece un resultado similar en el que en Jugal' de la hipotesis 

de acotacion numerable, se utiliza la, condicion de que ~ es fuertemente se­

parable y exige solo la conexion y 110 la conexion por arcos del espacio X. 



COnlO es fckil de comprobar, la hip6tesis d<' s('parabilidad fuerte illlplica la 

acotadon numcrable, pero en general no SOil cquivalentes como se pone de 

manifiesto en cl ultimo ejemplo, en et que la relacion de preferencia -< es 

numerablementc acotada y no es fuertemente separable. 

Una consecuencia del teorema 5 y de la caracterizacion dada por Cha­

teauneuf es que, en el maTCO de los espacios topologicos conexo~ por areos. 

la. acotacion numerable y la separa bilidad fuerte son equivalentes si se dan 

las restantes hipotesis que. sobre la relacion de preferencia -<, establece el 

teorema. 

El interes principal de la caracterizacion obtenida esui en su aplicabili­

dad a espacios no separables, donde la condici6n de que -< sea fuertemente 

separable cs de dificil comprobacion mientras quc, quizas la acotaciOll nUll1e­

rable puede obtellerse f,kilmente . ..\si por ejernplo, si X es compactcJ y l()~ 

preordenes indllcidos por la relacion de preferencia pseudotransitiva :::1 Y -:!:-2 
(' 

SOll continuos, existen puntas "r~, ,r~i' .dI Y xlI tales que X~l ~1 ,1' ~I ·1'.\1 Y 

;r~ ~2 :r ~2 ;r~I para todo .1' E .X. Si X cs (J compacto, es decir X es union 

de una familia numerable de cOIljl111to~ compactos J{n, el razonamiento al1t e­

rior pllede aplicarse a cada compacta J\'1I y por tanto se obtiene la acotaci6n 

numerable de 105 pre6rdenes :::1 Y :::1 Cl50ciados Cl -<. 

En consecuencia, en un espacio (J compacto y conexo por arcos X. todas 

las relaciones de preferencia pseudotransitivas, cuyos preordenes asociados 

sean continuos son representables por un par de funciones continuas. 

Observese que si X es un espacio metrico (J compacto entonces X es 

separable. En consecuencia, la observacion anterior no se aplica a los espacios 



lllCtricos no separa.bles. Ell rcaliclad, y C0l110 cOllsecucncia. de Ull rcsulta.do (]<, 

Arias de Reyna (1990), en cualquier espacio metrico no separable, exislc al 

menos una rela,ci6n de preferencia pseudotransitiva, con pre6rdenes asociados 

continuos, que no es representable mediante un par de funciones. 
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