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RESUMEN

En esta tesis se han abordado algunos problemas de simulaciéon numérica del com-
portamiento de materiales cuyos micromecanismos de fractura estan regidos por la nu-
cleacién, crecimiento y coalescencia de microvacios. Este tipo de fenémenos aparecen en
muchas aplicaciones de ingenieria como son los procesos de fabricacion por conforma-
do y corte, el andlisis del comportamiento frente a choque de estructuras de vehiculos
ligeros (automdviles, helicépteros), la prediccién de la propagacion de fisuras en paneles
de pequeno espesor, tipicos en la industria aeronautica, el diseno de protecciones contra

impacto balistico, entre otros.

En particular, se ha propuesto un algoritmo consistente para integrar las ecuaciones
constitutivas de materiales de Gurson aplicable a problemas termoviscoplésticos, teniendo
en cuenta la influencia de la velocidad de deformacion y la temperatura en el compor-

tamiento.

También se ha formulado una variante del modelo de Gurson considerando que al-
gunos parametros del mismo no son constantes, sino dependientes de la triaxialidad del
campo tensional. Se ha desarrollado el correspondiente algoritmo de integracién de las

ecuaciones de este modelo modificado y, en este caso, se ha aplicado a problemas estaticos.

Finalmente, se ha aplicado el modelo de Gurson para analizar la influencia de la

porosidad inicial en las inestabilidades por cavitaciéon en metales ductiles.

Los algoritmos desarrollados se han implementado en cédigos comerciales de ele-
mentos finitos, se ha comprobado su funcionamiento y se han validado con resultados

experimentales.






ABSTRACT

In this thesis, some problems about numerical simulation of the mechanical behaviour
of materials whose fracture mechanisms are related to the nucleation, growth and coa-
lescence of voids have been analized. This kind of analysis must be performed in many
engineering applications like metal forming and cutting, light vehicles structures (auto-
mobiles, helicopters) under crashing, crack growth in thin panels, typical in the aircraft

industry, high-speed impact on metallic armours and others.

In particular, a consistent integration algorithm of Gurson’s constitutive equations

considering strain rate and thermal effects has been developed.

Also, a modified GTN model that considers that some parameters of the model are

no constant but dependent of stress state has been formulated.

Finally, the influence of the porosity on cavitation instabilities in metallic mate-
rials has been analyzed. In previous work, this kind of instabilities has been predicted

considering only one void contained in an unbounded solid.

The developed algorithms have been implemented in a Finite Element commercial

code and they have been validated with experimental results.
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Capitulo 1

INTRODUCCION Y OBJETIVOS

1.1. Motivacion

En muchas aplicaciones de ingenieria se requiere el estudio de problemas de fractura
dtctil, tanto en condiciones estaticas como dinamicas. Es bien sabido que la rotura ductil
de materiales metalicos no se puede caracterizar con propiedades dependientes inicamente
del material, sino que éstas pueden depender también de la geometria a través del campo
tensional. Asi, por ejemplo, se sabe que la deformacion de fractura de probetas entalladas
de aceros ductiles es dependiente de la triaxialidad del campo tensional presente en el
cuello de la entalla. Una de las vias alternativas para abordar el problema consiste en
analizar los micromecanismos de fractura que operan en cada caso y cuantificar su efecto
en el proceso de deformacién y rotura a través de ecuaciones constitutivas adecuadas. Con
ello se intenta determinar como se degrada (dana) el material en funcién del estado local

de tensiones y deformaciones.

Por otra parte, cada vez son mas los procesos de ingenieria avanzada cuyo estudio
requiere el conocimiento y modelizacién de los procesos de deformacion y rotura de ma-
teriales ductiles en condiciones dinamicas. Ejemplos de estos problemas son los procesos
de fabricacién por conformado y corte [1],[2],[3], el andlisis del comportamiento frente a
choque de estructuras de vehiculos ligeros [4], (automéviles, helicopteros), la prediccion
de la propagacién de fisuras en paneles de pequeno espesor [5] tipicos en la industria

aeronautica, el diseno de protecciones contra impacto balistico, etc ...

Una de las lineas de investigacion del grupo en el que se ha realizado esta tesis

doctoral esta relacionada con el analisis del comportamiento de elementos estructurales



para absorcién de energia. Este tipo de elementos forman parte de estructuras ligeras de
automoviles, por ejemplo. Cuando se analiza el comportamiento estructural de elementos
sometidos a cargas impulsivas como las que se producen en una colisién, hay que tener

en cuenta una serie de fenémenos como son:

e La aparicién de grandes deformaciones, desplazamientos y rotaciones en los elemen-

tos de los sélidos involucrados en el fenémeno.
e Elevadas deformaciones plésticas (irreversibles).
e La presencia de efectos inerciales.
e La sensibilidad de las propiedades del material a la velocidad de deformacion.
e El deterioro progresivo del material, durante su deformacion y antes de su rotura.

e Aumento local de temperatura por disipacién de energia debida a la plastificacion
del material (por la rapidez con la que se produce el fenémeno, se puede considerar
que esa transformacién se produce en condiciones adiabéticas), que a su vez puede

modificar localmente las propiedades mecanicas del material.

Para el disenio de este tipo de estructuras de absorcion de energia es necesario basarse
en analisis numéricos precisos que permitan predecir el comportamiento de los elementos
estructurales sin necesidad de recurrir a campanas experimentales muy extensas, ya que

éstas son muy costosas.

Por tanto, para responder a estas cuestiones dentro del contexto de la Mecéanica de
Medios Continuos, es necesario disponer de ecuaciones constitutivas capaces de recoger
adecuadamente el comportamiento del material, asi como de algoritmos eficientes de in-

tegracién de dichas ecuaciones constitutivas.

En la actualidad, dos son las tendencias mas extendidas en cuanto a la utilizacién de
modelos de deformacién y rotura de materiales ductiles: la que se basa en planteamientos
micromecanicos (modelo de material de Gurson-Tvergaard-Neddleman, modelo GTN) y
la que se apoya en conceptos de Mecanica de Dano, siendo el modelo de Rousselier uno

de los mas utilizados de los de este tipo.

Ambos modelos estan suficientemente desarrollados para problemas isotermos y

estaticos, y existen algunas extensiones de estos modelos a condiciones dinamicas, aunque,



en nuestro conocimiento, dichas extensiones plantean integraciones "no consistentes” de
las correspondientes ecuaciones constitutivas, lo cual contribuye a aumentar el coste com-

putacional, de por si muy elevado en este tipo de problemas.

Por otra parte, se reconoce que algunos de los parametros del modelo GTN no
pueden ser considerados constantes universales, sino que varian con el campo tensional.
Sin embargo, no se han abordado estudios sobre las consecuencias que pueda tener este

hecho en la utilizaciéon del modelo.

Otros problemas relacionados con los procesos de nucleacion, crecimiento y coales-
cencia de microvacios) son los fenémenos de cavitacién en sélidos. Este problema consiste,
en esencia, en la apariciéon de una inestabilidad en medios donde existen microvacios, in-
estabilidad que puede conducir a la rotura del componente. Estos problemas se han venido
estudiando desde hace décadas, pero, sin embargo, existe un campo abierto en lo referido
a la influencia de la presencia de microvacios de pequeno tamano (situaciéon comin en

metales) en la aparicién de la inestabilidad.

Por lo tanto, tratando de contribuir en esta direccién, esta tesis se plantea alrededor
de la modelizacién numérica, desde la perspectiva de la Mecanica de medios continuos,
de fenémenos que involucran la nucleacién, crecimiento y coalescencia de microvacios, y

se ha desarrollado para conseguir los objetivos que se plantean en el siguiente apartado.

1.2. Objetivos

Dentro de los problemas de simulacion numérica en el contexto de la Mecanica de
medios continuos de fenémenos relacionados con los procesos de nucleacién, crecimiento
y coalescencia de microvacios, y mas en concreto, desde su formulaciéon con modelos mi-
cromecanicos como el de Gurson con sus posteriores extensiones, los objetivos generales

que se han planteado en esta tesis doctoral son los siguientes:

e Formulacién e implementacion numérica en un cédigo comercial de elementos finitos
de un método de integracién consistente de las ecuaciones del modelo GTN aplica-
ble a problemas dindmicos y considerando el efecto de la temperatura (problemas

termoviscopldsticos).

e Formulacién e implementacién numérica en un cédigo comercial de elementos fini-



tos de un método de integracion consistente de las ecuaciones del modelo GTN
considerando que los parametros que aparecen en dicho modelo no son constantes,

sino que dependen del campo tensional.

e Andlisis de la influencia de la porosidad en las inestabilidades de cavitaciéon en

metales ductiles, mediante la utilizacién del modelo GTN.

1.3. Contenido de la tesis

Esta introduccién constituye el primer capitulo de los seis de los que consta la tesis.

En el segundo se presentan algunos conceptos basicos relacionados con los fenémenos
y micromecanismos responsables de la fractura ductil, haciendo hincapié en su consi-

deracion desde la perspectiva de la Mecéanica de los medios continuos.

El tercer capitulo esta dedicado a los estudios llevados a cabo para el desarrollo de
un algoritmo de integracién consistente de las ecuaciones del modelo de Gurson aplicable
a problemas termoviscopléasticos. Se dan los detalles del algoritmo de integracion y de
su implementacion en el cédigo comercial de elementos finitos ABAQUS. También se

construye el operador tangente consistente con el algoritmo propuesto.

Se contintia en el capitulo 4 con la presentacion de un modelo GTN con algunos
parametros dependientes del campo tensional. En este caso se aplica tunicamente para

condiciones estéticas

El quinto capitulo estd dedicado a la aplicacién del modelo de Gurson en los analisis
de problemas de cavitacion en metales dictiles. Esta parte del trabajo se ha llevado a cabo
en la Universidad Técnica de dinamarca (DTU) bajo la supervisién directa del profesor

Viggo Tverggard.

Las conclusiones de la tesis y los posibles trabajos futuros que se pueden abordar

como consecuencia de ésta se exponen en el sexto y tltimo capitulo.

Finalmente se recoge la bibliografia utilizada para la realizacién de la tesis, asi como

distintos anexos en los que se muestran detalles especificos del trabajo realizado.



1.4. Aportaciones originales de la tesis

Las aportaciones de la tesis doctoral se recogen en los siguientes puntos:

e Se ha propuesto un algoritmo de integracién consistente de las ecuaciones constitu-
tivas de materiales de Gurson en las que se considera la influencia de la velocidad
de deformacion y la temperatura. En particular se ha desarrollado para el caso de
condiciones adiabaticas, condiciones que se cumplen en problemas de impacto de

elementos estructurales.

e Relacionado con lo anterior, se ha desarrollado el operador tangente consistente
con el algoritmo de integracion. Este operador consistente es muy importante para
reducir el coste computacional asociado a la resolucién de este tipo de problemas
cuando el algoritmo de integracion se implementa en cédigos implicitos de elementos

finitos.

e Se ha formulado e implementado numéricamente una variacién al modelo GTN en
el que se considera que algunos parametros del modelo no son constantes, sino que

dependen del estado tensional.

e Se ha propuesto un método para implementar condiciones de contorno que impli-
can variacién de la triaxialidad durante el proceso de carga (estados de carga no

proporcionales) en andlisis asociados a celdas unitarias.

e Se ha analizado la influencia de la porosidad en las inestabilidades de cavitacién
en materiales metdlicos. Los trabajos sobre cavitacién en sélidos analizan la apari-
cion de inestabilidades, considerando el comportamiento de un tnico microvacio

contenido en un medio infinito.






Capitulo 2

MODELOS DE ROTURA DUCTIL

2.1. Introduccion

En este capitulo se presentan algunos conceptos basicos relacionados con los fenémenos
y micromecanismos responsables de la fractura ductil, sobre todo su consideracion desde
la perspectiva de la Mecanica de los medios continuos. Se aborda el problema de una
manera general sin presuponer la presencia de una fisura macroscépica en el el sélido.
El estudio se centra especialmente en el modelo de Gurson y sus extensiones y se po-
nen de manifiesto algunos problemas no resueltos con la utilizacién de este modelo. Esta

introduccién sirve de base para justificar los objetivos expresados en el capitulo anterior.

2.2. Mecanismos de fractura ductil

Desde un punto de vista macroscopico, la fractura ductil se caracteriza porque va
precedida de una apreciable deformacién plastica y se requiere mayor energia de defor-
macién para provocarla que en el caso de la fractura fragil. En un material ductil es un
fenémeno caracteristico la apariciéon de un cuello de estriccién en una probeta sometida
a un esfuerzo de traccion segun su eje longitudinal, desarrollandose una importante de-
formacion plastica antes de la rotura. Desde el punto de vista microscépico, la fractura

ductil es consecuencia de la nucleacién, crecimiento y coalescencia de microvacios.

En las figuras 2.1 y 2.2 se pueden observar los procesos de nucleacién y crecimiento

progresivo de microvacios hasta su coalescencia dando lugar a superficies libres (fisuras).
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Figura 2.2: Proceso de crecimiento y coalescencia de microvacios [6]

Para poder analizar cuantitativamente las fenémenos de fractura ductil, es necesario
conocer sus mecanismos responsables. En el trabajo de Van Stone et al. [7] se puede

encontrar una excelente revisién de los mecanismos basicos asociados a la fractura ductil.

Tipper [8] y Puttick [9] fueron los primeros en estudiar en probetas de traccién,
usando técnicas metalograficas y microscopia éptica, la aparicién de cavidades internas

nucleadas en segundas fases, particulas o inclusiones no metalicas.

Rogers [10] estudié la rotura de probetas de traccién de cobre y apunté que el proceso
de fractura en este material ocurre por la formacién de huecos que crecen a medida que
aumenta la deformacion plastica y que terminan coalesciendo para formar una superficie

libre (grieta en la zona de seccién minima de la probeta). La rotura de la probeta se



produce con la clasica apariencia copa-cono. La parte plana de la fractura corresponde
a la grieta interna, en tanto que la parte correspondiente al cono estd motivada por las
tensiones de cortadura. Este modo de fractura estda fuertemente influido por el estado
tensional presente y por la deformacion plastica desarrollada, como puso de manifiesto

Bridgman [11] en su cldsico andlisis de la estriccién de la probeta sometida a traccién.

Asi pues, como ya se ha indicado, la fractura ductil es el resultado de tres procesos

distintos:

e Nucleacién de huecos durante la deformacion plastica
e Crecimiento de estos huecos

e Coalescencia de los mismos para producir superficies libres y la rotura final

Hay que senalar que estos procesos pueden ocurrir simultaneamente en el material,
es decir que mientras ciertos huecos crecen y terminan coalesciendo, se estan nucleando

nuevos huecos que van ”alimentando” el proceso de rotura.

2.3. Nucleacion de microvacios

La nucleacién de microvacios se produce en sistemas que contienen segundas fases,
bien por separacion de la interfase matriz-particula bien por rotura de esta ultima, que, en
general, es menos deformable que la matriz (figura 2.1). Cuando la nucleacién se produce
por la presencia de una sola fase dispersa, la superficie de fractura presenta un aspecto
con cupulas de un tamano uniforme, mientras que cuando los huecos se nuclean alrededor
de particulas de distintos tamanos, aparecen también distintos tamanos de ctipulas en la
superficie de fractura. En general, las particulas de mayor tamano inician la nucleacion
con bajos niveles de tension y deformacién, y a medida que ésta va aumentando, otras

particulas de menor tamano contribuyen al proceso de fractura.

Los modelos de nucleacién de microvacios se pueden dividir en dos grupos. En el
primero de ellos, aplicables al caso de particulas nucleadoras cuyo tamano es menor de 2
pm, hay que usar modelos de dislocaciones para calcular la concentracion de tensiones en
la intercara matriz-particula. El modelo de dislocaciones de Goods y Brown [12] predice
que, para particulas de forma aproximadamente esférica, la nucleacion tiene lugar cuando

la deformacion principal maxima, €1, alcanza un valor critico €1,, dado por:
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ein = Kr(o,—opn)? (2.1)

K es una constante del material relacionada con la fraccion volumétrica de particulas
presentes, r es el radio de la particula, o, es la tensién de cohesion matriz-particula y o,

es la tension hidrostatica.

El segundo grupo de modelos se refiere a particulas cuyos didmetros son mucho
mayores que 2 um, donde se puede aplicar formulaciones basadas en la Mecanica de medios
continuos para estimar la concentracion de tensiones en la intercara matriz particula. En
este grupo se encuentra el modelo de Argon y colset al. ([13], [14]) que establece que se
nuclea un microvacio cuando el valor de la tension de la intercara particula-matriz -o.-

alcanza un valor critico. El valor de dicha tensién de intercara se define como:
O, =0+ o0, (2.2)
siendo & la tensién equivalente de Von Mises y 0, la tensién hidrostratica.

Tras estudios experimentales, Beremin [15] introdujo una modificacién a este modelo

definiendo ahora la tensién de intercara como:

Oc=0m+ C(0 — 0oy) (2.3)

donde oy es el limite elastico del material y C una constante.

Se puede afirmar, como regla general, que para el caso de particulas pequenas
(menores de 2 pum), la deformaciéon de nucleacién estd muy influida por el radio de las
particulas siendo menor cuanto menor es éste. Por el contrario, en el caso de particulas
relativamente grandes (mucho mayores que 2 um) el tamano de la particula no influye en

la tension de nucleacion del microvacio.

Por otra parte, los modelos citados sélo tienen en cuenta la separacion entre particula
y matriz como causa de nucleacién y no contemplan la rotura de particulas o inclusiones,

fenémenos también responsables de la generacién de microvacios [16, 17, 18].

Ademas hay que reconocer que no todas las particulas o inclusiones presentes en el

material van a nuclear microvacios, sino sélo parte de ellas.

En los cédigos de calculo por elementos finitos se utiliazn modelos de nucleaciéon

que consideran la fraccién de particulas nucleadas, f,,, como una variable aleatoria que
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que sigue una determibnada distribucién de probabilidad. Para el caso controlado por
deformacién plastica, Chu y Needleman [19] propusieron un modelo de nucleacién de la

forma:

df = fs (&:p) de”

LE)=A = o [—% (u)] 2.4)

SNV 2T SN

En esta expresion, £y representa la media de la distribucién normal, Sy la desviacion

estandar y fy la amplitud de la distribucion.

Para nucleacién controlada por tensién, el modelo probabilistico tiene de expresién:

df = f(o6+on)d(@+0m) oOm= %akk
_ I 1(c+0m—on)
fe(@+o0,) = B= SN\/%exp [—2 (—SN ) ] (2.5)

En este caso, oy es la media de la distribucién, y ¢ y o, el limite eldstico y la tension

hidrostatica respectivamente.

La ley de nucleacién a utilizar depende en gran medida del material.

2.4. Crecimiento de Microvacios

2.4.1. El modelo de McClintock

Se entiende por crecimiento de microvacios el aumento del tamano de éstos, producido
por una fuerte deformacion plastica. Se estima que la mayor parte de la energia consumida

en el proceso de fractura ductil corresponde a la fase de crecimiento de huecos.

Diferentes estudios realizados sobre probetas ensayadas a traccién han puesto de
manifiesto la gran influencia que tiene el estado tensional en el desarrollo de los microvacios
(Hanckok y Mackency, [20], LeRoy et al. [21]). Asi, un estado tensional triaxial como el
que se produce en el centro de una probeta de traccion conduce a un aumento notable de
la velocidad de crecimiento de huecos. En esta zona, los huecos que fuesen inicialmente

esféricos siguen siendo sensiblemente esféricos. Sin embargo, cerca de la superficie de la
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probeta, donde la triaxialidad tensional disminuye, la forma de los huecos tiende a ser

elipsoidal con el eje mayor orientado paralelamente a la tension aplicada.

McClintock [22] propuso un modelo segin el cudl la fractura se produce como con-
secuencia del contacto que se lleva a cabo entre cavidades préximas entre si y formulo,
a partir de observaciones experimentales, un modelo, valido inicamente para el caso de
huecos cilindricos de seccién eliptica sometidos a tensiones bidimensionales, segin el cuél

la velocidad de crecimiento del radio medio de la cavidad R se puede expresar:

/3 _
'3 sinh (1= n)onV3
2(1—n) Oeq

R

o 2.6
- (26)
siendo R el radio medio de la cavidad, €, la variaciéon temporal de la deformacion equi-
valente de Von Mises, n el coeficiente de endurecimiento por deformacién, y o, y o la

tensiéon hidrostatica y la tensién equivalente de Von Mises, respectivamente.

Este modelo no esta de acuerdo con observaciones micrograficas que demuestran que
en muchos casos se produce la coalescencia de microvacios antes de que se produzca su

contacto.

2.4.2. El modelo de Rice y Tracey

Rice y Tracey [23] analizaron la evolucién de un tnico hueco inicialmente esférico
contenido en una matriz infinita constituida por un material elastoplastico sometido a un

campo remoto de tensiones, o;;, y velocidades de defromacion é;; (ver figura 2.3)

El principal resultado de su andlisis es la prediccion de la evolucion de los radios de

la cavidad segun tres direcciones principales, evolucion dada por la siguiente expresion:

Ri = (’}/El + Déeq)R (27)

El parametro v puede variar entre 2 para materiales perfectamente plasticos hasta
5/3 para para materiales con endurecimiento por deformacién lineal. D es una funcién
del coeficiente de triaxilidad del campo tensional, T, definido éste como el cociente entre

la tensién hidrostatica, o, = %a,-,- y la tensién equivalente, 7, es decir: T = 0,,/5.

Para el caso de material perfectamente plastico D tiene la siguiente expresién:
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O1, €1
A
-] — .
O3, &3
O2, €2 l

Figura 2.3: Hueco esférico en un sélido infinito

3 3
D = 0,558sinh (§T) + 0,008¢ cosh <§T> (2.8)
donde ¢ es un parametro definido por:
3é9

o= (2.9)

€1 — €3

mientras que para materiales con endurecimiento por deformacién lineal, D toma el valor

D=-T (2.10)
4
Teniendo en cuenta la incompresibilidad de la matriz (¢; + €2 + €3 = 0) y con ayuda
del pardmetro ¢, definido en (2.9), las velocidades de deformacién en las direcciones 2 y 3

se pueden escribir en funcion de la velocidad de deformacién en la direccién 1 mediante:

—20 =273
3+¢ ST 3+ ¢

gy = £ (2.11)

La ecuacién (2.7) es estrictamente aplicable a un hueco perfectamente esférico. Sin
embargo, el hueco que se considera inicialmente esférico, estrictamente deja de serlo du-
rante el proceso de deformacion. Por tanto, en la ecuacion (2.7) es necesario sustituir R
por un radio medio de la cavidad R,,, = 1/3(R; + Ry + R3). Haciendo uso de las relaciones

(2.11) se puede integrar la ecuacién diferencial resultante obteniéndose:
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2v/3+¢2
R,, = Roe 3%¢ D2

(2.12)

Ry es el radio inicial de la cavidad.

Sustituyendo ahora R por R, en la ecuacién diferencial (2.7), ésta puede ser in-
tegrada obteniéndose para los radios orientados segtn los ejes principales del microvacio

elipsoidal las siguiente expresiones:

Ri=(A+ WB)RO (2.13)
A
R2 - ( \/WB) 0
Ry = ( 03 B)Ry

donde:

A =exp (2—”3—i_¢2D51) B = rA=1) (2.14)

2+¢

Rice y Tracey [23] aplicaron las relaciones a una gran cantidad de estados tensionales
y obtuvieron la siguiente relacion semiempirica para la evolucién del radio medio del

microvacio que se puede aplicar a todos los casos que estudiaron:

In <&> — 0,283/ o5 2 (2.15)
RO 0

con &P la deformacion plastica equivalente

En este criterio se tiene en cuenta la influencia de la triaxialidad del campo de ten-
siones y de la deformacién plastica equivalente. Sin embargo, como el modelo esta basado
en la existencia de un unico hueco, no se considera la coalescencia y es necesario anadir

al modelo un valor de radio critico como criterio de fractura.
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2.5. Coalescencia de microvacios

El proceso final de la fractura ductil consiste en la coalescencia de los huecos formados
en la matriz plastica. Se han sugerido una serie de mecanismos responsables del fenémeno

de coalescencia, entre los que se citan:

e Estricién de la parte de la matriz restante entre huecos hasta que el ligamento pierde

totalmente su seccidén transversal.

e Formacion de huecos secundarios en bandas de cortadura localizadas entre los huecos
principales; estas bandas se sitian en los bordes de los huecos principales y forman

angulos de 30 a 40° con la direccién en la que se aplica la tension.

e Fallo catastréfico de los ligamentos de los huecos, una vez que éstos han alcanzado

su tamano critico.

e Unién simple de los huecos que crecen sometidos a un estado tensodeformacional

mtenso.

Los procesos de coalescencia son muy variables y el mecanismo depende mucho de
la distribucién de tamano de las segundas fases, de las tensiones de interfase entre ma-
triz plastica e inclusién no metélica y de las caracteristicas deformacionales de la propia
matriz. El analisis del proceso de coalescencia de huecos es importante para obtener mate-
riales de una determinada tenacidad de fractura; para mejorar esta propiedad es necesario
conseguir una microestructura capaz de favorecer el crecimiento prolongado de los huecos,

retrasando lo més posible su coalescencia.

Un modelo cuantitativo fundamental para analizar el proceso de coalescencia de
microvacios es el propuesto por Thomason [24]. Este modelo pone de manifiesto que el
proceso de coalescencia depende de la competencia entre dos modos de deformacién. En
la primera etapa de la deformacion, los microvacios son de pequeno tamano y la tension
necesaria para desarrollar un estado de deformacién homogénea es menor que la requeri-
da para que ésta se localice y, por tanto, el estado de deformacion plastica homogénea
tendra lugar mas facilmente. A medida que la deformacion y la fraccién volumétrica de
cavidades van aumentando, la tension necesaria para localizar la deformacion decrece.
Cuando la tension necesaria para la localizacién iguala a la correspondiente a deforma-
cion homogénea, se produce la coalescencia. La aplicacion detallada de este criterio en un

caso general tridimensional predice que la coalescencia no ocurrira mientras se cumpla:
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S UC R R

% (7 <% _ 1)2 + %) (1= m2) (2.17)

siendo oy la tension principal maxima, r es una medida de la fraccion de ligamento
ocupada por los poros, cuya expresion, considerando que los huecos evolucionan mante-

niendo la forma esférica, es:

A /Z_f661+62+63
r=Y"__ (2.18)

Veg2tes
2

donde €1, €5 y €3 son las deformaciones principales. Para las constantes v y # Thoma-
son propuso los siguientes valores, ¥ = 0,1 y # = 1,2. Pardoen y Hutchinson [25] consideran
una dependencia de v con el coeficiente N en la ley de endurecimiento de Ramberg-Osgood

(6 = 00 (27 /o)) de la forma:

v=012+1,68 N (2.19)

2.6. El modelo de Gurson y sus extensiones

Un procedimiento para abordar el analisis cuantitativo de los procesos basicos que go-
biernan la fractura ductil desde el punto de vista de la Mecanica de los Medios Continuos,
consiste en modelizar el material poroso compuesto por una matriz con comportamien-
to elastoplastico en la que se desarrollan microvacios, mediante un material continuo
"homogeneizado” en el que la fraccién volumétrica de cavidades se describe a través de
una variable interna sujeta a unas ciertas leyes de evolucion. Para ello es necesario estable-
cer la ley constitutiva del material “homogeneizado”, la cual debe contener los siguientes

elementos:
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1. Una funcién de plastificacién

2. Reglas de evolucion para las deformaciones plasticas y para las citadas variables

internas del modelo.
3. Criterios de nucleacién de microvacios.

4. Criterios de coalescencia de microvacios

En este grupo de modelos hay que incluir el de Gurson [26]. Gurson propuso un
criterio de plastificacion resultante de un proceso de homogeneizacion en un material
rigido perfectamente plastico en presencia de un microvacio. La superficie de fluencia

propuesta originalmente por Gurson se escribe:

®(q,p,0,f) = <§>2 + 2f cosh (—S—i) —1-f*=0 (2.20)

q representa la tensiéon macroscépica (del material homogeneizado) efectiva de Von

Mises

3

donde S es el tensor desviador de tensiones de Cauchy

S=0c+p:1

siendo p la tension hidrostatica macroscopica
L 1
=——0:
P=73

y o el limite elastico actual de la matriz dependiente, en condiciones estaticas, de la

deformacion pléstica equivalente &P

g =a(eP)

Como se puede observar, en el criterio de plastificacion de Gurson, a diferencia
de las teorias clésicas (como por ejemplo la teorfa de plasticidad J;), influye la tensién

hidrostatica.
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Este criterio fue generalizado posteriormente por Tvergaard [27, 28] y Tvergaard y
Needleman [29] introduciendo un conjunto de pardmetros (qi, g2, g3 y una fraccién de
microvacios modificada, f*) con el objetivo de mejorar las predicciones del modelo en el
caso de distribuciones peridédicas de cavidades. Con las modificaciones introducidas, la

nueva superficie de plastificacién se expresa:

®(q,p, 7, [*) = <3>2 + 2¢, f* cosh (—@) 1= f? =0 (2.21)
o 20
f sif<fe
f*: fc+fu fb'(f fc) Sifc<f<fF
fu Slfsz

Los valores de los parametros de ajuste q1, ¢2 ¥ q3 dependen del material, del dano
inicial y de la triaxialidad del estado tensional. Sin embargo estos parametros suelen

tomarse como constantes, de valor: ¢; = 1,5; g2 = 1,0 y q3 = ¢* = 2,25

El término f. representa el valor de porosidad critica a la que comienza la etapa de
coalescencia y fr es el valor para el cual el material experimenta una pérdida total de
resistencia. En este punto, f*(fr) = f. = 1/q1, debiéndose anular todas las componentes

de tensién para satisfacer la ley de comportamiento del material.

Se observa que cuando f = 0, se recupera la condicion de plastificacion de von Mises

tipicamente utilizada en los materiales metélicos.

O(f =0) = Puontises = (%)2 -1=0 (2.22)

La figura 2.4 representa la superficie de flujo (® = 0) para diferentes valores de
porosidad. Dicha figura muestra como decrecen los valores de ¢/d y | —p|/d a medida que

aumentan los valores de dano f.

La ecuacién que gobierna la evolucion de la porosidad total consta de dos sumandos:
el primero contabiliza el aumento de tamano de las cavidades existentes, ferccimiento, ¥ €l

segundo tiene en cuenta la nucleacién de nuevos microvacios, fruceacion:

f = fcrecimiento + fnucleacion (223)
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f=0 (VON MISES)

1.0

_ f=0.0001
q/c

0.5
0.01

4.0 6.0
lpl /G

Figura 2.4: Representacion de la superficie de flujo en funcién del dano

Admitiendo que las deformaciones elasticas son despreciables frente a las plasticas
y dado que esta tltimas no provocan cambio de volumen de la matriz, la variacion de la

fraccién volumétrica de microvacios como consecuencia de su crecimiento se puede escribir:

fcrecimiento = (1 - f)gkk (224)

donde € es la traza del tensor de velocidades de deformacién.

En cuanto a la nucleacién de microvacios, se puede considerar que esta controlada
tanto por tensién como por deformacion, de forma que se adiopta, en el caso més general,

una ley de la forma:

fnucleacion = AeP +B (5— - p) (225)

representando A y B distribuciones de probabilidad cuyas expresiones son:

A= fN2 exp [—% (@)2] (2.26)

Be I o [—% (C’_p—_”)z] (2.27)
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Tanto para el caso de la nucleacion controlada por la deformacién como la controlada
por la tension, la desviacién estandar y la amplitud vienen representadas por sy y fn. La

media de la distribucion viene dada para Ay B por £y y oy respectivamente.

Zhang [30] y Zhang et al. [31] propusieron, partiendo del modelo de Gurson modi-
ficado (GTN) y del criterio de coalescencia de Thomason, expresado por las ecuaciones
(3.43), (3.44) y (3.45), un modelo mejorado que se ha denominado modelo de Gurson
completo. En este modelo, el valor de f. no se toma como constante, sino que en cada

punto material toma el valor de f que cumple la ecuacién (3.44).

El modelo de Gurson completo ha sido utilizado en el analisis de diferentes problemas

estructurales como el del comportamiento en fractura de uniones soldadas [32].

Para la utilizacion del modelo de Gurson completo para la resoluciéon de problemas

estaticos es necesario disponer de los siguientes parametros:

1. Relativos al material de la matriz: modulo de elasticidad, E, coeficiente de Poisson,

v y variacién del limite eldstico con la deformacién plastica equivalente & = 7 (&?)

2. Relativos a la nucleaciéon, crecimiento y coalescencia de microvacios:

e pardmetros g1 y ¢2 (g3 = q7)
® fo,Ens SN Y fN

e parametros de coalescencia

Como ya se indic6 anteriormente, los valores de g = 1,5y g = 1,0 han sido utiliza-
dos ampliamente en la literatura como constantes independientes incluso del material. No
obstante, Faleskog et al. [33] han mostrado que estos parametros dependen del endureci-
miento por deformacion del material. En todo caso, una vez conocida esta dependencia,
los parametros toman valores constantes durante todo el proceso de deformacién. Muy
recientemente Zhang et al. [34] y Kim et al. [35] han puesto de manifiesto que, ademas,
estos parametros dependen del estado tensional a través de la triaxialidad y del parametro
de Lode. A pesar de que se ha reconocido esta dependencia, en nuestro conocimiento, no

se ha incorporado en la formulaciéon del modelo de Gurson.

El modelo de Gurson fue originalmente desarrollado para problemas estdticos. Sin

embargo, diferentes autores lo han aplicado también a problemas dinamicos, en los cuales
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debe considerarse, tanto los efectos inerciales, como la influencia de la velocidad de de-
formacién en las propiedades del material (Pan et al. [36], Peirce et al. [37], Tvergaard y
Neddleman [38], Worswick y Pick [39], Worswick y Pelletier [40], Becker [41], Borvik et
al. [42]).

Recientemente, Betegén et al. [43] han propuesto un método implicito para integrar
las ecuaciones del modelo de Gurson completo aplicable a problemas dinamicos. En los
citados trabajos, no se considera los efectos térmicos que acompanan a los proceso de

deformacion a alta velocidad de deformacion.

Srikanth y Zabaras [44] propusieron un modelo termomecanico acoplado con dano
ductil aplicado al andlisis de procesos de conformado de metales. En este trabajo, sin

embargo, no se considera ningun efecto dindmico en el modelo.

Otros autores (Koppenhoefer y Dodds [45], Eberle et al. [46], Needleman y Tvergaard
[47], Tvergaard y Needleman [48], Hao y Brock [49]) han aplicado el modelo de Gurson
incluyendo efectos de la velocidad de deformacion y de la temperatura. Sin embargo, estas
formulaciones, aplicables a problemas termoviscoplasticos, no garantizan las condiciones

de consistencia en la integracion de las ecuaciones constitutivas.

El modelo de Gurson y las modificaciones que se han reseniado consideran que los mi-
crovacios son inicialmente esféricos y mantiene su forma esférica a lo largo del proceso de
deformacion. Sin embargo, es obvio que, dependiendo del procedimiento de fabricacién del
material, los microvacios pueden tener inicialmente formas muy diversas. Atin consideran-
do que todos los huecos son inicialmente esféricos, el campo tenso-deformacional impuesto
modificard considerablemente su forma inicial. Para tener en cuenta estos fenémenos de
forma inicial y de evoluciéon de los huecos han surgido otras modificaciones del modelo
GTN entre las que cabe destacar las propuestas por Gologanu et al. [50, 51] que conside-
ran modelos de nucleacién en capas y en columnas y que estudian ademas él cambio de

forma de los huecos durante su crecimiento.

Otras modificaciones que se han propuesto tratan de solventar el problema de la
localizacién del dano en un punto, fenémeno que es consecuencia directa de la propia
naturaleza del modelo de Gurson. En este sentido se han desarrollado modelos no locales
aplicados a la porosidad [52, 53], es decir, consideran que los valores de esta variable son
valores medios correspondientes a regiones colindantes con el punto considerado, o de

forma maés general, a la tension de flujo del material de la matriz que se hace depender
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no sélo de la deformacién plastica sino de sus derivadas [54, 55].

No obstante, estos modelos, de indudable rigor formal, complican extraordinaria-
mente el ya complejo modelo de Gurson completo, con lo que hoy en dia son de dificil

utilizacion en aplicaciones de ingenieria.

2.7. Modelos basados en la Mecanica del Dano

Como alternativa a estas aproximaciones basadas en modelos micromecanicos, se
pueden citar los modelos basados en Mecéanica del Dano, donde las variables que des-
criben el dano del material, representan, en un sentido estadistico, la distribucién de
microdefectos y son consideradas variables de estado, cuya evolucion debe ser determi-
nada como parte del modelo. La Mecanica del Dano se construye rigurosamente sobre la
base de la Termodinamica de sélidos con variables internas. Se supone que la respuesta
del material depende de su estado microestructural y que éste se puede describir con un
nimero finito de variables internas. La primera definicién de la variable de dano como
variable mecanica se debe a Kachanov [56], quien diferenci6 entre drea nominal, A, y drea
efectiva, A.f, y definié una variable escalar de dano, D, asociada a una direccién espacial,

n, como:

(2.28)

Con esta definicion se estd considerando que el dano es isotropo, no dependiente de
la direccion. Posteriormente se han realizado estudios que consideran la variable de dano

como un tensor de segundo orden o, incluso, como un tensor de orden superior.

La variable de dano estd comprendida entre los valores D = 0, que corresponde al
material no danado y D = Dec, que corresponde a un estado critico que implica la rotura

del elemento.

Posteriormente, Rabotnov [57] introdujo el concepto de tension efectiva, 7, que es la

tension resultante al aplicar las cargas totales sobre el area efectiva o neta, es decir:

5= =D (2.29)
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Basandose en el concepto de tension efectiva, Lemaitre [58] introdujo el principio de
deformacion equivalente que se expresa de la siguiente forma: ”las leyes constitutivas del
material danado se obtiene a partir de las del material sin dano, sustituyendo la tension

o por la tension efectiva o”.

La Mecéanica del Dano es una teoria de caracter general que se puede aplicar para
explicar fendmenos como fractura fragil, duictil, fatiga y fluencia. La cuestion fundamental
es describir correctamente las leyes de evolucién del dano, las cuales deben ser definidas
a partir del conocimiento de los fenémenos fisicos responsables, en cada caso, de los
procesos de dano. En el excelente texto de Lemaitre y Chaboche sobre Mecanica de Sélidos
[59] puede encontrase una detallada descripcién de esta teorfa aplicada a los diferentes

fendmenos mencionados.

Aqui se van a mencionar algunas caracteristicas especificas de esta teoria aplicada
al caso de fractura ductil y se van a citar algunos trabajos de entre los muchos que se

pueden encontrar en la bibliografia.

Dentro de este tipo de modelos destaca el de Rousselier (|60, 61]). Esencialmente,
el modelo supone una funciéon de plastificacion compuesta por dos términos aditivos, el
primero coincide con la funcién de Von Mises, mientras que el segundo tiene en cuenta
la influencia de la variable de dano en el campo tensional. La variable de dano, se asocia
a la porosidad del material y su correspondiente ley de evolucién se obtiene mediante las
hipétesis de conservacién de la masa e incompresibilidad del material no danado (someti-
do a deformaciones plésticas) durante el proceso de deformacién. Aunque este modelo
estd menos extendido que el de Gurson, ha sido utilizado por distintos investigadores
para analizar el comportamiento en rotura de distintos tipos de probetas [61, 62] y, en la
actualidad, sigue recibiendo una considerable atencién, habiéndose propuesto extensiones
aplicables a problemas y viscoplésticos [63], asi como al problema de la propagacién de

fisuras en materiales ductiles [64, 5]

2.8. Problemas de cavitacion en solidos

Otros procesos que involucran la nucleacién y crecimiento de microvacios son los
fenémenos de cavitacion en solidos, en los que se observa un rapido crecimiento de los
microvacios sin aumento de las deformaciones en puntos alejados del propio microvacio

que dan lugar a procesos de inestabilidad y rotura.
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Los procesos de inestabilidad en el crecimiento de huecos en problemas estaticos y
con condiciones de simetria esférica fue estudiado teéricamente por Bishop y otros [65],

Ball [66], Horgan y Abeyaratne [67], Horgan y Polignone [68].

Para ilustrar el significado del fenémeno de la cavitacion en sélidos se presenta la
solucién del problema de la expansién de una cavidad esférica de radio inicial ag contenida
en un sélido infinito elastoplastico e incompresible, sometido a una tensién radial remota

de valor p (figura 2.5).

Figura 2.5: Cavidad esférica en un medio infinito

El estado de deformacion de se puede describir mediante:

r=r(R) =0 p=>a (2.30)

donde (r, 0, ¢) representa, en un sistema de coordenadas esféricas, la posicién actual
del punto que en la configuraciéon no deformada esta situado en (R, ©, ®). El gradiente de

deformacién, F', viene dado por

(2.31)
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Usando la hipotesis de incompresibilidad que requiere que detF' = 1, se obtiene la siguiente

ecuacion diferencial:

or
2 2
— =R 2.32
Y (2.32)
que integrada da lugar a la relacion:
r(R) = {R*+ a® — a3}'/? (2.33)

donde a es el radio actual de la cavidad.

A partir de (2.30) y (2.33), las componentes no nulas del tensor de velocidad de

deformacion, d, se pueden escribir:

dy=——  dg=dy="— (2.34)
T

Para el material elastoplastico e incompresible se considera un modelo constitutivo
basado en la plasticidad de Von Mises (.J;) extendida a deformaciones finitas, de tal forma

que se puede relacionar el tensor de velocidad de deformacién con las tensiones mediante:

3 o 3.8

siendo S el tensor desviador de tensiones de Cauchy y SV la derivada de Jaumann
de dicho tensor que, en el problema que se estudia, coincide con la derivada temporal,
es decir, SY = S; gp es la deformacién plastica equivalente que se supone funcién de la
tension equivalente, &; E es el médulo de Young del material y A es un parametro que
toma los valores A = 1 (en carga) y A = 0 (en descarga). En el caso de tensién uniaxial, a
partir de la relacién (2.35), se puede obtener & = £(d) que se puede invertir de tal forma

que 5 = 5 (e)

Por otra parte la ecuacion de equilibrio en ausencia de fuerzas masicas se escribe:

do, o, — Op
+ 2
or r

—0 (2.36)

donde o, y 04 son, respectivamente, las tensiones radial y en direccién 6 en la configuracion

deformada. Esta ecuacion debe integrarse con las condiciones de contorno:

r=a o.=0 r— 00 o =Dp (2.37)
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Haciendo el cambio de variable n = £ y observando que la tension equivalente, o, es:

g=o0g— 0, (2.38)

se obtiene:

p= /100 20(2) dn (2.39)

La deformacion equivalente, &, se puede obtener a partir de de la velocidad de de-
formacién equivalente, &, (£ = ii), es decir: € = 2In 5 y teniendo en cuenta la relacion

(2.33) se puede escribir:

__ 2, n®
E=-—-—MN-—-
3 773_1+ a)g

(
Con el anterior cambio de variable, la ecuacién (2.39) se transforma en:

Mg 58
p:/ s 2.41
0 exp(%) -1 ( )

(2.40)

Esta expresion permite calcular la tensién necesaria, p, para expandir una cavidad desde
el radio inicial ag al radio final a. El fenémeno de cavitacién se produce si la cavidad se
expande indefinidamente. La tensién p* necesaria para que se produzca el fenémeno se

puede calcular a partir de la ecuacién (2.41) en el limite % — 00, es decir:

Y A O
D —/0 exp(?’g)—ldg (2.42)

(&) =0(&) E—0 (2.43)

(&) =0(E") &—o00, n>0 (2.44)

con la expresién (2.42) se obtiene un valor finito para la tensién p*, es decir, existe
una tension finita que produce una expansion indefinida de la cavidad de radio inicial ag.
Esta tension critica se conoce como tension de cavitacion y ha sido obtenida sin necesidad

de aplicar ningun criterio "ad hoc”.
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Suponiendo que el material obedece a una ley dada por:

- i<,
oy sign (&) sile| > ey
se tiene: .
p*—/ey o de+/o® L (2.45)
o, Jo exp(¥)-1 ., exp(d)—1 '

que usando & = f_ se puede transformar en:
Yy

" 1
p 2 _ 3Beyg
—=—c In(1—e "2 )d 2.46
b [ )i (2.46)
Con la aproximaciéon 1 — e~ ¥ o 398 o obtiene finalmente:

2

2= (i) + 06y (247

| | | |
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
€

y

Figura 2.6: Tension de cavitacion

En la figura 2.6 se muestra la tensién de cavitacion, adimensionalizada con el limite

eldstico del material, en funcién de ¢,,.

El mismo procedimiento de analisis se puede aplicar formalmente para encontrar
la solucion del problema de la nucleacién de una cavidad en una esfera elastoplastica e

incompresible de radio inicial by sometida a tensién radial, p [69].
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La solucion elemental para este problema proporciona, para todo valor p > 0, o, =
09 = 05 = 0y a = 0. Esta solucién corresponde a un estado de deformaciéon homogénea
dado por r =r(R) = R.

La cuestion que se plantea es si existe solucion para el problema en el que a > 0,

cumpliéndose entonces la condicién adicional:

or(a) =0 (2.48)

Combinando las ecuaciones (2.33), (2.36) y (2.38) se puede obtener:

2ln 5 — (=
o.(r)=p— / &dé con R®=1r>—a® (2.49)
2
Teniendo en cuenta la condicién de contorno dada por (2.48), se alcanza la expresién
p= / _o@ dz con b* = by +a® (2.50)

La tension critica necesaria para nuclear la cavidad se obtiene a partir de la ecuacion

anterior en el limite ¢ — 07, es decir:

* 9@

pr = / ——dE (2.51)
0 eXP(% )—1

Asi pues, para valores de la tensiéon remota p superiores a la tension critica p* la

solucién que predice un estado de deformacion homogénea se bifurca, dando lugar a una

segunda configuraciéon posible con una cavidad cuyo radio, a, se puede calcular a partir

de la ecuacion (2.50). La tension a la que se produce la bifurcacién obedece a la misma

expresién que la tensién de cavitacién dada por la ecuacién (2.42).

Es necesario hacer notar que la citada bifurcacion esta asociada a la consideracién
de deformaciones finitas (no infinitesimales); cuando se aborda el problema considerando

deformaciones infinitesimales se alcanza la siguiente expresion para la tension critica [69]:

ﬂ:Z/“%®% (2.52)

3 g

Para las relaciones habituales, o.(¢), dadas por (2.43) y (2.44), la ecuacién (2.52)
indica que la bifurcacion no se produce para ningin valor finito de la tensién p, puesto

que la funcién ¢ no es integrable.
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Este tipo de problemas con simetria esférica, pero considerando aplicacién de cargas
dindmicas ha sido estudiado por diferentes autores (Ortiz y Molinari [70], Wu et al. [71],
Kennedy et al. [72])).

Por otra parte, Huang et al. [73] y Tvergaard et al. [74] han estudiado las condi-
ciones en las que se produce la inestabilidad en microvacios esféricos sometidos a estados

tensionales axisimétricos con altos valores de triaxialidad.

La mayoria de los andlisis de inestabilidades por cavitacién realizados hasta ahora
suponen la presencia de un tnico hueco contenido en un soélido infinito o en presencia de
fracciones volumétricas de microvacios despreciables (practicamente nulas). Sin embargo,
los metales contienen distribuciones de microvacios y resulta de interesante estudiar su

efecto en la aparicion del fenémeno de cavitacion.

2.9. Recapitulacion

En este capitulo de introduccion se ha realizado un sucinto repaso de las ideas fun-
damentales que inspiran los modelos de fractura ductil que tratan de recoger los micro-
mecanismos responsables de este tipo de fractura en sus predicciones cuantitativas. Se
ha hecho especial hincapié en el modelo de Gurson y en algunas de las modificaciones

propuestas para solventar las carencias de este modelo.

Dentro de la utilizacién del modelos que se ha denominado modelo de Gurson com-
pleto, se han detectado algunas cuestiones en las que es posible mejorar el modelo, bien
extendiéndole a situaciones no contempladas hasta el momento, o bien relajando algunas
de las hipotesis habituales en su formulacién. También resulta de interés la aplicacién del

modelo de Gurson en el analisis de problemas de cavitacion en materiales ductiles.

Asi se ha decidido trabajar en tres direcciones complementarias que concuerda con

los objetivos expresados en el apartado 1.2, a saber:

e Planteamiento de métodos de integracion consistente de las ecuaciones del modelo

GTN completo aplicables a problemas termoviscoplésticos

e Analisis de las modificaciones del modelo GTN considerando que los pardmetros ¢;

v g2 dependen del campo tensional y, en particular, de la triaxialidad de éste
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e Anélisis de problemas de cavitacién en sélidos que contienen porosidad inicial como

es el caso de los metales ductiles.



Capitulo 3

MODELO DE GURSON PARA
PROBLEMAS
TERMOVISCOPLASTICOS

3.1. Introduccion

En general, la resoluciéon de un problema de mecéanica de sélidos deformables consiste
en obtener el campo de desplazamientos, tensiones y deformaciones (y eventualmente de
otras variables de interés, como densidad, temperatura, etc...) en todos los puntos del
solido fabricado con un material del que se conocen sus ecuaciones constitutivas, sometido
a unas ciertas solicitaciones termomecdnicas (condiciones de contorno) y a partir de una

configuracion que constituye las condiciones iniciales del problema.

Para alcanzar este objetivo se dispone de los siguientes principios que formulados
dan lugar a las correspondientes ecuaciones que permiten resolver el problema: (véase,
por ejemplo, [75] y [76])

1. Conservacion de la masa
2. Conservacién del momento lineal y del momento angular
3. Conservacién de la energia

4. Relaciones deformacion desplazamiento

5. Ecuaciones constitutivas
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El problema se puede plantear a partir de ecuaciones diferenciales (formulacién
fuerte) o a partir de principios variacionales (formulacién débil) que son la base de los

métodos de solucion numérica de elementos finitos.

En este capitulo se ha abordado el problema de la integraciéon de las ecuaciones

constitutivas del modelo de Gurson aplicado a problemas termoviscoplasticos.

El capitulo comienza con unas nociones basicas de cinematica de sélidos deformables
necesaria para comprender el posterior desarrollo del capitulo y en el Anexo I se recogen

algunas operaciones con tensiones utilizadas a lo largo del trabajo.

3.1.1. Cinematica de sdlidos deformables

Sea B, C R? la configuracién de un cuerpo en el tiempo t € R,y By C R? la

configuracion inicial o no deformada del cuerpo en el tiempo ¢t = 0.

Sea X € By y x € B; la posicién de la particula en la configuracién inicial y en la

configuracion en el tiempo t respectivamente.

Se define el tensor gradiente de deformacion F como:

_ox

F=_——
0X

(3.1)

F transforma un vector infinitesimal dX € B, de la configuraciéon material a la

espacial dx € B; en la forma:

dx = FdX (3.2)

Se define el tensor gradiente de velocidades 1 como la derivada espacial de la velocidad

vi(x):

_ Ovy(x)

! 0x

=FF! (3.3)

donde (-) indica derivada con relacién al tiempo.
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Las partes simétricas y antimétricas del tensor 1 definen dos nuevos tensores: el tensor

velocidad de deformacién d y el tensor spin w definidos como:

d:%a+ﬁ) (3.4)

1
w=(1- 1") (3.5)
Le tensor gradiente de deformacion se puede separar en sus componentes elastica,
térmica y plastica [77]:
F = FF/F? (3.6)

El gradiente de velocidades puede escribirse como:

1=FF '=I+F VUF  +F IPF (3.7)

siendo 1¢, 1 v 17 los gradientes de velocidad eldstico, térmico y pldstico, definidos

respectivamente como:

1

F=FF"' V=F¥F"' pr=FfF (3.8)

En materiales hipoeldsticos, se supone que las deformaciones (y las velocidades de
deformacién) eldsticas son pequenas comparadas con las plasticas y con la unidad, es

decir:

F° =1+ 0(c%) (3.9)

Si ademads se considera que la deformacién térmica es puramente volumétrica:
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1/3

F’ = [det(F*)] "1 1, =4 (3.10)

entonces la ecuacién (3.7) puede escribirse como:

1=1°+1 41 (3.11)

Por tanto, el tensor de velocidades de deformacién, d, parte simétrica del tensor 1, se

puede descomponer también como suma de las contribuciones elastica, térmica y plastica:

d=d°+d’+d” (3.12)

3.2. Ecuaciones constitutivas

A continuacion, se plantean las ecuaciones constitutivas del modelo de Gurson apli-
cado a problemas termoviscoplasticos considerando la influencia de la velociades de de-

formacion y de la temperatura.

e Hipotesis de aditividad de deformaciones

Se considera que el material es hipoelasto-plastico y, como se indicé anteriormente,
la velocidad de deformacién total es la suma de sus componentes elastica, plastica

y térmica :
d=d°+d’ +d” (3.13)

¢ Relacion entre tensiones y deformaciones elasticas

La variacién temporal de la deformacién elastica, d°, se relaciona con una derivada

objetiva oV del tensor de tensiones de Cauchy o, mediante:

oV=C:d°=C:(d—d"—d’ (3.14)

C es el tensor elastico isotrépo lineal de cuarto orden cuya expresién es:

C=2GI""+K1®1 (3.15)
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siendo G y K constantes eldsticas del material relacionadas con el médulo de elas-

ticidad, F, y el coeficiente de Poisson, v, mediante:

E
=307 (3.16)

E
K=31-2 (3.17)

1%’ es el tensor unitario desviador de cuarto orden definido como:

1
Ide”:I—§1®1 (3.18)
I v 1 son, respectivamente, el tensor identidad de cuarto y segundo orden:

Lijki = 0ir0ji (3.19)

1, = 0y (3.20)
Se pueden definir diferentes derivadas objetivas del tensor de tensiones, entre las
que destacan la derivada de Jaumann, o7, dada por:

o/ =6 +ow—wo (3.21)

GN

w es el tensor de spin, y la derivada de Green-Naghdi-McInnis, %", cuya expresion

es:
o =6+0Q- Qo (3.22)

siendo 2= RR” v R el tensor de rotaciéon en la descomposicion polar del gradiente
de deformacién F (F = RU).

La utilizacién de este tipo de medidas de la variacién de tensiones garantiza la
objetividad de las relaciones constitutivas, objetividad que no se preserva si se utiliza

la derivada temporal del tensor de tensiones de Cauchy, o.

Criterio de Plastificacion

La funcién de plastificacion ® tiene como expresion:
. q\? . 3¢2p .
®(q,p,0, f) = (;) + 2q1 f* cosh (—%) —1—qif* (3.23)

3
hidrostatica, S = o+p : 1 el tensor de tensiones desviadoras de Cauchy y & el limite

donde ¢ = 4/ %S . S es la tension equivalente de Von Mises, p = —io : 1 la presién
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elastico actual de la matriz del material, dependiente de &7, & y 6 en condiciones

termoviscoplasticas:
o =a(e, " 0) (3.24)
Los pardametros de ajuste q; y @2 se suelen tomar como constantes de valor ¢; = 1,5

y ¢2 = 1,0.

f* es la fraccién de porosidad modificada:

f si f<[fe
f*: fc+%'(f_fc) Sifc<f<fF
fu SifoF

siendo f. el valor de dano critico en el que comienza la coalescencia, y fr el valor

de dano en el que el material experimenta una pérdida total de resistencia (f(fr) =
f u = 1/ QI)
Evolucion de la deformacién plastica

La evolucion de la deformacion plastica se establece utilizando la regla de normali-
dad:

. 0D
ro— 322 2
d )\80' (3.25)

En esta expresion, el multiplicador pldstico A proporciona la magnitud de la variacién

de la deformacion plastica, y el gradiente 0® /0o indica la direccién de la variacion

de d” durante el proceso de deformacion.

Deformaciones térmicas

La evolucién de la deformacion térmica puede escribirse, en funcién del coeficiente
de expansién térmica «, como:

d’ = af1 (3.26)
Equivalencia del trabajo plastico
Realizando la hipétesis de equivalencia de trabajo plastico en el material homo-

geneizado y en el material de la matriz, se obtiene la relacién:

(1—flee? =0 :d” (3.27)



37

e Velocidad de deformacion plastica equivalente

La deformacion pléstica equivalente &7 se obtiene a partir de &7 por integracién de

t
ep:/ eP(T)dr (3.28)
0
en t.

e Variacion de la densidad

Aplicando el principio de conservacién de la masa:
pV = cte — pV + pV =0 (3.29)

y teniendo en cuenta la definicion de velocidad de deformacién volumétrica:

V
dy=d:1= (3.30)

donde V es el volumen total del material.

La variacién de densidad del material puede escribirse de la forma:
p+pd:1=0 (3.31)

e Variacion de la temperatura por disipacién plastica

Durante el proceso de deformacion, una cierta cantidad de trabajo plastico se con-
vierte en calor. Si se supone que el proceso de deformacion es suficientemente rapido,
no hay apenas flujo de calor y se asume que el proceso es adiabatico. En condiciones
adiabaticas, el aumento de temperatura debido a disipacién plastica puede ser cal-

culado aplicando el siguiente balance simplificado de energia:

pChf = xo : d? (3.32)

con py C, la densidad del material de Gurson y el calor especifico del material
respectivamente, 0 la variacién de la temperatura, y x el coeficiente de Quinney-

Taylor que, en el caso de metales, toma normalmente el valor de 0,9.

e Evolucion de la porosidad

La porosidad f se define, en funcién del volumen ocupado por los huecos, V}, y el

volumen de la matriz, V,,,, como:
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Vi

= VoV, (3.33)

La ecuacién que gobierna su evolucion consta de dos componentes, una tiene en

cuenta la nucleacién de microvacios y la segunda su crecimiento:
f = fnucleacion + fcrecimiento (334)

Nucleacién

La nucleaciéon de microvacios puede estar controlada tanto por la tension como por

la deformacion, y en el caso mas general tiene la forma:
fnucleacion = AP +B (5 - p) (335)

donde A y B se escriben como:

A SN"i/_exp[ 1 <%)1 (3.36)

B= SNJi/%exp[ 1 (‘H;—N_"N)Q] (3.37)

Tanto para el caso de la nucleacién controlada por la deformaciéon como la controlada

por la tension, fy y sy representan la amplitud y la desviacién standard de las

distribuciones y £y y oy los valores medios de las mismas.
Crecimiento

Para obtener la evolucion de la porosidad por crecimiento de microvacios, se deriva

la expresién (3.34) con respecto al tiempo obteniéndose:

. ViVin = Viu Vi
fcrecimiento = = m2 - (338)
(Vh + Vm)
Suponiendo que las deformaciones elasticas son despreciables, y dado que en la
matriz la deformacién plastica no provoca cambio de volumen (V2 = 0), se tiene

que:
(V2 + V) Vi = VWi
(Vi + Vin)®

(3.39)

fcrecimiento =
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siendo V! y V¢ variaciones de volumen debidas a efectos térmicos de los huecos y

de la matriz, y V) variaciones de volumen de huecos debidas a deformacién pléstica.

Se puede demostrar que los cambios de volumen de origen térmico cumplen, tanto
para la matriz como para los huecos, la relacién:
%4 Ve :
hueco _ "matriz _ 306 (34())
theco Vmatm'z

Teniendo en cuenta (3.40), e introduciendo en la expresién (3.38) la definicién de
velocidad de deformacién plastica volumétrica d?, = V,f)ueco | Vhueco + Vinatriz), 1a

variacion de la porosidad por crecimiento puede escribirse como:

: VP Vi,
fcrecimiento = (‘/hh—F—V)Z = (1 - f) dgol (341)
fcrecimiento - (1 - f) d’:1 (342)

que como puede observarse coincide con la expresion de evolucién de la porosidad

por crecimiento de microvacios sin tener en cuenta los efectos térmicos.
Coalescencia

Se adopta el criterio de coalescencia de Thomason que establece que no existe coa-

lescencia si se cumple:

% < (7 (% - 1)2 + %) (1 —mr?) (3.43)

y que la coalescencia comienza cuando:

% - (7 (% - 1)2 + %) (1—7r?) (3.44)

o1 es la tensién principal maxima, y r es una medida de la fraccién de ligamento

—_

ocupada por los poros definida como:

\/%exp(gl + &9+ £3) o
"= exp(ea+tes) ( ’ )
2

con €1, 9 y €3 las deformaciones principales. v y # toman los valores v = 0,12 +
1,68 Ny 8 = 1,2, siendo N el coeficiente de endurecimiento cuando el material

sigue la ley de Ramberg-Osgood de la forma: (5 = o (&°/£0)") .
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e Condiciones de Kuhn-Tucker Las condiciones de carga-descarga son:

A>0 <0 AP =0 (3.46)

e Para el caso de carga elastica o descarga
A=0 (3.47)

y el estado de tensiones se encuentra bajo la superficie de fluencia.

e Para el caso de carga plastica, ()\ > 0), el estado de tensiones estd sobre la

superficie de fluencia, ® = 0, y consecuentemente:

d(q,p,0, ") =0 (3.48)

La expresion ® = 0 se conoce como condicién de consistencia.

Asi pues, integrar las ecuaciones constitutivas consiste en obtener la variacién con el

tiempo de las variables A, p, p, q, f, d?, &2, &2, , que se consigue resolviendo:

Relacién entre tensiones y deformaciones elasticas: ecuacion (3.14).
Variacion del limite eldstico del material de la matriz: ecuacién (3.24).
Evolucién de la deformacién pléstica: ecuacion (3.25).

Equivalencia del trabajo pléstico: ecuacién (3.27).

Velocidad de deformacién plastica equivalente: ecuacién (3.28).
Variacion de la densidad: ecuacién (3.31).

Variacién de la temperatura por disipacién plastica: ecuacion (3.32).
Evolucién de la porosidad: ecuacién (3.34).

Condiciones de Kuhn-Tucker ecuacién (3.46).
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3.3. Integracion consistente

Las ecuaciones citadas anteriormente: (3.14), (3.24), (3.25), (3.27), (3.28), (3.31),
(3.32), (3.34) y (3.46) constituyen un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden

no lineales que deben ser integradas, en general, por procedimientos numéricos.

Conocidos los valores de las variables en un cierto instante de tiempo ¢,, y el incremen-
to de deformacién total, Ae, que se produce entre dos instantes de tiempo consecutivos ¢
yt+1 (At = ((t+1)—1t)), el objetivo es calcular el valor de todas variables en el nuevo
instante de tiempo, cumpliendo las condiciones de carga y descarga de Kuhn-Tucker y
la condicién de consistencia en ¢ 4+ 1. Los algoritmos de retorno son los mas empleados
para realizar esta integracion. Dentro de este grupo destacan los algoritmos de proyec-
cion al punto mas cercano, que son una generalizacion de los clésicos de retorno radial
introducidos por Wilkins [78] para integrar las ecuaciones constitutivas de la plasticidad
Ja.

Estos algoritmos se han usado ampliamente (Hughes y Taylor [79], Golinval [80],
Bruhns y Rott [81], Pan [82], Zaera y Ferandez-Séez [83], Fernandez [84], entre otros) y
se van a utilizar también aqui para la integracion de las ecuaciones del modelo de Gurson

extendidas a problemas termoviscoplasticos.

La esencia del algoritmo consiste en descomponer las tensiones segun:

trial retorno
o =01 —0A (3.49)

En una primera fase (prediccién eldstica) se calcula el valor de o suponiendo que

el incremento de deformacién total es puramente eldstico. Si el valor obtenido para %!
se encuentra en el dominio elastico, el calculo finaliza. En caso contrario se debe iniciar la
segunda fase (correccion pléstica) calculando Ao  de tal manera que las tensiones
011 estén sobre la superficie de fluencia (®;,1) al final del incremento, garantizando asf la

condicién de consistencia.

En la figura 3.1 se muestra un esquema béasico del funcionamiento del algoritmo.
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trial
On+1 Corrector

plastico
Predictor retorno
elastico, . AG

AGY

Figura 3.1: Esquema del algoritmo de proyecciéon al punto mas cercano

Desde el punto de vista numérico el algoritmo consta de dos etapas: la primera
consiste en la discretizacion de las ecuaciones diferenciales transformandolas en relaciones
incrementales algebraicas, para lo cudl se pueden usar métodos explicitos, semi-implicitos
o implicitos. Cuando se usa el método implicito de ”Diferencias hacia atras” (Backward-
Euler), las ecuaciones algebraicas obtenidas son, en general, no lineales y se resuelven,
normalmente, por el método de Newton-Raphson, constituyendo esta parte la segunda

etapa del algoritmo.

3.3.1. Tratamiento del problema en grandes deformaciones

En el marco de un cédigo de elementos finitos, esta integracién se realiza de manera
local en el espacio, es decir, en cada punto de cuadratura de cada uno de los elementos en
los que se divide el dominio. La integracién incremental es un proceso determinado por
la deformacién [85] en el que el incremento de deformacién total (Ae = dAt) se conoce

en cada punto de integracion en cada instante de tiempo.

Cuando el problema se formula en grandes deformaciones, la objetividad incremental
se garantiza reescribiendo las ecuaciones constitutivas en en una configuracién neutralizada
o corrotacional [85, 86]. Esto se puede conseguir a partir de un grupo de rotaciones R,

tales que:

R=0R, RNig=1 (3.50)
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siendo @ un tensor espacial antimétrico:

€
I
|

R =R (3.51)

El tensor de tensiones de Cauchy y el tensor de velocidad de deformaciones rotados

mediante R toman la forma:

or=RocR, dyp=R"dR (3.52)

y la derivada temporal de la tensiéon de Cauchy rotada:

or=R (6+towmw-—wma)R=R"c"R (3.53)

Puede observarse que, si @ coincide con el tensor de espin w, oV

se corresponde
con la derivada de Jaumann del tensor de tensiones de de Cauchy, mientras que si se
elige w = 2 = R R el tensor de rotacién en la descomposicién polar del gradiente de

v

deformacién F), entonces oV es ahora la derivada de Green-Naghdi-McInnis.

Asi pues, en la configuracion corrotacional las derivadas objetivas pueden ser calcu-
ladas como simples derivadas temporales. Ademas, teniendo en cuenta la ortogonalidad de
R, la simetria del tensor de tensiones de Cauchy y la del tensor gradiente de velocidades,
asi como la isotropia del tensor eldstico (Cx = C), las ecuaciones constitutivas en la
configuracion corrotacional son formalmente idénticas a las correspondientes a pequenas

deformaciones, reemplazando las variables espaciales por las variables rotadas.

3.3.2. Discretizacion de las ecuaciones diferenciales

Dada la ecuacién diferencial de primer orden

y=[f(ty) (3.54)
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se puede discretizar, utilizando el método Backward-Euler, obteniéndose:

Yer1 = Y + ALf(E+ 1, 941) (3.55)

donde At = (t + 1) — ¢ es el paso de la integracién.

En general, la ecuacién (3.55) es no lineal y debe ser resuelta en cada intervalo de
integracién temporal para encontrar el valor y;.1. La ventaja de los métodos implicitos
con respecto a los explicitos es que garantizan estabilidad incondicional, lo que permite

poder utilizar un tamano de paso At mayor.

En esta tesis se ha seguido un procedimiento de discretizacion implicito, basado en

el esquema especifico para el modelo de Gurson introducido por Aravas en 1987 [87].

La discretizacién de las ecuaciones diferenciales del modelo se realiza como se indica

a continuacion.

e Relaciéon Tension-Deformacion

La relacion incremental entre tensiones de Cauchy y deformaciones (ecuacién (3.14)),

es de la forma:
Ao =C:Ae’=C: (Ae — Ae’ — A€’ (3.56)
y la tension en el instante ¢ 4+ 1 puede escribirse como:

o1 =0, +C:Ae—C:Ae? —C: A’ (3.57)

Se define el predictor eldstico de la tensién en ¢ + 1 o7%! como:

o'=0,+C: Ac (3.58)

La expresién (3.57), en funcién del predictor eldstico y de la deformacién plastica y

térmica toma la forma:
o1 =0l —C: Ae? — C: A€’ (3.59)
con:

Ac? = aNd1 (3.60)
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e Evolucion de la deformacién plastica
Descomponiendo el gradiente 0®/0a en sus componentes hidrostatica y desviadora,

la regla de normalidad puede escribirse en forma incremental como:

0o

o® dp 0P O0q
Ae? = AA— = A\ — .61
€ oo {8}9 80’+ Jq 80’} (3:61)
o lo que es lo mismo:
109 3 00
AP =AN|———1+——-8 .62
© { 39p  2q0q } (862)

Para el tratamiento del problema cuando es desacoplado en su partes hidrostatica

y desviadora, Aravas [87] introdujo las siguientes dos nuevas variables:

0P
Ag, = —AN— 3.63
i (363)
0P
Aey, = AN— .64
e (3.64)

Eliminando A\ de las ecuaciones anteriores y operando, se obtiene la expresion:

o o
Ac, A .
vy t e, =0 (3.65)

La ecuacion (3.62) de la variacion de la deformacion plastica se escribe, en funcién
de las variables A¢, y Ag, definidas en (3.63) y (3.64), como:

1 3
Aef = gAspl + 2—qA5qS (3.66)

Operando en la ecuacién (3.59) con (3.60) y (3.66), se obtiene:

1 3
Ut—l—l _ U:T:{Ll [K]_ ® 1 + 2GId€U} : |:(§A€p1 + Q—quqS) + (&A91>:| (367)
y reordenando términos:
Ot41 = O'::_zill KAEP]_ — QGAEthJrl — 3aKA01 (368)

siendo N un tensor desviador unitario de expresién:

N = % (3.69)
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Separando la componente hidrostatica y la desviadora del tensor de tensiones en la

ecuacién (3.68), se cumple que:

Pes1 = P+ K Ay, + 3aKAf (3.70)
. 3GAg,S
Sppy = Girial _ ZT2CaDteL (3.71)
qt+1

con

Stmal — a_trzal +ptr1al -1

) 1 )
trial trial

=—-0 01
p 3

. 3 A
¢t = §St”al P ST = gi 4 3GAe, (3.72)

A partir de (3.71) y (3.72), se puede comprobar la proporcionalidad existente entre
St—i—l y Stm‘al:

S Strial

= T (3.73)

o lo que es lo mismo, la igualdad entre los tensores desviadores unitarios Nyi1 y
N Este hecho simplifica notablemente los célculos ya que si bien S;,; no es
conocido a priori, si lo es 87 lo que permite simplificar la ecuacién (3.71) para

escribir:
Qi1 = gt — 3GAe, (3.74)

trial

En la ecuacién (3.68), el predictor eldstico o441 se corrige de forma que las

tensiones retornan a la superficie de fluencia actualizada. En el espacio desviador y
aplicando el algoritmo de retorno radial, la direccién de retorno a la superficie de
fluencia es siempre segtin la normal unitaria N (figura 3.2). Este método fue también
empleado por [88].

Equivalencia del trabajo plastico

La relacién incremental correspondiente a la ecuacién (3.27) es de la forma:

1
(1—floAe? = o:Aef =(S—pl): <§A€p1 + ;Aeq5> (3.75)
q
= —pAg, + qAg,
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0.0 05 1.0 1.5 2.0 2.5

Ipl/G

Figura 3.2: Representacién esquematica del algoritmo de retorno a la superficie de fluencia
en el espacio p-q.

e Relacién entre &7 y &7

EPAL = A& (3.76)

e Variacion de la densidad

Ap+pAe:1=10 (3.77)

e Variacion de la temperatura por disipacién plastica

pCLAD = xo : AeP = x (qAe, — pAc,) (3.78)

Evolucion de la porosidad

Af = (1—-f)AeP:1+ AA + B (A — Ap) =
= (1—f)Ae, + AAE” + B (Ac — Ap) (3.79)

e Condiciones de Kuhn-Tucker

1. Si ®(gi"al pirial 5, f7) < 0, entonces, en el instante (¢ + At):

oc=0c""=¢c|, +C: Ac (3.80)
trial — trial
— _= — = . ]_
p=Dp 30'

S = Strial = o_t'r'ial +ptria11

[

trial 3t'l t'lg
q:q’rw = §Sma . Gtria
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y las variables de estado p, &P, &P, f y 6 no cambian (tienen el mismo valor que

en el instante anterior).

2. Si d(girial ptrial 5, fr) > 0, entonces, en el instante (¢ + At):

oc=o|;+C:(Ae— AeP — AEG) £ girial

D(qli41, Ple41, Org1, f1li1) =0

y el valor de las variables de estado cambia con respecto al instante anterior y

se actualiza.

3.3.3. Resolucién del sistema de ecuaciones algebraicas no linea-
les

El proceso de discretizacion recogido en el apartado anterior conduce al siguiente
sistema de ecuaciones algebraicas no lineales:
1. Relacién entre Ac, y A¢,
Ae, @, + Ag, P, =0 (3.81)
2. Leyes de evolucion de las variables de estado:
a) Variacién de la densidad :
Ap+pAe:1=10 (3.82)

b) Variacién de la temperatura por disipacién plastica :

qAe, — pAcy)

X(
Al =
pCyp

(3.83)

¢) Evolucién de la porosidad:
Af =(1- f)Aeg, + AAE’ + B (Ac — Ap) (3.84)
d) Variacién de &

AP = Z AL (3.85)
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e) Equivalencia del trabajo plastico:
—pAe, + qAg,
(1—f)o

Este conjunto de ecuaciones se puede representar de una manera compacta mediante:

A&P = (3.86)

AH®” = h*(Ae,, Agy, p, q, H”) (3.87)
siendo H® cada una de las variables de estado del material, y h* las leyes de evolu-
cién, en funcién de p, ¢, Ae,, Ae, y el resto de variables de estado H”

3. Condiciones de Kuhn-Tucker para A > 0:

®(q,p, H*) =0 (3.88)

El sistema se resuelve ahora aplicando el método de Newton-Raphson, que, en esen-

cia, consiste en lo siguiente.

Dada la ecuacién no lineal:

{ F(Az)=G(x) =0 Az =z — 2y

x| = xg

se puede aproximar, desarrollando en serie de Taylor y reteniendo unicamente el

primer término, mediante

oG

G(CL’)(S) + %

6z =0 (3.89)
(s)

de donde se puede obtener la variable §z() como:

52 G®)
= — e

2] (3.90)
oz |(s)

y el valor de = en el paso de iteracién (s+1):

2t = () 4 5 (3.91)
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El proceso de iteracién se repite hasta que el valor de G(x)®) es inferior a un valor

prefijado de antemano, momento en que se toma para x el valor final:

Tpyq = zHD (3.92)

En el problema que aqui se analiza la variable d2(*) se puede considerar un vector
que incluye las variables: p(®), &7(s) gp(s) = £(s) g(s) As (=) y As . El procedimiento de li-

nealizacion de las diferentes ecuaciones que conduce a su solucién se detalla a continuacion.

Para resolver el sistema de ecuaciones que resulta de la linealizacién de la ecuacion
3.81 a la ecuacién 3.88, y obtener el valor de las variables §z(*), se puede proceder a

resolver el sistema de 7 ecuaciones con 7 incognitas por diferentes procedimientos:

e El mas sencillo consiste en invertir la matriz de coeficientes del sistema, pero esto
conlleva un coste computacional elevado, ya que es necesario invertir una matriz

(7x7) en cada paso de iteracién (s).

e Otra forma de resolver el sistema es la planteada por Aravas [87], mds complicada
de implementar pero con la ventaja de obtener la solucion sin necesidad de invertir
ninguna matriz. Este método consiste en plantear las ecuaciones de evolucién de
las variables de estado (de la ecuacién 3.82 a la ecuacién 3.86) §H*®) en funcién
de 6AeS), v SA:L exclusivamente, e introducir las soluciones §H*®), funcién de
SAES) v AL en 1a expresion (3.81) y (3.88) linealizadas para obtener los valores

de 5A€Z(f) y 5A€,(18) y del resto de variables en cada paso de iteracién (s).

Se detalla a continuacion este ultimo procedimiento de resolucion del sistema de ecuaciones

(3.81-3.88), en un paso de iteracién (s):

1. Relacién entre Ac, y Acy:

)09 G, 32<1> " 0%
oA (s) 2~ A (s) (5 — 19 (s) 5Ha(s)
@ gg| T <a Tt Beap| P DqOH" +
a ) " 9%
Ac! Ac! — | 6p® H®)
+0Ae,’ + Ag;’ < | op ' ot )

=0 (3.93)
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2. Leyes de evolucion de las variables de estado:

ohe ohe ohe Ohe
SH®) = op'®) 5q®) SAe <5 SAe®) 94
% T’ T oA, T oaz0he (399
B(s
+Z 5 HﬁéH

3. Condiciones de Kuhn-Tucker para A > 0

oD
dq

0P
5q(5) + —

SH®) = 3.95
ap (3.95)

" 00
op' + Z -
gt OH

S S

A partir de (3.70) y (3.74) es facil obtener:

op') = KAl + 30K 50)
5" = —3GS Al (3.96)

Introduciendo las ecuaciones de (3.96) en las leyes de evolucidn, es posible obtener la

variacion de las variables de estado de (3.94) de la siguiente forma:
SH® = hG) + RSN + hl)onel (3.97)

con hao, h(l y h) oy conocido. Entrando con (3.70), (3.74) y (3.97) en el sistema de ecua-

ciones formado por (3.93) y (3.95), éste puede ser escrito de la forma:

Ao + AYsAY) = BYY) (3.98)
AF)oAe o + AN = B (3.99)

con A, AE) A A BE v B conocidos.
El método detallado de obtencion de estos parametros se muestra en el Anexo II.

Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior, 5A€§f) y 5A€<(f) toman los valores:

By Ay — Big Aj

SAel®) = (3.100)
TARAL - AR AL
() 4(s) (s) 4(s)

6A€(8) _ BlO A21 — BQO All (3101)

q S S S S
AR AR — AR AL
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y a partir de (3.100) y (3.101), los valores de 6H*®) en (3.97) quedan completamente
definidos para todas las variables de estado en (s) sin necesidad de invertir ninguna matriz,

con el consiguiente ahorro computacional.

Una vez conseguida la solucion del sistema de ecuaciones no lineales al alcanzarse
la precisién requerida en la iteracion (s), se estd en disposicion de actualizar todas las

variables.

Las variables del problema, en el tiempo ¢ + 1, quedan como sigue:

Agp,,, = Acl?) (3.102)
ANCPN Aeff)

01 = 9

Pt+1 = P(s)

é?‘l’l = &2)

éfﬂ = &7)

Ty = 5—(517(5)’ ép(s)’ 0(3))
Py = p + KA%(;S) + 304K(9(8) —0)o)
Qi1 = qtm'al . 3GA€((IS)
1 .
AeP, ) = gAéés)]. + A&TE]S)Nmal

2 ria
41 = §Qt+1Nt g Pi+11

y el valor de todas las variables es conocido en (t+1) sin necesidad de invertir ninguna

matriz

3.4. Definicion del Jacobiano

El Jacobiano o médulo de linealizacion se define como la relacidén entre las derivadas

del tensor de tensiones y el tensor de deformaciones totales:

J= (5_") - (‘m") (3.103)
oc )11 AN/

Para problemas elastoplésticos, la consistencia entre el médulo tangente y los algo-

ritmos de integracion empleados en la solucién de los problemas incrementales juega un
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papel crucial en preservar la convergencia cuadratica de los esquemas de solucion iterativa
basadas en el método de Newton-Raphson. El valor del Jacobiano depende del algoritmo
usado para la integracién de las ecuaciones constitutivas y es, en general, diferente del

llamado modulo tangente elastoplastico.

El llamado moédulo tangente consistente se define por la diferenciacion exacta de las

ecuaciones constitutivas al final del paso ¢ + 1.

Su célculo se hace necesario en los andlisis de tipo implicito, como el utilizado en el

cédigo ABAQUS/Standard [89].

La tension de Cauchy, en el paso temporal ¢ + 1 se escribe, en funcién de los incre-

mentos de deformacién total, plastica y térmica, como:

o1 =0,+C:Ae—C:Ac? — C: Ae’ (3.104)

y diferenciando esta expresion:

dc = C:0c—C:e? —C: e’ =
= C:de— K6Aeg,1 — 2G6(Ae,N) — 3aK 561 (3.105)
= (K1®1+4 2G1) e — K6Ae,1 — 2G5 A N —
—2GAe,0N — 30K 601

La igualdad de tensores N = N implica que:

Pes1 = PN+ KAe, + 30K Af
Qi1 = ¢ — 3G Ae, (3.106)

y por tanto se cumple:

Sp = op'rial + KoAe, + 3aKd0
5q = 0" — 3G Ae, (3.107)

La diferenciacién de las ecuaciones (3.65), (3.87) y (3.81) conduce a:
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1. Diferenciaciéon de la relacién entre Ae, y Ag,.

O >*P >*P ~ 9P
Aeg,— + A H*
J spaq + 5p<aq25q+aqap6p+; 0 ) +

o P P —~ 0P
Agg— + Aey | 7— — H® | =
+0Ag, ap + Ag, (aqapéq + o2 op + 2 p J )

2. Diferenciacion de la evolucion de las variables de estado.

oh~ . Oh° oh” oh” ~ Oh~
H® = A A
J op + 34 5Q+8Aap5 Ep + qd €q+ BV

" SHP
dp 0Ae e

3. Diferenciacién de la condicion & = 0.

(3.108)

(3.109)

(3.110)

Introduciendo las ecuaciones (3.107) en las ecuaciones (3.109) , éstas pueden es-

cribirse de la forma:

SH = ha10Ae, + haadAcy + hazdp ™ + hasdg™™™

(3.111)

con ha1, haz, has ¥ haa conocidas, y utilizando estos valores y las relaciones de (3.107) en

3.108 y 3.110, se puede obtener un sistema de ecuaciones que relaciona las variables A,

y 5A€q con 5ptrial y 5qtrial:

A115A5p + A125A5q = Bnépt”“l + 3126qt7‘ial
Agl(SAEp + A225A5q = Bméptrial + B225qtm’al

o lo que es lo mismo:
5A<€p — Clléptrial + 0125qt7"ial
5A€q — 0215ptrial 4 0226qtrial

con las constantes C11, Cia, Cy1, Cyy conocidas e igual a:
_ By Ay — B Ay _ By Ay — B Ay

Ci = -
U Ay Ay — Aj Ay Ay Ay — Aji Ay

012

B21A11 - B11A21 BZQAII - B12A21

C — C =
21 A22A11 — A12A21 2 A22A11 - A12A21

(3.112)
(3.113)

(3.114)

(3.115)
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Las leyes de evolucion de las variables de estado de 3.111 pueden escribirse en funcion

de las variables C41, Ca, Cs1, Css como:

IH® = (ha1C11 + ha2Ca1 + has) 5ptrml + (ha1Ciz + ho2C22 + haa) 5qtrml (3.116)

y en concreto la variable de estado 66:

00 = 0316ptrial + ngéqtrml (3117)

con los valores de C3; y Csy calculados segin (3.116).

Teniendo en cuenta que:

Spit = — K ey, (3.118)
, 3
trial __
5(] - thm'al
dStrial = 9Gde

1
oe = de — §5€kk1

trial 6 Stm‘al

_ trial __ trial
N=N o 2qtrial
ON = 6Ntrial — _ 3 trialStrial + 3 5 trial
2qtm’a12 q 2qtrial

la ecuacién (3.105) puede escribirse como:

rial

3KG .
b0 = K1® 18e + 2GI™de + K*C111 ® 186 + ———Cn1 ® """ de —
q

3KG ; 9G2 . . 6G2A
T rial Clgstmal ® 1de — mc«mstmal ® Stmal(ss _ trialeq IdeU(SE +
q q 7
9GPy iriar o i e ,
— lggq Strzal ® Strlalég + 304K20311 ® 10e — %0321 ® Strwl(sEj
qme giria

y agrupando términos y operando se obtiene la expresién del Jacobiano:

%7 _ K G°A
6‘; = K(14+ KCy +3aKCs)1® 1+ (2G - 6qt_fq) Tdev .
3KG o 3KG .
+—qtm’al (C91 — 3aC3y)1 @ Sl — i C1o8™t 1 4 (3.119)

G? A . ,
+9—— (—022 + —E.q ) Smal (%9} Stmal
q q
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siendo GG y K las constantes eldsticas del material, o el coeficiente de expansién
térmica, y Cy1, Cha, Co1, Cog, C31 y Csy los valores calculados en (3.115) y (3.116).

El valor de cada una de las constantes del Jacobiano puede encontrarse en el Anexo

I1I.

Como puede observarse, el Jacobiano no es en general simétrico , lo que desde el punto

de vista numérico supone un aumento considerable en el tiempo de calculo computacional.

En la configuracién espacial, la expresion de la tension se obtiene a partir de la rotada

por la expresion: R,

o= Riaow,, R, (3.120)

y la matriz tangente consistente, J, a partir del operador rotado Jy a través de R; 1

COImo:

(Digrr = Rev1)ir Res1) ;7 Ri1) e Rig) i In) 1z (3.121)

3.5. Implementacién en ABAQUS

El algoritmo de integracion desarrollado ha sido implementado en el coédigo comercial
de elementos finitos implicito ABAQUS/Standard [89] a través de la subrutina de usuario
UMAT. En la figura 3.3 se muestra el diagrama de flujo del algoritmo implementado.

También el algoritmo se ha implementado en el cédigo ABAQUS/Explicit [90] con
la subrutina de usuario VMAT que, a diferencia del anterior, integra mediante métodos
explicitos las ecuaciones del movimiento. En este caso no se requiere la programacion del

calculo del Jacobiano.
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Eq. constitutivas en
(s+1) es menor que
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Figura 3.3: Diagrama de flujo de la subrutina UMAT

57
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3.6. Resultados numeéricos

Se ha comprobado el funcionamiento del algoritmo propuesto implementandolo en
el cédigo comercial de elementos finitos ABAQUS/Standard [89] mediante el analisis del
comportamiento de un unico elemento tipo C3D8H sometido a las tres siguientes condi-

ciones de carga (figura 3.4):
e (i) tensién uniaxial
e (ii) expansion volumétrica
e (iii) tensi6n uniaxial restringida
Estos tres casos fueron anteriormente analizados por Worswick y Pelletier [40] y Betegén

et al. [43] en deformacién plana, y los dos primeros también fueron elegidos por Aravas

[87], para tensién plana (tensién uniaxial) y en 3D en condiciones estdticas (expansién

volumétrica)
Z AL& ZL
Y M
Y S
. /# - g | A
7 7
X 4 X, X,

Figura 3.4: Casos con un unico elemento y condiciones de contorno: i) tensién uniaxial,
ii) expansién volumétrica, iii) tensién uniaxial restringida

Los materiales que se han utilizado en la modelizacién han sido el Acero 4340 (ma-
terial A) y el hierro ARCMO (material B). El limite eldstico de ambos materiales varfa

con &7, & y 6 de acuerdo con la ley de Johnson Cook, [91] cuya ecuacién es:

e para el caso de &F < &g:

g=(Ki+ Ky(&)")(1—-6") (3.122)
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e para el caso de &P > &g:

o= (K1+ Ky (E")") (1 + K3slog (;)) (1—0") (3.123)

0

donde 6* es la temperatura homéloga definida por:

T —"1To

o= —— -0
T, — Ty

(3.124)

con Ty y T,, la temperatura ambiente y la temperatura de fusién respectivamente.

K., Ky, n, &, m son propiedades del material, las cuales vienen dadas en la tabla 3.1.

Los parametros del modelo de Gurson para cada material aparecen en la tabla 3.2. En la

modelizacién tnicamente se ha considerado nucleacién controlada por deformacién.

Material A | Material B
Acero 4340 || Hierro Armco
E(MPa) 208000 209000
v 0,3 0,3
po(kg/m?) 7830 7890
Ky (M Pa) 792 175
Ky (M Pa) 510 380
n 0,26 0,23
K3 0,014 0,06
Zo(s7h) 1 1
m 1,03 0,55
To(K) 208 204
T (K) 1793 1811
X 0,9 0,9
C,(m?/s*/K) 477 452
a(K1) 1,2x10°5 1,2x10°7

Tabla 3.1: Propiedades de los materiales

Las dimensiones iniciales de los elementos analizados 12, lg y 12 fueron de 1 mm, y

la velocidad de deformacién ingenieril é, = v, /I tomaron valores de 1, 102, y 10* s~

Los resultados correspondientes al primer caso de carga (tensién uniaxial) se pre-

sentan en la figura 3.5. Se dibuja para ambos materiales la tensiéon uniaxial, normalizada

con el limite elastico og, en funcién de la deformacién uniaxial para diferentes valores de

velocidad de deformacién con y sin tener en cuenta los efectos térmicos.
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Material A | Material B
Acero 4340 || Hierro Armco

@ 1,5 1,25

G2 1,0 0,95

fo 0,004 0,0004

fn 0,1 0,005

SN 0,3 0,025

En 0,1 0,05

fr 0,2025 0,06

Tabla 3.2: Propiedades del modelo de Gurson de los materiales

Para el caso de expansion volumétrica, en la figura 3.6 se representa para ambos mate-
riales y para diferentes velocidades de deformacion la variacion de la tensién hidrostatica,
normalizada con el limite elastico inicial oy, en funciéon de la deformacion logaritmica
volumétrica (e, = 3In(1 + u/1%), siendo u el desplazamiento en las tres direcciones -del

mismo valor en este caso de carga- con y sin tener en cuenta el efecto de la temperatura.

Para el tercer estado de carga (tensién uniaxial restringida), la figura 3.7 muestra la
tension axial, normalizada con oy como funcion de la deformacién axial, para diferentes

valores de velocidad de deformacién considerando y sin considerar efectos térmicos

En todos los casos los resultados muestran cémo la velocidad de deformacion in-
crementa tanto la tension méaxima alcanzada como el valor de deformacion en el que se

presenta el valor méximo de tension.

El ablandamiento debido a la temperatura se observa claramente en el primer caso
de carga (tensién uniaxial) para el Hierro Armco (material B). Este efecto més acusado
en este material, estd en consonancia con su mayor aumento del parametro que afecta
al limite eldstico (0*)™. Para el resto de casos de carga, el efecto térmico es despreciable

comparado con el correspondiente a la velocidad de deformacion.
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Para el primer caso de carga, la variacién de la porosidad con la deformacion para
los dos materiales estudiados se representa en la figura 3.8. Se observa cémo la evolucion
de la porosidad no se ve afectada practicamente ni por la velocidad de deformacion ni por

la temperatura.

La misma informacién para el caso de expansién volumétrica y tension uniaxial
restringida se muestra, respectivamente, en las figuras 3.9 y 3.10. Estas curvas son dife-
rentes a las del estado uniaxial debido a las altas triaxialidades que aqui se alcanzan. En
estas curvas, el efecto de la temperatura es despreciable y el efecto de la variacién con la

velocidad de deformacién es andlogo al encontrado por Betegén et al. [43].
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Figura 3.8: Porosidad en funcién de deformacién axial para tensién uniaxial. a) Material

A. b) Material B.
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Figura 3.10: Porosidad en funcién de deformacion axial para deformacion uniaxial re-

stringida a) Material A. b) Material B.
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3.7. Comparaciéon con resultados experimentales

Con el algoritmo desarrollado en secciones anteriores se han simulado diferentes
ensayos de impacto sobre cilindros de Taylor cuyos datos se han encontrado en la literatura
cientifica [92].

El ensayo de impacto sobre el cilindro de Taylor es un ensayo que consiste en lanzar
un cilindro de seccion circular contra una pared rigida a una cierta velocidad inicial.
El diametro y la longitud inicial de las probetas analizadas son de 7.595 y 56.96 mm
respectivamente. El material de los cilindros es Cobre OFHC. La ley de endurecimiento

de este material sigue una ecuacion de tipo Jonson-Cook, de la forma:

e Para el caso de &° < &:

o= (K14 K3 (&")") (1= (607)") (3.125)

e Para el caso de &P > &;:

7= (K + K, ()" (1 + Kjlog (;)) (1—()")

0

(3.126)

con 0* = (0 —6y)/(0,, — 0o) v O, 'y o la temperatura de fusion y la de referencia respec-

tivamente. Las constantes del material se muestran en la tabla 3.3.

E v Po K, K, n K;
MPa kg/m3 | MPa || MPa
124 0,34 8960 90 292 0,31 0,025
&9 m Ty T, % C, a
st K K m?/s?/K K1
1 1,09 298 1331 0,9 383 1,72107°
q1 q2 Jo Iy SN En Ir
15 | 1,0 | o001 | 01 | 03 0,1 0,025

Tabla 3.3: Propiedades del Cobre OFHC

Las probetas analizadas presentan tres velocidades iniciales distintas: 153, 156 y 180

m/s.

Por la simetria del problema se puede realizar un anélisis bidimensional axisimétrico

de los casos, y se ha empleado una malla con un total de 3500 elementos de tipo CAX4R,
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y de tamano similar a la elegida por otros autores [39]. Un detalle del mallado utilizado

se muestra en la figura 3.11.

s

56.96 mm

R EERRENN
[EEEERRNY

BREERRE
RN
! [N
i RN
S AR URNA VLWV
! _n
3.8 mm

Figura 3.11: Detalle de la malla utilizada. La zona de impacto se encuentra situada en
z=0

La figura 3.12 muestra una seccion longitudinal del cilindro donde se dibuja la tension

de Von Mises a diferentes instantes del proceso de impacto.

Para cada impacto de Taylor, se han comparado los resultados de diametro final
y longitud final de la probeta con los resultados experimentales obtenidos por House
[92], v se muestran en la figuras 3.13 y 3.14. Se observa cémo los resultados numéricos
sobreestiman en las tres velocidades analizadas el didmetro final y subestiman la longitud

final de la probeta. Sin embargo, en todos los casos los errores son inferiores al 10 % .
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Figura 3.12: Tensién de Von Mises a diferentes instantes del proceso de impacto

Tras comparar las predicciones de variacién de didmetro/longitud con las experi-
mentales, se ha analizado la evolucion de la tensiéon hidrostatica, de la porosidad y de la
temperatura en el caso de velocidad de impacto de 153 m/s en tres elementos localizados
sobre el eje de simetria del cilindro y situados en la superficie de impacto a 2 mm y a 4

mm de distancia de dicha superficie de impacto.
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Figura 3.15: Variacién de —p/oq en funcién del tiempo para tres elementos situados sobre
el eje axial del cilindro

La figura 3.15 muestra la evolucién de la tensién hidrostatica —p, adimensionalizada
con el limite elastico oy en los tres elementos antes mencionados. Desde el comienzo del
ensayo hasta los 1.5 us, la tension en la superficie de impacto es de compresion alcanzando
valores minimos de —p/oy=-10,5. La propagacién de la onda de compresién genera un
rapido aumento de tensiones positivas, tanto en el elemento situado en la superficie de
impacto como en el resto de elementos analizados alcanzando valores maximos de —p/og =

2,5. Resultados similares fueron encontrados por Worswick y Pick [39]

La evolucién de la temperatura y la porosidad durante el ensayo se muestra en
la figuras 3.16 y 3.17. En dichas figuras se observa cémo el valor maximo de 6* = (6 —
00)/ (0 —09) = 0,145 se alcanza en el elemento situado sobre la superficie de impacto a los
40 ps del comienzo del impacto y el valor maximo de f se alcanza en el elemento situado
a 2 mm, con un valor de 0,0148 a los 8 us. Durante los periodos de expansién (—p > 0)
se produce un aumento brusco de porosidad, y durante los periodos de compresion una
disminucién. En el elemento situado en la cara de impacto la porosidad es practicamente

nula. Resultados similares fueron encontrados por [39].
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Figura 3.16: Variacion de la temperatura con el tiempo para tres elementos situados sobre
el eje axial del cilindro
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Figura 3.17: Variacion de la porosidad con el tiempo para tres elementos situados sobre
el eje axial del cilindro



74



Capitulo 4

MODELO DE GURSON CON
PARAMETROS DEPENDIENTES
DE LA TRIAXIALIDAD

4.1. Planteamiento del problema

El modelo de Gurson original, sin parametros de ajuste, se deriva de una solucién
aproximada del comportamiento de un sélido de material rigido perfectamente plastico
con un hueco esférico en su interior. Posteriormente, Tvergaard (]93], [27]) introdujo va-
lores de ajuste ¢q; v g2 al modelo de Gurson para mejorar la prediccién del modelo para
un material elasto-plastico con endurecimiento por deformacion. Koplik y Needleman [94]
realizaron estudios micromecanicos en materiales con endurecimiento por deformacion y
propusieron ¢; = 1,25 y g2 = 1,0 como valores 6ptimos de los parametros del modelo de
Gurson modificado. Tanto los valores anteriormente citados, (¢ = 1,25 y g2 = 1,0) como
los valores de ¢; = 1,5 y ¢o = 1,0 han sido ampliamente utilizados en la literatura. Otros
investigadores han sugerido, sin embargo, el empleo de otros valores como 6ptimos para
estos parametros [95]. En todos los casos, ¢; y ¢2 se toman como constantes independi-
entes del material. No obstante, Faleskog et al. [33] y Gao et al. [96] han demostrado la
influencia del coeficiente de endurecimiento por deformacién en los pardmetros q; y ¢o.
Se ha observado ademas, como valores de ¢; y ¢ constantes no reproducen bien el com-
portamiento del material debido a la existencia de una dependencia de dichos parametros
con el estado tensional y con el valor de la porosidad inicial. En los estudios de Kim et
al. [35], y utilizando modelos de celda con y sin hueco, se han analizado los efectos de la

triaxialidad y de la porosidad inicial en las curvas tension-deformacién macroscopica y en
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el crecimiento del dano demostrando los resultados obtenidos grandes dependencias entre

los parametros 6ptimos del modelo GTN y el estado tensional y fy del material.

En este capitulo se formula una modificacién del modelo de Gurson en el que se
incorporan la variacién de los parametros q; v g2 con la triaxialidad y la porosidad inicial

y se aplica especificamente para la variacién analizada por Kim el al. [35]

4.2. Variacién de los parametros de Gurson con la
triaxialidad y la porosidad inicial

Recientemente, Kim et al.[35] han realizado un estudio que ha puesto claramente de
manifiesto la influencia de la triaxialidad del campo tensional y de la porosidad inicial en

los valores de los parametros ¢ v go.

Esencialmente, el estudio consiste en comparar el comportamiento de una celda uni-
taria axisimétrica compuesta por una matriz elastoplastica de Von Mises con un tnico
hueco esférico en su centro con una celda sin hueco que obedece al modelo GTN y con
una porosidad inicial, fy, idéntica a la del modelo de celda con hueco. Ambas celdas
estan sometidas a unas condiciones de contorno tales que, en cada analisis, se mantiene

constante la triaxialidad

En la figura 4.1 ([35]) se representa la variacion de la tensién equivalente macroscopi-
ca (adimensionalizada con el limite eldstico inicial o), en funcién de la deformacién equi-
valente macroscépica, tanto para la celda de Von Mises con hueco como para las celdas
de Gurson con diferentes valores de los pardmetros ¢; y ¢2. Como se puede apreciar,
la respuesta es muy sensible a los parametros elegidos, en concreto, la curva tensién-
deformacion alcanza tanto valores maximos de Y, diferentes a distintos valores de ¢; v ¢o,
como distintos valores de deformacién macroscépica equivalente (E,)en los que se alcanza

el valor maximo de tensién macroscopica equivalente (3.). para cada caso.

Para obtener los valores éptimos de los pardmetros del modelo de Gurson que mejor
ajustan los resultados de las celdas con hueco, Kim et al. [35] tratan de minimizar las

diferencias que se producen entre (ver figura 4.2):
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Figura 4.1: Influencia de ¢; y ¢ en el modelo de Gurson para fo = 0,0071 y T'= 2,0

e los valores de tensién maxima alcanzada en ambos modelos
e las deformaciones a las que se producen las maximas tensiones

e ¢l area bajo las curvas de variacion de porosidad con deformacion equivalente

Eo'  Epl
Ee Ee Ee

mi

Figura 4.2: Esquema de los criterios de seleccion de los pardametros ¢ v g 6ptimos

La ley del material utilizado en su anélisis responde a la siguiente relacién tension-

deformacion verdadera:

sio <oy (4.1)

n
o .
— Sl o > 0y
0o

con los parametros £ = 200 GPa, o0y = 400 MPa, v = 0,3 y n = 10.

=S =l
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Tras el proceso de calibracion en el material analizado, se obtienen las siguientes
curvas (figura 4.3) que reflejan los valores éptimos de ¢; y g2 en funcién de la triaxialidad

para distintas porosidades iniciales

20 20 =0.001
q11.4- qz1.4-
1.2} 121
1.0¢ v/ TR N
08} 08}
0.6 T S 0.6 e
05 10 15 20 25 30 35 05 10 15 20 25 30 35
T T

Figura 4.3: Valores de ¢; y g2 en funcion de la triaxialidad y de la porosidad inicial

En ellas se pone de manifiesto que los parametros no son constantes, sino que de-

penden de la triaxialidad y de la porosidad inicial.

4.3. Modelo con parametros variables

Para abordar la integracién de las ecuaciones del modelo GTN considerando para-
metros variables, se ha utilizado el esquema desarrollado en el capitulo 3 para condi-
ciones estaticas modificado para incluir la dependencia de los paramteros ¢; y g2 con la

triaxialidad.

En un problema con triaxialidad variable, los parametros ¢; y g2 no se mantienen

constantes sino que son funcién de la triaxialidad T y la porosidad inicial fy:

q1 = Q1(T7 fo) g2 = Q2(T7 fo) (4-2)
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Por tanto, la funcién de plastificacién del modelo GTN, &, debe considerarse depen-
diente de ¢ y go. Asi, para un valor dado de fjy, la diferencial de ®(q,p, 7, f*, q1, q2) tiene

ahora la expresién:

0® 0P 0P 0P

dq dp 0o of

0® 0 oT orT 0P 0 oT or
ar (300 3) * ot (5% 5,7)

7z . il I 5o+ 28
o0, 07 \9q°1 " 3p 2’1"

con:

b
=L 4.4
: (44
oT 1
- - _Z 4.5
- (4.5)
or p

A continuacién, se indican las modificaciones a que da lugar esta consideracion en el

proceso de integracién de las ecuaciones constitutivas y la constitucion del Jacobiano:

e Sufren modificacién:

B, AL v ALY de la ecuacion (3.98)

B AL v AL de la ecuacion (3.99)

Ay, Aia, By, Bis de la ecuacion (3.112)

Agy, Asgg, Bay y Bag de la ecuacion (3.113)
e No cambian de expresion sin embargo:

e §H°®) en la ecuacién (3.97).

e 0H" en la ecuacién (3.111).

La obtencion de las variables para este caso se muestra en el Anexo IV.
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4.4. Validacion del modelo con analisis basados en
celdas unitarias

4.4.1. Formulacién del problema

La simulacion por elementos finitos de problemas de celdas unitarias con un hueco
central que varia de volumen bajo estados de triaxialidad constante es un procedimiento

numérico muy utilizado para el estudio de la evolucién del dano ductil de los materiales

Siguiendo los trabajos de Tvergaard [93] y Koplik y Needleman [94], el material se
considera formado por un conjunto de celdas hexagonales unitarias peridédicas y ensam-
bladas entre si (figura 4.4). Cada celda unitaria contiene un hueco esférico en su interior
procedente de una inclusion. Para simplificar el problema, se consideran celdas cilindricas
en vez de hexagonales, de dimensiones iniciales 2Ly y Ry con un hueco en su interior de
radio ry. Esta simplificacién convierte el problema tridimensional en un problema bidi-

mensional axisimétrico.

Se consideran dos configuraciones de celda:

e La primera, consiste en una celda de un material de Von Mises (plasticidad conven-
cional J5) que contiene en su centro un hueco esférico de tal manera que la fraccién
de volumen ocupada por el hueco, Viyeco, €8 tal que (Viyeco/Veerda) = fo, donde Viega

es el volumen de la celda.

e La segunda es una celda sin hueco macroscépico constituida por un material que
cumple las relaciones constitutivas del modelo GTN, con una fracciéon volumétrica

inicial fy idéntica al valor de la celda unitaria con hueco.

Las celdas unitarias siguen una distribucién periédica (Tvergaard [93], Koplik y
Needleman [94]) y por tanto, se debe garantizar que en todo momento las superficies
deformadas por el proceso de carga permanezcan paralelas a las superficies en la confi-

guracion sin deformar.
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Figura 4.4: Transformacién de la celda cilindrica con un hueco central en un problema
axisimétrico

Bajo estas condiciones, las deformaciones principales macroscopicas y la deformacion

efectiva puede expresarse como:
R L 2
E,=FEy=1 — E, =1 — E.=—-|E,—E, 4.7
e “(R) ”<L) 2 | (4.7)

donde R y L son, respectivamente, el radio y la longitud de la celda deformada .

La tension hidrostatica macroscopica ,,, v la tension efectiva macroscopica >, se

definen como:

1
Yy = 3 (B, +2%,) X =[E-%] Z=21% (4.8)

donde X, ¥y y X, son respectivamente las tensiones verdaderas macroscopicas en coorde-

nadas cilindricas, segtin la direccion radial, circunferencial y vertical.

La triaxialidad del estado tensional para el caso de ¥, > 3., puede expresarse como:

T:Em:1(11%> (4.9)

e 3\1-—p

y para el caso de X, < X, como:

1 /1+2p
T=—- 4.10
3(p—1> 410)

siendo p el cociente de las tensiones macroscépicas X, y 2,:

p==r (4.11)
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Figura 4.5: Condiciones de contorno de carga impuestas en la celda con hueco

Las condiciones de contorno de ambos modelos de celda se prescriben de tal forma

que sea posible controlar la evolucién de p (y por tanto la evolucién de T') durante el

proceso de carga y pueden ser de desplazamiento o de carga.

Por ejemplo, para una celda de dimensiones L y R en direccion r y z respectivamente,

y con un hueco esférico en la celda con hueco de radio r, las condiciones de contorno en

desplazamiento se formulan:

En el modelo de celda con hueco (figura 4.6):

(1) =0, S.(I)=%e(I)=0 en r=0

u.(1) =U(I), 2,(I)=%e(I)=0 en r=R

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)
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En el modelo de celda sin hueco, las condiciones de contorno son (figura 4.6):

U,(IT) =0, X.(II)=%e(II)=0 en r=0 (4.16)

w.(I1I) = U.(II), 2,(II)=%e(II)=0 en r=R (4.17)
w,(I1T) = U,(II), %.(II)=%e(II)=0 en z=1L (4.18)

Zl Uz( | Jz(I

{ERRERARE: {ERRERAERE:

- :Ur(l) L ::Ur(ll)

N E

C— R woT '; = oo T

Figura 4.6: Condiciones de contorno de desplazamiento para las celdas con y sin hueco
central

Para asegurar que ambos modelos de celda unitaria (con y sin hueco) son equiva-
lentes, se impondran condiciones de contorno que aseguren que ambas celdas son sometidas
al mismo estado macroscopico de carga. Las superficies externas en todos los casos estan
sometidas a tensiones normales exclusivamente y ademas, para el caso de celda con hueco,

la superficie del hueco esta libre de tensiones. Ambos modelos son equivalentes si:

(1) El valor de triaxialidad macroscépica es la misma en las celdas 1y 2 (figura 4.7):

ZT’C@ a Erce a
(celdal) _ 2r(celda2) _, (4.19)

Ez(celdal) Z]z(celdaQ)

Si ademds se desea triaxialidad constante la ecuacién anterior debe ser igual a un valor

constante.

Para garantizar que ambos modelos son equivalentes es necesario imponer una condi-

cién mas, que puede ser una de las siguientes: o bien asegurar el mismo desplazamiento
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en r en ambas celdas, o bien el mismo desplazamiento en z o bien una combinacién lineal
de ambos (los valores de las constantes A y B son elegidos por el usuario pero deben ser

los mismos en ambas configuraciones):

(2) Ambas configuraciones mantienen el mismo valor de desplazamiento (6 tension)
enr 6 en z (0 en una combinacién lineal de ambas direcciones) durante el proceso de

carga.

Er(celdal) = Er(celdaZ) (4.20)
6
Ez(celdal) = E.(cetda)
6
AEr(celdal) +B Ez(celdal) = AEr(celdaZ) + B Ez(celdaQ)

Figura 4.7: Modelo de celda de Von Mises con hueco y de Gurson sin hueco equivalente

4.4.2. Meétodos de Implementacion numérica para triaxialidad
constante

Las condiciones de contorno que se debe imponer a las celdas unitarias para conseguir
valores de triaxialidad macroscopica constante durante todo el proceso de carga, puede
ser llevada a cabo por varios métodos. Tres de los méas utilizados se recogen en el trabajo

de Lin et.al [97] y se detallan a continuacién :



85

Método I: Utilizacién de un elemento muelle

Esta forma de conseguir estados de triaxialidad constante ya fue utilizada por Brocks
et al.[95] y Muhlich y Brocks [98], en celdas axisimétricas sometidas a estados de carga
monoétonos o ciclicos, y se basa en la utilizacién de un elemento elastico y un elemento

muelle en uno de los nodos de la celda (ver figura 4.8).

£ UzMaxima

z

Uz(3) E
4 3| U3) UrMaxima
1 2 r

Figura 4.8: Condiciones de contorno: Utilizaciéon de elementos elasticos y muelle

El método consiste en prescribir el desplazamiento vertical, U"**, del nodo muelle
y el desplazamiento horizontal U"** del nodo elastico, y cargar la celda hasta que los
elementos elastico y muelle alcanzan los desplazamientos ® y Ut que dan lugar a
la triaxialidad prescrita. Se asume que durante todo el proceso de carga las superficies
formadas por los nodos 3 y 4 y los nodos 1 y 2 son siempre paralelas (figura 4.8). Lo
mismo ocurre con las superficies formadas por los nodos 2-3 y 1-4, es decir, durante todo

el proceso de carga se cumple que U =y y u® =u®.
Para el caso del elemento muelle, la fuerza vertical I, puede expresarse como:

F,=CUme —ug®) (4.21)

z

siendo C' la rigidez del muelle. El valor de la tension macroscopica Y, que actia sobre la

celda, tiene el valor:

F, F,

S, =1 =
TR 1(Ro+ UP)?

(4.22)

siendo, respectivamente, Ry y R los radios de la celda al inicio del proceso y en un estado

de carga actual respectivamente.
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Para el elemento elastico, la fuerza en direccién r puede expresarse como:
EA
Fo=— (U = U) (4.23)
donde E, A y L son, respectivamente, el mdédulo elastico, la seccién y la longitud inicial
del elemento elastico . El valor de la tensién macroscopica X, es:

o B F
" 2tRH 2n(Ry + UP)(Ho + UY)

(4.24)

con Hyy H las longitudes de la celda inicial y en el momento actual. Por tanto, la relacion

entre las fuerzas F, y F, puede escribirse:

3)
pooor o+ U (4.25)
Y. Ry + S

y recordando que:

25 +% %

BEEA I 20

La rigidez del elemento elastico puede escribirse como:

EA Hy+UY
c=— =2f(T)F, o+ U a (4.27)
L (Ro + U, (3)(Ues = Uy™)
y en funcion de la rigidez del elemento muelle, como:
EA Hy+UY
c=E4 _apmowme — ) AU (4.28)
L (Bo + U;™)(Uyree = Up™)

La rigidez del elemento eldstico FA/L se puede implementar en ABAQUS /Standard [89]

a través de la subrutina de usuario UEL.

En el problema descrito, existen tnicamente dos grados de libertad desconocidos,
U y U ,2(3), el resto de grados de libertad se fijan a partir de ellos. Las cargas externas se
aplican para prescribir los desplazamientos U™ y U™y los desplazamientos en el nodo
3 se determinan resolviendo la ecuacién de equilibrio 4.28. Debido a que las cargas en los
elementos elastico y muelle dependen de los desplazamientos en el nodo 3, es necesario

realizar una serie de iteraciones para llegar al estado de equilibrio.

Ventajas del método

e Las fuerzas y los desplazamientos utilizados para el calculo de la triaxialidad co-
rresponden siempre al estado de equilibrio actual, por lo que los resultados obtenidos

son suficientemente precisos.
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e Para realizar el control de triaxialidad se realiza un control de desplazamiento y no
un control de carga, por lo que el método puede ser aplicado a materiales que sufren

procesos de ablandamiento durante la carga.

Inconvenientes del método

e Son necesarias muchas iteraciones para encontrar el estado de equilibrio.
e La convergencia es muy sensible a la rigidez del elemento muelle.

e Es dificil controlar de forma precisa los desplazamientos del nodo 3 en la celda
axisimétrica
e Es dificil tratar los saltos de triaxialidad de valores positivos a negativos en los casos

en los que la celda se carga ciclicamente.

Método II: Control de desplazamiento

y4
Uz(3)
> ] ——
4 3| U
1 2 r

Figura 4.9: Condiciones de contorno para el método con control de desplazamiento

En este método se elimina el elemento muelle y el proceso de carga se controla
directamente a partir del desplazamiento U, del nodo 3. Durante todo el proceso, la
superficie superior y la superficie cilindrica permanecen perpendicular y paralela al eje Z
respectivamente. Para obtener el valor de F,. (ecuacion 4.25), es necesario conocer el valor
fuerza F, del nodo 3. Este valor sin embargo puede ser obtenido tinicamente al final de la
iteracién tras resolver las ecuaciones del modelo, por lo que el método utiliza el valor de
F, del paso anterior F'~! para el cdlculo de las incégnitas del problema.

EA Hy + U

C=7ADE (Ro + U, (3))(Ume — U (429
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Este método se puede implementar en ABAQUS/Standard [89] a través de las sub-
rutinas de usuario URDFIL y DBFILE, que permiten leer las fuerzas de reaccion de los
resultados y utilizar estos valores en un paso para calcular los valores de F, en el nuevo
paso de integracion. Esta estrategia es por tanto aproximada, y su precisiéon depende de

lo préximos que estén los valores F, y Fi~! y del tamaifio de los pasos.

Ventajas

e Se puede conseguir un control preciso de desplazamiento U, del nodo 3.

e Al realizarse un control de desplazamiento, esta técnica es aplicable a materiales

con regimenes de ablandamiento.

e En esta técnica no se utiliza un elemento muelle, por lo que no existe dependencia
de la convergencia con la rigidez elegida del elemento muelle como en el caso del

método 1.

Inconvenientes

e La estrategia numérica es aproximada, ya que se utiliza el valor de la fuerza F, del

paso anterior para obtener el valor de F,. del elemento elastico.

e Los problemas con los saltos de triaxialidad de valores positivos a negativos aumen-

tan.

Método III: Control de fuerza

Las tensiones macroscopicas >, y 2, se definen a través de las cargas introducidas
de forma uniforme en la superficie superior y cilindrica de la celda respectivamente. Las

tracciones macroscépicas 2, Y 3, cumplen la ecuacion:

5 = {5 (4.30)
[ (1437)/BT -2) si%, <3,
HT) = { (3T =1)/(3T +2) si %, >3,

Para definir la relacién entre ambas tracciones macroscopicas, el programa ABAQUS /Standard
[89] provee de la subrutina DLOAD.

Ventajas
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2r

Figura 4.10: Condiciones de contorno par la celda con control de fuerza

e Se tiene un control preciso de ¥, y 3., por lo que cambios de triaxialidad de valores

positivos a negativos no afectan a la computacion.

e La estrategia numérica es precisa.

Inconvenientes

e Como la carga se controla por traccién, la técnica no puede ser aplicada en las
regiones plasticas con bajo modulo de endurecimiento o en régimenes de ablan-
damiento del material.

Método IV: Utilizacion de nodos dummy: control de desplazamiento

Un método de control de triaxialidad controlada por desplazamiento fue desarrollado

por Faleskog et al. [33], y se basa en los siguientes principios:

La variacion de la energia del trabajo total de deformacién puede expresarse, en una

celda [99], como:
W =VS,E, +VSyEy + VI, F, (4.31)

donde V es el volumen de la celda, >, ¥y, X, las tensiones verdaderas macroscopicas
y E., Eg y E, las deformaciones macroscépicas. Para el caso axilsimétrico (Fy = E, y

Yy = X,), la ecuacién anterior se simplifica resultando:

W =2VS,.E, + VI, E, (4.32)
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Si se definen los valores de carga P, y P, (conjugados de E, v E,, respectivamente) como

P.=2VY, vy P, =V}X,, la ecuacion anterior se escribe como:

es:

W = P.E,+ P.E, (4.33)

A partir de la relacion entre 3, v 3, expresada en 4.11 se obtiene:

INEDY
- 4.34
SR (4.34)
y es facil probar que:
P, by
92" _9 4.35
p =2y T (4.35)

Transformacién de coordenadas

Se define un vector n ortonormal de transformacién de coordenadas cuya expresion

nz(_ﬁél g:) In| =1 n!=n’

con 31 y (B2 de valor:

b (4.36)

__ 2 gt
T /114 & Ny

que posibilita el cambio de coordenadas:

(El ) _ (62Er_6lEz > :nT(Er )
E2 ﬁlEr + ﬁQEz EZ

con Py =+/1+ 4p2Pz.

En el sistema de coordenadas transformado, la variacién de la energia de deformacion

total se puede escribir como:

W =VX.E. +2VY%,E, = P.E, + P.E, = P,F, (4.37)

y las condiciones de contorno en el nuevo sistema de coordenadas, deben cumplir que:
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1. P1:0

2. E2:E0

donde Ej es una constante prescrita por el usuario.

En el sistema de coordenadas cilindrico original, la prescripciones P, = 0y Ey = E»,

equivalen a:

]_. Pl - O
) ) . ) By - P, ¥,
Pr=p3P -p/P,=0—-PFP.=—P, 5 — =2 - = 4.38
1= [ b1 - % —>Pz P—>Zz P ( )
equivalente a la ecuacion 4.19.
2. Fy = Ey
W = PzEz + PTET = PQEQ — ﬁlEr + ﬁQEZ = E(] = cte (439)
equivalente a la ecuacién 4.20 (c)
A partir de la definicion de deformacién macroscopica E, y E,:
. R . L
E.== E,=—= 4.40
R L (4.40)
Se puede obtener para Ry L las siguientes expresiones:
R=R (52E1 + 51E2>
L=1L <—ﬁ1El n ﬁzEg) (4.41)

Para el caso concreto de p constante, la ecuacion 4.39 puede integrarse para obtener:

Oy -InE,+ (- InE, =cte-t (4.42)

4.4.3. Solucién numérica para triaxialidad variable

En un problema con triaxialidad variable, el método desarrollado por Faleskog et al.

[33] necesita un tratamiento especial, ya que la ecuacién (4.39):

BlET + ﬁ?EZ = Eo = cte (443)
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no puede ser directamente integrada, y debe ser resuelta de forma incremental en cada

paso de integracion i.
G|, AE,|, + 8| AE.| = cte- (i — (i — 1)) (4.44)

siendo AET‘Z. y AEZ’i los incrementos de deformacién en el paso (i) en direccién r y z

respectivamente.

Asi, para un nodo de coordenadas (R,L) en la celda unitaria (figura 4.6), los valores
de AETL, y AEZ‘Z. son:

AE,|; = T (4.45)

AE.|; = - (4.46)

e u.(i) v u.(i — 1) son los desplazamientos del nodo en direccién radial en los pasos

de integracién (i) e (i — 1) respectivamente.
e u,(i) y u.(i—1) son los desplazamientos del nodo en direccién axial en (i) e (i — 1).

e Loy Ry son las coordenadas iniciales del nodo en la celda axisimétrica en direcciéon

axial y radial respectivamente.

4.4.4. Implementacion en ABAQUS. Subrutina MPC

Las condiciones P = 0y Fy = Ep, se implementan en ABAQUS/Standard [89] en

un elemento tipo CAX8R de la siguiente forma:

e Se impone el mismo desplazamiento longitudinal U, a todos los nodos de la superficie

superior de longitud L. Esto se realiza con la opcién *EQUATION.

e Se impone el mismo desplazamiento radial, U,, a todos los nodos de la superficie

exterior de radio R. Para ello se usa de nuevo la opcién *EQUATION.

e Se relaciona el movimiento del nodo 1 perteneciente a ambas superficies (ver figura
4.11) con un nodo auxiliar ("”dummy’) de tal forma que el segmento cuyos extremos

son el nodo 1 y el nodo dummy cumplen las relaciones: P =0 (traccién uniaxial
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Uz restringido

@|nodo
%N ummy
subrutina MPC

Ur restringido

Figura 4.11: Condiciones de contorno utilizando un nodo dummy

en direccién 2) y E, = E,. La implementacién de las ecuaciones 4.38 vy 4.44 para
triaxialidad variable se realiza a través de una subrutina de usuario MPC. El dia-
grama de flujo que se sigue en la implementacion de la subrutina MPC se muestra

en la figura 4.12

4.4.5. Resultados numéricos

Los analisis numéricos sobre las celdas unitarias se han llevado a cabo con el método
de integracién desarrollado que se ha implementado en ABAQUS/Standard, a través de la
subrutina de usuario UMAT. La traixialidad se controla mediante la subrutina de usuario
MPC. En todos los casos analizados las dimensiones iniciales de las celdas axisimétricas
fueron Ly = Ry = 1mm, y cosiderandose valores de porosidad inicial fy = 0,001 y fo =
0,0071. La malla en la celda con el modelo de Von Mises, esta formada por un total
de 1600 elementos isoparamétricos de integracion reducida. De todos ellos, 40 elementos

estan situados alrededor de la cavidad y otros 40 elementos en direccion radial.

La primera parte del trabajo ha consistido en validar los resultados obtenidos por
Kim et al. [35] para triaxialidad constante. La validacién ha consistido en reproducir los
resultados obtenidos por estos autores para un valor de triaxialidad T= 2,0 y fo = 0,071

con diferentes valores de ¢; y ¢2 y que se muestran en la figura (4.1). Una vez realizada
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Nodo dummy:Imposicién de la

condicion Uz2dummy=cte. Calculo de E2

|

Imposicion de deformacion uniaxial
entre nodo 1 - nodo dummy (P+=0)

Obtencién de U1 dummy. Calculo de E.1

/

N

Obtencién de Ur (nodo 1):
Iér=[32é1+ﬁ1é2

Calculo de Ur

Obtencién de Uz (nodo 1):
Ez=-B1E1+p2E2

Calculo de Uz

Figura 4.12: Diagrama de flujo de la subrutina MPC
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Figura 4.13: Malla y detalle de malla para el modelo de celda con hueco

esta validacion, se ha planteado el andlisis con parametros con triaxialidad variable, antes
de lo cual, para cada fy, los valores éptimos de los pardmetros ¢; y ¢o aportados por Kim

et al. [35] (figura 4.3) se han aproximado mediante un polinomio de tercer grado de la



95

forma:

¢ (fo,T) = AT + ByT? + 1T + Dy (4.47)

¢ (fo,T) = AoT? + ByT? + CoT + D,

con esta aproximacion, las derivadas 0q,/0T y 0q2/0T de la ecuacion (4.3) tienen la

expresion:
91 su 2 1 2B T 4 ¢
oT
aQQ 2
oT
2 2
P = | 18- .
1.87 []/’/ \i:]\\
i / T 1.6 -
16 [/ - :
// i 147 ]
q ! g, |
Y14/ . " 25 -
! A0
i ~
/I 1 \\\\s
1.2\, — B == n
B L - Eemee o e )
/ 0.8F =
= . I
m | |
1 15 > 25 3 067 15 2 25 3

Figura 4.14: Ajuste de los parametros con T para fo = 0,001

En las tablas 4.1 y 4.2 se muestran los valores de los coeficientes de ajuste corres-

pondientes a las porosidades iniciales f, = 0,001 (tabla 4.1) y fo = 0,0071 (tabla 4.2).

Los casos de triaxialidad variable analizados han sido los siguientes:
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2 T T T T T T T 12 T T T T
181 I 1.1&\ -
16} T AN 1NN .
ql . .7 \\\EJ q2 \\EJ\\
14f - 09 troee---- a .
12 - 0.8/ -
11 11.5 é 21.5 3 0'71 11.5 é 21.5
T T
Figura 4.15: Ajuste de los parametros con T para fo = 0,0071
A, B, C D, A, B, C, D,
q1 | 0,3933 | —2,8771 | 6,7402 | —3,258 || ¢q2 | —0,02 | 0,1971 | —0,6336 | 1,568
Tabla 4.1: Coeficientes de ajuste para fy = 0,001
Ay B, C D, As B, C, D,
q1 | 0,0267 | —0,5 | 1,8633 | —0,34 || ¢o | —0,1 | 0,6714 | —1,5107 | 2,04

Tabla 4.2: Coeficientes de ajuste para fy = 0,0071
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Caso 1: Triaxialidad con variacién cuadratica

La variacion de la triaxialidad con la deformacion equivalente para el primer caso

analizado sigue la ecuacion:

E\? E,
T=— e ) 41 4.4
8*<0,1) +8<0,1>+ (4.49)

y aparece representada en la figura 4.16.

35

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

Figura 4.16: Variacién cuadratica de la triaxialidad con la deformacion equivalente.

En la figura 4.17 se muestra la variacion de la tensién equivalente macroscopica

adimensionalizada con porosidad fy = 0, 001 para los siguientes analisis.

Modelo de Von Mises con hueco

Modelo de Gurson con parametros variables.

Modelo de Gurson con parametros constantes de valores ¢; = 1,5y ¢o = 1,0.

Modelo de Gurson con parametros constantes de valores ¢; = 1,25 y ¢ = 1,0.

En la figura 4.18 se recoge la misma informacién que en la anterior, pero para f, =
0,0071.
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16 T T T T
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bo
D 08fr —
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— (q,0variable
— Von Mises |
0.4 - — ,=1.250,=1.0
— q,=150,=10
0 1 I 1 I 1 I 1
0 0.03 0.06 0.09 0.12
Ee

0.4 — q,qvariable —
— Von Mises i
— q,71.25q,71.0
0.2 — 9,7150,=1.0 | —
O 1 I 1 I 1 I 1 I 1
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
Ee

Figura 4.18: Relacion tension-deformacion con fy = 0,0071 y variacion cuadratica de T
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A partir de los resultados obtenidos en las figuras 4.17 y 4.18 se observa cémo para
ambos valores de dano inicial fy = 0,001 y fy = 0,0071, el modelo de Gurson con para-
metros ¢; v qo variable es el que mejor se aproxima a los resultados correspondientes al
modelo de Von Mises con hueco. También se observa en ambas graficas como considerar
valores constantes de ¢ = 1,25 y g2 = 1,0 presenta mejores resultados que considerar
valores constantes ¢ = 1,5y g2 = 1,0 , y para el caso de fo = 0,0071 (figura 4.18) el

resultado para ¢; = 1,25 y g2 = 1,0 es tan preciso como considerar ¢q; y ¢» variable.
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Caso 2: Triaxialidad con variacién lineal creciente

Como segundo caso se ha considerado una triaxialidad lineal creciente E, segtn la

ecuacion:

E
T =2 —_ 1 4.50
* (0,2> * (4.50)

que se representa en la figura 4.19.

35

o 0.04 0.08 0.12 0.16 0.2

Figura 4.19: Variacién lineal con pendiente positiva de la triaxialidad en funciéon de F.,.

En las figuras 4.20 y 4.21 se muestra la tension equivalente macroscépica adimen-
sionalizada para fy = 0,001 y fy = 0,0071 respectivamente, para los casos de modelo de
Von Mises con hueco y modelos de Gurson considerando parametros constantes (¢; = 1,5,

¢ =1,0y ¢ = 1,25, go = 1,0) y parametros variables.

Se observa cémo, tanto para el caso de porosidad inicial fo = 0,001 (figura 4.20) como
para el caso de fo = 0,0071, (figura 4.21), considerar pardmetros ¢; y ¢o variables ajusta
mejor los resultados al caso de celda con hueco que considerar pardametros constantes.
Para el caso de dano inicial fy = 0,0071, el caso de parametros constantes ¢; = 1,25 y

g2 = 1,0 produce tan buenos resultados como el caso con parametros variables.
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2
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05} — 071.250,71.0| |
— 0,=150,~1.0
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0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
Ee

Figura 4.20: Relacion tensién-deformaciéon con fy = 0,001 y variacién lineal con pendiente
positiva de T

15 T T T T I
4,71.25,0,=1.0 _
- a,, g, variable ! Von Mises E
—
125 _
/
L q,=15,g,=1.0 |
1 —
o |
D 0751 —
N
05+ —
0.25 —
0 \ \ \ \ \
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
Ee

Figura 4.21: Relacién tensién-deformacion con fy = 0,0071 y variacion lineal con pendiente
positiva de T
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Caso 3: Triaxialidad con variacién lineal decreciente

El tercer caso analizado consiste en una variacion de triaxialidad lineal decreciente

con F, de expresion:

E.
T=-05(-5 4.51
0,5(071>+3 (4.51)

representada en la figura 4.22.

Las figuras 4.23 y 4.24 muestran la variacion de la tension equivalente macroscopica
para los modelos de Von Mises y con parametros constantes y variables antes mencionados.
La figura 4.23 corresponde al caso de porosidad inicial fy = 0,001 y la figura 4.24 al caso
fo=0,0071.

33

27~

T 24}-

2.1r-

18-

1'50 002 004 006 008 0.1 012 014 016 018 0.2

Figura 4.22: Variacién lineal con pendiente negativa de la triaxialidad en funcién de E,

Se observa en ambas graficas como considerar parametros ¢; y ¢o variables mejora
los resultados respecto a considerar parametros constantes. Para ambos casos de dano
inicial (figuras 4.23 y 4.24), las curvas X./0¢ — E. para valores de ¢; y ¢a constantes se
alejan mas a los resultados del modelo de celda con hueco que los casos con valores de ¢,

v g2 dependiente con la triaxialidad.
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Figura 4.23: Relacién tensién-deformacién con fy = 0,001 y variacion lineal con pendiente
negativa de T
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Figura 4.24: Relacion tensién-deformacion con fy = 0,0071 y variacion lineal con pendiente
negativa de T
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4.5. Comparacién con resultados experimentales

Con el modelo de Gurson con paramteros dependientes del campo tensional, se ha
simulado ensayos de traccion estatica sobre probetas entalladas lateralmente con entallas

de diferente radio de curvatura, en las que se generan distintos estados de triaxialidad.

El material elegido para los ensayos de traccién es un acero inoxidable ferritico DIN:
X6Crl7.

4.5.1. Resultados experimentales

Se han ensayado probetas con tres geometrias distintas como se muestran en la
figura 4.25. Las probetas tipo A son probetas cilindricas de traccién convencionales que
se han ensayado con el objetivo de obtener la curva tensién-deformacién del material.
Las probeats tipo B y tipo C son probetas entalladas lateralmente cuyas geometria de
entalla que se pueden apreciar en la figura 4.25. El ensayo se ha realizado con control
de desplazamiento en una méaquina universal de ensayos Instron 8516 usando una célula
de carga 100 kN e imponiendo una velocidad de desplazamiento en el cabezal movil de

velocidad de 0,3 mm/min.

| ' l
| | ‘ | 1
i ! |
i ! |
c i 1 [ A R4 4 A~
! /" R4 mm | mm : R4 mm
! le— — —_—
¢6mm | | ¢6mm | | ¢6mm | |
| l R2 mm | | RO2 mm
i 56 mm 1< 56 mm 1 56 mm
22mm| | 22mm | | 22mm| |
i | |
i ! |
v : i A |
[ .
i ! |
| | | , | !
f ! {
| MR L,
M12 M12 M12
A) B) C)

Figura 4.25: Geometria de las probetas con distinta entalla
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Durante los ensayos de traccién se ha medido tanto la carga aplicada, como el des-
plazamiento relativo entre dos puntos de la probeta simétricos con relacion al plano de
la entalla. La medida de este desplazamiento se ha obtenido con un extensémetro lon-
gitudinal de 12,5 mm de longitud base. En la figura 4.26 se muestra la disposicion del

extensémetro sobre una de las probetas ensayadas.

Figura 4.26: Montaje del extensémetro sobre una de las probetas ensayadas
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De los resultados del ensayo de las probetas tipo se ha obtenido la curva tension de
formacién del material que se muestra en la figura 4.27. Ademas, para el material se ha
tomado un valor de médulo de elasticidad E = 195 GPa y un coeficiente de Poisson v de

valor 0,3.

Figura 4.27: Curva tensién-deformacion del acero X6Cr17
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4.5.2. Simulaciéon numeérica

Los ensayos de traccion sobre las probetas se han simulado numéricamente por el
método de los elementos finitos mediante el cédigo ABAQUS/Standard utilizando una
subrutina de usuario UMAT que implementa el algoritmo desarrollado. Debido a la doble
simetria del problema, tinicamente ha sido necesario simular 1/4 de las probetas. La
mallas utilizadas en el analisis constan de 950 elementos en el caso de la probeta con
entalla R=2,0 y de 750 elementos para la probeta con entalla R=0,2 (figuras 4.28 y 4.29
respectivamente). El tipo de elementos empleado es CAX8R en ambas probetas. Se ha
realizado ademads en los dos casos analizados un afinamiento de las mallas en la zona maés

proxima al fondo de la entalla.

Figura 4.28: Malla para la probeta con entalla R=2,0 y detalle en el fondo de la entalla

Utilizando un modelo GTN con parametros fijos se han ajustado los valores numéri-
cos obtenidos con dicho modelo a los resultados experimentales correspondientes a la
probeta con radio de curvatura de entalla R = 2,0 mm. Los parametros con los que se
ha conseguido concordancia entre ambos resultados (ver figura 4.30) son: fo = 0,015 |
fe=006, fr=02,¢q =15y ¢ =10
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Figura 4.29: Malla para la probeta con entalla R=0,2 y detalle en el fondo de la entalla

Hay que hacer notar que por simplicidad no se ha considerado nucleaciéon de mi-

crovacios ni coalescencia utilizando Thomason.

Con los parametros obtenidos para la primera probeta se ha simulado el ensayo
correspondiente a la de radio de entalla de R = 0,2 mm y se han comparado los resultados

experimentales, comparacion que se muestra en la figura 4.31.

Como puede observarse, los resultados experimentales correspondientes a ambas pro-
betas, que presentan diferentes estados de triaxialidad, no pueden ser ajustadas con un

mismo grupo de parametros.

A partir de las curvas de variacién de ¢; y g2 con T y fy [35], se han obtenido
los pardmetros correspondientes a la porosidad f, = 0,015 para diferentes valores de
triaxialidad. Los parametros obtenidos se han ajustado a un polinomio de tercer grado
(ver figura 4.32).

q1 = 1417—13 + BlT2 + ClT + Dl (452)
G2 = A2T3 + BQT’2 + CQT + D2 (453)

cuyos parametros se recogen en la tabla 4.3.
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Figura 4.30: Ajuste del modelo de Gurson a la curva carga-desplazamiento experimental
para la probeta con radio R=2,0

Ay

B,

G

D,

Ay

B,

G,

D,

q1 | 0,0281

—0,4459

1,5497

—0,0038

q2

—0,04

0,3667

—0,9867

1,71

Tabla 4.3: Parametros de interpolacién para ¢; v g2 v fo=0,015

Los resultados experimentales se han vuelto a comparar con los correspondientes al

modelo con parametros variables y el resultado de esa comparacién se muestra en la figura

4.33 (probeta B) y 4.34 (probeta C).

Puede observarse que con la utilizacién de pardmetros no constantes (variables con

la triaxialidad) se pueden ajustar completamente los resultados correspondientes a las dos

probetas ensayadas.
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Figura 4.31: Ajuste del modelo de Gurson a la curva carga-desplazamiento experimental
para la probeta con radio R=0,2
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Figura 4.32: Ajuste de los parametros de Gurson para fy = 0,015
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Figura 4.33: Ajuste del modelo de Gurson a la curva carga-desplazamiento experimental
para la probeta con radio R=2,0
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Figura 4.34: Ajuste del modelo de Gurson a la curva carga-desplazamiento experimental
para la probeta con radio R=0,2
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Capitulo 5

INFLUENCIA DE LA POROSIDAD
EN LA CAVITACION EN
METALES DUCTILES

5.1. Introduccion

Los fenémenos de inestabilidad por cavitacién son fenémenos en los que se observa un
rapido crecimiento de un microvacio sin aumento de las deformaciones o de las tensiones
en puntos alejados del hueco se produce en aquellos casos en los que las tensiones son lo
suficientemente altas para que el trabajo elastico liberado en los alrededores del microvacio

sea capaz de asegurar su crecimiento.

Estos niveles altos de tension se alcancan tipicamente en sistemas de metal-ceramica,
en los que el confinamiento del flujo plastico del metal permite alcanzar altos valores de
triaxialidad. Para casos de laminas de metal ductil situadas entre dos bloques ceramicos
y sometida a un estado tensional con altos niveles de triaxialidad, el flujo plastico del
metal tiende a provocar inestabilidades por cavitacion. En este experimento, la lamina
de metal delgada alcanza altos niveles de triaxialidad cuando es cargada con una tension
normal a la lamina, mientras que la deformacién en direccién tangencial no puede exceder

la deformacién eldstica en la ceramica.

Otros experimentos muestran rapidos crecimientos de microvacios en situaciones de
triaxialidad alta. Asi, para alimina (Aly03) reforzada con particulas de aluminio y someti-
da a un estado tensional con triaxialidades altas, Flinn et al. [100] observaron la presencia

de un unico hueco dominante en algunas de las particulas metalicas presentes en la su-

113
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perficie de fractura.

Ashby et al. [101] encontraron también fenémenos de cavitacién cuando confinaron
un cable de plomo en el interior de un cilindro de vidrio de gran espesor, fisuraron dicho
cilindro circunferencialmente y sometieron al cilindro a un ensayo de tracciéon uniaxial, de
tal forma que toda la carga en el plano de fisura era soportada por el alambre metalico.

El crecimiento inestable de huecos dio lugar a un proceso de fractura acelerado.

MORDAZA
DE LATON
—_
VIDRIO
METAL
( ISUR

MORDAZA
DE LATON

Figura 5.1: Cilindro de Ashby

Como se indicé en el Capitulo 2, las inestabilidades en el crecimiento de huecos han

sido estudiadas por diferentes autores.

Huang et al. [73] y Tvergaard et al. [74], han observado que dichas inestabilidades
también ocurren en el caso de microvacios esféricos sometidos a estados tensionales axi-
simétricos cuando la relacién entre la tension radial y la tension axial es proxima a la
unidad (estados con alta triaxialidad). Asi, en la figura (5.2) se muestra los limites de
cavitaciéon obtenidos en [74] para un hueco esférico sujeto a estados tensionales remotos
bajo simetria axisimétrica para un material con propiedades plasticas oo/E = 0,003 y

v = 0,3 y diferentes exponentes de endurecimiento por deformacion N.

El fenémeno de cavitacion en el cilindro de Ashby et al. [101]. ha sido analizado tam-
bién recientemente por Tvergaard [102], al igual que la ldmina delgada de metal ductil

confinada entre dos bloques de material metalico. En este tltimo caso, el flujo plasti-
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Figura 5.2: Limites de cavitacion para un hueco esférico elasto-plastico con endurecimiento
por deformacién y un estado tensional remoto axisimétrico para oo/E = 0,003 y v = 0,3
(obtenida en [74]) (a) Tensién axial (b) Tensién media

co confinado tiende a promover un répido crecimiento del hueco [103]. Para realizar un
seguimiento numérico del crecimiento inestable del hueco (se pueden alcanzar volimenes
del hueco superiores a 10'° veces el volumen inicial, figura 5.3, [104],[105]) es necesario

utilizar técnicas de remallado [104] .

Si el radio de los microvacios es muy pequeno, el comportamiento no se describe
correctamente utilizando una teoria convencional de plasticidad, sino que el modelo de
material debe incluir efectos de tamano y se debe usar un modelo de plasticidad no local
[106], [107]. Esta influencia del tamafio en los fenémenos de inestabilidad por cavitacién

ha sido estudiada por Niordson y Tvergaard [108].

La mayoria de los andlisis de inestabilidades por cavitacién hasta ahora realizados
suponen la presencia de un tnico hueco en un sélido infinito o fracciones de voliimenes de
hueco de valor practicamente nulo. Sin embargo, los metales contienen distribuciones de
microvacios de tamanos comparables, y es de gran interés estudiar cémo los huecos que
rodean a uno dado afectan a la posible aparicién de fenémenos de cavitacién en alguno de
ellos. Recientemente (Tvergaard [109], Tvergaard y Niordson [110]) han realizado analisis

de celda con dos distribuciones de microvacios con tamano de radio diferente, observando
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Figura 5.3: Distorsién de la malla por presencia de fenémenos de cavitacion

una amplificacion en los campos de tensiones en los huecos mas pequenos debido a la

presencia de otros mas grandes a su alrededor.

A continuacién se presenta una nueva aproximacién a este fenémeno, considerando
en este caso un modelo de celda unitario con un tnico hueco central, representado de
forma discreta. El modelo del material que rodea al hueco central no sigue un modelo Js,
sino que la distribucién de microvacios que rodean a dicho hueco central se modeliza con
un modelo de Gurson ([26], [111]) en el que la variacién del tamano de huecos vendra dada
por la variacién en la porosidad. Se analizaran casos teniendo en cuenta tanto porosidad
inicial como nucleacion progresiva y considerando alta triaxialidad para un modelo de
celda axisimétrico, es decir, casos en los que puede producirse un crecimiento inestable

por cavitacién (p ~ 1).

5.2. Formulacién del problema

El analisis que se ha llevado a cabo ha consistido en analizar el crecimiento de un
hueco discreto situado en el centro de un sélido infinito que contiene otros huecos que a su
vez nuclean y crecen, representado este ltimos por una matriz continua con un modelo
de material de tipo GTN. En el modelo de celda unitario cilindrico, z representa la coor-
denada axial, r la coordenada radial y © la coordenada circunferencial. Las dimensiones
iniciales de la celda unitaria toman los valores de Ry y ro para el radio exterior del cilindro

y el radio interior del hueco, respectivamente. La longitud de la celda en direcciéon axial



es también de valor Ry. En el estudio se tienen en cuenta grandes deformaciones.

117

Las condiciones de contorno a las que estd sometida la celda (figura 5.4) son las

siguientes:

U =0, 2, =Ye=0 en r=0
uT:UT, 2222@:0 en 1= Ry

uZ:UZ, zr:i]@:o en z= Ry

| Uz
Trrttrrrtf

»l
>

A
—>
—
—
Ro —>
—>
—
—>
—>

Figura 5.4: Condiciones de contorno y dimensiones de celda

(5.1)

(5.2)

(5.3)

(5.4)

Las constantes U, y U, representan variaciones de desplazamiento, y la relacion

U, / U, se calcula en cada incremento de tal forma que el pardmetro p = X/, sea un

valor prescrito y fijo entre las tensiones verdaderas macroscopicas en direcccion radial

(3,) y axial (X,). Mantener constante el valor de p equivale a mantener constante la

triaxialidad macroscépica, ya que existe una relaciéon directa entre ambos parametros

cuya expresion es:

1/1+2
T:_(ﬂ)
3\ —pl

(5.5)
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Se utiliza un modelo de plasticidad con endurecimiento por deformacién isétropo
para describir el comportamiento de la matriz, con una condiciéon de flujo de la forma
®(q,p,0,f) = 0. En esta expresion, ¢ representa el limite eldstico de la matriz y f es la

fraccion de huecos. La expresion completa de la condicion de flujo es de la forma:

2 _
o = % + 2, feosh ( ;,?p) — 1+ (@) =0 (5.6)

Donde ¢ = \/%S : S es la tension efectiva de Von Mises macroscopica, p = —%0' |

la presion hidrostatica, S = o + p : 1 el tensor de tensiones desviadoras de Cauchy, y

@ =15yq=1

Para modelizar el efecto de la coalescencia, Tvergaard y Nedleman [29], sugirieron

reemplazar en la ecuacién anterior el valor de f por la funcién f*(f) de la forma:
. f si f < fe
S () = fimfe
Je+ Tr—f. sif>fe

donde f* =f*(fr) toma el valor f, = 1/¢;. Los valores elegidos para las constantes f.y fr
estdn basados en resultados experimentales y andlisis numéricos, y son igual a f. = 0,15
y fr=0,25.

La relacién existente entre &7 y & viene dada por la expresion:

con E el modulo de young, y F; la pendiente de la curva uniaxial de la tension verdadera-

deformacion verdadera en el valor de &. Esta curva se representa por una ley de la forma:

si o < oy

1/N
<i> si o > oy

g0

& =9

siendo oy y N el limite elastico uniaxial inicial de la matriz y el coeficiente de endureci-

miento por deformacién respectivamente.

La variacion en la porosidad durante el incremento de deformacion tiene dos com-
ponentes: una debido al efecto del crecimiento (primer término) y otra debida al efecto

de la nucleacién controlada por deformacién (segundo término), y tiene la forma:

f=0—f) d’:1+ A (5.8)
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El crecimiento inestable de un microvacio por cavitacion en un sélido infinito es
impulsada por la energia elastica almacenada en dicho cuerpo, por lo tanto, tener en cuenta
la disminucién de las propiedades elasticas por el efecto del dano puede ser importante

en el fenémeno de cavitacion.

La dependencia de las propiedades eldsticas con la porosidad normalmente no se
incluye en el modelo de Gurson generalizado. En este caso, sin embargo, si se ha tenido
en cuenta esta dependencia. Para un sélido elastico que contiene una fraccién de huecos
esféricos, Tandon y Weng [112] obtuvieron las siguientes relaciones entre el médulo de
Young macroscopico E y el coeficiente de Poisson v, expresados en términos de los valores

de Ey y vy de la matriz:

_ 2E0(7 —510)(1 — f)
E = - 100y + f(1 4 1)(13 — 1514) (5.9)
1/0(14 — 10V0) + f(]_ + 1/[))(3 — 5V0)

14 — 101y + f(1 + 19)(13 — 151p)

v

Fleck y al. [113] sugirieron una relacién més simple entre estos pardmetros eldsticos y la

porosidad f, dadas por:

E=E(f-H/f, v=w(f-H/f (5.10)

El valor de f recomendado es f = 0,36. Para aleaciones estructurales, se considera mas

realista utilizar un valor de f =1/q1 = 0,66.

5.3. Meétodo numérico

Para resolver el problema numéricamente, se ha utilizado el método de los elementos
finitos, basado en una formulacion Lagrangiana implementado en un cédigo desarrollado
en la Universidad Técnica de Dinamarca (DTU) por el profesor Viggo Tvergaard. El
dominio se discretiza con elementos triangulares axisimétricos. A su vez, estos tridngulos
se agrupan para formar cuadrilateros formados por triangulos cruzados. Existe un total de
53 cuadrilateros en la direccion radial, y 12 cuadrildteros en la direccion circunferencial.
La integral de volumen se lleva a cabo utilizando un unico punto de integracién en cada
uno de los elementos triangulares. La figura 5.5 ilustra el mallado tanto en la zona méas

alejada en el modelo de celda como en la parte central cerca del hueco esférico.

Cuando el andlisis estd préximo a la inestabilidad por cavitacién (f =~ f.), se utiliza

la técnica de Rayleigh-Ritz [114] para grandes deformaciones con objeto de mejorar la
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AN

Figura 5.5: Malla utilizada en los andlisis numéricos a) celda unitaria axisimétrica b)
detalle de la malla en las proximidades del hueco

estabilidad numérica. Este método permite prescribir el desplazamiento de los nodos en la
superficie del hueco central sin aplicar ninguna carga en vez de prescribir el desplazamiento

en la frontera de la celda unitaria.

El fallo ductil, cuando f alcanza el valor fr, se ha tratado en este caso utilizando
un método que consiste en hacer el valor de la funciéon de plastificacion ® muy pequeno
cuando un elemento alcanza el valor de la porosidad final fr. Esto se consigue dado un
valor de f*(f) = 0,9f, o f*(f) = 0,99f, segun el caso, y manteniendo el valor para ese

elemento constante hasta el final del andlisis .

5.4. Resultados

En los andlisis realizados, la relacién entre el radio inicial de hueco y el radio exterior
del cilindro es de valor ro/ Ry = 1/3000, por lo que la porosidad debido al hueco central es
muy pequena (tiene un valor de 2,5-10711). Las propiedades del material son, en la mayoria
de los casos analizados, oo/E = 0,003 y v = 0,3, con un exponente de endurecimiento
N = 0,1 . El valor de la fracciéon de huecos inicial, fy, o de los pardmetros de nucleacion,

seran diferentes para cada uno de ellos.

En primer lugar y utilizando las expresiones (5.9) y (5.10) se estudia el efecto de
tener en cuenta la porosidad en las propiedades elasticas del material en el modelo de
Gurson generalizado . Para un valor muy alto de porosidad inicial, fy = 0,1, con una

relacién de tensiones macroscopicas p = %/, = 0,9 y un valor de N = 0,1, la figura 5.6
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muestra una comparacién entre la tensién axial normalizada con el limite eldstico X, /oy
frente a la relacién de cambio de volumen del hueco central V/V; con y sin modificacién
de las propiedades elasticas utilizando en el caso modificado la relaciéon de Tandon y Weng
(5.9). Este valor tan alto de fj estd muy por encima de valores realistas de porosidad en
metales estructurales, pero podria ser relevante para metales fabricados por compactacion
de polvos, como los estudiados en [26]. Incluso a estos niveles de fj, el valor de tensién de
la figura (5.6) se ve sélo reducida en un 1,9 % cuando se utiliza la modificacién (5.9), y
una comparacion similar para un valor de fy = 0,01 muestra diferencias de sélo un 0,2 %.
También se ha probado la modificacién dada por (5.10), y se ha encontrado que para un
valor de f = 0,66 el efecto es similar al encontrado para (5.9). Para (5.10) con f = 0,36,
el valor es un poco mayor, de un 3% en el caso de tener un dano inicial fy de 0,1, siendo
aun en ese caso un valor muy pequeno. Aunque se ha demostrado que la influencia de la
porosidad en las propiedades elasticas son pequenas, se ha utilizado en todos los calculos

la modificacién propuesta en (5.9).

1.8 T I T T T I T I T I T

o m ==

15—

Tandon&Weng

1.2H

z /0O

. 0.91F |

0.6} —

0.3 —

Figura 5.6: Relacién X, /0o-V/V} considerando propiedades elasticas con y sin efecto de
dano, para fo, =0,1, p=09y N =0,1

La figura 5.7 muestra, utilizando una relacién de tensiones macroscopicas p = 0,9

y un exponente de endurecimiento por deformacion N = 0,1, la influencia que tiene en
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la respuesta del modelo utilizar diferentes valores de porosidad inicial. En estos anélisis
no se ha incluido el efecto de la nucleacion. Las curvas muestran los resultados obtenidos
para diferentes valores de porosidad inicial en el modelo de Gurson (0, 0,0001, 0,0003,
0,001, 0,003, 0,01 y 0,1). Estos calculos se han continuado hasta alcanzar relaciones de
volumenes del hueco central V/V por encima de 40,7. Los niveles de tensién encontrados
en este punto para porosidad inicial nula alcanzan una relacién de X, /0y = 5,681 , que
es una buena aproximacién al limite de cavitacién inestable obtenida en [74] (figura 5.2).
La figura 5.7 muestra como el méaximo nivel de tensién se reduce de forma significativa
con la presencia de porosidad en el material que rodea el hueco central. Incluso para un
valor muy pequeno de porosidad inicial (fo = 0,0003), la tensién méxima se reduce de
forma considerable, ((X,/00)maz = 4,54). La curva para este valor de f sigue muy de
cerca la que se obtiene para un valor de porosidad identicamente nula, pero en este caso
el valor maximo se alcanza a un valor de relacién de volimenes del hueco V/Vy = 1,81,
por lo que la tension nunca alcanza el nivel de inestabilidad por cavitacién. A partir de
este momento, la tensién macroscopica cae rapidamente para un valor casi constante de
V/Vh, y el caso se hace tan inestable que fue dificil de continuar. Este comportamiento
se encontrd también para una porosidad inicial fy = 0,0001 , pero con inestabilidades
numéricas ain mas fuertes, por lo que la parte de descenso de la curva tras el maximo no

es visible en la figura

Para entender mejor los resultados encontrados en fy = 0,0003, y fo = 0,001 en
cuanto a la caida brusca de tensién observada en las curvas, se realizé un analisis exhaus-
tivo del comportamiento del material para fo = 0,001. En este caso y a una relacion entre
el volumen del hueco central con respecto a su volumen inicial V/Vy = 1,59, justo después
de la caida rapida de tension, la fracciéon de microvacios f en las proximidades del hueco
central ha crecido hasta un valor de f = 0,02. Sin embargo, a una distancia del hueco
aproximada de 4,5 7y y en el plano de simetria » = 0 se ha generado un dano ligeramente
superior y de valor f = 0,03 a lo largo de una superficie toroidal. Posteriormente la frac-
cién de huecos empieza a crecer rapidamente en zonas proximas a dicha superficie dando
lugar a una inesperada y brusca disminucién de los valores de tensién macroscépicos, tal
y como se muestra en la figura 5.7. Después de la caida de tensién los huecos empiezan a
crecer localmente en dicha regién. La figura 5.8 muestra un dibujo del contorno de lineas
de porosidad constante a un valor de V/Vj igual a 1,76, donde el maximo valor de f es
aproximadamente igual a 0,04. El comportamiento del maximo de carga para fy = 0,0003

es similar al que aparece para fy = 0,001, pero la caida de tension es mas abrupta.
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Figura 5.7: Influencia de f; para p = 0,9 y N = 0,1 sin considerar nucleacion.

La figura 5.9 muestra curvas similares a las de la figura 5.7 para un valor de p = 1,0.
En este caso aparece una pequena reduccién de carga para fo = 0,001, a un valor de
V/Vy=2,54 y siguiendo un comportamiento andlogo al ilustrado en las figuras 5.7 y 5.8.
En esta curva, y justo después de la caida de tensién, se genera un aumento uniforme
de porosidad a lo largo de una superficie esférica a cierta distancia del hueco central. Si
el modelo de celda para este caso con tensién hidrostatica pura (p = 1) hubiese tenido
simetria esférica, hubiese sido necesaria una bifurcacién que hiciera posible este crecimien-
to de dano desviado de la simetria. La simetria cilindrica de nuestro modelo de celda
introduce una pequena imperfeccion que hace posible un crecimiento de porosidad local
similar al mostrado en la figura 5.8 ahora localizado sobre el eje r y alejado varios radios
del hueco central. Para el valor mas pequeno de porosidad inicial analizado, fo = 0,0003,
el calculo se detiene debido a la presencia de inestabilidades numéricas. Es posible que
el maximo de tensién no se haya alcanzado en este punto, sin embargo se espera que el
valor final de tensién sea muy préximo al maximo. Para el resto de valores de porosidad
analizados se produce una disminucion regular en la carga tras alcanzar el maximo. Esto
se debe a que la porosidad local se localiza cerca del hueco central, lo que permite un

mayor aumento de f antes de alcanzar problemas de inestabilidad.
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Figura 5.8: Lineas de porosidad constante para fo = 0,001, p = 0,9, N = 0,1y V/V; =
1,76. La figura muestra la formaciéon de una region toroidad de alto valor de porosidad
cerca del plano de simetria r = 0

En un material real, los microvacios que rodean a un hueco central serdan microvacios
discretos con sus centros localizados en puntos concretos del material. Las predicciones
que se han obtenido tendran mayor o menor validez en funciéon de déonde estén localizados
dichos huecos discretos. En el caso de las curvas de distribucién del dafio de la figura 5.8,
las predicciones encontradas seran relevantes para situaciones donde existan previamente
microvacios o en el interior o en regiones préximas a la zona toroidal mostrada en la
figura como la zona donde se alcanzan mayores valores de porosidad. Si no ocurre esto, el
decaimiento réapido de la carga observado en la figura 5.7 para distintos valores de fy no
se espera que pueda ocurrir. Si los huecos discretos se encuentran inicialmente localizados
a cierta distancia de la zona toroidal, se espera que ocurra un comportamiento similar
de descenso de carga pero con cierto retraso. Un comentario analogo se puede aplicar a
las curvas de p = 1 de la figura 5.9. En este caso la regién que alcanza mayores niveles
de porosidad se encuentra formando una superficie esférica centrada en el eje r y alejada

varios radios del hueco central.

La figura 5.10 muestra las curvas de tensién maxima en funcién de p = X,./3, para
diferentes valores de porosidad inicial. Estas curvas estan obtenidas a partir de los valores
de tensién méaxima que se alcanzan en las curvas 5.7 y 5.9 y en otras calculadas para

= 0,95 y p = 0,85. Se observa cémo en el intervalo analizado, para 1,0 < p < 0,85,
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Figura 5.9: Influencia de f; para p = 1,0 y N = 0,1 sin considerar nucleacion.

los valores de tensién maxima alcanzados se encuentran en todos los casos por debajo
de la tensién de cavitacién para f = 0 (figura 5.2) y los valores que se obtienen varian

considerablemente con p.

Las curvas que relacionan la tensiéon macroscopica en direccion z, 3.,, adimensiona-
lizadas con oy, frente al volumen del hueco central V', adimensionalizado con su volumen
inicial Vj, se muestran en la figura 5.11 para un valor de p = 0,9 y N = 0,1 con porosidad
inicial nula, fy = 0, pero donde los huecos nuclean para distintos valores de ey y fy. En
este caso tener en cuenta el efecto de la porosidad f en los parametros elasticos es menos
importante que en los casos en los que se considera porosidad inicial, debido a que la
fraccion volumétrica de porosidad es ahora nula en todas partes, excepto en una pequena
region en las proximidades del hueco central. Las curvas que se obtienen para el valor
ey = 0,3,y fnv 0,03 y 0,01 estdn muy préximas a la curva para f = 0 (sin porosidad
inicial), pero los valores maximos de carga son menores, y dichos valores de carga méxima
ocurren a valores de V/Vj muy inferiores a los alcanzados para f = 0 . La curva para fy
=0,03 y ey = 0,15 es similar a las anteriores, pero alcanza valores de tensiéon menores

para valores también inferiores de V/Vj.

Para considerar la influencia del endurecimiento por deformacién se ha realizado un
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Figura 5.10: Curvas de méximos valores de ¥, /o para varios valores de fo y N = 0,1 sin
nucleacién.

analisis teniendo en cuenta un valor de N = 0,2 . Los resultados obtenidos se muestran
en la figura 5.12. Estos resultados son bastante similares a los de la figura 5.7, pero ahora
los valores méaximos de X, /oy son mayores en todos los casos, como cabe esperar debido
al mayor endurecimiento por deformacion. La curva para fo = 0,0001 puede ser en este
caso continuada hasta valores posteriores al maximo de carga, sin embargo rapidamente la
simulacién comienza a ser numéricamente inestable. El resto de curvas presentan menor
inestabilidad computacional que la figura 5.7, decayendo los valores de carga de forma

suave tras alcanzar sus valores maximos.

Como se mencioné anteriormente, el fallo final de tipo ductil se representa numéri-
camente por el procedimiento en el que, una vez se alcanzada f* = rf*(fr) en un punto,
el valor de f se mantiene constante en dicho punto hasta el final de la simulacion. El
elemento danado se representa en ese momento como un elemento elastoplastico con un
valor de funcién de plastificacion ® pequena. El valor elegido para r ha sido r = 0,9 en la
mayoria de los casos, sin embargo ha sido necesario utilizar valores mas préximos a 1 en
algunas ocasiones. Asi, en la figura 5.12, las curvas para fo = 0,01 y fy = 0,003 mostraron

un comportamiento inesperado en el que el valor de la carga comenzo a crecer lentamente
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Figura 5.11: Influencia de la nucleacién controlada por deformacién, para fo = 0,0, p = 0,9
y N =0,1.

tras alcanzar la condicién de fallo de r = 0,9 a un valor de V/V; ~ 2,3. Esta tendencia
se eliminé utilizando un valor de r» mayor, » = 0,99. En la figura 5.7, donde la condicion
de fallo para fy = 0,03 se alcanza para V/V; & 2,0, la simulacién se ha repetido para un
valor de r = 0,99 y se ha observado que en la ultima zona de la curva se alcanzan menores
valores de tension a los obtenidos para » = 0,9. Utilizando r = 0,99 en todos los casos
hubieramos sido més realistas, sin embargo estos casos son también numéricamente mas

inestables por lo que se ha limitado su utilizacién.

Los resultados encontrados muestran valores maximos de tensiéon macroscépica a
valores de V/Vj relativamente pequenos. La tensién méxima se alcanza rapidamente, y
debido a la evolucion de la porosidad en el material, existe un progresivo descenso en las
tensiones en puntos remotos del modelo de celda. Este resultado indica que el maximo
valor de la tensién remota se alcanza para valores de V/Vj bastante pequenios, mientras
que los huecos continuan creciendo cuando los niveles de tensién macroscopica comienzan

a decrecer.
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Figura 5.12: Influencia de fy para p = 0,9 y N = 0,2 sin nucleacion.



Capitulo 6

CONCLUSIONES Y TRABAJO
FUTURO

6.1. Conclusiones

Se recoge a continuacién los principales resultados y conclusiones que se derivan de

esta tesis:

e Se ha propuesto un algoritmo de integraciéon de las ecuaciones constitutivas de ma-
teriales de Gurson aplicable a problemas termoviscopldasticos, en las que se debe con-
siderar la influencia de la velocidad de deformacion y la temperatura. En particular
se ha desarrollado para el caso de condiciones adiabaticas, presentes en problemas
de impacto de elementos estructurales. El algoritmo resultante es implicito en todas

las variables y preserva la condicion de consistencia.

e También se ha construido el operador tangente consistente con el algoritmo de in-
tegraciéon utilizado, el cual es muy importante para reducir el coste computacional
asociado a la resolucion de este tipo de problemas cuando el algoritmo de integracion

se implementa en cédigos implicitos de elementos finitos.

e Este algoritmo se ha implementado en un cédigo comercial de elementos finitos,
tanto en su versién implicita (ABAQU S/Standard) como en su versién explicita
(ABAQU S/ Explicit), y se ha validado con resultados experimentales de ensayos de

impacto sobre cilindros de Taylor existentes en la bibliografia.

e Se ha formulado e implementado numéricamente una modificacion al modelo GTN

129



130

en el que se considera que algunos parametros del modelo no son constantes, sino
que dependen del estado tensional. Se ha implementado un algoritmo de integracién
de las ecuaciones constitutivas asociadas a dicho modelo en el mismo cédigo que en
el caso anterior y se ha validado, tanto con resultados numéricos basados en celdas
unitarias, como con resultados experimentales de ensayos de traccion estatica. En
este caso se ha aplicado a problemas estaticos, aunque es sencilla la extension a

problemas termoviscoplasticos.

e Se ha propuesto un método para implementar condiciones de contorno que impli-
can variacién de la triaxialidad durante el proceso de carga (estados de carga no

proporcionales) en andlisis asociados a celdas unitarias.

e Se ha analizado la influencia de la porosidad en las inestabilidades de cavitacién en
metales ductiles y se ha puesto de manifiesto que la presencia de una porosidad inicial
inhibe la aparicion de las inestabilidades de cavitacion, puesto que el crecimiento de

la porosidad reduce las tensiones maximas alcanzables.

6.2. Trabajo futuro

Algunas de las lineas que se pueden abordar como continuacién de esta tesis son las

siguientes:

e Extender el algoritmo desarrollado para problemas termoviscoplasticos a condiciones

no adiabaticas.

e Formular algoritmos consistentes para integrar las ecuaciones constitutivas de otros
modelos aplicables a fractura ductil como el de Golaganu, considerando los efectos

de la velocidad de deformacién y la temperatura.

e También se puede estudiar la utilizacion de este tipo de algoritmos de integraciéon
aplicados a modelos que consideran formulaciones no locales para el dano o en
situaciones mas generales basadas en teorias de la plasticidad con gradientes de

deformaciones.

e Se debe sistematizar el estudio sobre la dependencia de los parametros del modelo
de Gurson con el campo tensional, incluyendo no sélo la triaxialidad, sino también

el parametro de Lode. También debe validarse este algoritmo con otros ensayos con
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variacion de triaxialidad mas acusada, como ensayos sobre probetas fisuradas, por

ejemplo, asi como en casos de carga no proporcionales

e Analisis de problemas de cavitacién considerando porosidad inicial, asi como los

efectos de la velocidad de deformacion y la temperatura.
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ANEXO 1: Operaciones con tensores

Los tensores de segundo y cuarto orden se representaran en negrita y con letras en

minusculas (segundo orden) y mayusculas (cuarto orden).
Las operaciones tensoriales necesarias para la formulacion e integracion del modelo
se describen a continuacion:
e El simbolo ” -7 indica el producto contraido entre dos tensores de segundo orden

(a-b)i; = anby;

e El simbolo ” : 7 indica el producto de un tensor de cuarto orden con uno de segundo

orden:

(C: a)ij = Cyjman
e 0 el producto de dos tensores de cuarto orden:

(C : D)ijkl = CijmnDnmkl (61)

e El producto tensorial diddico ® entre dos tensores de segundo orden da como resul-

tado un tensor de cuarto orden con la relacién de subindices:
(a®b)ijr = a;;by
Un tensor de segundo orden u se puede descomponer en suma directa de su parte
hidrostatica y su parte desviadora
u= uhyd + udev

La parte hidrostatica up,q se define como:

traza(u)
3

Upyq = 1
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Donde traza(u) se calcula mediante el producto:
traza(u) =u:1
con 1 es el tensor identidad de segundo orden

(L)ij = b

dev

La parte desviadora u®" se obtiene mediante el producto:

dev — Idev .

u u

1% es el tensor desviador de cuarto orden definido como

1
I =1-1®1
3 &
con I es el tensor identidad de cuarto orden:

(D)ijrr = 0ir0y

Ambas partes, hidrostatica y desviadora, pertenecen a subespacios tensoriales ortog-

onales entre si respecto del producto doble contraido, de tal forma que:

uhyd . udev =0



ANEXO 2: Modelo de GGurson para problemas termo-
viscoplasticos. Resoluciéon del sistema de ecuaciones
linealizadas

Leyes de evolucion de las variables de estado

Si la variacién en cada iteracién 6¢*) de las variables de estado p, 0, f,67, P se escribe

de la forma indicada en 3.97:

a) (5/)(5 = hy) + oA + BN

b) 60 = %) + hy)6AL) + hY s
c) & h;;; + RSN + B oA
d) S+ RGN + b oA

b
e) 6&7) = h5f)) + A OAY) + B oA
El valor que toman los coeficientes th) de (6.2) son de la forma:

e a) Linealizacién de la relacién incremental de la variacién de la densidad
Ap+pAe:1=0
Sea gis) el valor de la ecuacién (6.2) en el estado de iteracién (s):
g =p (1+Ac:1) —p,
La linealizaciéon por Newton-Raphson de la ecuacién (6.2) da como resultado:

—g%s) = 0p® (1+Ae:1)
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Por lo que el valor de §p'®) queda igual a:

()
5o = %
(1+Ae:1)

Tomando A3, b2 v 1Y) de (6.2) los valores:
)
Mo = 7

T (1+Ae:1) iy =0 iy =0

con Aeg : 1 conocido en cada incremento de tiempo At.

b) Variacién de la temperatura debido a disipacién plastica

Procediendo de igual forma con la ecuacion pC,A0 — X (¢Ae, — pAe,) = 0y

definiendo la funcion:

& = P09 — 0,) — X (§DA — pI AL

y considerando el valor de C, constante, la ecuacion linealizada para la variacién de
temperatura toma la forma:

—g$) = pC500) + 5p (0 — 6,) —

_X (5q(8)A€((18) + q(S)(SAgEIS) — op®I Al — p(S)(;Ag(S))

p p

Entrando en 6.2 con 6.2 y 3.96:

—g5") = p9C,009 + B C, (09 — 0,) + X (0 + KAW) dAl) —
—X (¢ — 3GAEY) 6Al) + 3Xa K Ael) 5601

Por tanto 66 queda igual a:

S s s (s)
e, —g) X (00 + KA
3XaKAeY +p)C,  3XaKA:eY + pe)C,
X (q<s> . SGAsff)>
+ ©
3XaKAey’ + pt)C,

00 =

dAe, +

0Ag,

Siendo %Y, B v Bl

g 5 s (s) (S))
o 0 +ERCE0—0) o X (p) + KA
20— s 21 = .
0 3X04KA51(, '+ pC, 3XO¢KA€1(; ) 4 p®C,
X (¢ = 3G2e)
h(s) —
22

3XaKAey + pe)C,
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e c¢) Evolucién de f por nucleacién y crecimiento
Suponiendo A y B valores practicamente constantes, y linealizando la ecuacion:
Af—(1—f)Ae, — AAE’ — B(Ac — Ap) =0

(s)

Sea gy~ igual a:

g?ES) — (f(s) _ ft) (1-— f(s )A 5(5 A (gp(S) _ gf) _
=B [(@Y ~a) - (0 —pi)]

se obtiene, utilizando Newton-Raphson:

(5) . s s s s =p(s 86 =p(s
—g5” = (1+ AeNS O — (1 — )5l — A5e") — B <@ 5&rs)
1 97| serer 4 971 s ) (K6AEY) + 30K 60")

0eP 00 P
Agrupando términos, 6 f*) puede escribirse como:
(s) s ok

Py L= fO+BE,\ 5, %W@ n

1+ Ae,(,s) 1+ A&t(s) P 1+ Agp
(ol (ol
BiEls 5206) B5Z|s + 3aK 590
1+ A&t 1+ Asp

e d) Variacién de &?

Se define gfls) como el valor de la ecuacién é?PAt — AP en el estado de iteracion (s):
94(18) _ (ép(s)At _ Agp(S))

con At conocida. La linealizacién de la variacién de P en (s) queda igual a:
—g4 = AtgEr®) — 5ert)

y 0&70) se puede escribir, en funcién de 6P, como:

—d® sz
§eP(s) — 94
c At AL

e ¢) Equivalencia del trabajo plastico

Sea gés):

g7 = (1= fO)E =gt — ¢ A +pI A
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La linealizacién por Newton-Raphson de la ecuacién (1 — f)AéPg —qAe,+pAe, =0

da como resultado:

il

—g57 = | (W= fD)e (1= fN @Y — )2

5510(5) _ 5(8) <€—p(s) _

(s)

—E)5f) + (B3GAEL) — gAY + (p') + KAW)SAL) +

S =p(S = aa’ S S
(1 — f&)(ert) - 6f)d—T +3aK A | 50

s

Entrando en la ecuacion anterior con 6.2, 6.2 y 6.2 y operando, los términos hfj)),

h$ v S de 667 en la ecuacion (6.2) tienen la forma:

9a
95 A+ Byg |,
DEN = (1 — fg® £ (1 — f@)@er) — )27 gea gy |0
9P l(s) 1+ Ael
B%| 95 1
0¢ I (s) (s)\ [ =p(s) _p\ 90
+ A= fE -85l
(1+2e) At dev e At
1 () () (ep(s) — P\ B2 | (s)
R e G e
DEN 1+ Al (1 + Agz(f)) At
Jokes
F(1 = fOY () — gy 90 A 5 () _ g s B
( FN t)aép’ At o ) 1+A51(JS) 20
s S = 86 S S
- ((1 — fE(Er® — 5?)% o+ 3aK At >) h;g}
95
DEN 1+ Ael? 1+ Ay

B%| +3aK
) _ L | s@ e s B _ (3G AL _ @)
42 DEN (5 6t> 1 + Agés) 22 ( € q )
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A partir de estos valores , los parametros h5f)), h(1 y h toman la expresion:

h(s) _ _94(18) N @ h(s) _ @ h(s) _ @
VAt At LAt 2 At
v los parametros bl , b)) y bl de 6£©):
(s) [éloj 95
h:()j)) _ —Js3 B ’ +3OCK g%) A+ Basp|shz(j)) BWL; hé%)
1+ Acl) 1+ Ac 1+ Ac) 1+ Acl
s [oles [oles
e 1= DK BBT5+3aKh(S) A+B8:—:P5h() Bogls 1
30 = o N T a1 T o) /51
1+A5 1+ Agy 1+Asp 1+ Agyp
Joles e [0k
e _ Borls +3aKh<s)+A+Basp sp . Bazls
32 = 22 12 o2
1+ Al N 1+ Ac

Una vez obtenidos los valores de 6*) de las variables de estado (6.2) en funcién de
0Ae, v 0Ag,, éstas y el resto de incégnitas del problema quedardan completamente

definidas al linealizar y resolver las ecuaciones (3.93) y (3.95). Asi:
Sea k la expresién que relaciona los valores de Ae, y Ag, en (3.98):

. 0D 0D
k(Ae,, A P 2P 0= Ae,— + Ae,—
(Aey, Agy, f,EP,EP,0) Ep a4 + Agq o

Aplicando el método de Newton-Raphson para linealizarla, se cumple que:

ok ok ok
0 = kO 4+ | Al 4+ | §AW 4 | 556 4
AT Po0Ag |y Y Of )
ok ok : ok
- 5—10(8) 22 s 50)
T, Tam| 0 Tael,

Ast:

—AePPl) — AcDDl) = lI5AL) + Ael) [0L)5p) 4 @) 5q()

0o
+o8) [ ==
1 <8§P )

s s s s (s)
W 5pt) + )5l + o) (

+ APl +

5e<8>> +

00

sente) 4 97 59<S>> + o6
(s)

‘ (s)

0o
Oer

oo p(e) | 97

=p(s) 5
0P + — 5 50

(s)

+A5£IS)

(s) 5 p(s)
+05f }
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Agrupando términos e introduciendo h de (6.2), los valores Bfo), AH Aﬁ‘; de

3.98 son igual a:

By = —AcP0E — Al — [3aK (A D) + Al ) +
80 K] S K] S s S S
3., (a0 + Acpa) [ nf) - (Al + AlIaf )hg0> -
0o A (s)(I)(S) A (s)(I)(S) h(s) do Ae (s (I)(S A h(s)
_@ ( ) ( gp qa- + 8(1 pa— 40 - @ ( ) + 6

) + [3aK (Al D) + AclI o)) +

AP = o $ 4 KAPOW) + KAe

96 ; N ) Ny
(s
aa- S S S 85- < s .
| (Bee +acpel) hiH@‘ (A2l + Acal?) b
(s .
AL = B — 3GADDE) — 3GADDL) + [3aK (A + AcD)) +
05 ; N S N
(s
oo s s s o0g ) . . .
o | (Ao + apel)) hiﬂ@‘ (Aol + Aol ) nly
(s .

con @, igual a 09/dq , @, igual a 9P /Ip , ¥, igual a 9*®/Opdq etc - -

La condicién de consistencia linealizada de (3.95) en (s) es igual a:

® i) i) aq>
o) 4 g— op' + aa_ 6q' + g—f 5f 65 =0
Pl Tl ) e
—0 = KO (5AL + 3a60)) — 3GDIISAL) + @5 )
@ |99 s L 9T ] sape) . 9| spe)
+o; PE) ()55 + BE: ()55 + = 20 ()50
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y los valores BY), AS) v AY) de 3.99:

S S S S 65' S S K] K] 85' s
B = —o@) — 3aK¢>§,)+¢>f-,)% hgg_q)yhgg_q)g)@ -
(s) (s)
@97 )
oz | M0
(s)
(s) 5) () | (00 ) 4 oWpl 4 g 9o |
AY) = Kol + 3okl + of 0 hy + @ ol ol h +
(s) (s)
S 80 S
+0f) o | by
(s)

hiy +
(s)

S S S S 85-
hsy + P nG) + ol —

: 00
A5) = =3G9 + 30K ®L) + 0 e

00

(s)
0o

o

(s)
con ®, igual a 0®/dp y @, igual a 0P /0q etc...

+ol)
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ANEXO 3: Modelo de (Gurson para problemas termo-
viscoplasticos. Obtencién del Jacobiano

Leyes de evolucion del material

La evolucién de las variables de estado dp, 80, §f, 0zP, 52 cumplen la ecuacién
(3.111):

a) 0p = h110Ae, + h120Ae, + hysdp” ™™ + hy4dg" ™™
b) 00 = ho16Ae, + hoadAe, + hazdp™™ + hoydq'™
¢) 0f = h3100e, + hasdAey + hggdp'™ + hyydg™
d) 62" = hardAe, + husdAcy + hagdp™™ + hasdg ™
€) 08” = hs516Ae, + hspdAey + hssdp” ™™ + hsdg" ™™

con coeficientes h,; calculados a continuacién:

a) Variacién de la densidad

d(Ap+pAe: 1)) =6p(1+Aec:1)+ pieg =0

Despejando dp se obtiene:

P
op = €
P (1+Ae:1) kk
A partir de la relacién opt"'® = — K ey,
la ecuacién anterior puede escribirse como:
P trial
op= )
P~ 0+ae.)E™”
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y las constantes hi1, hia, h13 v hig de (6.2) quedan igual a :

hi1 =0, hi2 =0, hlS:(l—i—AZ'l)K’ hi4 =0

b) Variacién de la temperatura por disipacién plastica

Diferenciando la ecuacién (3.78):

IpCLA0 + pCho0 = X [0qAe, + @0 Ae, — 0pAc, — pdAc,)

e introduciendo la relacién (3.107) en la ecuacién anterior:

5pCr A0 + pCpd = X [Acy (5" — 3G6Ag,) + qdAey—
—Ae,(6p""™ + K§Ae, + 3aK80) — pdAc,)

y los valores de (6.2) y agrupando términos:

X(KAe, +p) X(3GAe, — q)
o = T 3XakAS, 7 T 50, + 3XaKAs, O
XAgy + CoAO3 ¢ il XAg, trial
" 0C, +3XaKAe, " pC, + 3XaKAe,
B — —X(KAe, +p) b — —X(3GAe, —q)
7 00, 4+ 3XaK A, 27 00y + 3XaKAe,
By — _XASP + C’pAthg B XA{-fq
27 pC, +3XaKAs, 7 00, + 3XaKAe,

c) Evolucién de la porosidad por nucleacién y crecimiento

Asumiendo A y B constantes:

S(Af — (1— f)Ae, — AAZ — B(Ag — Ap)) =0
0o do ..~ 0o
_(1— _ ASEP _ R v R v Ty v/ I _
0f(1+ Aegpy) — (1 — f)oAe, — Ade B(ag_pés +8§P5€ +8959 (5p> 0

la derivada de f puede escribirse, en funcién del resto de variables de las que depende,

CcOomo:
1—-f+BK B A+ B
Sf = SA trial QP §&P
/ 1+ Ag, €p+1—|—A8pp 1+ Ag, =
Jda [oles
n Bﬁ p Bﬁ‘i‘?)OdK(se

1+ Ag, 1+ Ag,
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d) Variacién de &°

JEP se relaciona con d&P de la forma:

.
e = 2=

At
siendo el valor At conocido.

e) Equivalencia del trabajo plastico
0o oo .. 0o
_ ~(zp _ =P _ =p __ =P o SA - SA -
dfa(E? —&))+ (1 — f)(e’ —¢&) 8§P5€p+ 8§p5sp—l— 8960] +

+(1 — f)ade? = —Ae,0p — pdAe, + Ae,dq + ¢dAg,

Introduciendo las relaciones (3.107), (6.2) y (6.2), los pardmetros hyy, haa, has v hay

toman los valores:

oo A+ B2

— (1= )G =YY ooy [T Poer

DEN=(1-f)g+(1-f)( gt)(%’l’ a(e’ — &) T A,
B% o5 1
0z _ P _ PN T
Gras,)a| T NE-Samr

1 1—f+BK B% +3aK
_ (=0 _ =P 06 _
ha = oy |7 &) ( 1+ A, 1+ A, h21>

95
1 BY% 4 30K
has = G(eP — g\ 90 " g — Ae. —q)—
2= ppy |7 &) 1+As, 2 (3GA —q)
95
1 B% + 3aK o(er — &)
J— G(eP — g\ 90 "y 2 " B Ae—
8= ppy |7~ 9T 1A, Mt a4, r
. 00
- (1—f)(€_p—€€)%+30éKA€p hgg
1 BY% 4t 30K
has = o(eP — gy 90 "y Ae —
“=pEN o(e’ — &) 1+ Ae, 24 T A&q

do

— ((1 — )P =2 50 T SaKAsp) hM}
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y los parametros hsi, hss, hys v has de 0 f:

— BY% 1 30K A+ B2 B2
hs1 = 1 -/ +BK + =T “ hoy + ——2% hyy + % hg,
1+ Ag, 1+ Ag, 1+ Ag, 1+ Ag,
B% 4 30K A+ B2 B2
hay = —9L . 22 + 0% hyy + —%—hs
1+ Ag, 1+ Ag, 1+ Ag,
B B2 4 30K A+ B2Z B2,
Ran — orT h OEpP h o5 h
33 1—1—A5p+ 1+ Ag, 23+ 1+ Ag, 43+1+A5p 53
95 95 95
h _BB_T+3aK A"—B@ BW h
34 54

14+ Ae 24 14+ Ae 4 14+ Ae

p p

y hsi, hsa, hss y hsy de 62P:

1
hs1 = —h
5L A
hse = ! h
52 = /U2
hss = ! h
53 = N 43
1
hsy = Kth44
A partir de la funcién (3.65):
0P 0P

g= Aspa—q —|—A£qa—p =0

y su derivada:

Jg dg dg dg dg
N —2 A =4 -4 -4
GAs, A T gaz, ORca T 5 0 F G 00t Gpol

99 <, , 99 .., 09,
+@58 + @56 + 8959 =0
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Utilizando las relaciones (3.107) y (6.2):

do
{(I)q + K (Agp®pg + AgyPpp) + ((Agpq)q& + Aeg®ps) 7 20

—FAEq(I)pp) >h21 + (Aépq)qf + quq)pf)hgl + (Ae’ipq)qa -+ Ae’iqq)pa)

0o

FE)
0o

((AEP(I)(]U + AEq pg) 00 + 3aK (Aépq)pq + A€qq)pp)) h22 + (Agpq)qf + A€qq)pf)h32 +

0o 00
@IMQ + (Agpq)q& + quq)p(})@

9%
— [(AgPCI)pq + Ag,@,,) + ((Asp®q5 + Asqcbpo—,)a—g + 3aK (Ae, @,y + Asqépp)) hos

+ 3aK (Ac, @+
i
oz
h51] SAe, + [cbp — 3G (A, By, + Ac,Dy)

Iy +

+(Aeg, Pys + Ay Pp5)

(A, By + A, Dys) h52] Ae, =

0o
+(Ag,@yr + Agg®pr)hsz + (AgpPys + qucbp&)@

0o
- [(Agpq)qq + Ag @) + ((Agp(bqa + Asq(bp&)%

05 |
has + (A, g + Aeqcppa)%hsg] v

+ 3aK (Ae,®,, + Asq(I)pp)) hos

a_?—h54:| 5qtrial

ol
+(A€pq)qf + Aé“qq)pf)hg;; + (Agp@qa- + A8q®p5>_ PE;

agp h44 + (A€p¢q5’ + qu(bpa-)

Las constantes Ayy, Ao, By y Bz de (3.112) toman los valores:

9
A = @y + K (Be,0p + Acyy) + (B2 005 + A2y Pps) 5 +
130K (Ae,®,, + Ac,d,,) >h21 + (Aey®Byp + Acy®yp)ha +

0o 0o

@hzll + (A€pq)q5 + A€qq)p5)—.h51

(Agp Qg5 + Ay Pps) PE:

95
Apy = B, — 3G (Mg, By + Ac,Dy) + ((Af‘fp‘bq& + Aeq@f’&)a_g -

+3aK (Ae,®,, + Ae,D,,) );m + (Mg, 0y + Az, Dy )by +
05

Jo
F(AepPgs + AcgPps) o~ PEY

a&_‘p h42 _|‘ (A5p®q5- —|— qu(bpa-)

hisg

00
39
130K (Aey@py + Acg@yy) ) hag = (Aey®ys + Ay @)y —
_(Aqu)qa- + quq)pﬁ)@h&% — (Agpéqa_ —+ Aeq(Pp&)%

Bii = — (Agy®py + Ay ®ypy) — <<A5P w +8e®y) 55

h53
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0o
By = — (Ag, @y + AgyPpy) — ((Agpq)qﬁ + qu@pﬁ)@ +

+3aK (Ag, @y + Agy Py >h24 (Ag,@yr + AgyPpr)hzy —

0 0o
_<A€p(bq5- + qu®p5’) 8§ph (ASQD@(]U + quépo’) agp h54

Derivando la funcién ® (3.81) con respecto a sus variables, se obtiene:

od 0P 0o o® [ do 0o 0o
il o 5 (Y9 cp Y9 sp Y9
8p5p+ 5q—l—af f+ (8 0& +85 5 +8969)

Utilizando las relaciones (3.107) y (6.2) en la ecuacién anterior:

(I)péptrial + @qéqtrial + K(I)péAgp _ 3G(I)q§qu —+ (I)f (h315A€p + h325A€q

. , 00 ' ‘
+h335pt’r‘zal + h345qt7‘la1) + (Da_a—;(h415A5p + h425A5q + h435ptmal + h445qt7‘zal) +
85’ trial trial
—F(I)&@(hm(SA&p + h525A€q + h535p + h545q ) +
+ {304[(@2, + 0,

0 | |
a_(;-:| (h215A€p + hgg(squ + h235ptmal =+ h245qtmal) -0

y las constantes Asy, Age, Boy y B de (3.113) toman los valores:

0o

0o 0o
AglzK(I)p—l—(BO{K(I) +(I) ae)h21+q)fh31+(p 8 h41+(I) ag hl

0o

>h22+q)fh32+q) h42+‘I) aph

Jdo

AQQ = —3G(I)q + <30€K(I) + CI) 80

0o

0o
7 ger

95 oG oo

By = — (<I>p + (3aK<1> + @, ae) has + Prhss + Do has + (I)"@hﬁ)
i

700 "oz

. o
) haot + @ phas + Pyo—hyy + <I>a—f’h54>

BQQ = — ((I)q -+ (30&[((1) + (I) e

Ch1, Cia, Ca1 y Caa de (3.119) cumplen las relaciones:

Oy = BZlAIQ - BllA22 O — B22A12 - BlZA22
11 — 12 —

A21A12 - A11A22 A21A12 - A11A22
021 _ B21A11 - B11A21 022 _ BZQAH - BI2A21

A22A11 - A12A21 A22A11 - A12A21
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y 031 y 032 de (3119)

C31 = ho1Ch1 4 hoaCoy + hog
Csg = ho1Cha 4 haaCog + hoy
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ANEXO 4: Modelo de Gurson con ¢; y ¢» dependientes
de la triaxialidad. Resolucién de las ecuaciones linea-
lizadas y definicién del Jacobiano

En el proceso de linealizacién de las ecuaciones constitutivas , los valores de ¢ H*(®)
s)

no cambian de expresion al hacer ¢; y ¢o dependientes de T', sin embargo, los valores B10 ,

A11 y A12 de la ecuacion (3.98) se modifican para dar lugar a:

(s) _ s s s s s 8q1 8T
By = —AeP 0l — Aol — 130 KAl [ 0L + ) L or| o
(s) (s)
8q2 oT s s 8(]1 8T
qua—T . 8_p + 3O{KA€‘(1 ) (b( ) —+ q)pth 8T ap
(s) (s)
ol orT do ) e, () 9a®) | 1)
(s) (s) s
S S a_ S S
—<A<<I>< + Al p})h“—a—; <A (3L + ADD )hgg_
)
0o s) e, (5) s)

161



162

() _ (s s ) Oq1 orT g2 oT
Aty _q)l(l)+KA€Z(7) (I)()—i_q)qmaT 8_]9 +(I)qq20_T a_p +
(s) (s) (s) (s)
yOq | oT Oqa oT
KA | o0 + o p o2 YL
6‘1 + P‘Il 8T ap + Pq2 8T ap
(s) (s) (s)
s a(h orT an oT
+ 30[KAEI(,) <I>()+<I>qq1 5T 8p +q)qq28_T & +
(s) (s) (s)
aQI 8T 0qQ oT
3aKA® | @) 4 @ls) 2L 21z Rl
+ @ €q pp + pq1 aT ap pq2 5T ap
(s) (s) (s
do s s s s s s s s
7)., (a0l + Aca) | ) + <A Do) + Acel)) b +
o (s) (s) oo s) (s) (s
@(s)(wcp + Acl?) >h41+¥(8)<A§, +AP2) B
(s) _ (s s 5 90 oT 0qs oT
(s) (s) (s) (s)
s s aql aT 8@2 orT
_3GA€!(1) (I)( . + q)pth 3T 8(] + (I)Ptna_T : a_q +
(s) (s)
s s s aql aT aQ2 orT
+ BOCKA&?}(?) (I)( + (I)c(lcn aT ap QQ2a_T : a_p +
(s) (s)
s s 8QI aT 3QQ 8T
+304KA5((1 ) CI)I(DP) + CI)pql 5T ap v g ap
(s) (s)
85- s S s S S s S S S S
)., (A998 + Ac )<I>§,5)> hS) + (Ag; 10 + Ac ><I>§3f>> ns) +
do £ p) @) p da (5 (5) ©a®) 76

con @, igual a 99/dq , @, igual a I®/dp , ®,, igual a 9*P/Ipdyq,

P2 = 0*®/0q0qs ete - -

(I)qql = agq)/aanM



y los valores BS), A

)y A% de la ecuacion (3.99).

(s) _ s s s aql orT 8q2 or
By = -0 — |3aK | @1 + @l — T o S +
(s) (s (s) (s)
()00 ©) _ 5@ 5®90 | ) 200
+ ol 20 hag — @4 hyy — oy FE) hy — @5 FE) hso
() (s) ()
aQ1 8T 8(]2 oT
A(S) - K (I)(S) q)(s)_ e 23 il
21 p TG “op|, T Tmar| o
(s) (s) (s)
8q1 oT an oT ( )85‘ (s)
3aK [ @) + ol L= = .= P s
e 2057 2or| “ap| | TP e | T
(s) (s) (s) (s) (s)
s S s aa- 80' s
R o D e IR
() (s)
8g1 aT 8(]2 oT
A(S) — 3G (I)( 5) 1 pls) 1L ZH42 L2
22 % ar| g 57| g
(s) (s) ()
3aK | @) + L) = e Bt @27 | p©
e T “op|, T Tmor| o TR |2t
(s) (s) () ()
s S s (90 80 s
+¢( héQ + ®0' ) 8 h4(12) + @ agp héZ)
() (s)

En la resolucién del sistema de ecuaciones diferenciales necesarias para definir el

Jacobiano los coeficientes hg; no varfan, pero si lo hacen Ayy, Aja, Bi1, Big en (3.112) :

8(]2 oT
qq1a_T ’ 8_]9 (quza_T ’ 8_]9) +
942 0T\ |
pPq2 8T ap
g2
qan_T
0qa
P%a_T

dq1 OT
Ay = &, + KA, (cbqp + Dy 2L

0o
) [(Agpq)qcr + A ®ps) 7 (99

ory |
op

oT
: ap)} ho1 +

0o
pE

oqu 0T
PRAT  dp

oq 0T
qq1 3T ’ a_p +

dq, 0T
qug_T ’ a_p

KAe, (% + o + O

+ 3aK Ag, (CI)qp + ¢

+3aK Ag, (<I>,,,, + + o

do

—h
85}7 51

+(Ag, @yr + Ay @pr)hst + (Ae, s + Ay @ps) =—har + (A @ys + A Py5)
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0q 0T dqy OT
A =2, — 3GAs, (q)qq + (I)qtna_? g + Dyq, azf 0q)

oq, 0T dqy 0T 0o
—3GA¢g, ((I)pq + (I)pq1a_71 : 8_ + q)qu(?_; : 8_(]) + [(Agpq)qﬁ + quq)p&)% +

(9 oT dqy 0T

0 oT 0 oT
+3aK Ag, (q)pp + q)p(na_gi : 8_}? + Ppg, agf ap)} haa +

0o 00
+(Ae,@yr + Aeg®pp)hsn + (A, Pys + Ay Pyps) d

@hzg + (Aepy®ys + Aeqcbpc—,)@h@
By = —Ae, (cbqp + q>qql% : g—z + Dy g‘gﬁ ?;)
—Ag, (CD <I>pql% : g—g + qu% : gT) [(Aep g + A, P pg)gg +
+ 3aKAe, <q>qp + ¢qql% : 86% + By, ggf )
+3aK Ae, (@,,p + By, ggf : (ZZ + D, quQ )}
—(Ae,®yr + Ay ®pr)hsg — (A, Pys — Aeqfl)pa)a has — (Ae, s + Aaqq)pa)g:p hss

0qy 0T dqy 0T
By = —Ag, ((I)qq + q)qqla_ji . 8_q + Dyq, 87% 36])

oq 0T dqy OT 0o
pa g En + paz g 8_q) - [(Agpq)qﬁ + qu@p&)% +

dqu OT g OT
+ 3aKAgy ((qu + (I)qq1a_gl ’ 8_]) + q)qqza_q; ) 3_p> +

dq, OT dqy OT
+3aK Ac, (@m i q>pqla—§£ ot @qua—Zf : a_pﬂ Pryy —

—Ag, (fbpq + o

oo do
—<A€pq)qf + quq)pf)h34 — (A&qu)qo A&‘q pg)agph 4 — (A&qu)qa — quq)p&)@hyl

y las expresiones Agy, Ag, Boy y Bas de (3.113):

oq 0T dqy 0T
A21 :K ((I)p‘i‘q)qla—gia—p—i—q)(pa—?a—p) +

o, 0T _ 0qy OT 5
+{3aK(q>p+q>qla—gi-a—+q>q2a—gf-a—p)+<1> a(ef} hay +

0o h41+® i —hs

drh P
+®rh3 + " e " E



8q1 or
Aoy = — o, +P, — - —
2 SG( * T CaGT By
oq 0T gy
K|® b, — . — —
+ |:3CY ( p + q1 8T ap q2 aT
0o 0o
+®rhap + q)aﬁhm + (b&@hm
. aql 8T 8(]2
B21——(q’p+q’qla—T‘a—p T
0q OT g2
— [30&K ((I)p + q)qla—T . a_p q)q28—T
0o 0o
—®hsz — Cba@h@ — @a@hw
oq 0T 0qs
Boy=—|(®,+ D, — - — —=.
2 ( 1T PGy 5y T Per
oqn 0T 0qs
—(3aK | D b, — —+P, —
|: «Q ( p + q1 aT ap + q2 aT
0o ol
—Prhgy — (I)&(‘)_g‘ph“ — ‘135%%4
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0(]2 or
7 a—q) *

oT 0o
: (’3—p> + (I)J%] has +
Ty
dp
oT Jdo
) g
Ty
dq
oT 0o
° a_p> —|— (I)g%] h24 —



