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1. Motivacion y objetivos

Cargas Criticas de Pandeo de Columnas Fisuradas

La estabilidad estructural ha sido motivo de preocupacion y estudio a lo largo de los
afios. El disefio de una estructura implica la determinacidn de los esfuerzos que afectan a la
misma, los cuales influyen sobre su equilibrio y, por consiguiente, sobre su integridad.

Los elementos que forman una estructura pueden fallar por diversos motivos, tales
como el tipo de material utilizado, las cargas aplicadas, condiciones de contorno, etc.

En muchos casos estos fallos podrian evitarse con un correcto dimensionamiento de
los diferentes elementos estructurales de manera que las tensiones y deformaciones maximas
que aparecen permanezcan dentro de los limites admisibles.

Es importante asegurar que si la estructura, aparte de las cargas que soporta, es
desplazada ligeramente de su posicidon de equilibrio debido a la accién de fuerzas, impactos,
vibraciones, imperfecciones, tensiones residuales, etc., volverd recuperar su posicion original
tras cesar dichas perturbaciones. Asi, la estabilidad estructural se convierte en un factor
importante a tener en cuenta debido al uso hoy en dia de materiales de alta resistencia que
permiten la aplicacion de elementos mas ligeros y esbeltos.

En relacion a los fallos provocados por inestabilidad, aparece el fendmeno de pandeo,
el cual tiene lugar en elementos estructurales esbeltos sometidos a compresion y sera
considerado, en el presente trabajo, para columnas.

En ocasiones, la falta de informacién disponible acerca de este fendmeno, tanto en la
normativa como en fuentes bibliograficas, supone que a la hora de dimensionar diferentes
columnas, como es el caso de columnas de seccidn variable y, por tanto, de inercia variable, no
se realice un correcto dimensionamiento frente al pandeo en dichos elementos. La mayoria de
las veces se aplican coeficientes de seguridad de pandeo, como una postura conservadora,
pero que se oponen al objetivo principal que es optimizar la estructura para disminuir las
secciones de las barras y conseguir, en consecuencia, un ahorro de material, a la vez que se
asegura la estabilidad estructural.

De este modo, un dimensionamiento erréneo de una estructura hace que las
consecuencias producidas por este tipo de fendmeno puedan llegar a provocar el colapso de la
misma.

Universidad Carlos Ill de Madrid
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El comportamiento de una columna frente al fendmeno de pandeo se puede ver
afectado por la presencia de imperfecciones cuyo origen puede atribuirse al proceso de
fabricaciéon, al montaje o como consecuencia de su vida en servicio. Por ello, es necesario
conocer el comportamiento de este tipo de estructuras frente a las cargas de trabajo. Asi, la
presencia de una fisura supone un grave peligro para la estabilidad de la columna, la cual
puede colapsar.

Para ello, se realiza un analisis cualitativo y cuantitativo del fendmeno de pandeo de
columnas, de tal manera que se pueda conocer el comportamiento de la barra frente a dicha
inestabilidad.

Los resultados obtenidos permiten calcular de manera practica y sencilla, multitud de
columnas de seccién tanto constante como variable con diferentes condiciones de contorno,
consiguiéndose asi el dimensionamiento adecuado que vaya en consonancia con el objetivo de
optimizacidn de estos elementos estructurales.

El presente trabajo tiene por objeto realizar un analisis de la carga critica de pandeo de
columnas sometidas a diversas condiciones de sustentacion. A su vez, se estudiaran los efectos
de la presencia de una fisura en la columna sobre dicha carga critica en funcion de su tamafio y
posicién.

Actualmente, el calculo de dicha carga critica por medio de programas comerciales que
aplican el método de elementos finitos requiere un gran nimero de elementos por barra para
conseguir suficiente precision en los resultados. Para evitar esto se propone un método
alternativo de calculo mas sencillo, que requiere del uso de programacion en MATLAB o
Mathematica.

El trabajo ha sido estructurado en dos partes diferenciadas en funcién del tipo de
columna a estudiar, con o sin fisura.

En la primera parte, se analizardn columnas no fisuradas. Para ello, se utilizara el
planteamiento diferencial para calcular la carga critica de pandeo de columnas con seccion y
rigidez constantes. A continuacién, se realizardn de nuevo los célculos por medio del método
energético. Este permitird, ademas, calcular la carga critica de pandeo para columnas cuya
seccion es variable. Se compararan los resultados obtenidos por medio del planteamiento
diferencial con los valores de la carga critica ya existentes en la bibliografia. Tomando como
referencia los mismos, se comprobard la validez del método energético para columnas no
fisuradas con seccidn constante y variable.

En la segunda parte, se analizaran los efectos de una fisura sobre las columnas
estudiadas anteriormente. De nuevo, se calculard la carga critica de pandeo a través del
planteamiento diferencial y el método energético comparando los resultados obtenidos en
ambos casos. Para ello, se analizaran diferentes posiciones y profundidades de la fisura y se
determinaran las consecuencias que provocan sobre la carga critica de pandeo.

Universidad Carlos Ill de Madrid
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2. Pandeo de columnas no fisuradas

El objetivo es utilizar diferentes métodos de célculo que permitan obtener de manera
sencilla el valor de la carga critica de pandeo de columnas no fisuradas sometidas a diferentes
condiciones de contorno.

Para ello, se recurrird a dos métodos diferentes:

- Planteamiento diferencial
- Método energético

El primero de ellos, el planteamiento diferencial, estd basado en la carga critica de
pandeo de Euler [1]. A partir de las fuerzas y momentos que actlan sobre la columna vy
suponiendo el equilibrio en las diferentes secciones de la misma se llega a una ecuacion
general, cuya solucién se obtendrd por medio del planteamiento diferencial. Tras aplicar las
condiciones de contorno a la soluciéon general se obtendrd, ademas de la carga critica de
pandeo, la expresion exacta para el desplazamiento de la columna.

El método energético, por su parte, relaciona la energia de deformacion con el trabajo
realizado por la fuerza que provoca la inestabilidad. Se trata de un método segun el cual la
solucidn obtenida es aproximada. Ademas, debido a la sencillez en su proceso de resolucion
permite calcular la carga critica de pandeo en columnas que presentan cambios en su seccién.

Asi, se compararan los resultados obtenidos mediante el planteamiento diferencial en
los diferentes casos planteados con la bibliografia existente. Los obtenidos a través del método
energético se compararan con los anteriores para comprobar la validez del mismo.

2.1. Formulacion diferencial del problema

Este procedimiento estd basado en la resolucién de una ecuacién general a través del
planteamiento diferencial. Las hipdtesis que se tendran en cuenta a lo largo de la resolucion
del problema de pandeo en columnas no fisuradas son las siguientes:

Universidad Carlos Ill de Madrid
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- Se consideran columnas esbeltas cuya directriz es recta
- Se supone que los desplazamientos de las columnas sometidas a compresiéon son
pequefios con respecto a su longitud

Se supone una columna esbelta cuya seccion es constante y no tiene defectos en su
superficie, sobre la cual se aplica una carga vertical de compresién P como se muestra en la
figura 2.1.

P

G

Figura 2.1. Columna esbelta sobre la que actua una fuerza de compresion

Se considera, ademas, la presencia de una carga distribuida g(x) lateralmente que
provoca un equilibrio inestable sobre la columna y ,por tanto, una deformacién w en ese
mismo sentido, y la aparicion de un momento flector M en cada seccidn de la columna (véase
figura 2.2.).

Figura 2.2. Fuerzas que acttan sobre una seccion de la columna

Universidad Carlos Ill de Madrid 13
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Asi, para una seccion cualquiera de la columna, como la mostrada en la figura 2.2., se
supone el equilibrio de fuerzas y momentos respectivamente.

dV+ () =0
dx X =
- aM Pdw
T dx dx

Se establecen las relaciones entre las fuerzas y momentos que actlan sobre la seccidon
igualando ambas expresiones.
dv d*m d*w

Tx - a0 =-—

dx? dx?

Haciendo uso de la ecuacion general de la elastica sin tener en cuenta los efectos del
esfuerzo cortante ya que se trata de columnas de seccidn constante

M =EI d*w
7 dx?

donde EI es la rigidez a flexién de la columna que dependera de la geometria de la seccion, se
sustituye el momento flector y se opera, para llegar a la siguiente ecuacién diferencial a partir
de la cual se resuelve el problema

o)+ p LY o)
dx? X)X dx? dx2 atx

Para los casos a estudiar se supone que la carga distribuida es nula (q(x) =0) vy la
rigidez a flexion se mantiene constante (EI = cte) ya que la seccidn no varia, quedando la
ecuacion diferencial como sigue

Resolviendo la ecuacidn diferencial y adimensionalizando la expresidn, se obtiene

Wi () + k2wl (§) = 0

Universidad Carlos Ill de Madrid

14



Cargas Criticas de Pandeo de Columnas Fisuradas

donde

=~ R

y k es el factor adimensional de pandeo que a su vez se define como

kz__PLZ
~EI

siendo L la longitud de la columna.

De la ecuacién anterior se despeja la carga de compresién P, la cual sera la ecuacion
de la carga critica de pandeo de Euler P para los valores de k calculados.

k2EI
PC= L2

La ecuacién de Euler supone que la carga critica de pandeo depende de la longitud de
la columna, el material, su seccidn transversal y las condiciones de apoyo en los extremos.

Por ultimo, se resuelve la ecuacion diferencial cuya solucién serd utilizada, junto con
las condiciones de contorno, para hallar k.

w(§&) = Ajsen(ké) + A,cos(ké) + Azé + A,

Se analizaran las diferentes columnas teniendo en cuenta las condiciones de contorno
correspondientes a los dos extremos que daran lugar a un sistema de ecuaciones con la
siguiente forma

[M]{A;} =0

siendo [M] la matriz resultante de las condiciones de contorno y {4;} el vector formado por las
constantes obtenidas de la ecuacion diferencial.

Por medio del célculo del determinante de la matriz [M] se obtendra la solucién de k
diferente a la trivial que permitira hallar el valor de la carga critica de pandeo P.

A continuaciodn, se calculara la carga critica de pandeo por medio de la ecuacidn de Euler
para las siguientes columnas:

Universidad Carlos Ill de Madrid
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- Biapoyada

- Empotrada-libre

- Empotrada-simplemente apoyada
- Biempotrada

- Empotrada-apoyo deslizante

De este modo, se comprobaran los resultados obtenidos con los ya existentes en la
bibliografia.

2.1.1. Columna biapoyada

Se tiene una columna biapoyada como la mostrada en la figura 2.3. de longitud L y
sobre la cual se aplica una carga de compresion P.

T

Figura 2.3. Columna biapoyada

Las condiciones de contorno que aparecen en un apoyo simple son desplazamiento y
momento flector nulo.

w()=0
dzw_0
dgz

Universidad Carlos Ill de Madrid 16
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De este modo, para cada uno de los apoyos se tienen las siguientes expresiones
aplicando las condiciones de contorno anteriores a la solucién general

Apoyo superior{ =0

w(0)=0
Az + A4 = 0
w'"(0)=0
_Azkz - 0
Apoyo inferior § = 1
w(1)=0

Ajsen(k) + Aycos(k) + A3+ A, =0

w’(1) =0

—A k?sen(k) — A,k?cos(k) =0

Con las expresiones obtenidas se define un sistema de ecuaciones con la siguiente

forma
0 1 0 17 (4,
0 —k? 0 0])A4, —0
sen(k) cos(k) 1 1])A4As( "~
—k?sen(k) —k?cos(k) 0 0]\A,

Se simplifica [M] ya que A, y A, son 0, quedando de la siguiente forma

tsengey ol =0

Se resuelve el determinante correspondiente a la matriz [M] para hallar el valor de k.

k 1
sen(k) —0

det(M) = —k%sen(k) 0l

Universidad Carlos Ill de Madrid
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k?sen(k) =0

De este modo, para soluciones de k diferentes a la trivial, se obtiene que su valor debe
ser

k=nn

Dado que se estudia el primer modo de pandeo, n = 1, ya que se busca el menor
valor de la carga critica, queda un valor de k

k=m

Sustituyendo en la expresién de la carga critica de pandeo de Euler

m2EIl

Con el valor de k obtenido y los resultados de las constantes A; de la solucién general
se obtiene la expresion para el desplazamiento w(§)

w(§) = Asen(m$)

2.1.2. Columna empotrada libre

Se tiene una columna empotrada-libre como la que se muestra en la figura 2.4.

Universidad Carlos Ill de Madrid

18



Cargas Criticas de Pandeo de Columnas Fisuradas

T

Figura 2.4. Columna empotrada-libre

Las condiciones de contorno que se dan en el extremo libre son momento flector y
esfuerzo cortante nulos.

d*w

dg?

d3w N dw
dé3 dé

El empotramiento presenta desplazamiento y giro nulos.

w(§) =0
dw_0
d_f_

A continuacién, se obtienen las soluciones de la ecuacidn general para cada una de las
condiciones de contorno.

Extremo libre £ =0
w'"(0)=0

_Azkz - 0

Universidad Carlos Ill de Madrid
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w'’(0) + k?w(0) =0

A3 = 0
Empotramiento ¢ = 1
w(l1)=0

Ajsen(k) + Aycos(k) + Az +A, =0

w'(1)=0

Aikcos(k) — Ayksen(k) + A3 =0

Con las expresiones obtenidas se define la matriz [M]y se resuelve el sistema de

ecuaciones
0 —k? 0 0](41
0 0 1 0|)4{ _,
sen(k) cos(k) 1 1|)As(
kcos(k) —ksen(k) 1 0]1\A4

Se observa que A, y A5 son 0 de tal manera que simplificando la matriz [M] se obtiene

eeostd o]} =

Con la matriz [M] simplificada se resuelve su determinante para hallar el valor de k .

sen(k) 1

kcos(k) 0 =0

det(M) = |

cos(k) =0

Para soluciones de k diferentes a la trivial, su valor debe ser

k=@n-1)2

Universidad Carlos Ill de Madrid 20
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Siendo n = 1, es decir, el primer modo de pandeo, queda un valor de k

k_TlT
2

Sustituyendo en la expresidn en la ecuacién de Euler

b= m2E]
¢ (2L)?

La expresion resultante de w(&) con los valores obtenidos es

w(é)=A [sen (gf) - 1]

2.1.3. Columna empotrada-simplemente apoyada

Para una columna empotrada-simplemente apoyada como la mostrada en la figura
2.5., se tienen las mismas condiciones de contorno para el apoyo y el empotramiento que en
los casos anteriores.

P

T

HTTT

Figura 2.5. Columna empotrada-simplemente apoyada

Resolviendo la ecuacién diferencial los resultados obtenidos son:
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Apoyo ¢ =0
w(0)=0
Az + A4 = 0
w'"(0)=0
_Azkz == O
Empotramiento & =1
w(1) =0

Ajsen(k) + Aycos(k) + A3+ A4, =0

w'(1)=0

Aikcos(k) — Ayksen(k) + A3 =0

De este modo, la matriz [M] queda de la siguiente forma

0 1 0 17 (4,

0 k2 0 of)a,| _
sen(k) cos(k) 1 1])A4s =0
kcos(k) —ksen(k) 1 0]\A,

Dado que, en este caso, A, y A4 son 0 se simplifica el sistema de ecuaciones como
sigue

reosiy al{azf =0

Se resuelve el determinante de [M] para hallar el valor de k .

sen(k) 1

kcos(k) 1 =0

det(M) =

sen(k) — kcos(k) =tg(k) — k=0
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En este caso, para encontrar la solucién de k diferente a la trivial se utilizara MATLAB
[2] como herramienta de cdlculo para resolver la ecuacion que sigue.

tg(k) =k

Para ello, se hace uso del método de la secante, a través del cual y tras realizar
aproximaciones de la funcién por medio de rectas, se obtiene el valor de k. El resultado
obtenido de es k = 4.4934, el cual, si se sustituye en la expresion de la carga critica de pandeo
se obtiene

m2El

Pp=——
€7 (0.7L)2

Asi, para una columna empotrada-apoyada aparecen dos ecuaciones diferentes para el
desplazamiento w(§)

w; (&) = Alsen(1.431é) — ésen(1.43m)]

w, (&) = Alsen(1.43w¢) — 1.43mécos(1.43m)]

2.1.4. Columna biempotrada

Se supone una columna biempotrada como la mostrada en la figura 2.6. y para la cual
se conocen las condiciones de contorno que aparecen en un empotramiento

VW

T

Figura 2.6. Columna biempotrada
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Resolviendo, de nuevo, la ecuacién diferencial los resultados son

Empotramiento superior { =0
w(0)=0

A2+A4=0

w'(0)=0
Aik+A45;=0
Empotramiento inferior § = 1
w(1) =0

Ajsen(k) + Aycos(k) + A3+ A4, =0

w'(1)=0

Aikcos(k) — Ayksen(k) + A3 =0

La matriz [M] tiene la forma que sigue

0 1 0 17 (4,

k 0 10f)4( _,
sen(k) cos(k) 1 1| )As(
kcos(k) —ksen(k) 1 0]\A,

Se resuelve el determinante de [M] para hallar el valor de k

0 1 0 1

k 0 1 0

det(M) = sen(k) cos(k) 1 1
kcos(k) —ksen(k) 1 0

=0

Nuevamente, para hallar las soluciones de k diferentes a la trivial se utilizarda MATLAB,

obteniendo
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Sustituyendo en la expresidn de la carga critica de pandeo de Euler se obtiene

- n2El
€7 (0.5L)2

Para una columna biempotrada la ecuacion del desplazamiento w(§) es

w($) = Alcos(2m§) — 1]

2.1.5. Columna empotrada-apoyo deslizante

Se tiene una columna empotrada-apoyo deslizante como la mostrada en la figura 2.7.

P

i

Figura 2.7. Columna empotrada-apoyo deslizante

Las condiciones de contorno que presenta son las del empotramiento y las del apoyo
deslizante son giro y esfuerzo cortante nulos

dw_0
as

d3w 2 dw 0
ags dé
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Con estas se obtienen las soluciones de la ecuacidn general para cada uno de los
extremos.

Apoyo deslizante £ = 0
w'(0)=0

A1k+A3 =0

w'’(0) + k?w(0) = 0

A3 = O
Empotramiento ¢ = 1
w(1)=0

Ajsen(k) + Aycos(k) + Az + A, =0

w'(1)=0

Ajkcos(k) — Ayksen(k) + A3 =0

Con las expresiones halladas se define la matriz [M]y se resuelve el sistema de

ecuaciones
k 0 1 07/(4,
0 0 1 0f)Ax( _ 0
sen(k) cos(k) 1 1|)As(
kcos(k) —ksen(k) 1 0]\A,

Las constantes A; y A3 son 0 por lo que simplificando [M] se obtiene

[—iﬁ%) 0 {ﬁ} =0

Con la matriz simplificada se resuelve su determinante para hallar el valor de k .
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| cos(k) 1] _
det(M) = —ksen(k) 0] 0
ksen(k) =0

Para soluciones de k diferentes a la trivial, su valor debe ser

k=nnm=m

Sustituyendo en la expresidn de la carga critica de pandeo

m2EIl
c = Lz

A partir de los resultados obtenidos w(§) es

w(é) = A[1 + cos(mé)]

2.2. Formulacion del problema por métodos energéticos

Se trata de un método alternativo de célculo de la carga critica de pandeo basado en el
balance de la energia y el trabajo realizado durante el proceso de deformacion.

El método energético, planteado por Timoshenko, permite calcular la carga critica de
pandeo de manera aproximada y consiste en estimar los desplazamientos relacionados con el
pandeo e igualar la energia de deformacién U;,; con el trabajo que realizado por la fuerza
aplicada U,,; durante la deformacién.

AUint = AUgyt

Para ello, se determina la expresion del desplazamiento w(x) de la columna que debe
satisfacer, al menos, las condiciones de contorno geométricas. De este modo, aparece el
inconveniente del método, debido a que se trata de un método de aproximacién, que es la
eleccién adecuada de w(x). De esta eleccién, teniendo en cuenta los requisitos establecidos,
dependerd la mayor o menor exactitud del resultado. Cuanto mas exacta sea w(x) los
resultados obtenidos mediante este método serdn mas precisos.
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Las variaciones de energia se relacionan con el momento flector y el giro asociados a la
estructura de manera que se obtienen las siguientes expresiones para la energia interna y
externa respectivamente

L

1 d?w(x)\

AU =§fEl(x) T dx
0
P [ (dw()\?
wi(XxX
Aum=7cj< - ) dx
0

Igualando ambas expresiones y despejando la carga critica de pandeo se obtiene la
siguiente ecuacion

L
2
fEl(x) (d?}vﬁx)) dx
0

j (A
0

PC=

Sustituyendo la carga critica de pandeo de Euler, se obtiene la expresidon que permite
hallar k como se muestra a continuacién. Para simplificar los resultados, se adimensionaliza la
expresion por medio del pardmetro £ utilizado anteriormente

1
2
El, f %?%(wu(f)) Ld§
pp=—>=0

11 )
Z(W(©) Lag
0

1
T, n 2
| Ty

Pp = —El, "
fW@ﬁf
0

1
bz |, TOW @)

El, [t
LW@W%
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donde

Teniendo en cuenta la expresién de la carga critica de pandeo, sustituyendo se obtiene
el valor de k?

1
j 1w @) de
2 0

k* = 1
f (w'(6))%de
0

Con la ecuacién para hallar el factor de pandeo k? queda establecer la expresion del
desplazamiento w(x). Como se ha dicho, debe cumplir las condiciones de contorno
geométricas, de tal forma que se utilizara como referencia las expresiones obtenidas por
medio del calculo numérico del apartado anterior para columnas no fisuradas.

Este método serd utilizado cuando las estructuras a estudiar son mas complejas ya
que, debido a la aparicién de cambios de seccidn por ejemplo, que se veran reflejados en una
variacion del momento de inercia de la columnaI(x), el proceso utilizado anteriormente
resulta muy complejo ya que requiere del calculo de numerosas ecuaciones diferenciales.

A continuacién, se calcularan los valores de la carga critica de pandeo en columnas de
seccion constante y variable. De nuevo, se comenzard por el caso mas sencillo en el que la
columna no presenta imperfecciones en su superficie, para después estudiar los efectos de la
fisura sobre la carga critica de pandeo.

2.2.1. Columnas de seccion constante

En este apartado se calculara el factor de pandeo en columnas de seccidon constante
sometidas a diferentes condiciones de contorno. Para ello, se hara uso de las ecuaciones del
desplazamiento w(§) para columnas no fisuradas y se propondran alternativas diferentes para
analizar los resultados obtenidos.

En el caso de las columnas de seccidn constante el momento de inercia no varia ya
que I(§) =1, de modo que I(§) =1, por lo que la expresién del factor de pandeo
k? adquiere la siguiente forma
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1
f (w"(©))*de
0

k2 =20 .
fo (w'())%de

A continuacién, se realizaran los calculos correspondientes a las columnas sometidas a
diferentes condiciones de contorno ya estudiadas. De este modo, los modelos de las diferentes
columnas serdn los mismos en los diversos casos.

2.2.1.1. Columna biapoyada

Se supone una ecuacién del desplazamiento w(é) obtenida por medio del
planteamiento diferencial para una columna no fisurada

w(¢§) = Asen(m$)

Sustituyendo en la expresién de k? las ecuaciones del momento flector y el giro
correspondientes a una columna biapoyada, el resultado obtenido es

1 2
f (—An?sen(n§)) dé
k? =22

1
f (Ancos(mf))2 dé
0

2

o~
N| 2

k? =

2
2 -
A=

Sustituyendo en la ecuacidn de la carga critica de pandeo de Euler

m2El
c = Lz
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2.2.1.2. Columna empotrada-libre

En el caso de una columna empotrada-libre se toma la ecuacién del desplazamiento
gue se muestra a continuacion

w(é)=A [sen (gf) - 1]

Sustituyendo en la relacién entre la energia de deformacidn y el trabajo realizado por
la fuerza externa

Con el valor de k calculado la ecuacién de la carga critica de pandeo queda como sigue

b= m2E]
€7 (2L)?

2.2.1.3. Columna empotrada-simplemente apoyada

La columna empotrada-simplemente apoyada presenta dos expresiones diferentes
para el desplazamiento. Aunque los resultados en ambos casos son iguales, los calculos en este
caso se realizaran para la siguiente expresion

w(é) = Alsen(1.43né) — ésen(1.43m)]

Introduciendo la ecuacidn se obtiene el valor de k
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1
J (—20.194sen(1.431¢))" d¢
k2 = .

f 1 (A(o.97 + 1.43ncos(1.43n§)))2 dé
0

k = 4.4934

Con el valor de k calculado la ecuacién de la carga critica de pandeo queda como sigue

P = nEl
€7 (0.7L)2

2.2.1.4. Columna biempotrada

En el caso de una columna biempotrada cuyo desplazamiento es

w(§) = Alcos(2m§) — 1]

El valor de k obtenido por medio del cociente de integrales es el siguiente

1
f(—A4n2cos(2nf))2df
k? =2

=T
J (A 2nsen(2n€))2df
0

k=2m

Por lo que la carga critica de pandeo queda

P = nEl
€7 (05L)2
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2.2.1.5. Columna empotrada-apoyo deslizante

Sea una columna empotrada-apoyo deslizante cuyo desplazamiento es

w(é) = A[1 + cos(mé)]

El factor de pandeo k obtenido por haciendo uso del método energético es

1 2
f (—Am?cos(né)) dé
k? =22

1
f (A nsen(nf))zdf
0

k=m

Sustituyendo en la ecuacién de la carga critica de pandeo de Euler queda

m2El

2.3. Comentarios a la vista de los resultados obtenidos

En el presente capitulo se ha calculado la carga critica de pandeo una columna
sometida a diferentes condiciones de contorno a través del planteamiento diferencial y el
método energético.

Es importante destacar que el planteamiento diferencial permite obtener la carga
critica de pandeo exacta, mientras que el método energético proporciona resultados
aproximados, que dependen de la ecuacién del desplazamiento considerada.
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2.3.1. Columnas de seccion constante

Los resultados de la carga critica de pandeo en columnas no fisuradas obtenidos por
medio del planteamiento diferencial coinciden con los existentes y calculados en la teoria de
pandeo de Euler.

Los resultados obtenidos para columnas no fisuradas de seccidén constante a través del
método energético, teniendo en cuenta el uso de la soluciéon exacta del desplazamiento,
coinciden con los anteriores.

A la vista de los resultados obtenidos, se puede afirmar que el método energético es
un método de calculo alternativo valido para hallar la carga critica de pandeo en columnas no
fisuradas.

2.3.2. Columnas de seccion variable

A continuacidn, se van a analizar los efectos de un cambio de seccidn en la columna
planteando el caso de columna mas sencillo, una columna biapoyada. Ademds, se calculara la
carga critica de pandeo para columnas de seccién variable sometidas a diferentes condiciones
de contorno.

Sea una columna biapoyada de seccién circular cuyo radio es variable segin una
funcién r(x) como la mostrada en la figura 2.8.

Figura 2.8. Columna de seccién variable no fisurada
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Se supone una expresion del momento de inercia en funcidon del radio
adimensionalizado r(¢) como la que sigue

mr(§)*
4

I§) =

donde

r©) = Ro (1 —%)

Sabiendo que el momento de inercia de una columna cdnica es

mR,*
I, = 2

Se sustituyen ambas expresiones para obtener (&)

09

Para columnas con seccidn variable se tomard siempre este modelo de estructura
cOnica al cual se irdan cambiando las condiciones de contorno en ambos apoyos. Asi, la
ecuacion que permite obtener el valor de k sera

1
f 1©)(w"(©)) de
2 0

k* = 1
f (w'()) de
0

De nuevo se repetiran los calculos anteriores introduciendo este parametro en la
expresion.

En la tabla 3.1. se recogen los resultados obtenidos para los diferentes tipos de
columnas en funcion de las condiciones de contorno.
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. Empotrada- Empotrada- . Empotrada-
Biapoyada libre simplemente apoyada Biempotrada apoyo deslizante
kcr 1.8429 0.7125 2.7537 3.9664 2.0621
p m2El 2El m2El 2El m2El
R (171)2 (4.4L)? (1.14L)? (0.79L)? (1.52L)2

Tabla 2.1. Resultados de kcg y Pcr para columnas no fisuradas de seccion variable

Dado que estos resultados han sido obtenidos partiendo de la ecuacion del
desplazamiento de la columna w(x) correspondiente a cada uno de los diferentes casos,
obtenidas a través del planteamiento diferencial, seran considerados las soluciones exactas
basando esta afirmacion en los casos anteriormente expuestos.
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3. Pandeo de columnas fisuradas

En el capitulo anterior se ha calculado la carga critica de pandeo en columnas no
fisuradas sometidas a diferentes condiciones de contorno a través del planteamiento
diferencial y el método energético.

En el presente capitulo, se comprobaran los efectos de una fisura en la columna sobre
el valor de la carga critica de pandeo en funcién de su profundidad y su posicién. Para ello, se
propondra un modelo de columna fisurada que se aplicara en los diferentes casos de columnas
sometidas a diferentes condiciones de contorno.

3.1. Modelo de columna fisurada

En el andlisis de la presencia de una fisura sobre la carga critica de pandeo se
supondra, de nuevo, una columna esbelta de seccién constante sobre la cual se aplica una
carga de compresiéon P. Sin embargo, para analizar sus efectos sobre la columna, ésta se divide
en dos partes en torno a la fisura como se muestra en la figura 3.1.
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Figura 3.1. Modelo de columna fisurada

Para calcular las ecuaciones de compatibilidad que aparecen en posicidn de la fisura
entre los dos tramos se supondra la presencia de un muelle rotacional en ese punto de manera
que existe continuidad de desplazamiento, esfuerzos cortantes y momentos flectores, y que, a
su vez, permite el giro entre los tramos 1 y 2, lo que provoca la aparicion de una
discontinuidad en el giro A6 [3, 4].

Estas condiciones que aparecen en torno a la fisura se expresaran en funcion de los
dos tramos 1y 2 en los que se separa la columna, de tal forma que las ecuaciones resultantes
seran las que siguen

Continuidad de desplazamiento

wi(Le) = wa(Le)

Continuidad del esfuerzo cortante

Wlm(Lc) + kzwll(Lc) = WZW(LC) + szZI(Lc)

Continuidad en el momento flector

Wlu(Lc) = WZH(LC)

Discontinuidad en el giro

Af = WZI(LC) - Wll(Lc)
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La discontinuidad en el giro sera proporcional al momento flector transmitido My y a la
constante de flexibilidad de dicho muelle C,,.

h

De manera que la constante de flexibilidad tiene la forma que sigue

Cp = E m(a)

donde h es el ancho de la seccién transversal de la columna ym(a) es una funciéon de
flexibilidad para secciones rectangulares que tiene la siguiente forma

a 2
m(a) = 2 (m) [5.93 — 19.69a + 37.14a? — 35.84a3 + 13.12a*]

donde

S Q

siendo a la profundidad de la fisura como se muestra en la figura 3.1.

De este modo, queda definido el giro que experimenta la columna

h
86 = w,' (L) = wy'(Le) = rm(@)My

Al igual que se hizo en los casos de columnas no fisuradas, se adimensionalizan cada
una de las expresiones en funcién de la variable £ en la posicion de la fisura, la cual se
llamara &,.

wy (&) = wy(€e)
Wlm(fc) + szll(fc) = WZI”( §c) + szZI(fc)

W1”( fc) = WZH( fc)

h
WZI(LC) - Wll(Lc) = Zm(a)wlu( fc)
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Estas ecuaciones se resolveran sustituyendo en cada caso los de desplazamientos por
su expresion correspondiente en funcidn de si se esta resolviendo mediante el planteamiento
diferencial, o por el contrario, se hace a través del método energético.

3.2. Formulacion diferencial del problema

A continuacién, se desarrollan las ecuaciones correspondientes a las condiciones de
contorno en la fisura con las cuales se trabajara en los diferentes casos planteados. Los
desplazamientos wy (§) y w, (€) se sustituirdn por la solucién general de la ecuacién diferencial
para cada tramo y que se recuerda a continuacion

w(é) = Asen(ké) + Bcos(ké) + Cé¢ + D

Sustituyendo en cada una de las condiciones de contorno, las expresiones que se
obtienen son las siguientes en cada caso:

Continuidad en los desplazamientos

141 (fc) =W (fc)

Aisen(ké.) + Bycos(ké,) + Cié. + D; = Ay,sen(ké,) + Bycos(ké,) + C.é. + D,

Continuidad en los esfuerzos cortantes

"'+ k2w )ED) = W', + k*w'5) ()

—A;k3cos(k&.) + Bik3sen(k&.) + k?[A kcos(kE,) — Biksen(k&,) + C;]
= —A,k3cos(k&,) + Byk3sen(ké.) + k?[A,kcos(ké,) — Byksen(k&,) + C,]

kZC]_ = kZCZ
Continuidad en los momentos flectores

Wnl(fc) = Wuz(fc)
—A k?sen(ké.) — Bik%cos(k&,) = —A,k?sen(ké,) — Byk?cos(ké&,)
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Discontinuidad en el giro

h
W,2 (fc) - Wll(fc) = Zm(a) Wnl(fc)

[A,kcos(ké.) — Byksen(ké,) + C,] — [A1kcos(ké,) — Byksen(ké.) + C4]

- %m(a)(—Alkzsen(kfc) - Blkzcos(kfc))

[A,kcos(ké,) — Byksen(ké,) + C,] — [Akcos(ké,) — Biksen(ké,) + C4]
= — L m(@) Ak sen(ke,) — - m(@)Bykcos(kZ,)

Estas expresiones, junto con las obtenidas a partir de la solucion general de la ecuacion
diferencial para las condiciones de contorno de la columna, permiten obtener de nuevo un
sistema de ecuaciones de la forma

[MI{C} =0

siendo [M] la matriz resultante de las condiciones de contorno y {C;} el vector formado por las
constantes A; y B; obtenidas de la ecuacidn diferencial.

La solucidén a través del calculo del determinante de la matriz [M] serd el valor de k
diferente de 0 que permitird hallar el valor de la carga critica de pandeo para una columna
fisurada.

A continuacidn, se planteara el proceso de obtencidn de la matriz [M], la cual se dejara
planteada en funcién de diferentes valores.

3.2.1. Columna biapoyada

Se tiene una columna biapoyada que presenta una fisura en la posicidén &, la cual
queda dividida en dos partes diferenciadas 1 y 2 en torno a dicho punto. Segun este criterio, el
apoyo superior estard referido al tramo 1 y el inferior a tramo 2 tal y como se muestra en la
figura 3.2.
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Figura 3.2. Columna biapoyada fisurada

Las expresiones relacionadas con las condiciones de contorno que aparecen en los
apoyos, en los cuales el desplazamiento y el momento flector son nulos, referidas a cada uno
de los tramos en los que se divide la columna son las siguientes

Apoyo superior{ =0

w'(0) = 0 = —A, k2

Apoyo inferior § = 1
w(1) = 0 = Bysen(k) + B,cos(k) + Bs + B,

w' (1) = 0 = —B;k?sen(k) — B,k?cos(k)

Se tomardn las constantes A; como las referidas al tramo 1 y B; las que se refieren al
tramo 2.

Con las ecuaciones anteriores y las condiciones de contorno que aparecen en la fisura
se construye la matriz [M] que tendr3 la siguiente forma
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0 1 0 1 0 0
0 —k* 0 0 0 0
0 0 0 0 sen(k) cos(k)
0 0 0 0 —kzsen(k) —kzcos(k)
sen(kfc) cos(kfc) ¢, 1 —sen(kfc) —cos(kfc)
—kzsen(kfc) —kzcos(kfc) 0 0 kzsen(kfc) kzcos(kfc)
0 0 K 0 0 0
—kcos(kfc) + %m(a)kzsen(kfc) ksen(k{c) + %m(a)kzcos(kfc) -1 0 kcos(kfc) —ksen(kfc)

Posteriormente, se tomaran diferentes valores de la profundidad de la fisura a, la
posicién de la grieta &, y la relacidn entre el ancho de la seccidn se la columna y su longitud

h/L para resolver el determinante de la matriz [M]y obtener k, y se compararan estos
resultados con los correspondientes a la columna sin fisurar. Para realizar los cdlculos se

utilizard un cddigo de MATLAB con el que se calculara el valor de k con un error menor de
1075,

Se utilizara el mismo proceso de calculo en todos y cada uno de los casos planteados a
continuaciéon modificando las condiciones de contorno correspondientes.

3.2.2. Columna empotrada-libre

Se propone una columna en empotrada-libre que presenta una fisura en una posicidn
& alolargo de su longitud L como se aprecia en la figura 3.3.

P

Lc

Con (D

il

Figura 3.3. Columna empotrada-libre fisurada
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Sean las condiciones de contorno en el extremo libre momento flector y esfuerzo
cortante nulos y en el empotramiento desplazamiento y giro nulos, las ecuaciones
correspondientes a cada uno de los tramos son

Extremo libre § = 0
w”(0) =0 = —A,k?

w'’(0) + k?w(0) = 0 = A,

Empotramiento & = 1
w(1) = 0 = Bysen(k) + Bycos(k) + B3 + B, =0

w'(1) = 0 = Bykcos(k) — Byksen(k) + B; =0

Sustituyendo, quedard una matriz [M] a partir del cual se obtendra el valor del factor
de pandeo de la siguiente forma

0 —k? 0 0 0 0 0
0 0 K 0 0 0 0
0 0 0 sen(k) cos(k) 1
0 0 0 kcos(k) —ksen(k) 1
sen(kgc) cos(kfc) . 1 —sen(kgc) —cos(kfc) =,
—kzsen(kfc) —kzcos(kfc) 0 kzsen(kfc) k? cos(kfc) 0
0 0 K 0 0 0 —k?
—kcos(kgc) + ;m(a)kzsen(kgzc) ksen(kfc) + ;m(a)kzcos(kfc) -1 0 kcos(kgc) —ksen(kgc) 1

3.2.3. Columna empotrada-simplemente apoyada

Para una columna empotrada-simplemente apoyada fisurada como la que se muestra
en la figura 3.4.
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I

Figura 3.4. Columna empotrada-simplemente apoyada fisurada

Las condiciones de apoyo obtenidas, teniendo en cuenta los criterios anteriores, se
exponen a continuacion

Apoyo simple{ =0

w'(0) = 0 = —Ak?
Empotramiento ¢ = 1
w(1) = 0 = Bysen(k) + B,cos(k) + Bs + B,

w'(1) = 0 = Bykcos(k) — Byksen(k) + B

Una vez obtenidas las ecuaciones correspondientes al tipo de columna que nos ocupa
se plantea la matriz [M] que resulta de la siguiente manera
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0 1 0 1 0 0 0 0

0 —K* 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 sen(k) cos(k) 1 1

0 0 0 0 kcos(k) —ksen(k) 1 0
[M] = sen(kfc) cos(kfc) ¢, 1 —sen(kfc) —cos(kfc) -£, -1
—kzsen(kfc) —kzcos(kfc) 0 0 kzsen(kfc) k? cos(kfc) 0 0

0 0 K o 0 0 -k 0

—kcos(kfc) + ;m(a)kzsen(kfc) ksen(kfc) + ;m(a)kzcos(kfc) -1 0 kcos(kfc) —ksen(kfc) 1 0

3.2.4. Columna biempotrada

Para estudiar la presencia de una fisura en una columna biempotrada, se toma como
modelo el presentado en la figura 3.5.

VW

Lc

T

Figura 3.5. Columna biempotrada fisurada

Atendiendo a las condiciones de contorno en los extremos, se calculan las ecuaciones
en funcidn de las constantes A; en relacidn al tramo 1y B; en relacidn al tramo 2

Empotramiento superior { =0

W,(O) = 0 = Alk +A3
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Empotramiento inferior { = 1
w(1) = 0 = Bysen(k) + B,cos(k) + Bs + B,

w'(1) = 0 = Bykcos(k) — Byksen(k) + B

Con las expresiones obtenidas se sustituye en la matriz [M] obteniendo el resultado
que sigue

0 1 0 1 0 0 0
k 0 1 0 0 0 0
0 0 0 o0 sen(k) cos(k) 1
0 0 0 0 kcos(k) —ksen(k) 1
Sen(kfc) cos(kgzc) . 1 —Sen(kgc) —cos(kfc) -,
—kzsen(kfc) —kzcos(kfc) 0 0 kzsen(kfc) kzcos(kfc) 0
0 0 K o 0 0 —K?
—kcos(kfc) + %m(a)kzsen(kfc) ksen(kgc) + %m(a)kzcos(kfc) -1 0 kcos(kgc) —ksen(kgc) 1

3.2.5. Columna empotrada-apoyo deslizante

El ultimo caso a estudiar es el de una columna empotrada en unos de sus extremos y
con un apoyo deslizante en el otro. En la figura 3.6. se muestra el modelo de columna seguido

P

:

)
I

e

Figura 3.6. Columna empotrada-apoyo deslizante fisurada
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Conociendo las condiciones de contorno en el empotramiento y sabiendo que en un
apoyo deslizante el esfuerzo cortante y el giro son nulos se calculan las expresiones
correspondientes en ambos casos

Apoyo deslizante £ = 0
W’(O) = 0 = Alk +A3

w'"(0) + k?w(0) = 0 = A,

Empotramiento & = 1
w(1l) = 0 = Bysen(k) + Bycos(k) + B; + B,

w'(1) = 0 = Bykcos(k) — Byksen(k) + B

Introduciendo los diferentes valores teniendo en cuenta cada uno de los dos tramos de
la columna y las condiciones de contorno en la posicidn de la fisura se obtiene la siguiente
matriz [M]

k 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 sen(k) cos(k) 1
0 0 0 0 kcos(k) —ksen(k) 1
sen(kfc) cos(kfc) . 1 —sen(kfc) —cos(kfc) =,
—kzsen(kfc) —kzcos(kfc) 0 0 kzsen(kfc) k? cos(kfc) 0
0 0 K 0 0 0 —k?
—kcos(kfc) + ;m(a)kzsen(kfc) ksen(kfc) + ;m(a)kzcos(kfc) -1 0 kcos(kfc) —ksen(kfc) 1

3.3. Formulacion del problema por métodos energéticos

Se recurre al modelo de columna fisurada propuesto que consideraba la presencia de
un muele rotacional en la posicidn de la grieta y segln el cual se suponia la continuidad de
desplazamientos, momentos y esfuerzos cortantes en dicho punto, ademds de una
discontinuidad en el giro que dependia de una constante de flexibilidad relacionada con el
muelle [5].

Universidad Carlos Ill de Madrid

48




Cargas Criticas de Pandeo de Columnas Fisuradas

Debido a la presencia de dicha imperfeccidn, y teniendo en cuenta las condiciones en
dicho punto, la energia interna de deformacion se divide en dos partes en torno a la posicion

de la fisura

L
1 d?w(x)\
AUint = Ef EI(X) 7 dx

0

b 5 B L 5 2
AUyt = %f El(x) <dde(2x)> dx + %f El(x) <d ;:C(ZX)> dx
0 b

La energia de deformacion debida a la presencia del muelle rotacional se define como

1
AUnyetie = EABM

Sumando ambas expresiones, la ecuacidén que define la energia de deformacién es

b L

AU, = 1JEI _dzw(x) 2d + 1JEI _dzw(x) 2d +1A9M
int = E x) dx? X E (x) dx2 X E

0 b

Siendo M el momento flector en la posicidn de la fisurax = b

d?w(x)
M = E[(X)W = E[(b)W”(b)

b

Y el giro A6

h h " _ 17
AG = ﬁm(a)M = Em(a) EIw"(b) = hm(a)w' (b)

De tal forma que la expresidn de la energia interna, la cual se sustituira en la ecuacion
gue permite hallar el valor de k, queda

b 2 2 L 2 2
AU, = % f EI(x) <d dt(zx)> dx + % f EI(x) (d ;;(;)) dx + %(b)hm(a)w”(b)z
0 b

Universidad Carlos Ill de Madrid



Cargas Criticas de Pandeo de Columnas Fisuradas

El trabajo realizado por la fuerza se divide, al igual que la energia de deformacion, en

L
AUext = %J <dW(x)>

0

L
AUgyt —7 J‘(dw(x)) dx+f<dw(x)>
b

0

dos tramos

Igualando ambas expresiones y despejando la carga critica de pandeo se obtiene la
siguiente ecuacion

b 2 L 2
j 1(x) (%) dx + j 1(x) (%) dx + I(b)hm(a)w" (b)?
2 _ Yo b

f JETC) f (@),
0 b

Para cuantificar el grado de aproximacién de este método respecto del anterior
usando desplazamientos diferentes a la solucion exacta, se utiliza una expresidn polinédmica de
cuarto grado a la cual se le sumard el desplazamiento de la correspondiente columna sin
fisurar, quedando de la siguiente forma

W(x) = st(x) + AO + Alx + Azxz + A3x3

donde w(x) es el desplazamiento de la columna sin fisurar.

Se utilizard una ecuacidn diferente para cada uno de los dos tramos en los que queda
dividida la columna con sus respectivas constantes, es decir

w; (x) = wgr(x) + By + Byx + Byx? + B3x?

wy(x) = wsp(x) + Co + Cyx + Cox? + C3x3

Estas ecuaciones, que seran iguales para todos los casos planteados, deben satisfacer,
por un lado, las condiciones de contorno de la fisura.
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Continuidad en los esfuerzos cortantes
W'y (b) = w5 (b)
wsf”’(b) + 6B; = wsf”’(b) + 6C3

B3=C3

Continuidad en los momentos flectores
W”1(b) = Wuz(b)
st”(b) + ZBZ + 6B3b = st”(b) + ZCZ + 6C3b

BZ=CZ

Continuidad en los desplazamientos
wq(b) = wy(b)
st(b) + BO + Blb + szz + ng3 = st(b) + CO + Clb + Czbz + C3b3

BO + Blb + szz + ng3 = CO + Clb + Czbz + C3b3

B,=C,, B3=C
2 2= 3Bo+Blb=C0+Clb

Discontinuidad en el giro
w'3(b) —w'y (b) = hm(a)ws;" (b)

wss'(b) + €y + 2C,b + C3b? — [wgf'(b) + By + 2B,b + 3B3b?]
= hm(a)(wss"(b) + 2C; + 6C3b)

B,=C,, B3=C3
_

C; — By = hm(a)(wgs" (b) + 2C, + 6C3b)

Por otro lado deben cumplir las dos condiciones de contorno que aparecen en cada
unos de los extremos de la columna.

Una vez estan planteadas las ecuaciones de partida se obtienen los valores de las ocho
constantes y por consiguiente el valor de k tras aplicar la relacidn entre la energia interna de
deformacién y la ejercida por la fuerza.
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3.3.1. Seccion constante

Una columna cuya seccion no es variable implica que el momento de inercia de dicha
columna no modifique su valor a lo largo de la longitud de la columna. Esto implica que el
cociente I que relaciona el momento de inercia de la columna de seccién variable con el de la
columna de seccion constante no se tenga en cuenta ya que I(x) = I,. De este modo, la
expresion de la carga critica de pandeo queda de la siguiente forma

k2 =0 b : L
(250 e+ | (249)ax
0 b

A continuacidn, se analizardn los diferentes casos propuestos por medio del método
energético suponiendo su seccién constante. Se utilizara Mathematica [6] en el proceso de
calculo de las expresiones de los desplazamientos w; (§) y w, (&) debido a la complejidad de la
resolucion.

3.3.1.1. Columna biapoyada

En el caso de una columna biapoyada las condiciones de contorno son el
desplazamiento y momento flector nulo en ambos apoyos. De ese modo, las condiciones de
contorno de cada una de las dos partes en que se divide la columna quedan como sigue

Apoyo superiorx = 0
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Apoyo inferior x = L
w(L)=0

CZ=C3=0
C0+C1L+C2L2+C3L3 =O—>C0+C1L=0

w'(l)=0

C,=0
L2+ Cl3=025C3=0

Habiendo obtenido los valores de las constantes que son 0

Y con las expresiones resultantes de la simplificacién de las ecuaciones iniciales se
obtienen las constantes no nulas

C0+ClL=0

By=0
Bo+Blb=Co+C1bo—>Blb=Co+C1b
2

s mh
C; — B; = hm(a) <—D 1z Sen (T) +2C,+ 6C3b>

Los valores obtenidos para cada una de ellas son

m? mth
Co = bhm(a)D 1z Sen (T)

m? wh
C; = —bhm(a)D Fsen (T)

B, = hm(a)D 7;_22 sen (ﬂ) [1 _ 2]

L L

Adimensionalizando dichas constantes por medio de los parametros
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se obtienen las siguientes expresiones correspondientes los desplazamientos de cada uno de
los tramos

wi(§) = D |sen(m$) + %s‘m(a)ﬂzsen(ﬂfc)[l — &l

i . ;
w2 (§) = D [sen(n§) + 7 {em(@)m?sen(méo)[1 —¢]

Mediante la herramienta de calculo Mathematica y habiendo comprobado
previamente que se cumplen las condiciones de contorno en los extremos y en la fisura se
realizan los diferentes calculos para hallar el valor de k vy, por consiguiente, la expresion de la
carga critica de pandeo.

3.3.1.2. Columna empotrada-libre

Sea una columna empotrada-libre, las condiciones de contorno que aparecen en los
extremos son

Extremo librex =0

w'"(0)=0

2w (0) + (g)z w(0) =0

2

(g) [B1 - gL] + 12 (633 + (%)3) =0

Empotramiento x = L

w(l) =0

B,=C,=0
C0+ClL+C2L2+C3L3 =0—>Co+C1L+C3L3 =0
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w'(l)=0

BZ=CZ=0
Cl + ZCZL + 3C3L2 = O — Cl + 3C3L2 = O

Aplicando estas condiciones de contorno y las correspondientes a la fisura, se obtienen
las constantes que se sustituirdn en las ecuaciones del desplazamiento

B, = sen (Z—i) [A1(0.2b — 0.8L)]

C, = ("b) [0.8L4, ]
o = sen{-r)[0.8L4,

B, = sen (%) [A4]

C, = sen (n_b) hm(a) [

0.1L? + 1.2bhm(a)
2L

0.009L* + 0.2bhL?m(a) + b?h*m(a)?

donde

hm(a)

A =
170.09L2 + bhm(a)

3.3.1.3. Columna empotrada-simplemente apoyada

En el caso de una columna empotrada-simplemente apoyada las condiciones de
contorno son

Apoyox =0

w(0) =0

Universidad Carlos Ill de Madrid

55



w'"(0)=0
BZ = 0
Empotramientox = L
w(L)=0

B,=C,=0
C0+ClL+CzL2+C3L3 =0—>Co+C1L+CgL3 =0

w'(l)=0

0.004 ) B,=C,=0 0.004

L +C1+3C3L2=0

Resolviendo el sistema de ecuaciones resultante se obtienen las constantes B; y C; que
forman las ecuaciones de los desplazamientos w(x)

BO - 0
Co = —0.004 + L3 ( 0.001 ) + 6.7sen (ﬂ)
0.3L3 + b?hm(a) L

4.5b 1 1 1 ) 0.001L3
By = sen (T) [0'004 (Z - E) T 0313 + b2hm(a) <0'002L T )
hm(a)(—3.4bL® + 2.2L* — 10.1b3hm(a) + 6.7b*hLm(a))
* 0.1L% + 0.7b?hL3m(a) + b*h?m(a)? ]

G

0.004
=1 + sen (

4.5b) —107*L3(7L% + 2b%hm(a)) + bhm(a)(—3.4L® — 10.1b’hm(a))
L 0.1L% + 0.7b%hL3m(a) + b*h*m(a)?

4.5b\ [-107*L2(2L% + 6b*hm(a)) + bhm(a)(1.1L3 + 3.4b*hm(a))
B; =(; = sen( )

L 0.1L8 + 0.7b2hL>m(a) + b*h2L2m(a)?

Universidad Carlos Ill de Madrid

Cargas Criticas de Pandeo de Columnas Fisuradas

56



Cargas Criticas de Pandeo de Columnas Fisuradas

3.3.1.4. Columna biempotrada

Al estudiar una columna biempotrada se tienen en cuenta las siguientes condiciones
de contorno en ambos extremos

Empotramiento superior x = 0

Empotramiento inferior x = L
w(L)=0

CO + C]_L + C2L2 + C3L3 = 0

w'(l)=0

C, +2C,L +3C5L2 =0

Resolviendo estas expresiones junto con las obtenidas para la posicion de la fisura se
obtienen las constantes que forman la ecuacion polindmica

BO = O
2mh
CO = C0S (T) [Al(_ZL) + A2L2]
Bl = 0
2mh
C, = cos (—) [3 Aq]
L
2mh
BZ = CZ = sen <_) Az

L

B3=C3=O
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donde

3 —5.7bhLm(a) + 2.8hL*m(a)
"~ 0.08L* + b2hLm(a) — L2hbm(a) + 0.3hL3m(a)

4y

3 hm(a)(29.6bL — 19.7L% + 29.6bhm(a) — 19.7hLm(«))
2 L ((L + hm(a))(0.25L3 + 3b2hm(a) — 3bhLm(a) + Lzhm(a)))

3.3.1.5. Columna empotrada-apoyo deslizante

Sea una columna empotrada-apoyo deslizante cuyas condiciones de contorno son las
que siguen

Apoyo deslizante x = 0

L*w'"(0) + m2w(0) = 0

Bim? + 6B3L*> =0
Empotramiento x = L
w(l) =0

CO + C]_L + C2L2 + C3L3 = O

w'(L) =0

Cl + ZCZL + 3C3L2 = O

A partir de las ecuaciones obtenidas y junto con las expresiones que definen las
condiciones de contorno de la fisura se obtienen las diferentes constantes
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_ h hm(a)
BO = CoSs (T) [m (49 - 77,'2)]
_ h 49hm(a)
Co = cos (T) [_ L+ hm(a)]

Bl - 0
mh m2hm(a)

Cy = cos (T) [—m

o b 49rm(a)
B, = C, = cos (T) [—LZ (L - hm(a))

B3=C3=O

3.4. Resultados

En el capitulo anterior se calcularon los valores de la carga critica de pandeo para
columnas que no presentan fisuras haciendo uso del planteamiento diferencial y se
compararon con los obtenidos por medio del método energético.

En el presente capitulo se han realizado los calculos, a través de ambos métodos, para
obtener diferentes valores de k para los casos presentados en funcidén de la posicion de la
fisura y el tamafio de la misma, dando, para ello, diferentes valores a estas variables.

3.4.1. Columnas de seccion constante

Se utilizaran diversos valores de £, y a, combinandolos entre si, para analizar los
efectos de la fisura de modo que se representard graficamente la relacién entre la carga critica

. . . P,
de pandeo de una columna que presenta una fisura con respecto a la misma sin fisurar /P
o

frente a la una constante que se denominara 7 y que se define como

_ h
n _Zm(a)
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Dado que se trata de columnas esbeltas, se tomara una relacién entre el ancho de la
seccion transversal de la columna y su longitud

Por su parte, los valores de a oscilaran entre 0.1 < a < 0.7y se tomaran valores
$ey =0.25,8,, =05y, =0.75.

En el caso del planteamiento diferencial, para obtener los resultados a través de la
resolucion del determinante [M] se hard uso de MATLAB debido a la complejidad del célculo
del mismo.

Para obtener los resultados a través del método energético, se ha utilizado
Mathematica para resolver las integrales partiendo de los desplazamientos obtenidos dando
de nuevo valores a las variables anteriores.

En el Anexo que se adjunta al final del presente texto se plantea el proceso de calculo
seguido en el caso de una columna biapoyada. Ese mismo cddigo es valido para cualquier
columna, Unicamente es necesario modificar las condiciones de contorno por las
correspondientes para la columna a estudiar.

El programa permite al usuario introducir diferentes valores de a, &, y h/L' obteniendo

el factor de pandeo k de manera rapida y sencilla con un error en el resultado minimo.

A continuacion, se estudiaran los efectos de la fisura para cada una de las columnas
propuestas comparando los resultados obtenidos con los valores exactos. Asimismo, se
compararan las soluciones halladas a través de cada uno de los métodos entre si.

3.4.1.1. Columna biapoyada

Para el modelo de columna biapoyada propuesto con un valor deé, = 0.5y a = 0.5
sustituyendo en la matriz de condiciones de contorno [M]y calculando su determinante, el
valor del factor de pandeo obtenido es k = 2.7674.

Introduciendo este valor en la carga critica de pandeo de Euler resulta

m2EIl

Pp=———
€7 (1.14L)2
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Comparando este resultado con el obtenido para una columna que no presenta
imperfecciones en su superficie, se observa que k disminuye un 11.9%, por lo que la carga

critica de pandeo disminuye un 22.4%.
Manteniendo la posicion de la fisura &, = 0.5 pero modificando su profundidad desde

un valor de @ = 0.5 hasta @ = 0.7 el factor de pandeo es k = 2.1256, es decir, disminuye un

32.3% y la carga critica lo hace un 54.2%.
Si se modifica la posicion de la fisura a é, = 0.25y la profundidad se toma como

a = 0.5 el valor obtenido del factor de pandeo es k = 2.9229 lo que supone una reduccion en

su valor del 6.9% y del 13.4% en el de la carga critica.
Realizando los calculos para el resto de valores los resultados obtenidos son los que se

representan en la figura 3.7.

1,2
1
0,8
[«]
£ 06 e £020.25
Y
—EC:O_S
0,4 £c=0.75
0,2
0
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
n

Figura 3.7. Relacion entre la carga critica de pandeo de una columna fisurada y una columna no fisurada frente al
parametro n de una columna biapoyada obtenida a través del planteamiento diferencial

Cabe destacar que las curvas para las posiciones de la fisura §, = 0.25y &, = 0.75 se

superponen. Esto se debe a la ley del momento flector de una columna biapoyada, la cual es
simétrica respecto del punto medio de la columna por lo que en ambos puntos dicho

momento es el mismo.
El punto de mayor momento flector de la columna es el punto medio. En la grafica 3.7.

se observa que para &, = 0.5 los efectos de la presencia de una grieta son mayores que en el
resto de puntos de la columna, y que a medida que la profundidad de la fisura a aumenta para
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un mismo ancho de la seccidn transversal de la columnah, la carga critica de pandeo
disminuye en algunos casos mas de la mitad con respecto a la columna sin fisurar. Cabe
esperar que para valores de @ mayores el valor de la carga critica seguira disminuyendo.

Por su parte, en las curvas paraé, = 0.25y ¢, = 0.75 se observa de nuevo que a
mayor ancho de la fisura la carga critica de pandeo disminuye, pero los efectos son menores

que en el punto medio.

Se realizan los calculos para obtener la carga critica de pandeo a través del método
energético, y se representan los resultados obtenidos en la figura 3.8.

1,2

=== £c=0.25
=== £c=0.5
0,4 £c=0.75

Figura 3.8. Relacion entre la carga critica de pandeo de una columna fisurada y una columna no fisurada frente al
parametro n de una columna biapoyada obtenida a través del método energético

Es importante recordar que en la obtencién de la carga critica de pandeo se han
propuesto ecuaciones del desplazamiento polindmicas diferente al de la solucidn exacta, lo
cual implica una diferencia en los resultados con respecto a los obtenidos mediante el
planteamiento diferencial.

Se observa que los resultados obtenidos para valores pequefios de a, entre 0.1y 0.5,
son muy cercanos a los resultados exactos para cualquier valor de .. Sin embargo, para
valores mayores, en funcion de la posicién de la fisura, los resultados distan en mayor o menor

medida.
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Asi, en el caso de una columna biapoyada se mantiene la relacidn entre la carga critica
de pandeo y el momento flector, de manera que para puntos de la fisura donde el momento

flector el mayor, la carga critica de pandeo es mayor.

A la vista de los resultados obtenidos se puede afirmar que la tendencia en las curvas
es mantener el valor de la carga critica de pandeo con respecto a los resultados anteriores
para pequefios valores de a. Ademas, los resultados se mantienen cercanos a los resultados
exactos cuanto mayor es el momento flector, llegando a aumentar la carga critica para los

valores mas altos de a, como se puede observar figura 3.9.

1,1

o e £0=0.25
Q.
s
& === £=0.25
€c=0.5
- a» a» EC:O_S

0,4

Figura 3.9. Comparacion de los resultados obtenidos por ambos métodos para una columna biapoyada. El trazo
continuo corresponde al planteamiento diferencial y el discontinuo al método energético

El valor de la carga critica de pandeo hallada por medio del método energético es
ligeramente superior al obtenido mediante el planteamiento diferencial, distando entre si para
el valor mas alto de la profundidad de la grieta @ = 0,7 en el caso de ¢, = 0,25, en la que el

momento flector es menor, un 3,24%.
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3.4.1.2. Columna empotrada-libre

En el caso de una columna empotrada-libre sustituyendo en la matriz [M] para un
valor de §, = 0.5y @ = 0.5 el valor del factor de pandeo k es k = 1.4705 por lo que la carga

critica de pandeo de Euler queda
m2El

Pp=———
€7 (2.14L)2

Contrastando los valores hallados con los correspondientes a una columna no fisurada,
se observa que k disminuye un 6.3% y carga critica de pandeo lo hace un 12.4%.

Para esa misma posicién de la fisura £, = 0.5 pero una profundidad de valor a = 0.7
el factor de pandeo es k = 1.2535. Esto es, una disminucion en su valor del 20.2% v la carga

critica lo hace un 36.3%.

Tomando ¢, = 0.25 y la profundidad como @ = 0.5 el valor obtenido es k = 1.5075 lo
que significa una reduccidn de este valor de un 2.1% , mientras q la carga critica disminuye un

7.9%

Los resultados obtenidos para el resto de valores se muestran en la figura 3.10.

1,2

——£c=0.25
—£c=0.5
0,4 £c=0.75

Figura 3.10. Relacion entre la carga critica de pandeo de una columna fisurada y una columna no fisurada frente
al parametro n de una columna empotrada-libre obtenida a través del planteamiento diferencial
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De nuevo a medida que el ancho de la fisura a es mayor, la carga critica de pandeo

disminuye su valor para cualquier valor de &,.

Por otro lado, atendiendo a la posicion de la fisura a medida que ésta se aleja del

extremo libre la carga critica de pandeo P; es menor.

De este modo, cabe esperar que la posicion donde el cociente P seria menor es en el
empotramiento ya que el momento flector maximo de la columna se da en dicho punto y, por
tanto, los efectos de una fisura hacen disminuir la carga critica de pandeo hasta su valor

minimo.

Se obtienen estos mismos resultados pero esta vez obtenidos mediante el método

energético (véase figura 3.11.).

1,2

o

Sos - == £-=0.25
-9

- == =05
0,4 £c=0.75

Figura 3.11. Relacion entre la carga critica de pandeo de una columna fisurada y una columna no fisurada frente
al parametro n de una columna empotrada-libre obtenida a través del método energético

Se observa nuevamente la relacién entre el momento flector y la carga critica de
pandeo. En el caso del método energético, los resultados obtenidos son ligeramente
superiores que en el caso anterior, lo que se explica por el uso de una ecuacién del
desplazamiento w(x) que a pesar de cumplir con las condiciones de contorno, difiere de la
solucidn exacta al incluir la expresion polindmica.

Estas diferencias entre ambos métodos se observan en la figura 3.12. mostrada a

continuacion.
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£c=0.25
=== {c=0.25
€c=0.5
=== £c=0.5

£c=0.75
=== §c=0.75

0,6

Figura 3.12. Comparacion de los resultados obtenidos por ambos métodos para una columna empotrada-libre. El
trazo continuo corresponde al planteamiento diferencial y el discontinuo al método energético

Para valores bajos de a, hasta 0.5, los resultados obtenidos a través de ambos
métodos difieren en torno al 0.001%. Es para valores mas altos, a partir de la mitad de la
columna, cuando la diferencia es visible en mayor grado. En el caso de @ = 0.7 la diferencia
entre ambos métodos puede cuantificarse de tal forma que la carga critica de pandeo obtenida
a través del método energético es un 11.8% superior con respecto a la misma hallada
mediante el planteamiento diferencial.

3.4.1.3. Columna empotrada-simplemente apoyada

Sea una columna empotrada-simplemente apoyada para un valor de la posicién de la
fisura §, = 0.5y una profundidad de la misma de a = 0.5 el valor del factor de pandeo es
k = 4.1355 por lo que la carga critica de pandeo de Euler queda

m2El

Pp=——
€7 (0.76L)2

Estos valores hallados, en comparacion a los de una columna no fisurada, disminuyen
un 7.9% en el caso de k y un 15.3% carga critica de pandeo.
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Manteniendo la posicion en £, = 0.5 y aumentando la una profundidad hasta a = 0.7
el factor de pandeo es k = 3.5053. Esto supone una disminucion en su valor del 21.9%,
mientras que la carga critica disminuye un 39.1%.

Modificando la posicién hasta &, = 0.25y suponiendo una profundidad de la grieta
de a = 0.5 el valor obtenido es k = 3.9923 lo que significa una reduccion de este valor de un
11.1% , mientras q la carga critica disminuye un 21.1%

En la figura 3.13. se muestran los resultados hallados para una columna empotrada-

apoyada.
1,2
1
0,8
P4 e £0=0.25
> 0,6
o e £0=0.5
0.4 €c=0.75
e §¢=0.7
0,2
0
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
n

Figura 3.13. Relacion entre la carga critica de pandeo de una columna fisurada y una columna no fisurada frente
al parametro n de una columna empotrada-simplemente apoyada obtenida a través del planteamiento
diferencial

Nuevamente, a medida que el ancho de la fisura es mayor la carga critica de pandeo
disminuye. En la grafica 4.3. se observa para las curvas £, = 0.25y &, = 0.75 como este hecho
afecta en mayor medida cuanto mayor es el momento flector, ya que P disminuye en mayor
medida para ¢, = 0.25 que para . = 0.75, posicién en la cual disminuye menos de un 10%

para el mayor ancho de la fisura.

A su vez, paraé, = 0.7 la carga critica de pandeo de la columna fisurada P, tiene el
mismo valor que la carga critica para una columna que no presenta grietas Py, como se
muestra en la grafica 4.3. Debido a esto, se puede afirmar que la fisura en dicho punto de la
columna, con independencia de su tamanio, tiene efectos sobre P, son nulos, hecho que tiene
lugar porque en . = 0.7 el momento flector de la columna es 0.
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Atendiendo a los resultados obtenidos por medio del método energético, la tendencia

de los mismos vuelve a ser la misma que en casos anteriores (véase figura 3.14.)

1,2
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g s\“ ~-_~-~ - e §C=0.25
) 0,6 ~~~§~
o ~~~‘~ - e e £C=0.5
€c=0.75
0,4
=== £c=0.7
0,2
0
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
n

Figura 3.14. Relacion entre la carga critica de pandeo de una columna fisurada y una columna no fisurada frente
al parametro n de una columna empotrada-simplemente apoyada obtenida a través del método energético

Los resultados de la carga critica obtenidos en las diferentes posiciones son en todos
los casos ligeramente superiores a los anteriores, coincidiendo en el caso de &, = 0.7 ya que
las constantes de la expresidn polindmica son nulas B; = C; = 0, lo que implica que la
ecuacidn del desplazamiento w(x) tiene la forma de la soluciéon exacta. Se comprueba asi,
mediante el método energético que la presencia de una fisura en puntos donde el momento
flector es nulo no afecta a la carga critica de pandeo de la columna.

En la figura 3.15. se observan las diferencias existentes entre la relacién de la carga
critica de pandeo de una columna fisurada con respecto a la misma no fisurada, obtenidas por

medio de ambos métodos.
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1,1

€c=0.25
=== £=0.25
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£c=0.75
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Figura 3.15. Comparacion de los resultados obtenidos por ambos métodos para una columna empotrada-
simplemente apoyada. El trazo continuo corresponde al planteamiento diferencial y el discontinuo al método
energético

En el caso de la columna empotrada-simplemente apoyada los resultados del método
energético son muy préximos a los exactos. Para valores elevados de la profundidad de la
fisura a, como por ejemplo @ = 0.7, la carga critica de pandeo hallada mediante el método
energético es un 3.6% a la obtenida mediante el planteamiento diferencial para . = 0.25,
posicién de la fisura en la que la diferencia de la carga critica entre ambos métodos es mayor.

3.4.1.4. Columna biempotrada

Se tiene una columna biempotrada cuya fisura esta situada en {, = 0.5y posee una
profundidad @ = 0.5. El valor del factor de pandeo es k = 5.5567 de manera que la carga

critica de pandeo de Euler es
m2El

Pe = 05602

Comparando los resultados obtenidos, disminuyen un 11.5% en el caso deky un

21.8% carga critica de pandeo.
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Para la misma posicién £, = 0.5y una profundidad que aumenta hastaa = 0.7 el
factor de pandeo es k = 4.5402. Esto supone una disminucidn en su valor del 27.7%, mientras

que la carga critica disminuye un 47.8%.

Cambiando la posicién a ¢, = 0.25y con una profundidad de la grieta de @ = 0.5 el
valor obtenido es k = 2m, es decir, el mismo valor que en el caso de la columna no fisurada,

por lo que la carga critica de pandeo también lo sera.

Los resultados para una columna biempotrada son los que aparecen en la figura 3.16.

1,2

o)
£ 06 e £020.25
g

e £0=0.5
04 £c=0.75

Figura 3.16. Relacion entre la carga critica de pandeo de una columna fisurada y una columna no fisurada frente
al parametro n de una columna biempotrada obtenida a través del planteamiento diferencial

De nuevo coinciden dos curvas para las posiciones . = 0.25y ¢, = 0.75. Esto se debe
a la simetria del momento flector. Ademas, en esos puntos el momento flector es nulo por lo
que la presencia de la fisura en esos puntos no provoca efectos sobre la carga critica de

pandeo P..

En &, = 0.5, el momento flector es maximo, de manera que los efectos de la grieta son
mayores cuanto mayor es su profundidad provocando que P disminuya casi un 50% con

respecto a P,.

A continuacion, se calcula las carga critica de pandeo para los valores propuestos de &,

y @ mediante el método energético (véase figura 3.17.).
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Figura 3.17. Relacion entre la carga critica de pandeo de una columna fisurada y una columna no fisurada frente
al parametro n de una columna biempotrada obtenida a través del método energético

De nuevo, para puntos en los que el momento flector es nulo, los efectos de la fisura
sobre la carga critica de pandeo que se calcula por el método energético son nulos, ya que la
carga critica de la columna fisurada y la no fisurada tienen el mismo valor.

Asimismo, en la figura 3.18. se muestran las diferencias obtenidas en los resultados de

ambos métodos.
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Figura 3.18. Comparacion de los resultados obtenidos por ambos métodos para una columna biempotrada. El
trazo continuo corresponde al planteamiento diferencial y el discontinuo al método energético
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La diferencia entre las cargas criticas de pandeo obtenidas, en el punto en el que existe
una mayor diferencia entre ambos métodos, es decir, ¢, = 0.5, y la profundidad de la fisura es
mayor, @ = 0.7, es de un 2.4%, siendo superior la carga critica obtenida con el método
energético como se observa en la grafica 4.12.

3.4.1.5. Columna empotrada-apoyo deslizante

Se tiene una columna empotrada en un extremo y un apoyo deslizante en el otro con
fisura en &, = 0.5y cuya profundidad es @ = 0.5. El valor del factor de pandeo es k = mn de
manera que la carga critica de pandeo de Euler es

m2El
c = Lz

Si se compara este valor con el de una misma columna que no presenta una fisura
ambos coinciden. Este hecho, se puede extender para cualquier valor de la profundidad de la
fisura manteniendo esa posicién.

Si por el contrario se modifica la posicion a §, = 0.25 y se toma una profundidad de la
grieta de a = 0.5 el valor del factor de pandeo es k = 2.6667 que disminuye un 15.1%,
mientras que la carga critica de pandeo lo hace en un 27.9%.

Los resultados obtenidos para una columna empotrada-apoyo deslizante se reflejan en
la figura 3.19.
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Figura 3.19. Relacion entre la carga critica de pandeo de una columna fisurada y una columna no fisurada frente
al parametro n de una columna empotrada-apoyo deslizante obtenida a través del planteamiento diferencial
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Nuevamente, la simetria del momento flector provoca la superposicidén de las curvas

correspondientesa ., = 0.25y &, = 0.75.

En este caso, para la posicién &, = 0.5 el valor del momento flector es nulo, por lo que

una grieta en ese punto con independencia de su profundidad no provoca efectos.

En la figura 3.20. que se muestra a continuacion, se pueden observar los resultados del

método energético para el caso de una columna empotrada-apoyo deslizante.
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Figura 3.20. Relacion entre la carga critica de pandeo de una columna fisurada y una columna no fisurada frente
al parametro n de una columna empotrada-apoyo deslizante obtenida a través del método energético

Se comprueba de nuevo la validez de los valores de la carga critica que resultan del
método energético, verificando ademas cuales son aquellos puntos en los que la fisura no

produce efectos.

A continuacidn, se comparan los resultados obtenidos a través de ambos métodos

(véase la figura 3.21.).
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Figura 3.21. Comparacion de los resultados obtenidos por ambos métodos para una columna empotrada-apoyo
deslizante. El trazo continuo corresponde al planteamiento diferencial y el discontinuo al método energético

Para la curva resultante de la posicion £, = 0.25, que coincide con la curva de
&, = 0.75, la carga critica de pandeo hallada por el método energético es un 0.004% superior

a la obtenida por medio del planteamiento diferencial.

3.4.2. Columnas de seccion variable

Se quieren comprobar los efectos del cambio de seccidn sobre una columna fisurada. Se
supone una columna biapoyada de seccién cuadrada variable como se muestra en la figura
3.22. El motivo del estudio de una columna de seccién cuadrada variable en lugar de circular,
es la aplicacidn de la misma expresién de la funcién de flexibilidad m(a) utilizada en los casos
anteriores, ya que es valida Unicamente para secciones rectangulares.
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Figura 3.22. Columna de seccion variable no fisurada

Dado que existe un cambio de seccidn, la relacién entre el momento de inercia de la
columna de seccidn variable y la misma columna recta dependera de la posicidén x y tendrad la
siguiente forma.

Se supone una expresion del momento de inercia en funcion del ancho de la seccidn
de la columna h,,

1(x) = ! h*
=13

donde

heo) = ho (1~ Zx_L)

Sabiendo que el momento de inercia de una columna cuadrada es

1
I, ZE ho4

Se sustituyen ambas expresiones para obtener I(x)
4

0 =(1 —Zx—L)
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Incluyendo este término en la ecuacion que permite obtener el factor de pandeo, y por
consiguiente, la carga critica de pandeo queda de la siguiente manera

b
f T(x )(d W(x)) f T(x )(d W(Zx)) dx + T(b)hm(a)w" (b)?
2 0 b

_ j @y, j (@),
0 b

Utilizando la expresién del desplazamiento que es la suma del desplazamiento de la
misma mas una expresion polindmica de cuarto grado los resultados obtenidos tomando un
valorde ¢, = 0.5y @ = 0.5 se muestran en la tabla 3.1.

. Empotrada- Empotrada- . Empotrada-
Biapoyada libre simplemente apoyada Biempotrada apoyo deslizante
kcr 1.6102 0.5888 2.4162 3.5299 2.0621
p m2El m2EIl m?El m2El m2El
R (1.71)2 (4.41)2 (1.14L)2 (0.79L)? (1.52L)2

Tabla 3.1. Valores de k¢p y Pcr para columnas fisuradas de seccidn variable
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4.1. Conclusiones

El presente trabajo plantea dos métodos diferentes para obtener la carga critica de
pandeo tanto en columnas no fisuradas y como en fisuradas, éstas ultimas en funcién del
tamafio y posicién de la grieta.

El primer método utilizado, recurre al planteamiento diferencial partiendo de una
solucidon general para todos los casos, que permitira obtener el valor exacto de la carga critica
aplicando las diferentes condiciones de contorno. El segundo de ellos, el método energético,
se basa en el balance entre la energia de deformacion y el trabajo realizado por la fuerza de
compresion. Para definir ambos términos se requiere del uso de una expresion del
desplazamiento que cumpla al menos las condiciones de contorno geométricas.

En ambos casos, se deben considerar columnas esbeltas, de directriz recta y fabricadas
con un material elastico y lineal. Ademas, los desplazamientos que sufre la columna deber ser
pequeios.

Las conclusiones que se obtienen son:

- El valor de la carga critica de pandeo depende del material del que esté fabricada la
columna y su comportamiento frente a cargas de compresién. Asi cuanto mayor sea el
madulo de elasticidad E del material, mayor sera la carga critica de pandeo.

- La carga critica de pandeo es directamente proporcional al médulo de rigidez a flexién
EI. Asi pues, se mejorara la resistencia al pandeo utilizando columnas que opongan
gran resistencia a la flexiéon, es decir, que tengan mddulos de rigidez a la flexion
elevados.

- Una columna pandeard en el plano que presente menor rigidez a la flexidn, es decir,
aquel respecto del cual EI sea minimo.

- La carga critica es inversamente proporcional al cuadrado de la longitud de la columna
L?. De este modo, cuanto mayor sea la longitud de una columna, es mas probable que

se alcance la carga critica y se produzca fallo por pandeo.
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Para estudiar los efectos de una grieta se ha realizado una modelizacidn de la columna
fisurada que supone la presencia de un muelle torsional en la posicién de la misma, el cual
implica una continuidad en el desplazamiento, el esfuerzo cortante y el momento flector, a la
vez que permite un giro relativo entre los dos tramos en los que se divide la columna.

Los resultados obtenidos a partir del planteamiento diferencial permiten afirmar que:

- Los efectos de una fisura sobre la carga critica de pandeo dependen de su profundidad
a y posicién &, siendo éstos en cualquier caso mas evidentes cuando aumenta el valor
de a.

- A partir de las variables que influyen sobre la carga critica de pandeo, se puede definir
un parametro adimensional n que depende de la profundidad de la fisura, el ancho de
la seccion de la columna y su longitud y se define de la siguiente manera:

_ h
n _Zm(a)

Este parametro se refleja en la constante de rigidez del muelle rotacional con el que se
modeliza la fisura, y por tanto, en la discontinuidad en el giro entre los tramos en los
que se divide la columna.

- El valor de la carga critica de pandeo esta relacionado con el momento flector de la
columna en la posicidn de la fisura &, de manera que cuanto mayor sea el momento
flector menor es el valor de la carga critica en dicho punto.

- Si existe una fisura en un punto en el cual el momento flector es nulo, no se
produciran efectos de la misma sobre la carga critica de pandeo, es decir, su valor no
se verd alterado.

Las conclusiones que se pueden extraer del método energético, ademas de las ya
mencionadas para el planteamiento diferencial que son aplicables a éste, son:

- Se trata de un método de calculo aproximado, por lo que, dependera de la expresién
del desplazamiento empleada la mayor o menor exactitud de los resultados.

- Se ha comprobado que utilizando las expresiones exactas del desplazamiento que se
extraen del planteamiento diferencial, los resultados coinciden en ambos casos,
mientras que expresiones diferentes suponen variaciones en la carga critica de
pandeo.

- Parala expresion del desplazamiento propuesta

w(x) = wgr(x) + By + By1x + Byx? + Byx®
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la cual se verifica que cumple las condiciones de contorno, los resultados obtenidos
son muy préximos a los exactos habiéndose comparado ambos, siendo la carga critica
de pandeo ligeramente superior en todos los casos. Se ha comprobado que estos
valores se alejan de los exactos a medida que aumenta el valor de la profundidad de la
fisura a, mientras que para valores bajos de esta variable se pueden considerar
practicamente exactos ya que los valores difieren menos de un 0.01%.

4.2. Trabajos futuros

Como continuacién a este trabajo se podria realizar un estudio de la carga critica de
pandeo de columnas que presenten varias fisuras, estudiando sus efectos en funcion de su
posicién y tamafio. También, se podrian considerar diferentes geometrias para la seccién de la
columna, incluyendo cambios en la misma, utilizando el método energético.

Ademas, se podria considerar el efecto del esfuerzo cortante en el comportamiento de
la columna frente al fenédmeno de pandeo, siguiendo el modelo de columna planteado por
Timoshenko.
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Anexos

A continuacién, se detallan los cédigos utilizados en el calculo de la carga critica de pandeo de
una columna fisurada, para el caso concreto de una columna biapoyada.

En el anexo A, se muestra el cddigo utilizado en MATLAB para realizar obtener la carga critica
por medio del planteamiento diferencial.

En el anexo B, se adjunta el cddigo utilizado en Mathematica para desarrollar el proceso de
calculo de la carga critica a través del método energético

A. Cadigo desarrollado en MATLAB

clear all
al f a=0. 5;

mal fa=2*((al fa/(1-al fa))”~2)*(5.93-19. 69*al fa+37. 14*(al fa"2) -
35.84*(al fanr3) +13. 12*(al fand4));

k=0. 1;
k0=0. 1;
prod=1;
i nc=0. 1;

whil e (prod>0)

ME[O1 0100 0 O0;
0-k"200000 Q0
0 00 0 sin(k) cos(k) 1 1;
0 00O -k~"2*sin(k) -k"2*cos(k) 0 O;
sin(k*sc) cos(k*sc) sc 1 -sin(k*sc) -cos(k*sc) -sc -1;
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-(kn2*sin(k*sc)) -(kn2*cos(k*sc)) 0 0 knr2*si n(k*sc)
kn2*cos(k*sc) 0 O;

0 0Kk*"2 00O -kn2 0

-(k*cos(k*sc)) +((hL)*mal fa) *k"2*si n(k*sc)
(k*sin(k*sc))+((hL)*mal fa) *k"2*cos(k*sc) -1 0 k*cos(k*sc) -
(k*sin(k*sc)) 1 0];

det Medet (M ;

M=[0 1 01000 O;

0 -k0"2 0 0 0 0 0 O;

0 000 sin(kO) cos(k0) 1 1;

0000 -kOM"2*sin(kO) -kO~2*cos(kO0) 0 O;

sin(kO*sc) cos(kO*sc) sc 1 -sin(kO*sc) -cos(kO*sc) -sc -1

- (k0"2*si n(kO*sc)) - (k0O"2*cos(kO*sc)) 0 0 k0"2*si n(k0*sc)
k0or2*cos(kO*sc) 0 O;

0 0 kO*2 0 0 0 -k0*2 O;

-(kO*cos(kO*sc)) +((hL) *mal fa) *k0"2*si n( kO*sc)
(kO*si n(kO*sc)) +((hL) *mal fa) *k0"2*cos(kO*sc) -1 0 kO*cos(kO*sc) -
(kO*sin(kO*sc)) 1 0];

det M)=det ( MD) ;

k0=k;
k=k+i nc;

pr od=det Mrdet MD;

c=det M
d=det MD;

whil e (g>(0.0001))

Ms[01 01000 Q0

0 -k"2 00000 O;

0 00 0 sin(k) cos(k) 1 1;

0 00O -kr2*sin(k) -kr"2*cos(k) 0 O;

sin(k*sc) cos(k*sc) sc 1 -sin(k*sc) -cos(k*sc) -sc -1;

-(k"2*sin(k*sc)) -(kn2*cos(k*sc)) 0 0 k"2*si n(k*sc)
kn2*cos(k*sc) 0 O;

0 0k*"2 00O -kn2 0
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-(k*cos(k*sc)) +((hL)*rmal fa) *k”2*si n( k*sc)
(k*sin(k*sc))+((hL)*mal fa)*k"2*cos(k*sc) -1 0 k*cos(k*sc) -
(k*sin(k*sc)) 1 0];

det Medet (M ;

M=[0 101000 O0;

0 -k0"2 0 0 0 0 0 O;

0 0 0 0 sin(kO) cos(k0) 1 1;

0 000 -kO"2*sin(k0) -k0"2*cos(kO0) O O;

sin(kO*sc) cos(kO*sc) sc 1 -sin(kO*sc) -cos(kO*sc) -sc -1

- (k0"2*si n(kO*sc)) - (k0"2*cos(kO*sc)) 0 0 k0"2*si n(k0*sc)
k0or2*cos(kO*sc) 0 O;

0 0 kO*2 0 0 O -k0"2 O;

- (kO*cos(kO*sc)) +((hL) *mal f a) *k0"2*si n( kO*sc)
(kO*si n(kO*sc)) +((hL) *mal fa) *k0"2*cos(kO*sc) -1 0 kO*cos(kO*sc) -
(kO*si n(kO*sc)) 1 0];

det M)=det ( M) ;

k1=k- (det Mr((kO-k)/ (det MD-detM));

0 O;
00O0O0 O;
in(kl) cos(kl) 1 1;
-k17r2*sin(kl) -kir2*cos(kl) O O;
i n(kl*sc) cos(kl*sc) sc 1 -sin(kl*sc) -cos(kl*sc) -sc -1;
-(k1r2*sin(kl*sc)) -(k1r2*cos(kl*sc)) 0 0 kir2*sin(kl*sc)
kir2*cos(kl*sc) 0 O;
0 0 k1”2 0 0 0 -k172 O;
-(k1*cos(kl*sc)) +((hL) *mal fa) *k1”2*si n( kl*sc)
(k1*sin(kl*sc))+((hL)*mal fa)*k1”2*cos(kl*sc) -1 O kil*cos(kl*sc) -
(k1*sin(kl*sc)) 1 0];

ML=[ 0
k N

1 0
1 0
0 S
0

1010
0 - 2
0000
0000
oi

det ML=det (ML) ;

kf =k1;
g=det M,

pr odO=det ML* det MD;
pr od=det ML* det M

i f (prod0<0)

k=k1;
k0=kO;

el sei f (prod<0)

k0=k1;
k=k;

end

end
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B. Cadigo desarrollado en Mathematica

THEK
wllx ] = [Sin[—]] +BO0+Bl*xx+B2+x*2+B3+x"3
L

2 3 . X
BO+Blx+B2Zx"+B3x +8in| —
L

kK
w2[x ] = [S:Ln[—]] +CO0+Cl*x+C2%x*2+C3%x"3
L

2 5 o AT
CO+Clx+C2x"+C3x +Sln[—]
L
dwl[x ] = 8,wl([x]
Cos | X
%]

Bl+2B2x+3B3x%+
L

ddwl[x ] = 8xdwl[x]
72 Sin[:—x]
2B2+6BIx- 8

1.2

dddwl[x ] = 9,ddwl[x]

dw2[x ] = d,w2[x]
HCOS[E}
- 2 %
Cl+2C2x®+3C3%X" + ——=—
L

ddw2[x ] = 9,dw2 [x]
7% 8in [ == ]
2C2HEEIE s
1.2
dddw2 [x ] = 9,ddw2 [x]

7P Cos[
6C3 -

7.2

Solve[{wl([b] = w2[b], ddwl[b] = ddw2[b], dddwl[b] = dddw2[b], dw2[b] - dwl[b] = h*mxddw2[b],
wl[0] = 0., ddwl[0] = 0., w2[L] = 0., ddw2[L] = 0.}, {BO, B1,

1. (0. +2. {0.+2, (0.+0.b)))b?
0.b+144. L \

0.
{{B1A0.+—+O.bf
b

3. (0. +2. (0. +2. (0. +0.b))) Lj 0. b2

1.2 [0, ¢

B2, B3, CO, C1, €2, €3}]

0 0.b

2.5% g, 40 4 Gb
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i i '-‘7
O0.b+144.L 0.b+144.1L/

0. bsl4d. L 0.bsld4d. L/

1.b (0. - | i
\ 0.b+144. L ! 0.b+1.L

0.b+1.L

1. \:O. _ 3. (0.32: (0.:2. 10._-0.b:::L':‘ (1.22+1. (-1.B%+b (2. b-2. hm}))

0.b+144. L

0.b+1.L
1. (0.+2. (0.2 (0.¢0. b)) (L.a%1. (1.7 21 (3

p*-6.bhm)))

(B4 T) (0. B4 B84 1)

=%

(Ge+2. (0.+2, (O.+O.b]‘l)L.‘

9.8696 b hm 9in[ 31215987193 1
o.+1.[0.+1.[0+ i b ‘
§ L
0.b+1.1L -
1 1. (0. +2. (0.+2. (0.+0.b)y) 13 . 5
g [P LT
b 0.b+144. L |
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2.b3 |'0_ 0. 0. b
0. b2 g \" " T 5 b1z, 5 3.b:188. 1
B.H41. T 0.b+1.L
B ([ o SRPsRalOo e Debab) )W (5 o2 o5, (- e BB (B S B B )
\ 0.b:144. L £ A . _
Gy BepTn T
To Fe w2 [P §BeeldB])) oo BBl [= s BB 1? «6: Bhem)]))
5
(0.b+1.L) (0.b+144.1)
9.8696bhm Sin| 2214158 ET
0.+1.{0.+1. {0.+ L
L
, BO =0,
0.b+1.L
1. (D, 2. (0,92, {0, =0, By a it 3. (0.+2. (0.+2. (0. +0.5b)Y) L\
CO—=0. + +1.L° [D. - | +
0.b+144. L | 0.b+144. L '
{ \
2.b3|0. il 0. b
I ol ) \"" " 3.ps188.%  0.bi14a.%/
O T W e HL,
1. (0. = 300042, (0.2 {040 D}YH | (9 72 .3 (1. p%4b(2.b=2.hAm)))
\ 0.bs+144. L I ' e
0.b+1.L
1. (0. +2. (0. +2. (0.+0.b))) (1.2*+1. (-1.p*+b (3.b°-6. bhm)))
. . o,
(0.b+1.L) (0. b+144. L)
: 9.8696bhm Sin|3-24159b 7
0. +1 [O.Jrl [ -+ 5 L = ‘
L
B Bladu :
0. B2 2. 13 IIO.+ a. + 8.5 |
fon 2 _ \ 0.bs144. L 0.bs144, L / §
0.b+1.L 0.b+1.L
1. IIU- _ 3. (0.2, (0.s2. (O.fo.b':“.-':-r_.‘l |:'1. 1241, |:'—1.b2+b (Z.b-2.hm) | )
\ 0.bs144. L A r LS e
i T
1. (0.+2. (0.+2. (0.+0.b))) (1.23+1. (-1.0%+Db (3.6°-6.bhm)))
(0.b+1.L) (0.b+144. L)
; 9.8696bhm sin| 3:124159B7 4 )
1.[D.+l. [0.+l. [U.+ —— L " ‘
R A :
0. 0.b
B3 -=0.+ + ;
0.b+144.L 0.b+144.L
B2 =
e
3. (0. +2. (0. +2.(0.+0.5))) L
Cc2 5 0.+ ’
0.b+144. L
C3 =
il aclle (08 3 [RoB.35) 3 H’
0.b+144. L
FullSimplify [%]
h (-9.8696b+9.8696 L) msin[ 314139k 9.8696bhmsin[ 2141580
{{Bl—) L ,BO>0., CO= L i
i e
: 3.14159b
9.8696bhmsin[ 3141580 e U B o
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