Las matematicas de la evolucién*

por

José A. Cuesta

«Un matemaético es un ciego en una habitaciéon oscura buscando un gato
negro que no esta alli.»

—Charles Darwin

Seguramente resulta chocante encontrar un articulo sobre Darwin y la evolu-
cién en una revista de matematicas. Tanto uno como la otra se asocian siempre,
légicamente, a la Biologia. Sin embargo la teoria de la evolucién, como toda teoria
cientifica que merezca ese nombre, admite formulaciones cuantitativas en un buen
numero de aspectos. El propio Darwin, no muy ducho en matemaéticas pero hombre
culto como era, conocedor seguramente de la mecanica newtoniana, admitia que la
tnica forma de llegar a comprender los descubrimientos cientificos era a través de
su formulacion matemaética. Darwin consideraba a los matematicos personas con un
sexto sentido que les permite «ver» en lugares del pensamiento donde el resto del
mundo es «ciego». De ahi la cita que encabeza este articulo y que, pese a lo que
pueda parecer, expresa la admiracién que Darwin sentia hacia los matematicos.

La teoria de la evolucién por seleccién natural [3],
la gran obra de Darwin, recibi6 una aportacién fun-
damental a comienzos de siglo cuando se le agregé el
conocimiento de las leyes de la herencia que descubrié
Gregor Mendel en 1865 [14], tras su redescubrimien-
to por de Vries, Correns y von Tschermak en 1900. A
partir de ese momento, y en una forma en que poste-
riormente se ha dado en denominar «genética de po-
blaciones», un puiiado de matemaéticos, entre los que
destacan Fisher, Haldane, Wright y més tarde Kimu-
ra, sentaron las bases de la teoria matemaética de la
evolucion. Hoy dia esta teorfa ha adquirido un esta-
tus propio dentro de la Matematica Aplicada, y se ha
desarrollado y diversificado permitiéndonos compren-
der los mecanismos tan sutiles con que la evolucién
opera, no solamente en la Biologia, sino en muchas
otras disciplinas que comparten principios semejan-
tes, como pueden ser la Lingiiistica, la Economia, la Sociologia o la Informaética.

Este afio, cuando se cumple el segundo centenario del nacimiento de Darwin,
ciento cincuenta afios después de la publicacién de El Origen de las Especies, parece
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un momento adecuado para hacer una revisién de la teoria de la evolucién desde un
punto de vista matematico. Ese es el motivo de este articulo, y me apresuro a aclarar
que las aportaciones de la Matemética a esta teoria son tantas y tan variadas que
solo puedo aspirar a mencionar una pequeiia parte de ellas. El tono divulgativo del
articulo tampoco permite profundizar en exceso en ellas, de manera que remito al
lector interesado a investigar las referencias de las que me he ayudado para escribir
este articulo [5, 7, 15]. Y antes de entrar en materia quisiera hacer una aclaracién.
Existen dos tipos de reproduccién en los organismos vivos: la asexual, en la que un
solo organismo genera copias de si mismo, y la sexual, en la que se requiere la inter-
vencién de mas de un organismo (casi siempre dos) en la reproduccién. La primera
es propia (aunque no exclusiva) de organismos simples, como los virus, y por ello
es el objeto de andlisis de la mayoria de los modelos. La segunda implica combina-
cién de material genético procedente de al menos dos progenitores, y ello da lugar a
complicaciones especificas que también son objeto de modelos mas sofisticados. Este
articulo se centrara casi exclusivamente en la primera (ya de por si complicada de
entender), aunque aludiré a la segunda en determinadas ocasiones.

1. MECANISMOS FUNDAMENTALES DE LA EVOLUCION

Cuando uno reflexiona acerca de qué es necesario, a un nivel abstracto, para que
exista un proceso evolutivo, no importa el contexto de que se trate, se da cuenta de
que son tres los mecanismos fundamentales que tienen que concurrir: un mecanismo
de replicacion que permita a las entidades en juego crear copias de si mismas; un
mecanismo de mutacion que dé lugar a la aparicion de ligeras variantes en esas copias,
y un mecanismo de seleccidn que haga que algunas de esas copias, las «mejores» en
un cierto sentido, desplacen a las demas generacion tras generaciéon. Vamos a analizar
por separado estos tres mecanismos.

1.1. REPLICACION

Una bacteria tipica se divide cada 20 minutos dando lugar a dos copias de si
misma; 20 minutos més tarde tendremos cuatro; al cabo de una hora seran ocho. .. La
poblacién de bacterias en una generacion, ny, esta relacionada con la de la generaciéon
anterior por la sencilla ecuacién n; = 2n;_1, cuya solucién, tomando ng = 1, es
n; = 2%. Un proceso replicativo como el que acabamos de describir conduce a un
crecimiento exponencial. Fue Malthus quien primero propuso esta ley de crecimiento
en su Ensayo sobre el principio de la poblacion. De acuerdo con ella, y en una
situacién en la que las generaciones se entremezclan, si una poblacién n(t) crece
con una tasa de replicacion por individuo constante r, esto es, n = rn, entonces
n(t) = n(0)e™. Este es el modelo malthusiano de crecimiento de la poblacién humana
y la version continua de la ley de reproduccion bacteriana que hemos obtenido.

Malthus supuso una de las grandes influencias en el pensamiento de Darwin
debido a lo que se vino a denominar «catastrofe malthusiana», que se ilustra muy
bien con el ejemplo de las bacterias. De acuerdo a la ley que hemos deducido, al
cabo de tan solo dos dias (144 divisiones) tendremos 2144 ~ 2 x 10*3 bacterias. Para
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hacernos una idea: si el didmetro de una bacteria es ~ 1 um y su densidad es la del
agua (1gem™3), entonces 2 x 1043 bacterias tienen una masa de aproximadamente
2 x 10?8 kg, o sea, unas 3000 veces la masa de la tierra. jEn tan solo dos dfas! Es
evidente que un crecimiento asi no es sostenible y que debe llevar a la muerte a la
inmensa mayoria de los individuos. De hecho, la escasez de recursos se puede incluir
como una modificacién de la ley de Malthus haciendo que la tasa de replicacién
por individuo sea una funcién decreciente de la poblacién, anuldndose estrictamente
cuando la poblacién alcanza el nivel maximo sostenible. En la forma més sencilla
esto da lugar a la ley logistica

hzr(l—%)m (1)
cuya solucion,
Knge™ )
n(t) = K+ nole—1) Jim n(t) = K, (2)

es una curva mondtona creciente en el tiempo (cuando ny < K) que satura al valor
maximo K, conocido como «capacidad de carga» del entorno. Podemos considerar,
por tanto, que las poblaciones con un crecimiento de este tipo se encuentran en un
equilibrio con su entorno que mantiene la poblacién constante.! En la practica la
poblacién fluctuard en torno a ese valor debido a efectos estocésticos que las leyes
que estamos considerando no contemplan.

1.2. SELECCION

En una situacion de escasez de recursos como la que acabamos de describir existe
una lucha a muerte entre los individuos por conseguirlos. La lucha con los semejantes
da lugar a la saturacién de poblaciéon que predice la ley logistica, pero cuando hay
individuos de distinto tipo (distintas especies), las diferencias desempefian un papel
clave en decidir quién sobrevive y quién muere. El pardmetro evolutivo clave en
este aspecto es el grado de adaptacion (en inglés fitness), que se define como el
nimero medio de individuos en edad reproductiva que cada individuo aporta a la
siguiente generacion. En el caso de que la poblacién siga la ley de Malthus, el grado
de adaptacion se mide mediante el parametro r. Si sigue la ley logistica el grado
de adaptacién, f = r(1 —n/K), dependerd de la poblacién. En general, f serd una
funcién de la poblacién.

Supongamos que hay n especies distintas en la poblacién con grados de adapta-
cion f;, i = 1,...,n. Por definicién, la ley de crecimiento de sus respectivas pobla-
ciones serd n; = fin;. La poblacién total, N = >""" | n;, crecera entonces de acuerdo

a la ecuacién N . .
N=>n=>» fmi=N¢, ¢=)Y_fi, (3)
i=1 i=1 i=1

1El ser humano atin no ha alcanzado ese equilibrio con su entorno, dado que su entorno es todo el
planeta, si bien esta ley se cumple en poblaciones aisladas en entornos muy escasos de recursos. La
situacién de hambruna que viven muchos paises africanos nos muestra cémo sera nuestra situacién
cuando alcancemos ese estado de equilibrio con los recursos del planeta.
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siendo z; = n;/N la fraccién de poblacién de la especie i, y ¢ el grado de adaptacion
medio de la poblacién. La poblacién total sigue, pues, una ley de Malthus con tasa
de replicacién ¢ (recuérdese que las f; pueden ser funciones de N). Ahora podemos
obtener una ley de crecimiento para x;,

b= =i 6). (4)
Esta ley de evolucién recibe el nombre de ecuacidn del replicador [15], y se aplica no
sélo a la evolucion de sistemas bioldgicos, sino que también tiene un papel destacado
en Teorfa de Juegos [8]. La ley que siguen las fracciones de poblacién recuerda mucho
la ley de Malthus, solo que ahora la tasa de replicacién esta referida a la media de
la poblacién. Eso significa que la fraccién de poblacién de una especie crecerd si
esta por encima de esa media, pero decrecera si esta por debajo. Ya se vislumbra el
principio de la «supervivencia del més apto». De hecho es facil deducir este principio
de las ecuaciones (3). Supongamos que la especie k es més apta que las demés, esto
es, fr > f; Vi # k; la ley para xj se puede reescribir como

n

Ty = Tk (fk - Zfﬂ%) =z Yy (fo—f)zi=ae Y (fo—f)z, (5
=1

i=1 £k, i=1

donde hemos usado que Y ;" x; = 1. Es evidente de (5) que el sumatorio de la
derecha seréd positivo en tanto que al menos una de las especies i # k mantenga
x; > 0, y mientras eso ocurra xj crecera en el tiempo a costa de las poblaciones de
las restantes especies. En definitiva,
lm z(t) =1, lim z;(t) =0, Vi#k, (6)
t—o00 t—o00
que expresa, de una forma matematica, el principio de supervivencia del més apto.
En el caso en que los grados de adaptacion sean constantes tenemos un resultado,
debido a Fisher, denominado «teorema fundamental de la seleccién natural» [5]. Su
derivacién pasa por calcular

d=> fiti=Y fiwi(fi—¢) =Y wi(fi—¢)* =0} >0. (7)
i=1 i=1 i

En otras palabras: el grado de adaptacion medio nunca decrece en el tiempo, y su
tasa de crecimiento es la varianza del grado de adaptacién. Asi que creceréd siempre
que haya variabilidad en la poblacién, y lo hara a costa de aumentar la poblacion
de los mas aptos.

1.3. MUTACION

El proceso de replicacién puede tener errores. En general, estos errores hacen que
el nuevo individuo no sea viable y perezca, con lo que se puede dar cuenta de ellos
ajustando la tasa de replicacién. Sin embargo, ocasionalmente una mutaciéon puede
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dar lugar a un descendiente de un tipo distinto pero viable. Asi que podemos ver la
mutacién como un proceso estocastico por el cual individuos de la especie i pueden
engendrar individuos de la especie j con una probabilidad ¢;; (< 1). Este mecanis-
mo permite que aparezca variabilidad en poblaciones inicialmente homogéneas. La
ecuacién del replicador (3) debe ser modificada para incluir este nuevo proceso:

fbi:xi<fi_fiZQij+ijjS_¢)a (8)
J#i J#i

donde el primer término nuevo da cuenta de las mutaciones que convierten un in-
dividuo de tipo ¢ en otro de un tipo distinto, y el segundo término da cuenta de
las mutaciones que convierten individuos de otro tipo en individuos de tipo i. De-
finiendo ¢;; = 1 — 3., ¢;; (= 0) e introduciendo la matriz estocdstica Q@ = (q;;)
(que denominaremos matriz de mutaciones), la ecuacién anterior se puede escribir
en forma vectorial

x =xFQ — ¢x, 9)

siendo x = (z1,...,2,) y F = diag(f1,..., fn). Esta ecuacién recibe el nombre de
ecuacion del replicador-mutador [15]. El cardcter estocéstico de @ se puede expresar
en forma matricial como Q17 = 17, siendo 1 = (1,...,1). Gracias a ello, como
¢ = xF1T = xFQ17, es inmediato ver que x1T = 1 es una ligadura que (9)
preserva.

Como F(@ es una matriz no negativa, la teorfa de Perron-Frobenius [17] nos dice
que los equilibrios del sistema dindmico (9) estdn dados por los autovectores por la
izquierda de la matriz F'Q) correspondientes al mayor autovalor (de componentes no
negativas). Si la matriz @ es, ademds, irreducible, entonces s6lo hay un autovector
de ese tipo. Toda matriz irreducible tiene en cada fila al menos un elemento no
diagonal, lo que hace que el vector de equilibrio tenga necesariamente més de una
componente no nula. Asi pues, cuando todas las especies pueden mutar no es posible
tener una poblacién homogénea en el equilibrio. Esta es una observacién interesante
porque implica que ¢ no se maximiza en el equilibrio, como ocurria en ausencia de
mutacién: hay una competicién entre la selecciéon, que empuja ¢ hacia su maximo, y
la mutacién, que la hace disminuir. Podemos investigar qué le ha pasado al teorema
fundamental en este caso. Un razonamiento similar al que usamos en (7) nos lleva a
que

§ = x(FQ — 61)*17, (10)
que se parece mucho a la expresiéon de a]%, salvo por el hecho de que ya no hay
garantias de que ese término no sea negativo.

2. EL PROBLEMA DE LA REVERSION

Pese a que Mendel publicé su trabajo casi al mismo tiempo que Darwin, parece
que éste nunca fue consciente de su existencia. Esto le causé a Darwin un serio pro-
blema, y basta leer El Origen de las Especies para ver como vuelve a él una y otra
vez: la teoria de la herencia en poblaciones con reproduccién sexual que se tenia por
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véalida en la época de Darwin (que Galton formuld en 1875 [2]) conducia al fendémeno
de la reversion. De acuerdo a esta teoria, la contribucion de cada progenitor a un
determinado caricter, por ejemplo la altura, es al 50 %. Eso nos permite formular
una sencilla ley estocéstica para la altura de un descendiente en funcién de la de los
padres: X, 41 = %(X,(ll) + XT(LZ)) + Z,, donde x y X son dos variables estocés-
ticas con la misma distribucién, P,(z) = Pr(X,, < z), de alturas de la poblacién
en la generacién n, y donde Z, es un ruido, que podemos suponer, para todo n,

normal, de media 0 y desviacién estandar o. Si F,(q) = ffooo €'9% 4P, (x) denota la
funcién caracterisitica de la distribucién P,, entonces Fy41(q) = Fy(q/2)2e=7"7/2.
La solucién de esta ecuacién es
0_2 n—1
log Fy,(q) = 2" log Fo(2"q) — —-¢* D 27", (11)
k=0
y por lo tanto,
4 2 2
lim F,(q) = efo®=o"a", (12)

n—oo

Como F{(0) = ip, siendo p el valor medio de la distribucién inicial Py(z), de aqui
se sigue que P,(z) tiende a una normal N(u,+/20) cuando n — oo. Por lo tanto,
independientemente de la distribucién inicial (siempre que tenga media finita), la
distribucion de alturas tiende a estabilizarse en una distribucién normal con el mismo
valor medio que tenia la distribucién inicial. Eso quiere decir que, incluso si ésta es
bimodal, al final toda la poblacién acaba siendo de un mismo tipo homogéneo. La
dificultad que esto pone a la teoria de Darwin es la de suprimir la variabilidad que
introducen las mutaciones. Por ello Darwin recurre frecuentemente al argumento de
que las poblaciones mutantes deben permanecer aisladas mucho tiempo para que
aparezca una nueva especie.

3. MENDEL O LA TEORIA «CUANTICA» DE LA HERENCIA

La aportacién crucial de Mendel consistié en descubrir que los caracteres se
transmiten en «cuantos» de herencia (lo que hoy denominamos genes) y no admiten
gradaciones.? Caracteres como la altura, que parecen violar este principio, no son
sino caracteres complejos resultantes del efecto integrado de muchos caracteres sim-
ples, todos los cuales son «cudnticos» (estdn presentes o ausentes). Cada individuo
sexuado posee dos de tales cuantos por cada caracter, uno procedente del padre y
otro de la madre, y a su vez transmite uno de los dos (al azar) a cada descendiente.

Imaginemos un caracter (p. ejp., el color rojo de una rosa) determinado por una
variante A del correspondiente gen (lo que en Genética se denomina un alelo). Ima-
ginemos que este alelo tiene una variedad mutada, a, que no produce el color. De
acuerdo al modelo hereditario de Galton, los descendientes hibridos deberian ir mos-
trando variedades tonales del rosa hasta que, transcurridas suficientes generaciones,

2No deja de ser una notable coincidencia que de Vries redescubriera para el mundo cientifico la
genética mendeliana en 1900, el mismo afio en que Planck propone por primera vez la hipétesis
cuantica.
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la especie revertiera al tipo rojo original. De acuerdo con las leyes descubiertas por
Mendel, si en la poblacién inicial de padres hay p alelos de tipo A y ¢ de tipo a; si
los individuos se emparejan totalmente al azar, y si el tamano de la poblacién es su-
ficientemente grande, entonces en la segunda generacién habra p? individuos de tipo
AA, 2pq individuos de tipo Aa y ¢? individuos de tipo aa, y a partir de ese momento
ésa es la distribucion estable de tipos en la poblacion. Este resultado es conocido en
Genética como la ley de Hardy-Weinberg [5]. Esta ley implica que no hay reversién:
los tipos mutantes puros aa permanecen, generacion tras generacion, en la poblacién
en una proporciéon que depende de cuantos mutantes hay inicialmente. La genética
mendeliana es, pues, la responsable de que la mutacién pueda introducir y mantener
variabilidad en las poblaciones.

4. EL CUARTO ELEMENTO: LA DERIVA GENETICA

Hemos comentado al principio de la seccién 1 que replicacion, seleccién y muta-
cién forman la terna bésica de una dindmica evolutiva. Aunque estrictamente esto es
asi, hay un cuarto ingrediente que, aunque innecesario en principio, es sin embargo
crucial para entender los mecanismos de adaptacion y especiacion de las entidades so-
metidas a un proceso evolutivo: la deriva genética. Todo el anélisis que hemos hecho
hasta ahora presupone que las poblaciones sometidas a evolucién son infinitamente
grandes; por eso las dindmicas que hemos estado discutiendo son deterministas, y
son validas leyes como la de Hardy-Weinberg, por ejemplo. Cuando hablamos de
poblaciones finitas aparece un ruido debido al simple muestreo estadistico que hay
implicito en los procesos de replicacién. Ese ruido es lo que se conoce como deriva
genética, y sus efectos pueden llegar a ser draméticos en poblaciones pequenas. Por
eso resulta un mecanismo fundamental cuando las poblaciones pasan por un «cuello
de botella» evolutivo, esto es, una situaciéon en la que la poblacién se queda muy
reducida (por efecto de epidemias, cambios climaticos, aislamiento de poblaciones,
etc.).

Hay dos modelos matematicos basicos de la deriva genética: el de Fisher-Wright
y el de Moran [5]. Ambos presuponen que el tamaio de la poblacién permanece
constante, limitado por el entorno. El primero es adecuado en situaciones en que
cada generacién reemplaza a la anterior (como es el caso de las plantas estacionales);
el segundo describe mejor una situacion en la que las generaciones se solapan.

4.1. MODELO DE FISHER-WRIGHT

Imaginemos una poblaciéon de N individuos y fijémonos en un determinado ca-
racter (el color rojo de una rosa, de nuevo). Supongamos que ese cardcter viene
determinado por un alelo A y que hay un mutante a que muestra otra variante del
cardcter (color blanco, p. ejp.). Imaginemos que la poblacién se reproduce de forma
asexuada (es decir, A engendra A y a engendra a) y que hay una probabilidad p
de que ocurra la mutacién A — a y una probabilidad v de que ocurra la mutacién
contraria a — A. Si inicialmente hay k individuos con el alelo A y no hay diferencias
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selectivas entre los dos alelos (ambos se reproducen con la misma tasa de replica-
ci6én), entonces la probabilidad de que un individuo de la generacién siguiente sea de
tipo A serd ¢ = (k/N)(1—p)+ (1 —k/N)v. Imaginemos que cada individuo engen-
dra un gran ntmero de descendientes y que de ellos se extraen, de forma aleatoria,
los N individuos de la siguiente generacién. Si X; € {0,1,..., N} es una variable
aleatoria que denota el niimero de alelos A de la generacién ¢, entonces el modelo de
Fisher-Wright esta definido como una cadena de Markov en la que

ij = PI"(Xt+1 =7 | X = k) = <]j>wi(1 - ¢k)N_j- (13)

La cadena es ergddica para todo 0 < p,v < 1 ya que Py; > 0 Vk,j € {0,1,...,N},
por tanto tiene una distribucién de probabilidad estacionaria, w = (wg, w1, ..., wx),
que se obtiene mediante la ecuacién w = wP [10, 17]. No se conoce una expresién
exacta para w excepto para un caso particular: p + v = 1 (sin interés bioldgico, ya
que supone unas tasas de mutacién enormes), porque entonces ¢y =v=1—py

N) V(1 — )N (14)

(WP); = (j

para cualquier w, con lo que el lado derecho de la ecuacién anterior determina la
distribucién estacionaria.

Lo que si se puede calcular de manera general es el valor medio de w. Para ello
denotamos X, = lim;,o, X y definimos el vector & = (0,1,...,N), con el cual
podemos escribir B(Xo) = wé&' = wP¢'. Ahora bien,

N

(P = Y0 (5 )il - 0¥ = N =k -+ (V= k ()

Jj=0

porlo que E(Xo) = (1 —p)E(Xoo)+ [N — E(Xoo)]v y de ahi E(X) = Nv/(u+v).
Por un procedimiento anélogo (aunque maés tedioso) se puede obtener la varianza
0? = N?*uv/[(p+ v)?(1 + 2Np + 2Nv)] + €, donde € contiene términos de menor
orden (suponiendo, p. ejp., que u,v = O(N 1), entonces € = O(N)).

El caso mas interesante a analizar se da cuando s6lo hay deriva genética (u = v =
0, con lo que 9, = k/N). La cadena de Markov deja entonces de ser ergédica y pasa a
tener dos estados absorbentes: k = N (todos los individuos de tipo A) y k = 0 (todos
los individuos de tipo a). Eso significa que, independientemente del estado inicial de
la poblacién y pese a no haber factores selectivos que favorezcan uno u otro tipo,
con el transcurrir del tiempo la poblacién termina siendo de un tipo homogéneo. La
magnitud de interés entonces es la probabilidad 7; = Pr(Xo = N | X = j) de que
la poblacién acabe siendo de tipo A si inicialmente hay j individuos de ese tipo. Es
evidente que 7' = Px', denotando w = (o, m,...,7N), y que mp = 0y 7y = 1;
sin embargo, la forma maés directa de hallar 7 es probando que la cadena de Markov
es una martingala, esto es, E(X; | X;—1) = X;—1 (la prueba es inmediata: se trata
del valor medio de la distribucién binomial). Eso significa que E(X,) = j. Pero este
valor medio se puede obtener también como E(Xs) = N7; +0(1 — 7;), de donde
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m; = j/N. Una interesante consecuencia de este resultado es la probabilidad de que
un mutante acabe invadiendo la poblacién: m; = 1/N. Esta probabilidad es pequefia
en poblaciones grandes, pero no es despreciable en los cuellos de botella evolutivos,
asi que la fijacién de un nuevo alelo es algo que seguramente ha ocurrido méas de una
vez en el pasado.

4.2. MODELO DE MORAN

El modelo de Moran es mas interesante desde un punto de vista tedrico porque
permite hacer calculos analiticos con mas facilidad que el de Fisher-Wright. La situa-
cién de partida es la misma: k alelos de tipo Ay N —k de tipo a en una poblacién de
N individuos. La diferencia es que ahora los individuos se reproducen en el tiempo
a una tasa constante 7. El vastago serd un mutante con las mismas probabilida-
des iy v que hemos considerado en el proceso de Fisher-Wright. Tras el evento de
reproduccién el nuevo individuo reemplazard a cualquier individuo de la poblacion
(jincluso a su progenitor!) con la misma probabilidad. El proceso de Markov queda
especificado dando las probabilidades condicionadas

Pr(X(t+dt)=j| X(t) =k) =7Ti;dt,  Yj#k, (16)

donde X (t) representa la poblacién de tipo A en el instante ¢. La magnitud de interés
en este proceso estacionario es Pj;(t) = Pr(X(t +s) = j | X(s) = 14), la solucién de
la ecuacién que se obtiene multiplicando (16) por P (t) y sumando en 0 < k < N,

N
=7 Y [Pi(t)Te; — Py (1) Ty, (17)
k=0

o bien multiplicando (16) por P;(t) y sumando en 0 < j < N (con el adecuado
cambio de indices),

= rZ[leij(t T P (1)) (18)

La condicién inicial en ambos casos es, por supuesto, P;;(0) = d;;. Las ecuaciones
(17) y (18) son, respectivamente, las formas avanzada y retardada de la ecuacién
maestra del proceso.

En el proceso de Moran, en un intervalo dado (¢,t + dt) sélo puede haber un
cambio desde el estado k a los estados k, k+1 6 k—1, dado que a lo sumo puede tener
lugar un dnico proceso de reproduccién. Denotando 7Ty k41 = A ¥ 71k k-1 = Lk,
la ecuacién (17) se convierte en la ecuacion de Kolmogorov prospectiva

Pyj(t) = pjs1 Pijaa(t) = (i + X)) Pyg(t) + A1 Pijoa(t),  0<j <N, (19)

y la ecuacién (18) en la ecuacién de Kolmogorov retrospectiva
Bij(t) = NiPig1 () = (s + M) Py () + s Pica5(1),  0<j <N, (20
9



siendo P; _1(t) = P_1;(t) = P, n+1(t) = Pn11i(t) = o = Any = 0. Los procesos de
Markov de este tipo reciben el nombre de procesos de nacimiento-muerte [10]. En el
proceso de Moran A\, = 7 (1 — k/N) (la probabilidad de que aparezca un alelo A y
reemplace a uno a) y i = 7(1 — ¢ )k/N (la probabilidad de que aparezca un alelo
a y reemplace a uno A), siendo 15 como en el proceso de Fisher-Wright.
El estado estacionario w; = lim;_,o P;;(t) se puede obtener anulando la derivada
n (19), lo que nos da p;1wjp1 — Ajw; = pjw; — Aj_1w;—;1 para todo 1 < j < N.
Para j = 0 tenemos pjw; — Apwp = 0, por lo tanto pjw; — Aj_jw;j—1 = 0, una
sencilla ecuacién en diferencias cuya solucién es
ApA1 - Aj—1

wj = wp————, 0<j3<N, (21)
B - g

o alternativamente

142 UN .
Fitilgt2 BN g < j < N. 22
SV VR o J (22)

w]- = WN
El valor de wg o el de wy se determinan mediante la normalizacién ij:o wj; = 1.
Para el modelo de Moran con mutaciones se puede obtener una expresién cerrada
para w en el limite N — oo, k — oo con k/N =z € [0,1], Nu — vy Nv — &
[10]. Para ello escribimos A; = A(N —j)j[1 +a/j] y p; = A(N —j5)j[1+b/(N — 7)),
donde A=7(1—p—v)/N* a=Nv/(1—pu—v)yb=Np/(1 - p—v). Entonces
L a/]

woNa
Wk pN S k)[10+ b/~ R)] H L5 0/(N =) (23)

1

Ahora bien, usando la serie de Taylor de log(1 + x) y que Zle j~1 ~logk cuando

k — oo en tanto que Z;’;l j P < oo para todo entero p > 1,

k-1

Z log (1 + E) ~log(k*) + ¢
— J

=

k-1

b Nb
;log (1+7N—j) ~ log <7(N—k)b) +d

cuando k — oo, para ciertas constantes ¢ y d. En consecuencia (teniendo en cuenta
que en el limite que estamos considerando b/(N — k) — 0),

(24)

k)
wy, ~ Ck" 1 (1 - N) , (25)

siendo C una constante de normalizacién. Para fijarla tenemos en cuenta que

N N oy EN\El 7! - X
_ K - (™ M ~ K K— o\
kZ:Owk CN kz::O N (N) (1 N) CN /0 " (1 —2)" dx, (26)
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por lo tanto, la distribucién estacionaria wy ~ "~ !(1 — )Y~ dx/B(k,~) tiene la
forma de una distribucién beta de pardmetros k y .

En ausencia de mutaciones (u = v = 0y ¢ = k/N), Ag = uny = 0. Eso
hace que (21) y (22) den lugar, respectivamente, a dos vectores: w = (1,0,...,0)
y w = (0,...,0,1), que expresan el hecho de que, con probabilidad 1, el sistema
acaba absorbido en £k = 0 0 en kK = N. La magnitud que caracteriza esta absorciéon
es mp, = lmy_o Pen(t), es decir, la probabilidad de que empezando el proceso
con k alelos A acabe con NN alelos de ese tipo. La ecuacién para w la deducimos
anulando del miembro de la izquierda de (20). La ecuacién resultante se puede
escribir Ag (741 — k) = (g — mr—1), donde 0 < k < N. Teniendo en cuenta que
mo = 0, la ecuacién implica que T — Tr_1 = qx_171, para 0 < k < N, donde
_ Hap2 - g (27)

=1 = .
q0 s qk Al)\2"')\k:

Entonces 7, = m; Z?;& gj para 0 < k < N, y m se deduce de la condicién 7y = 1.
La forma de 7, para el proceso de Moran es muy simple, ya que u; = A; para todo
0 < j < N. Entonces 7 = k/N, igual que en el proceso de Fisher-Wright.
Karlin y McGregor demostraron [9] que la solucién de (20) puede expresarse en
la forma o
w;
Pyt) =22 [ e R () Ry (o) dio(o), 29
wWo 0
donde w; estd dado por (21); los R;(z) son el sistema (finito porque Ay = 0) de
polinomios definido por la recurrencia a tres términos

—oRj(z) = NjRj1(x) — (N + py) Rj(w) + piRj—1(z),  0<j<N, (29)

con R_1(z) = 0y Ro(z) =1, y ¢(z) es una medida tnica, de masa unidad, con
incrementos en N + 1 puntos, respecto a la que la familia de polinomios es ortogonal.

Una ventaja anadida del modelo de Moran es que permite incluir seleccion. Si fa
v fa denotan los grados de adaptacién de cada tipo, la probabilidad de que, dado
un evento de reproduccién, se reproduzca un individuo de tipo x seré proporcional
a fx. Eso se traduce en una nueva expresién para ¥y,

D = kfa(l —p) 4+ (N — k) fav
* kfa+ (N =k)fs

Argumentos analogos a los utilizados para hallar, en el limite de poblaciones gran-
des y mutaciones pequenas, la distribucién estacionaria en ausencia de seleccién,
conducen ahora a wy ~ (Nlogr 2)/mar/m=1eNe gy /T(k/r) sir < 1, y wyp ~
(Nlogr)? (1 — )"~ 1rN@E=D dg /T (yr) si r > 1, donde 7 = fa/fa es el grado de
adaptacién relativo del alelo A frente al a.

Cuando no hay mutaciones p;/A; = r~1, por lo tanto 7, = (1 —r=%) /(1 —r~N).
Las probabilidades de fijacién de un alelo mutante (pa = 71 6 pa = 1 —mn_1) serdn,
pues,

(30)

1—r1t 1—r
PA:ma Pa:m- (31)
Como cabe esperar, si r > 1 crece la probabilidad de fijar un alelo A y decrece la de
fijar un alelo a, y viceversa si r < 1.
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4.3. LA APROXIMACION DE DIFUSION

En el limite en que la poblacién N — oo, 4,7 — oo con i/N — y, j/N — z, si
NP;;(t) — f(z,t]y,0), \; —p; — m(z) y Aj + p; — s(x), entonces las ecuaciones
(19) y (20) se convierten, respectivamente, en

2

19,0 =~ @) (2,1 9.0)] + 555 g [s(@) (@t [9.0)), (32)
s 2

21t 1,0 = —m(o) o flot | 1.0)+ 5Lt 0,0 (33)

En ambos casos la condicién inicial es f(z,0 | y,0) = §(z—y). Son dos ecuaciones de
difusiéon que describen el proceso de Moran en este régimen especial. Es de destacar
el hecho de que el término de difusién es proporcional a N~!, lo que significa que
si las poblaciones son muy grandes la aproximacion determinista es valida. Este
término también justifica la visién de que las poblaciones finitas actian como un
«ruido» sobre la aproximacién determinista.

La aproximacién de difusion puede realizarse también sobre el proceso de Fisher-
Wright; el resultado es similar, pero con una escala de tiempo N veces mas réapida
que en el proceso de Moran. Esta aproximacién permite hacer célculos que serian
inviables en la forma discreta de los procesos, y puede generalizarse con facilidad a
situaciones en que hay multiples alelos o en las que los individuos poseen més de un
gen. Explorar sus posibilidades nos llevaria muy lejos del objetivo de este articulo,
por lo que remito al lector interesado a las referencias [1, 5, 11].

5. EL PAPEL DE LA DERIVA GENETICA EN LA EVOLUCION

La deriva genética aparece en los estudios iniciales de genética de poblaciones
como un mecanismo adicional que permite dar cuenta del «ruido» que introducen
en la dindmica evolutiva las poblaciones pequenas, ruido que adquiere una especial
importancia en los momentos singulares en que las especies atraviesan cuellos de
botella evolutivos. Sin embargo, los avances producidos en el campo de la biologia
molecular han ido destacando cada vez mas la relevancia que tiene este mecanismo
incluso en situaciones normales, hasta el punto de que nos encontramos ante un
incipiente cambio de paradigma: la evolucién neutra, por simple deriva genética,
parece no sélo la forma méas comtn de evolucion de los organismos, sino también el
mecanismo que permite de facto su adaptacién y especiacion. La deriva genética es,
pues, una de las claves del origen de las especies.

Pero para poder indagar un poco en el significado de la evolucién neutra necesi-
tamos hacer antes una pequena excursién por la Biologia.

5.1. LA BIOLOGIiA SE CONSTRUYE SOBRE SECUENCIAS Y REDES

Al nivel més fundamental, la vida estd descrita por una molécula de ADN, que
consiste en una larga secuencia de cuatro tipos de bases: adenina (A), timina (T),
guanina (G) y citosina (C). Podrfamos decir que esa secuencia de bases es una
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codificacién de toda la informacién sobre la construccién de una célula (y en dltima
instancia de un ser vivo).3

El ADN se divide en intrones, o partes de c6digo que no codifican proteinas,
y exones, los tramos codificantes. En los primeros estadios de la transcripcion, el
ADN transfiere su informacién a moléculas de ARN (reemplazando la timina por
una nueva base, U: el uracilo), en las cuales, mediante un mecanismo denominado
splicing, se aislan los exones y se combinan para formar los genes. Estos son los
que se traducen a protefnas en los ribosomas celulares (una especie de «maquinasy
lectoras-traductoras). A este nivel podriamos decir que las cadenas de ADN que
forman los cromosomas se pueden ver realmente como secuencias de genes.

El ARN se transcribe a proteinas convirtiendo codones (secuencias de tres bases
consecutivas) en aminoécidos. Esta traduccién es un cédigo universal* que se conoce
como cddigo genético y que da lugar a nuevas secuencias (las proteinas), esta vez
formadas por 20 tipos distintos de aminoacidos. Como consecuencia de las interaccio-
nes entre sus aminoacidos, las proteinas se pliegan en estructuras tridimensionales, a
veces rigidas, a veces con partes moviles, como si de pequenas maquinas se tratara.
Esa estructura tridimensional determina su funcion, hasta el punto de que un cambio
en su conformacién puede hacer que la proteina pierda o cambie la funcién bioldgi-
ca que desempena. El conjunto de proteinas de una célula (el proteoma) forma un
complejo entramado: las proteinas interaccionan entre si y con el genoma en formas
muy distintas, activando o inhibiendo la produccién de otras proteinas, catalizando
reacciones, etc. El resultado es una red metabdlica de interacciones, una especie de
ecosistema proteinico, cuyo resultado es la propia actividad celular.

Todavia se puede ascender mas en la escala y considerar los organismos plurice-
lulares como otra compleja red de distintos tipos de células que interaccionan entre
si, y a su vez estos organismos (animales, plantas. .. ) entrelazan su actividad vital
compitiendo por recursos, comiéndose unos a otros, cooperando... para dar lugar
al orden mas alto en la escala biolégica: los ecosistemas.

Todas estas organizaciones biolégicas, sean secuencias o redes, comparten una
propiedad: estéan formadas por un conjunto definido de elementos, de tal modo que
su modificacién (por cambio, eliminacién o adicién) puede cambiar completamen-
te la estructura. Al nivel més bésico, en las cadenas de ADN, estas modificaciones
son las denominadas mutaciones. Estas pueden consistir en el cambio de unas ba-
ses por otras, en la adicién o eliminacién de una o mas bases, en la inversion de
tramos completos de la secuencia, en su duplicacién, etc. El efecto de algunas de
estas transformaciones es tan drastico que la mutacion resulta letal: el organismo
resultante deja de ser viable (por ejemplo, imaginese el efecto de eliminar una sola

3Este dogma clésico no es, en realidad, totalmente cierto, ya que en la divisién celular cada célula
hija no sé6lo hereda una copia literal del ADN de la célula progenitora, sino también el material
contenido en el citoplasma. Eso hace que las dos células hijas no sean exactamente iguales y que su
(si bien ligeramente) distinta composicién dé lugar a distintas expresiones de los genes. Este es el
fundamento de la diferenciacién celular, y su estudio forma parte de lo que hoy dia se conoce como
epigenética.

4En 1979 se descubrié que no es completamente universal: mitocondrias y algunas bacterias y
levaduras utilizan cédigos ligeramente distintos del «universaly.
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base, si tenemos en cuenta que la transcripcién a proteinas se realiza leyendo se-
cuencias consecutivas de tres bases). Sin embargo otras pueden resultar inocuas (y
algunas incluso pueden dar lugar a modificaciones viables): el c4digo genético con-
tiene 64 codones distintos que codifican tan solo 20 aminodcidos mas una senial de
parada; la redundancia es tal que algunos aminoacidos estdn codificados hasta por
6 codones distintos. Esto significa que hay muchas sustituciones de bases que no
producen absolutamente ningin cambio en la transcripcién a proteinas y son, por
tanto, inocuas.

Pensemos ahora en las proteinas. Ya hemos comentado que, como consecuencia
de la interaccién entre sus aminodcidos, éstas se pliegan formando una estructura
tridimensional (estructura terciaria) que determina su funcién. Pero resulta que en
ese plegamiento muchos aminoécidos apenas influyen, en realidad éste depende de
una fracciéon de aminoécidos situados en lugares estratégicos. Cambiar alguno de
estos aminoacidos cambia la estructura terciaria y en consecuencia la funcién de la
proteina, pero cambiar alguno de los restantes, o bien no cambia esta estructura,
o bien lo hace levemente. Eso significa que incluso mutaciones que si cambian los
aminodacidos de la proteina pueden no tener ningin efecto funcional apreciable, o
éste ser muy leve. Asi que la transcripcion a proteinas aumenta (enormemente) la
redundancia que ya existia en el codigo genético.

En el entramado metabdlico que forman las proteinas de una célula también es
frecuente que anadir o eliminar una proteina, o reemplazarla por otra, altere poco
la dindmica global del sistema, asi que también a este nivel ocurren cambios inocuos
no sujetos, por tanto, a selecciéon. Y no solo a este nivel: lo mismo ocurre en el nivel
ecologico con las especies que conforman un ecosistema. Hay, por tanto, cambios que
pueden ocurrir a todas las escalas de un sistema biolégico cuyo efecto es nulo o casi
nulo y sobre los que la seleccién, por tanto, no puede actuar. Pero, ;jqué fraccién
representan frente a todos los cambios posibles?

5.2. LA MAYOR PARTE DE LA EVOLUCION ES NEUTRA

En 1968 Kimura sorprendié a la comunidad cientifica con la propuesta de que
la mayor parte de las mutaciones del genoma de los mamiferos son neutras [12]. Su
argumento era el siguiente: los estudios comparativos de algunas proteinas dan como
resultado que en cadenas de alrededor de 100 aminoécidos ocurra una sustitucién
cada 28 millones de anos; la longitud de las cadenas de ADN de una de las dos
dotaciones cromosémicas de los mamiferos es de alrededor de 4 x 10° pares de bases;
cada 3 pares de bases codifican un aminodcido y, debido a la redundancia, sélo el 80 %
de las sustituciones de un par de bases provocan una sustitucién de un aminoacido,
de manera que hay 16 millones de sustituciones en toda la dotacién gendémica cada
28 millones de anos, o lo que es lo mismo, aproximadamente juna sustitucién cada 2
anos! La conclusién de Kimura es que los organismos sélo pueden tolerar semejante
carga mutacional si la inmensa mayoria de las mutaciones son neutras.

Estudios relativamente recientes de moléculas de ARN llegan a conclusiones si-
milares [6]. Las moléculas de ARN se pliegan sobre si mismas en funcién de las
secuencias de bases que las componen. Ese plegamiento constituye el fenotipo de las
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moléculas y, por tanto, sobre él acttia la selecciéon natural. La cantidad de secuencias
distintas que se pliegan en una misma estructura es enorme, lo que implica, una
vez mas, que una inmensa cantidad de mutaciones de la molécula dejan su fenotipo
intacto escapando asi de la seleccion.

La neutralidad parece ser la tonica, al menos al nivel molecular. Las consecuencias
de ello son de muy profundo calado, pero para poder hacernos una idea cabal tenemos
que introducir un concepto nuevo: los paisajes adaptativos, y recurrir otra vez a la
Matematica.

6. PAISAJES ADAPTATIVOS

Quizé la contribucion maés relevante de Sewall Wright a la teoria evolutiva sea
su metafora del paisaje adaptativo [7]. Desde un punto de vista formal, un paisaje
adaptativo es una aplicacién f : X — R, donde X denota un cierto espacio de
configuraciones equipado con alguna nocién de adyacencia, proximidad, distancia
o accesibilidad, y donde la imagen es el grado de adaptacién que se asocia a la
configuracién concreta de X. Dicha estructura y el hecho de que el conjunto de
todos los paisajes adaptativos se pueda ver como el espacio vectorial RI¥!, permiten
desarrollar una elaborada teoria de paisajes combinatorios que abarca no sélo los
paisajes adaptativos de la Biologia, sino también los paisajes de energia que aparecen
en la Fisica o las funciones de optimizacién combinatoria que aparecen en problemas
de computacién [16].

, Bed
En el caso que nos ocupa, X estd for- . d/ \ABCd
C
mado por el conjunto de las secuencias o Abcd
redes subyacentes. Al referirnos a secuen- aBed AbcD BeD ~

W

. Jo abed ABCD
cias hablaremos de forma genérica de po-

AN

abCd aBCd bCD Yy
siciones para referirnos a caracteristicas ge- . /
néticas concretas, y de alelos para referir- abCD\ aBCch
nos a las variantes que pueden ocupar dichas abco
posiciones. En funcién del contexto, pueden Figura 1: Grafo para una secuencia
tratarse de distintas bases (ADN), aminoé- de longitud 4 y 2 alelos por sitio.

cidos (proteinas) o genes (cromosomas). Asi

pues, para una cadena de ADN de longitud L, X = {A, T, C, G}¥; para una pro-
teina de la misma longitud, X = {Phe, Leu, Ile,.. ., Gly}L, y para un cromosoma
X={A1,..., A, } x{B1,...,Bp,} x---, donde las letras indican los distintos alelos
de cada posicién (locus). Sobre X se puede definir la distancia Hamming, dy(x,y),
como el niimero de posiciones distintas entre x,y € X.

La estructura de X estd determinada por las transiciones permitidas entre sus
secuencias, que denominaremos, también genéricamente, mutaciones. Hablaremos de
mutaciones puntuales para referirnos a cambios en una tnica posicién de la cadena,
esto es, sustituciones de una base en una cadena de ADN, de un aminoécido en una
proteina, o de una variante de un gen (un alelo propiamente dicho) en un cromosoma.
Si todas las mutaciones son puntuales podemos construir el grafo G = {X, L}, donde
el conjunto de enlaces £ esta definido por los pares de secuencias x,y € X tales que
du(z,y) =1 (la figura 1 muestra un ejemplo para L = 4 y dos alelos por posicién).
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Podemos también considerar mutaciones que supongan la eliminacién o adicién de
una posicion de la secuencia. Si X7 denota las configuraciones para una longitud
dada L, entonces X = | J; &z, y el grafo incluira enlaces entre secuencias de distintas
longitudes.

La probabilidad de que ocurra una mutaciéon dada de entre las que definen los
enlaces de G no tiene por qué ser uniforme. La forma genérica de describir la evoluciéon
de una secuencia dada es definiendo una matriz de transiciones T', cuyo elemento
T,y sea la probabilidad de pasar de la secuencia z € & a la secuencia y € X. Los
ceros de la matriz de adyacencia del grafo G son también ceros de la matriz T. La
evolucién de la secuencia es, por tanto, el camino aleatorio sobre X descrito por el
proceso de Markov asociado a T'.

Pero hablabamos al principio de esta secciéon de metafora. Y en efecto, por en-
cima de la definicién formal y el tratamiento matematico que podamos hacer de los
paisajes adaptativos estd la imagen que éstos nos proporcionan y que guia nuestras
intuiciones. De hecho, en el desarrollo de la genética de poblaciones tres han sido
las metéforas que se han empleado: el paisaje Fujiyama (Fisher), el paisaje rugoso
(Wright) y el paisaje plano (Kimura). Examinémoslos en detalle.

6.1. PAISAJE FUJIYAMA: CUASIESPECIES Y LA CATASTROFE DE ERROR

Fisher concebia que las especies se encontraban en una situacién en que su adap-
tacién era optima. Por ello imaginaba que éstas se encontraban en una cima local
del paisaje adaptativo. Segin esta imagen, una secuencia tiene grado de adaptacion
maximo, y a partir de ella, segin nos alejamos en distancia Hamming, el grado de
adaptacion decrece progresivamente. Fisher no tenia en mente secuencias cuando
elaboré su metafora, porque la biologia molecular estaba aiin en una fase incipiente;
fue Eigen [4] quien con ella construyé su teorfa de las cuasiespecies y dedujo la catds-
trofe de error. Si el proceso de Markov definido sobre el conjunto de secuencias X’ es
ergbdico, habrd una distribuciéon de probabilidad estacionaria. Cuando el paisaje es
tipo Fujiyama, esta distribucién estara localizada alrededor de la secuencia de grado
de adaptacién méximo o secuencia maestra. Si bien la secuencia maestra es la més
probable, alrededor de ella (con algunas mutaciones) hay una «nube» de secuencias
un poco menos adaptadas que coexisten con la secuencia maestra. Cuasiespecie es
el término que Eigen acund para describir esta colectividad.

Para investigar el comportamiento de una cuasiespecie recurriremos a la ecuacién
(9). Por simplicidad supondremos que las secuencias son de longitud fija L > 1,
que solo tienen dos alelos por posicion, que la secuencia maestra tiene una tasa de
reproduccién f; = f > 1 y que todas las demads tienen fo = --- = for = 1. También
supondremos que la probabilidad de que ocurra una mutacién puntual es p < 1.
Denotaremos la fracciéon de poblacién de la secuencia maestra 1 = x y por lo tanto
o+ -tz =1—2y¢=fr+1—z Laecuacién (9) se convierte entonces en

F=a[f(1-p)" 1 (f ~ D] + O(u). (34)

Los términos O(y) dan cuenta de las transiciones que desde las L secuencias vecinas
de la secuencia maestra revierten de nuevo a ella. Despreciando estos términos y
16



aproximando (1 — p)¥ a~ e 2* vemos que si fe # > 1 entonces z tiende asintoti-
camente a z* = (e X#f —1)/(f — 1), en tanto que si fe * < 1 el paréntesis de la
ecuacion (34) es negativo y por tanto = O(u). El valor umbral e, = log f/L defi-
ne la catéstrofe de error. Cuando p < perr la cuasiespecie esta bien definida porque
la secuencia maestra es la méas probable, pero cuando p > perr se pierde la identidad
de la secuencia maestra entre la nube de mutantes y la cuasiespecie desaparece como
tal.

Estudios experimentales realizados en los anos 90 parecen confirmar [15] que la
longitud del genoma de diversas especies (que van desde virus al Homo sapiens) y la
tasa de mutacién por base mantienen una relaciéon L < O(1); por ello, el incremento
de la tasa de mutacién se ha propuesto como un mecanismo para combatir las
infecciones virales. Volveremos a este punto mas adelante.

6.2. PAISAJE RUGOSO

Si bien localmente el paisaje puede tener el aspecto del Fujiyama, la forma en
que Wright visualizaba un paisaje adaptativo es como una agreste cordillera llena
de picos elevados separados por profundos valles. La razén es que es un hecho ex-
perimental que mutaciones que alteran poco la secuencia pueden producir grandes
variaciones en la tasa de replicaciéon de los individuos. Ademés, existe el conocido
fenémeno de la epistasis, mediante el cual algunos genes interactian constructiva o
destructivamente, potenciando este efecto de variacién grande por cambios pequenos.

De acuerdo con la metéafora del paisaje rugoso, las especies evolucionan subiendo
los picos e instaldndose en las cimas. Distintas cimas corresponden a distintas espe-
cies con distintos grados de adaptacién. Este esquema de cosas, que parece encajar
bien con nuestra imagen de la evolucion, tiene un serio problema cuantitativo: las
especies que ya se encuentran en una cima sélo pueden mejorar pasando a otra cima
superior cercana cruzando un valle de inadaptacion. En el caso mas favorable el valle
contiene un solo estado intermedio. La férmula (31) nos dice que si la poblacién es
pequena no es imposible que un alelo con menor grado de adaptacion desplace a
otro con grado de adaptaciéon mas alto; sin embargo, la probabilidad con que eso
ocurre es baja, lo que implica tiempos de adaptacion grandes. Y esto es s6lo el caso
mas favorable. La velocidad con la que los virus son capaces de adaptarse a entornos
rapidamente cambiantes echa por tierra este modelo evolutivo. ;Qué falla entonces
en nuestra imagen del paisaje adaptativo?

6.3. PAISAJE AGUJEREADO: REDES NEUTRAS

Consideremos, para su anélisis, el caso extremo de paisaje rugoso: el paisaje
aleatorio. Dicho paisaje se genera asignando a cada secuencia de X un valor del
grado de adaptacién aleatorio e independiente. En general, los paisajes rugosos no
son tan extremos y hay cierta correlacién entre los valores del grado de adaptacion
de secuencias vecinas; sin embargo, mas alla de una longitud de correlacién, dichos
valores devienen independientes. El paisaje rugoso es el caso extremo en que dicha
longitud de correlacién es menor que 1. Supongamos ahora que la longitud de la
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secuencia es grande, y que en cada posiciéon hay A alelos independientes. El grado
del grafo G serd g = (A — 1)L y su tamaiio |X| = A*. Con L = 100 y A = 2 (valores
relativamente pequefios), g = 100 y |X| = 21%0 =~ 103, A todos los efectos, un grafo
como éste se aproxima localmente a un arbol, tanto mas cuanto mayor es su grado
(véase la figura 2). Imaginemos un caso extremo de grado de adaptacién que toma
sblo dos valores: 1 si la secuencia es viable y 0 si no lo es. La fraccién de secuencias
viables se denota p. La evolucién sélo puede proceder saltando entre nodos viables
consecutivos. De acuerdo a la figura 2, donde se representa localmente este paisaje
adaptativo en un grafo particular, es evidente que cuando p es pequeno el nimero
de nodos viables a distancia d del nodo viable inicial resulta bien aproximado por
un proceso de ramificacién donde (excepto en la primera generacién) el nimero de
descendientes (nodos viables) estd dado por p = (ggl)pk(l — p)9~ 1=k cuyo valor
esperado es (g — 1)p. La teorfa de procesos de ramificacién [10] nos dice que, con
probabilidad 1, el proceso contintia hasta infinito si (9—1)p > 1. Traducido a nuestros
grafos lo que esto implica es que cuando p 2 1/¢g (siendo g > 1), hay un subgrafo
conexo de nodos viables que contiene una fraccién finita de todos los nodos de G. A
este tipo de grafos se les da el nombre de redes neutras [7].

Si consideramos un modelo més general
en el que P(f) sea la densidad de probabili-
dad de que el grado de adaptacién de un no-
do esté entre fy f+df, si fff P(Hdf 2 1/g
habra una red cuasineutra en la que los va-
lores del grado de adaptacién de sus nodos
estén en el intervalo (fi, f2). Como los va-
lores de g suelen ser muy grandes (propor-
cionales a la longitud de las secuencias), la
existencia de redes neutras se convierte en la
regla, més que en la excepcién. La metafora
del paisaje de valles y monta‘ﬁas de Wright correspondiente a A = 2 y I — 8.
se vuelve totalmente inapropiada para des- Los nodos negros son viables; los
cribir la existencia de estas redes neutras en blancos son inviables.
los paisajes adaptativos rugosos. Una meté-
fora més apropiada seria la de un paisaje plano (d¢ la Kimura) con agujeros. La
evoluciéon mueve las secuencias a lo largo y ancho de la red neutra, de manera que
éstas pueden transformarse por completo sin que ello haga decrecer su grado de
adaptacién. Sin duda este mecanismo acelera enormemente no sélo la adaptacién de
las especies al entorno, sino incluso la especiacion.

El hecho de que el grado de adaptacion dependa del fenotipo y no del genotipo
favorece la aparicién de redes neutras. Asi se ve que ocurre en el ARN [6]. Las
propiedades de estas redes tienen una enorme influencia en la dinamica evolutiva, una
influencia que sélo ahora estamos empezando a entender. S6lo por dar un ejemplo,
si reconsideramos el modelo de Eigen a la luz de esta nueva metafora nos daremos
cuenta de que la hipdtesis principal, esto es, que localmente un paisaje adaptativo es
de tipo Fujiyama, es rotundamente falsa. No hay una cadena con grado de adaptacion
maximo, sino toda una red neutra a la que pertenecen un niimero ingente de cadenas.
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Esto hace que la probabilidad de recuperar el grado de adaptaciéon maximo sea mucho
mayor de la que la teoria de Eigen estima, porque se puede retornar a cualquier punto
de la red neutra, no necesariamente a la cadena inicial. Cuando esa probabilidad es
apreciable la catdstrofe de error desaparece [13].

7. CONCLUSION

En este articulo he intentado dar una panoramica de lo que la Matematica ha
aportado a la teoria evolutiva. Desde la genética de poblaciones, pasando por los
procesos estocasticos y acabando por la teoria de redes complejas, muchos resultados
relevantes sobre los mecanismos evolutivos se han obtenido gracias a su descripcion
matemética. Atn no puede decirse que la Teoria de la Evolucién sea una doctrina
cientifica matematicamente formulada en todos sus detalles, como a Darwin le habria
gustado, pero es indudable que cada vez estamos mas cerca de ello. Hoy en dia
podria decirse que los estudios tedricos de los procesos evolutivos son, al menos, tan
importantes como los experimentales y que, como Darwin afirmaba, son ellos los que
arrojan luz en la oscuridad.

Dado el caracter de este articulo y sus (y mis) limitaciones, en el camino me he
dejado multitud de temas interesantes, tanto para dilucidar los mecanismos evolu-
tivos como para ilustrar otras aportaciones mateméaticas a la evolucién. Tal es el
caso del modelo de infinitos alelos [5] con el que hoy dia se analizan las divergencias
evolutivas de las cadenas de ADN o de las proteinas; o el proceso coalescente [5], una
interesante y practica reformulacién retrospectiva de los procesos de deriva genética.
Tampoco he hablado de las importantes aportaciones de la teoria de juegos a la
evolucion, con las cuales se estd abordando actualmente, por ejemplo, el problema
de la emergencia de la cooperacién [15]. En lugar de todo ello he preferido destacar
el tema de los paisajes adaptativos y las redes neutras porque, en mi opinién, es el
area de trabajo que puede producir en los proximos afios, sin cambiar su esencia, una
reformulacién mas drastica del paradigma evolutivo. La comprensién de la evolucién
pasa, contra todo prondstico, por comprender qué influencia tiene la deriva sobre
redes neutras. Y debido a la complejidad del problema, es éste uno de los temas en
que la Matematica puede ser nuestros ojos en la habitacién oscura que nos ayuden
a encontrar el gato que no esta alli.

Quiero acabar agradeciendo a Susanna Manrubia su lectura critica del manuscrito
y sus valiosos comentarios, y a los proyectos MOSAICO y MOSSNOHO-CM el apoyo
econémico.
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