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Resumen

En esta nota se generalizan los conceptos clasicos de nicleo y Equilibrio de Edgeworth de una
economia de intercambio. Para ello, se introducen las nociones de S-Nicleo y S-Equilibrio de
Edgeworth, donde S es un conjunto de coaliciones permitidas, y se estudian algunas propiedades.
Se aporta una caracterizacion del concepto S-Equilibrio de Edgeworth, mediante la definicién de
los conceptos equivalentes de S-Nucleo fuzzy y S-Nicleo fuzzy en con coeficientes racionales.
Se prueba que, bajo determinadas hipdtesis, para conseguir asignaciones del micleo, de equilibrio
walrasiano, equilibrios de Edgeworth o asignaciones del micleo fuzzy de una economia, no es
necesario considerar la formacién de todas las coaliciones, sino que es suficiente permitir el veto
de un subconjunto de coaliciones S, distinto del total. Estos resultados se obtienen tanto para
economias definidas sobre un espacio de mercancias de dimensién finita, como para el caso
infinito-dimensional.
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1 Introduccién

La formacién de coaliciones presenta dificultades tedricas debidas, por ejemplo,
a necesidad y coste de informacién, coste asociado a la propia formacién de
coaliciones, incompatibilidad entre distintos agentes, que se niegan a cooperar
unos con otros, ... Por ello, si suponemos que sélo una parte S del conjunto
de todas las coaliciones posibles de una economia £ son coaliciones permitidas,
habremos de interesarnos por las consecuencias que este supuesto tiene a los
efectos del mecanismo del veto.

El mecanismo del veto coalicional conduce a los conceptos de niicleo de una
economia y, por un proceso limite, al equilibrio de Edgeworth (asignaciones que
no estan vetadas en ninguna de las réplicas de la economia). Si sélo se permite
la participacion de determinadas coaliciones en el mecanismo del veto, las coali-
ciones pertenecientes a un determinado subconjunto § del cpnjunto de todas las
coaliciones posibles, podemos definir los conceptos de S-Nicleo y S-Equilibrio
de Ldgeworth de una economia £, que generalizan respectivamente las nociones
clasicas de nucleo y equilibrio de Edgeworth.

In este trabajo se estudian distintas propiedades de lo que hemos denominado
S-Ntcleo asi como del correspondiente concepto de S-Equilibrio de Edgeworth.
Hacemos también consideraciones, basadas en las coaliciones permitidas del con-
cepto de nucleo fuzzy, introducido por Aubin (1979), para extender resultados de
Florenzano (1990) y Husseinov (1994), al mismo tiempo que obtenemos nuevas
caracterizaciones del nicleo y del equilibrio de Edgeworth.

IEn el caso de economias continuas, economias sin dtomos, el tamano de una
coalicion puede significar el coste de formacion de ésta o, alternativamente, puede
ser conveniente considerar coaliciones de un tamano dado. Si, por ejemplo, S de-
nota el conjunto de coaliciones de tamano menor que ¢, el S-Nucleo coincide con
el nucleo de la economia como consecuencia del resultado de Schmeidler (1972).
También podemos traducir los resultados de Grodal (1972) y Vind (1972) en
términos de §-Ntcleos. Asi, podemos concluir que en economias sin dtomos
es suficiente considerar el veto de coaliciones arbitrariamente pequefias o arbi-
trariamente grandes. M4ds aln, basta considerar la formacién de coaliciones de
cualquier tamano dado.

Por tanto, los precios de equilibrio competitivo pueden considerarse como
aquellos que no pueden ser manipulados por grupos de agentes arbitrariamente
pequenios. Para ello es esencial que el espacio de mercancias sea de dimensién
finita (el teorema de Liapunov no es védlido en el caso infinito-dimensional).

Evidentemente estos resultados tienen una clara conexién con el supuesto de
quc los agentes adoptan un comportamiento precio-aceptante.

Ostroy v Zame (1994) ponen de manifiesto que, en general, el problema de
la competencia perfecta no se resuelve al considerar un continuo de agentes,




pues, aun siendo asi, depende de lo ellos denominan “espesura” o “grosor” de
la economia. Sin embargo, si el espacio de mercancias es IRY, y el conjunto de
agentes un espacio de medida sin 4tomos (para que el teorema de Liapunov pueda
ser utilizado), el veto de coaliciones pequenas elimina los estados que no son per-
fectamente competitivos. Cabe preguntarse si un resultado andlogo se mantiene
en cualquier economia perfectamente competitiva (economias “espesas”, fisica o
econémicamente), y también si este es un test que caracteriza a dichas economias.
Es decir, si el resultado no es cierto en economias continuas que no son “espesas”
(thin market economies).

El resto de esta nota se desarrolla como sigue. En la seccién 2 se define el
concepto de §-Nucleo en un marco general y se deducen algunas propiedades.
La seccién 3 contiene resultados conocidos interpretados en términos de S-
Nicleos. En la seccién 4, siguiendo Garcia-Cutrin y Hervés (1994), se establece
un planteamiento discreto de una economia continua de n tipos, lo cual nos va
a permitir interpretar cuales son las coaliciones suficiente para vetar los esta-
dos no competitivos en economias de n agentes. En la seccién 5 se introducen
los conceptos de §-Nucleo vy r§-Nucleo en economias réplicas, estableciendo,
como interpretacién de un resultado clasico (Hansen(1969)),que para conseguir
las asignaciones walrasianas de una economia basta considerar el veto de nr + 1
coaliciones en cada réplica. En la seccion 6 se definen las nociones de S-Equilibrio
de Edgeworth, §-Nucleo fuzzy y §-Nucleo fuzzy en con coeficientes racionales.
Se prueba que las dos ultimas nociones son equivalentes. Se obtiene, tanto en
el caso finito como infinito-dimensional una caracterizaciéon del S-Equilibrio de
Edgeworth de una economia mediante el S-Nicleo fuzzy correspondiente. Este
resultado generaliza el de la conocida equivalencia entre Equilibrio de Edgeworth
v Nicleo fuzzy. permitiendo caracterizar el concepto de S-Equilibrio de Edge-
worth sin recurrir a las economias réplicas. Ademas se prueba que es suficiente
el veto ponderado de la coalicién formada por todos los agentes para conseguir
las asignaciones pertenecientes al nicleo fuzzy o los equilibrios de Edgeworth de
una economia. En la seccidn 7 se obtienen resultados que relacionan el S-Nucleo
de una economia finita con el S~Ntcleo de una economia continua. Se obtiene
también la equivalencia entre las asignaciones de equilibrio de walrasiano y el
nucleo fuzzy, tanto para el caso en que el espacio de mercancias es de dimensién
finita como para el caso de dimensién infinita. Estos resultados generalizan
otros de Hiisseinov (1994), que suponen convexidad, monotonia y continuidad,
v ademas el espacio de mercancias es finito-dimensional. Por tdltimo, la seccién
8 contiene comentarios y observaciones finales.

2 S-Nicleos: Definicién y propiedades

Sea la economia de intercambio & = ((I, A4, u),w(t), =, t € I) definida sobre
el espacio de mercancias E. (I,A,u) es un espacio de medida, donde I es el
conjunto de agentes y g una medida sobre la o-dlgebra A. Cada agente t € J
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viene caracterizado por su dotacién inicial w(t) € E; v su relacién de preferencias
= sobre su conjunto de consumo E, . Una coalicién es un conjunto medible S C J
tal que u(S) > 0. Dado S € A, u(S) representa el tamano de la coalicién S.

Un estado de la economia es una aplicacién f : I — E, u-integrable. Un

estado f es admisible si [; fdu < [;wdu.

Se dice que la coalicién S veta a f via g si se verifica lo siguiente

i Jsgdu £ [gwdu
. g(t) >, f(t) para casitodot € S.

Un estado admisible f pertenece al nucleo de la economia si no estd vetado
por una coalicién S € A. Denotamos por N(£) el conjunto de los estados del
nucleo de la economia €.

Observacién. Notese que en el caso en que el conjunto de agentes es finito,
I ={l.....n}. A es el conjunto de las partes de I, P(I) y u es la medida de
contar, y por tanto, [; fdu = Y., fi, vy el tamafo de una coalicién S € P([)
viene dado por el cardinal del conjunto S, esto es, u(S) = card(S). Si nos
referimos a una economia sin atomos. el espacio de medida (7, A4, u) seria un
espacio sin atomos, por ejemplo, I = [0,1], A los subconjuntos medibles de /
v 4 la medida de Lebesgue. Podemos también considerar economias mixtas, en
cuyo caso I = [0,1]U{L,...,n}. A es el conjunto formado por los subconjuntos
medibles del intervalo real [0, 1] v por el conjunto de las partes de {1,...,n}, y
¢ es la medida producto.

Puede ocurrir que algunos grupos de agentes tengan dificultades para consti-
tuir una coalicién (por ejemplo altos costes, falta de comunicacion, incompati-
bilidad de los agentes, ...} v pactar una redistribucion de sus recursos. Teniendo
esto en cuenta. podemos considerar que no siempre es posible la formacién de
todas las coaliciones en una economia sino que sélo algunas pueden realmente for-
marse. Esta idea conduce a introducir el concepto que denominamos S-Nucleo,
siendo S un conjunto que ha sido seleccionado del conjunto total de coaliciones.
Nos referiremos a § como conjunto de coaliciones permitidas. Asi, un estado
admisible pertenece al S-Ntcleo de la economia & si no estd vetado por una de
las coaliciones permitidas.

Definicién 2.1 Sea § C A, con u(S) > 0 para todo S € S. Decimos que
un estado admisible [ de la economia £ es un elemento del S-Nucleo de £, y
denotamos f € §-N(&)si no estd vetado por una coalicion S € S.

Nétese que el concepto de S-Nicleo generaliza la nocién de nucleo de una
economia. Basta tomar § = A para obtener la definicién de nucleo que se
acostumbra a leer en la literatura econdmica.

De la definicién establecida se deducen facilmente las siguientes propiedades
del §-Ntcleo de una economia de intercambio:




(P.1) Sean 8,8, C A tales que S; C S;. Entonces S;-N (&) C §1-N(€) . En
particular, N(&) C S§-N(€)cualquiera que sea el conjunto de coaliciones S C A.

(P.2) §;-N(€) NS,-N(€) = (§;US,)-N(€) , cualesquiera que sean S;, S, C A.

De la propiedad (P.1) se deduce que las condiciones que garantizan la exis-
tencia de ntcleo de una economia son suficientes para garantizar la existencia de
S-Niucleo, cualquiera que sea el conjunto S de coaliciones permitidas. De (P.2)

se deduce que si A = {J; S;, entonces (;(S;-N(€) ) = N(E) .

3 Egquivalencia entre Nucleo y S-Nucleo en una
economia sin atomos

Teniendo en cuenta las dificultades que pueden presentarse en la formacién de
algunas coaliciones, seria de interés establecer condiciones sobre S # A, y sobre
la economia £ que garanticen la equivalencia S-N(€)=N(€) . Seria también de
interés analizar si resultados que hacen referencia al nicleo de una economia,
por ejemplo la equivalencia Core-Walras, siguen siendo ciertos si se restringe el
conjunto de coaliciones permitidas. A continuacion se establecen ejemplos que
hacen referencia a este tipo de cuestiones.

Consideremos una economia sin dtomos & = ((I, 4, ), w(t), %, t € I) definida
sobre el espacio de mercancias IR¢. Es decir, el espacio (I,.4, 1), que representa
el conjunto de agentes, es un espacio de medida sin dtomos. Por ejemplo, I es el
intervalo real [0,1], A es la o-algebra formada por los subconjuntos p-medibles
de I, v i la medida de Lebesgue.

Los siguientes teoremas son consecuencia de los elegantes resultados de Schmei-

dler (1972), Grodal (1972) y Vind (1972).

Teorema 3.1 Existe o > 0 tal que para todo ¢ < €o se verifica Se-N(&) =
N(E). siendo S, €l conjunto de coaliciones S € A tales que u(S) =e¢.

Demostracién. Véase Schmeidler.

El resultado de Grodal (1972) permite restringir aun mas el conjunto de coa-
liciones permitidas, manteniendo la equivalencia anterior.
Teorema 3.2 Exriste £o > 0 tal que para todo € < eq se verifica S-N(E) = N(£),
siendo S. €l conjunto de coaliciones S € A tales que S = Uit S;, con u(S;) <e
y u(S) = ¢. Ademds si las preferencias son débilmente mondtonas £ + 1 puede
sustituirse por £.

Suponiendo hipétesis habituales sobre las preferencias y utilizando lo estable-
cido por Grodal. se deduce de Vind (1972) un resultado de equivalencia mas
general.




Teorema 3.3 Supongamos que para casi todo t € I las preferencias >, son
continuas, monotonas, y medibles en el sentido que el conjunto {t € I|z =, y} €
A, cualesquiera que sean z,y € IRi. Entonces para cada €, tal que 0 < e < 1,
se verifica S.-N(E) = 8;-N(€) = S.-N(€) = N(E) , siendo S* el conjunto de
coaliciones S € A tales que S = U‘_,S;, con u(S;) <eyu(S)=¢

Podemos, por tanto, concluir que las asignaciones del nicleo de una economia
sin atomos vienen caracterizadas por aquellas asignaciones que no estan vetadas
por coaliciones arbitrariamente pequefias(teorema 3.1). Mds aln, si considera-
mos que agentes cercanos tienen caracteristicas parecidas, entendiendo por ello
que podemos englobarlos dentro de un mismo tipo, entonces, basta considerar
coaliciones arbitrariamente pequenas formadas por ¢ tipos de agentes, siendo ¢
el numero de los diferentes bienes que se intercambian en la economia (teorema
3.2). Por ultimo, del teorema 3.3 se deduce que para conseguir la optimali-
dad de Pareto y la equivalencia Core-Walras es suficiente el veto de coaliciones
constituidas por agentes de, a lo sumo, £ tipos y de medida &, con 0 < £ < 1.
En particular, basta tener en cuenta la formacién de coaliciones de medida tan
pequena o tan grande como se quiera.

4 Planteamiento discreto de una economia sin
atomos.

Consideremos una economia de intercambio puro &, con un continuo de agentes,
representados por el intervalo real I = [0,1], v definida sobre el espacio de
mercancias X = IR*. En la economia &, sélo se distingue un ntimero finito n de
agentes distintos. Asi, el conjunto de agentes I esta dividido en n subintervalos
disjuntos. cada uno de los cuales representa un tipo de agente. Esto es, I =

1. donde I; = [, 1) si i # n, I, = [2=1,1]. Cada consumidor t € I
se caracteriza por su conjunto de consumo IR, sus recursos iniciales w(t) =
w; para cada t € I, y su relacién de preferencias >,=>; para todo t € I,
siendo I; el conjunto de agentes de tipo i. Una asignacién f : I — R% se dice

factible si f; fdu = ¥, p(1;)w;, donde u denota la medida de Lebesgue sobre

los subconjuntos medibles de [0, 1].

Siguiendo Garcia-Cutrin v Hervés (1993), podemos interpretar esta economia
continua & como una economia con n agentes donde el agente 7 representa in-
finitos agente idénticos. También podemos interpretar £ como una economia
con n agentes no homogéneos, donde la influencia relativa del agente ¢ viene
dada por la medida u(7;) del subintervalo I; que representa el tipo :. Para ello,
asociamos a la economia &, una economia discreta &, con n agentes, donde cada
agente1 € I, = {1,..., n} viene caracterizado por su conjunto de consumo IR,

sus dotaciones iniciales w; v su relacién de preferencias >;. De este modo, una




asignacién f en . puede interpretarse como una asignacién z = (zy,...,,) en
- l ’ . e

f‘:" , donde z; = en) Ji fdu. Reciprocamente, una asignacién z en &, puede

interpretarse como una asignacion f en &. , donde f es la funcién escalonada

definida por f(t) = z;, si t € I,.

Para cada r entero positivo, definimos la r-réplica de la economia &, , que
denotamos por r&,, como una nueva economia con rn agentes indiciados por 77,
? ....,ny J = 1,...,r, tal que cada consumidor ¢j viene caracterizado por
TeCursos wj; = wj y preferenc1as >=i=>;. Cada asignacién ¢ = (z1,...,2,) en
&, puede interpretarse como una asignacion rz = (i1, ..., &1ry. -, Tnlse -, Tnr)
para cada economia réplica r&, , siendo z;; = z;, para todo j = 1,...,7 y

H
—

para todo ¢ = 1,...,n. Tales asignaciones se denominan asignaciones de igual
tratamiento en r&,

Un equilibrio de Edgeworth para la economia &, es una asignacién factible
(1....,2,) que pertenece al nicleo de cualquier réplica. Denotemos por E(E,) .
el conjunto de asignaciones de equilibrio de Edgeworth de la economia &, . Esto

es. E(&:) = Mrs1 N(r&r).

Para cada nimero real ¢, con 0 < ¢ < 1, sea S¢ el conjunto de coaliciones
S C [0,1] tales que u(S) = ¢y card{i € {1./...,n}|,u(1i NS)>0} =4 sin>L
Como consecuencia de los resultados en Garcia-Cutrin y Hervés (1993) v de los
resultados senalados en la seccidn anterior obtenemos la siguiente equivalencia.

Teorema 4.1 Supongamos que las preferencias >; son continuas, converas y
mondtonas. Entonces, sea cual sea £, con 0 < ¢ < 1, se verifica que © =
(r1,....@,) pertenece a E(&,) siy sdlo si f pertenece a SEC—N(SC), stendo f(t) =
;. 81t € 1. "

Por tanto. se tiene que para conseguir los equilibrios de Edgeworth para una
economia &, con un numero finito de agentes, no es necesario el veto de cualquier
coalicién en la economia continua de n tipos &, , sino que es suficiente el veto
de coaliciones de medida &. En particular, es suficiente el veto de coaliciones
arbitrariamente pequefias o arbitrariamente grandes. Ademads, si el nimero de
agentes en &, es mavor que el numero de bienes ¢, entonces basta considerar
el veto de coaliciones formadas por ¢ tipos de agentes. Del mismo modo, para
conseguir la equivalencia Core-Walras en &, es suficiente considerar el veto de las
coaliciones en S¢. Asi, los precios de equilibrio competitivo vienen caracterizados
como aquellos que no pueden ser manipulados por “pequefios” grupos de agentes,
lo cual es una justificion mas del supuesto de competencia perfecta en economias
continuas &,




5 S§-Nucleos en economias réplicas.

Nuestro objetivo ahora es introducir la nocién de S-Nicleos, o nicleos donde
s6lo se considere el veto de algunas coaliciones, en economias réplicas y ver cémo
se relaciona con los conceptos clasicos ya citados. Para ello, establecemos la
siguiente notacién. Sea P(I,) es conjunto formado por los subconjuntos no vacios
de I, es decir, el conjunto formado por todas las coaliciones en la economia de
n agentes &, . Denotemos por 1, el conjunto de agentes en la economia réplica
r€, . Dada una coalicién S en &, , denotamos por r(S) el conjunto de coaliciones
en la economia réplica r&, formadas por r; agentes de tipo ¢, con 0 < r; < r si
1€ Syri=0sit ¢ S. Asociemos a cada un conjunto de coaliciones S en &,
, el conjunto de coaliciones r(S) en r&, definido por r(S) = Usesr(S). Esto es,
r(S) es el siguiente conjunto de coaliciones en la economia réplica r&,

r(S) = {Sr Crl,|existen SeSyJC{l,...,r} talque §" = U.es{ij}}
€7

Definicién 5.1 Decimos que una asignacion factible z en la economia réplica

r&, ¢s un elemento del S-Nicleo de €, , y denotamos x € S-N(rE,), si no estd
(] 2 nj2

vetada por una coalicion perteneciente a r(S).

Nétese que si x € §-N(r€,), entonces para cada ij, ¢j’ se verifica que z;; ~ z;js
si las preferencias son convexas, y x;; = ;s si las preferencias son estrictamente
convexas. Notese también que si [, € S, entonces r(S) es el conjunto de todas
las coaliciones en r€, . Para restringir mas las coaliciones permitidas en las
economias réplicas establecemos una seleccion arbitraria en r(S). Es decir, dado
un conjunto de coaliciones § en &, ., consideremos para cada r un conjunto de
coaliciones no vacio r§ C r(S). Esto conduce a un concepto més general que el
anterior.

Definicién 5.2 Sea una sucesion (rS) de coaliciones permitidas en las economias
réplicas r&, |, tal que r§ C r(S) para cada r € IN. Decimos que una asignacion
factible @ en la economia réplica r€, es un elemento del rS-Nicleo de 7€, , y
denotamos x € r§-N(r€,), si no estd vetada por una coalicion perteneciente a

rS.

Observaciones. Obsérvese que si la seleccién elegida verifica (r + 1)S C S,
entonces (r+ 1)S-N((r +1)&,) C rS-N(r&,). Obsérvese también que para cada
r entero positivo se verifica N(r&,) C r(S)-N(r€,) C rS-N(r&,), sea cual sea el
conjunto de coaliciones S v sea cual sea la seleccién (rS). Por otra parte, tanto en
la nocién de §-Ntcleo de r€,, como en la nocién de rS-Nucleo de r&, |, la sucesién
de coaliciones. permitidas en las economias réplicas verifica lo siguiente. Si un
agente de tipo ¢ no formé coalicién con un agente de tipo ' en la economia &, ,




entonces un agente iy no formard coalicién con un agente i';’ en la economfa r&,
. cualquiera que sea r. Por el contrario, si agentes de tipos 7,4’ diferentes forman
parte de una coalicion permitida en &, , entonces en cualquier economf réplica
r&, se permitirdn las coaliciones que incluyan al menos un agente representativo
de tales tipos.

Es sabida la equivalencia entre el equilibrio de Edgeworth y las asignaciones de
equilibrio walrasiano en una economia con preferencias ordenadas y definida sobre
un espacio de mercancias de dimensién finita (Debreu y Scarf (1963)). Esto es,
las asignaciones walrasianas de una economia son elementos del nicleo (versién
fuerte del primer teorema del bienestar), y “en el limite” sélo las asignaciones
walrasianas pertenecen al nicleo. Se formaliza asi la idea de Edgeworth de que
cuantos mas agentes intervengan en la economia mas cerca esté el nicleo de los
estados de equilibrio walrasiano.

En la seccién anterior hemos establecido que para conseguir los equilibrios
de Edgeworth de una economia discreta &£, no es necesario considerar el veto
de todas las coaliciones en la economia continua & de n tipos. En Hansen
(1969) se prueba un resultado que nos permite concluir que para conseguir las
asignaciones de equilibrio walrasiano de &, podemos restringir el conjunto de
coaliciones permitidas en las economias réplicas a aquellas coaliciones formadas
por todos los agentes de un tipo y todos menos uno de los demds junto con
la coalicion de todos los agentes. Es decir, basta considerar el veto de nr + 1
coaliciones en cada economia &, . ‘

Teorema 5.1 Supongamos que en la economia &, se verifica que para todo
agente i € {1,...,n} las preferencias son mondtonas, estrictamente convezas,
«i € RL,. y el conjunto {a'|z’ =, z} tiene un inico hiperplano soporte en z,
cualquicra que sea x € IRi. FEntonces se tiene lo siguiente. El conjunto de asig-

naciones walrasianas de €, pertenecientes a RY, coincide con ;51 7S-N(r€y),

sicndo rS = {Sr erl,|S" = ( ;zl{kj}) U( ety U?zi{ij})}Ur]n.

Por tanto, si ¢ € IR™, es una asignacién eficiente en el sentido de Pareto y
z € r§-N(r€,) para todo r entero positivo, con r§’ = rS \ rl,, entonces existe
un sistema de precios que descentraliza z, es decir, esxiste p € IR, tal que (p, z) es
equilibrio walrasiano de la economia &, . Asi, bajo las hipétesis de este teorema
v teniendo en cuenta el resultado de Debreu y Scarf (1963), podemos concluir
que E(&,) = N1 7S-N(r&,). Esto es, es suficiente considerar el veto de las
coaliciones en rS. en las economias réplicas r&, , para conseguir los equilibrios
de Edgeworth en £, que pertenecen a |R1‘7+.




-6 Definicion y caracterizacién del S-Equilibrio
de Edgeworth: S-Nucleo fuzzy

La misma idea de restringir el conjunto de coaliciones permitidas, conduce a
introducir la nocién de S-Equilibrio de Edgeworth, generalizando el concepto
de Equilibrio de Edgeworth. Para ello, consideramos la economia de n agentes
&, v un subconjunto S del conjunto total de coaliciones. Para cada r entero
positivo, sea r(S) el conjunto de coaliciones en la economia réplica r&, definido
en la seccion anterior.

Definicién 6.1 Un S-Equilibrio de Edgeworth para la economia £, es una asig-
nacion factible v = (xy,...,z,) tal que x € S-N(r&,), para todo r € IN.

Para poder restringir més el conjunto de coaliciones permitidas, introducimos
el concepto de equilibrio de Edgeworth asociado a una seleccién (rS) de (r(S)).

Definicidn 6.2 Sea una sucesion (rS) de coaliciones permitidas en las economias
réplicas r€, , tal que r§ C r(S) para cada v € IN. Decimos entonces que
un rS-Lquilibrio de Edgeworth para la economia &, es una asignacidn factible
v =(xy,....2,) tal que z € rS§-N(r€,)para todo r € IN.

Denotemos por §-E(E,)el conjunto de los S-Equilibrios de Edgeworth y por
r§-E (& )el conjunto de los rS-Equilibrio de Edgeworth de la economia &, .
Notese que E(&,) C S-E(&,) C rS-E(&,), cualquiera que sea el conjunto de
coaliciones permitidas § v eualquiera que sea la seleccion (rS).

Aubin (1979) introduce el concepto de Nicleo fuzzy, formalizando la idea de
aumentar el conjunto de coaliciones permitiendo que los agentes puedan fraccio-
narse. en el sentido de contribuir con parte de sus recursos. Si se considera que
los agentes pueden participar con una fracion de sus recursos y si las preferen-
cias son convexas, entonces un equilibrio de Edgeworth puede definirse como una
asignacion factible que no es vetada por una coalicién con un ratio racional de
participacion.

Decimos que una asignacién factible z pertenece al Nucleo fuzzy de &, , y
denotamos 2 € NF(&,) , si 2 no estd f-vetada.

Una asignacién z estd f-vetada (f-vetada en Q) por la coalicién S via y si
existen as € [0.1].as # 0 (as € [0,1] N Q, a5 # 0), para cada s € 5, tales que

L. Y oseSCQsYs = 2 se5 QsWs.

ii. y, >, 7, paratodos¢€S.

Considerando una vez mas un subconjunto S del conjunto total de coaliciones,
introducimos el concepto de S-Niicleo fuzzy, que generaliza la nocién de Nucleo
fuzzy.




Definicién 6.3 Se dice que la asignacion z estd S-fuzzy vetada si estd f-vetada
por alguna coalicion S € S. Las asignaciones que no estdn S-fuzzy vetadas
constituyen el S-Nicleo fuzzy, que denotamos por S-NF(E,) .

Nétese que cualquiera que sea el conjuto de coaliciones S verifica que N F/(£,,)
C §-NF(&,) C §-N(£,). Ademss, propiedades analogas a las citadas para S-
Ntcleos se obtienen para S-Nucleo fuzzy. La definicidn de nicleo fuzzy estable-
cida anteriormente equivale a la introducida por Aubin (1979). Sin embargo,
exigimos que los o; sean estrictamente positivos para todo agente en la coalicidn,
para que la nocion de §-Nucleo fuzzy sea mas interesante.

Definicién 6.4 Se dice que la asignacion x estd S-fuzzy vetada en Qsi estd f-
vetada en Qpor alguna coalicion S € §. Las asignaciones que no estan S-fuzzy
veladas en Qconstituyen el Sq—Nicleo fuzzy, que denotamos por Sg-NF(E,).

A continuacidén se prueba que el veto con participaciones reales es equivalente
al veto con participaciones racionales. Se deduce entonces que el conjunto de
asignaciones de S-Equilibrio de Edgeworth coincide con el §-Nucleo fuzzy. Esta
equivalencia permite concluir que no es necesario recurrir a economias réplicas
para dar una caracterizacion del S-Equilibrio de Edgeworth.

Teorema 6.1 Sea £, una economia con n agentes definida sobre el espacio de
mercancias de dimensidn finita R*. Entonces S-NF(&,) = SqrNF(£,), cualquiera

que sea el conjunto de coaliciones S.

Demostracion. Es obvio que S-NF(E,) C SqrNF(&x). Para probar el reciproco,
supongamos que la asignacién z = (z,,...,,) estd S-fuzzy vetada. Entonces,
existe S € S, y existen y; € R y o; € (0,1], para cada 7 € S, tales que
SiesQiYi = Lies@iw; v ademds y; >; z; para todo ¢ € 5. Sin pérdida de
generalidad podemos considerar a; < L para todo 7 € S. Sea S, C [0,1] una
coalicidén en la economia continua &, , tal que u(S. N I;) = a;. Sea y(t) =
sit € S.NIysea f(t) = z; si t € I,. Se tiene entonces que la asignacién
f en & estd vetada por la coalicién S. via y. Siguiendo Schmeidler (1972),
definamos la medida vectorial sin dtomos A sobre A, restringida a S., como
sigue. A(A) = ([4(y — w)du, u(A)), para cada A€ A, AC S.. Seae € (0,1]NQ,
tal que a — minies a; < € < @, siendo a = Y ;5 04. Por el teorema de Liapunov,
existe S C S, tal que u(S.) = e y S. veta f via la misma asignacién y en &.
Ademsds si a; > 0, entonces u(S'NI) =o' >0y a; € Q. Por tanto z esta
f-vetada en Qpor la coalicién S.

Sin establecer hipStesis se ha obtenido que si una coalicién S veta una asig-
nacién r con participaciones reales via y, entonces también veta z con partici-
paciones racionales via la misma asignacién y. La prueba del resultado no es
valida si el espacio de mercancias es de dimensién infinita, pues en ese caso no
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se verifica el teorema de Liapunov. Sin embargo, si suponemos continuidad de
las preferencias, podemos establecer una prueba alternativa, que es vdlida en
dimension infinita.

Teorema 6.2 Sea & una economia definida sobre el espacio de mercancias E.
Supongamos que E es un e.v.t. y que los n agentes que forman la economia tienen
preferencias continuas sobre su conjunto de consumo E;. Entonces S-NF(£) =
Sq-NF(€), cualquiera que sea el conjunto de coaliciones S.

Demostracion. Obviamente se verifica que S-N F(€,,) C Sq-NF(€,). Para probar
el reciproco, supongamos que la asignacién z = (z4,...,,) estd S-fuzzy vetada.
Entonces, existe S € S, y existen y; € E; y o; € (0, 1], para cada i € S, tales que
Yies QiYi = Yies oiw; ¥ ademds y; >; z; para todo 1 € S. Sea of = Elka; + 1],
donde E[t] denota la parte entera del numero real ¢. Sea yf = %‘L(y{ —w;) +

w; € IRL. Como lim_ %":} = 1, obtenemos que: limy_o y¥ = y;. Luego, por
continuidad de las preferencias, existe ko tal que k > ky = y*¥ >; y; para
todo 7 € S. Ademds, se verifica que Y esafyf = Ticskai(y; — w;) + afw; =
k(Ties Y — Ties Qiwi) + Yies 0fw; = Tiesafwy, donde of son enteros para
todo 1 € S. Se deduce, por tanto. que = estd f-vetada en Q por la coalicién
S € 8. En consecuencia = ¢ Sg-NF(&y).

Corolario 6.1 Sea &, una economia con n agentes definida sobre el espacio de
mercancias de dimension finita IRi,. y sea €& una economia en las condiciones
del teorema 6.2. Para cada conjunto arbitrario de coaliciones S se verifica lo si-
guiente. Lriste una seleccion rS de r(S) tal que, siz pertenece a rS-E(E,)(resp.
v € r§-E(&)). entonces x pertenece a S-NF(E,) (resp. z € S-NF(E)). Si
ademds las preferencias son convezas se verifica que st una asignacién = perienece
a §-NI(E,) (resp. a S-NF(E)), entonces z pertenece a rS-E(E,)(resp. a rS-
E(&E)). En particular, S-E(&,)=S-NF(£,) y S-E(£) = S-NF(£).

Demostraciéon. Supongamos que la asignacion z esta f-vetada por una coalicion
S € S. Entonces, por el teorema 6.1 (teorema 6.2) existen a; € IN (resp. existen
a¥ € IN), para cada i € S, tales que la coalicién formada por a; (resp. por af)
agentes de tipo i veta a (zy,...,2Z1;...;Zn,...,Z,) €n la economia r&, (resp.
en la economia k&), con r > max;cs{a;} (resp. con k > ky). Reciprocamente,
la convexidad de las preferencias nos permite afirmar que si z = (z1,...,2,) ¢
r§-E(E,). entonces existe S € S y existen r;, y;, para cada 7 € S, tales que
SiesTiVi = YiesTiwi y ademds y; >; z;, para todo ¢ € S. Luego, S-NF(&,) C
S-FE(€,). Lo mismo sucede en el caso de dimensién infinita.

Este resultado generaliza la equivalencia entre los Equilibrios de Edgeworth y
el Nucleo fuzzy, tanto en el caso finito como infinito-dimensional. Como hemos

senalado anteriormente. ello permite concluir que no es necesario recurrir a las
réplicas de una economia para dar una caracterizacién de los S-Equilibrios de
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Edgeworth, pues equivalen al S-Nicleo fuzzy correspondiente. Esta conclusién
es importante, dado que en ocasiones hay dificultades para definir economias
réplicas, como sucede, por ejemplo, en el caso de preferencias interdependintes.

En la seccién 3 hemos obtenido resultados de equivalencia entre nicleo y S-
Ndcleo de economias sin dtomos, para determinados conjuntos de coaliciones S,
distintos del total. Estos resultados, junto con la interpretacién discreta de una
economia continua de n tipos, nos permite establecer la siguiente equicalencia
entre nucleo fuzzy y §-Nucleo fuzzy de una economia &£, con un ntnero finito n
de agentes.

Teorema 6.3 Sea £, una economia con n agentes y definida sobre el espacio de
mercancias RY. Supongamos que las preferencias de los agentes son continuas,
mondlonas y converas. Entonces NF(E,) = S-NF(E,) , cualquiera que sea S
tal que I, € S, siendo I,, el conjunto de agentes en la economia &, .

Demostracion. Obviamente NF(&,) C S-NF(E,) , cualquiera de sea S. Supong-
amos que z = (x4,...,2,) ¢ NF(&,) . Entonces existe una coalicién S C I,, que
f-veta x via (y;)ies. Esto es, para cada ¢ € S existen a;, con 0 < a; < %, tales
que Y ;es QiYi = piesiw; y ademas y; >; z;, para todo: € S. Sea S. C [0,1]
una coalicién en la economia continua &, , tal que u(S. N I;) = ;. Sea y(t) = y;
sit€ S.NI;ysea f(t) =z;s1t € I;,. Se tiene entonces que la asignacién f en
. estd vetada por la coalicién S, via y. Por el resultado en Vind (1972) existe
S, C [0.1], con p(S%) > =1, tal que S. veta f. Por convexidad de las prefer-
encias, se deduce que existe (y)%,, tal que y/ >, z; para todo ¢ € {1,...,n} ¥y
oy 1(SEN L)yl = i w(SLN I)w;i. Luego I, f-veta z via y'.

Este resultado permite concluir que para conseguir las asignaciones pertene-
cientes al nucleo fuzzy de una economia discreta &, es suficiente el f-veto de
la coalicién formada por todos los agentes. Como consecuencia de ello y del
corolario 6.1 se obtiene que lo mismo sucede para conseguir los Equilibrios de
Edgeworth en el caso finito-dimensional.

Corolario 6.2 Sea &, una economia en las condiciones del teorema 6.3. En-
tonces E(&,)=8-NF(E,) , cualquiera que sea S, tal que I, € S.

7 Una Interpretacion continua de la nocién de
S-Niicleo fuzzy: S—Nucleo de una economia
sin atomos y equivalencia Core-Walras

Consideremos de nuevo la economia continua &, de n tipos y la economia finita
asociada &€, . Dado un conjunto de coaliciones S, en &, , definimos el siguiente
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conjunto de coaliciones S, en &,
S. = {S. C [0,1] | existe S, € Sy, tal que u(S.NL)>0& 1€ S,})

Reciprocamente, dado un conjunto de coaliciones S, en &, , definimos el siguiente
conjunto de coaliciones S, en &,

S, ={S, C{l,...,n} |existe S, € S, tal que t € S, & u(S.NI;) > 0}

A continuacién establecemos la equivalencia entre el S-Nicleo fuzzy de &, y
el S—Nicleo de &, , tanto para el caso finito como infinito-dimensional.

Teorema 7.1 Sea &, una economia con n agentes, definida sobre el espacio
de mercancias R (resp. sobre el reticulo de Banach E). Supongamos que las
preferencias son convezas (resp. converas y continuas sobre E, ). Entonces, para
cualquier conjunto de coaliciones S, en &, se verifica lo siguiente.

Si la asignacion f € S~N(E.), entonces x = (21,...,2,) € S-NF(E,),
sitendo x; = ﬁ Ji fdu.

Reciprocamente, si la asignacion ¢ = (x1,...,2,) € S-NF(E,), entonces

f e 8~-N(E,), siendo f(t)=a;, sit € I.

Demostracion. Supongamos z, definida por z; = TIIJ Ji fdu, estd f-vetada por
la coalicion S, € S» via (yi)ies,, entonces existen a;, con 0 < a; < %, tales que
Sies, OiYi = Y.ies, @iw; v ademds y; >; x;, para todo ¢ € S,. Por el teorema de
convexidad en Hiisseinov (1987) (resp. por el lema en Garcia-Cutrin y Hervés
(1993)). para cada ¢ € S, existe T; C I;, con u(T3) > 0, tal que y; > f(t), para
todot € T; C I. Sea 3 = min;es, {§(T;)}. Para cada i € S, sea S; C T}, con
#(S;) = Ba;. Consideremos S, = Ucs, Si y definamos y(t) = y;, si t € S5;. Se
obtiene que [g ydi = Yies, Baiyi = Ties, Baiws = [g wdu y ademds y; =; f(t),
para todo t € S;, para todo ¢ € S,,. Luego, la coalicién S, € S. y S, veta f via y.

Reciprocamente. supongamos que f, definida por f(¢) = z,, si t € I;, estd
vetada por S, € S.. Sea S, = {1 € {1,...,n}|u(S. N I; > 0}. Por convexidad
de las preferencias (resp. por convexidad y continuidad), se tiene que existen
y; € RL (resp. yi € Ey), para cada i € S,, tales que Y e, #(Sn N L)y =
Yies, (S, N I)w; y ademds y; >, f(t), para todo t € S. N I;. Por tanto, z esta
f-vetada por S,.

Observaciones. En Hiisseinov (1994) se prueba que para economias definidas
sobre un espacio de mercancias de dimensién finita y suponiendo convexidad de
las preferencias se verifica que 2 € NF(E,) y s6losi f € N(&.), con f(t) = z,,
sit € I;. Suponiendo ademas continuidad y monotonia de las preferencias,
se prueba en el mismo articulo que si la asignacién f € N(E,), entonces r =
(21.....2,) € NF(&,). siendo z; = ﬁ Ji, fdu. Nétese que ambos resultados
son casos particulares del teorema anterior. Mas alin, en el caso de dimension
finita. s6lo suponemos aqui convexidad de las preferencias.
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Aubin (1979) prueba que toda asignacién del nicleo fuzzy es una asignacién
walrasiana. A continuacién establecemos un resultado de este tipo. Para ello,

denotemos por W(£) el conjunto de asignaciones de equilibrio walrasiano de la
economia £. '

Teorema 7.2 Sea &, una economia con n agentes definida sobre el espacio de
mercancias IRi. Supongamos que las preferencias de los agentes son continuas,
converas y monotonas y que el vector de recursos totales w = o wi es es-
trictamente positivo. Sea S cualquier conjunto de coaliciones que contenga a la
coalicidn formada por todos los agentes I,,. Entonces S-NF(E,) = W(E,).

Demostracion. Teniendo en cuenta la equivalencia Core-Walras establecida en
Aumann (1964) para economias con un continuo de agentes, por el teorema 7.1
se obtiene que W (&,) C NF(E,). Luego, por el teorema 6.3, si I, € S, entonces
W(&,) C S-NF(&,) . Reciprocamente, si z = (z1,...,2,) € S-NF(,) , con
I, € S. entonces, por el teorema 6.3 + € NF(£,). Sea f la asignacién en
. definida por F'(1) = z;, si t € I,. Aplicando el teorema 7.1 se tiene que
f € N(E.). Por Aumann (1964), existe un sistema de precios p € RY tal que
(f.p) es un equilibrio competitivo en la economia continua & . Por tanto, (z,p)
es equilibrio competitivo en &, .

Nétese que, en particular, este resultado, permite concluir que bajo las hipdtesis
establecidas se verifica que NF(E,) = W(E,), equivalencia que se obtiene en
Husseinov (1994). Aqui hemos probado que para conseguir las asignaciones de
equilibrio competitivo de la economia &, es suficiente considerar el f-veto de
la coalicién formada por los n agentes que hay en &, . Para ello, hemos uti-
lizado el resultado de equivalencia de Aumann entre las asignaciones del nicleo
v las asignaciones walrasianas de una economia definida sobre un espacio de mer-
cancias de dimensién finita ¥ con un un continuo de agentes. En Garcia-Cutrin y
Hervés (1993). se prueba la equivalencia Core-Walras para economias continuas
de n tipos definidas sobre un reticulo de Banach. Este resultado de equivalencia,
junto con el teorema 7.1, nos permiten establecer hipétesis que garantizan el que
las asignaciones walrasianas de una economia £, definida sobre un espacio de
mercancias de dimensidn infinita, sean aquellas que no estdan f-vetadas.

Teorema 7.3 Sea £ una economia con n agentes, definida sobre el espacio de
mercancias E, siendo E un reticulo de Banach. Supongamos que las preferencias
sobre E, son convezas, estrictamente mondtonas, continuas y uniformemente 7-
propias. con respecto a alguna topologia T sobre E menos fina que la topologia
de la norma. Supongamos ademds que el total de los recursos iniciales w =
" u(l)w; es estrictamente positivo y que el intervalo ordenado [0,w] es 7-
compacto. Entonces se verifica que NF(E) = W(E). '

Demostracién. La prueba es como la del teorema 7.2, utilizando la equivalencia
Core-\Valras obtenida en Garcia-Cutrin y Hervés (1993), en vez de la equivalencia
Core-Walras en Aumann (1964).
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8 Conclusiones

La definicidn clasica de nicleo de una economia lleva implicito el hecho de que
pueda formarse cualquier coalicién de agentes. Sin embargo, si se piensa, por
ejemplo, en costes de informacién y comunicacién o en incompatibilidad de
agentes en la formacion de coaliciones, es posible que algunas coaliciones no
puedan ser consideradas. Siguiendo esta idea se han introducido los conceptos
de §-Nucleo y S-Equilibrio de Edgeworth, generalizando las nociones clésicas.

La definicion de S-Nucleo de una economia se ha establecido en un marco
general, en el sentido de que pueden considerarse economias finitas, continuas
e incluso mixtas. Por otra parte, es de sefialar que la existencia de S-Nucleo
estd garantizada si el ntcleo es no vacio. Se interpretado resultados conocidos
como equivalencias entre nicleo y determinados S-Nucleos de una economia sin
atomos. Por ejemplo, en economias con un continuo de agentes y definidas sobre
un espacio de mercancias de dimensidn finita una asignacién que no estd vetada
por una coalicidn arbitrariamente pequena estd en el nicleo. Cabe plantearse
si el mismo resultado es cierto en economias con un espacio de mercancias de
dimension infinita, donde la prueba de Schmeidler no sirve, pues el teorema de
Liapunov no es cierto en dimension infinita.

La misma idea de restringir el conjunto de coaliciones permitidas ha conducido
al concepto de S-Equilibrio de Edgeworth, obteniendo una caracterizacion me-
diante el S-Nicleo fuzzy o equivalentemente mediante el S-Nicleo fuzzy en Q.

El hecho de interpretar una economia continua de n tipos como una economia
con un numero finito de agentes, conduce a establecer equivalencias interesantes
entre los conceptos introducidos, tanto en el caso de un espacio de mercancias de
dimensién finita como en el caso infinito-dimensional. generalizando resultados
clésicos y también resultados recientemente publicados.

Por otra parte, Florenzano (1990) prueba la existencia de equilibrio wal-
rasiano, nucleo fuzzy y equilibrio de Edgeworth en una economia con produccion
v con preferencias no ordenadas, y obtiene algunos resultados de equivalencia. En
este trabajo, solo hemos considerado preferencias ordenadas. Puede ser objeto
de estudios posteriores el caso de economias con externalidades.

Por dltimo sefialar que esta nota puede servir para introducir otros S-conceptos
que generalicen nociones donde intervenga la formacion de coaliciones, como
puede ser la nocién de equilibrio de Nash fuerte o la nocién de a-nucleo, in-
troducidas por Aumann (1959, 1964), analizando qué puede deducirse de dicha
generalizacion.
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