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Capitulo 1

Introduccion

El tema principal de esta memoria es el estudio de la desigualdad isoperimétrica lineal en superficies de
Riemann, aunque también se abordan otros temas afines. En este primer capitulo vamos a introducir
algunos conceptos que serdn de gran importancia para poder exponer los resultados obtenidos y
describiremos de forma breve cudles son estos.

1.1 La métrica hiperbélica

1.1.1 Meétrica en un dominio

Si  C € es un dominio (abierto y conexo), entonces una métrica en © es una funcién continua
A(z) > 0 en € que se anula a lo sumo en un conjunto discreto y que es dos veces diferenciable en
{z€Q:A(2) >0}. SizeQy¢eC esun vector entonces definimos la longitud de £ en z como

€115,z := A(2){€],

donde |¢| denota la longitud euclidea.

En andlisis cldsico estas métricas se llaman a veces métricas conformes y se suelen escribir de la
forma A(z)|dz| y a la funcién A se le llama densidad de la métrica.

Dada una curva continuamente diferenciable v : [a,5] — Q vamos a definir su longitud en la
métrica A como

b
L) = [ 0o b

La longitud de una curva continuamente diferenciable a trozos se define como la suma de las longitudes
de sus trozos continuamente diferenciables.

Cuando la métrica que estamos considerando es la funcién constante A(z) = 1 (métrica euclidea)
esta definicién coincide con la definicién usual de longitud (longitud euclidea).

Utilizaremos también la siguiente notacién

D) = [ Mol
v
Sean dos puntos p, g € €2, definimos la A-distancia entre p y g en la métrica A como

dx(p,q) = inf{Lx(7y) : v € Ca(p,q)},

donde Cq(p, ¢) es el conjunto de todas las curvas continuamente diferenciables a trozos v:[0,1] = Q
tales que v(0) = p y ¥(1) = ¢. Se puede denotar también como dq si la métrica se sobreentiende.

Se puede demostrar que la funcién dy : @ x @ — R es una distancia y (€, dy) es un espacio
métrico.
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Obsérvese que si A(z) = 1y © = C entonces d) es la distancia euclidea usual.

En general no tiene por qué existir la curva de menor longitud que une dos puntos, como se puede
ver en la figura, donde hemos representado el disco menos un punto D\ {0} con la restriccién de la
métrica euclidea y vemos que no existe ninguna geodésica que una los puntos —1/2 y 1/2. Por esta
razén es necesario usar el infimo en la definicién de d,.

1.1.2 La métrica de Poincaré

En el disco unidad abierto D = {z € C : |2| < 1} podemos definir una métrica que va a jugar un
papel muy importante en esta tesis. Se trata de la métrica de Poincaré

2
Xz) = el
Hay que senalar que algunos autores utilizan otra constante en el numerador. Lo interesante es
que el disco con esta métrica es una superficie con curvatura constante negativa. El coeficiente 2
en el numerador es la constante adecuada para obtener curvatura K = —1 (si pusiéramos 1 en el
numerador obtendriamos curvatura —4). En este contexto, es decir, cuando tenemos un dominio en
el plano, la curvatura se puede calcular con la férmula (ver [Kra90, Capitulo 2])

K(z) = ___—A;?Zg)j@)

Obsérvese que como A es dos veces diferenciable, esta férmula tiene sentido. La curvatura es un
invariante conforme.

La métrica de Poincaré posee propiedades muy interesantes; por ejemplo, coincide con las métricas
de Carathéodory y Kobayashi (ver [Kra90, Capitulo 3]).

“Precisamente fue Henri Poincaré quién descubrié que las isometrias de D (con esta métrica) son
exactamente las aplicaciones de Mobius del disco en si mismo. Por isometrias entendemos funciones
que preservan distancias y también orientacién. Podemos citar al mismo Poincaré en una conferencia
que pronuncié en la Sociedad Psicolégica de Paris (tomado de [Poi95])

Por entonces sali de Caen, donde a la sazén vivia, para participar en una excursion
geolégica organizada por la escuela de minas. Las incidencias del viaje me hicieron ol-
vidar mis trabajos matematicos. En determinado momento, estdbamos en Coutances y
habiamos de subir a un émnibus para desplazarnos a otro sitio. Justo al poner el pie en el
estribo, sin que ninguno de mis pensamientos precedentes pareciera haberla propiciado,
me vino la idea de que las transformaciones que habia usado para definir las funciones
fuchsianas eran idénticas a las de la geometria no euclidea. No prosegui el razonamiento,
ni hubiese tenido ocasién de ello, pues me senté en mi asiento y continué una conver-
sacién previa, pero estaba completamente seguro. A mi retorno a Caen lo comprobé
concienzudamente, por pundonor.”
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Este grupo de isometrias, al que se denota, por MGab(D), es el conjunto de transformaciones

0 2+ a
ezG

Mob(D) = {T :D— D tal que T(z) = F
az

cona€Dyfel0,2r)}.

En la métrica de Poincaré es posible calcular explicitamente cual es la distancia entre dos puntos del
disco (ver [Kra90, Capitulo 1])

1 1+ &L
di(p,q) = Elog (1—;% .

1-pg

El disco con esta métrica constituye un modelo para la geometria hiperbdlica, en el que las
geodésicas (curvas que minimizan la distancia localmente) son los arcos de circunferencia perpendi-

culares a 0D y los didmetros. ‘

La geometria hiperbolica verifica todos los axiomas de Euclides excepto el quinto. En esta geometria

dada una recta r y un punto p exterior a ella existen infinitas rectas paralelas a r que contienen el
punto p.

Otro modelo, conforme e isométricamente equivalente a éste, es el semiplano superior con la
métrica A(z) = 1/y que denotaremos por U.

Por el Teorema de la aplicacién de Riemann, cualquier simplemente conexo  contenido propia-
mente en el plano, es equivalente a éstos con la métrica que verifica Aq(f (NS (2)| = Ap(z), donde
Jf D = € es una aplicacién biholomorfa.

Veremos después (subseccién 1.2.4) cémo la métrica de Poincaré se puede trasladar a una super-
ficie mas general.

1.2 Superficies de Riemann

Intuitivamente una superficie de Riemann es una variedad diferenciable de dimensién dos tal que los
cambios de carta son funciones holomorfas.

El concepto de superficie de Riemann se puede introducir desde diferentes puntos de vista. Noso-
fros vamos a usar la teoria de aplicaciones conformes porque de este modo subrayamos sus aspectos
geométricos (las funciones conformes preservan dngulos y orientacién). Se pueden dar definiciones
esenclalmente equivalentes usando funciones analiticas o usando la teoria de funciones arménicas.
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1.2.1 Definicion

Sea S un espacio topolégico Hausdorff y conexo. Vamos a imponerle a § unas condiciones en forma.
de relaciones entre una familia de homeomorfismos locales. Sea {(Vy,hq)} una familia de cartas
locales con las siguientes propiedades:

1. Los conjuntos V¥, forman un cubrimiento abierto de S.
2. Cada h, es un homeomorfismo de V, en un subconjunto abierto del plano complejo C.

3. Si Vo NV # 0, entonces el cambio de carta hog := hg o k! es una aplicacién conforme en
ha(Va N Vﬂ).

Se dice que una familia de cartas locales que cumpla estas condiciones es una base para una estructura
conforme en S. (ver la definicién exacta de estructura conforme en [AS60, p. 114]).

Definicién. Una superficie de Riemann (S, V) es un par ordenado donde S es un espacio topoldgico
Hausdorff y conexo y ¥ una familia de homeomorfismos locales en S que definen una estructura
conforme en S.

Muchas veces utilizaremos la notacién S en lugar de (S, ¥). Estd claro que topolégicamente una
superficie de Riemann es una superficie. Ademds, como todas las aplicaciones de la forma A, o h;"
conservan la orientacién, S es una superficie orientable.

Si las aplicaciones h, tuvieran como rango un abierto en la topologia relativa del semiplano
superior cerrado, en lugar de un abierto de C se hablaria de superficie de Riemann con borde.

1.2.2 Ejemplos

Para el plano complejo, o cualquier subregién del plano complejo, la aplicacién identidad se puede
considerar como una base para una estructura conforme. A no ser que se diga expresamente lo
contrario siempre consideraremos esta estructura para el plano complejo.

En el caso de la esfera C = C U oo, consideraremos una base formada por dos aplicaciones, la
identidad definida en C, y la aplicacién z — 1/z definida para z # 0 y extendida al punto del
infinito por oo — 0. Estas dos aplicaciones determinan una estructura conforme y la esfera con esta
estructura se denomina esfera de Riemann. ‘

Hay que senalar también que a cualquier subregién S; (subconjunto abierto y conexo) de una
superficie de Riemann se le puede dotar de estructura de superficie de Riemann sin mds que considerar
las restricciones de las cartas locales a S;. Siempre que hablemos de una subregién, estaremos
considerando esta estructura inducida.

Toda variedad topoldgica admite una base tal que los cambios de carta son de clase C*°. Si
ademds es orientable, las coordenadas isotermales permiten elegir una base tal que los cambios de
carta son conformes.

1.2.3 Aplicaciones conformes

Es posible definir aplicaciones holomorfas entre dos superficies de Riemann. Empezaremos conside-

rando el caso de una funcidn holomorfa que es una aplicacién de una superficie de Riemann en el
plano complejo.

Definicién. Diremos que una funcidn compleja f : S — C es holomorfa en la superficie de Riemann
S si y sélo si foh™! es analitica en h(V), en el sentido cldsico, para toda carta local (V,h).

En el caso de aplicaciones entre dos superficies de Riemann la definicién es como sigue.
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Definicién. Una aplicacién continua f entre una superficie de Riemann S; y otra superficie de
Riemann Sy se dice holomorfa si toda funcidn de la forma hyo fo hl"1 con hy carta local de 81 y hy
carta local de Sy es analitica en su dominio de definicion.

Sihy y ho estan definidas en los dominios V7 y V, respectivamente, la composicién ko f oh estd
definida en hy (Vi N f~1(V2)). La continuidad de f garantiza que este dominio sea abierto. Es facil
ver que estas dos definiciones coinciden cuando Sy = C tomando como hy la aplicacién identidad.

Si f es biyectiva hablamos de aplicacién conforme. En este caso se puede demostrar ficilmente
que f es un homeomorfismo y que f~! es holomorfa. Si existe una aplicacién conforme entre dos
superficies de Riemann decimos que son conformemente equivalentes. Uno de los problemas centra-
les en la teoria de superficies de Riemann es encontrar condiciones explicitas para la equivalencia
conforme.

En muchos contextos también es necesario considerar estructuras mas generales. En particu-
lar, serd necesario en ocasiones considerar aplicaciones y funciones diferenciables no necesariamente
holomorfas.

1.2.4 Superficies de Riemann hiperbdélicas

Vamos a introducir una clase de superficies de Riemann que son de gran interés debido a que van a
heredar del disco unidad la métrica hiperbélica (de una forma que precisaremos mds adelante) lo cual
constituye una herramienta muy potente para generalizar resultados clasicos en el plano complejo
(como por ejemplo el Teorema de Picard) a superficies.

Sea R una superficie de Riemann. Un cubrimiento de R es un par (S, f) donde S es una superficie
de Riemann y f : § — R es holomorfa y homeomorfismo local. Si (Sy, fi) es un cubrimiento de R,
y (82, f2) es una superficie de cubrimiento de Sy, estd claro que entonces (Sy, f1 o f2) es de nuevo un
cubrimiento, que diremos mds fuerte, de R. Obsérvese que si dos cubrimientos son mutuamente uno
mnds fuerte que el otro, entonces son conformemente equivalentes y pueden considerarse esencialmente
el mismo.

Se puede demostrar (ver [Ahl73]) que existe un cubrimiento de R que es el mds fuerte de todos.
Tal cubrimiento (R 7) se llama cubrimiento universal de R y tiene la propiedad de que su grupo
fundamental Hl(R,po) con punto base py € 'R es trivial. En otras palabras, R es una superficie
simplemente conexa.

St R es una superficie de Riemann y 7 : R — R es su cubrimiento universal, llamamos grupo de
cubrimiento I' de R (asociado a 7) al grupo de transformaciones biholomorfas v : R — R tales que
movy =7 (lo que equivale a decir que p y y(p) tienen la misma proyeccién). Un hecho realmente
sorprendente es que I' es isomorfo al grupo fundamental IT; (R, pp) (ver [Ah173)).

El grupo I' actia discontinuamente y sin puntos fijos y R es conformemente equivalente a ’R,/ r.
En sentido reciproco, dado cualquier grupo I' de transformaciones biholomorfas v R =+ R que
actie discontinuamente y sin puntos fijos, 'R,/I‘ es una superficie de Riemann y 7 : R — R/ Iessu
recubrimiento universal. Un tal grupo I se llama un grupo Fuchsiano si R = D.

Como queda dicho mds arriba, dada una superficie de Riemann R, su recubrimiento universal
R ha de ser una superficie simplemente conexa. El Teorema de uniformizacién nos dice que existen
muy pocas superficies simplemente conexas.

Teorema de uniformizacién. ([Ahl73, p. 142]) Toda superficie de Riemann simplemente coneza
R es conformemente equzvalente al disco unidad I del plano complejo, al propio plano complejo C,
0 a la esfera de Riemann C = C U {oo}.

Por tanto R tiene que ser una de estas tres SuperﬁCIe D, CoC.

Si R = C, entonces R ha de ser necesariamente (C ya que C sélo puede ser espacio recubridor de
s{ mismo.
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SiR =C, el grupo de cubrimiento ha de estar formado necesariamente por transformaciones
del tipo v(z) = z + a para que no haya puntos fijos en C. Como ademads, el grupo debe actuar
discontinuamente, I' ha de ser o bien el grupo trivial o bien debe tener uno o dos generadores. Por
tanto R tiene que ser conformemente equivalente a C, C\ {0}, o a un toro, respectivamente (hay
toda una variedad unidimensional de toros no conformemente equivalentes entre si). Nétese a modo
de ilustracién que en el caso R = C\ {0} podemos tomar como aplicacién recubridora la funcién
exponencial.

Por 1ltimo, todas aquellas superficies R que tienen como recubridor universal al disco ID se llaman
superficies hiperbdlicas. Todas las demés (que como hemos visto son muy pocas) se llaman superficies
excepcionales.

Es conveniente sefialar que esta definicién de superficie de Riemann hiperbdélica no es aceptada
universalmente, ya que a veces la palabra hiperbélica se refiere a la existencia de funcién de Green.

Hay que sefialar también que en general es muy dificil calcular explicitamente la aplicacién recu-
bridora; de hecho, esto sélo se puede hacer en casos muy particulares.

Vamos a ver ahora ¢émo el disco unidad D va a inducir una métrica (la métrica hiperbdlica) en
la superficie R.

Dada cualquier superficie de Riemann hiperbdlica R, si 7 : D — R es su recubrimiento universal,
y dada T' € Mob(D), entonces 7o T : D — R es también un recubrimiento universal y de hecho estos
son todos los posibles. Por tanto, al elegir un cubrimiento universal podemos prefijar 7 (0).

Obsérvese ahora que el grupo de cubrimiento I' asociado a 7 :  — R es un subgrupo de
Mob(D) y como R es conformemente equivalente a /T, los grupos Fuchsianos I' que podemos elegir
son tinicos salvo conjugaciéon por un elemento de Mob(D). En otras palabras, existe una biyeccién
entre el conjunto de superficies de Riemann (salvo equivalencia conforme) y el conjunto de subgrupos
Fuchsianos de Méb(DD) (salvo conjugacién). Por otro lado, como I' es un grupo de isometrias en la
métrica de Poincaré de D, puede proyectarse dicha métrica mediante 7 obteniéndose una métrica
Riemanniana conforme, completa y con curvatura K = —1 en R = D/I', la métrica hiperbélica o de
Poincaré. Siempre que no se diga expresamente lo contrario, toda superficie de Riemann hiperbdlica
se considera con la métrica de Poincaré.

Una superficie de Riemann hiperbodlica dotada de su métrica hiperbdlica es un espacio métrico
completo cuya topologia coincide con la de la superficie original. Ademds, dados dos puntos distintos,
siempre existe una geodésica que los une, y dada una curva simple cerrada no trivial ni hométopa
a una puntura (ver seccién 1.2.6), existe una unica geodésica simple cerrada en su misma clase de
homotopia libre. Con la métrica hiperbdlica, las aplicaciones conformes son isometrias Una aplicacién
conforme entre dos superficies de Riemann hiperbdélicas es una isometria.

En relacién a las subsuperficies de una superficie dada (dotadas de sus respectivas métricas
hiperbdlicas) se tienen resultados como estos:

Si &1 es una subsuperficie de la superficie de Riemann hiperbdlica Sz, entonces ds, (p,q) >
ds,(p,q), para todo p,g € S;. Si ademds ¢ una curva simple cerrada en S§;, denotemos por
v; la geodésica simple cerrada (si existe) libremente hométopa a o en S; (j = 1,2). Entonces
Ls,(m) > Ls,(72)-

1.2.5 Dominios planos

Un caso particular de superficies de Riemann hiperbdlica es el de los dominios planos, es decir, los
dominios contenidos en C dotados de su métrica hiperbélica. Algunos autores opinan que son las
superficies de Riemann hiperbélicas més interesantes.

Si 2 = R es un dominio plano, su métrica hiperbélica es conforme con la métrica euclidea, esto
es,

ds = Aq(z)|dz|, z € §L.
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Las métricas Ap(z) y Aq(2) verifican la relacién
Aa(r(2)|n'(2)] = dp(2),  z€D,

donde 7 : D — Q es el cubrimiento universal.
Conocer An(z) es tan dificil como conocer 7, pero existen ciertas cotas (ver [Ahl73]) para Aq, a
saber:
‘Como consecuencia del Lema de Schwarz se tiene que
Aalz) < 2 €N
2) < — z
= 4, 09) ’
donde d denota la distancia euclidea.
Usando el Teorema 1/4 de Koebe, se ve que

1

z €4,
si €2 es simplemente conexo. Esta desigualdad, con otra constante en lugar de 1/2, también es cierta

para una clase mas amplia de dominios, los llamados dominios modulados (ver su definicién en la
seccién 1.5.2).

Unas buenas estimaciones de la métrica Aq para un dominio plano general aparecen en [BP78]:

Teorema. Para cualquier dominio plano Q C C se tiene

% < Aa(z) d(z,00) (k + Ba(z)) < 2k + Z2r~, para todo z € R, (1.1)
donde
Ba(z) := inf {‘ log :z — Z|| ’ : a,b€ 0N, |z —a| = d(z, aa)}, (1.2)

y k:=4+1log(3 +2v2). La cota inferior se puede mejorar hasta conseguir

1 < Xa(2) d(z, 09) (4.76 + Ba(2)).

Este Teorema serd de gran utilidad en el Capitulo 4

1.2.6 Punturas y foniles

En esta seccién vamos a presentar dos conceptos que apareceran con mucha frecuencia a lo largo
de esta tesis. Se trata de estudiar cémo son los “finales” doblemente conexos de una, superficie de
Riemann.

Una puntura es una regién de una superficie de Riemann isométrica al subconjunto {z € C: 0 <
< €72} de la superficie {z € C: 0 < |2] < 1} dotada con la métrica

z

ds = __|dz| T
2] 1og

(ver por ejemplo [Ber85}).
Toda puntura en una superficie S se origina por un elemento parabdlico en el grupo Fuchsiano que
representa a la superficie. Por conjugacién siempre se puede suponer que este elemento parabdlico
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_ es la transformacién Tz = z 4+ 1, y por tanto, existird una regién A = {0 < z < 1,y > n} para algin
7 suficientemente grande, tal que si 7 : U — § = U/T" es el recubrimiento universal asociado a este
grupo, 7 aplica inyectivamente la regién A en un entorno de la puntura, y lleva las lineas verticales
en U sobre las geodésicas que “emanan” de la puntura.

Si & es un dominio plano las punturas de S son los puntos aislados de 8S.

Una puntura es isométrica a una pseudoesfera dotada con la restriccién de la métrica euclidea de
R3, de hecho es la tinica regién de una superficie de Riemann hiperbélica que podemos ver en R?, la
curvatura —1 hace que ninguna otra regioén quepa en el espacio. Una pseudoesfera es una superficie
de revolucién obtenida al girar una curva tractriz alrededor del eje y (ver [Nee97]). Hist6ricamente
fue uno de los primeros modelos para la geometria hiperbdlica.

<=\

Un fonil es una superficie de Riemann hiperbélica con borde que es topolégicamente un cilindro
(cerrado s6lo por un lado) y cuyo borde es una geodésica simple cerrada. Dado un ndmero positivo
a, existe un tnico fonil (salvo transformacién conforme) tal que su curva frontera tiene longitud a.
Todo fonil es conformemente equivalente, para algin § > 1, al subconjunto {z € C: 1 < |z| < 8} de
la superficie de Riemann hiperbélica {z € C: 1/8 < |z| < 8}. Un fonil no cabe en R pero a veces

se representa asi:
‘
Si bien una puntura y un fonil son topolégicamente equivalentes (son homeomorfos a un cilindro),
sus métricas son muy distintas. En primer lugar, la puntura tiene area finita y el fonil infinita.
Ademads en una puntura existen curvas no triviales de longitud arbitrariamente pequefia, sin embargo

en el fonil la curva no trivial més corta es la geodésica que lo limita.

Todo final doblemente conexo de una superficie de Riemann hiperbdlica es una puntura o un
fonil.

Vamos a definir ahora un concepto que guarda relacién con las punturas. Un concepto andlogo
para. geodésicas se define en el Capitulo 5.

Definicién. Sea S una superficie de Riemann hiperbélica con una puntura p. Llamamos collar en
S alrededor de p a un dominio doblemente conezo en S “limitado” por p y por una curva de Jordan,

ortogonal ol haz de geodésicas que emanan de p. Un collar de drea o se demomina a-collar y se
denota por C(p, ).

Un hecho bien conocido (Lema del collar {Shi63] y [Kra72, p. 60-61]) sobre los collares es que
siempre existen a-collares alrededor de todas las punturas siempre que a sea positivo y menor o

igual que 1. Ademds, la longitud de la curva frontera coincide con el drea del collar (ver por ejemplo
[Ber85]).

También se tiene el siguiente resultado (ver por ejemplo [Ber85]).

Lema A. Sea S una superficie de Riemann hiperbdlica con una punturd r. Entonces, tenemos

Cr,1) Ny =0,
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para cualquier geodésica simple cerrada vy en S.

Decimos que una curva es hométopa a una puntura r si es libremente hométopa a 0C(r, ) para
algtn (y por tanto para todo) 0 < a < 1.

1.3 El exponente de convergencia

Sea § una superficie de Riemann hiperbélica. Consideremos una curva cerrada v con punto base
p € S. Denotaremos por [v] la clase de homotopia de 7 en el grupo fundamental de S, II;(p, S).
Podemos definir entonces

L([y]) = inf{Ls(n) : n € []}, (1.3)

donde Ls(n) denota la longitud de la curva 7 en la métrica hiperbélica de la superficie S. Para t > 0

definimos
Ulp)= ). exp(—tL([7])),
(vleM1(S,p)
- que involucra simultdneamente longitudes y clases de curvas, es decir, geometria y topologia.
Obsérvese que esta definicién es véilida para toda variedad Riemanniana n-dimensional.
De la propia definicién se deduce que log U; es una funcién Lipschitz en S; de hecho se tiene que

|log Us(p) — log Us(q)| < 2tds(p,q),

siempre que Uy sea finita en p o en g. Esto tiene como consecuencia que si U; es finita en un punto,
entonces también lo es en cualquier otro punto de S.

Veremos a continuacién que podemos dar otra expresién de la funcién U, en términos de su grupo
I' de transformaciones recubridoras.

Sea 7 : D — & = D/T" un recubridor universal con 7(0) = p y sea -y una curva cerrada en S con
punto base p. Denotemos por 7 la elevacién de y a D que comienza en 0 y acaba, digamos, en z € D.
Por el Teorema de monodromia, este punto final z es el mismo para la elevacién de cualquier curva
hométopa a v que comience en 0. Ademds z = T(0) para una tnica T € T. Si o es el segmento (arco
geodésico en D) que une 0 con z, se tiene

Ls(m o o) = Lp(o) < Lp(7) = Ls(n)
para toda 7 € [7v], ya que o es la curva més corta que une 0 y z y como ademds m oo € [v], se tiene
que en (1.3), L([y]) es de hecho un minimo y
L([v]) = Ls(m 0 o) = dp(0,T(0)) = log

Por tanto, la expresién que buscdbamos para Uy es

1—|T(0)[\?
Ui(p) = )
t T;(Hu"(on)

y como 1 < (1 + |T(0)])* < 2%, tenemos que
Uy <00 <= Y (1—|T(0)])! < oo.
Ter

Por otro lado es conocido ([Tsu59, p. 516], [Nic89, p.21]) que si ¢ > 1, Uy(p) es finito. Por tanto
resulta natural definir el exponente de convergencia de S (o de I') como

§(8) = 8() = inf{t : Uy(p) < o0} =inf{t: » (1 —|T(0)])* < oo},
Ter .
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esto es, la abscisa de convergencia de Ui(p). Obsérvese que se obtiene el mismo exponente de con-
vergencia si se sustituye 0 por cualquier otro punto de I, ya que esto sélo supone conjugacién en el
grupo T. Se sigue de todo lo dicho que §(S) estd en el intervalo [0,1]. Ademas §(S) = 0 sé6lo en el
caso de que S sea conformemente equivalente a un disco o a un anillo.

En cierto sentido, § mide el tamafio de la frontera de S. Si consideramos los anillos S; = {z €
C:t < |z| < 1}, parat € [0,1), observamos que todos ellos son homeomorfos, por tanto, sus grupos
de homotopia son isomorfos (aunque no se puede conseguir que el homeomorfismo que existe entre
dos de ellos sea conforme). Sin embargo, la geometria (hiperbdlica) de Sy es radicalmente distinta
a la de cualquier otro S; con t > 0 ya que en S; cualquier curva no trivial tiene longitud al menos
272/ log(1/t), mientras que en Sy hay curvas no triviales de longitud arbitrariamente pequefia. La
causa es que la frontera de Sy es “mdas pequenia” que la de S;. Esto lo detecta el exponente de
convergencia, ya que 6(Sp) = 1/2 y para t € (0,1), 6(S;) = 0. _

El exponente de convergencia que acabamos de definir es invariante por transformaciones confor-
mes y estd estrechamente ligado a otros invariantes conformes, como veremos a continuacién. Aqui
la palabra “conforme” se refiere a aplicaciones conformes que ademas son homeomorfismos.

Consideremos el operador de Laplace-Beltrami de la superficie 0 mas brevemente, su laplaciano
(por convenio, se elige como signo del laplaciano el que lo convierte en un operador semidefinido
positivo). Se define entonces Ay = —div(grad¢)). EIl menor autovalor del laplaciano para el
problema de Dirichlet con valor 0 en co se puede definir en términos del cociente de Rayleigh como

J[ eradl aw
b(S)= inf ,
PEC(S) / / o duw B
donde || - ||, grad y dw se refieren a la métrica de Poincaré de S y ambas integrales estin extendidas

as.
Obsérvese que la integral de Dirichlet es un invariante conforme, es decir, si S es un dominio

plano, entonces
J[ Neradeitaw= [[ Vol dsay,
s s

donde ahora |- |,V y dzdy se refieren a la métrica euclidea en la segunda integral. Para comprobar
esto basta con observar que grady = A2V, || - |2 = A?|-|? y dw = A dzdy. Estas férmulas son
ciertas para cualquier métrica conforme A en un abierto de R? y no sélo para la métrica de Poincaré.

Los autovalores del laplaciano son las frecuencias fundamentales que emitiria una membrana
eldstica que tuviera la forma de la superficie S. Por eso a veces se llaman superficies bass a las que
cumplen b(S) = 0, es decir, las que dan las notas mas bajas. Nétese que la traduccién del término
inglés bass es “bajo”, o sea, el cantante que tiene una tesitura mas grave.

El niimero b(S) estd en el intervalo [0,1/4] y un célebre teorema de Elstrodt, Patterson y Sullivan
[Sul87, p. 333] lo relaciona con el exponente de convergencia §(S). El Teorema de Elstrodt, Patterson
y Sullivan asegura que

L S0<HS) <,
5(8)(1-8(S)), si5 <H(S) <1

Un teorema de Myrberg [Tsu59, p. 522] establece que si §(S) < 1 entonces S tiene funcién de
Green, o equivalentemente, que posee funciones superarménicas positivas no constantes (ver [AS60,
p- 204] o [Tsu59, p. 434]). Por tanto, si S tiene género finito, S tiene funciones arménicas no
constantes con integral de Dirichlet finita [AS60, p. 208], [SN70, p. 332]. En el caso general, la
conclusién es también cierta con hipdtesis adicionales [Rod94a]. De cualquier manera, existe una,
superficie de Riemann Sy que tiene género infinito y (Sp) < 1 tal que las constantes son las tinicas
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tunciones armdnicas positivas en Sp [Rod94b]. Recordemos que si existe una funcién arménica no
constante con integral de Dirichlet finita, entonces existe una funcién arménica no constante positiva
(de hecho, acotada).

Se define el conjunto limite A(I') como el minimo cerrado de 8D que es invariante por la accién de
[, o también como el conjunto de puntos de acumulacién de la érbita T'(0) de 0 (en realidad se puede
tomar la drbita de cualquier otro punto de D). EI conjunto limite cénico C (') es un importante
subconjunto de A(T') que se define como el conjunto de los ¢ € A(T) tales que alguna subsucesién
de T'(0) estd dentro de algin cono de Stolz con vértice en £. Un cono de Stolz con vértice Eebhy
apertura A € (0,7/2) es el conjunto de los z € D tales que el 4ngulo entre £ y £ — z es a lo sumo A
y ademds |z — {| < 2cos A. SiT es finitamente generado, ambos conjuntos limite coinciden salvo un
conjunto numerable (el conjunto de puntos fijos de los elementos parabélicos del grupo).

Un conocido teorema de Patterson y Sullivan dice que §(S) coincide con la dimensién de Hausdorff
del conjunto limite cénico C(T') excepto si S =D\ {0} (ver por ejemplo [Nic89, p. 154]).

1.4 La desigualdad isoperimétrica

En esta seccién introduciremos el concepto de desigualdad isoperimétrica, y veremos su relacién con
el exponente de convergencia.

Decimos que § satisface la desigualdad isoperimétrica lineal (DIL) o simplemente la desigualdad
1soperimétrica, si S es una superficie de Riemann hiperbélica y existe una constante b > 0 tal que
para todo dominio relativamente compacto G con frontera suave se tiene que

As(G) < hLs(0G), (1.4)

donde As(G) denota el drea (hiperbdlica) de G y Ls(9G) la longitud (hiperbélica) de su frontera. Un
argumento de aproximacién da que si S satisface DIL, entonces (1.4) también es cierto para dominios
con area finita. También hay que sefialar que si G no fuera una curva rectificable su longitud seria
infinita y también se verificaria (1.4) por lo que pedir frontera suave no es una restriccién. Denotamos
por h(S) la mejor constante que puede aparecer en (1.4).

1.4.1 Ejemplos

Estd claro que una superficie con 4rea finita no puede satisfacer DIL: la propia superficie es un
subdominio de 4rea finita y su frontera es el vacio, por tanto tiene longitud cero.
Otro ejemplo de superficie que no tiene DIL es el siguiente toro con infinitos agujeros. Como

puede verse en la figura hay una sucesién de dominios cuya drea va creciendo hacia infinito, y sin
embargo todos tienen una frontera de la misma longitud.

Por 1ltimo vamos a demostrar que el disco unidad con la métrica hiperbdlica verifica DIL. La
curvatura —1 implica que A3 = Alog Ap. Por otra parte, con un célculo directo obtenemos que
Vlog Ap(z) = (zAp(z), yAp(z)). Si B es un dominio del disco relativamente compacto y con frontera



12 CAPITULO 1. INTRODUCCION

suave obtenemos

Ap(B) = //B €y (2) dzdy = //B Alog Ap(2) dzdy = /aB(Vlog Ap(2),7)|dz|
< [ IViogan(a)les] < | nle)ldz| = Ln(@B),

donde 7 es la normal unitaria exterior a 8B, y el laplaciano, el gradiente y el producto escalar son
todos euclideos. Por tanto, el disco unidad verifica la desigualdad isoperimétrica con constante

h(D) < 1, de hecho utilizando circulos centrados en el origen se puede demostrar que h(D) es
exactamente igual a 1.

1.4.2 Resultados previos
Es bien conocido (ver por ejemplo [Cha84, p. 95], [Che70], [FR90, Teorema 2]) que

<HS)MSY?  y  BS)R(S)<C<

b

N
DN W

donde C es una constante absoluta.

Por tanto, S satisface DIL si y sélo si b(S) > 0 6, equivalentemente, §(S) < 1.

Una superficie de Riemann S se dice que es de tipo finito si su grupo fundamental IT; (p, S),
p € S, es finitamente generado. En otro caso decimos que S es de tipo infinito. Es bien conocido que
toda superficie de Riemann de tipo finito se puede obtener de una superficie de Riemann compacta
quitando p puntos (las punturas de &) y n discos cerrados (cuyas fronteras representan la frontera
ideal de §). También es un hecho conocido que una superficie de Riemann de tipo finito tiene DIL si
y sblo si n > 0 6, equivalentemente, si S tiene area infinita. Por tanto, a pesar de que la mayoria de
nuestros resultados son ciertos independientemente del tipo de la superficie de Riemann considerada,
estaremos interesados especialmente en superficies de Riemann de tipo infinito.

Hay gran cantidad de preguntas que surgen de forma natural en el estudio de la propiedad DIL
de las superficies de Riemann. Particularmente interesantes son las cuestiones que conciernen a
la estabilidad bajo aplicaciones cuasiconformes, su relacién con otros invariantes conformes {de los
cuales ya hemos hablado) y su caracterizacién para dominios planos (ver Capitulo 4).

En relacion al estudio de la estabilidad de DIL, en [FR90, Teorema 1] se demuestra que si dos
superficies de Riemann son cuasiconformemente equivalentes y una de ellas tiene DIL, entonces la
otra también la tiene. Es sorprendente que si bien las aplicaciones cuasiconformes no conservan
longitudes ni areas, si conservan la propiedad DIL.

1.4.3 Dominios geodésicos

Un dominio geodésico en una superficie de Riemann S es un dominio G C S (que no es ni simple
ni doblemente conexo) de 4rea finita y tal que su frontera 8G consiste en una cantidad finita de
geodésicas simples cerradas. No es necesario que G sea relativamente compacto ya que puede “rodear”
un numero finito de punturas. Podemos pensar en las punturas como una geodésica de longitud cero.
Recordemos que si -y es una curva simple cerrada en S, entonces existe una tnica geodésica simple
cerrada de longitud minima en su clase de homotopia libre, a no ser que y sea hométopa a un punto
0 a una puntura; en estos casos no es posible encontrar tal geodésica porque hay curvas en la clase
de homotopia con longitud arbitrariamente pequeiia.

Los dominio geodésicos juegan un papel importante en el estudio de la desigualdad isoperimétrica
de una superficie de Riemann. En [FR90, Lema 1.2] se prueba que si S verifica (1.4) para dominios
geodésicos, entonces satisface la desigualdad isoperimétrica lineal. De hecho, si hg(S) es el infimo de
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las constantes h tales que la desigualdad (1.4) es cierta para cualquier dominio geodésico, entonces
se tiene que

h(S) < he(S) +2.

1.5 Estructura de la tesis

Hemos organizado la tesis en un capitulo introductorio y cinco capitulos tematicos. El primero de
éstos recoge los resultados aparecidos en el articulo “Structure Theorems for Riemann and Topological
Surfaces” escrito con José Manuel Rodriguez. Los tres siguientes capitulos se basan en el extenso
articulo “Isoperimetric Inequalities in Riemann Surfaces of Infinite Type” escrito en colaboracién
con José Manuel Rodriguez y Domingo Pestana y que est4 aceptado para su publicacién en la
Revista Matemdtica Iberoamericana. Por dltimo, el capitulo restante recoge los resultados obtenidos
en el articulo “Estimates for nonlinear Measures on Trees” escrito conjuntamente con José Manuel
Rodriguez y Dmitry V. Yakubovich. A continuacién esbozaremos el contenido de cada capitulo.

1.5.1° Descomposicién de superficies

El Teorema de Clasificacién de superficies compactas dice que toda superficie topolégica compacta
orientable es homeomorfa a un toro de género g con g =0,1,2,... (ver [Mas67)]). Estamos utilizando
el convenio de que una esfera es un toro de 0 agujeros o asas.

Este teorema de clasificacién también se puede ver como un teorema de descomposicién ya que
todo toro con g asas (g > 2) se puede descomponer en un ndimero finito (2g — 2) de Y-piezas.

Una Y-pieza es un espacio topoldgico homeomorfo a la clausura de una esfera a la que le hemos
quitado tres cerrados simplemente conexos disjuntos, es decir, una superficie con borde cuyo borde
es la union de tres curvas simples cerradas disjuntas. Una Y-pieza se puede visualizar como un tubo
con la forma de la letra “Y”. A veces se llaman también piezas pantaldn.

En este Capitulo vamos a obtener, como corolario del teorema principal, una generalizacién de
este resultado (del Teorema de Clasificacién) para superficies orientables no compactas. Para ello
necesitamos introducir otro tipo de pieza.

Decimos que un subconjunto cerrado de una superficie topoldgica es un cilindro si es homeomorfo
a S x [0,00), donde S! denota la esfera 1-dimensional, o sea, la circunferencia.

Teorema 2.1. Toda superficie topoldgica orientable ezcepto la esfera, el plano y el toro es la unidn
(con interiores disjuntos dos a dos) de Y-piezas y cilindros.

El Teorema principal de este capitulo es analogo al Teorema 2.1 pero en el contexto de superficies
de Riemann. Vamos a descomponer una superficie de Riemann hiperbélica en una coleccién de
bloques bdsicos con la propiedad adicional de que las curvas por donde hacemos la descomposicién
van a ser geodésicas.

Dado que una superficie de Riemann hiperbélica los finales simplemente conexos, o sea, los
cilindros, pueden ser conformemente equivalentes a una puntura o a un fonil, vamos fabricar tres
tipos de ladrillos bésicos pegando Y-piezas (que en este contexto se llaman piezas de Lobell) y
punturas y dejando los foniles como piezas aparte. Las definiciones precisas se encuentran en la
seccién 2.2 del Capitulo 2.
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Para poder descomponer con éxito una superficie necesitamos anadir un tipo de pieza distinto
se trata del semiplano.

Un semiplano es una superficie de Riemann hiperbdlica con borde que es topolégicamente un
semiplano y cuyo borde es una geodésica simple. Todo semiplano es conformemente equivalente al
subconjunto {z € D : Rz > 0} del disco hiperbélico D. Un semiplano es conformemente equivalente
a un semidisco, y a menudo los identificaremos.

Con lo dicho hasta ahora el conjunto de tipos de ladrillos basicos para descomponer una superficie
de Riemann hiperbdlica es el siguiente:

VYYY

Nétese que la tercera pieza (unién de una Y-pieza y tres punturas, o equivalentemente, la esfera
menos tres puntos) es por si misma una superficie de Riemann completa y no forma parte de la
descomposicion de ninguna otra superficie.

El teorema principal de este capitulo dice asi:

7

Teorema 2.2. Toda superficie de Riemann hiperbélica excepto D\ {0} es la unidn (con interiores
disjuntos dos a dos) de foniles, semidiscos y un conjunto G para el que eziste una ezhaucién por
dominios geodésicos. Ademds, si la superficie no es D o un anillo, el conjunto G aparece siempre en
la descomposicion. '

Veremos maés tarde (ver Proposicién 2.2) que G es una unién de Y-piezas.

También tenemos una versiéon de ambos teoremas para superficies con borde. En este capitulo
también veremos un ejemplo donde se comprueba que es imprescindible utilizar semidiscos en la
descomposicidn.

1.5.2 Desigualdad isoperimétrica en superficies de Riemann con punturas

En este capitulo demostramos un resultado (Teorema 3.1) que nos va a permitir reducir el estudio
de la propiedad DIL de una superficie de Riemann al de una nueva superficie més sencilla porque no
va tener punturas. Este resultado es una generalizacién de un Teorema que aparece en [FR90].

A continuacién vamos a introducir el concepto de dominio modulado que es necesario para en-
tender los resultados previos que existen sobre este tema.

Los dominios modulados, en lo que respecta a Teoria de funciones, se van a comportar casi como
si fueran simplemente conexos (ver [BP78]).

Antes de ver la definicién de dominio modulado, definiremos lo que se entiende por médulo de
una familia de curvas.

Dado un dominio G y una familia I de curvas en G, se define el médulo de I" como

Mod(T') = inf // p* dzdy,
p G

donde el infimo se toma sobre toda las métricas conformes p en G tales que f7 pldz| > 1 para toda
veTl.
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Un caso de particular interés es cuando G es un doblemente conexo y I' es la familia de curvas
homoétopas a las dos componentes de G, en este caso también se habla de médulo de G. Se puede
demostrar que si G es un anillo con radios 1 y R entonces Mod(G) = 2r log R.

El producto del médulo de un anillo por la longitud de su geodésica simple cerrada es constante.

Un dominio G se dice modulado si existe una cota superior para el médulo de todo subdomi-
nio doblemente conexo que separe la frontera de G. Intuitivamente podemos entender un dominio
. modulado como aquel que no contiene anillos (que separen frontera) con proporcién entre radios
arbitrariamente grandes. Un simplemente conexo es modulado (porque no existen tales doblemente
conexos) y un dominio cuya frontera contenga un punto aislado no es modulado.

En [FR90, Teorema 3] se demuestra que los dominios modulados siempre cumplen la desigualdad
isoperimétrica (DIL).

También existe una caracterizacién de estos dominios en términos de la métrica hiperbdlica: un
dominio plano hiperbélico 2,  C C, es modulado si y sélo si Aq(2) da(2) < 1, para z € Q ([BP78,
Corolario 1]). La constante en =< depende de Q (ver la definicién de 4 < B en la seccién 1.6).

En [FR90, Teorema 3] se demuestra que si un dominio G es modulado y {an} es una sucesién
uniformemente separada en la métrica hiperbélica de G' entonces G'\ {a,} tiene DIL. Una sucesién
es uniformemente separada si existe una constante c tal que '

dg(an,am) > c, para todo n # m.

Reciprocamente, también se demuestra en [FR90, Teorema 4] que si H C C tiene DIL,y G=HUI,
donde I es el conjunto de puntos aislados de H, entonces I es uniformemente separado en la métrica
hiperbdlica de G.

El propésito del Capitulo 3 es generalizar estos resultados a superficies de Riemann hiperbélicas,
no necesariamente planas. Para ello necesitamos una definicién.

Definicién. Un subconjunto I de una superficie de Riemann hiperbolica S es fuertemente unifor-
memente separado en S, si existe una constante positiva ro tal que las bolas hiperbdlicas Bs(p,ro),
donde p € I, son simplemente conezas y disjuntas dos a dos.

Obsérvese que en un espacio métrico cualquiera, las bolas no tienen porqué ser simplemente
conexas. Basta considerar un cilindro (euclideo) de radio r y una bola de radio mayor que 7r.

El Teorema que hemos obtenido dice entonces:

Teorema 3.1." Sea S una superficie de Riemann hiperbdlica, sea I un subconjunto cerrado y contable

de S y R = S\ I. Entonces, R tiene DIL si y sélo si S tiene DIL y ademds I es fuertemente
uniformemente separado en S.

En este mismo capitulo aparecen también unos resultados técnicos relacionados con las punturas,
que si bien no son indispensables para probar el Teorema 3.1 si tienen interés en si mismos y como
herramientas para demostrar otros resultados (ver Capitulo 5).

La Proposicién 3.1 que no enunciamos aqui por ser demasiado técnica, relaciona los collares
alrededor de una puntura p en una superficie S con las bolas (hiperbdlicas) en la superficie S U {p}.
Lo interesante del resultado es que las constantes que aparecen son universales.
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1.5.3 Desigualdad isoperimétrica en dominios de Denjoy

Uno de los problemas m4ds interesantes relacionados con la desigualdad isoperimétrica es obtener una
caracterizacién de la propiedad DIL para dominios planos en términos euclideos del tamaifio de su
frontera. Es decir, nos gustaria, dado un dominio plano, saber si tiene DIL o no sin mds que ver con
ojos euclideos cémo es su frontera. Nétese que, considerado como superficie de Riemann hiperbélica,
un dominio plano no tiene frontera estrictamente hablando.

En [FR90] se obtiene una condicién necesaria y otra suficiente para que un dominio plano tenga
DIL, pero ninguna de ellas constituye una caracterizacién para la desigualdad isoperimétrica en este
tipo de dominios.

En este capitulo vamos a encontrar una caracterizacién (Teorema 4.4) que es vilida en una clase
amplia de dominios planos, los dominios de Denjoy. Un dominio de Denjoy es un dominio plano
hiperbélico cuya frontera est4 incluida en R.

Ademas de esta caracterizacién, obtenemos una condicién necesaria y otra suficiente més sencillas
que la caracterizacién general y que pueden ser de utilidad en la prictica (Teorema 4.1).

El primer lema importante que aparece en este capitulo (Lema 4.1) nos permite reducir el estudio
de la desigualdad isoperimétrica en un dominio de Denjoy a la comprobacién de (3.1) para sélo una
clase muy pequena de dominios, los llamados dominios geodésicos simétricos lo cual va a simplificar
enormemente la prueba de los teoremas.

A continuacién establecemos una biyeccién entre estos dominios y lo que llamamos conjuntos borde
que son subconjuntos especiales de la frontera del dominio de Denjoy que estamos considerando y
que jugardn un papel fundamental.

Por tltimo relacionamos la longitud de cada curva frontera de estos dominios con la longitud de
ciertas curvas que aparecen en otros dominios extremales.

Tanto las definiciones como los resultados que aparecen en este capitulo no se pueden enunciar
de manera sencilla. Por esta razén remitimos al lector a la seccién 4.1.2 en el Capitulo 4 donde se
explica con detalle todos los conceptos involucrados.

1.5.4 Desigualdad isoperimétrica en superficies de Riemann generales

Este capitulo estd dedicado a extender nuestros resultados sobre desigualdad isoperimétrica a super-
ficies més generales. En principio sélo tenemos caracterizada la propiedad DIL para dominios de
Denjoy (Capitulo 4); sin embargo dado que la desigualdad isoperimétrica es invariante por transfor-
maciones cuasiconformes, podemos extender nuestros resultados a dominios méds generales, de hecho,
a cualquier superficie que sea imagen cuasiconforme de un dominio de Denjoy.

Ademis de estos corolarios elementales, en este capitulo se introduce una maquinaria técnica en
forma de definiciones y lemas, que junto con los teoremas de los dos anteriores capitulos, nos va
a permitir reducir el estudio de la propiedad DIL de una superficie al de la misma propiedad pero
en ciertas subsuperficies suyas. De esta forma lo que estamos haciendo es localizar la desigualdad
isoperimétrica.

En este capitulo, siempre que se hable de subsuperficies tenemos que tener en cuenta el siguiente
comentario: si Sz es una superficie de Riemann hiperbélica, consideraremos subsuperficies (abiertas y
conexas) §1 C S, dotadas con su propia métrica hiperboélica (recordemos que cualquier subsuperficie
de una superficie de Riemann hiperbdlica es también hiperbélica). Por supuesto, con esta métrica
&1 es una variedad Riemanniana completa.

Los resultados mas destacados son los dos siguientes teoremas sobre localizacién que se obtienen
como consecuencia directa del Corolario 5.3 (ver Seccién 5.3 en el Capitulo 5).

Teorema 5.4. Dado un subconjunto cerrado E de C de cardinal infinito, las siguientes condiciones
son equivalentes: ' ’
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(1) C\ E satisface DIL.

(2) Q\E satisface DIL, para cualguier subdominio Q de C de tipo finito tal que E estd contenido
en §2.

(3) Q\ E satisface DIL, para algin subdominio Q de C de tipo finito tal que E estd contenido
en Q.

Teorema 5.5. Sean El, .., By, subconjuntos cerrados de (C disjuntos dos a dos, con cardinal nume-
rable y tales que Q@ = C \ U;cE;c es conezo. Entonces, se tiene que  satisface DIL si y solo si ¢ \ Ex
satisface DIL para k =1, .

De hecho, demostraremos una versién general de los teoremas 5.4 y 5.5 sobre superficies de
Riemann (ver Teorema 5.2). Deberfamos sefialar que también hemos obtenido otros resultados sobre
localizacién (ver por ejemplo los Lemas 3.1 y 5.1 o el Corolario 5.1).

1.5.5 Medida p-arménica

Por nltimo, el capitulo 6 trata un tema diferente a todo lo visto hasta aqui. Se estudia un t6pico de
interés en Teoria del Potencial no lineal: la medida p-arménica.

Dado un dominio £ C R* y fijado un punto p € Q se puede definir una medida w en 95 de la
siguiente forma: Si A es un conjunto de Borel incluido en 8 definimos w(A) como u(p) donde u es
la funcién armdnica en 2 que toma el valor 1 en A y el valor 0 en 9Q\ A. Esta funcién w asi definida
se llama medida armdnica y es efectivamente una medida.

Este concepto se puede generalizar al de medida p-arménica sin mds que usar una funcién p-
armonica en lugar de una arménica. Una funcién u se llama p-arménica si verifica la ecuacién
diferencial

Apu = —div (|VulP~?Vu) = 0.

Es claro que si p = 2 el operador p-laplaciano es el laplaciano usual y por tanto, las funciones
2-arménicas son armoénicas y viceversa.

La medida p-arménica w no es de hecho una medida si p # 2; de ahi que enfaticemos la palabra
“medida”. No obstante seria interesante saber si tiene la propiedad subaditiva, es decir, si satisface
w(AU B) < k(w(A) +w(B)) para todo subconjunto de Borel A, B C 89 y para. alguna constante k.
Esto es un problema abierto para todo dominio €, incluso en casos tan simples como que {2 sea la
bola unidad de R® para n > 2 (n = 1 es un caso trivial ya que toda funcién p-arménica es armonica).

Se introducen en este capitulo el concepto de medida p-arménica pero esta vez en un caso discreto
y se demuestra que la medida p-arménica discreta definida en drboles (que son un analogo discreto de
una bola en R™) no es subaditiva si p # 2. Este es el resultado central de este capitulo. Se generaliza,
también el concepto de medida p-arménica discreta estudiando otro tipo de potenciales no lineales en
grafos y se dan algunos resultados positivos parciales respecto a la subaditividad de estas medidas.

Debido a que enunciar los resultados de este capitulo de manera precisa requeriria definir muchos

conceptos previos, preferimos remitir al lector al capitulo en cuestién donde se hace una introduccién
mas extensa a este tema.

1.6 Notaciones

Por ultimo expondremos aqui algunas notaciones que usaremos a lo largo de los siguientes capitulos.

Como es habitual, R y R denotarsn la recta real y la recta real extendida. Similarmente, C y
C denotardn respectivamente, el plano complejo y la esfera de Riemann. El disco unidad abierto
{z € C:|z| < 1} lo denotaremos por D. Si z es un nimero complejo, denotaremos por Rz y por Sz
a las partes real e imaginarias de z respectivamente.
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El conjunto de enteros se denotara por Z y el de enteros estrictamente positivos, por Z ™.

El simbolo A\ B denota la diferencia de los conjuntos A y B. Si £ es un conjunto, denotaremos
por 0f2 a su frontera. La expresién A(r) < B(r) quiere decir que existe una constante positiva C tal
que

o

-1 (r)

para los valores de r indicados en cada caso. Denotamos por [z] el mayor nimero natural menor o
igual que z.

Denotaremos por ds y Bg, respectivamente, la distancia y las bolas en la métrica de Poincaré
de S. Por d y B denotaremos, respectivamente, la distancia y las bolas en la métrica euclidea de C.
B3 y B* denotaran las correspondientes bolas sin sus centros. Si {2 en un dominio plano hiperbdlico,
da(z) serd la distancia euclidea de z a la frontera de 2. Por Aq denotaremos la densidad conforme
de la métrica de Poincaré en §2.

Finalmente, denotamos por c constantes positivas que pueden tomar diferentes valores de linea a
linea e incluso en la misma linea.

~—



Capitulo 2

Un Teorema de descomposicién de
superficies

2.1 - Introduccidn

El Teorema de Clasificacién de superficies compactas dice que toda superficie topolégica orientable
y compacta es homeomorfa a una esfera o a un “toro” de género g, con g = 1,2,... (ver por ejemplo
[Mas67]).

Decimos que la clausura de una esfera con tres agujeros (que es una superficie topolégica con
borde cuyo borde es unién de tres curvas simples cerradas disjuntas'dos a dos) es una Y-pieza o un
pantalén. Una Y-pieza se puede visualizar como un tubo con la forma de la letra “Y”.

Con esta definicién, el Teorema de Clasificacién de superficies compactas dice que todas las
superficies topolégicas orientables compactas excepto la esfera y el toro (de género 1) se pueden
obtener pegando Y-piezas con interiores disjuntos dos a dos.

En este capitulo obtenemos la generalizacién de este resultado a superficies no compactas como
corolario de un teorema sobre superficies de Riemann. Sélo necesitamos una sencilla definicién.

Decimos que un subconjunto cerrado de una superficie topoldgica es un cilindro si es homeomorfo
a S' x [0,00), donde S* denota la esfera uno-dimensional.

Teorema 2.1. Toda superficie topoldgica orientable excepto la esfera, el plano y el toro es la unidn
(con interiores disjuntos dos a dos) de Y-piezas y cilindros.

También tenemos un resultado similar para superficies con borde.

El resultado principal de este capitulo es una versién geométrica de este Teorema para superficies
completas con curvatura negativa constante. En este caso tenemos m4s informacioén sobre los bloques
bdsicos de la superficie: podemos hacer la descomposicién de tal manera, que la frontera de cada pieza
sea la unién de a lo sumo tres geodésicas simples cerradas. Como la estructura Riemanniana es mas
restrictiva que la topolégica, necesitamos un tipo de pieza adicional para realizar la descomposicién,
el semidisco.

Enunciamos ahora el resultado principal. Las definiciones necesarias aparecen en la siguiente
seccién.

Teorema 2.2. Toda superficie de Riemann hiperbdlica ezcepto D\ {0} es la unidn (con interiores
disjuntos dos a dos) de foniles, semidiscos y un conjunto G para el que existe una ezhaucion por

dominios geodésicos. Ademds, si la superficie no es D o un anillo, el conjunto G aparece siempre en
la descomposicion.

Veremos mds tarde (ver Proposicién 2.2) que G es una unién de Y-piezas.

19



20 CAPITULO 2. UN TEOREMA DE DESCOMPOSICION DE SUPERFICIES

Si excluimos el caso del disco, no esti claro porqué necesitamos semidiscos para descomponer
una superficie. La necesidad de semidiscos es de hecho la parte mas sorprendente y dificil en la
demostracién de este teorema.

El Teorema 2.2 (y en particular su Corolario (ver Seccién 2.4) es un resultado itil en el estudio
de las superficies de Riemann. De hecho juega un papel importante en la demostracién del siguiente
Teorema de José Luis Ferndndez y Maria Victoria Melidn (ver [FM99]).

Teorema A. Sea § una superficie de Riemann hiperbdlica. Hay tres posibilidades:

(i) S tiene drea finita. Entonces para cada p € S eziste exactamente una coleccidn contable de
direcciones en E(p).

(1) S es transitoria. Entonces para cada p € S, E(p) tiene medida completa.

(¢41) S es recurrente y de drea infinita. Entonces E(p) tiene longitud cero pero su dimension de
Housdorff es 1.

Llamamos a una superficie transitoria (respectivamente recurrente) si el movimiento Browniano
de S es transitorio (respectivamente recurrente). También definimos £(p) como el conjunto de direc-
ciones unitarias v en el plano tangente de S en el punto p tales que, la geodésica de velocidad uno
que emana de p en la direccién de v, escapa a infinito.

En las aplicaciones del Teorema 2.2 es crucial que las fronteras de los bloques sean geodésicas
simples cerradas (excepto en el caso del semidisco). Hay una clara razén para esto: es muy ficil
cortar y pegar superficies a lo largo de geodésicas simples cerradas.

Se podria pensar que tal vez en la descomposicién del Teorema 2.2 no se necesitan semidiscos. El
ejemplo que damos después de la demostracién del Teorema 2.2 muestra que son imprescindibles.

La estructura del capitulo es como sigue. En la Seccién 2.2 presentamos las definiciones que se
precisan en el Teorema 2.2. En la Seccién 2.3 demostramos algunos resultados técnicos. Por dltimo
la Seccién 2.4 esta dedicada a la demostracién de los teoremas.

2.1.1 Notaciones

A lo largo de este capitulo vamos a indicar por A C B que el conjunto A est estrictamente contenido
en B, sin embargo en el resto de los capitulos, el simbolo “C” tendr4 su significado mds habitual, es
decir, “contenido no necesariamente estricto”.

Cuando digamos “curva simple” nos referiremos siempre a curvas no cerradas.

2.2 Definiciones y resultados

Las definiciones relacionadas con las superficies de Riemann y necesarias en el enunciado de los
Teoremas 2.2 y 2.4 se presentan en el Capitulo 1, no obstante, en esta seccién recordaremos algunos
conceptos e introduciremos otros nuevos.

Una Y-pieza de Lobell es una superficie de Riemann hiperbélica con borde que es topolégicamente
una Y-pieza y cuya frontera son geodésicas simples cerradas. Dados tres nimeros positivos a, b, ¢,
hay una tinica (salvo transformaciones conformes) Y-pieza de Lobell tal que sus curvas frontera tienen
longitudes a, b, ¢ (ver por ejemplo [Rat94, p. 410]). Son una herramienta estdndar para construir
superficies de Riemann. Una descripcién clara de estas Y-piezas y su uso se puede encontrar en
[Cha84, Capitulo X.3] y [Bus92, Capitulo 1],

Una Y-pieza de Lobell generalizada es una superficie de Riemann hiperbélica con borde o sin
borde que es topolégicamente una esfera a la que le hemos quitado n discos abiertos ¥y m puntos, con
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enteros n,m > 0 y n 4+ m = 3, de este modo las n curvas frontera son geodésicas simples cerradas y
los m puntos son las punturas. Obsérvese que una Y-pieza de Lobell generalizada es topolégicamente
la unién de una Y-pieza y m cilindros, con 0 < m < 3.

Es claro que el interior de toda Y-pieza de Lébell generalizada es un dominio geodésico. M4s
aun, se sabe que la clausura de todo dominio geodésico es una unién finita (con interiores disjuntos
dos a dos) de Y-piezas de Lobell generalizadas (ver Proposicién 2.2).

Decimos que {A;} es una ezhaucidn del conjunto A si A, C A, para todo n y A=U,A,.

Decimos que una superficie topoldgica con borde S es simple si el borde de S es una unién (finita
o infinita) de curvas simples cerradas disjuntas dos a dos. Tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.3. Toda superficie con borde orientable y simple excepto el disco con borde y el cilindro
con dos curvas frontera es la union (con interiores disjuntos) de Y-piezas y cilindros.

Tenemos un resultado similar para superficies de Riemann hiperbélicas con borde. Decimos que
S es una superficie de Riemann hiperbélica con borde si es una variedad Riemanniana orientable
con borde de dimensién 2 y su métrica Riemanniana tiene curvatura negativa constante —1. Una
superficie de Riemann hiperbélica con borde S es simple si el borde de S es una unién (finita o infinita)
de geodésicas simples cerradas disjuntas dos a dos. La clausura de cualquier dominio geodésico es
una superficie de Riemann hiperbdélica con borde simple.

Teorema 2.4. Toda superficie de Riemann hiperbdlica con borde es la unidn (con interiores disjuntos
dos a dos) de anillos, semidiscos y un conjunto V para el que eziste una ezhaucion por clausuras de
dominios geodésicos.

Observacién. La demostracién del Teorema 2.2 da la siguiente receta para construir superficies
de Riemann hiperbdlicas: unir foniles y/o Y-piezas de Lobell generalizadas identificando geodésicas
simples cerradas de igual longitud obteniendo una superficie sin borde Sy. Si Sy es completa, entonces
es una superficie de Riemann hiperbélica. Si Sy no es completa, podemos obtener una superficie de
Riemann hiperbélica S pegdndole a Sy semidiscos (los semidiscos son los tinicos bloques que podemos
anadir a Sp para obtener una superficie de Riemann hiperbélica). El Teorema 2.2 dice que este método
nos permite construir cualquier superficie de Riemann hiperbdélica excepto D \ {0}.

2.3 Geodésicas y dominios geodésicos

En esta seccién incluimos algunos resultados técnicos sobre geodésicas y dominios geodésicos que
necesitaremos en la demostracién de los teoremas.

Lema B. ([R, p. 405]) Sean « y B dos curvas simples cerradas disjuntas no libremente homdtopas
entre s en la superficie de Riemann hiperbdlica S. Si g y Bo son respectivamente geodésicas simples
cerradas en las clases de homotopia de o y B, entonces o y By también son disjuntas.

Un resultado similar también es cierto si a es una geodésica simple.

Lema 2.1. Sean S una superficie de Riemann hiperbélica, v, una geodésica simple en S, o una
curva simple cerrada en S y vy una geodésica simple cerrada libremente homdtopa a o en S. Si Yy
o son disjuntas, entonces 1 y vy son también disjuntas.

Demostracion. La prueba sigue el argumento de la demostracién del Lema B. Incluimos los detalles
por completitud. l
Consideremos una aplicacién cubrimiento universal 7 : D — S. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que 7 lleva el intervalo (-1, 1) en 71, es decir, que 4; = (—1,1) es una elevacién de
. Consideremos elevaciones &, ¥, de o, 7, respectivamente, con los mismos extremos A,B € dD.
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S6lo necesitamos comprobar que ; N2 = @. Supongamos que no fuera el caso. Entonces 7, y 4
se cortarian en un Gnico punto en I, porque de otro modo serian iguales, lo cual es una contradiccién.
En consecuencia §A - B < 0. Esto implica que 41 N # 0, ya que & también tiene los mismos
extremos A, B € D, pero esto contradice (%) N 7(6) = 11 No = 0. Esto finaliza la prueba del
Lema 2.1. 0O

Es bien conocido que si una curva simple cerrada ¢ no es hométopa a un punto o a una puntura
en una superficie de Riemann hiperbélica S, entonces existe una Unica geodésica simple cerrada
. libremente homdtopa a ¢ en §. El siguiente resultado no es sorprendente y probablemente ya sea
conocido. Sin embargo no conocemos ninguna referencia.

Proposicién 2.1. Sea S una superficie de Riemann hiperbdlica con borde tal que el borde de &
es una union disjunta de geodésicas simples y/o geodésicas simples cerradas. Si una curva simple
cerrada o no es homdtopa a un punto o o una puntura en S, entonces eziste una unica geodésica
simple cerrada -y libremente homdtopa a 0 en S. Ademds 7y estd contenida en el interior de S si o
no es libremente homdtopa a una geodésica frontera de JS.

Demostracién. Si o es libremente hométopa a una geodésica frontera de 9S el resultado es trivial.
En otro caso, sin pérdida de generalidad podemos suponer que o estd contenida en el interior de S,
ya que si no fuera asi podriamos tomar una curva simple cerrada o contenida en el interior de & y
libremente hométopa a o en S. Consideremos el doble de Schottky Sp de S. A grandes rasgos Sp es
la unién de S y S*, la superficie simétrica de S, identificando los puntos simétricos de S y 9S™ (ver
los detalles en [AS60, p. 119]). Tenemos que ¢ no es hométopa a un punto ni a una puntura en Sp;
entonces existe una unica geodésica simple cerrada 7 libremente hométopa a o en Sy. Los lemas B
y 2.1 dan que v no interseca el borde de S, ya que estamos suponiendo que ¢ no es libremente
hométopa a una geodésica frontera de dS. En consecuencia <y estd contenida en el interior de §. [

El siguiente resultado es bien conocido aunque no conocemos ninguna referencia. Incluimos una
prueba por completitud.

Proposicién 2.2. La superficie de Riemann obtenida al tomar la clausure de un dominio geodésico
es una unidn finita (con interiores disjuntos) de Y-piezas de Lobell generalizadas.

Observacién. Esta superficie de Riemann puede tener borde o no. El hecho de que una superficie
de Riemann compacta sea una unién finita (con interiores disjuntos) de Y-piezas de Lobell se puede
encontrar en muchos libros (ver por ejemplo [Bus92, p. 94]). La idea de la prueba de la Proposicién 2.2
es asociar, de un modo adecuado, una superficie de Riemann compacta a cada dominio geodésico.

Demostracion. Sea G un dominio geodésico y denotemos por S la clausura de G. Tenemos que
08 = 0G es la unién de las geodésicas simples cerradas disjuntas 7;,...,v (tomamos & = 0 si
0G = D). Para cada j = 1,...,k, consideremos una Y-pieza Y; con 9Y; = ajl- Uaf— Ua;’, L(a}) = L(vy)
y L(UJZ-) = L(a]3~). Denotemos por Z; la superficie con borde Y; con 012- y a;’ identificados; entonces
0Z; = ajl-. Consideremos la superficie de Riemann sin borde S; := U;Z; U S obtenida pegando para
cada j =1,...,k las curvas v; y 0]1-. Siry,...,rm son las punturas en S, consideremos

52 = 81 \ Uglc(’f‘i, 1/3) .

Recordemos que el Lema A del Capitulo 1 (seccién 1.2.6) da que todas las geodésicas simples cerradas
de S estdn contenidas en Sy. Existe un homeomorfismo f : & — 83. Podemos tomar como | la
identidad en & \ U2, C(r;,1/2) y para cada 4 = 1,...,m cualquier homeomorfismo entre C(r;,1/2)
v C(r;,1/2) \ C(ri,1/3) que fije 9C(r;, 1/2).

Si consideramos ahora la superficie de Riemann S con su métrica hiperbélica (para la que es un
espacio métrico completo), tomemos las geodésicas simples cerradas 7y, ...,n, en Sy tales que cada
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7; es hométopa a r; en Sy parai = 1,. M, ¥ los fon1les F; limitados por 7;. Paracadai=1,...,m,
consideremos una Y-pieza Y* con 6YZ =rturiuri, L(rd) = L(m) y L(7'2) L(rd). Denotemos por
Z* la superficie con borde Y con 7§ y 74 identificados; tenemos 82 = = 11. Consideremos la superficie
de Riemann hiperbélica compacta 83 := (S3\U; F;)U(U; Z%) obtenida pegando para cadai = 1,...,m

las curvas 7; y 71 Si fm+; es la geodésica simple cerrada en Ss (o en S3) libremente hométopa a
7v; para cada j = 1,...,k, es bien conocido (ver por ejemplo [Bus92, p. 94]) que m + k < 3¢ — 3,

donde g es el género de S3, y que existen geodésicas simples cerradas N, x41,. .. yM3g—3 tales que
My Nms MmAtls -« > Tmtks Tmdk+15 - - - 1 13g—3 descomponen 83 en Y-piezas de Lobell.

No es dificil ver que podemos llevar esta descomposicién a & mediante un “pullback”. Las pun-
turas rq,..., 7y, corresponden a las geodésicas 71, ..., %m, y esto muestra la necesidad de considerar

Y-piezas de Lobell generalizadas en lugar de Y-piezas de Lobell. O

2.4 Demostracion de los resultados

Empezaremos con la demostracién del Teorema 2.2.

Teorema 2.2. Toda superficie de Riemann hiperbélica ezcepto D\ {0} es la unién (con interiores
disjuntos dos a dos) de foniles, semidiscos y un conjunto G para el que eziste una ezhaucidn por
dominios geodésicos. Ademds, si la superficie no es D o un anillo, el conjunto G aparece siempre en
la descomposicion.

Demostracién. Consideremos una tal superficie S. Si S es simplemente conexa entonces S = D, que
es unién de dos semidiscos. Si S es doblemente conexa entonces es un anillo (ya que S # D\ {0}),
que es unién de dos foniles.

Si S tiene orden de conexién mayor que dos, entonces existe al menos un dominio geodésico. En
este caso fijemos un punto p € § y un nimero positivo ¢, y denotemos por B(t) la bola abierta en S
con centro p y radio t. La frontera de B(t) es una unién finita de curvas simples cerradas disjuntas
N, -, Mk excepto para t € A siendo A un conjunto numerable. En lo sucesivo sélo consideraremos
valores de t ¢ A. Para i =1,...,k, denotamos por v; el conjunto vacio si 7; es homdtopa a un punto
0 a una puntura, y la geodésica simple cerrada libremente hométopa a 7; en otro caso. Obsérvese que
Y1, - - - Yk son disjuntas dos a dos por el Lema B, ya que 7y, . .., n; son disjuntas dos a dos. Denotamos
por G(t) el dominio geodésico limitado por 71, ..., vk. Existe un ¢y positivo tal que G(t) = 0 si t < ¢
y G(t) # 0 sit > ty. También tenemos G(t) C G(t') sit < t'.

Necesitamos ahora unos resultados que aparecen en los siguientes lemas.

Lema 2.2. S5 es una geodésica simple cerrada contenida en OG(t) para todo t > t; entonces 7y es
la frontera de un fonil en S.

Demostracién. Para t > t;, consideremos la curva simple cerrada 7y C 0B(t) libremente hométopa
ay. Sty := max{dist(p,z) : 2 € v} y t > t3 := max{t1, %2} tenemos y Nn; = ). Denotemos por F,
el conjunto cerrado doblemente conexo limitado por vy y n; para t > t3 y F := Utst, F. Tenemos que
F es un final doblemente conexo en S acotado por la geodésica simple cerrada v; por tanto F' es un
fonil en S. 0

Lema 2.3. Si v es una geodésica simple cerrada contenida en B(t) entonces v estd contenida en
la clausura de G(t). Sir es una puntura y 0C(r,a) estd contenida en B(t) para algiin 0 < o < 1,
entonces C(r,1) estd contenida en G(t).

Demostracidon. Supongamos que y no estd contenida en la clausura de a de G(t).
SiyNG(t) = B, consideremos U; el subconjunto abierto de B(t)\G(¢) (t) limitado por 7; y y; siy; # 0.
‘Tenemos y C U; para algin j ya que {U;} son disjuntos dos a dos. Como ¥ no es homotdpicamente
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trivial tenemos que U; es doblemente conexo y v = v; C G(t). Esto es una contradiccién con
YNG(t) = 0. L

Por tanto v N G(t) # 0. En consecuencia, v N dG(t) # @ ya que estamos suponiendo que v no
estd, contenida en la clausura de G(¢). Entonces tenemos v N 8B(t) # 0 por el Lema B. Esto es una

contradiccién con v C B(t).

Demostraremos ahora el segundo enunciado del lema. Existe una curva simple cerrada n; C 9B(t)
contenida en C(r, @), ya que C(r, ) C B(t). También tenemos que 7; es hométopa a r. Entonces el
Lema A del Capitulo 1 (seccién 1.2.6) da que C(r, 1) est4 contenido en G(t) ya que ninguna geodésica
simple cerrada puede intersecar C(r,1). a

Continuamos ahora la demostracién del Teorema 2.2.

Supongamos que existe t; tal que G(t) = G(t1) para todo t > #1. Si G(t;) = 0 entonces
G(t1) = S y la demostracién estd acabada con G = G(t;). En otro caso la frontera de G(t;) es una

unién finita de geodésicas simples cerradas 4, ...,¥,. Por el Lema 2.2 tenemos que v; es la frontera
de un fonil en S y esto finaliza la prueba en este caso tomando también G = G(t,).
Supongamos ahora que existe una sucesién creciente {t,} con limite co tal que G, = G (tn)

verifica Gy, C Gpy1. Por los lemas 2.2 y 2.3 podemos suponer sin pérdida de generalidad que
0Gr N OGp41 es el conjunto vacio o una unién de geodésicas simples cerradas cada una de las cuales
es la frontera de un fonil en S.

Si Yn, Yn+m (m,n € Z7) son geodésicas simples cerradas contenidas respectivamente en 9G,,,
0Gpn1m, y n €s una curva que conecta 7, CON Ynim entonces la curva cerrada 3 := 1 + Ypim — 17+ Yn
no puede ser homotépicamente trivial, ya que en este caso yp1m serfa libremente hométopa a v, y
esto implicaria yn4m = 7y, y consecuentemente m = 0. Podria ser hométopa a una puntura si m = 1.
Sin embargo 8 no puede ser homé6topa a una puntura si m > 2, ya que existe al menos un “obstaculo
topoldgico” entre v, ¥ Yn+t1-

Consideremos ahora el conjunto abierto H, obtenido como la unién de G, y los foniles limitados
por una curva en 0Gn. Obsérvese que siempre tenemos H, C H, .. Definamos H := U,H, y
dy, := dist(p, 0H,). Obsérvese que H es un conjunto abierto. Si d,, — oo cuando n — oo entonces
§ = H y hemos acabado la prueba en este caso con G = U,G,,. Si d,, es acotado, entonces S \ H es
un conjunto cerrado no vacio.

Terminaremos la demostracién mostrando que cada componente conexa de S\ H es un semidisco.
En primer lugar mostraremos que si ¢ € 0H y U es cualquier entorno simplemente conexo de g,
entonces ¢ € 0 C OH donde 0 NU es un arco geodésico. Si ¢ € OH entonces existen g, € 7,
convergiendo a g siendo 7, una geodésica simple cerrada contenida en 8H,. Queremos ver que la
sucesién de geodésicas {y,} converge a un arco geodésico o en U. Para ver esto basta considerar la
elevacion de U al espacio recubridor universal I ; el enunciado en D es ahora trivial, ya que {¥n} son
disjuntas dos a dos.

Veremos ahora que o N U esta contenida en OH. Consideremos cualquier punto ¢' € o N U.
Tenemos que ¢’ ¢ ext H, ya que es el limite de puntos de {H,}. Entonces, para ver que 0 N U estd
contenida en OH es suficiente ver que ¢’ ¢ H. Supongamos que ¢’ € H; entonces ¢' pertenece a un
entorno V' C Hy, para algin ng. En consecuencia V C H, para todo n > ng, pero VNoH, # ) para
n > ny, ya que ¢’ es el limite de puntos de U,0H,, lo cual es una contradiccién.

También tenemos que si o es una geodésica tal que o N W C H para algiin conjunto abierto no
vacio W entonces ¢ C 9H (recordemos que 0 N U C JH para todo conjunto abierto simplemente
conexo U con UNW # (). Probaremos ahora que tal geodésica ¢ es una curva simple. Si no fuera asi
tendriamos que o es una geodésica simple cerrada o se autointerseca de forma no tangencial. Si o es
una geodésica simple cerrada por compacidad es el limite de geodésicas simples cerradas Yn C OHp;
entonces 7y, es libremente hométopa a o para n > ny que es una contradiccién ya que en cada clase
de homotopia libre hay a lo sumo una geodésica simple cerrada. Si o se autointerseca de forma no
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tangencial entonces 0H, se autointerseca para m > n3 lo cual es otra contradiccién. Este dltimo
argumento también prueba que si 01,09 C 0H son geodésicas con 07 # o3, entonces son simples y
disjuntas.

Lema 2.4. Si 0 es una geodésica simple contenida en OH, q € o y U es un entorno simplemente
conezo de g tal que U \ o tiene ezactamente dos componentes conexas Uy y Us, entonces eziste

i€{1,2} con U;NH = .

Demostracién. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que 8H,NU; # 0 si n > n;. Probaremos
ahora que U; N H = (. Supongamos que esto no es cierto; entonces existe un punto h € H N Us.
De hecho, existe ng > ny tal que h € Hy, N Uy. Este hecho implica que 8H,,, N Uy # 0, porque en
otro caso o N U estaria contenido en dH,,; esto no es posible ya que la frontera de H,,, sélo puede
contener geodésicas simples cerradas y ¢ no es cerrada.

Consideremos n3 > ny + 2 y una curva compacta 7 C U, comenzando en Us y terminando en U,
que conecte una geodésica simple cerrada y,, C OHy, con una geodésica simple cerrada v, C 0Hp,.
La curva cerrada 8 := 1 + Yp3 — 7 + Yn, Do es hométopa a un punto ni a una puntura en S, ya que
n3 = ng + 2. Entonces, existe una geodésica simple cerrada o libremente hométopa a 3. Ademés
aNo # 0 yaque fNo # 0, yn,,n; no son hométopas a un punto y o es una geodésica (infinita)
simple. El Lema 2.3 da que o C H que es una contradiccién con a N H # 0. Esto termina la
demostracién del Lema 2.4. O

En particular, tenemos que S\ H es la clausura de su interior y entonces cada componente conexa
de S\ H es conexa por caminos.

Hemos visto también que 0H es una unién de geodésicas simples disjuntas dos a dos. Veremos
ahora que cada componente conexa J de S\ H es un semidisco. En primer lugar probaremos que J
es simplemente conexa.

Sabemos que cada componente conexa J de S\ H es la clausura de su interior y su frontera es la
unién de geodésicas simples disjuntas. Supongamos que existe una curva simple cerrada § C J que
no es hométopa a un punto en J. Si § es hométopa a una puntura r, entonces C(r, o) esta contenido
en J para algin 0 < og < 1. El Lema 2.3 da que C(r,1) C H y entonces C(r,a;) C J N H, que es
una contradiccién. Si é no es hométopa a una puntura, entonces la Proposicién 2.1 da que existe una
geodésica simple cerrada <y libremente hométopa a § en J, ya que J es una superficie de Riemann
hiperbélica con borde tal que su borde es unién disjunta de geodésicas simples. El Lema 2.3 da que
v C H y entonces v C J N H, que es una contradiccién.

Por tanto, de cara a probar que J es un semidisco basta ver que su frontera es una 1inica geodésica
simple. Supongamos que 8J contiene dos geodésicas simples 71, 05. Consideremos ¢; € g1, g € 0,
entornos simplemente conexos q; € V1, g2 € V3, geodésicas simples v, C O0Hy,, Yny, C OHp, con
Yo, OVL# D, Yo, NVa # 0y ny > np+2, y curvas i C Vi, 7o C Va uniendo respectivamente Yn, €ON
q1Y g2 con y,,. Como J es conexa por caminos, podemos tomar una curva 3 C J que una g; con
G2y considerar n:=m + 03+ 12y B: =0+ Ynp, — N+ Vny-

Como en la prueba del Lema 2.4 podemos ver que hay una geodésica simple cerrada o libremente
hométopa a B en S con aNoy # By aNoy # 0. Entonces el Lema 2.3 da que oo C H que es una
contradiccién.

Elegimos el conjunto G' definido como H menos los foniles de S, es decir G = U,G,. Ademds
hemos obtenido que si S no es D ni un anillo, entonces tenemos G = UG (t) # 0. O

El siguiente caso particular del Teorema 2.2 se usa en [FM99)].

Corolario 2.1. Si una superficie de Riemann hiperbdlica no contiene ningin semidisco, entonces
criste una erhaucion de la superficie por dominios geodésicos.

Demostracion. Basta sefialar que D\ {0} y cualquier fonil contienen un semidisco. (W]
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Se podria pensar que tal vez en la descomposicién del Teorema 2.2 no se necesitan semidiscos. El
siguiente ejemplo muestra que son necesarios.

Ejemplo. Sea {z,},>1 una sucesién creciente convergiendo a 1, contenida en el intervalo (0,1).
Consideremos S := D\ X con X := Up>1{zn} ¥ Yn la geodésica simple cerrada en S que rodea los
puntos zi,...,Zn, para n > 1. La curva 7y, es la frontera de un dominio geodésico G,,. No es dificil
ver que {y,} converge a una geodésica simple v en S y que 7 es la curva frontera de un semidisco.
Si consideramos otros dominios geodésicos también necesitamos un semidisco, ya que una geodésica
simple cerrada no puede intersecar un semidisco.

Teorema 2.4. Toda superficie de Riemann hiperbdlica con borde se puede construir como la unidn
(con interiores disjuntos) de foniles, semidiscos y un conjunto V para el que existe una ezhaucion
por dominios geodésicos.

Demostracion. Consideremos {v;} las geodésicas simples cerradas en el borde de la superficie de
Riemann hiperbdlica con borde S. Obsérvese que podemos construir una superficie de Riemann
hiperbélica Sp (sin borde) pegandole a S un fonil F; en cada ;, con L(0F;) = L(v;).

Como Sp no puede ser D\ {0} (no hay geodésicas simples cerradas en D\ {0}) por el Teorema, 2.2
es la unién (con interiores disjuntos) de foniles, semidiscos y un conjunto G para el que existe una
exhaucién por dominios geodésicos. Obtenemos el resultado deseado eliminando los foniles {F}} en
esta unién. Cuando quitamos los foniles, estamos eliminando también las curvas {v,}, el borde de
S; ésta es la razén por la que en esta situacién consideramos el conjunto V = G, para el que existe
una exhaucién por clausuras de dominios geodésicos. O

Teorema 2.1. Toda superficie topoldgica orientable exzcepto la esfera, el plano y el toro es la unidn
(con interiores disjuntos dos a dos) de Y-piezas y cilindros.

Demostracion. Es un hecho bien conocido que toda superficie topolégica S tiene una estructura C®
compatible con su estructura topolégica. Las coordenadas isotermales dotan a S de una estructura
conforme compatible con su estructura C*°; si ademds S es orientable, esta estructura conforme es
también una estructura de superficie de Riemann.

Entonces & es conformemente equivalente a la esfera, el plano complejo C, C\ {0}, un toro o una
superficie de Riemann hiperbdlica. No consideraremos los casos primero, segundo y cuarto ya que
estan excluidos en el enunciado de Teorema.

Si S es conformemente equivalente a C\ {0}, es la unién de los dos cilindros {z € C: 0 < |7| < 1}
y{z€C: |z| > 1}. Si S es conformemente equivalente a D \ {0}, es la unién de los dos cilindros
{zeC:0< |2/ <1/2} y{ze€ C: 1/2 < |z|] < 1}. Si S es conformemente equivalente a otra
superficie de Riemann hiperbdlica podemos aplicar el Teorema 2.2.

Recordemos que un fonil es un cilindro, una Y-pieza de Lobell es una Y-pieza y una pieza de
Lobell generalizada es la unién de una Y-pieza y a lo sumo tres cilindros. La Proposicién 2.2 da
ahora el resultado si permitiéramos semidiscos en la descomposicién. Para eliminar los semidiscos
vamos a modificar algunas Y-piezas como sigue.

Usaremos la construccién y las mismas notaciones que en el Teorema 2.2. Consideremos una
geodésica simple o C OH. Recordemos que H = U, H,, y existe una sucesién de geodésicas simples
cerradas vy, C 0H, que convergen a ¢. Supongamos en primer lugar que S\ H es conexo.

Si ¢ € 0, definamos 7, como la geodésica perpendicular a o en g, con 74(0) = g y [In}(t)]] = 1.
Para un p € o fijado y cualquier m € N, consideremos ¢™ = o N Bs(p,m). Nuestros argumentos en
la demostracién del Teorema 2.2 dan que si 07" := {z € H : z € 4(t) con |t| < € y ¢ € ™}, entonces
Ya N o converge uniformemente a ¢™ para cualquier € > 0. Como o™ es relativamente compacto,
podemos elegir un &5, > 0 tal que o7, sea simplemente conexo. Si b, = {z € 007" : ds(z,0) = &,.},
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elijamos de forma recursiva n,, como un nimero natural mayor que n,,_; y tal que Yn,, Noge # 0,
Yrm N bm = @, yno= 0.

Definamos r, := npmy1 — 1y — 1. Supongamos que r,, = 0 para todo m, es~decir, Ty = M.
Sea Ay = 0" U(Bs(p,m)N(S\ H))y H,, el dominio relativamente compacto Hy, := H,, U Ap,.
Obsérvese que flm es homeomorfo a H,,, y por tanto f-vaH \Efm tiene una descomposicién en Y-
piezas y cilindros similar a la de Hpyy1 \ Hy,. Estd claro que S = Uy, Hyy, ya que S\ H es conexo.
Esto termina la prueba en este caso.

H\S

A
St tuviéramos r, > 0 para algin m, sélo tendriamos que elegir Aps Ap 1, -+ Appogr s A de

i Tm+1
forma similar con la condicién A; C Aj4;.

An2 Anl+2

Aopt \Y
—] A \Y

Para terminar, si S \ H no es conexo, repetimos esta construccién en cada componente conexa. de

S\ H.
O

Teorema 2.3. Toda superficie topoldgica con borde simple orientable excepto el disco con borde yel
cilindro con dos curvas frontera es la unidén (con interiores disjuntos) de Y-piezas y cilindros.

Demostracion. Consideremos una superficie S en las hipétesis del enunciado y el doble topoldgico
51 de S. A grandes rasgos S; es la unién de S y S*, la superficie simétrica de S , identificando los
puntos simétricos de dS y 05*. Como en la demostracién del Teorema 2.1 existe una estructura de
superficie de Riemann para &) compatible con su estructura topoldgica. Ademads el atlas holomorfo
de Sy se puede tomar simétrico con respecto a 9S.
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Supongamos que S; no es una superficie hiperbélica, es decir, S; es la esfera, el plano, el plano
menos un punto o un toro. S; no puede ser la esfera ni un toro ya que S no es ni un disco con
borde ni el cilindro con dos curvas frontera. S§; tampoco es el plano ya que el plano no es el doble de
ninguna superficie topoldgica orientable con borde simple. Entonces S; es el plano menos un punto,
que es la unién de dos cilindros S y S*. Consecuentemente S es un cilindro y el Teorema 2.3 se
cumple en este caso.

Supongamos ahora que S) es una superficie hiperbélica. Las curvas simples cerradas {v;} en 88
son geodésicas en la métrica hiperbdlica de S1, ya que el atlas holomorfo es simétrico con respecto a
0S. Tenemos que S es una superficie de Riemann hiperbélica simple con borde con la restriccién de
la métrica hiperbdlica de S;.

Si recordamos que un fonil es un cilindro, una Y-pieza de Lobell es una Y-pieza y una Y-pieza
de Lobell generalizada es la unién de una Y-pieza y a lo sumo tres cilindros, entonces el Teorema
2.4 y la Proposicién 2.2 dan el resultado si permitimos semidiscos en la descomposicién. Podemos
eliminar los semidiscos como en la demostracién del Teorema, 2.1. d



Capitulo 3

Desigualdad isoperimétrica en
superficies de Riemann con punturas

3.1 Introduccion

Empezaremos recordando algunos conceptos que ya fueron introducidos en el Capitulo 1 y que serdn
necesarias para enunciar nuestros resultados.

Por & denotaremos una superficie de Riemann hiperbélica, es decir, una superficie de Riemann
(abierta y conexa) cuyo recubridor universal es el disco unidad D = {z € C : |2} < 1}, dotada con
su métrica de Poincaré (también llamada métrica hiperbdlica), es decir, la métrica que se obtiene
proyectando la métrica de Poincaré del disco unidad (ver Capitulo 1, Seccién 1.2.4)

: 2|dz|
ds = ———— .
PTI- | 2|2

Decimos que S satisface la desigualdad isoperimétrica lineal (DIL) si S es una superficie de
Riemann hiperbélica y existe una constante h > 0 tal que para todo dominio (conjunto abierto y
conexo) relativamente compacto G con frontera suave se tiene que

As(G) < hLs(0G), (3.1)

donde As(G) denota el area (hiperbdlica) de G y Ls(8G) la longitud (hiperbélica) de su frontera.
Denotaremos por h(S) la mejor constante en (3.1) (ver Capitulo 1, Seccién 1.4).

Decimos que un dominio @ C C es modulado si existe una cota superior para el médulo de
todo dominio doblemente conexo contenido en G que separa la frontera de G. En particular, todo
dominio simplemente conexo es modulado (ya que no contiene ninguno de estos dominios doblemente
conexos). También, si la frontera de G consiste en un némero finito de continuos, G es modulado.
Por otra parte, si la frontera de G tiene un punto aislado, G no es modulado.

Estos son los dominios en el plano que en lo que respecta a la Teoria de Funciones se comportan
casi como dominios simplemente conexos (ver por ejemplo [BP78] y las referencias que se dan alli).

En [FR90, Teorema 3] se demuestra que si G C C es modulado (y por tanto G tiene DIL)
entonces H = G \ {a,} tiene también DIL si la sucesién {a,} es uniformemente separada en la
métrica hiperbdlica de G, es decir, si existe una constante positiva ¢ tal que

dg(an,am) > ¢, para todo n #m,

donde dg denota la distancia en G. Este resultado no es cierto si G no es modulado (ver Teorema
3.1 més adelante). Obviamente, toda sucesién finita es uniformemente separada, y una sucesién que
converja a un punto de G' no es uniformemente separada.

29
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Reciprocamente, también en [FR90, Teorema 4], se demuestra que si H C C tiene DIL,y G =
H U I, donde I es el conjunto de puntos aislados de 0H, entonces I es uniformemente separado en
la métrica hiperbdlica de G.

En este capitulo reducimos el estudio de la propiedad DIL de H a la de G, no sdlo para dominio
hiperbdlicos planos, sino para superficies de Riemann generales.

Recordemos la siguiente definicién.

Definicién. Un subconjunto I de una superficie de Riemann hiperbdlica S es fuertemente unifor-
memente separado en S, si existe una constante positiva ry tal que las bolas hiperbélicas Bs(p,ro),
donde p € I, son simplemente conezas y disjuntas dos a dos.

Teorema 3.1. Sea S una superficie de Riemann hiperbdlica, sea I un subconjunto cerrado y contable
de S y R =S\ I. Entonces, R tiene DIL si y sélo si S tiene DIL y I es fuertemente uniformemente
separado en S.

También hemos obtenido una relacién entre las constantes isoperimétricas de R y S (ver Seccién
3.2 mas adelante).

Queremos senalar que el Teorema 3.1 es un resultado nuevo incluso en el caso de dominios planos.

Corolario 3.1. Sea S una superficie de Riemann, sea I un subconjunto cerrado y contable de S y
sea R =S\ 1. Si I tiene un punto de acumulacion en S, entonces R no tiene DIL.

Obsérvese que los Teoremas 3.1 y [FR90, Teorema 3] dan que todo conjunto discreto que sea

uniformemente separado en un dominio modulado G también es fuertemente uniformemente separado
en G.

3.2 Demostracién del Teorema 3.1

Enunciaremos de forma mds precisa este Teorema.

Teorema 3.1. Sea S una superficie de Riemann hiperbdlica, sea I un subconjunto cerrado y contable
de S y R =S\ I. Entonces, R tiene DIL si y sdlo si S tiene DIL e I es fuertemente uniformemente

separado en S. Ademds, si o es un nimero positivo tal que {Bs(p,70)}per es una familia de bolas
en & simplemente conezas y disjuntas dos a dos, entonces tenemos que

h(S) 2
h(R) <
S o log —2ahro_
tanh(ro/4)

En este teorema, la implicacién dificil es demostrar que R tiene DIL. Nuestra prueba de este
hecho consiste en encontrar una relacién entre las métricas de Poincaré de R y S. Lejos de los
puntos de I ambas métricas son comparables (ver Lema 3.1 mds abajo). Cerca de estos puntos
aislados, las métricas no son comparables pero, de hecho, existe una relacién muy precisa entre las
S-bolas centradas en puntos de I y sus correspondientes collares en R (ver Proposicién 3.1 en la
Seccién 3.3).

Comenzamos estudiando la relacién entre las métricas de Poincaré de R y S.
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Lema 3.1. Sea S una superficie de Riemann hiperbdlica, sea C un conjunto cerrado no vacio de S
y sea S* = S\ C. Consideramos un nimero positivo €. Entonces tenemos que

£ _ Ls(v)
tanh - < —/—% < 1, 3.2
| 2 " Ls<(7) (32)
para toda curva vy C S de S con longitud finita tal que ds(y,C) > ¢, 1
e?  As(D)
tanh — 1 3.3
( anhz) < As- (D) <1, (3.3)

para todo dominio D C S de S con drea finita tal que ds(D,C) > .

Demostracion. Demostraremos el Lema, 3.1 en coordenadas locales.

Fijemos p € S con dgs(p,C) > € y consideremos una carta local ¢ : V — C con ¢(p) = 0.

Sea F : D — § un recubrimiento universal con F(0) = p. El conjunto ¢’ = F~1(C) es un
subconjunto cerrado del disco unidad. Obviamente la bola euclidea B(0,tanh(e/2)) = Bp(0,¢) es
una componente conexa de F~1(Bs(p,€)); estd contenida en D\ C’ y la aplicacién F : D \C' — &*
es una aplicacién recubridora con F(0) = p. Sea G : D — D\ C' un recubrimiento universal con
G(0) = 0. Tenemos que F oG : D — §* es un recubrimiento universal con (FoG)(0) =p.

Consideremos las métricas de Poincaré As(z)|dz| y As+(z)|dz| en coordenadas locales (z € ¢(V)).
Entonces

As(($0 F)(0))(go FY(0)] = ap(0),  As:((¢oF o G)(0)|(¢oF oG)(0)| = rn(0),

y esto da
As(O)l(¢o FY(0)] =2,  Xs:(0)|(¢ o F)'(0)[|G'(0)] = 2.

De estas ltimas igualdades se deduce el Lema 3.1 si demostramos que tanh(e/2) < |G'(0)] < 1 ya
que esta es la versién infinitesimal de (3.2) y (3.3).

Observemos que G : D — D satisface G(0) = 0. El Lema de Schwarz da la desigualdad
IG'(0)] < 1.

Recordemos que el conjunto simplemente conexo B(0,tanh(e/2)) est4 contenido en D\ C’. Por
consiguiente, existe una inversa local bien definida G~1 : B(0, tanh(g/2)) —» D verificando G~10) =
0. Usando de nuevo el Lema de Schwarz obtenemos que

@YO= G,l( gy < cotanh(e/2).

Esto termina la prueba del Lema 3.1. O

Demostracion del Teorema 3.1. Comenzamos con la demostracién de que si R tiene DIL entonces &
también la tiene y ademas I es fuertemente uniformemente separado en S.

Probaremos primero que I es un conjunto discreto. De hecho, si éste no fuera el caso, entonces I
no seria fuertemente uniformemente separado y, como veremos, esto implicaria que R no tiene DIL,
una contradiccidn.

Supongamos que I no es un conjunto discreto. Sea F': D — S un recubrimiento universal y sea
J la anti-imagen de I mediante F. Entonces F : D\ J — R es una aplicacién recubridora. Por
tanto, 6(D\ J) < §(R) (ver, por ejemplo [FR90, p. 181]). Obviamente, J es un subconjunto de D
contable, cerrado y no discreto. Sea zy un punto de acumulacién de J en D. Entonces, tenemos que
B(zy,r)NO(D\J) = B(zp,7)NJ es contable, para0 < r < 1 — |20, y por consiguiente tiene capacidad
logaritmica cero. [FR90, Teorema 4] implica que 1 = §(D \ J) < §(R) < 1. Pero, si 5(R)=1,a
fortiori, ® no tiene DIL.
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Un teorema de Patterson [P2, Teorema 4.1] da que §(S) < §(R), ya que I es discreto. Entonces
§(S) < 1y S tiene DIL.

Supongamos que el conjunto discreto I no es fuertemente uniformemente separado. Veamos
que en ese caso R no tiene DIL, una contradiccién. Denotemos de nuevo por F : D — S un
recubrimiento universal y por J la anti-imagen de I por F. Como antes F : D\ J — R es una
aplicacién recubridora y por tanto, §(\ J) < 8(R) (ver, por ejemplo [FR90, p. 181] de nuevo).
Tenemos que para cada € > 0, existen puntos p,g € I tales que o bien ds(p,q) < ¢ o bien Bs(p,€)
no es simplemente conexo. Esto implica que existen z,w € J tales que dp(z,w) < ¢, es decir, que J
no es uniformemente separado en ID. [FR90, Teorema 4] implica de nuevo que §(R) > 6(D\ J) = 1.

Supongamos ahora que S tiene DIL y que I es fuertemente uniformemente separado en S. Que-
remos demostrar que entonces R también tiene DIL.

Sea D un subconjunto abierto de R con 4rea finita. Para comprobar que se cumple (3.1) para D,
podemos suponer sin pérdida de generalidad que D no es ni simple ni doblemente conexo, ya que este
tipo particular de subconjuntos siempre verifican DIL con constante 1 [FR90, Lemma 1.1}. Podemos
suponer también que 9D = y; Uya U--- U~ donde las curvas simples cerradas v; no son hométopas
al bucle trivial y tampoco rodean sélo a una puntura. De hecho, si este fuera el caso, digamos para
7j, podriamos afiadir a D el conjunto simple o doblemente conexo cuya frontera es v;, obteniendo de
esta forma un nuevo dominio con més 4rea y frontera de menor longitud.

Consideremos un niimero positivo rg tal que las bolas Bg(p, ry) con p € I son simplemente conexas
y disjuntas dos a dos. Sea S el subconjunto de R dado por S = S \ UperBs(p,r0/2). Sean J, Jy, .Jo,
los subconjuntos de I definidos como

J = {pEI:DﬂBs(p,'r‘o/2)* #@},
Ji1={p e J:Bs(p,/2)" C D},
Jo={p € J:9DNBs(p,mo/2)" # 0}.

Es obvio que {Ji, J2} es una particién de J.
Antes de nada sefialemos que

Ls(0D N Bs(p,r0)) > 1o, pa,ra todop e Js . (3.4)

Para ver esto, supongamos que Ls(dD N Bs(p,ry)) < ro para algtn p € Jy. Entonces, tenemos
que existe una curva frontera y; con Ls(v;) < ro; dicha curva debe verificar y; C Bs(p,70) ya que
ds(0Bs(p,70),0Bs(p,70/2)) = ro/2. Pero, siv; C Bs(p, 7o), entonces v; es hométopa en R a cero o
a p, y esto no es posible.

Para continuar esta demostracién necesitamos un resultado que probaremos mas tarde:

Afirmacion: Existe una constante ¢, que sélo depende de 79 y no de S ni I, tal que

Ar(Bs(p,m0/2)*) < ¢, para todo pe I. (3.5)

Entonces tendriamos que

Ar(Bs(p,70/2)") < -

— . As(Bs(p,r0/2)), a cad Ji,
S Tremi2 oD s(Bs(p,70/2)) para cada p € J) (3.6)

ya que Bs(p,79/2) es simplemente conexo y entonces
As(Bs(p,m0/2)) = Ap(Bp(0,70/2)) = 4msinh®(rg /4)
y por (3.4)

Ar(Bs(p,ro/2)*) < % Ls(0D N Bs(p, o)), para todo p € Jy, (3.7)
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Usando (3.3), (3.6) y (3.7), tenemos que

Ar(D) S AR(DN ) + ) Ar(Bs(p,ro/2)) + Y Ar(Bs(p,mo/2)*) <
pe1 PpEJ2

AS(DNS) + s D As(Bs(pir/2)) + = Ls(0D).

S —
tanh*(rqg/4) 47 sinh*(rq /4) v

H = ma.x{ L ¢
B tanh?(ro/4) * 4w sinh?(rq /4)

Sea H definido como

Se tiene

Ar(D) < H(AS(DNS) + 3 As(Bs(p,r0/2) + = Ls(9D)
pey

< H As(D) + —Ls(9D)
0
< H h(8)Ls(0D) + —Ls(3D)
0
c
< (H h(S) + E)LR(B’D) :
Entonces tenemos que R tiene DIL con constante

°. (3.8)

Para finalizar la demostracién del Teorema 3.1 sélo necesitamos probar (3.5) con

27
tanh rg

°8 tanh(ry/4)

3

ya que, como veremos después, con este valor de c, se tiene que

1
H=—
tanh?(rq /4)

Lema 3.2. Sea S una superficie de Riemann hiperbélica y {Bs(p, T0)}per una familia disjunta de
bolas simplemente conezas en S. Si R = S\ I, entonces se tiene que

N 2T
Ar(Bs(p,r)") < —tamhrg

°8 tanh(r/2)

para 0 < r <7rgp .

Demostracion. Fijemos un punto p € I. Consideremos un recubrimiento universal F : D —s S tal
que F(0) = p. Sea J la anti-imagen de I por F. La interseccién de la bola F~Y(Bs(p,2ry)) =

Bp(0,2rg) = B(0,tanhry) con el conjunto J es exactamente {0}. Como F:D\J — R es una
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aplicacion recubridora, se sigue que para 0 <r <1y

Ar(Bs(p,7)*) = Ap\,s(Bp(0,7)")
< AB(O,tanh T0)* (B]D)(O7 'r)*)
= Ap(o,tanh ro)* (B(0, tanh(r/2)))

— Ap (B (0’ tanh(r/Z))*)

tanh

_ / dz dy
B(0,tanh(r/2)/ tanhro) (12| 1og |2])?
2
tanhro

o8 tanh(r/2)

Esto finaliza la prueba del Lema 3.2. O

La estimacién (3.5) sigue ahora del Lema 3.2 con

2w
o tanh rg
& tanh(rq/4)

1

y por tanto (3.8) y (3.9) dan la desigualdad en el Teorema 3.1, si

1
~ tanh®(ro/4)
Para probar esto, sélo necesitamos comprobar que
1 S 1
tanh®(rg/4) ~ o .. 12 tanhry
h 4)log ——————=
. 2einb(ro/4) 108 ¢ E tro/A)
y esto se sigue del hecho de que
tanh z 1
G(z) =2lo — >0, ax>0.
Esta desigualdad es una consecuencia del hecho de que
4 1
G'(z) = -
(=) 2sinhzcoshz  2sinh(z/4) cosh®(z/4)
4
= — - . N < 0 ]
sinh(2z)  2sinh(z/2) + sinhz —
y
lim G(z) =0.
T—rCO

Observacion. La desigualdad (3.5) se puede obtener de una forma alternativa usando la Proposicién
3.1. Esta Proposicion serd establecida y demostrada a continuacién en la seccién 3.3. Hemos usado
aqui el Lema 3.2 ya que en este contexto nos da unas mejores estimaciones.
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3.3 Collares y bolas

Sea R una superficie de Riemann hiperbélica con una puntura p. Un collar en R alrededor de p
es un dominio doblemente conexo en R limitado por p y una curva de Jordan (llamada la frontera
del collar) ortogonal al haz de geodésicas que emanan de p. Es bien conocido que la longitud de la
curva frontera es igual al drea del collar.

Un collar en R alrededor de p de drea « sera llamado a-collar y se denotard por Cr(p,a). Un
teorema de Shimizu [Shi63] dice que para cada puntura en cualquier superficie de Riemann, existe
un a-collar para cada 0 < a < 1 (ver también [Kra72, p. 60-61)).

A continuacién, probaremos una relacién (con constantes universales) entre collares en R y bolas
en R U {p}.

Proposicién 3.1. Sea § una superficie de Riemann hiperbélica y sea {Bs(p,m0)}per una familia
de bolas disjuntas dos a dos y simplemente conezas. Denotemos por R a la superficie de Riemann
R=8\1. Sea k=476 y K = e*.
a) Se tiene que
27

CR( "k — log(1 —e—T)) < Bslp,r)”,

parap €l y

. 1 2
O<7"<mm{log1_Ke_27r ) log1+e_2T0}.

b) Se tiene que

* 2m
Bs(p,r)" C Cr (p, log(1 — e=20) — log(e" — 1)) ’

parap el y
0<r<log(l+(1—e2m0)e 2y,

Obsérvese que, en ambos casos, las condiciones sobre r implican que 0 < r < 7.

Demostracion. Sea F : U — S un recubrimiento universal y J = F~I(I).

Las bolas en {Buy(z,70)}:es = {F~}(Bs(p,m0))}per son obviamente simplemente conexas (toda
bola en U es simplemente conexa). También sefialamos que estas bolas son disjuntas dos a dos. Si
tuviéramos que para algin z,w € J

B[U(Z, "'0) n BU('LU, TU) 74 ] B

esto implicaria que Bs(F(2),r9) no es simplemente conexo (si F(z) = F(w)) o Bs(F(z),7) N

Bs(F(w),ro) # 0 (si F(z) # F(w)), y ambas conclusiones contradicen las hipéStesis que hemos
hecho sobre {Bs(p,0)}per.

Como
F(Bu(z,r)) = Bs(F(z),r), paraz€J,0<r <,

F(Cy\s(z,@)) = Ca\1(F(2),0), paraze€ J,0<a<1,

tenemos que la Proposicion 3.1 es cierto para toda superficie de Riemann hiperbélica S si y s6lo si es
cierto para el caso § = U (con las mismas constantes). Por consiguiente, sin pérdida de generalidad
podemos suponer que § = U. Sea V la superficie de Riemann V = U\ I.
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En lo siguiente necesitaremos una version precisa de (1.1) (ver Capitulo 1). Es bien conocido que
si 2 C C es un dominio plano hiperbdlico entonces
1

22 2 SO AT + o))

para z € Q. (3.10)
Lema 3.3. Sear >0, 21,22 € U. Sidy(z1,22) > 2r y z € By(z1,a(r)), se tiene que

|z — 21| < |z — 2|, (3.11)
donde

G(T) = lOg 1—:2__—% .

Demostracion. Como este enunciado es invariante bajo automorfismos conformes de U, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que 21 =1 y dy(s, z2) = 2r.

Un célculo da que el Lema 3.3 es cierto si (3.11) se cumple para z; = ie™%" y z pertenece al
segmento que une 7e~%") con 1 (este es el peor caso) y esto se sigue de nuestra eleccién de a(r). O

Usando (3.10) y el Lema 3.3 podemos demostrar el siguiente resultado.

Lema 3.4. Sea {By(p,r0)}per una familia de bolas disjuntas dos a dos. Entonces se tiene, para
p €I, que

Av(z) < )‘B(p,(l-—e‘z"o) Sp)* (2), para z € B(p, (1 - e—QTO) Sp)*, (3.12)

)\B(p,Kgp).(z) < Av(z), para z € By(p,a(ry)), (3.13)
donde a(r) es la funcidn definida en el Lema 3.3.
Demostracion. La siguiente relacién entre bolas hiperbdlicas y euclideas es bien conocida.
By(z +iy,7) = B(z + 1y coshr,ysinhr), para z € R, y,r > 0.
Esto implica que
B(z,(1 —e™")Sz) C By(z,r) C B(z,(e" — 1) S2), para z€ U, r>0. (3.14)

Se deduce que
B(p,(1 - ¢ °)Sp) C Bu(p,2r0),  para pel.

Como dy(p,q) > 2rp para todo p,g € I, p # g, tenemos que B(p, (1 — e~20) Sp)* C V. Esto implica
(3.12).
Usando de nuevo que dy(p, q) > 2ry para todo p,q € I, p # q, y el Lema 3.3 deducimos que
lz—pl<|z—gq|, para z€ By(p,a(r)). (3.15)

Un célculo da que

|z —p| < Sz, para z € By(p,a(ro)), (3.16)
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ya que e*(") < 2. Por tanto, (3.15) y (3.16) implican que

dv(z) =|z—p|, para z€ By(p,a(r))-
En consecuencia,

c\.
H: wEBV} Slogg\g%l-, (3.17)

u(z) < min {|log| 22

w

porque |z ~ p| < Sp, para z € By(p,a(rg)) (para ver esto es suficiente cambiar los papeles de z y p
en (3.16)).

Ahora, (3.10) y (3.17) implican que

1
Av(z) > | og KoSp >  Pama Z€ By(p, a(ro)) .
Z—p —
|z - pl
Esta desigualdad y el hecho conocido
1 *
AB(w,c)*(z) = C ’ para z € B(wa C) )
|z — w| log ——
|2 - wl|
dan (3.13). Esto finaliza la demostracién del Lema 3.4. O

A continuacién vamos a demostrar la Proposicién 3.1, parte a). Antes de nada observemos que
Ke™ " <1, ya que k < 27. En segundo lugar, la condicién r < —log(1 — Ke~2") implica que

27
1
0 < FToga—e <

y entonces podemos asegurar que existe el collar en R [Kra72, p. 60-61].
Por otro lado, (3.13) y (3.14) dan, para p € I, que

ABpispy(2) < Mv(z),  para z € B(p, (1 - e *0))3p)* C By(p,a(ro))*. (3.18)

Un célculo directo muestra que, para w € C'y p > 0,

CBw,p) (W, @) = B(w, pe~2r/e)y* para a >0, (3.19)

N 27
B(’U),’l") = CB(w,p)* (w, m) ) para 0 < r<p. (320)

Entonces (3.18) y (3.20) implican que

Cv(p, @) C Ca(prap) (P, @) = B(p, Ke >"/Sp)*
s1
B(p, Ke=*™/*Sp)* € B(p, (1 — e~%"))Sp)* C By(p, a(ro))*.

S1 escogemos \
2m
k—log(l—e ")’

O =
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obtenemos que

Cv (p, k— 10g2(71r— e")) C B(p, Ke™*"/*Sp)"
= B(p, (1 - e)%p)"
C Bu(p,r)”
C Bu(p,a(ro))”,
si
r <a{rg) = logm .

Esto finaliza la demostracién de la Proposicién 3.1, parte a).

Finalmente, para probar la parte b), obsérvese que la condicién r < log(l + (1 — e™%10) ¢=27)

implica que .
0< — <1,
log(1 — e—2m0) — log(e™ — 1)

y entonces, como antes, podemos asegurar que existe el collar en R.
Ahora, para cada p € I, (3.20) y (3.12) dan que

B(p, (1 — e72) e72"/*Qp)* = Oy 1-e-2r0)ap)+ (P, @) C C(p, ),

para 0 < a < 1. En particular, si escogemos

2T .
o= log(1 — e2r0) — log(e” — 1)
obtenemos que
B(p,(e" —1)Sp)* C Cv(p, Tog(1 = e_zrf;l log(e" = 1)) :
Por tanto (3.14) da que
Bu(p,n)* C CV( "log(1 — e‘QTOQ)W— log(e™ — 1)) |

Esto concluye la demostracién de la Proposicién 3.1.

Definimos un collar generalizado en una superficie de Riemann hiperbélica R alrededor de una
puntura p como un dominio (no necesariamente doblemente conexo) en R limitado por p y por un
nimero finito de curvas (si el collar no es igual a R) ortogonal al haz de geodésicas que emanan de
p. Obsérvese que si R es una superficie compacta a la que se le ha afadido una tnica puntura p,
cuando el collar crece a la larga se hace igual a R y en ese caso no existen tales curvas frontera.

En el disco con una puntura, R = B(z,r)* tenemos que

dr(9CR(z,1),0Cr (2, 02)) = 'logZ—; )

Entonces, podemos definir para o > 1 el a-collar generalizado en R alrededor de p como el conjunto
Cr(p,a) = Cr(p,1/2) U{g € R : dr(q,0Cr(p,1/2)) < log(2a)}.

Obviamente esta definicién coincide con la original si existe el a-collar. El nimero 1/2 se puede
cambiar por cualquier ndmero 0 < < 1, si log(2c) se sustituye por log(a/n).

Si 'R no es el disco menos un punto, es obvio que existe un ag tal que hay un a-collar sélo para
0 < a < ap. No obstante hay siempre a-collares generalizados.

Con esta definicién podemos extender la parte b) de la Proposicién 3.1.
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Corolario 3.2. Sea S una superficie de Riemann hiperbdlica y sea {Bs(p,70)}per una familia de
bolas simplemente conezas y disjuntas dos a dos. Denotemos por R a la superficie de Riemann
R =S\ I. Si denotamos el a-collar generalizado por Cr(p, @), entonces se tiene que

. 2m
BS(p)’r) C CR (pa 10g(1 - 6—270) _ 10g(er _ 1)) 3

perap € I y
0 < r < min{log(2 — e7%), rg} .

La demostracién del Corolario 3.2 es la misma que la de la parte b) de la Proposicién 3.1. No

necesitamos ahora la condicién o < 1 pero seguimos necesitando o > 0; la condicién sobre r garantiza
este hecho.

Un cilculo y (3.20) dan que

. . 27
Bp(w,p)(w, )" = B(w, ptanh(r/2))* = Cp(y,p) (“” 1ogcotanh(r/2))’

paraw € Cy p,r > 0.
Queremos senalar que la Proposicién 3.1 es “sharp” para r — 0 en el siguiente sentido:

2n 2m
— (1 — p—T — p—2r0) T
lim k—log(l —eT) _ lim log(1 — e=270) —log(e” — 1) 1
r—0+ 2m r—0t 27
— log tanh(r/2) — log tanh(r/2)

La Proposicién 3.1 también da el siguiente resultado.

Corolario 3.3. Sea S una superficie de Riemann hiperbdlica y sea {Bs(p,r0)}per una familia de
bolas simplemente coneras y disjuntas dos a dos. Denotemos por R a la superficie de Riemann
R=38\1. Seank =476y K = €*.

a) Se tiene que

1 *
Cr(p,a) C Bs (P, log 1_—1{7%7) ,

parap€el, 0 <a<ly

21
a<

g 2 .
k +log o0

b) Si denotamos el a-collar generalizado por Cr(p,a), entonces se tiene que
Bs(p,log(1 + (1 — e70)e~?"/*))* C Cr(p, a),

parap €I y

27
O<a< .
log(1+e7) —rg
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Capitulo 4

Desigualdad isoperimétrica en
dominios de Denjoy

4.1 Introduccién

Hasta el momento no se conoce ninguna caracterizacién de la propiedad DIL para dominios planos
hiperbdlicos, es decir, subconjuntos de la esfera de Riemann cuya frontera tiene al menos tres puntos)
en términos del tamano euclideo de su frontera. En [FR90, Teoremas 3 and 4] se obtiene una condicién
suficiente y otra necesaria para que un dominio plano satisfaga DIL, pero ninguna de ellas constituye
una caracterizacion de la propiedad DIL, aunque estas condiciones son muy cercanas.

En este capitulo obtenemos una caracterizacién de la propiedad DIL para el caso de dominios

de Dengjoy, es decir, dominios planos hiperbélicos cuya frontera estd contenida en R, en términos del
tamano euclideo de sus fronteras.

Como un ejemplo de las dificultades que envuelven el problema, recordemos que un dominio plano
(1 tiene funcién de Green si y sélo si su frontera tiene capacidad logaritmica positiva (ver [AS60, p.
249], [Tsub9, p.440] o [SN70, p. 332-333]). Pero, por ejemplo, D \ {0} \ {1/2"}%°, no tiene DIL,
mientras que D\ {1 —1/2"}7° ; si tiene (estos hechos son consecuencia de [FR90, Teoremas 3 and 4]
o del Teorema 3.1). Esto muestra que el problema de decidir cudndo un dominio plano hiperbélico
tiene la propiedad DIL o no, es delicado. Obsérvese que si 2 es un dominio plano hiperbdlico y 992

tiene capacidad logaritmica cero, entonces 2 no tiene DIL.

Como la propiedad DIL es cuasiconformemente invariante entre superficies de Riemann generales
([FR90, Teorema 1]) nuestros resultados caracterizan la propiedad DIL para subconjuntos de C cuya

frontera esté contenida en un cuasicirculo. De hecho podemos demostrar un resultado mds general
(ver Capitulo 5).

Antes de continuar, vamos a explicar algunas notaciones que usaremos en la exposicién de los
resultados de este capitulo.

4.1.1 Notaciones

Para o < 8, (B, ) denota el conjunto {z e R: z < aéz > B} U {oo}. También diremos que
(00,a) = {z € R: z < a} y como es habitual (a,00) = {z e R: 7z > a}. Definimos los intervalos
cerrados de forma similar. A lo largo de este capitulo usaremos la siguiente convencién: el punto del
infinito es el mayor ndmero en R.

Finalmente, como en el resto de esta tesis, denotamos por ¢ constantes positivas que pueden
tomar diferentes valores de linea a linea e incluso en la misma linea. Por otro lado, las constantes ¢
y ro siempre tendran el mismo valor.
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4.1.2 Definiciones y resultados

Definicién. Sea Q2 un dominio plano, sea I el conjunto de puntos aislados de O y Qo = QU I.

Decimos que 2 es admisible si Qg es un dominio plano hiperbdlico e I es fuertemente uniformemente
separado en ).

Obsérvese que si Q2 es admisible, entonces no hay puntos aislados en 9€y; por tanto 98 tiene
infinitos puntos y 2 tiene drea (hiperbdlica) infinita.

Ahora podemos reformular el Corolario 3.1 del Capitulo 3 para dominios planos hiperbolicos.
Corolario 4.1. Si un dominio plano hiperbdlico no es admisible, entonces no tiene DIL.

En lo que sigue Q C € sera generalmente un dominio de Denjoy. Recordemos que un dominio
de Denjoy es un dominio plano hiperbélico cuya frontera estd contenida en R = R U {oo}. De
cara a enunciar nuestra caracterizacién de la propiedad DIL para dominios de Denjoy (Teorema 4.4)
necesitamos unos resultados preliminares.

Definicién. Decimos que un subconjunto finito A = {a1,...,a2,} (n > 2) de puntos de dQ C R es
un conjunto borde de 0N si A verifica las siguientes dos condiciones:

i) A estd “ordenado” en R, es decir, existe j € Zop = Z/(2nZ) tal que aj41 < -+ < @j12n, donde
~ los subindices pertenecen a Zioy,.

ii) El conjunto abierto U}_,(ask—1,a0¢) estd contenido en Q.

Obviamente todo subconjunto finito A = {ay,...,as,} de R se puede “ordenar” de tal manera
que la condicién i) se satisfaga. De este modo la condicién significativa en la definicién es la ii).

Ejemplo. Consideremos el dominio de Denjoy 2 cuya frontera es 92 = {oo} U (U, [2n — 1, 2n]).
Estd claro que los conjuntos ordenados {2,3,6,7,10,11} y {4,5,00,1} son conjuntos borde de 952,
pero {1,4,5,00} no lo es. De hecho, el conjunto ordenado de nimeros reales {ay,...,as,} es un
conjunto borde si y s6lo si agy = 1+agx_1 y ask—1 € 2Z para k = 1,...,n. Por otro lado, el conjunto
{a1,...,a2,_1,00} nunca es un conjunto borde. El conjunto ordenado {ai,...,a2,-2,00,as,}, con

n>3ya; < < ag-2 es un conjunto borde si y sdlo si {ai,...,a2,-2} s un conjunto borde y
agn = 1.

Obsérvese que el conjunto de cuatro puntos “consecutivos”, {asg—1, aok, aok11, G2k42} conk € Zyy,
de un conjunto borde de {2 también es un conjunto borde de . Ademads, si 9Q no tiene ningin
conjunto borde, entonces £ es alguno de los tres siguientes dominios triviales (salvo equivalencia
conforme): C\ {0,1} (que no tiene DIL), C\ [0,1] (que si tiene DIL), C \ [0,1] (que si tiene DIL).

Si B = {b1, b2, b3, by}, denotamos por r(B) la razén cruzada

_ {by —b1)(bg — b3)
7(B) = (s —b2) (b —by) (4.1)

En lo que sigue denotaremos por ®;,®; : (0,00) — (0, 00) funciones cualesquiera que cumplan
las siguientes propiedades:

1
a) @1(r) < @s(r) = gt cuando r — 00,

1 1
b) @;(r) =< log b ®o(r) < loglog - cuando r — 0.

Después de estos preliminares podemos enunciar el siguiente resultado parcial que nos da una
condicién necesaria y otra suficiente para la propiedad DIL de un dominio de Denjoy Q. En muchos
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casos, estas condiciones dan una respuesta a la cuestién de si 2 tiene DIL o no, ya que son muy
cercanas.

Teorema 4.1. Sea Q2 un dominio de Denjoy admisible, sea I el conjunto de puntos aislados de 05}
y definamos Qg = QU I. a) Si Q tiene DIL, entonces eziste una constante positiva c tal que para
cualquier conjunto borde de &g, B = {b1,...,ban} con n > 3, se tiene que

1 n
- > ®1(r({baj-1,baj, baj, baja})) > c.
=1

b) Si existe una constante positiva ¢ tal que para todo conjunto borde de 0Q, B = {by,...,bon} con
n > 3, se tiene que

1 n
- Y ®a(r({baj-1, baj, bajan, bajra})) > c,
i=1
entonces § tiene DIL.

Ademads, tenemos una caracterizacion de los dominios de Denjoy con DIL en términos del tamafio
euclideo de sus fronteras. Esta caracterizacion tiene la desventaja de que la funcién que aparece en
lugar de ®; y ®5 (en Teorema 4.1) es mas complicada y depende del dominio.

Teorema 4.4. Sea Q un dominio de Denjoy, sea I el conjunto de puntos aislados de O y sea
Qy = QU I. Entonces, S tiene DIL si y sélo si 2 es admisible y ezxiste una constante positiva c tal
que para todo conjunto borde de 0y, B = {b1,...,ban} con n >3, se tiene que

1 n
- Z Wo, ({b2j—1,b25, baji1, bajr2}) > ¢,
i=1
donde Uq, es la funcidn que aparece en el Teorema 4.3 (véase la seccién 4.3).
A grandes rasgos, esta funcién ¥gq, “cuenta” en cierto sentido el nimero de anillos que intersecan
08.

Completaremos este capitulo con tres pequenas secciones. La seccién 4.4 estd dedicada a estudiar
la relacion entre la desigualdad isoperimétrica de un dominio dado y la desigualdad isoperimétrica de
su simetrizado y polarizado. La seccién 4.5 demuestra que es necesario considerar todos los conjuntos
borde de un dominio de cara a aplicar el Teorema 4.4. Por 1ltimo, en la seccién 4.6 expondremos un
problema abierto relacionada con la caracterizacién de la propiedad DIL en dominios de Denjoy.

4.2 Prueba del Teorema 4.1.

Teorema 4.1. Sea §) un dominio de Denjoy admisible, sea I el conjunto de puntos aislados de O}
y definamos Qg = QU .

a) Si Q tiene DIL, entonces eziste una constante positiva c tal que para cualgquier conjunto borde
de 0, B = {b1,...,ban} conn >3, se tiene que

1 n
” Z D1 (r({boj-1,b25, bojs1, b2j42})) > c.
j=1

b) Si eziste una constante positiva c tal que para todo conjunto borde de dQg, B = {by,...,bon}
con n > 3, se tiene que

1 n
~ > Ba(r({baj-1, b2, bajr, baja})) > c,
J=1
entonces § tiene DIL.
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El Teorema 4.1 es una consecuencia directa del Teorema 3.1 y el siguiente resultado.

Teorema 4.2. Sea Q un dominio de Denjoy tal que OQ no tiene puntos aislados. Entonces

(1) Si Q tiene DIL, entonces existe una constante positiva ¢ tal que para todo conjunto borde de
0Q, B ={b1,...,ban} (n > 3), se tiene que

1 n
; Z (I>1(T({b2j_1, sz, b2j+1, bgj+2})) >c.
Jj=1

(2) 8i existe una constante positiva c tal que para todo conjunto borde de 0Q, B = {b,...,ban}
(n > 3), se tiene que

1 i
E E @2(T({b2j—17b2j7b2j+11b2j+2})) > C,
i=1

entonces ) tiene DIL.

La demostracién del Teorema 4.2 contiene tres ideas principales. La primera (ver Lema 4.1) es
reducir draméticamente el conjunto de dominios en los que debemos comprobar (3.1). En segundo
lugar, estableceremos una correspondencia biyectiva entre estos dominios y los conjuntos borde (ver
Lema 4.2). Finalmente, relacionaremos la longitud de cada curva frontera de estos dominios con la

longitud de algunas curvas en ciertos dominios extremales que vendré dada por las funciones ®; y
®; (ver Lemas 4.3 y 4.5).

En [FR90, Lemma 1.2] se demuestra que si S verifica (3.1) para dominios geodésicos, entonces
verifica DIL (ver seccién 1.4.3 para més detalles).

Demostraremos ahora que si un dominio de Denjoy  verifica (3.1) para todo dominio geodésico
que sea simétrico respecto al eje real (dominios-GS), entonces Q verifica (3.1) para cualquier dominio
geodésico y por consiguiente tiene DIL.

De hecho, se tiene el siguiente resultado, que es cierto incluso si 99 tiene puntos aislados.

Lema 4.1. Sea Q un dominio de Denjoy que satisface la desigualdad
Aq(G) < hLa(3G),
para todo dominio-GS G en Q y para una constante positiva h. Entonces satisface DIL con

he() <2k y  h(Q) <2k +2.

Demostracién. Sea G un dominio geodésico en . Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
G contiene el punto en el infinito. Consideremos la familia F; de subarcos 8G que unen dos puntos
del eje real y estdn contenidos en {z : §z > 0} o en {2 : Sz < 0} y reflejemos cada uno de ellos con
respecto al eje real Obtenemos de este modo una familia de curvas cerradas F. Sea F3 la familia
constituida por todas las geodésicas simples cerradas en Q que son libremente homdétopas a alguna
curva de F3. Construimos ahora una nueva familia F; a partir de F3 del siguiente modo: una curva
v de F3 pertenece a Fy si y sélo si el dominio de Jordan acotado (en sentido euclideo) J tal que
8J = v no contiene ninguna otra curva de F3 y J NS no es un conjunto finito. Obsérvese que la
curvatura negativa implica que dos geodésicas cualesquiera ;, 2 en F3 son disjuntas; y por tanto,
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o bien Jy y J2 son disjuntas, o bien J; C J2 0 Jo C Ji. Sea Gg el dominio-GS cuya frontera ests
constituida por las curvas en Fy. '

Para ilustrar esta construccién, consideremos por ejemplo el dominio geodésico G como el exterior
de las curvas en el dibujo.

Entonces, la familia de curvas F, tendria el siguiente aspecto

=

-

La familia de geodésicas simples cerradas F3 se muestra como

1

Nétese que las curvas punteadas en la dltima figura representa las clases de homotopia que no tienen
geodésica; no estan en F3. Finalmente, el dominio geodésico Gy es el exterior de las geodésicas en

Estd claro que
La(8Go) < 2La(9G).

N Sean ahora n y p, respectivamente, el ntimero de geodésicas simples cerradas que limitan G y el
numero de punturas en G. Sean también ng y pg los niimeros correspondientes para Gy. Obsérvese
que ng +po 2 n + p. Para ver esto, consideremos el conjunto I'(G) de geodésicas generalizadas
que limitan G, es decir, la unién del conjunto de n geodésicas en G y el conjunto de p punturas
“rodeadas”por G. Queremos ver que

cardT'(G@) < card[(Gy).

Si una puntura est rodeada por G también ests rodeada por Go. Por otro lado, dada una geodésica
v de OG consideremos el dominio de Jordan acotado (en sentido euclideo) J con 87 = «; si la
interseccién de J con el eje real tiene m componentes conexas, la geodésica v “genera” al menos m
geodésicas generalizadas de Gy. Esto da que ng + pg > n + P.
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Usando el Teorema de Gauss-Bonnet obtenemos que
Aq(Go) =27 (ng +po — 2) 2 2m (n+p—2) = Aa(G),

ya que la métrica hiperbdlica de 2 tiene curvatura —1.
Por tanto

Aq(G) < Aa(Go) < hLa(dGy) < 2h La(9G),

y queda demostrada la primera desigualdad en el Lema 4.1. La segunda desigualdad es una conse-
cuencia de la primera y [FR90, Lemma 1.2]. O

Dado un conjunto borde de 9 con cuatro puntos, B = {by,bo, b3, bs}, denotamos por y(B) la
tinica geodésica simple cerrada en § que separa [by, bs] de [bs, b1].

Lema 4.2. Un dominio de Denjoy §2 tal que OS2 no tiene puntos aislados tiene DIL st y sdlo si existe
una constante positiva c tal que para cualquier conjunto borde de 9, B = {by,...,bap} con n > 3,
se liene que '

1 T
- > La(v({bzj-1, bz, bajs1, bajy2}) > c.
i=1

Demostracion. Obsérvese que podemos establecer una correspondencia uno a uno entre conjuntos
borde de Q2 con n > 3 y dominios-GS en 2. Dado un conjunto borde B de 9Q, B = {by,...,b2,},
consideremos el conjunto de n geodésicas (n > 3)

G = {7({bzj—1,b2j, bajr1,b2j42}) - =1,...,n}.

Las curvas en G limitan un dominio geodésico G asociado a B. Obsérvese que si n = 2, ambas
geodésicas son la misma y entonces obviamente no limitan un dominio geodésico.
Esta claro que este proceso tiene un inverso bien definido. El Teorema de Gauss-Bonnet da que

A(G) =2n(n-2).

Por consiguiente, tenemos que A(G) < n. Este hecho y el Lema 4.1 concluyen la prueba del Lema 4.2.
O

Esta claro que si definimos

Q1 = C\ ([bgj, baj41] U [b2j42, b2j-1])
Qp = C\ {b2j_1,b25,b2j41, b2j12} »

entonces tenemos

La, (v({b2j—1, b25, bajy1, baj42})) < La(v({bzj—1,bzj, bajy1,b2j42}))
< Lo, (v({b2j-1,b25, b2j+1, baj42})),

ya que Q; C Q C Q,.

De cara a probar el Teorema. 4.2 solo necesitamos relacionar la longitud en Q1 y 2 de la geodésica

’y({bgj_l, sz, b2j+1a b2j+2})
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con las funciones ®; y ®, (ver la definicién de estas funciones después de (4.1)).

El siguiente resultado da una estimacién de la longitud hiperbélica del eje imaginario en ciertos
dominios de Denjoy normalizados. Esta curva es importante porque es la geodésica en muchos casos
simétricos (ver por ejemplo Lema 4.5) cuya longitud queremos estimar.

Recordemos que [z] denota el nimero natural mas grande que es menor o igual que z.

Lema 4.3. Fijemos un nimero 0 < a <1 y sea 0 <t < 1. Para cada nimero natural m tal que

m<N = L, (4.2)

consideremos el conjunto cerrado
D =Dp(t)={z€C: a™ <z 4+t <a™ 0 o™ < |z -t <a™}.

Sea Q@ un dominio de Denjoy tal que {—1,—t,t,1} C 0Q C [~1,—t] U [t, 1].
Sean ny < ng < --- < ng_y todos los nimeros naturales en (0, N) que satisfacen Dy, N O # 0,
ng=0yn,=N.
Entonces tenemos que existe una constante universal 0 < to < 1 tal que si denotamos por o el
eje 1maginario con el punto del infinito incluido, entonces
¢
Lg(o) < Z(l + log (n; —nj_1)), para 0<t<ty.
j=1

Aqui la constante en < depende sélo de a pero no de ) ni de t.

Demostracion. La idea de la demostracién es estimar la longitud de segmentos de curva “diddicos”.
Sobre cada uno de estos segmentos tendremos una estimacién precisa de la distancia a la frontera del
dominio y de la funcién fBq (ver (1.2)). Estos hechos y [BP78, Teorema 1] nos daran el lema salvo
por un detalle técnico que tiene que ver con el punto del infinito y que resolveremos en el Lema 4.4.

Sea I, = 0N Dy, 0 < m < N. Vamos a estimar Lqo(I), la longitud en Q de I, bajo los
supuestos que

(Dm—k U Dimyk) N0 # 0,
(Dm—k+1UDm_gq2U---UDp_ 1 UDp UDp 1 U UDpy 1) N0 =0,

para 0 < k < min{m, N —m} (obviamente la segunda condicién no aparece si k = 0).
Sea " := 2\ {oc}; los célculos en 2 son més ficiles que en  porque podemos aplicar [BP78,
Teorema 1] ya que 2* C C.

Consideremos un punto b € (Dp,—; U Dy i) N Q. Tenemos cuatro posibilidades:

i) b€ Dpyr y @™ < b4 t| < o™tk

ii) b€ Dypyr y a™F+L < |b—t] < a™tk,

lii) € Dy y a™ %+ < |b4t| < 0™k,

iv) bE Dypp y @™ 1 < Jo—t| < @™k

Consideremos ahora el caso i). Si z € I, satisface las desigualdades a™*! < |z + t| < o™ (de
hecho, z satisface las dos desigualdades en la definicién de D,,), y entonces

b

1 a™t |2+ a™ 1

ab=T = gmtk = (b g = gmtEFL T gRH
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Esto implica que

1+ Bar (2) < (k + 1) log é . (4.3)

El mismo resultado se puede deducir, con argumentos similares, en los casos ii), iii) y iv).
Usando (4.3) y [BP78, Teorema 1] obtenemos que

1
)\Q* (Z) = m y para k >0. (44)

A continuacién vamos a estimar la longitud euclidea de I,:

2 2
|Im‘=\/a2m_t2_\/a2WL+2_t2_ am(l—a’)

8
- VaZm — 12 4 /g2 _ 42 (4.5)

Obsérvese que (4.2) da que t? < a®™+2. Este hecho y (4.5) implican que |I,,,| < @™, y por tanto

_ _ ldz) 1
Lo (T) = [ e (a) sl = T ST (46)

m m

De cara a estimar Lq(I,,) sélo necesitamos demostrar que Ao+ (2) < Aq(z) para |z| < 1.

Esta tltima relacién serfa mas ficil de probar (ver Lema 3.1 con C' = {oo}) si no estuviéramos
interesados en obtener constantes independientes de Q y t. Pero, para obtener constantes universales,
necesitamos un argumento més sofisticado.

Lema 4.4. Sea E un subconjunto cerrado del disco unidad cerrado tal que {—1,~t,t,1} C E. En-
tonces, para cada p > 1 ezisten constantes tg € (0,1) y ¢ > 0 que sélo dependen de p tales que

Aevel2) 2 eAa\g(2),

para cada 0 <t <ty y |z < p.

Demostracién. Por [Hej74, Teorema 1], tenemos que
)\C\{_l,_t,t,l}(z) — )‘cf:\{—1,o,1}(z) , cuando t = 0,
uniformemente sobre subconjuntos compactos de C\ {-1,0,1}. Por tanto, para cada p > 1, existen

constantes Zp, ¢; que solo dependen de p, tales que si 0 < ¢ < #y y v es una curva contenida en
{w € C: |w| > p}, entonces

Lovici—eey(1) 2 @1 Levi-1,013 (1) -

Por otro lado, por [BF83, Teorema 1], el conjunto {w € C : |w| > p} es hiperbdlicamente convexo en
todo dominio plano hiperbdlico que lo contenga. Por tanto,
d@\E(w,oo) > d@\{—l,—t,t,1}(w’°°) > d@\{_l,o’l}(w, o), si |w| > p. (4.7)

Ahora, estd claro que existe una constante positiva r que sélo depende de p tal que

B@\{_I’O,l}(oo,r/cl) C{weC:|w >p}.
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Este hecho y (4.7) nos dicen que

BC\E(oo,r) c{weC:|wl >p},
y asi, si |z| < p, tenemos que dC\E(oo,z) > r. Por consiguiente, el Lema 3.1 (con C = {oo}) da que

Mep(2)

¢ = tanh(r/2) < <1.
) < S

Esto finaliza la demostracién del Lema 4.5. O

En lo que sigue tomaremos el valor fijo p = 2 y consideraremos los correspondientes c y ty. Este
ty es la constante que funciona en el Lema 4.3.

Ahora el Lema 4.4 y (4.6) dan

Lg(Im)xm si0<t<t¢y.
Por tanto
LQ(Inj_lU---UInj)x2(l+%+§+---+—2————) < 1+log(n; —nj_1)
nj = nj_1
y

La(IoU---UIy) < ) (1+log(nj~mn;_1)).

e .
]:

1
Para terminar la demostracién del Lema 4.3 es suficiente comprobar que
LQ(U) =< Lo(lpU---U IN) s

donde la constante en < depende sélo de a.
Esto es una consecuencia de los siguientes hechos.

Lo(en{w e C: |w| < Va2N+2 —2}) < L(f:\[t,—-t](a N{weC: |wl <a¥*})
< Loy _glon{weC: |w| <t/a})
= Leyp,—qylon{uw e C: |w| < 1/a}),

Lo(en{weC: jw|>V1-12}) < Loy yylon{we C:lw| > /1-£}),
¢
Z(l +log (nj —nj_1)) > 1 +log N < log log (1/t),

J=1
cClU-UIyU{weC: jw < Va?N+2 — 22} U{we C: lw| > V1~ 2},

Esto finaliza la demostracién del Lema, 4.3.
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Dado un conjunto borde B = {b;,b,b3,bs}, vamos a considerar las siguientes transformaciones
de Mobius, para trasladarnos a una situacién m4s simétrica, como en el Lema 4.3,

_ (ba = b1)(z — b3)

T(z) = Tp(z) = (bs— D)z —by)
_1,.y _ bi(bz —by)z — b3(ba — b1)
Tg'(2) = (b3 — bo)z — (ba — b1)
2) = 2) = z+1-— 1+’I‘(B) (48)
S()——SB()_Z+1+\/1—:FT—®,
5:1(2) -2  z+4tB) (-1-+/1+r(B))z+1-/1+7(B)
B \# -

=1—t(B) z—1 z—1 ’
U(z) = Up(2) = (T 0 571)(2).

donde r(B) viene definido por (4.1) (obsérvese que 7(B) = Tg(bs)) y t(B) esta definido por

_VIEB -1 44B)
R e FE R o)) )

Estas transformaciones tienen la propiedad de que las imigenes mediante T de by, by, b3, bs son
00,—1,0,7 en este orden, las imagenes mediante S de 0o, —1,0,7 son 1,—1,~%,¢ también en este
orden y por consiguiente las imagenes mediante U de 1,—1, —t,% son by, b, b3, by.

Lema 4.5. Dado v > 0 sea Ty el anillo de Teichmiiller, es decir T, = C\ ([-1,0] U [r,00)) y
S, = C\ {-1,0,r}. Entonces se tiene que la geodésica simple cerrada o, que rodea {—1,0} y no
rodea {r} es igual a {z € C: |z+ 1] = /1 + 7} en ambos dominios. Ademds,

Ly (0,) < ®(r), Ls (0,) < ®o(r), r>0.

Demostracion. Consideremos las imégenes de los dominios 7 y S, bajo la transformacién de Mébius
S(z) (ver (4.8)) que lleva los puntos —1,0,r,00 a —1, —,%,1 en este orden (si r y ¢ estan relacionados
por (4.9)). Esté claro, por simetria, que la geodésica simple cerrada en S(T}) y S(S,) correspondiente
a o, es en ambos casos el eje imaginario (con el punto del infinito incluido). Por tanto, o, = S~ ({w €
C:Rw=0}U{oc})={z€C: |z+1]=v1+T7}.

Para finalizar la demostracién tenemos que probar los siguientes cuatro hechos:

1) Lt (or) <log(1/r) cuando r — 0,

2) Lg,(or) <loglog(l/r) cuando r — 0,

3) L1, (o;) < 1/logr cuando r — oo,

4) Lg.(o;) < 1/logr cuando r — co.

1) se sigue como una consecuencia directa del Lema 4.3 observando que {ng,n1,...,ng} =

consecuencia del Lema 4.3 ya que en este caso £ < 3.

3) es un resultado bien conocido (ver Secciones 1 y 2 de [LV73, Chapter II], donde también se
demuestra x1); recuérdese que el producto del médulo de un anillo por la longitud de su geodésica
simple cerrada es constante). 4) se sigue de 3), [BP78, Teorema 1] y del hecho de que, como + > 3,
las B-funciones definidas por (1.2) verifican

Br.(z) = Bs,(2), para todo z € g, .

Esto demuestra el Lema 4.5. O
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Demostracion del Teorema 2. Consideremos un conjunto borde de 09, B = {b,...,bap} (n > 3). Se

tiene que (ﬁ\ ([bgj, b2j+1] U [b2j+2, b2j—1]) cQcC @\ {sz_l, bgj, sz;*.l, b2j+2}. Por tanto, si denotamos
por r el nimero positivo

r = r({bgj—1, b2j, b2j41, b2j42}) ,

el Lema 4.5 da que

ca ®o(r) < L_(f;\{o,r,oo,_”(')’({oa T, 00, _1}))

= L\ by 1,y b agaa) (Y ({02515 B2 boj+1,bojr2}))
< La(v({baj-1, baj, bajr1,b2542}))

donde hay que comentar que en la segunda linea de la ltima férmula, v({bg;-1, baj, bajr1, bojr2}) se

refiere a la geodésica en el dominio C \ {b2;—1,b25,b2j41,b24+2}, pero el mismo simbolo en la tercera
linea se refiere a la geodésica en el dominio (2.
El Lema 4.5 también da que

La(v({b2j-1, b2, b2j41,b2542})) < LC\{[sz=621+1]U[sz+z,sz-1]} (v({bgj—1, 25, baj 11, b2542}))
= Ly (-1,01Ufr,00)) (Y05 75 00, =13))

< ¢ ®4(r),

donde habria que hacer un comentario similar al del parrafo anterior.
Estas desigualdades y el Lema 4.2 demuestran el Teorema 4.2.

4.3 Longitud de geodésicas y caracterizacién de la propiedad DIL
en dominios de Denjoy

Antes de poder establecer la caracterizacién de la propiedad DIL para dominios de Denjoy necesitamos
una buena estimacion de la longitud de la geodésica simple cerrada y(B) asociada a un conjunto borde
B de 09 con cuatro puntos. Esta estimacién, que es interesante por si misma, es el enunciado del
Teorema 4.3.

Fijemos un nimero 0 < a < 1 y denotemos por D,, el siguiente conjunto cerrado
Dy =Dm(B)=U({z€C: a™! <|z+B)| <a™ o a™! <|z—t(B)| <a™}), m € N.

La interseccién de D, con el eje real es, de hecho, una unién de a lo sumo cuatro intervalos cerrados.
Obsérvese que la definicién de D,, mas arriba es consistente con la que se da en el Lema 4.3.

Necesitamos también definir el siguiente niimero natural

3

donde recordemos que [z] es el nimero natural mas grande que es menor o igual que z.

Teorema 4.3. Sea (! un dominio de Denjoy, 0 < a < 1 y B = {by,bo,b3,bs} un conjunto borde de
o9,

Seany <ng <- - <ng_y lalista de los nimeros naturales en (0, N) que satisfacen Dy, n0Q # 0,
ng=0yng=N.
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Entonces existe una constante universal (.)'< fo < 1 tal que

| sir(B)>e,

La(v(B)) < ¥q(B) =141, S sincrB)ge,

Z (1+log(n; —nj-1)), sir(B)<rg.

Aqui la constante en < sélo depende de a y no de Q ni de B.

Hay que observar que el Teorema 4.3 da un procedimiento general para obtener la longitud de
una geodésica simple cerrada simétrica en un dominio de Denjoy. Este teorema es una herramienta
util de cara a estudiar el comportamiento asint6tico de la longitud de geodésicas en dominios que

dependen de un pardmetro. También, hay que destacar que la condicién de admisibilidad de 2 no
aparece en la hipotesis.

En la prueba del Teorema 4.4 usamos el Teorema 4.3 y alguno de los ingredientes empleados en la
demostracién del Teorema 4.2. El Teorema 4.3 permite relacionar las ideas anteriores con condiciones
euclideas sobre el tamafio de 02; ésta es la parte mis delicada de nuestro argumento.

Comenzamos demostrando un resultado andlogo al Lema 4.3 pero esta vez para las geodésicas
“auténticas”. Este resultado sers la herramienta basica en la demostracién del Teorema 4.3.

Lema 4.6. Fijemos un nimero 0 < a <1 y sea 0 <t < 1. Para cada nimero natural m tal que

a
| log —
m<N= { ,
log —
&
consideremos el conjunto cerrado
Dy =Dp(t)={z€C: a™ <|z+#<a™ o a™ <]z -] <a™}.

Sea 2 un dominio de Denjoy tal que B = {—t,¢,1,—1} C 0Q C [-1, —t] U [t, 1].

Sean ny < ng < --- < nyg_y todos los ndmeros naturales en (0, N) que satisfacen Dp; M oY # 0,
ng=0yn,=N.

Entonces se tiene que existe una constante universal 0 < tg < 1 (la misma constante que aparece
en el Lema 4.3) tal que

£

Lqo(y(B)) = Z(l +log (nj —nj-1)), para 0 <t <tp.
i=1

Aqud la constante en < depende sélo de a, no de Q ni de t.

Las ideas principales de la prueba de este lema son las siguientes. Primero, usaremos un argumento
de polarizacién (ver més abajo) para reducir nuestro problema a ciertos casos extremales (Lema 4.7).
En segundo lugar, hay que observar que no conocemos dénde estd la geodésica y(B), de modo,
que para obtener cotas inferiores para su longitud, estudiaremos la longitud de cualquier curva en
la misma clase de homotopia usando de nuevo un argumento “diadico” (Lema 4.8). Deberiamos
destacar que tenemos ya cotas superiores de la longitud de v(B) (Lema. 4.3).

Es necesario introducir algunos conceptos para poder demostrar el Lema 4.6.
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Si 2z es un ndmero complejo, consideramos su punto simétrico con respecto al eje imaginario
7% = —%, con co# = 0o. El simétrico A¥ de un conjunto A C C se define como A% = {z# : z € A}
J
Las partes positiva y negativa de A son

A+":Arj{z:§RzZO}, "'A‘:A_ﬂ{z:%z_SO}.

Consideremos un dominio 2 como en el Lema 4.6. La polarizaéio’n 2, del dominio de Denjoy 2 se
define como

Q, = (QUOF)* U@ N at)-
y el antisimétrico Q,; del dominio © como '
Qus = ({z: Rz >0} \ {t,1}) U (N Q#)~.
Obsérvese que (Qp)p = Qp, (Qas)as = Qas, (Dp)as = (Ras)p = Qas ¥ Q, C Qgs.
El concepto de polarizacién aparecié en un articulo de Wolontis [Wol52], quien demostré resulta-

dos sobre el comportamiento de ciertas longitudes extremales bajo polarizacién y también resultados
sobre simetrizacién mediante aplicacién repetida de polarizacién.

También necesitaremos el siguiente resultado sobre polarizacién [Sol96, Teorema 9):
Ao, (2) < min{Aq(z), Aa(2¥)} siRz>0. (4.10)

En particular, se tiene que

A, (2) < A, (2%),  Aa.(2) < Aao (2%), siRz>0. (4.11)

Este 1ltimo resultado es bien conocido [Min87, Teorema 3].

Los resultados concernientes a la métrica de Poincaré que aparecen en [Min87] y [Sol96] usan
como eje de simetria el eje real en lugar del imaginario, pero es obvio (como Solynin comenta en
[Sol96]) que el resultado es cierto para polarizacién con respecto a cualquier linea recta fijada.

Podemos probar ahora el siguiente lema:

Lema 4.7. Para probar el Lema 4.6 es suficiente considerar los conjuntos Qg5 en lugar de Q.

Demostracion. Si o denota el eje imaginario con el punto del infinito, se tiene que
Lq,,(0) < Lq,(0) < La(o),  para0<t<t,

donde #y es la constante que aparece en el Lema 4.3. Este hecho es una consecuencia directa del
Lema 4.3, ya que la expresién 25:1( 1 +log (nj —nj-1)) es exactamente la misma para Qq4s,Q, y Q.

Consideremos ahora la geodésica simple cerrada v, (respectivamente 7y, 7,s) en Q (respectiva-
mente {1, {q;) que es libremente hométopa a 0. De la definicién de geodésica se sigue que

La(y) < Lalo),  La,(w) < La,(0), Lo (Yes) < La,,(0).

También se tiene que Aqg,,(z) < Aq,(2) para todo z € Q,, ya que Q, C Q. Por tanto Lq_,(vss) <
Lﬂp (’YP) -
Para terminar la prueba del Lema 4.7, es suficiente ver que Lo, (v,) < La(7y). Consideremos la.

curva = v+ U (y7)#. Obviamente, ¥ es libremente hométopa a v en 2. Por tanto

Lo, () < La, (%) < La(v),

donde la primera desigualdad se sigue del hecho de que ¥ es también libremente hométopa a 7, en
2, y tenemos la segunda por (4.10).

Esto termina la prueba del Lema 4.7. O
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Lema 4.8. Fijemos un mimero 0 < a < 1. Sea ) un dominio de Denjoy tal que {—1,—t,+1} C
00 C [-1,—tJU[t, 1], con 0 <t < 1o, donde to es la constante que aparece en el Lema 4.3. Conside-
remos el conjunto antisimétrico 2,5 de Q. Sea p,, una curva contenida en

Bn={2€C:0<R2< (141)/2, e < |z -1t <a™}

que une Sy, = {2 € C: |z —t| = a™} con Spmy1. Entonces, eziste una constante positiva ¢, que sélo
depende de a, tal que si : ’

. (Dm—k U Dm+k) n aQ.as 75 @ )
(Dm——k+1 U Dm—k+2 U---u Dm——l U Dm U Dm+1 U---u Dm+k—1) N aQa,.s = @,

entonces se tiene

: C
L > —
Qas(l‘l'm) - k+1 ’

para 0 < k < min{m, N —m} (obviamente la segunda condicidn sobre 0y no aparece si k = 0).

Demostracidn. Sea (2}, := Q,,\ {00}; los célculos en 2%, son més ficiles que en Q,5 porque podemos
aplicar [BP78, Teorema 1] ya que Q}; C C. Vamos a encontrar cotas de Sqx_(2), para poder estimar
Aqzx, (2) para z € Bp,. : : ) : :

Tenemos que dox (2) = |z —t| y (4.2) da que

t<a™ < |z -4, para todo z € By, y m < N. (4.12)

Consideremos un punto b € (D, U D) N0, Caben cuatro posibilidades:
i) b€ Dpygy a™ ! < b+t < o™t
ii) b€ Dypyp y a™HHL b — 1] < g™,
iii) b€ Dypg y o™ FHL < |04t < 0™k,
iv) b€ Dy y a™*H < b —t] < a™ 7k,
Estudiaremos en primer lugar los casos ii) y iv). Las condiciones que definen estos casos y (4.12)
dan que
1 a™! -t «™ 1 .
ak=1 — gmtk = |p—¢t| = emtk+l T ghtl

en el caso ii), y

pe1 @™ |z~ a™

T oam—k — |b-t| = gm—k+1

=gl

en el caso iv). En ambos casos, esto implica que

Bas, (=) < (k+ l)log% .

Estudiaremos ahora los casos i) y iii). Sib =1 6 b =t podemos tomar —b en lugar de b (ya que
—b también pertenece a (D, U Dy, ) NO,) y estamos en los casos ii) o iv); obviamente, b #£ —t.
Por tanto, sin pérdida de generalidad podemos suponer que b < —¢. Tanto en el caso i) como en el
iil) tenemos que

|b—t| > |b+¢. (4.13)

Con objeto de obtener cotas superiores para |b — |, estudiaremos por separado ambos casos.
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En el caso iii) se tiene que

bl

b=t =2t 4 bt t] < 2™ 4 gk < 3gmk

am

ak+1 _z.am+1.. : |z”‘_ tl e
: 3 S 3am—lc'"— ‘b_;tl = gm—k+1

= a]f_l .

Este hecho inipliéa qﬁe
_ , .
ﬂb&(z)§10g3-+(k4inlogg;-"
En el caso i) la condicién m + k < N da que

|b—t| =2t + |b+t| < 2a™HEFL 4 gmtk < 3gmtk

1 a™tl oz —t a™ 1

3kl T 3gmtk = |p ¢ = gmAkHl T Rl

Esto implica que

oy
Baz, (2) < max { log 5aFT

, log :H} .
a
Por consiguiente, hay una constante ¢;, que s6lo depende de a, tal que
Baz,(2) < e (k+1).
En consecuencia, tenemos que en cualquier caso
Baz,(2) <ca(k+1).
Por tanto [BP78, Teorema 1] da que

C3
2 F A+ Diogli/a) ’

)\Q;s (Z)

y se deduce que

Do (i) = [z, (2) e

cs |dz|
& /um iz —t|(k + 1) log(1/a)

>/W cs dr
T Jam+1 'r(k + 1) log(l/a)
T k+1°

Obsérvese que |z —t| < a™ < 1yt < 1. Estos hechos implican que |z| < 2. El Lema 4.4 (recuérdese
que hemos elegido p = 2) da que

k+1°

Esto finaliza la, demostracién del Lema 4.8. 0
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Estamos ya en disposiciéon de demostrar el Lema 4.6.

Demostracion del Lema 4. 6 Como asegura el Lema 4 7 solo nece31tanlos demostla,l el Lema 4.6
para dominios $2,;.

Consideremos una curva cualquiera g libremente hométopa ay(B)en Qg
Queremos demostrar que existe una constante positiva c;, que sélo depende de a, tal que

) ' :
La..(n Z 1+1og( —nj-1)).

S1 demostramos esta desigualdad, entonces el Lema 4.6 es cierto ya que y(B) es una de las curvas p
anteriores. La acotacién superior de Lq_, (1) es una consecuencia del Lema 4.3, ya que

Lq,,(v(B)) < La,,(0) <y _(1+1log(nj —nj1)),
o= |

y los n;-s son los-mismos para 2,5 y Q.
Consideremos ahora la curva 2 = p* U (u~)#. Obviamente /i es libremente hométopa a p en €,
y (4.11) daqueLQ (B) < La,,(1)-
Sea u° una componente conexa de ji contenida en {z 0< Rz < (1+1)/2} que une el intervalo
[0,¢) con {z: Rz = (1+1¢)/2, Sz > 0}. La curva u° interseca la linea vertical {z: Rz = (1 +t)/2}
en un punto de la forma iby + (1 +¢)/2. Tenemos que -

1+1¢ 1—t _ 1—tg
— by — t > — 2> .
g b 9 2

Si m satisface

log 2 log &
_ 2
1 lto Sms i
log - log —

T a a

entonces tenemos que a™ < (1 —19)/2 y @™ >t yasi pp, = pO N {z: o™ < |z — ¢ < 0™} une
Sm ={z: |z —1t| =a™} con Sp+;. Por tanto el Lema 4.8 y el mismo argumento usado al final de
la demostracién del Lema 4.3 dan que

£
Lo, (1) > La,, (%) > c1 Y (1 +log (nj — nj_1)),
i1

ya que los términos en la 1ltima suma correspondientes a

log

1

log —

&
tienen longitud acotada.

Demostracion del Teorema 4.3. Si aplicamos la transformacién de Mobius U™! (que preserva la
métrica hiperbélica) a @ obtenemos un nuevo dominio ' con

{—1,-t,t,1} C Q' C [-1,~t]U[t1]. (4.14)
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Entonces, sin pérdida de generalidad podemos suponer que Q satisface (4.14) y asi
Dp={z€C: a™ < |24 <a™ o a™! < |z~ <a™}.
Sea 7 la geodésica simple cerrada en Q dada “por v =~({=t,¢,1, —-1}).
Consideremos primero el caso 0 < ¢ < ¢y. El Lema 4.6 da que
¢
Lo(y) = ) (1 +log (n; —n;_1)).
P

Para tg <t < 1, obsérvese que 21 = C\ ([-1,—#]U[t,1]) CQ C Qp = €\ {-1,-t,t,1}. Entonces se
tiene que

A, (2) > Aq(z), paratodo z€Qy,
Aa(z) > A, (2), para todo z € Q ,

y consecuentemente el Lema 4.5 da que

- ' ' 4¢
®1(r) < Lo, (0) > La(y) 2 La,(0) < @a(r),  con r = 1—02’
y se tiene que
1 .
, sir>e,
B1(r) < @y(r) < S log 7
1, sirg<r<e,

con ro = 4ty/(1 —#9)2. Aqui la constante en = depende sélo de a pero no de € ni de r. Esto finaliza
la. demostracién del Teorema, 4.3.

Teorema 4.4. Sea Q un dominio de Denjoy, sea I el conjunto de puntos aislados de 9N Yy sea
Qo = QU I Entonces, Q tiene DIL si y sélo si Q es admisible y eziste una constante ‘positiva ¢ tal
que para todo conjunto borde de 0, B = {b1,...,ban} con n > 3, se tiene que

1 n
p Z W ({b2j—1,b25, baj41, boj12}) > c.
Jj=1

Demostracion. Si 0§ tiene puntos aislados, entonces  no es admisible y el Teorema 3.1 da que

{2 no tiene DIL. Supongamos ahora que dQ no tiene puntos aislados. El Teorema 3.1 reduce la
demostracién del Teorema 4.4 a lo siguiente:

§2o tiene DIL si y sélo si existe una constante positiva ¢ tal que para cualguier conjunto borde de
0, B = {by,...,be} con n >3, se tiene que

1 n
- D oy ({baj—1, baj, baji1, bajia}) > c.
Jj=1

Este hecho es una consecuencia del Lema 4.2 y del Teorema 4.3. O
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4.4 Desigualdad isoperimétrica, polarizacién y simetrizacién

En general, los argumentos de simetrizacion estin en la base de las desigualdades isoperimétricas
en variedades Riemannianas de curvatura seccional constante, que es el caso de las superficies de
Riemann hiperbélicas (ver por ejemplo [Cha84, Capitulo 6] y las referencias que se dan alli).

Por otra parte, las ideas que se usan en la demostracién del Teorema 4.3 (ver seccién 4.3) pueden
sugerir que haya una relacién entre la propiedad DIL de un dominio plano hiperbélico £ y esta
propiedad para su polarizacién Q Una cuestién similar se puede‘p'ioponer para su simetrizacion
circular £ (ver [BI74] o [Hay89} para la deﬁn1c10n y propleda,deb bésicas), ya que la polarizacién y
la. simetrizacién circular son procesos muy regulares Se podria pensar que algunas de las siguientes
relaciones podrian ser ciertas:

a) Si 2 satisface DIL, entonces (2, también satisface DIL.

b) Si Q, satisface DIL, entonces {2 también satisface DIL.

c) Si Q satisface DIL, entonces €2, también satisface DIL.

d) Si Qs satisface DIL, entonces Q también satisface DIL.

En esta seccién mostraremos que estas conjeturas son falsas 1ncluso para dominios de Denjoy.

(1) Consideremos E = {a,} y F = {b,} dos sucesiones crecientes de nimeros positivos que
convergen a 1 tales que ENF = (. Sea = C\ ((—o0,—1]U[1,00)UE U(-F)), donde —F = {-b,}.
Se tiene que Q, = C\ ((—00, —1] U [L,00) U (—=BYU (=F)) y Qcs = C\ ((—00, =1] U (=E) U (—F)).
Supongamos también que E y F son fuertemente uniformemente separados en C\ ({—o0, —1]U[1, o0))
y que EU F no lo es. El Teorema 3.1 da que © satisface DIL pero €, y Q. no satisfacen DIL. Este
ejemplo muestra que a) y ¢) no son ciertas.

(2) Consideremos E = U j[1 — 27% 1 — 27211y {1} y. F =UP I, U{-1}, donde cada I es
un intervalo cerrado centrado en —1 + 3 - 27273 y contenido en (=1 4 27262 1 4 2-2%k=1) Sey
Q=C\(BEUF). Silimgo 2%k|I| = 0, se puede comprobar que © no satisface DIL: basta con
aplicar el Teorema 4.2 a los dominios geodésicos que “rodean” a I, y a .. _

Si—F = UP [-1+27%1 —1+4+272]y{~1}, tenemos que Qs = C\((~E)UF) y Q, = Qs\{1}.
El siguiente argumento, al igual que en la demostracién de la Proposicién 4.1 (ver seccién 4.5), da
que €., satisface DIL: (@\ (—F) satisface DIL ya que es un dominio modulado. Sea a; un punto de I,
para k > 0. El Teorema 3.1 da que €\ ((—E) U (UL o{ax})) satisface DIL. Entonces la Proposicién
A (Capitulo 5) implica que Q.5 = C\ ((—E) UF) satisface DIL. El Teorema 3.1 da que €, = Q. \ {1}
también satisface DIL. Este ejemplo muestra que b) y d) no son ciertas.

4.5 Dominios geodésicos con tres curvas frontera

Se podria pensar que el Teorema 4.4 se podria mejorar estudiando sélo conjuntos borde con seis
puntos, de la siguiente manera.

Sea Q un dominio de Denjoy, sea I el conjunio de puntos aislados de 9 y sea p = QU 1.
Entonces, Q) tiene DIL si y sdlo si Q es admisible y eriste una constante positiva c tal que para

cualquier conjunto borde de 0y con seis puntos, B = {b1,...,bg}, tenemos que
3
> ay({baj—1, bajy bajin, brjaa}) > c. (4.15)
i=1
Este enunciado parece razonable ya que si queremos estudiar un conjunto borde B = {by, ..., by, },

podemos “dividirlo” en conjuntos borde con seis puntos.
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Demostraremos con un ejemplo que este enunciado no es cierto.

Ejemplo. Sea € el dominio de Denjoy definido como el complemento de un conjunto de Cantor
diddico, Q@ = € \ K, donde K se construye como sigue.

Sea Ep :=[0,1] y supongamos que E, ha sido definido y consiste en 2" subintervalos cerrados y
disjuntos de Ey, es decir J;, cada uno de los cuales tiene longitud d,, = r;-- -7y, con

1
= para n impar
=¢3 1

Ty =

ara n par.
n+1 p p

Dividimos cada subintervalo J; en tres intervalos, obteniendo dos subintervalos cerrados J; Ly J; 2 (los
hijos de J;), cada uno con longltud dny1 = dpTpy1 vy eliminando el intervalo central con longltud
oy — 2dn+1 Si denotamos por Eny; la unién de los intervalos con longitud dn+1, €l conjunto de
Cantor K se define como K = N, E,.

Consideremos un intervalo J de E, y la Gnica geodésica simple cerrada v, que “rodea” J en Q.
Para n impar tenemos

La(y )>LC\{0 1/3,2/3, 1}( ), (4.16)

donde 7 es la geodésica en C \ {0,1/3,2/3,1} dada por 7 := {Rz =1/2}.
También tenemos

La(vn) £ Loy f(—oo,—1/310[0,1/3]U[2/3,00)} (1) »
donde 7 es la geodésica simple cerrada en C\ {(—o0,—1/3] U [0,1/3] U [2/3, 0)}.
Si B:={-1/3,0,1/3,2/3}, tenemos que r(B) = 1/3. Por tanto, el Lema 4.5 da
La(n) < Loy ((-o0,-1/30[0,1/3102/3,00)} (1) = Ly {[=1,01u]1/3,00)} (@) (4.17)

donde o es la geodésica simple cerrada en C \ {[—1,0] U [1/3,00)}.

Para n par tenemos

La(mm) < LC\{(—oo,z-r;1]u[o,1]u[r;1—1,oo)}(nn) = LC\{(—oo,l—n]U[O.l]U[n,oo)}("’n)’

donde 7y, es la geodésica simple cerrada en C\ {(~00,1 —n]U[0,1] U [n,00)}.
Si By, := {1 -n,0,1,n}, tenemos que

_ (-1
7(Bp) = 5 <M
Por tanto, el Lema 4.5 da
1
La(1n) < L\ {(~00,1-n)u{0,1]Uln,00)} (M) = Le\{[1,01Ur(Bn),00)} (On) < 81(r(By)) =< ogm ’ (4.18)

cdonde oy, es la geodésica simple cerrada en C\ {[—1,0] U[r(By), 00)}.

Decimos que un conjunto borde B de 92 es n-bdsico si tiene seis puntos y las tres geodésicas
simples cerradas asociadas con él rodean un intervalo J C E, y a sus dos hijos J!,J? C Enyi.
Decimos que un conjunto borde B de 9} es bdsico si es n-bésico para algiin n.

Para un conjunto n-bédsico B, siempre se tiene (4.15) ya que una (respectivamente dos) de las
fres geodésicas asociadas con B verifica (4.16) si n es impar (respectivamente par).
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Las desigualdades (4.17) y (4.18) dan que hay una cota superior finita ! para la longitud de las
geodésicas asociadas con cualquier conjunto borde bésico. Entonces, el Lema del Collar [Ran79] nos
dice que toda geodésica que interseca una geodésica 7y asociada con cualquier conjunto borde basico
tiene longitud al menos el doble de la- anchura w del collar C,y y

w > Arg cosh (cotanh (1/2)).

Por tanto, (4.15) la satisfacen todos los conjuntos borde B de 99 con seis puntos, ya que al menos
una de las tres geodésicas asociadas con B interseca una geodésica asociada con un conjunto borde
basico. _

Sin embargo, {} no satisface DIL. Para ver esto, consideremos el dominio geodésico G en Q
acotado por las 22% geodésicas que rodean cada intervalo de Fa. o

El Teorema de Gauss-Bonnet da Aq(Gy) = 27(2% — 2). La desigualdad (4.18) da, para alguna
constante positiva ¢y, .

22k

log(2k)

La(0Gk) < co

Luego
La(0Gk) c1
Aq(Gy) ~ log(2k)

y este hecho da que 2 no satisface DIL.

— 0, cuando k£ — oo,

4.6 Un problema abierto

En esta seccién queremos discutir sobre la posibilidad de encontrar una caracterizacién més simple
de la propiedad DIL. De hecho, nos gustaria tener un resultado del siguiente tipo:

Conjetura. Sea 2 un dominio de Denjoy, sea I el conjunto de puntos aislados de 90 C C y sea
o = QUI. Emiste una funcion ®, independiente de Q, tal que Q tiene DIL si y solo si Q es admisible

y existe una constante positiva ¢ tal que para cualguier conjunto borde de 0Qy, B = {by,...,by,} con

n > 3, tenemos que
n

, _
~ Z O(r({baj—1,b2j,boj41, ba2j42})) > c.

j=1
Podemos decir algo sobre la funcién ®, si existiera.

Proposicién 4.1. Sea ® una funcidn verificando la siguiente condicién:

51 un dominio de Denjoy Q tiene DIL entonces eziste una constante positiva ¢ tal que para
cualquier conjunto borde de 0y, B = {by,...,ban} con n >3, se tiene que

1 n
. Z S(r({baj-1,b2j, b2jt1, bajt2})) > c.

Entonces ® debe verificar
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Demostracidn. Consideremos el siguiente subconjunto cerrado E de [0,1]:
E=UX {271 27" u I,} U {0},

donde I, es el conjunto de 2n + 1 puntos {znx}p__, en (2727722722 1) con gy 4 = 3£ (1 —
27F))2"2=3 parak=0,1,...,n

Sea I el conjunto discreto I =
Q= UL

Primero veremos que €21 y £y tienen DIL:

El conjunto €2, es modulado y eso implica que Q2 tiene DIL ([FR90, Teorema 3])

Por consiguiente, [FR90, Teorema 3| también da que para demostrar que €, tiene DIL, sélo
necesitamos comprobar que I es uniformemente separado en :

Las métricas hiperbdlicas en @z y Q5 = 2 U {00} son comparables en cada bola euclidea del
plano complejo. También tenemos [BP78, Corollary 1] que existe una constante positiva c tal que

2 c
qw BN = @) 2 gy

Estos dos hechos dan que

U oI, Sean Q, O los dominios de Denjoy Q; = C\ E y

para = €[0,1]NQy.

1
Aq. X —— 0,11 NNy
Euntonces tenemos que
Tn k+1 dr 9—2n—1 _ Tk
A, (Tn ks Tn ke x/ — = 1lo — = log 2.
z( nks n, +1) 2ok 9-2n—1 _ g 2-2n~1 — T k1 &

Un argumento similar da la misma estimacién para dg, (Tn,~k)Zn —k—-1)- Esto implica que I es
uniformemente separado en {2y, y en consecuencia, que §2; tiene DIL.

Para cada punto z,, x € I, consideremos el intervalo J, = [an k, bpx] tal que Tnk € Jnk ¥ Jnk
no corta ningin intervalo de la forma {272™~1 272M] pj otro J,,,. También elegimos Gn,—n = Tn,—n
Y ban = Tpp. Sean J = UppJn iy @ = Q1 \ J. La longitud de estos intervalos Jn i se ha elegido tan
pequena de tal manera que la longitud de las geodésicas 7y, x en  que rodean sélo Jn k tiende a cero
cuando n — co (uniformemente en k). El dominio © tiene DIL (de hecho 6(2) < 6(9;) < 1) como
consecuencia, de la Proposiciéon A (ver Capitulo 5).

Consideremos ahora el conjunto borde By, en Q dado por B, = {2722 g, _, b, 272" 1},
Tenemos que

— ({9202 g-2n—11y _ 2~
7(Bn) = r({ »Tn,~n> Tnn, b= 1_9-n
Como 2 tiene DIL, la propiedad de @, con el conjunto borde
{2—271—2, G'TL,—TH bn,—m o 1a'n,07 bTL,O’ e ,an,n, bn,na rer 2_277’_1} H
implica,
1 2—2'n.
2n+2@(1—2—”)+0(1)>c’ para todo n € N.
Entonces tenemos
(I)( 2—271, ) q)( 2——271 )
lim sup M2/ lim sup 1-27"/ ¢
n—00 1 ) 1 — 2—TL n—00 2’” lOg 2 - ].Og 2
0g 2—2n

Esto finaliza la demostracién de la Proposicién 4.1 |
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La Proposicién 4.1 implica que nuestra conjetura no es cierta para ninguna funcién ¢ que satisfaga

lim su, —(I)—(T)—
o log (1/r)

En particular no es cierta para la funcién ® del Teorema 4.2, pero podria ser cierta para ®;.

=0.

En cualquier caso, si la conjetura fuera cierta para ® = ®;, la demostracién deberia ser mas
sofisticada que nuestros argumentos, porque no es cierto que ®1(r(B)) < Lo(y(B)) para ningin
conjunto borde B de ningiin dominio de Denjoy  cuando r — 0 (si Q@ = C\ ([-1,-1+r]U[-r,0]U
[r,2r] U [2,00)) y B = {0,7,00,—1}, entonces r = r(B), ®1(r) < log(1/r) y el Teorema 4.3 da que
La(v(B)) = log log (1/7)).



Capitulo 5

Desigualdad isoperimétrica en
superficies de Riemann generales

5.1 Introduccién

Con este capitulo vamos a completar nuestros resultados sobre la desigualdad isoperimétrica. En
primer lugar extenderemos nuestros teoremas a una clase mas amplia de dominios. Por tiltimo vamos
a Introducir una serie de definiciones y lemas técnicos que nos van a permitir en la ltima seccién dar
unos teoremas de localizacién para la propiedad DIL, es decir, teoremas que nos permitiran estudiar
la desigualdad isoperimétrica de una superficie, observando lo que sucede localmente.

5.2 Generalizacién de los resultados

En esta seccién generalizaremos los teoremas 4.1 y 4.4. Para ello, haremos algunos comentarios
preliminares:

1) Siel conjunto I que aparece en los teoremas 4.1 y 4.4 no est4 contenido en R, estos teoremas
serfan también ciertos ya que el Teorema 3.1 es un resultado general sobre superficies de Riemann
hiperbdlicas.

2) Si 0% estd contenido en un cuasicirculo @ (la imagen de una linea recta por una aplicacién
cuasiconforme de la esfera de Riemann en si misma) nuestra caracterizacién de la propiedad DIL
para dominios de Denjoy atin se puede aplicar (si conociéramos la aplicacién cuasiconforme que lleva,
R en @) ya que la propiedad DIL se preserva por aplicaciones cuasiconformes [FR90, Teorema 1).

Podemos definir de forma obvia un conjunto borde de un cuasicirculo. En este contexto podemos
generalizar el Teorema 4.1.

Teorema 5.1. Sea {2y un dominio plano hiperbdlico cuya frontera estd contenida en un cuasicirculo

y no tiene puntos aislados, sea I un conjunto fuertemente uniformemente separado en Qy, Y sea
Q= Qo \ I. Entonces

a) Si Q tiene DIL, entonces eziste una constante positiva ¢ tal que para todo conjunto borde de
J, B = {b1,...,ban} con n >3, se tiene que

1 n

- Z ®1(r({b2j-1,b2j, b2541,b2542})) > ¢
J=1
b) St existe una constante positiva c tal que para todo conjunto borde de 8, B = {b1,...,bon}

63
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conn > 3, se tiene que

1< .
- Y @a(r({baj—1, bajs baj, bajaa})) > c
i=1

entonces Q2 tiene DIL.

Obsérvese que el Teorema 5.1 se sigue directamente del Teorema 4.1, [FR90, Teorema 1] y de los
siguientes hechos: a) una aplicacién cuasiconforme cuasi-preserva razones cruzadas; b) ®;(s) =< &;(r)
parasxr;con 0 <r <ooyparai=.1,2. :

El Teorema 5.1 da una condicién necesaria y suficiente para que €2 tenga DIL. Mejoraremos este
resultado en el resto de la seccién. '

Si 0fY estd contenido en una unién finita de cuasicirculos, podemos caracterizar también la
propiedad DIL de € en muchos casos. Daremos ahora los detalles:

Sea {E;}7_; una coleccién de subconjuntos cerrados de C disjuntos dos a dos tales que cada

E; estd contenido en un cuasicirculo y Qy = C \ U;E; es conexo. Sea I un conjunto fuertemente
umformemente separado en {Jg y sea ) = )y \ I. Una condicién necesaria y suficiente para que {2
tenga DIL es que cada C \ E; tenga DIL (ver Teorema 5.3 mas abajo). Usando la Observacién 2) o

el el Teorema 5.1 como un test, podemos verificar si cada uno de estos tiltimos dominios tiene DIL o
no.

Aunque éstamos interesados en dommlos planos y subconj untos cerrados de cuasicirculos, muchos
resultados es esta seccién son ciertos para superficies de Riemann generales en lugar de C y para
conjuntos cerrados generales E;. Comenzamos con algunas definiciones.

Definicién. Sea S una superficie de Riemann y € > 0. Sean Ey, By dos subconjuntos cerrados y
disjuntos de S. Decimos que Ey y Ey son débilmente e-separados en S 5i Sy = S\ E1, So =S \ Ey
son superficies de Riemann hiperbdlicas (conezas) y los dos conjuntos siguientes son disjuntos:

Ei.={q€ S ds,(q, By) < 2¢}, Eye ={q €81 : ds, (g, Er) <26},

Decimos que By y Ey son débilmente separados en S si son débilmente e-separados en S paru
algun € > 0. :

Decimos que los conjuntos cerrados Ey, Ey, ..., E, son débilmente separados en S si los n — 1
pares de conjuntos (Ey, Es), (EyUEy, E3), ..., (EyUEU---UE,_,E,) son débilmente separados
en S.

Observacion 1. Esta claro que si F}, E; son subconjuntos cerrados disjuntos de S, Fy es compacto
Cy S\ (E1 U E3) es conexo, entonces E; y F son débilmente separados en S. También es claro que si
Er, Es, ..., E, son subconjuntos compactos de S disjuntos dos a dos y S\ Uj=1E; es conexo, entonces
Eq Eo,.. E son débilmente separados en S.

Observacién 2. Si Ey, E; son subconjuntos cerrados disjuntos de un dominio plano €2, es posible
que no sean débilmente separados en 2. Sea 2 el dominio plano Q = C\ {0}. Consideremos como
E, una sucesién {z,} de ntimeros reales decrecientes a 0. Sea Ej una sucesién {y,} tal que:

2) 0 < Zpt1 < Yn < Tnp,

b) limy,e0(zn — Yn)/(Un — Tng1) = limno0(Zn — Yn)/ (Yn—1 — 2) = 0.

Entonces ni E1 ni E; son débilmente separados en C \ {0}.
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Observacion 3. Sean Ei, E, subconjuntos cerrados en un dominio 8 C C\ {z}. Supongamos que
existe una constante positiva dy tal que

|21 - ZQ‘ > 50|21 - Z(]I , para todo z; € E; , 22 € By .

Entonces F, E; son débilmente separados en .

Demostmczon de la Observaczon 3. Sin perdlda de generahdad podemos suponer que 25 = 0. Para
w € C\ {0,1}, definimos la funcién S s o

e(w) == max {e >0: Bey(o,13 (w,€) N Bey o,y (1L,6) =0}
Obsérvese que 9Bcyqo,1) (w,€) ¥ 0By {0,w} (1,€) varian con continuidad en w, ya que

1

z
Acv(ow} (2) = Ao, 1}( )le

es una funcién analitica real en w.

Por tanto, e es una funcién continua e : C\ {0,1} — (0,00). Por otro lado, se deduce de (3.10)
que
1

> :
|21(k + | og [2])

Acvo,13 (2) para z € C\ {0,1},

donde k = 4.76 es la constante que aparece en la Seccién 3.3 del Capitulo 3. Esta es una mala
estimacion si z estd préximo a 1, pero es valida para z en un entoino de 0 0 oo. Esta desigualdad da

Bey(o,1y (wy€) C {lzl > exp ((k + log |w])e™ — k)} ,

y €n consecuencia,

Bey o,y (1,€) © {|z| < |wlexp (k — (k + 1og{w|)e"5)} ,
para

1
lw|>1 y 0<£§logk—+zg—llu—|.

Por tanto, Bey 10,13 (w,€) N Beyjo,w) (1,€) = @ para

k + log |w|

ol > 1 O0<e<lo .
[l v - gk-i—%log|w]

Entonces, para cualquier M > 1, existe una constante positiva ¢y tal que e(w) > ¢ si |w| > M.
Obsérvese que e(l/w) = e(w) ya que la aplicacién conforme T(z) = 1/z es una isometria de
C\ {0,1} en si mismo. En consecuencia, e(w) > ¢p si |w| < 1/M. Estos hechos implican que, para
cualquier § > 0, existe € > 0 tal que e(w) > ¢ si jw — 1| > 4.
Para 21,2y € C\ {0} con 21 # 23, definimos ahora la funcién

E(z1,22) := max {5 >0: B«:\{o,zl}(z2,5) N BC\{O,ZQ}(ZI,E) = (D} .
Estd claro que

E(z1,29) = E(l, z_g) = e(ﬁ) .

21 21
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La hipétesis sobre E; y Ey dan que existe dy >0 tal que |zo — 21| > dolz,| para todo z; € E| y
29 € En, es decir, l;—f — 1| > g para todo z; € E;1 y 22 € Ey. En consecuencia, existe gg > 0 tal que

E(él,ZQ) >¢gp para todo z.l €eE yz»n€eE.
Entonces tenemos que
BC\{O,zl}(z2766) N BC\{O,Z2}(z1,sg) ={ paratodoz € Eyy 2 € Ey.
En lo que sigue usaremos la notacién Bq(A,r) := UpeaBa(p,r) para un éonjuntb A y un nimero

positivo .
Fijemos z; € By. Tenemos que

Bo\ (0,21} (B2, €0) 1= Uzye B, Bry (0,2} (225 €0)

y
Be\{0,2,}(21,€0) C Nzye By Boy 0,251 (21, €0) -
Por tanto
Be\{0,2:}(B2,€0) N Bo\(o,5,}(21,60) =9, . para todo 2 € Ej .
Ahora tenemos que .
| | BI(CI\{‘:);E1 } (B2, €0) C Nzyeky Bey (0,00} (B, €0)
B\ (0,8, (E1,€0) = Uz ek By (0,8} (21, €0) -
Entonces

B\ (0,8, (B2, €0) N Beyqo,8, ) (E1,€0) = 0.
' O

Observacién 4. Sean E), E; conjuntos cetrados en un dominio  C C con zp € 09, Sean Cy,Cy

conjuntos cerrados en C, tales que cada C; es una unién finita de conos con vértice en zy, E; C C;
y C1NCy = {z}. Entonces '

|21 — ZQl > (50‘21 - Zol, para todo 21 € Eq, 20 € Eo

y por tanto, Ey y E, son débilmente separados en 2.

De cara a demostrar el Teorema 5.3 enunciaremos algunos resultados previos.

Lema 5.1. Sea S una superficie de Riemann y e > 0. Sean E\, E5 dos conjuntos cerrados débilmente
e-separados en S. Sean S = S\ Ey superficies de Riemann hiperbdlicas (conezas) para k = 1,2 y
sea 'R una componente coneza de S; NSe = S\ (E1 U Ey). Entonces,

b(R) > = tanh? e min{b(S1),b(Sz)} .

1
2

Recordemos que b(R) es el infimo de los autovalores del Laplaciano.
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Demostracién. Sea ¢ € C°(R). Obviamente p € C®(S;) N C®(8,) y

IR
JJ S

>— (:,C)7 R 1,2’
./:/
Sk

donde dw y dwy denotan, respectivamente, el elemento de 4rea en S; y Sp. Recuérdese que || - || y
V se refieren también a las correspondientes métricas de Pomcare
Consideremos ahora los conjuntos abiertos

E e ={q€ 8 : ds,(g,E1) < 2¢}, Eye ={q€81: ds,(q,Ep) < 2¢}.

Por hipdtesis tenemos que By N By = @ y por tanto (S \ E1.) U (S \ Fs¢) = S. Por otro lado,
también tenemos como consecuencia de (3.3) que

/ / @?dw < cotanh’e / / W duwy
S\E1 ¢ S\E1,e

/ / ©*dw < cotanh’e / / oidwy ,
JJ S\Es, S\Ez, -

donde dw es el elemento de area en R.
Por tanto se deduce que

// ©*dw < // O?dw + // O dw
J R S\El,e S\E2,S
< cotanh?e (// <p2dw2 + // (pzdwl)
S\El,e S\Eg,e
< cotanhZe (// 902de + // chdwl) .
Sa S

Recuérdese que [[ ||Vyp||?dw es un invariante conforme, es decir,

[[ wettan=[[ ivotan = [[ 1vorau. 5.1

Obtenemos de (5.2) y (5.1) que
[]  1wettan+ [ 19l du,
1

IR 1
J R
T 2
// ©° dw // (pdw1+// ©? dws
. R S1 Sy

= tanh%e
—2— tanh? € min{b(8;),b(Sz)},

f—

para todo ¢ € C°(R). Esto finaliza la demostracién de Lema 5.1. O

Como consecuencia de este lema se obtienen los siguientes resultados.
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Proposicién 5.1. Sea S una superficie de Riemann. Sean Ey,Es, ..., E, conjuntos débilmente
separados en S tales que Sy, = S\ E (k = 1,...,n) son superficies de Riemann hiperbélicas (conezas)
y sea R una componente coneza de NS, = S \ UrEg. Entonces eiste una constante positiva ¢ tal
que : :
b(R) > ¢ mkinb(Sk).

Lema 5.2. Sea S una superficie de Riemann hiperbdlica. Sean E, Eo dos subconjuntos cerrados
disjuntos de S tales que S = S\ Ej son superficies conezas para k = 1,2, sea R una componente
coneza de S; NSy = S\ (BEy U Ey) y sea 4¢ = ds(E1, Eq). Entonces,

b(R) > = tanh®e min{b(S1),b(S2)} .

[ SR

El Lema 5.2 es una consecuencia directa del Lema 5.1, ya ‘que ds(E1, E;) = 4¢ implica que F,, Ey
son débilmente e-separados en S. ‘

Proposicién 5.2. Sea S una superficie de Riemann hiperbolica. Sea {Ey}¥_, una coleccion de
subconjuntos’cerrados ‘disjuntos dos a dos de S ‘tales que Sy = S\ By (k= 1,...,n) son superficies
conezas, sea R una componente coneza de xS = S\Up By, y sea € = minjyy ds(Ej, Ex). Supongamos
que € > 0. Entonces, existe una constante positiva ¢, que sdlo depende de € y n (pero no de S), tal
e , : . (G 2HE 50U ec

b(R) > c ngnb(sk) O

Observacién. Sea {Ej}}_; una coleccién de subconjuntos cerrados de C disjuntos dos a dos tales
que C\ Ej es un dominio hiperbélico plano (conexo) para k = 1,...,n. Sea ) = C \ UpEk. Sea
también I un conjunto fuertemente uniformemente separado en £y y sea 2 = Qg \ I. Una condicién
suficiente para que Q tenga DIL es que cada C \ E}, tenga DIL. '

Definicién. Sea S una superficie de Riemann hiperbdlica y sean ~i,...,vy, geodésicas cerradas
simples en S. Decimos que G es un dominio cuasigeodésico en' S, relativo a v1,...,v, si G es un
dominio de drea finita en S y OG consiste en una cantidad finita de curvas simples cerradas ou, . . ., c,,
donde cada «; es una geodésica simple cerrada o una unidn finita de sub-arcos de geodésicas simples
cerradas tales que si dos arcos se tocan en un punto, uno de estos arcos es un sub-arco de algin V-

Definimos 0oG como 0oG = G\ {11 U -+ Ug}.
Obviamente, se puede tener §;G = 0.

Los dominios cuasigeodésicos aparecen de modo natural como interseccién de dominios geodésicos:
Si G1, G2 son dominios geodésicos en S, entonces Gy N G es un dominio cuasigeodésico relativo a

0G1.

Necesitamos ahora, hablar de collares de geodésicas en una superficie de Riemann hiperbélica
cualquiera S. La definicién andloga de collar de una puntura aparece en el Capitulo 1 seccién 1.2.6.

Dada una geodésica simple cerrada v en S, un collar alrededor de +y es un dominio doblemente
conexo en S limitado por dos curvas simples cerradas (las curvas frontera del collar) cuyos puntos
estin a la misma distancia d de v. La distancia d se llama. anchura del collar. Un collar alrededor
de v de drea 23 se llama §-collar.

Randol [Ran79] demostré que existe un collar C,, de « con anchura dy, tal que

coshdg > coth E‘%l) ) As(Cy) > 2 Ls(7) cosech Lsz(f)l) .
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Ademads, si ' es una geodésica tal que ¥ Ny =, se tiene que Cyny = 0.

Randol [Ran79] enuncia el Lema del Collar bajo las hipétesis de que la superficie es compacta,
pero la misma demostracién, sin ningiin cambio, funciona para cualquier superficie de Riemann.

Lema 5.3. Sea S una superficie de Riemann hiperbdlica satisfaciendo DIL y sea {7, 7%} una
coleccion de geodésicas simples cerradas disjuntas dos a dos en S. Entonces, existe una constante
positiva ¢ tal que

As(G) < ¢Ls(8G), (5.2)

pare cualquier dominio cuasigeodésico G en S, relativo a 71, ..., 7k, con Ls(0pG) > 0.

Demostracién. Por la desigualdad isoperimétrica de S, sélo necesitamos comprobar (5.2) para domi-
nios cuasigeodésicos G en S, tales que 0 < Ls(8G) < Ls(0G).

Antes de nada, consideremos los conjuntos compactos Cy; = {p € S : ds(p, v;) < t} para t
positivo y ¢ € {1,...,k}. Dado un dominio geodésico +; elegimos un lado positivo y otro negativo de
¥, denotados por fy;r y 7v; respectivamente. Denotamos por Ct";- (respectivamente Ct;) el conjunto
de puntos en S que estdn en alguna geodésica de longitud ¢ que arranca ortogonalmente a ;"
(respectivamente ;). Obviamente, tenemos que Cii = Ct“;- UCY;. Puede suceder que Ct";- NG #vi
si la superficie de Riemann S tiene género positivo (por supuesfo, si S\ v es conexo).

Sea GZ ; (respectivamente Gy, ) el dominio geodésico “correspondiente” a C:i (respectivamente
Ct}): cada puntura o curva frontera de G: ; es libremente homdétopa a una curva frontera de C’;’i.
Denotemos por Gy; a la unién Gy; = ; U GZ;’ UGy, Sipara algin i € {1,...,k} tenemos que
Gi; = - para todo t positivo (las dos curvas frontera de Cy; son libremente hométopas a ;),
entonces k£ =1y § es un dominio doblemente conexo (un anillo), y (5.2) es cierto ya que no hay
dominios cuasigeodésicos en S. Por tanto podemos suponer sin pérdida de generalidad que G;; no es
vacio para t > g con ¢ € {1,...,k}. Obsérvese que G;"' ; €8 no decreciente en ¢t. De hecho, si t; < t,
son tales que AS(GZ 1) < AS(G;; ’i), la curvatura constante —1 y el Teorema de Gauss-Bonnet dan
AS(G;E,,;) +27 < AS(G:;,Z-). Lo mismo es cierto para Gy

Esto implica que para cada i € {1,...,k} o bien existe un niimero positivo TiJr tal que G;': ;= G;.J, :
para todo t > Ti+, o bien AS(G,?;-) — 00 cuando ¢ —+ co. Lo mismo es cierto para Gt“’ ; con T,

Ahora, sea G un dominio cuasigeodésico en S, tal que 0 < Ls(8yG) < Ls(dG). Existe j €
{1,...,k} con G N+; # 0. Consideramos tres posibilidades:

Caso 1. As(G) > 2h(S)¢, con £ := Ele Ls(v;). En este caso,
2h(8) € < As(G) < h(S) Ls(9G) < M(S) (Ls(8G) + ¢)
y obtenemos que
£ < Ls(0@G).
Por tanto,
As(G) < 2h(S) Ls(0G) -
Caso 2. As(G)Y < 2h(S)¢.

Para cada i € {1,...,k}, sea t; un ntimero positivo verificando las dos condiciones siguientes:
(a) t; > T;F (si existe T,") o AS(GZ,i) >2h(S)¢,
(b) t: > T, (si existe T;") o As(Gy ) > 2n(S) L
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Sea. €2; el dominio geodésico Q; := Gy, ;. Definimos los siguientes nimeros positivos

a:=min{Lgs(y) : y geodésica simple cerrada, v C U;Q; },
b:=max {Ls(7y): 7 geodésica simple cerrada, v C Ut {y U )}

Recordemos que dG Ny; # (). Este hecho, las desigualdades, As(G) < 2h(S) 4, Ls(0oG) > 0, y la
definicién de £; dan que se cumple una de las dos siguientes posibilidades:

Caso 2.1. Existe una geodésica simple cerrada y C ; N §yG. Entonces
Ls(80G) 2 Ls(y) > a.

Caso 2.2. Existe un arco geodésico 1 en 0pG que toca alguna geodésica simple cerrada v C 082; U
Obsérvese que si G no es un dominio geodésico estamos en esta situacién; de hecho, hay un arco
geodésico 77 en 3Gy que toca algun ;.
El Lema del Collar [Ran79] dice que Lgs(n) > do, donde dy (la anchura del collar C,) satisface
Ls(v)

b
coshdy > coth — > coth 7

dy > D := Arg cosh (coth g)

(recordemos que si una geodésica ' no interseca -y entonces ' no interseca C.).

Por tanto,
Ls(00G) > Ls(n) > D.

En ambos casos (2.1 y 2.2) Lg(0yG) > min{a, D} =: ¢y. Entonces

Ls(80G)

45(G) < h(S)(Ls(aG) + &) < h(S) (Ls(8G) + z__CO_)
N , .
As(@) < h(S)(l + é)LS(agG) .

Obviamente, £ > a > ¢y y 1+ £/cg > 2. Por tanto, en cualquier caso,
I
As(Q) < h(S)(l + ~—)L3(80G) .
co

Consecuentemente, el Lema 5.3 es cierto con

O

Si & en una superficie de Riemann hiperbélica, hemos considerado subsuperficies (abiertas y
conexas) S| C S, dotadas de su propia métrica hiperbélica. Por supuesto, S; con esta métrica
es una variedad Riemanniana geodésicamente completa. En lo siguiente consideraremos tambiéu
subsuperficies de Riemann (conexas) con borde S; C S, dotadas con la restriccién a Sy de la métrica
hiperbdlica de S. S, con esta métrica no es una variedad Riemanniana geodésicamente completa.

El Lema 5.3 y [FR90, Lemma 1.2] tienen las siguientes consecuencias.
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Corolario 5.1. Sean Si,...,Sy, superficies de Riemann hiperbdlicas satisfaciendo DIL. Para j =
1,...,m, sea S}J una subsuperficie con borde de S; cuyo borde es un conjunto de n; (1 < nj < 00)
geodésicas simples cerradas disjuntas dos a dos. Supongamos que podemos pegar S{’,...,SSL alo

largo de sus fronteras, obteniendo una superficie de Riemann hiperbdlica completa (sin frontera) R
(recordemos que podemos unir dos superficies identificando dos geodésicas frontera si y sélo si tienen
la misma longitud). Entonces, R satisface DIL si y sdlo si existe 1 < j < m tal que As; (SJQ) = 00.

Demostracion. Si As; (SJQ) es finita para j = 1,...,m, entonces R también tiene drea finita (ya que
AR(8?) = As;(S7)) y por tanto, no satisface DIL.
Supongamos ahora que Ag, (8Y) = co. Sea A la unién (para j = 1,...,m) de las n; geodésicas

en la frontera de S7.

Sea G un dominio geodésico en R. Si G fuera ya un dominio geodésico en algin SJ‘-], verificaria (3.1)
con constante h; = max{hy(S1),...,he(Sm)}. En otro caso, consideramos los conjuntos G ;=G nSf ,
para j = 1,...,m. Sean 9yG = 0G \ Ay 9;G = BoGﬂS]Q, para j = 1,...,m. Consideremos ahora
el conjunto J de los indices j € {1,...,m} tales que Lz (8;G) > 0.

Si J = () entonces G esté contenido en A, y hay sélo un niimero finito de tales G. Estos dominios
satisfacen (3.1) con una constante fija hg, que sélo depende de R.

Sij € J, entonces Lema 5.3 da que

AR(Gj) < ¢j Lr(0;G) < h3 Lr(8;G), (5.3)

donde
h3 := max{ci,...,em},
ya que AR(GJ') = ASj(Gj) y L’R(ajG) = sz (6JG)
En caso contrario, el teorema de Gauss-Bonnet da que
> Ar(Gj) > 2m. (5.4)
jeJ

Consecuentemente, (5.3) y (5.4) dan que

1 2m ' '
Lr(0G) 2 ), Lr(8;G) 2 -3 An(Gy) 2 3 (5.5)
JjEJ jeJ
Sea
A= Y Ar(S)).

Como consecuencia de (5.3) y (5.5), se deduce que

Ah
A(G) < A+ AR(G)) < Z2Lr(8G) + hs L (6G).
2w

JedJ
Por tanto,
. A
hg(R) < min {hl, hs, h3 (1 + 57?) } ;
Ahora [FR90, Lemma 1.2] finaliza la demostracién del Corolario 5.1. a
Corolario 5.2. Sea S una superficie de Riemann hiperbdlica satisfaciendo DIL. Sean 0 AT, 7

geodésicas simples cerradas en S disjuntas dos a dos. Sea Sy una componente coneza de S \{mu
Uk} con As(S1) = oo, y sea So el doble de Schottky de S1. Entonces, Sy satisface DIL.
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~ El doble de Schottky de Sy es la unién de S; y su “reflejo” con respecto a 8S;. Ver [AS60, p. 26]
para una definicién precisa.
Este corolario fue demostrado en [Rod94a, p. 245-248] con argumentos similares a los del Lema
5.3. De cualquier manera, necesitamos los enunciados precisos del Lema 5.3 y del Corolario 5.1, que
con m4és generales que el Corolario 5.2.

Necesitamos algunos resultados adicionales.

Decimos que una funcién f est4 en la clase C¥(F), donde 1 < k < 0o y F es un conjunto cerrado,
si las derivadas de f hasta el orden k son continuas en F' donde se define la derivada de f en un punto
z € F' como el limite usual cuando nos aproximamos a z tomando puntos en F. Con este propésito
consideramos conjuntos cerrados F' que son clausuras de conjuntos abiertas con frontera suave.

Lema 5.4. Sea S una superficie de Riemann y sea J un dominio simplemente conezo en S cuya
frontera es una curva simple cerrada y analitica 7. Dado un subconjunto compacto K de J, un

subconjunto abierto V de J y un punto g € V, existe un automorfismo f de S tal que f|5\j es lu
identidad, f(K)CV y f(q) =

Demeostracion. Consideremos un recubrimiento universal 7 : D — S. Sea Jy una componente cone-
xa de 7~1(J). Enlo que sigue, denotamos por 77! la funcién inversa de 7| 75- Sea Fy (vespectivamente
Fy) una aplicacién conforme de C\ 7 (respectivamente Jp) en {z € C:|z] > 1} (respectivamente

D). Obsérvese que F; y F5 tienen una extensién analitica en un entorno de 79 = 37 ya que g y 6D
son curvas analiticas. Por tanto h = Fy 0 F;™' es un homeomorfismo de 8D en si mismo que tiene
una extension analitica.

Es bien conocido que en este caso hay un automorfismo cuasiconforme H de C tal que H (D) = D,
H|gp = hy H € C*®(D). Este hecho es una consecuencia del teorema de Beur hng—Ahlfors (ver [BA56)
o [AS60, p. 69]) donde se construye una extensién cuasiconforme Hy : C — C de una aplicacién
cuasisimétrica hg : R — R que preserva las propiedades de diferenciabilidad de hg).

Definimos una biyeccién u de C en sf mismo por

w(z) = {Fz(z)’ z€ Ty,
(HoFi)(2), 2¢ .

Esta funcién es continua en C ya que
HoFilpy=Hlspo Filpy =hoFily, = Fyo F[ o Fi|,, = Flge

y tenemos que u € C®(C\ 19) N C(C). Las propiedades de regularidad de F» y H o F| en 1y
dan que las derivadas distribucionales de u en un entorno de 79 son iguales a las derivadas cldsicas
(usamos las propiedades de diferenciabilidad sélo en este argumento). Por tanto u es una aplicacién
cuasiconforme en C con la misma constante de cuasiconformidad que H.

Sea M una aplicacién de Mébius que fija D, y tal que M(0) = u(r~!(q)) € D. Para cualquier
a > 0, consideremos el siguiente automorfismo cuasiconforme de C

z¢ D,
va(?) = {z|z|°‘ 1 zeD.
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Sea fq el siguiente homeomorfismo de S es si mismo.

falp) =42 res
a\P (ﬂou_loMO'UaoM_lOUOW_I)(p)v pEJ.

Obviamente, fqo|s\7 = id|s\ 7. Obsérvese que f, es continua en S, ya que vo|op = id|gp implica que
(mou™ o M)|op 0 valop o (M~  ouox )|, = id), .

El mismo argumento usado para ver que u en una aplicacién cuasiconforme da que f, es un automor-
fismo conforme de S para cualquier o > 0. Obsérvese que f,(g) = q ya que (M~louo 1) (q) = 0.
para un ¢ > 0 pequefio tenemos que (mou"toM)({z € C: |2| < €}) C V ya que (rou~toM)(0) =
q € V. Dado el conjunto compacto K C J podemos elegir « tal que (vq o Ml ouon 1) (K) C {z €
C:|z| < e}, ya que (M~ ouon 1)(K) es un subconjunto compacto de ID.
Por tanto obtenemos que f,(K) C V para este a. O

Lema 5.5. Sea w un homeomorfismo C' de 0D en si mismo. Para cada 0 < r < 1 eziste un
automorfismo cuasiconforme f de A = {r < |z| < 1} tal que fl{z1=r) es la aplicacidn identidad,

flop =w y f € CH(A).

Demostracién. Para cada 0 < r < 1, consideremos el niimero positivo

a= L Io 1
Y & T
y el recubrimiento universal
1:B={0<Sz<a} — 4, m(z) = re~2miz,

La aplicacién 7 es una funcién periédica con periodo 1 y satisface
m({z:82=0}) = {z:]z] =}, m({z:Sz=a}) = {z:]2| = 1}.

Por tanto, sélo necesitamos demostrar que si v es un homeomorfismo de clase C! de {z:Sz=a}en
si mismo con

v(z+1+ia) =v(x+ia) +1, z €R,

entonces existe un automorfismo cuasiconforme g de clase C! de B en si mismo tal que

gl{‘&z:O} = idl{%‘z:ﬂ} s gl{%z:a} =v,

gz+1) =g(2) +1, Zz€B.

La funcién ¢ se puede construir explicitamente. Por ejemplo, consideremos
. 1 X
g(z +1iy) = :c(l - é) + %v(m+za).

Estd, claro que g(z + 1) = g(z) + 1 para z € B, que g satisface las condiciones de frontera, y que
g es un homeomorfismo de clase C! de B en si mismo. Es ficil comprobar que g es una aplicacién
cuasiconforme ya que es una aplicacién C! que preserva la orientacién y g(z+1) = g(z) + 1 para
z€B. a
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Para enunciar el siguiente lema necesitamos una definicidon. Recuérdese que cualquier superficie
de Riemann con borde & con un grupo fundamental finitamente generado se puede obtener de una
superficie de Riemann compacta de género g eliminando p puntos distintos (las punturas de §),
n discos cerrados (cuyas fronteras representan la frontera ideal de S) y m discos abiertos (cuyas
fronteras son el borde de S). El vector (g,p,n,m) se denomina tipo cuasiconforme de S. Es bien
conocido que siempre existe una aplicacién cuasiconforme entre dos superficies de Riemann con el
mismo tipo cuasiconforme.

Lema 5.6. Sea S una superficie de Riemann hiperbdlica. Sea {gi,...,gn} una familia de curvas
simples cerradas disjuntas dos a dos tales que cada g; no es homdtopa a cero ni a una puntura en S
y no son homdtopas entre si.

Sean S1,...,Sr,Sr41,---,Sk(1 <7 < k—1) las componentes conezas de S\ (g1 U---Ugy), donde
Sr41,--.,Sk son superficies (abiertas) de tipo finito. También pedimos que cada g; esté contenida en
la frontera de S, y Sg conn <r yl>r. v

Sig; C S, sea v; la dnica geodésica simple cerrada en Sy, libremente homdtopa o la frontera
ideal de g;.

Sea Ry, (m = 1,...,7) la superficie con borde obtenida al eliminar de Sy, el fonil abierto F;
acotado por 7y; y la curva ideal g;, para cada v; C Sp.
Sea Ry, (m=r+1,...,k) una superficie con borde con el mismo tipo cuasiconforme que Sy, tal

que el borde de Ry, estd constituido por geodésicas simple cerradas con la siguiente condicidn: si g;
es una curva frontera ideal de Sy, y Sy, (n <71) y 1; es una curva frontera de R, correspondiente a
g;j, tenemos que

Lp,,(m) = Ls,(v;) -

Sea R una superficie obtenida pegando Ry, ..., Ry siguiendo el diseno de S, ..., Sk (identificando
geodésicas de igual longitud).
Entonces S y R son cuasiconformemente equivalentes.

Demostracién. Fijemos m > r y sean g;,,...,gj; las curvas frontera de S Consideremos M,, =
SmUF;, U---UF;, CS.

Es bien conocido que existe una aplicacién cuasiconforme f de clase C' de R,, en M,,, ya que
R,, y My, tienen el mismo tipo cuasiconforme.

Si 7y; estd contenida en S, (n < r), consideremos un collar cerrado fijo C; alrededor de «y; en S,
y sea K el conjunto K; = C; N R,. La curva v; estd contenida en el borde de R,, y M,, para algin
m>r.

El Lema 5.5 da que existe un automorfismo cuasiconforme &, de clase C' de K tal que hjly, =
fmly; ¥ Rilar\y; = idlax;\y;-

Consideremos el homeomorfismo f de R en § dado por f|gr,, = fm param >r, flx, = h; para
1<j< N,y f=1id en otro caso.

Es facil comprobar que f es una aplicacién cuasiconforme. ]

Necesitaremos ahora los dos siguientes hechos bien conocidos (ver por ejemplo [Car50, Teorema
5.1] o [FR90, Lemma 4.2]).

Proposicién A. Sea S una superficie de Riemann y sean I y J subconjuntos cerrados de S tales que
S\ I es una superficie de Riemann hiperbélica y toda componente coneza de J tiene interseccién no
vacia con I. Si R es una componente coneza de S\ (I U J) entonces se tiene que §(R) < 6(S\ I).
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Proposicién B. Sean S1,S; dos superficies de Riemann hiperbdlicas tales que S C Sy y ITi(g,851) <
I11(g, S2) para algiin q € ;. Entonces se tiene que §(S1) < §(Ss).

Obsérvese que la Proposicién A es un caso particular de la Proposicién B. La demostracién de
esta ultima es elemental; basta sefialar que en §; hay menos curvas y son més largas.

Proposicién 5.3. Sea S una superﬁcievde Riemann hipérbo’lica de drea inﬁm‘ta. Sean C1,...,Cp
subconjuntos de S simplemente conezos, compactos y disjuntos dos a dos. Entonces S satisface DIL

siy solo si S\ (CLU---UG,) satisface DIL.

Observacién. Es ficil encontrar ejemplos que muestran que la conclusién de la Proposicién 5.3 no
es cierta si algin C; no es compacto.

Demostracién. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que n = 1. Sea p un punto de C;. El
Teorema 3.1 da que el enunciado de la Proposicién 5.3 es equivalente al siguiente: S\ {p} satisface
DIL si y sdlo si S\ Cy satisface DIL.

Esto es trivialmente cierto si C; = p. Por tanto, podemos suponer que C; tiene infinitos puntos.

Supongamos que S\ {p} satisface DIL. Observemos que S\ C; C S\ {p} y que los grupos
fundamentales de las dos superficies son isomorfos. Por tanto, la Proposicién B implica que § \ C}
satisface DIL.

Supongamos ahora que S \ Cy satisface DIL. Sea 7, la geodésica simple cerrada libremente
homoétopa a la frontera ideal 9C) en S\ C;.

Sea Fy el fonil abierto en S\ C; limitado por 71 y la frontera ideal 8C}, y sea J; el conjunto
abierto J; = C1 U F; C §. Obsérvese que 8J; = 7; es una curva analitica.

Consideremos (en S) el conjunto abierto V = ({p} U Cs\({p}(p,1/4)) N J1 y el conjunto compacto
Ci. El Lema 5.4 da que existe un automorfismo cuasiconforme f de S tal que C = f(C)) C V,
fls\s, = id|s\s, ¥ f(p) = p. Entonces, f es una aplicacién cuasiconforme de S \Ci en S\ C. [FR90,
Teorema 1] implica que S\ C satisface DIL. Demostraremos que S \ {p} también satisface DIL.

Sea 7 la geodésica simple cerrada libremente hométopa en S \ C a la frontera ideal de 8C. Sea
F el fonil abierto en S\ C limitado por 1 y por la frontera ideal 8C, y sea J el conjunto abierto
J=CUF CS.

Consideremos un dominio geodésico G en S\ {p} y sea G’ el dominio geodésico correspondiente
en §\ C: cada curva frontera de G es libremente hométopa en S \ {p} a una curva frontera de G’ ;
si G contiene un collar alrededor de la puntura p, la curva 7 es una curva frontera de G' (obsérvese
que 7 es libremente hométopa a p en S\ {p}).

El Teorema de Gauss-Bonnet da que

As\(p} (G) = As\c(G). (5.6)

El Lema 5.3 da que existe una constante positiva c, independiente de G, tal que

As\c(G') < eLgs\c(8G' \ n), (5.7)

ya que S\ C satisface DIL y G’ # 7. Tenemos que G’ # 7 ya que sélo hay dos dominios en S\ C
cuya frontera sea exactamente n: F' y S\ F, y ambos tienen 4rea infinita en S \ C. Este tltimo hecho
es una consecuencia de la hipétesis Ag(S) = oo.

Tenemos que dG" C S\ J C S\ C. El Lema A del Capitulo 1 (seccién 1.2.6) implica que
d9G C S\ Cs\(py(p,1/2) C S\ C. Estos hechos dan que dG' y AG estén lejos de C.
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Entonces, (3.2) implica que las métricas hiperbélicas de S\ {p} v S \ C son comparables en
(S\J)U(S\ Cs\()(p,1/2)), ya que p € C.

Por tanto, Ls\¢(9G'\n) y L\ (p}(0G) son comparables. Este hecho, (5.6) y (5.7) dan que existe
una constante ¢y > 0, independiente de G, tal que

As\ip}(G) < co Ls\(p} (0G),

y entonces, [FR90, Lemma 1.2] da que S\ {p} satisface DIL. O

Definicidon. Diremos que un subconjunto cerrado y conezxo C de una superficie de Riemann S es
de tipo finito st C' es un conjunto compacto simplemente conexo o, si tiene un grupo fundamental
finitamente generado y OC es una unidn de curvas simples cerradas.

Proposicion 5.4. Sea S una superficie de Riemann con drea infinita. Sean C1,...,C, subconjuntos
de S cerrados, conexos, disjuntos dos a dos y de tipo finito. Entonces, se tienen los siguientes hechos:

a) Si So es una componente coneza de S\ (C1U---UCy) y S satisface DIL, entonces Sy satisface
DIL.

b) Si S\ (CLU---UC,) es conezo y satisface DIL, entonces S satisface DIL.

Observacién. Es facil construir ejemplos que muestren que b) no es cierto si algin C; no es de tipo
finito.

Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que n = 1 y C; no es un conjunto
simplemente conexo (por la Proposicién 5.3).

Obsérvese que la Proposicién 5.4 es trivial si S es una superficie simple o doblemente conexa. Por
tanto, sin pérdida de generalidad podemos suponer que S no es una superficie ni simple ni doblemente
conexa.

Supongamos que S satisface DIL. Sea p un punto en C;. El Teorema 3.1 (Capitulo 3) da que
S\ {p} también satisface DIL.

Tenemos que Sy C S\ {p} y el grupo fundamental de Sy es un subgrupo del grupo fundamental
de S\ {p}. Por tanto, la Proposicién B implica que Sy satisface DIL ya que S\ {p} satisface DIL.

Supongamos ahora que S\ C satisface DIL. Sean g1,...,gn las curvas simples cerradas en 9C),.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ninguna curva g; es hométopa a cero. En otro
caso, tenemos que S \ C es simplemente conexa, ya que S \ Cj es conexa y C] no es simplemente
conexa. Por tanto, § es de tipo finito, ya que C es de tipo finito; entonces S satisface DIL, ya que
tiene drea infinita.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ninguna g; es hométopa a una puntura p; en
S. En otro caso, el Teorema 3.1 nos permitiria considerar la superficie $; = SU {p;} en lugar de
S. Entonces, tendriamos que g; es hométopa a cero en ;. Usando de nuevo el tltimo argumento
obtenemos que S, y en consecuencia S, satisface DIL.

Supongamos ahora que existen dos curvas diferentes g;, g;, libremente hométopas en S. En este
caso, hay un dominio doblemente conexo D en S tal que 8D = g; U g;- Entonces tenemos que N = 2,
ya que S\ C1 y Cy son conexos. Por tanto, tenemos que, o bien el conjunto C; es igual a D, 0 S\ C|
es igual a D.

La segunda posibilidad implica que S \ C; es un dominio simplemente conexo y por tanto, S es
de tipo finito, ya que C; es de tipo finito; entonces S satisface DIL, ya que tiene area infinita.

Si C; = D, podemos tomar un subconjunto cerrado ¢ C S de tipo finito tal que ¢, € C'y C
no es un conjunto doblemente conexo (recordemos que S es una superficie ni simple ni doblemente
conexa). La Proposicién B da que S\ C satisface DIL, ya que S \ Cy satisface DIL.



5.3. LOCALIZACION 77

Entonces, podemos suponer sin pérdida de generalidad que no hay dos curvas diferentes en 8C;
libremente homoétopas.

Sean 1,...,7n las geodésicas simples cerradas en S \ C; tales que 7; €s libremente hométopa a
la frontera ideal g;.

Entonces, podemos aplicar a S la construccién de la superficie R del Lema 5.6, relativa a
{gla'-"gN} (conr= 1 yk:2)

El Corolario 5.1 implica que R satisface DIL ya que S tiene rea infinita y &\ C satisface DIL.
Finalmente, R y S son cuasiconformemente equivalentes. O

5.3 Localizacién

Después de toda la maquinaria que hemos introducido hasta aqui podemos enunciar y demostrar de
forma sencilla nuestros teoremas sobre localizacién de la desigualdad isoperimétrica.

Teorema 5.2. Sea S una superficie de Riemann y sea E un subconjunto cerrado de S tal que S\ E
es una superficie de Riemann hiperbélica con A s\e(S\ E) = co. Entonces, las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) S\ E satisface DIL.

(2) So\ E satisface DIL, parae toda subsuperﬁbie So de S tal que E estd contenida en Sy, Sp \E
es coneza, y S\ Sy es una unidn finita de conjuntos cerrados de tipo finito.

(3) So\E satisface DIL, para alguna subsuperficie Sp de S tal que E estd contenida en So, So\ E
es coneza, y S\ So es una unidn finita de conjuntos cerrados de tipo finito.

(4) S\ (EUF) satisface DIL para todo subconjunto cerrado F de S que verifique: a) S\ F
satisface DIL; b) eziste un conjunto M, que es una unidn finita de conjuntos cerrados de tipo finito
disjuntos dos a dos, tal que FC M y ENM =(.

(5) S\ (EUF) satisface DIL para algin subconjunto cerrado F de S que verifique: a) S\ F
satisface DIL; b) existe un conjunto M, que es una unidn finita de conjuntos cerrados de tipo finito
disjuntos dos a dos, tal que FC M y ENM = {.

Observacién. Si E y F son subconjuntos cerrados de una superficie de Riemann S y existe un
conjunto M que es una unién finita de conjuntos cerrados de tipo finito disjuntos dos a dos tales que
FCMyENM =0, entonces E y F son débilmente separados en S.

Demostracién. La Proposicién 5.4 da que (1), (2) y (3) son equivalentes. El Lema 5.1 y la dltima
observacién dan que (1) implica (4). Por tanto, ya que (5) se sigue directamente de (4), s6lo necesi-
tamos demostrar que (5) implica (3). Pero esto es una consecuencia de las proposiciones B y 5.4: La

Proposicién B da que (S\ E) \ M satisface DIL y entonces la Proposicién 5.4 da que S\ E satisface
DIL. O

Patterson demostré en [Pat76, Teorema 4] un resultado parecido para superficies de Riemann S
de drea finita y subconjuntos cerrados discretos E.

Como consecuencia del Teorema 5.2 obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.3. Dado E un subconjunto cerrado de C con infinitos puntos, las siguientes condiciones
son equivalentes:

1) €\ E satisface DIL.

(
(2) Q\E satisface DIL, pare cualguier subdominio Q de C de tipo finito tal que E esté contenido
en €.

(3) Q\ E satisface DIL, para algin subdominio Q de C de tipo finito tal que E esté contenido
en £, '
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(4) C\ (EUF) satisface DIL para cualquier subconjunto cerrado F de C tal que C\ F satisfaga
DILy ENF = 0.

(5) C\(EUF) satisface DIL para algin subconjunto cerrado F' de C tal que C\ F satisfaga DIL
yENF=0.

Finalmente, si aplicamos n — 1 veces el Corolario 5.3 (y el Teorema 3.1), obtenemos el siguiente
resultado que fue anunciado al comienzo de esta seccién.

Teorema 5.3. Sean En,..., E, subconjuntos cerrados de (f:, disjuntoé. dos a dos, con cardinal infinito
y tales que Qo = C\ UpEy es conezo. Sea I un conjunto fuertemente uniformemente separado en
Qo y sea @ = Qo \ I. Entonces, se tiene que §) satisface DIL si y sélo si C\ Ey satisface DIL para
k=1,...,n.

Por tltimo, como consecuencia directa del Corolario 5.3 obtenemos dos teoremas de localizacién
que ya fueron anunciados en el Capitulo 1.

Teorema 5.4. Dado un subconjunto cerrado E de C de cardinal infinito, las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) C\ E satisface DIL.
(2) Q\E satisface DIL, para cualquier subdominio §) de € de tipo finito tal que E estd contenido
en .

(3) Q\ E satisface DIL, para algin subdominio Q0 de C de tipo finito tal que E estd contenido
en (2.

Teorema 5.5. Sean E,...,E, subconjuntos cerrados de C, disjuntos dos a dos, con cardinal nu-
merable y tales que Q = C\ UpE} es conezo. Entonces, se tiene que Q0 satisface DIL si y sdlo si
C\ Ey satisface DIL para k =1,...,n.



Capitulo 6

Medida p-Arménica en Arboles

6.1 Introduccién

Una funcién u en un dominio 2 de R* se dice p-arménica (1 < p < o) si la ecuacién en derivadas
parciales

Apu = —div (|Vulf™2Vu ) = 0. 6.1)
14

se verifica en {2; esta ecuacién debe ser entendida en sentido débil (ver [HKM93, p. 57]). Obviamente,
las funciones 2-arménicas son arménicas. El conjunto de las funciones p-armdnicas no es un espacio
vectorial si p # 2, pero tienen muchas propiedades similares a las funciones armonicas. Por ejemplo,
tienen un principio de comparacién: si u, v son funciones p-arménicas en Q y u < v en 91, entonces
u < ven  [HKM93, p. 133]. Es posible construir una Teoria del Potencial para la ecuacién (6.1),
porque la herramienta principal para construir tal teoria es precisamente el principio de comparacién
[HKM93].

Hay muchas razones para estudiar las funciones p-armonicas:

Sip# 2, (6.1) es un ejemplo natural de ecuacién eliptica degenerada no lineal.

La ecuacién (6.1) el la ecuacién de Euler del funcional

J(u) = /Q Vi (2)|Pda,

que es un funcional elemental con crecimiento no cuadritico si p # 2. Como consecuencia de ésto, las
funciones p-arménicas son funciones con propiedades extremales en el espacio de Sobolev W1P((Q).

Si p = n, las funciones p-arménicas Jjuegan un papel importante en la teoria de las aplicaciones
cuasiconformes y cuasirregulares.

A grandes rasgos, podemos definir la “medida” p-arménica del conjunto de Borel E C 9 en un
punto z € {2} como la funcién p-arménica en Q que toma el valor 1 en E y €l valor 0 en 99\ E,
evaluada en z. Ver [HKM93, Capitulo 11] para una definicién rigurosa. La medida arménica es
una herramienta potente en la Teoria del Potencial lineal. Una propiedad importante de la medida
armonica es su aditividad. Si p # 2, la medida p-armonica no tiene esta propiedad, es decir, no es
una medida. A pesar de esto, la medida p-arménica es una herramienta importante en la Teoria del
Potencial no lineal.

Problema abierto. Seria muy util saber si la medida p-armonica es subaditiva, es decir, si satisface
w(AUB) < k(w(A) +w(B)) para todos los subconjuntos de Borel A, B C 02, para alguna constante
k. Este es un problema abierto para todo dominio {2, incluso si Q2 es la bola unidad de R, para cada
n > 2.

79
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O. Martio planted el problema de saber si esta propiedad se satisface para la medida p-arménica
en grafos. :

En el presente capitulo de esta memoria damos una respuesta negativa a esta cuestién: la medida
p-arménica no es subaditiva en grafos para ningin p # 2. También se obtienen resultados parciales
positivos. Ademds se estudian potenciales no lineales mas generales en grafos. Antes de nada daremos
las correspondientes definiciones.

El drbol T, es un grafo regular dirigido (las aristas tienen orientacién) con vértices V, y aristas
E,.

En V, distinguimos un vértice vy como origen. Sea Z_ el conjunto de enteros positivos y M el
conjunto {1,2,...,v }. Si definimos M® = {0}, para cada I € M* y k € Z_, tenemos un vértice
vr € V,,. La generacion k del 4rbol es : '

El conjunto de hijos de un vértice v; € V), se define como H,, = {v1,...,vrm }. Denotaremos por
[v,w] la arista que une los vértices v y w. Definimos el conjunto de aristas E, del drbol T, del
siguiente modo: la arista [v,w] € E, si y sélo si w € H,. Obsérvese que si [v,w] € E, entonces
[w,v] ¢ E, (T, es un grafo dirigido). _

Los arboles regulares son modelos adecuados para bolas en espacios euclideos.

Por una funcidn en T, nos referiremos a una funcién con valores reales definida en el conjunto V,

de vértices de T, y por un campo de vectores a una funcién con valores reales definida en el conjunto
FE, de aristas de T,,.

Si u es una funcién en T, su gradiente Vu es el campo de vectores definido por la férmula
Vu(v,w) = Vu([v,w]) = u(w) —uv).

Si U es un campo de vectores en T, su divergencia, denotada por div U, es la funcién en 7,
definida como

div U(v) = > U(fv,u)])

weH,
(el valor de U en la arista que acaba en v no se tiene en cuenta).
El p-Laplaciano de una funcién u en T, (1 < p < 00) es la funcién en T, definida como

Ayu = —div (|VufP2Vu).
Destaquemos que Ag es el Laplaciano discreto usual. De hecho,
Agu(v) = Y (u(v) — u(w)).
weH,

Decimos que una funcién u en T,, es p-armdnica en v € V, si Apu(v) = 0. Como es usual, cuando
p = 2, estas funciones se llamaran funciones arménicas. La funcién « es arménica en v si y s6lo si

wEH,

Siv =1o0v =2, la situacién degenera y toda funcién p-armoénica es armdnica. Obsérvese que
esto es similar en el caso continuo: toda funcién p-arménica en un subconjunto abierto D C R es
armonica en D. Por consiguiente en lo sucesivo consideraremos sélo el caso v > 2.
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Notacién. Fijemos una constante real @ > 0. En lo que sigue, por simplificar, usaremos la expresién
t* para denotar la extensién impar de la funcién t® definida, para t > (:

t*=t[f*"!,  para teR. _ (6.2)

En particular t? = t|t| es negativo si t en negativo, de modo que es diferente a la notacién usual. A

lo largo de este capitulo usaremos t* sélo con el significado (6.2) y no otro. Esperamos que no haya
confusién.

Con esta notacién el p-Laplaciano en un vértice v es

Bgu(v) == 3 (uluw) — ufw))?~".

weH,

Estos conceptos sobre grafos tienen conexiones importantes con la Teoria del Potencial en varieda-

des Riemannianas (ver por ejemplo [Kan85)], [Kan86al, [Kan86b], [FR92], [CFPRY9), [HS], [Rod94a],
[Rod94b], [Soa93]).

Si A es un subconjunto de vértices contenidos en Gy definimos la “medida” p-arménica de A,
denotada por wy(v, A), como la funcién definida en Gy U ... U Gr, que toma el valor 1 en A, el valor 0
en Gn \ A, y es p-armoénica en Gy U ... U G,,—;. Denotamos wp(A) = wp(vy, 4).

Las siguientes son algunas propiedades elementales de la medida p-armonica;

(a) wp(®) =0,

(b) wy(Gr) =1, :

(¢) wp(Gn\ A) =1—w,(A), para todo A C G,,.

La “medida” p-arménica es de hecho una medida si y s6lo si p = 2. Cuando p # 2, nos gustaria

estudiar cudndo w es subaditiva, es decir, si existe una constante positiva k, que sélo puede depender
de v y p, tal que

wp(AU B) <k (wp(A) +wy(B)) para todo A,B C G,
y para todo nimero natural n.

Consideremos la siguiente generalizacién de la medida p-armonica. Sea R, el semieje positivo
cerrado. Sea F : R: — Ry una funcién continua tal que F(0,0,...,0) =0y F(1,1,...,1) = 1.
Diremos que una tal funcién F es admisible. En lo que sigue, toda funcién denotada por F ser

admisible. A lo largo de este capitulo consideraremos funciones admisibles que satisfacen alguna de
las siguientes condiciones adicionales:

(i) F(z,z,...,z) =, 2 > 0;

(i) F es no decreciente con respecto a cada argumento y ademds F(zy,z3,...,1,) > 0 si se tiene
que (z1,Z2,...,T,) # 0O

(iii) F(zy,29,...,1,) = F(.’ET(I),.’L'T(Q), -+ Z7()) para cualquier reordenacién 7 de {1,2,...,v};

(iv) F(txy,tzq,. .., tz,) =tF(z,39,...,3,), T1,%9,..., Ty, t € Ry

(v) F(z1,z9,...,1,) < max (z1,%2,...,7,) sino se tiene ; = 29 = - .. = Ty,
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Es obvio que cualquier funcién admisible que satisfaga (iv) también satisface (i).

Obsérvese que si F es estrictamente creciente con respecto a cada argumento, (v) se sigue de (i).

Sea n > 0, y sea u una funcién no negativa sobre Go UG U Ga U --- U G,. Decimos que u es
F-arménica en Gy UG1 UG U ---UGp—y si

u(v) = F(u(vl),u(vg), e ,u(v,,‘)) (6.3)

para todo v, vy, vy,...,v, € GgUGL UGy U+ UGy, cuando H(v) = {v1,v2,...,v,}. Es directo que
(6.3) define una continuacién nica de cualquier funcién no negativa en G, sobre GoUG1U---UG,,.
Llamaremos al valor u(vg) en el origen del 4rbol la medida F-arménica de u|G,,. Si u|Gy, es la funcion
indicadora de un subconjunto A de Gy, entonces escribimos

wr(A) = u(vp).

Para cada p € (1,00), podemos definir una funcién Fy, : R” — R mediante la regla implicita
Fyla1,a2,...,0,) =z si (z—a)P 4 (z—a)P 14+ (z—a)f P =0 (6.4)

Entonces las funciones Fp-arménicas son las mismas que las funciones p-armoénicas. Esta funcion
F, tiene todas las propiedades (i)-(v) (de hecho, es estrictamente creciente con respecto a cada
argumento), ademds de las siguientes:

(vi) F ests definida en todo R”, y ademds F(t + z1,t + z3,...,t +z,) = t + F(z1,22,...,2,) para
todo z1,%3,...,Z,,t € R;

(vii) F(1 —z1,1 —2,...,1 —2,) =1 — F(z1,%2,...,Zu), Z1,%2,...,%, €[0,1].

Mediante diferenciacién implicita en la ecuacién (6.4) obtenemos que F, € C*(R”).

Obsérvese que si una funcién admisible F' satisface (iv) y (vi) para todo x1,2,...,%,,% € R,
entonces satisface la condicién (vii).

En general, no supondremos que se cumplen todas las condiciones (i)-(vii).

Para cada F admisible, wr satisface las propiedades (a) y (b) de wp. Si F satisface (ii) y (vii),
entonces wp también satisface (c).

Hay funciones F' interesantes que satisfacen sélo una parte de las propiedades (i)-(vii). Consi-

deremos las funciones Fy 4, ,....,4, (A1,A42,..., 4, > 0) que generan las funciones p-armdnicas con
pesos, definidas por la regla implicita

Fp A, 45,4, (01,02,...,0)) = T si Ay(z — al)“’—1 + As(z — ag)”‘1 +-+ Az - a,,)p_1 =0.

Entonces Fj 4, 4,,.,4, satisface (i), (ii) y (iv)—(vii) (de hecho, es estrictamente creciente con
respecto a cada argumento), pero no satisface (iii) (a no ser que 4; = 4; = --- = A,). Obsérvese
que Fpa.4,.,4 = Fp.

El problema de Martio para wp plantea si la desigualdad
wr(AUB) < k(wp(A) + wr(B)), (6.5)

es cierta, donde A,B C G, vy k no depende de A, B,n. Se puede plantear también el problema de
Martio débil:

. ., . =2 = .
;Existe una funcién continua ¢ : R, — R4 no decreciente en cada argumento tal que $(0,0) =0

wp(AU B) < ¢(wr(A),wr(B)) (6.6)

para todo n y todo A, B C G,?
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En otras palabras, sabiendo que wr(A4), wr(B) son (muy) pequefios, ;podemos concluir que
wr (AU B) es también pequefio?

Obviamente, (6.6) es mucho m4s débil que (6.5).

Dos subconjuntos A, B de G, se llamardn congruentes si hay un isomorfismo del grafo Gy U
Gy UGU--- UG, en si mismo que deja cada G invariante y lleva A en B. Para estos conjuntos,
obviamente, wp(A) = wp(B) para todas las funciones admisibles F que satisfagan (iii).

De ahora en adelante, consideraremos el caso v = 3 de cara a simplificar la notacién y las
demostraciones de los Teoremas 6.1 y 6.2; de cualquier manera, sefialemos que estos resultados son
ciertos para cualquier v > 2. M4s tarde haremos algiin comentario sobre grafos v-regulares (ver la
Observacién 3 mas abajo).

Teorema 6.1. Supongamos que F satisface (ii)—~(iv), y F(ao,bo,co) < V/aghoco para algunos ag, bo,
Co positivos. Entonces para cada n > 0, ezisten conjuntos congruentes B,(LO), B,(ll), B,(,,z) de G, tales
que Gsy, = B,(,,O) U BT(,,I) U Bg) Y wp( ,(,0)) — 0 cuando n — oo.

Se sigue que si F satisface las hipéStesis del Teorema, 6.1 entonces las respuestas al problema de
Martio y al problema débil de Martio son negativas. De hecho, (6.6) y el Teorema 6.1 implicarian

1=wp(BY UBM UBP) < (wp(BY), p(wr(BY),wr(BR))) = 0
cuando n — oo.

Corolario 6.1. La respuesta al problema de Martio débil para la medida p-armdnica es negativa
pare todo p # 2.

Demostracién. Pongamos ag = by = 1 y ¢y = v®. Entonces
(u—ao)” + (u— )P + (u— )Pl = (u— P12 — (u+ u?)P~1).

Para cada p # 2, existe u (cercano a 1) tal que (u — ag)P~! + (u — by)P~1 + (w—c)P1 >0, lo que
da F((J,(), by, C(]) <u= \3/ agbgcy. ]

Denotemos por Rj el tridngulo Ry = {(z,y,2) € @i cT+y+z=1}yporg= (%, %, %) su centro.
Denotemos por “dist” la distancia euclidea usual.

Teorema 6.2. Supongamos que F satisface (iv) y (v).

(a) Si para algin e > 0, F(z,y,2) > Yzyz + € dist ((z, , z),q)2 para todo (z,y,z) € Rz, entonces
existe N > 0 tal que wp > wév.

(b) Si para algin C > 0, F(z,y,z) < ,3/1:yz+0dist((x,y, z),q)2 para todo (z,y, z) € R3, entonces
existe M > 0 tal que wp < wé"’.
En consecuencia, si tenemos que

Yryz + ¢ dist((z, Y, 2), q)2 < Fz,y,2z) < ¥zyz + C’dist((cc, Yy 2), q)2 (6.7)

en R3 para algin e,C > 0, entonces existen constantes positivas M, N tales que wév Lwr < wé"[ .
En particular, lo respuesta al problema de Martio débil es positiva, porque

wr(AUB) < (wp(A)YN + wp(B)HN)M

para todo conjunto de vértices A y B.
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Obsérvese que las estimaciones de arriba para F y su homogeneidad (iv) implican de hecho ciertas
. =3
estimaciones para F en todo R}.

Observaciones ,
1. Supongamos que F es dos veces diferenciable en g, F(q) < 1/3 y se verifica (iii). Entonces (iii)
implica que los valores de %(q)- son los mismos para ¢ = 1,2,3. La férmula de Taylor da que la

desigualdad de la derecha en (6.7) se satisface en R3 en un entorno de g, y por tanto en todo R
(para un C suficientemente grande).

2. Sise cumple (vi) y F(x y,2) > JTYz en R +, entonces F(z,y,2) = ﬁgﬂ'f en ﬁi. De hecho,

pongamos s = ﬁt%ﬂ, =s5+%,y=s5+9, z=s-+Z Entonces para z, y, z fijos, existe algin
e =¢(z,y,2) >0y 6 =d(z,y,2) > 0 tales que
s+ tF(z,4,3) = F(s +t%,s + t§,s + t2)
> /(s + t)(s + tg) (s + t2)
> 8- et?

para todo ¢t € (—4,6). Haciendo tender ¢ — 0, obtenemos F(Z,§, £Z) = 0, y obtenemos que F(z,y,z) =
s. De este modo (vi) y F(z,y,2) > ¥zyz implican trivialmente que wr = wy.

Esto da una demostracién alterna.tlva al Corolario 6.1

En lo que sigue aplicaremos los teoremas 6.1 y 6.2 a subconjuntos de Cantor de G,. Esto nos
llevar4 al uso de funciones F que no satisfacen (vi).

3. Resultados analogos a los teoremas 6.1 y 6.2 se cumplen para grafos v-regulares para cualquier
v > 2. Sélo tenemos que reemplazar R3 con R, = {z € E: a2z, = 1}, Yoyz con
YT1T2 ... T, y poner g = (v, vt . ,v~1) € R”. Explicaremos en la seccién 6.2 cémo cambiar las
demostraciones para que cubran el caso general.

Como consecuencia del Teorema 6.2 y de la observacién 1 obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 6.2. Supongamos que F es dos veces diferenciable en q y (iii)~(v) se cumplen. Entonces
existe M > 0 tal que wp < wé‘/[.

De cara a establecer los siguientes resultados necesitamos algunas definiciones adicionales.

Definimos el conjunto de descendientes de un vértice v, denotado por D,, del siguiente modo:
(a) v es un descendiente de v, '

(b) si w # v, w es un descendiente de v si y sélo si w € H, y q es un descendiente de v.
SiAC G,y A C Gy, conn <n', decimos que A y A' son conjuntos equivalentes si A’ es el
conjunto de todos los descendientes de vértices en A que estdn en Gy, es decir,

=<UL€JAD,,)ﬂGn,.

Si A y A’ son equivalentes tenemos que wr(A) = wp(A') para toda funcién admisible F. En lo
sucesivo identificaremos conjuntos equivalentes, y entonces podremos escribir A’ C G, y A C G-

Tenemos los siguientes resultados:

Teorema 6.3. Consideremos un conjunto fijo E € Gy. Para cada v > 2 y cada funcién admisible
F que satisfaga (ii) y (vil) eziste una constante positiva k que depende sdlo de v, F y E tal que

wr(AUB) < k(wp(A) + wr(B)) para todo A)B C G, con AUB=FE,

para todo numero natural r > n.
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Denotaremos por k(E) la mejor constante en el Teorema, 6.3.

El siguiente Corolario da un resultado parcial posifivo sobre subaditividad.

Corolario 6.3. Consideremos un niémero natural n fijado. Para cada v > 2 y para cada funcidn
admisible F' que satisfaga (ii) y (vii) eziste una constante positiva kn, que depende sélo de v, F yn
tal que o o

wp(AU B) < kyp (wr(4) + wp(B)) para todo A,B C G, con AUB C G,
para cualquier nimero natural r > n.

Este Corolario da un resultado parcial positivo al problema de Martio. Para deducirlo del Teorema
6.3, es suficiente poner como k,, el miximo de k(E) para E C G,,.

Los siguientes resultados conciernen a la siguiente cuestién: ;se cumple la desigualdad de Martio
(6.5) o su andlogo mas débil si suponemos adicionalmente que A, B son subconjuntos de H,,, donde
H, C G}, son conjuntos fijados tales que wr(Hy,) = 0 cuando n — co? -

Primero sehialemos que, como queda dicho, la desigualdad de Martio débil (6.6) siempre es cierta
en esta situacién. De hecho, sea I, un conjunto de un sélo punto en Gy. Tomemos cualquier funcién
continua 1(z, ), que sea creciente con respecto a z e Y ¥ que satisfaga 1(0,0) = 0, w(O,wF(In)) =
P(wr(l,), 0) > wr(H,) para todo niimero natural n; entonces (6.6) se cumple trivialmente para este
Ysi A,B C H,.

En lugar de (6.6), estudiaremos la siguiente desigualdad de Martio “intermedia”:

wr(AU B) wr(A) wp(B)
WF(Hn) <Y (wF(Hn) , wF(Hn)> .

(6.8)

En primer lugar necesitamos la definicién de producto de dos conjuntos de vértices. Dado D C G,
y E C Gy, escribimos

DXE:{’U[JZ vr €D, UJEE}CGT+S.
Este producto satisface las leyes distributivas con respecto a la unién y a la interseccién de conjuntos:
Ax(BUC)=(AxB)U(AxC), Ax(BNC)=(AxB)n(AxC).
Tenemos que wp(D x E) = wp(D)wr(E), para toda funcién admisible F y todo conjunto D y E.

Teorema 6.4. Siv > 2y F es una funcién admisible que satisface (ii), (iv) y (vii), entonces
k(D x E) < k(D) k(E) para todo D, E .

Sea2 < pu < v,y sea Cy.,1 cualquier conjunto fijado de G con # puntos. Definimos el subconjunto
de Cantor C, ,, de G, por
Cun =@,1 X xCyy.

—
n

Obviamente, wr(C), ) = wr(Cu1)™ = 0 cuando n — co. Estudiaremos (6.8) para H,, = Cun-

Teorema 6.5. Para cada funcién F,, conp>2 ycadav >2
kE(Can) =1 para todo n,

asi la desigualdad de Martio (6.5) se cumple si AUB = Copn.
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Corolario 6.4. Para todo v > 2,n > 1 y todo E tenemos que
(1) Kk(Gn x E)=k(E), sip>1.
(ii) k(Can x EY < k(E), sip>2.

Corolario 6.5. Consideremos un nimero natural fijo n. Para cada v > 2 yp > 1 hay una constante
positiva ky (la misma constante que aparece en el Corolario 6.3) que depende sélo de v, p yn tal que

wp(AU B) < kn (wp(4) + wp(B))

para todos los conjuntos A, B que satisfagan cualquiera de las condiciones:

(i) AUB C Gy,

(id) AUB = G, x D, con v un mimero natural y D C Gy,

(#15) AUB = Gy X Oy X ... X Gpy X Co 5, X D, cON T14..0,7g, 81, .0, 8¢ ndmeros naturales y
DcG,, sip>2.

El Teorema 6.5 no es cierto parav > 2y 1 < p‘< 2. De hecho, tenemos que

(ver Lema 6.8 mds abajo).

Pongamos ¢ = F(l,...,l,O,....,O) y F(zy,...,2,) = 0 F(z1,...,2,4,0,...,0). Es inmediato
N e’
1 :
que para A C Cyyp, wr(A)/wp(Cpp) = wp(A). Si F satisface (i)~(iv), entonces F' también satisface
estas propiedades. Si F es estrictamente creciente en .cada variable y satisface (iv), entonces F
satisface (v). ' ‘

Teorema 6.6. Sea2 <pu<vyH,=
(a) Si F satisface (ii)-(iv) y

: F(:El,...,l‘u,o,...,O) <OoYT1T2..-Ty

para algin z1,...,T, € R.., entonces la desigualdad de Martio intermedia (6.8) no se cumple.
(b) Supongamos que F es estrictamente creciente en cada variable y es dos veces continuamente
diferenciable en (1,...,1,0,...,0). Si F satisface (iii) y (iv) y existe un € > 0 tal que

e

F(zi,...,2,,0,...,0) > o ¢/z172 .. xﬂ+ez = 1/p)? (6.9)

j=1

para todo (z1,...,2,) € R, entonces existen C,p > 0 tales que

wr(4 U B) wr(4) +wr(B)\’
wﬂQm)gc( wr(Cp,n) )

(6.10)
para todo n y todo A, B C C), 5.

Teorema 6.7. (a) Sea 2 <y < v. Entonces ezisten §,C, p positivos tales que (6.10) se cumple para
F = F, para todo p € (2 — 4,2+ 0).
(b) Si u =2, entonces existe § > 0 tal que para cualquier p € (2 — 6,00) existen C >0y p > 0 tales
que (6.10) se cumple para F = F,.
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6.2 Pruebas de los Teoremas 6.1 y 6.2

Denotaremos por dR, la frontera relativa de R, como subconjunto del plano afin P = {zeRrR:
ry+ -+ 1z, = 1}. Pongamos S(z1,22,...,2p-1,1,) = (z2,73,...,%,,21). Entonces S es una
transformacién lineal ortogonal de R” tal que S = I. Consideremos en primer lugar el caso v = 3.

Hagamos la siguiente observacién. Sea k € N. Cada conjunto E C Gy se puede representar de
forma tnica como

E = {’UU T Up € A} U_{"U2] U1 € B} U{’Ug[ tvr € C}
para algunos subconjuntos A,B,C de Gi_;. Escribiremos E = (A4,B,C), y entonces wp(E) =

F(wr(A4),wr(B),wr(C)).
Tenemos la férmula,

(A1, By, 01) U (AQ,BQ,OQ) = (Al UAy, By U By,C1 U Cg) . (6.11)

Recordemos el Teorema, 6.1.
Teorema 6.1. Supongamos que F satisface (if)(iv), y F(ag, by, co) < Yagbocy para algunos ag, by,
¢y positivos. Entonces para cada n > 0, ezisten conjuntos congruentes B7(10), B,(ll) s B,(?) de Gs3, tales
que Gz, = B,(IO) U B,gl) U BT(LZ) Y wg (By(LO)) — 0 cuando n — oo.

Demostracion. Sean ag,by,co € (0,+00) y F(ao,b0,c0) < Vaobocg. Por la propiedad (iv) de F,
podemos suponer que aghgcy = 1. Existen subconjuntos cerrados Ag, A; = S4,, Ay = S2Aq de AR;3
tales que AgU Aj U Ay = 0R3 y

Ay C {(z,y,2) € P: zlogag +ylogby + zlogcy < 0}. (6.12)

Para ver esto, dividamos P en tres dngulos iguales 20y, 2, 2> de tamafio 27” con vértice comiin en ¢
y pongamos A; = 2; N dR3. La frontera del semiplano en P que aparece en (6.12) contiene a ¢q. De
esto se infiere que hay una posicién de 2; adecuada.

Escojamos a, b, ¢ ligeramente més grande que ag, by, cg, respectivamente, de modo que abc > 1,
pero F(a,b,c) < 1. Podemos suponer también que atn se tiene

zloga+ylogh+zloge <0 para (z,y,z) € Ay. (6.13)
Definimos subconjuntos B,(le)m de Geqrym para j = 0,1,2 y k,I,m € Zyy, k+1+m > 0 por

induccibnen n =k +1 + m.
La regla de induccién es

Bitm = (B B oy B y)  pora b lym 2 1, (6.14)

y no depende de j. Las “condiciones de frontera” son
k,l,m w’ Si (

(aquin =k+l+m>1ykime Zy, klm = 0). Esta definicién es correcta, y se prueba por
induccion en n = k + ! + m, usando 6.15 (para n = 1), (6.11) y (6.14), que

) €4
)€6R3\Aj

)

(6.15)

Sl 3ix
S~ F |~

m
'n

m
n

? ?

0 1 2
Bl(c,l),m U Bl(c,l),m U B/(c,z),m = Gititm (6.16)

para todo k,I,m > 0con k+1+m > 1.
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A continuacién aplicamos induccién de nuevo en n =k + [ 4 m para demostrar que
0 k=l — .

wp(BY,) <aFotem. (6.17)

Si klm = 0, entonces B,(c?l)m se ha formado por la regla (6.15), y podemos suponer que (£, L ™) ¢ 4,

n'n’n
(en otro caso B,(C?l),m =0, y (6.17) es cierta). Entonces wF(B,(C?) ) = wr(Gr) =1, y (6.17) se sigue

Iom
de (6.13). Si klm > 0, entonces la hipétesis de induccion da

I . o

wr (Bl ) = F(wr(B, ) 0p (B ) wr (B )
< F(a—k+1b—lc—m a—kb—l+1c—m,a—kb—lc——m+1)
=a " blc™F(a,b,c) < a”Fb7leT™.

Ahora pongamos BT(LJ ) = B,(f;%,n. Como SAg = A1 vy S?Ag = A,, los conjuntos B,(-,,O), B
son congruentes. A continuacién (6.16) da B U BV uB® = Gsn. Ya que abe > 1, (6.17) implica

que wF(By(LO)) — 0 cuando n — oo. d

(1) g

n T

Lema 6.1. La hipdtesis (a) del Teorema 6.2-implica que para-algin a > 0,

xa+ya+za la —3
(—_"“_3'— S F(m7y7‘z)1 (:L‘,y,Z) € R—f—'

La hipétesis (b) del Teorema 6.2 implica que para algin 5> 0,

' B o8 B\YP .
F(w,y,Z)§<§—+y3L) . (@,y,2) €K,

Demostracién. La expresion (-z-—i'%—t‘f—) es una funcién creciente de a, 0 < a < oo [HLP34,
Capitulo 2].
Supongamos que se tiene la hip6tesis (a) del Teorema 6.2. La férmula de Taylor da

o [4] 4 1/(1 ]. - 1 :
(gi——j—yz;l) = - 4 (aT +0(1)> diSt((w,yaz)aq)z

1

~ 3 ; | (6.18)
\3/1:—y5 = 5 + (——2- + O(l)) diSt((-’E,y,Z),Q)Z

siz+y+2z =1, (z,y,2) — q. De este modo existen ap > 0 y un disco abierto If en el plano P, centrado
en g, tales que (W)l/ao < F(z,y,2) si (z,y,2) € U. Por tanto (ﬂﬂ;&z—i) e < F(z,y,2)
en U para todo a € (0, apl.

Sea 7 el radio de Y. Para unos puntos fijados z,y, 2, (xa—“';L“i)l/a — YTyz cuando o — 0

[HLP34, Capitulo 2]. Por el Teorema de Dini [Rud64, Teorema 7.13], esta convergencia es uniforme
para (z,y,z) € Rs. Por tanto hay un a € (0, o] tal que

o o a\ /e
(E__t%ii,) < YEyE +er? < Fla,y,2)

e a4 « 1/0{ —
para (z,v, z) € R3\U. Concluimos por (iv) que F(z,y,z) > (u}/gi) para todo (z,y,2) € Ri.

Si la hip6tesis (b) se cumple, entonces (6.18) da que existe un disco U como antes y algin

) 1/8 . .
mas grande tales que F(z,y,2) < (W) *enl. Se signe de la propiedad (v) de F' que
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F(z,y,z) < max(z,y,z) — 0 en Ry \ U para algin § > 0. Ya que (ugu) N max(z, y, 2)

uniformemente en R3 cuando a — oo, se sigue que para algin 8 > fy,

mﬁ+yﬂ+zﬂ)1/ﬁ

F(way,Z)s( 3

en R3, y hemos concluido. ’ _ ‘ , 0

Recordamos ahora el Teorema 6.2.

Teorema 6.2. Supongamos que F satisface (iv) y (v).

(a) Si para algﬁn £>0, F(z,y,2) > ,3/a:yz+€dist((.’1¢,y,z),q)2 para todo (z,y,z) € R3, entonces
existe N > 0 tal que wp > wév.

(b) Si para algin C > 0, F(z,y,z) < Yzyz+C dist((z, y, 2), q)2 para todo (z,y,z) € Rs, entonces
existe M > 0 tal que wp < wé/[.

En consecuencia, si tenemos que

Vzyz + e dist((z, y, 2), q)2 < F(z,y,2) < Yzyz + Cdist((z, v, 2), q)2

en Ry para algin €,C > 0, entonces existen constantes positivas M, N tales que wé\’ <wp < wé\l .
En particular, la respuesta al problema de Martio débil es positiva, porque

wr(AUB) < (wp(A)YN +wp(B)H/V)M

para todo conjunto de vértices A y B.

Demostracion. Supongamos que se tiene (a), y sea & como en el Lema 6.1. Probaremos por induccién
en nque para X C Gy, wp(X) > wa(X)Ve. El Lema 6.1 da esto para n = 1. Si la desigualdad es
cierta paran — 1y X C G,, entonces X = (4, B, C) para algin A, B,C C G,_1, y obtendriamos
wF((Aa B, C)) = F(L‘)F(A)?“JF(B), wF(C))
. (wF(A)a +wr(B)* + wp(C)® ) e
- 3

w w w l/a
>< 2(A)+ ZgB)"' 2(O)) =w2(X)1/a'

Si se cumple (b), entonces de forma similar obtenemos wp < w;/ f Estas desigualdades implican
que ’
wr(AU B) < wy(AUB)YA
< (wa(4) +wn(B))

< (wp(A)* + wF(B)a)l/ﬂ ,

de modo que la desigualdad de Martio débil (6.6) se cumple. O
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6.2.1 El caso de v arbitraria

Lema 6.2. Hay un conjunto denso D del plano Py ={z € R” : 1 +--- +z, = 0} tal que para todo
r € D, los vectores T, Sr,...,S" " lr generan Py. S

Demostracion. Existe al menos un tal vector, » = (1, ~1,0,0,...,0). El criterio del determinante
para la dependencia lineal muestra que la propiedad en cuestion puede fallar s6lo en una subvariedad
algebraica de Py de codimension uno. t

Lema 6.3. Sea r € D. Entonces los conjuntos

Aj={z€dR,: (z—¢q,57) Osrknillr}x_l(m q,5r)}

son cerrados, satisfacen STAg = Aj para j =1,2,...,v—1, AgUA U---UA,_1 =0R,, y

o 0. ‘ 6.19
mﬂgg})(ﬂr q,7) < (6.19)

Sefialamos que de hecho, (g, S7r) = 0 para todo j y todo 7 € P.

Demostracidn. Demostraremos (6.19) (las demds propiedades son claras). Como los vectores S7r
generan Py, tenemos que Z;;é {x — q,577)| # 0 para z € OR,. Supongamos z € Ag, y pongamos
t; = (z — q,5%r). Entonces Ej;é It;| # 0, z]”.;é tj=(x—¢q0) =0yt <tjpaal <j<v-Ll
Estos tres hechos implican £ < 0. ' _ O

Sea F(z1,...,7,) una funcién admisible que satisface las propiedades (ii)—(v), y consideremos la
correspondiente medida wg sobre T,,. Los Lemas 6.2 y 6.3 nos permiten repetir la construccion del
Teorema 6.1 y obtener conjuntos congruentes BT(LO), B.,(ll), e Bg”_l) de G, cuya union es G, v tales
que wg (BT(LO)) — 0 cuando n — co. Sélo tenemos que elegir (a?,ad, ..., al), que ahora juega el papel
de (ao, bg, co), de modo que (loga?,logad,...,loga)) € D. El resto de la demostracién es similar. La
demostracién del Teorema andlogo al Teorema 6.2 para grafos v-regulares no necesita modificacion.

Senalemos que la respuesta al problema de Martio débil para la medida p-armoénica en grafos

v-regulares ain es negativa para p # 2. De hecho, si p # 2, entonces existe u cercano a 1 tal que
F(1,1,...,1,u") <u = vu.

6.3 Pruebas de los Teoremas 6.3 y 6.4

Definamos una sucesién de funciones {F"} del siguiente modo:
F™ es una funcién de v™ variables reales con

FYzy, ... ,z,) = F(zy, ... ,1,)

Fz(mla ,:17,/2) = F(Fl(wlv ,.'II,/), aFl(muz—l/+17 awll'z))

F"(.’III, ,.’L'Vn) = F(Fn—l(m]_, ,l',,n-—l), PN ,Fn—1($,/11_,,n—l+l, PN ,.’I,',,n))

En G, hay v™ vértices. Los podemos ordenar alfabéticamente:

V1,110 <UL 12 < < Uy ww-1 < Uy uwe
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Para cada subconjunto E de Gy, definimos 6% € {0,1}*" como sigue. La coordenada i de 6%

denotada por 5iE es 1 si el i-ésimo vértice de G, estd en E, y 0 si no estd en E. Entonces tenemos
que wp(E) = F(5F).

Notacién. Sia = (a1, ... ,an), b= (b1, ... ,bn) , escribimos

a.-bz(albl,...,aNbN), 12(1,...,1), 02(0,...,0).

Repetimos aqui el enunciado del Teorema 6.3.

Teorema 6.3. Consideremos dn'conjunto fijo E € G,. Para cada v > 2 y cada funcidn admisible
F que satisfaga (ii) y (vii) eziste una constante positiva k que depende sélo de v, F y E tal que

wr(AUB) < k(wp(A) + wr(B)) para todo A,B C Gy con AUB=E,

para todo nuimero natural r > n.

Demostracidn. El enunciado es trivial si E = . Consideremos E € G, con E # § y fijemos Ay B
con E'= AU B. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que AN B = 0, ya que F satisface (ii).

Sean wy < wy < -+ < wyn los V™ vértices en G,. Escribamos z; = wr(wi, A),yi = wp(w;, B)
para 1 <4 <v" &= (21, ... ,Zpn), ¥y = (Y1, --. ,yy»). Tenemos wr(A) = F*(z) y wr(B) = F™(y).

Obsérvese que z; +y; = 67 para 1 < i < ™. Esto es obvio si §F =0. Si 6F =1, el hecho es
una consecuencia de la propiedad (c) de wr (esta propiedad es cierta porque F satisface (ii) y (vii))
Entonces z +y = 6%,

Por consiguiente wr(A4) = F*(6% - 1) y wp(B) = F™(6E . (1 - z)).

Consideremos la funcién g(z) = F™(6% - 2) + F*(6F - (1~ 2)) con z € [0,1]“".

Como E # @, tenemos que 6 # 0; esto y (ii) implican que g9(z) > 0 para todo z € [0,1]". La
continuidad de g da que M = min{g(z) : z € [0,1]""} > 0.

Se tiene

wr(E)
M

or(B) < PN (68 0 4 PH(6E - (1)) =

[wr(A4) + wr(B)).

Por tanto, el Teorema 6.3 queda probado con k = wp(E)/M.

Si 2% € [0,1]"" es tal que g(2°) = M, para todo € > 0 podemos elegir A, B C Gy con N grande
tal que A, UB, = E y |6F - 20 — zf| < e si zi = wr(w;, Ag).

Esto implica que k(E) = wr(E)/M. O

Enunciamos de nuevo el Teorema 6.4.

Teorema 6.4. Siv > 2 y F es una funcidn admisible que satisface (ii), (iv) y (vii), entonces

k(D x E) < k(D) k(E) para todo D E .

Demostracion. Consideremos D C G, y E C G5. Sean wy < -+ < wyr los v vértices de G, y
ty < - <uys los v® vértices de Gs. Siw; = wy, uj = uy, entonces escribimos w; Xu; =vry €G
Recuérdese que D x E = {w; x uj : w; € D, u; € E}.

Sean A,B C Gy, n>r+s, AUB = D x E. Pongamos z; = wr(w; X uj, A), ' = (k... ,2%,)
(agquis =1,2,...,07).

La demostracién del Teorema 6.3 da que

r+s:

F' (6P . y) + FT (6P - (1 = y)) > para todo y € [0, 1]" (6.20)
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F(6F . 2)+ F*(6% - (1 —2)) > para todo z € [0,1]*".

. Podemos usar estos hechos ya que F satisface (ii) y (vii).

Consideremos z!, ... ,z*" € [0,1]"" definidos mas arriba. Entonces tenemos
F3(6E - 2%y + FS (6% - (1 — 1Y) > wr () para 1<i<V".
_ k(E) :
Pongamos
; = FS(6% -2Y), z=—=F5(6"-(1-2"), ara 1 <1<,

Entonces y;,2;, >0y y; +2; > 1.

Definimos y; = min{y;,1},z" =1 — y}. Tenemos

0<yf <l y  0<z <], (6.21)
yi < i, (6.22)
z; =1~y =1—min{y;, 1} = max{1l — y;,0} <max{z;,0} = z. (6.23)

Por tanto
wp(A) +wp(B) = FT(6PF*(8% - at), ..., 87 F (6% "))+

+FT(SPF(65 - (1 —2Y), ... , 0B F (6% - (1 —2¥"))) =

_ wr(E)

= (B [F™(6Py1, ... ,6By,r) + F* (6P, ... 60 2,)] >
wr{E . . . . .
2 ]{IF(|(E')) [FT(51Dy17 ’5VDTyw‘) + F (5lev s 7519'21/7')] =
wr(E)

[F7(8P - y") + F7 (37 - (1 - y"))] >

5 wr(B)wp(D) _ wr(D x E)
= %(E) kD) _ kDE)

La definicién de z* implica la primera desigualdad; (iv) da la segunda; (ii), (6.22) y (6.23) implican
la. primera desigualdad; (6.20) y (6.21) dan la dltima. Entonces

wr(D x E) < k(D)k(E)[wr (A) + wr(B)]

y por tanto k(D x E) < k(D)k(E). O
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6.4 Demostraciéon del Teorema 6.5

Obsérvese que el Teorema 6.4 da el enunciado si demostramos antes que k(C>,1) = 1. Definamos la
funcién

9(z,y) = Fy(z,4,0, ...,0) + Fp(1 — 2,1 — 4,0, ...,0).

Sean A, B C G, conjuntos disjuntos tales que AU B = Cy1. Sean w;, ws los dos puntos de C, 1LY

7 = wp(w1, A), y = wp(wy, A). Entonces wy(A) + wy(B) = g(x,y). La demostracién del Teorema 6.3
implica que

k'(CZ,l) — wP(C2,1)

- 6.24
ming ,efo,1] 9(z,y) ( )

(¢ es continua en [0,1] x [0,1]). De cara a calcular el minimo de g, necesitamos un poco de anilisis
elemental.

En lo que sigue usaremos la notacién o :=p — 1.
Sea R;p.(t) la solucién de la ecuacién

a(t—R)*+b(1 - R)*+c(-R)*=0

Existe solucién tinica de esta ecuacién para cualesquiera niimeros reales positivos a, b, c. Sélo estare-
mos interesados en enteros positivos a, b, ¢; en este caso tenemos

Rase(t) = Fylt, ... ,t,1,...,1,0, ... ,0),

donde t aparece a veces, 1 aparece b veces, 0 aparece c veces, y a + b+ ¢ = v. Esta funcién tiene
muchas propiedades, que podemos resumir en los siguientes lemas. Escribamos

L=bYo /e 4 M2 L=1+ (c/a)Ve.
Nétese que I <1 < L.

Lema 6.4. Consideremos enteros positivos a,b,c con a +b+c = v yp>1(a>0). Para cada real
t tenemos:

6.4.1. tRpc(1/t) = Rape(t), sit#0.

6.4.2. Rup(1—1t) =1 — Ry(t).

6.4.3. Rape(0) = 0V%/[(a+ )V +b2] y Raupe(1) = (a + b)Y2/[(a + b)V/= + cl/e).

6.4.4. Rupe(t) =1t sty sélosit=1.

6.4.5. Rgpe(L) =1.

Demostracion. El enunciado se sigue de la definicién de Rope. O

Lema 6.5. Consideremos enteros positivos a,b,c, con a+b+c = v yp>1(a>0). Para cada real
t tenemos:

6.5.1.  Rgyc es una funcidn estrictamente decreciente, Y

/ (t) _ a’|t - Rabc(t)lot_1
abe alt = Rope(t)]e~1 + b[1 — Rape(£)|2L + ¢|Rape ()21

6.5.2.  Ryac(1/t) — (1/t)RY, . (1/8) = R, (t), si t # 0.

6.5.3. Ry, (1/t) =t3R), (1), sit#0.

6.5.4.  limy o0 Rape(t)/t = Rpae(0) = a/2/[(b + )/ + g/,
6.5.5.  lims o0 (Rape(t) — tRpec(0)) = R}, (0).

6.5.6. R.,.(00) = limy—o0 R, () = Rpac(0).
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6.5.7. R; (0) = a(a+c)*/[(a + c)((a + ¢)* + b)) = a(1 — Rupe(0))/(a+ ¢).
6.5.8.1. Sip>2 (a>1) R, (L) = a/*/[aV/* + cl/*].

6.582. Sil<p<2(0<a<l) R, (L)=0.

6.5.9.1. Sip>2(a>1) R, (I)=0.

6.5.9.2. Sil<p<2(0<a<l)R,(I)=1.

Demostracion. 6.5.1 se obtiene derivando implicitamente
6.5.2, 6.5.4 y 6.5.5 son consecuencias de 6.4.1.
6.5.3 se sigue de 6.5.2.
6.5.6 se sigue de 6.5.1 y 6.5.4 (para evitar célculos, podemos aplicar la regla de 'Hopital).
6.5.7 se sigue de 6.5.1, 6.4.3 y 6.4.2.
6.5.8.1 y 6.5.8.2 se siguen de 6.5.1 y 6.4.5. _
6.5.9.1 y 6.5.9.2 se siguen de 6.5.1 y 6.4.4. OJ

Nétese que por 6.5.1, R, es una funcién de clase C! en R.

Lema 6.6. Consideremos enteros positivos a,b,c, con a +b+c = v.
Sip>2(a>1) la funcion R (t) es estrictamente decreciente en [0,1] y [L,00) y es estricta-
mente creciente en [I, L].

Sil1<p<2(0<ac<l)lafuncion R, (t) es estrictamente creciente en [0,1] y [L,00) y es
estrictamente decreciente en [l, L].

Demostracién. Definimos la funcién auxiliar

BI1 — Rape(t)]®! + ¢|Rape(£)|*~
|t - Rabc(t)la_l ) .

Por 6.5.1, R}, (t) = a/(a + S(t)). Por tanto R, es creciente (decreciente) si y sélo si S(t) es
decreciente (creciente).

Como R}, (t) <1 para todo ¢, 6.4.4 da que Rgp(t) >t para t <1y Rgp(t) <t parat > 1.

Por 6.5.1, 6.4.4 y 6.4.5, R, es una biyeccién creciente de [{, L] en [, 1].

Sea t € [l,L]. Entonces la funcién |1 — Rgpc(t)] = 1 — Ryp(t) es decreciente y |t — Rype(t)] =
t — Rupc(t) es creciente (obsérvese que 1 — R, > 0 en el intervalo abierto). Por tanto el cociente
|1 — Rasc(t)l/|t — Rape(t)| es una funcién decreciente.

La funcién ¢/ Ry (t) es creciente, debido a 6.5.2:

S(t) =

(_..__t_)l — Rabc( ) tRabc( ) bac(l/t)
R (t) Rabc(t)2 Ra.bc(t)2 .

abc

Esto implica que
| Rabe(t)] — 1
|t = Rape(t)] gy — 1

es una funcién decreciente.
Concluimos que R}, () es creciente en [I, L] si o > 1 y decreciente si 0 < o < 1.

Consideremos ahora ¢ € [0,].

6.4.2 da que Ry, (t) = R, (1 —t). Hemos probado antes que R/ (t) es una funcién creciente
(decreciente) en [c1/®/(B1/® 4 cl/®) 1 4 (b/a) /o] sia>1 (0 < a < 1).
Site[0,]] =[0,b'/%/(bY/* 4 c1/*)] entonces

1—te [ 1] [m&fw,pr(g)”“].



6.4. DEMOSTRACION DEL TEOREMA 6.5 95

Esto implica que Ry, .(t) = Ry, (1 ~1) es una funcion decreciente (creciente) en [0, b1/ /(b1/® 4 cl/@)]
sia>1(0<a<l).

Ahora sea t € [L, 00). ~
6.5.3 da que Ry, (1/t) = t*RY, (t), si t # 0. Hemos demostrado antes que Ry (s) es negativa
(positiva) para s € (0,a'/®/(a/* +c/*))sia>1 (0<a< 1). En consecuencia, R”, (t) es negativa.

abc

(positiva) dentro del intervalo (L, 0) = (1 + (¢/a)/*,00) sia > 1 (0 < o < 1). O

Estamos interesados sélo en valores particulares de a,b,c, pero fue necesario considerar valores
generales para probar el Lema, 6.6. En lo que sigue consideremos ¢ = b= 1y ¢ = v — 2. Denotaremos
por 3 la constante 8 = 1/a = 1/(p — 1). Denotaremos por R, (t) la funcién R, (t) = Ry 1 u—2(2).

Por la homogeneidad (iv) de la funcién F,, tenemos

se,9) = vR(7) + (1 -) Ro(=) .

Ahora podemos reescribir el Lema 6.6 como sigue:
Lema 6.6b. Sea v > 2.

Sip>2(a>1,0<p <1) entonces R,(t) es estrictamente decreciente en [0,1/(1 + c#)] y
[1+cP,00) y es estrictamente creciente en [1/(1 + cf),1 + A

POl <p<2(0<ac<l, B >1) entonces R, (t) es estrictamente creciente en [0,1/(1 + Ay
[1+cP,00) y es estrictamente decreciente en [1/(1+ c8),1 + f).

Lema 6.7. Seanv >2y0<s<1<t.
Sip>2{(a>1,0<p<1) entonces R (s) < R! (1) R.(t).
Sil<p<2(0<a<l,B>1) entonces R, (s) > R.(1) > R.(t).

Demostracion. Las propiedades 6.4.2 y 6.5.7 dan

P 11 . _ 1
RV(l) - RI,U—Z,I(O) - 9 ].+(C/2)ﬂ - 2(1 Rl,ll—2,1(0)) - 2RU(]~) . (625)
6.5.7 y 6.5.6 dan respectivamente
’ _ (1+ C)ﬂ_l ’ _ 1
RI/(O) - (1+C)‘6+1 » RV(OO) _ (1+C)ﬂ+1 .

Consideremos primero el caso p > 2 (a > 1, 0 < 8 < 1). Las propiedades de la funcién R, que
aparece en el Lema 6.6b implican que el enunc1ado es cierto si tenemos que R,,(0) < R} (1) < R (o0).
La desigualdad R} (1) < R] (o) es equivalente a

Al =1+2"3P —(1+c)f >0
para todo entero positivo c. Es ficil comprobar que A’(c) > 0 para todo c positivo. Esto implica la

desigualdad A(c) > A(0) = 0.
La desigualdad R,,(0) < R, (1) es una igualdad si c = 1. Si ¢ > 2 tenemos que

‘ 2 2 1 1
2R (0) = < = < = 2R (1).
»(0) l14+c+ (1+c)i-8 l+c+1 14+¢/2 = 14 (c/2)P v(1)
En el caso 1 < p < 2 se obtiene el resultado con el mismo argumento. O

Noétese que wy(C1) = R,(1). Por (6.24), la prueba del Teorema 6.5 finaliza con el siguiente
resultado:
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Lema 6.8. Sea v > 2. Lu funcidn g(z,y) satisface, para cada 0 < z,y < 1,

1 2
= < < = 519
Rl/(l) 1 + ((l/ . 2)/2)1/(73—1) - g(xay) — 1 + (’/ _ 1)1/(p_1) 2Ry(0) St p > 2,
1 2
R,(1) T (0 =220 = 9(z,y) > T+ (o~ )6 R,(0) sil<p<2

En particular, k(Ce1) =1sip > 2 y k(Ca1) = R,(1)/(2R,(0)) > 1 sil <p<2.

Demostracion. Por la simetria de la funcién g, podemos suponer que z > y. Asi que estudiaremos
los valores de g en el conjunto

D = {(z,y) €[0,1*: 2 > y}.

Primero veremos que g debe alcanzar sus valores maximo y minimo en D en la frontera de D,
porque Vg # 0 en el interior de D; de hecho, 0g/0x # 0 en el interior de D.
De hecho, si dg/0z(x,y) = 0, entonces

| Rf,(%) = R{,G:z) | (6.26)

Si (z,y) es un punto del interior de D, satisface z > y y asi
T ' l—2z
- >1 y 0 <
Yy 1—y

< 1.

Estas desigualdades y el Lema 6.7 dan que (6.26) no tiene soluciones en el interior de D.

Estudiaremos ahora los tres segmentos de la frontera de D.
(i) DN {z =y}
Por la homogeneidad de Fj,, tenemos

9(z,z) = 2 Fp(1,1,0, ...,0) + (1—2) F,p(1,1,0, ...,0) = Fp(1,1,0,...,0) = R,(1) =

(i) DN {z =1}
Estudiaremos el crecimiento de la funcién B(y) = ¢(1,y), y € [0, 1]:
9(l,y) = Fp(1,9,0,...,0) + F,(0,1—y,0,...,0) = R,(y) + (1 —y) R,(0) con y € (0,1].

Entonces B'(y) = R, (y) — R,(0). ’
Sea p > 2. El Lema 6.7 da que R, (y) < R, (1) < R}(c0) para 0 <y < 1, y 6.5.6 da R (c0) =
R,(0). Asi B'(y) < Opara0<y<1ly

R,(1) = ¢(1,1) < g(1,y) < ¢(1,0) = 2R,(0).

Ahora sea 1 < p < 2. El Lema 6.7 da que entonces R} (y) > R,(1) > R!(c0) = R,(0) para
0 <y < 1. Por consiguiente B'(y) >0 para 0 <y <1y
R, (1) = g(1,1) > g(L,y) > ¢(1,0) = 2R,(0).

(i) D N {y = 0}.

Este caso es equivalente a (ii), ya que g(z,0) = g(1,1 — ). Esto finaliza las pruebas del Lema
6.8 y del Teorema, 6.5. 0
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6.5 Demostracién de los Teoremas 6.6 y 6.7

Teorema 6.6. Sea 2 < pu<vyH, = Cun-
(a) Si F satisface (ii)~(iv) y

F(z1,...,2,,0,...,0) <a<7;'vla:2...mu

para algin z1, . .. , %, € Ry, entonces la desigualdad de Martio intermedia (6.8) no se cumple.
(b) Supongamos que F es estrictamente creciente en cada variable y es dos veces continuamente
diferenciable en (1,...,1,0,...,0). Si-F satisface (iii) y (iv) y eziste un € > 0 tal que
N—— -

"
I
F(z1,...,2,,0,...,0) > 0'(‘/:1211132...3}#-{-82(1,‘3' —1/p)?
i=1
para todo (z1,...,1,) € Ry, entonces existen C,p > 0 tales que

wr(AU B) wr(4) + wp(B)\’
wF(Cp,n) =0 ( ‘-‘JF(Cu,n) )

para todo n y todo A,B C C) .

Demostracion. Definamos o, ﬁ’(ml, ..-;Z,) como en la seccién 6.1 y apliquemos los Teoremas 6.1
y 6.2 y el Corolario 6.2 (en el caso general v > 2) a F. Obsérvese que wp(Cpupn) = o™ (a) es
inmediato. Si (6.9) se cumple, entonces la condicién sobre la diferenciabilidad de F implica que F
también satisface (el andlogo de) el miembro derecho de (6.7). Esto y el Teorema 6.2 dan (b). O

Teorema 6.7.
(a) Sea 2 < pu < w. Entonces existen 6,C, p positivos tales que (6.10) se cumple para F = F, para
todo p € (2 — 6,2 4 6).

(b) Si pn=2, entonces eziste § > 0 tal que para cualquier p € (2~ 6,00) ezisten C > 0 y p > 0 tales
que (6.10) se cumple para F = F,.

Demostracion. (a). Escribamos P, = {z;+---+z, =a} CR*,a € R. La simetria en los argumentos
de F, implica que %Fp(q) no depende de j (g es el centro de R,,). Por tanto dF,(q)| Py = 0. Nétese

que existen d; > 0 y un entorno V) de g en P, tal que para cada 1, 7, —Lﬁ' ¢') es uniformemente
y ) 5z;82; 1'p

continua como funcién de (p,q') € (2 — 61,2+ 4;) x V;. Es facil comprobar este hecho como sigue:

diferenciacién implicita de la ecuacién (6.4) y F, € CY(R¥) dan que %F‘p es una funcién de clase

C! en un entorno del punto (2,¢) si p < v. Ya que a—;?—;Tjﬁg = 0, la férmula de Taylor con el resto

de Lagrange da que para cualquier € > 0, existen do > 0y un subconjunto abierto V,geV C P,
tales que :

. 1
Fy(q) - ;’ <elg' —qf?

para todo ¢' € V' y todo p € (2 — dg,2 + d). Como F'p — F, uniformemente en Ry, cuando p — 2,

concluimos que existen niimeros positivos ¢, 4 tales que (6.9) se cumple para F = F,sip € (2—46,2+46).
Asi el Teorema 6.6 da la primera afirmacidn.

(b). Sean p=2yp> 2 Tenemos o = R,(1). Por el Lema 6.7 y (6.25),

Rult) 2 Ry(1) + BY(1)(¢ - 1) = R, (1) 2



98 CAPITULO 6. MEDIDA P-ARMONICA

para 0 <t < 1, lo que implica que

Fy(z1,29,0,...,0) > 0
S —

v—-2

para z1,z2 > 0.

Por tanto existe £ > 0 tal que (6.9) se cumple paia F = F, para todo p € (2,00). Para cada py > 2
finito, existe una constante C' tal que el andlogo a la desigualdad de la derecha en (6.7) se cumple
para todo F = F,(z,y) con p € [2,po]. Podemos concluir que la afirmacién (b) se cumple. O

6.6 El caso p= o0
En la Teoria del Potencial es posible definir funciones “co-arménicas”. En esta Seccién, consideramos
la. “medida co-arménica”
La “medida co-arménica”se define como wp._, donde F, es el limite
Foo(Z1y---y%y) = lim Fp(z1,...,%).

P00

Obsérvese que 6.4.3 da que

Estas dos igualdades y (ii) para F; dan que

1 .
Fo(l,z2,...,%y-1,0) = 3 para todo 0 <uz9,...,z, <1.

Deducimos (usando (iv) y (vi)) que

_ min(zy,...,z,) + max(zi,...,z,)

Foo(.’L‘l,...,.'E,,) 2

F., satisface (i)—(vii). Entonces el Teorema 6.1 da que la respuesta al problema de Martio débil es
negativa para la medida oo-armoénica.

Es mas, podemos construir ahora conjuntos A,, B, C G, con D, = A, UBp y

Woeo(Dn) n+1 X

= 6.27
Woo(An) + Woo(Bn) 2 ( )
Consideremos D; = G;. Dado D,, construimos Dy, del siguiente modo: Dyy1 = (Dy, Ip,...,1,),

donde I,, es cualquier subconjunto de G, con sélo un vértice. Entonces tenemos weo(D1) = 1 'y
Woo(Dn41) = Weo(Dp)/2 + 27771, y esto implica que weo(Dy) = (n +1)27".
Consideremos A; = C3 ;. Dado A, construimos A,y del siguiente modo:

An+1 = (An1In7®7 O] )w)

Entonces tenemos que weo(A1) = 1/2 ¥ Wool{Ant1) = Weo(An)/2; estos hechos implican que
Weo(Ar) = 27™. En consecuencia, si B, = Dy, \ A, se sigue que Bpy1 = (By, 0,1, ..., I,). Entonces
tenemos que woo(B1) = 1/2 v weo(Bnt1) = weo(Bn)/2; estos hechos implican que weo(By) = 27"
Estas igualdades dan (6.27). '
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