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RESUMO 

Esta Dissertação apresenta wn algoritmo para a detenninação dos perfis de velocidade 

e temperatura na região de entrada de wn duto circular pelo método ADI ( Alternating

Direction Implicit ). As equações de balanço são discretizadas utilizando-se diferenças 

centrais para as derivadas espaciais e diferenças para frente de primeira ordem para a 

derivada temporal. A solução da temperatura e velocidade são desacopladas. O programa 

é aplicável a escoamentos estacionários, bidimensionais e incompressíveis. O programa 

pode resolver escoamento laminar e turbulento, este último utilizando-se um modelo de 

tubulência. Utilizando-se distribuições uniformes de velocidade e temperatura como condição 

inicial para os cálculos, os resultados demostram boa concordância com a literatura clássica. 
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ABSTRACT 

This Dissertation presents an algorithm for the determination of temperature and 

velocity profiles in the entrance region of a circular duct by the ADI-Method. Discretization 

of the balance equations uses central differences for spacial derivatives and upwind frrst order 

differences for time derivatives. The solution of temperature and velocity are not coupled. 

The program is applied to permanent, two-dimensional, incompressible flows, with physical 

properties o f the fluid taken as the mean temperature. The program can solve laminar and 

turbulent flows, the latter with aid of turbulence models. Taking as inicial condition an 

uniform velocity and temperature distribution, results show good agreement with the 

literature. 
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1 INTRODUÇÃO 

A análise termo-hidráulica de equipamentos de transferência de calor, tais como 

trocadores de calor e reatores nucleares, é feita através da solução das equações de 

balanço de massa, de quantidade de movimento e de energia. Usualmente, porém, 

presume-se que o escoamento é plenamente desenvolvido, o que, via de regra, não é 

verdadeiro, pois os comprimentos necessários para o desenvolvimento do escoamento 

muitas vezes não são atingidos. 

Em vista disso, é de considerável interesse a determinação detalhada do 

desenvolvimento térmico e hidrodinâmico na região de entrada, não havendo até os dias 

de hoje soluções exatas para o problema da velocidade e da temperatura na entrada de 

tubos. A dificuldade da análise deve-se principalmente aos termos de inércia, não 

lineares, que aparecem nas equações de transporte de energia e quantidade de movimento. 

A queda de pressão na entrada do duto é outro problema adicional e talvez seja o 

ponto principal do estudo hidrodinâmico na região de entrada, sendo de importância 

relevante em problemas térmicos. 

Alguns trabalhos foram desenvolvidos nas últimas décadas visando a análise do 

desenvolvimento dos perfis de velocidade e temperatura em dutos. Para o escoamento em 

regime laminar pode-se citar o trabalho de SPARROW e LIN (1964) que apresentam 

um método analítico para determinar o desenvolvimento de um escoamento laminar e a 



correspondente queda de pressão na região de entrada em tubos e dutos. 

Diferentemente do escoamento laminar, o escoamento turbulento apresenta 

dificuldades adicionais em sua solução, por ser influenciado pelas condições de entrada 

que alteram as características de formação da camada limite hidrodinâmica durante o 

desenvolvimento do perfil de velocidade ou, nos problemas práticos, pela redistribuição 

do escoamento causada por algum acessório. 

Para o estudo da região de entrada em escoamento turbulento, pode-se citar os 

trabalhos de HISHIDA (1967) que desenvolveu uma equação para a temperatura 

adimensional (t+), usando a Lei da Parede para obtenção da velocidade no problema de 
.·! 
··:(~ 

fechamento na solução da equação da energia na forma integral. Este autor comparou sua 

equação com os seus dados experimentais, utilizando ar como fluido de trabalho. 

NA GANO (1988) comparou os dados experimentais obtidos por IDSHIDA (1967) 

com os resultados da sua modelagem matemática a qual não faz uso do número de Prandtl 

turbulento e a difusividade turbulenta é expressa em termos da energia cinética, da 

difusividade turbulenta e da variança da temperatura. 

SZABLEWSKI (1951) fêz o estudo analítico do escoamento turbulento 

plenamente desenvolvido, utilizando o comprimento de mistura de Prandtl, e a partir deste 

estudo, em 1952, desenvolveu expressões analíticas para o desenvolvimento do 

escoamento turbulento em duto circular para a faixa de número de Reynolds de 100.000 

a 1.000.000. Enquanto NIKURADSE (1932), em seus clássicos resultados para o duto 

circular, encontra um comprimento de desenvolvimento que varia de 25 a 40 diâmetros, 
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SZABLEWSKI (1952) encontra, para a faixa de números de Reynolds estudada, valores 

de 17 a 25 diâmetros. 

Em se tratando de desenvolvimento térmico e hidrodinâmico por simulação 

numérica, pode-se citar alguns trabalhos encontrados na literatura. PRAKASH e YE-DI 

LIO (1985), aplicam o método de volumes finitos para simular o desenvolvimento 

térmico e hidrodinâmico em duto circular, aletado internamente , em regime laminar. 

KARAM e MÕLLER (1991) simulam o escoamento turbulento com transferência de 

calor em duto circular; mais recentemente, KARAM (1992) simulou o desenvolvimento 

do perftl de temperatura em um escoamento turbulento hidrodinâmico desenvolvido num 

banco de tUbos. As duas últimas referências, acima citadas, utilizam o método de 

diferenças finitas com formulação explícita, sendo que a característica de instabilidade do 

método limitou a aplicação desses trabalhos a poucos problemas. 

É desejáve~ assim, que o método numérico empregado possa descrever de maneira 

global o desenvolvimento tanto do perftl de velocidade como de temperatura, aliando esta 

característica à estabilidade. Introduzido por PEACEMAN e RACHFORD (1955), o 

método ADI (Alternating-Direction Implicit Method) possue estas características, o 

que toma sua utilização atraente para solução de problemas bidimensionais. 

PEACEMAN e RACHFORD (1955) aplicam o método ADI na solução da 

equação da condução do calor, bidimensional, em duto retangular. Exemplos deste 

problema também são encontrados em CARNAHAN et ai. (1969) e WELTY (1969). 

LINDEMUTH e KILLEEN (1973) e BRILEY e McDONALD (1977) 
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apresentam métodos de linearização das equações de Navier-Stokes e utilizam o método 

ADI como esquema auxiliar para a solução do problema. LINDEMUTH e KILLEEN 

(1973) resolveram um problema bidimensional de magneto hidrodinâmica, pelo método 

ADI. Problemas hidrodinâmicos são apresentados por REITMAN e WOLFSHTEIN 

(1980) e por YASHCHIN et ai. (1982), onde o primeiro apresenta o perfil de velocidade 

em escoamento turbulento em um duto quadrado, e o segundo trabalha com escoamentos 

em regime laminar em duto circular. Ambos apresentam boa concordância com resultados 

experimentais. 

O objetivo deste trabalho é desenvolver um algoritmo computacional para estudar 

. 
o desenvolvimento hidrodinâmico em escoamentos laminares e turbulentos em dutos 

circulares pelo método ADI, bem como analisar o desenvolvimento do perfil de 

temperatura em escoamentos plenamente desenvolvidos em duto circular através desse 

método. 

4 



2 APRESENTAÇÃO DO PROBLEMA 

O desenvolvimento do escoamento laminar na entrada de wn duto circular, a partir 

de um perfil uniforme, é caracterizado pela formação da camada limite hidrodinâmica, 

região na qual os efeitos viscosos predominam em relação aos efeitos inerciais. Os efeitos 

viscosos iniciam na entrada do tubo, dando origem à formação da camada limite 

hidrodinâmica. O escoamento passa a ser plenamente desenvolvido quando a espessura 

da camada limite se iguala ao raio do tubo. 

O desenvolvimento da camada limite térmica num fluido aquecido ou resfriado é 

qualitativamente semelhante ao da camada limite hidrodinâmica. Sendo a temperatura 

uniforme na entrada do tubo, quando o fluido escoa ao longo do duto, a camada aquecida 

ou resfiiada awnenta de espessura até que o calor seja transmitido para o fluido no centro 

do tubo. Esse processo somente se encerra quando houver equilíbrio térmico entre o 

fluido e as paredes, restabelecendo o problema puramente hidro<Unâmico. 

Comprimento de entrada hidrodinâmico e comprimento de entrada térmico são, 

portando, as distâncias necessárias para que ocorra o desenvolvimento hidrodinâmico e 

térmico, respectivamente. 

O desenvolvimento do escoamento em regime turbulento difere do escoamento 

laminar. O início do desenvolvimento apresenta uma região totalmente laminar, passando 

posteriormente por uma zona de transição, entre laminar e turbulenta e, a wna certa 
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distância da entrada do tubo, começa o desenvolvimento da sub-camada laminar e acima 

desta o escoamento turbulento propriamente dito. 

O princípio fisico do desenvolvimento ténnico em escoamento turbulento é similar 

ao desenvolvimento térmico em escoamento laminar. 

A região de entrada térmica e hidrodinâmica para fluidos com número de Prandt 

próximo a unidade e maiores do que este (casos mais comuns), tem sua representação 

simplificada conforme a figura abaixo. 

Zt 
(CoDq):riJnanm de entrada férmi.co) 

~. .!':::?. ':::?-. =?=. ~-.P.!::?. ~-=?=. ~-.!':::?.!::::?. =?=. ~-.P.!::?. ~. ~-.P.~. ~:::z::z::z:z::z::z::z:z::z::2~ - - -

T 

u 

I (c-.,..u..a:.. ........ ·I 
hiclredinâmico) 

Figura 2.1 - Representação do desenvolvimento da camada limite 
térmica e hidrodinâmica na entrada de um tubo. 
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2.1 HIPÓTESES SIMPLIFICATIVAS 

Visando a simplificação do problema, deve-se estabelecer algumas hipóteses 

iniciais, que para o problema hidrodinâmico são: 

• problema bidimensional; 

• escoamento incompressível; 

• regime estacionário; 

• fluido newtoniano; 

• propriedades fisicas constantes; 

• ausência de forças de campo. 

Para o problema térmico acrescenta-se as seguintes hipóteses: 

• transferência de calor sem mudança de fase; 

• troca térmica em regime de convecção forçada. 
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2.2 EQUAÇÕES BÁSICAS 

O escoamento em dutos, sujeito às condições restritivas apresentadas na seção 2.1, 

é descrito pelo sistema de equações diferenciais formado pelas equações de balanço de 

massa (continuidade), quantidade de movimento e energia, apresentado abaixo. 

CONTINUIDADE 

v.v o (2 .1) 

QUANTIDADE DE MOVIMENTO 

[
a v 

p-
at (v.V)V l VP 11v 2 V O (2.2) 

ENERGIA 

c [ar 
P p at (v.V)T l K V 2T O (2.3) 

Nessas equações, V é o vetor velocidade, p é a massa específica do fluido, Jl é 

a viscosidade dinâmica, Ké a condutividade térmica, CP é o calor específico a pressão 

constante. 

O método numérico utilizado na simulação do escoamento em um tubo é aplicado 

sobre as equações acima, utilizando-se um sistema de coordenadas cilíndricas e incluindo-
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se wn modelo de turbulência quando o regime for turbulento, para descrever as tensões 

de Reynolds que surgem nas equações. 

Utilizando-se wn sistema de coordenadas cilíndricas (r,8,z), com centro em r=O 

e o eixo z na direção do escoamento principal, as equações (2.1), (2.2) e (2.3) ficam: 

CONTINUIDADE 

àv v 1 aw ou 
- +-+--+-=o 
ar r riJa àz 

QUANTIDADE DE MOVIMENTO - Z 

ou + v: ou + ~ àu + u ou = _ _! àP + v [ êl u 
àt àr r 00 àz p àz àr2 

ENERGIA 

1 ou 1 o2 u 
+ -- + ---

r ar r 2 (f(j 

à T + v: àT + ~ àT + u àT = ex [ êl T + _.!. àT + _..!_ o
2 

T + o
2 Tl 

àt ar r 00 àz àr2 r ar r 2 (f(j àz2 

(2.4) 

(2. 5) 

(2. 6) 

Onde v é a viscosidade cinemática do fluido e a a sua difusividade térmica. 

Considerando a existência de simetria axial, e sendo a temperatura constante em 

todo o perimetro do tubo, não ocorre variação deu e T na direção angular. Sendo assim: 
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õw ou ÕT éf u õ2 T 
=-=-=-=-=0 

00 00 00 é# é# 
(2. 7) 

Fazendo-se wn balanço de pressões diferenciais no interior do tubo (ver apêndice 

C) obtém-se: 

õP = _ 2p[ õul 
õz R õr 

... p 

(2. 8) 

- onde Rw é o raio do tubo, assim obtém-se as equações para o problema considerado. 

CONTINUIDADE 

õv v õu 
+-+-=0 (2.9) 

õr r õz 

QUANTIDADE DE MOVIMENTO - Z 

(2.10) 

ENERGIA 

(2.11) 

O campo de velocidade axial obtido deve satisfazer o balanço de massa no interior 

da região do escoamento. Para cada seção de área A considerada utiliza-se a equação da 

continuidade na forma integral: 
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m =IA pu dA (2.12) 

onde m é a vazão mássica do fluido na seção transversal do escoamento. 

2.3 EQUAÇÕES PARA O ESCOAMENTO TURBULENTO 

Para que as equações de balanço possam descrever o escoamento turbulento médio, 

usualmente reescreve-se as mesmas substituindo-se as velocidades, pressões e 

temperaturas instantâneas por suas parcelas médias e flutuantes seguindo-se a chamada 

_.f 

hipótese de'Reynolds, como descrito por SCHLICHTING (1979). 

u =-;:; + u1 

v=~+ v 1 

p = p + p' 

T=T+T1 

(2 .13) 

As equações diferenciais resultantes, para o escoamento turbulento, possuem agora 

variáveis adicionais: u', v',T' e p'. Os termos das equações diferenciais do problema, após 

serem escritos em função das parcelas médias e flutuantes, são submetidos a um processo 

de avaliação de médias temporais, no qual os termos contendo as médias de flutuação são 

eliminados e os que contém as médias de produtos entre componentes flutuantes 

permanecem nas equações gerando um sistema com maior número de incógnitas do que 

equações. Os termos adicionais que surgem após esse processo são as tensões turbulentas 

ou tensões de Reynolds. Uma das maneiras de solucionar este problema é a utilização de 

modelos de turbulência, basea4os na teoria do comprimento de mistura de Prandtl, e no 
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conceito de viscosidade aparente de Boussinesq (SCHLICHTING, 1979). Será 

apresentado nesta seção apenas a forma final das equações diferenciais do problema, todas 

as deduções são apresentadas nos apêndices A e B. 

Pelo processo descrito acima obtém-se as seguintes equações: 

CONTINUIDADE 

- -
õv v õu 
-+-+-=0 (2 .14) 
õr r õz 

QUANTIDADE DE MOVIMENTO - Z 

(2 .15) 

ENERGIA 

(2.16) 

-na equação da quantidade de movimento-z (2.15) apresenta-se uma nova variável (e~ 

que corresponde à difusividade turbulenta. Na equação da energia a variável eH 

corresponde à difusividade térmica. O produto dessas variáveis pela derivada parcial da 

velocidade ou da temperatura em relação ao raio corresponde respectivamente a tensão 

de Reynolds e ao transporte turbulento de calor, originados do processo descrito acima. 
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2.4 MODELO DE TURBULÊNCIA 

O escoamento turbulento é caracterizado por flutuações de velocidade, que dão 

origem a tensões adicionais denominadas tensões aparentes ou de Reynolds. Estas 

tensões podem ser descritas por meio do conceito de viscosidade aparente ou difusividade 

turbulenta (e~ (HINZE, 1975), definida para a direção radial como: 

u 1v 1 

eM= ---=
ou 
o r 

(2.17) 

Uma~ expressão para a viscosidade de turbulência pode ser obtida diretamente da 
" .. , 

expressão de NIKURADSE (1932) para o perfil universal de velocidade do escoamento 

turbulento em tubos lisos (Lei da Parede), como mostrado no apêndice B, e é dada por 

u· r 
e =---(R -r) 

M 2 5 R w • w 
(2.18) 

onde u* é a velocidade de fricção, Rw é o raio do tubo e r é o raio local. 

Considerando a existência de analogia entre a transferência de quantidade de 

movimento e a transferência de calor, emprega-se o conceito de difusividade térmica 

aparente (KNUDSEN, 1958), que descreve o transporte de calor adicional devido as 

flutuações de velocidade no escoamento turbulento. 

Em coordenadas cilíndricas a difusividade térmica turbulenta é definida por 
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v 1T1 

E!!H = --=-
oT 
ar 

(2.19) 

determinada a partir da analogia com a viscosidade aparente, através do número de Prandtl 

turbulento (ZUKAUSKAS e SLANCIAUSKAS, 1987), por 

E!! m 
E!! = -H 

Prt 
(2.20) 

O número de Prandtl turbulento, conforme resultados experimentais de 

ZUKAUSKAS e SLANCIAUSKAS (1987) para o escoamento sobre uma placa plana, 

depende dos números de Reynolds e Prandtl do escoamento e da posição adimensional 

y+ = (y uI v). 

(2.21) 

.,. 
i 

Estes resultados, mostrados na Figura 2.2, foram ajustados pelo método dos mínimos 

quadrados por KARAM (1992), resultando as seguintes equações para os funcionais da 

equação (2.21): 

Para y• < 40 
(2.22) 

+ o 5 7 53 -) + o-s 2 Fy(Y) = f 92 + f 2.10 y -4f69.1 y 
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Para y• > 200 

-e (7,97- O,OZ41y+) 

e 

(2.24) 
FR(Re) = 0,96 + 0,2624 e(-0,00000232Rel 

FP(Pr) = 1,1- 0,116 e-0 ' 0756 Pr 

Para 40 < y• < 200 

0.9 

0,8 

0,6 I 
lO 

r r 1 

~v 
/ 

2 4 6 8 101 

I I I , , , 1 

2 

i I i I 

(2.23) 

./'" 

/ 

i i 1 I i I 

Pr, t--- Pr=Q7 --- -- Pr=J,O-S,S -- --- Pr=6S ----1 

0.9 t---------

0.8~------~-

,. ... ----"""' 
O.lt-----------

I I I I I I I I I 

2 4 6 8101 2 4 6 t/ 

Re "'4·101 
..,--""'' ., -·-·~·- --.,., 7·fo- _, ... 

~ ,., . ... --.... -·-·-·.,. ...... 

I I I I I I I I I 

1 4 68101 2 4 6 y" 

__ ,. 

----

I I I f I I I I ( 

2 4 6 8102 2 4 6 y' 

Figura 2.2 - Gráficos de Pr. segundo Zukauskas e Slanciauskas (1987). 
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2.5 CONDIÇÕES DE CONTORNO 

2.5.1 CAMPO DE VELOCIDADE 

Para serem definidas as condições de contorno de velocidade, considera-se que o 

escoamento é uniforme na entrada do volume de controle (entrada do duto) e que se 

encontra plenamente desenvolvido na saída do mesmo. Além disso, deverá se ter a 

condição de não deslizamento na parede e velocidade máxima no centro do tubo. Assim, 

tem-se: 

r == R 
W' 

r= O 

z = o 

z = z 

u =o 

au =o 
ar 

u=U 

au = o -
az 

A variável Z corresponde ao comprimento do volume de controle. 

(2.25) 

(2.26) 

(2.27) 
•,. 
j 

(2.28) 

Adicionalmente, o valor da componente radial da velocidade, será zero na parede, 

logo: 

r=R 
W' 

v= o (2.29) 

16 



2.5.2 CAMPO DE TEMPERATURA 

No problema térmico tem-se duas condições de contorno prescritas, uma na entrada 

do volume de controle e outra na parede do tubo. Para a saída do volume de controle e 

para o centro do duto considera-se a variação de temperatura igual a zero nas direções 

radial e axial, assim: 

r= R 
h' 

r =O 

z =o 

z = z 
T 

T = T 
h' 

aT = 0 
ar 

T =Ti 

aT = 0 
az 

(2.30) 

(2.31) 

(2.32) 

(2.33) 

Onde Ti corresponde à temperatura inicial do fluido, T w à temperatura da parede 

do tubo e ZT ao comprimento de entrada térmico. 
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2.6 CONDIÇÃO INICIAL 

A condição inicial para solução do problema é de perfil uniforme em todo o 

domínio, tanto para a velocidade como para a temperatura. Esta condição é aplicada 

igualmente para escoamento laminar ou turbulento. Assim, 

T =Ti t = o 'ílr , 'ílz (2.34) 

u = u t = o 'íl r , 'ílz (2.35) 

.,. 
j 

18 



3 MÉTODO NUMÉRICO 

Soluções numéricas das equações de Navier-Stokes podem ser obtidas através da 

discretização das equações diferenciais. A discretização pode ser feita por dois métodos: 

1- explícito: possibilita a solução individual de cada equação, entretanto exige 

incrementos de tempo e espaço pequenos, devido a sua característica de instabilidade: 2 -

implícito: não limita o intervalo de tempo, mas exige a solução de todo o sistema de 

equações algébricas simultaneamente. Para um problema bidimensional com os termos 

da equação discretizados por diferenças centrais e aplicados ao método implícito produz 

matrizes pentadiagonais, e a solução dessas matrizes pode ser prejudicada pelo seu 

algoritmo, pois nem sempre eles são eficientes. 

No intuito de agregar a característica de simplicidade do; método explícito 

com a estabilidade do método implícito, assegurando um erro de truncamento da ordem 

de h2 
, PEACEMAN e RACHFORD (1955) introduziram o método ADI( Altemating

Direction lmplicit). Segundo seus idealizadores, o método ADI é aplicável para a solução 

iterativa de problemas bidimensionais. As derivadas espaciais são discretizadas por 

diferenças centrais com erro de truncamento da ordem de h2
• 

Em problemas estacionários a derivada temporal não tem significado fisico, mas 

problemas deste tipo podem ser tratados como transientes, pois quando o tempo tende ao 

infinito a solução converge para a estacionária. A derivada temporal é discretizada por 
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diferenças para frente com erro de truncamento da ordem de h. 

Para obtenção de erro de truncamento, da ordem de h2
, da derivada temporal, 

utiliza-se o esquema de Crank-Nicholson que faz uso de um nó fictício entre um intervalo 

de tempo e outro. Sendo assim todas as derivadas ficam com erro de truncamento da 

Será feita uma análise numérica da estabilidade do método para as condições 

físicas a serem estudadas. A análise da estabilidade por métodos analíticos não faz parte 

dos objetivos deste trabalho, mas detalhes deste tipo de análise podem ser encontrados 

em: PEACEMAN e RACHFORD (1955), CARNAHANM et ai. (1969), TRAPP e 

RAMSHA W (1976), BONTOUX, FORESTIER e ROUX (1978), BONTOUX, 

GILL Y e ROUX (1980) . 

PEACEMAN e RACHFORD (1955) ao proporem o método ADI, apresentam o 
'· 
; 

mesmo aplicado à solução da equação da condução do calor. Este tipo de problema 

também é abordado por CARNAHAN et ai. (1969). Em ambos os casos, a estabilidade 

do método é garantida de forma incondicional. 

Análises mais detalhadas da estabilidade do método ADI para as equações de 

Navier-Stokes são apresentados por TRAPP e RAMSHAW (1976), BONTOUX et ai. 

(1978) e BONTOUX et ai. (1980). Este último afirma que quando o método ADI é usado 

para resolver as equações de Navier-Stokes em regime transiente ocorrem problemas na 

estabilidade. 
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Os trabalhos de TRAPP e RAMSHA W (1976) e BONTOUX et ai. (1978) 

aplicam uma extensão heurística da análise de Fourier, como primeira aproximação, para 

determinar as condições de estabilidade na solução das equações de Navier-Stokes pelo 

método ADI. 

3.1 DESCRIÇÃO DA MALHA 

Para a solução do problema analisado é necessário discretizar a região de entrada 

do duto (domínio contínuo) com um conjunto ordenado de pontos, chamado de malha. 

O presente trabalho utiliza uma malha bidimensional, paralela ao escoamento, tendo 

como eixo horizontal a linha de centro do duto, e como eixo vertical o raio do duto. 

Os termos que compõe as equações diferenciais discretizadas obedecem à seguinte 

notação: 

1 u (z
1

, r
1

, t ) 

v ( z 
1 

, r
1 

, t 1 
) 

1 T (z
1

, r
1

, t ) 
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onde: ~=i llz i = 1, 2, 3, ................. , n 

j = 1, 2, 3, ................. , np 

t 1=lllt 1 = 1, 1+112' 1+1, .......... . 

A variável n corresponde ao número de Nós na direção de z e np é o número de 

Nós na direção do raio. 

A representação de um Nó da malha espacial, com evolução no tempo, e os Nós 

adjacentes está apresentada na Figura 3.1 onde o termo F desta Figura pode representar 

o valor da velocidade axial (u), velocidade radial (v) ou a temperatura (T). 

FtlJ 

L 
Fi,j+l 

L F .. 
I,J 

L 
F,. 1 

I,J-

FL+ll2 
i,j+l 

FL+ll2 
i-IJ 

• FL 
i+IJ FL+ 112 

i,j-1 

L+l 
FiJ+l 

t 
FL+l 

i-IJ 
'~" • FL+l 

i+IJ 

• FL+ll2 
i+IJ FL+l 

iJ-1 

Figura 3.1 - Representação de um Nó da malha espacial, com evolução no 
tempo, e os Nós adjacentes. 
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A malha empregada para a determinação do campo de velocidade e temperatura 

em regime laminar tem espaçamento uniforme em ambas as direções, axial e radial. 

( 1,np} Parede do tubo ( n,np} 

..... 
0.. 
c: 

li,J} 

N 

( 1,1 } EIXO do tubo ( n,1 } 

2 3 n-1 

Figura 3.2 - Malha utilizada para obtenção do perfil de 
velocidade e temperatura em regime laminar. 

Para a análise do escoamento em regime turbulento é necessária uma densidade 

maior de pontos na região próxima a parede do tubo, onde as variações físicas são 
'r· 
i 

maiores. Neste caso, utiliza-se uma malha com espaçamento logaritmico na direção radial 

e espaçamento uniforme na direção axial. 

( 1,np) 
..... Parede do tubo 
o. 
r:: 

li Li) 

( 1 '1 ) Eixo do tubo 

2 3 n-1 

Figura 3.3 - Malha utilizada para obtenção do campo de 
velocidade e temperatura em regime turbulento. 
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3.2 EQUAÇÕES DISCRETIZADAS 

Para resolver o problema térmico ou hidrodinâmico, necessita-se discretizar as 

equações da quantidade de movimento e energia em toda região a ser estudada. Para o 

problema estudado tem-se cinco condições para as quais as equações devem ser 

discretizadas: 

• interior do domínio: Nós {i, j) 

i=2, 3,,,,,n-l e j=2,3,,,,,np-1 

• início do desenvolvimento da temperatura ou velocidade: Nós (1, j) 

j = 2, 3, , , , , np-1 

• final do desenvolvimento da temperatura ou velocidade: Nós (n, j) 

j = 2, 3, , , , , np-1 

• condição de simetria no centro do tubo: nós(i, 1) 

i = 2, 3, , , , , n-1 

• início e fim do desenvolvimento da temperatura ou velocidade no eixo do duto circular: 

Nós (1,1) e (n,1), respectivamente. Apresenta-se nas seções 3.2.1 e 3.2.2 as equações 

discretizadas da quantidade de movimento e da energia, respectivamente. 

O esquema do método ADI faz duas iterações para completar um intervalo de 
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tempo. O intervalo de tempo é dividido por dois e as equações da quantidade de 

movimento e da energia devem ser discretizadas para cada meio intervalo de tempo. Por 

esse motivo as equações são apresentadas duas a duas; a primeira sempre se refere à 

primeira metade do intervalo de tempo, e esta é implícita na direção de "z" ( i=1, 2, 3, 

, , , n ). Sendo assim, para cada valor de "j" obtém-se um sistema de equações. Após o 

último valor de "j" ser resolvido, utiliza-se a segunda equação, a qual é implícita na 

direção do raio ( j= 1, 2 ,3,,, np-1) e para cada valor de "i" obtém-se um sistema de 

equações. A solução do problema consiste em resolver n vezes np-1 sistemas de 

equações, os quais formam matrizes tridiagonais. 

3.2.1 DISCRETIZAÇÃO DA EQUAÇÃO DA QUANTIDADE DE MOVIMENTO 

• Nós (i,j): i = 2, 3, , , , , n-1 j = 2, 3, , , , , np-1 

(3.1) 

(3.2) 
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Para o regime laminar os coeficientes das equações de balanço são: 

a O= O a 1 = 2V r=O 

al = v r>O 
(3.3) 

2n ui, np -1 l:l.P = .... _ __..;...:..._:___:__ V r 

No regime turbulento acrescenta-se a difusividade turbulenta no termo al e sua 

derivada ao temio aO. 

aO= O al = 2v +eM r= O 

r>O 
(3.4) 

2n ui, np -1 
l:l.P = .... 'T:/r 

.,. 
; 

• Nós (1j): i= 1 j = 2, 3, , , , , np-1 

Como já foi dito anteriormente, a condição inicial para o desenvolvimento do 

campo de velocidade é de perfil uniforme; portanto, para os Nós (1j) o termo 

correspondente aos Nós (i-1j) na discretização centralizada das equações da quantidade 

de movimento , permanece constante durante todo o processo de cálculo. 
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(3.5) 

(3. 6) 

onde U é a velocidade média. 

• Nós (n,j): 1=n j = 2, 3, , , , , np-1 

Estes Nós correspondem ao término do desenvolvimento do perfil de velocidade; 

r 
portanto, a velocidade dos Nós (n+ lj) é igual a velocidade dos Nós (n,j), sendo assim, a 

derivada parcial de segunda ordem, para os Nós (nj), fica discretizada na forma: 

u 1 
- 2 u 1 + u 1 u 1 

- u 1 
n+l,j n,j n-l,j n-l,j n,j (3.7) 

r::.z2 r::.z2 

resultando na seguinte discretização da equação da quantidade de movimento 
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tJ.t I 2 

1+1:. 
u1+1 _ u 2 
n,j n,j 

tJ.t I 2 

• Nós (i,1): 

[ 

1+1:. 1+1:.] u 2 u 2 u1 u1 
= \) n-1,j- n,j + ao( n,j+1 - n,j-1) 

( 

~
2 

- 2 u1 + u1 l2

tJ.r
1 

+a l n, j+1 n, j n, j-1 + t:,p 

tJ.r 2 
j 

(3.8) 

(3.9) 

i = 2, 3, , , , , n-1 j = 1 

Estes Nós correspondem ao eixo do tubo o qual conduz a uma singularidade, que 

é evitada pela regra de L'Hospital através da seguinte substituição: 

lôu éiu 
=-

Além disso, considera-se a simetria do perfil de velocidade em relação ao eixo do 

duto; assim pode-se dizer que, para r=O, o valor da velocidade dos Nós (i,j+ 1) é igual ao 

valor da velocidade dos Nós (ij-1 ), logo, a derivada parcial de segunda ordem fica assim 

discretizada: 

1 2 1 + u1 
ui,J+1 - ui,J 1,1-1 

tJ.r2 
= 

2 u1~ 1 +1 - 2 u1~ 1 
t:,r2 
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resultando a equação da quantidade de movimento discretizada na forma: 

1+..! 

• -u,,, ( 

1+..! l•~) ( 1+..! 1+..! ,.~) 
ui,1 

2 1 u 2 
- ui-1,21 +v 

u 2 - 2 ui,1 
2+ 

u1-1,
2
1 - ui,1 1+1,1 1+1,1 

llt I 2 2llz llz2 

al [ 2uf. 2 - 2 uf.' l + llP 
llr 2 

(3.11) j 

1+..! ( ,.~ ,.~) ( 1+.!. 1+.!. l•~) 1+1 2 
ui+1,

2
1 - u1-1,

2
1 

u 2 - 2 ui,1 
2 + 

u1-1,
2
1 ui,1 - ui,1 1+1,1 = -u +v 

llt I 2 1
'

1 2llz llz2 

[ 2u,., - 2 u
1

•
1 l al 1,2 1,1 + llP 

llr 2 
(3.12) j 

• Nó (1, 1): i= 1 j = 1 

Neste Nó leva-se simultaneamente em consideração as mesmas suposições feitas 

para os Nós (1j) e (i, 1). 

1+.!. 1+.!. 1 +.!. 1+.!. 

u) 2 1 
( ~ 2 _ u) ( 2 - 2~ 2 + ~.1 - ~.1 

= -~.1 ·~llz +v 
~.1 , 1 

llt I 2 llz2 (3.13) 

[ 2 l 2 l l + al ll1,2 - lli,1 
+ llP 

b.r 2 
j 

1 +.!. 1 +.!. 1 +.!. 1+.!. 

u) 1+1 2 
( ~ 2 _ u) ( 2 - 2~ 2 + lli, 1 - ~.1 

= -~.1 ·~llz +v 
~.1 , 1 

llt I 2 llz2 (3.14) 

[ 2u;'
1 

- 2 u;·'l 1 ,2 , 1 
+ b.P +a 

llr 2 

j 
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• Nó (n,l): 1 = n j=l 

O Nó (n,l) reúne as condições dos Nós (nj) e (i, I) 

11t I 2 

1+..! 
u1+1 _ u 2 

n, 1 n, 1 

11t I 2 

[ 

1+..! 1+..! 1+..! l 
u 2 - 2u 2 + u 2 

= V n+1, 1 n, 1 n-1, 1 

11z2 

( 
2u

1 
- 2 u

1 l + al n,2 n,1 + f).p 

11r 2 
j 

( 

1+..! 1+..! 1+..! l 
u 2 

- 2u 2 + u 2 
= V n+1, 1 n, 1 n-1, 1 

11z2 

( 

2u1•1 _ 2 u1•1l 
+ al n,2 n,l + f).p 

11r 2 
j 

3.2.2 DISCRETIZAÇÃO DA EQUAÇÃO DA ENERGIA 

(3.15) 

(3 .16) 

O mesmo procedimento utilizado na discretização da equação da quantidade de 

movimento é usado para discretizar a equação da energia; desta forma não serão repetidos 

os comentários apresentados na seção anterior. 

• Nós (i,j ): i = 2,3, , , , ,n-1 j = 2,3, , , , ,np-2 

(3.17) 
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1+.!. 
Tl+t T 2 
i,j - 1, j 

llt I 2 

(3.18) 

O balanço de energia para o escoamento laminar utilizará os seguintes valores para 

os coeficientes aO e al: 

aO= O 
Ol 

aO= - -v1 ,J 
rJ 

a 1 = 2ot .r=O 

al = Ol (3.19) 

Para a equação da energia em regime turbulento, acrescenta-se a difusividade 

térmica ao termo ale sua derivada no termo aO. 

aO= O a1=2ot+€ 
H 

r =O 

Ol aeH 
r >O 

(3.20) 
aO=- -Vj_,j +- al =ot+ey 

rJ orj 

• Nós (1,j): i= 1 j = 2, 3, , , , , ,np-1 

(3.21) 

31 



1+..! 
T.1+1 T. 2 
l,j - l,j 

llt I 2 (3.22) 

+aO( 

• Nós (n,j): 1 =n j = 2, 3, , , , np-1 

llt I 2 (3.23) 

1+..! 
T1+1 _ T 2 
n,j n,j 

llt I 2 (3.24) 

• Nós (i,1): i = 2, 3, , , , n-1 j =1 

llt I 2 

(3.25) 
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1+..!. 
T1+1 _ T 2 
1,1 1,1 

ó.t I 2 
( 

1+..!. 1+..!.] T 2 T 2 
1+1, 1 1-1,1 

= -u 
1,1 26.z 

( 

2T1•1.- 2T1+1J a 1 1,2 1,1 

6.r2 
j (3.26) 

• Nó (1, 1): i= 1 j = 1 

ó.t I 2 (3.27) 

1+..!. 
T.1+1 - T. 2 
1,1 1,1 

llt I 2 (3.28) 

• Nó (n,1): 1 =n j = 1 

ó.t I 2 ( 

2T
1 

- 2 T
1 l + al n,2 n,1 

6.r2 
j 

(3.29) 
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1+1 
Tl+1 _ T 2 
n,l n,l 

t:.t I 2 

3.3 TESTE DE CONVERGÊNCIA 

(3.30) 

Para verificar se o perfil de velocidade ou temperatura atingiu o regtme 

permanente, procede-se da seguinte maneira: 

- após cada iteração, ou seja, depois de cada segunda metade do intervalo de tempo, 

percorre-se todo o domínio e, em cada Nó, calcula-se a diferença entre a iteração atual e 

a anterior. O máximo valor encontrado deve ser menor do que o erro admissível. 

Max lua1 
- u1

•
1 1 <e 

~,j i,j MaxiTa1 -T1
•
1 I<e 

~,j l,j (3.31) 

Onde ua1J e Ta1J são os valores da velocidade e temperatura na iteração anterior, 

respectivamente. O presente trabalho considera que o perfil de velocidade convergiu 

quando o erro for menor que 1 o-4 e aceita-se a convergência do perfil de temperatura 

quando o erro for menor que 10·2• 
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3.4 ROTEIRO DE CÁLCULO 

Considera-se as propriedades físicas do fluido constantes e que a troca térmica se 

processa apenas por convecção forçada, logo, pode-se determinar a distribuição de 

velocidade independentemente da distribuição de temperatura. Para isto, considera-se 

que a distribuição de velocidades do escoamento principal não é afetada pelas forças de 

empuxo devido à diferença de temperatura entre o fluido e a parede do tubo. Em termos 

da descrição analítica do problema, isto significa que o fator responsável pela força de 

empuxo nas equações de quantidade de movimento é desprezado. Assim, apenas os 

termos viscosos das equações de quantidade de movimento poderiam ser afetados por 

mudanças na distribuição de temperatura, uma vez que contêm a viscosidade cinemática. 

Entretanto, uma vez que as propriedades do fluido são consideradas constantes, e 

calculadas na temperatura média entre a parede do tubo e a temperatura inicial do fluído, 

a viscosidade cinemática não sofre correções em função das mudanças ocorridas na 
'•· 

distribuição de temperaturas. Por essa razão, o problema é resolvido em duas etapas: na 

primeira são determinados os valores de u e v, fazendo uso das equações da quantidade 

de movimento e da continuidade, e na segunda são utilizados valores prescritos de 

velocidade para obter o campo de temperatura através da equação da energia. O 

fluxograma a seguir descreve o esquema numérico. 
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Fig. 3.4 - Fluxograma de cálculo. 
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Fig. 3.5 Fluxograma de cálculo. 
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3.4.1 PARÂMETROS INICIAIS 

Para iniciar a aplicação do método numérico, necessita-se realizar algWls cálculos 

preliminares a fim de estabelecer valores iniciais para algumas variáveis. Estes cálculos 

não serão mais repetidos no decorrer da execução do programa, destinando-se apenas à 

determinação de condições iniciais para a solução numérica. Estas variáveis são 

calculadas a partir dos dados de entrada via teclado, os quais são: 

• raio do tubo; 

• tipo de fluido: água ou ar 

• temperatura inicial do fluido; 

• temperatura da parede do duto circular; 

• número de Reynolds; 

• número de Nós para a direção radial; 

• número de Nós para a direção axial; 

Tanto para o escoamento em regime laminar, bem como para o regime turbulento 

a seqüência dos cálculos iniciais é a seguinte: 

• determinação da temperatura média 

38 



(Ti+ T ) 
T = ___ w_ (3.32) 

m 2 

• determinação das propriedades fisicas, em função da temperatura média, VIa 

polinômios. 

• velocidade média 

Rev 
U=--

D 

• vazão mássica 

(3.33) 

(3.34) 

Para obtenção do campo de velocidade e temperatura em regime turbulento utiliza-

se um modelo de turbulência, mas este só é utilizado acima da subcamada laminar. Na 

subcamada laminar utiliza-se as equações de quantidade de movimento e energia sem os 

termos relativos às tensões de Reynolds. 

A subcamada laminar vai da parede do tubo até uma distância equivalente a 

posição adimensional y+= 5. Sendo assim é necessário saber sua localização fisica, obtida 

a partir de cálculos adicionais para o escoamento em regime turbulento. A posição 

adimensional y+ é dada por: 

(3.35) 
\) 

Onde Y = Rw- r eu* é a velocidade de fricção. 
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Para determinação de u*, calcula-se inicialmente o fator de atrito, utilizando a 

equação (3.36) obtida por MAUBACH (1970), calculada por iteração linear considerando 

como limite uma variação máxima de 0,001%. 

_!_ = 2,035log(Re{f) - 0,989 
{f 

(3.36) 

A seguir calcula-se a tensão inicial de cisalhamento na parede, dada por: 

ri 
T =fp--

"' 8 
(3.37) 

obtendo-se a velocidade de fricção 
d 
""l 

(3.38) 

3.4.2 CÁLCULO DA DISTRIBUIÇÃO DE VELOCIDADES 

Esta etapa compreende a solução da equação da conservação da quantidade de 

movimento e da continuidade acopladas. Inicialmente calcula-se o valor da componente 

axial da velocidade ( u) através das equações de balanço de quantidade de movimento na 

forma diferencial mostradas no ítem 3.2.1 e de massa na forma integral, equação (2.12). 

Após determina-se o valor da componente radial da velocidade (v) pela equação da 

continuidade na forma diferencial, equação (2.9). 
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3.4.2.1 CÁLCULO DA COMPONENTE u 

O problema hidrodinâmico é resolvido através do sistema de equações do tipo: 

A x=b 

Para a primeira metade do intervalo de tempo, que é implícita na direção axial, 

utiliza-se a equação (3 .1) que corresponde à discretização da equação da quantidade de 

movimento no interior do domínio. O contorno do volume de controle é discretizado 

pelas equações (3.5), (3.8), (3.11), (3.13) e (3.15), formando o seguinte sistema: 

,! .. , 

~ q ~.j b1 

~ B2 c2 u2,J b2 

Ai B1 c1 u1,J = b1 (3.39) 

A n-1 Bn-1 cn-1 u n-1,j b n-1 

A B u n,j b n n n 

onde: A, B e C são os coeficientes da matriz tridiagonal e b o termo independente. 

t:.t( U'\ j V l . { t:.t) A (1) =-- --' +-- i B (~) = 1 of\.1-
~ 2 ~ ~2 
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C(i) = t:.t( u'\,J _.:::.._) 
~ 2 ~ 

(3.40) 



llt 
A(n)=-'V

IJ.z2 

llt 
; B(n)=2 +v

IJ.z2 
(3.41) 

Para a solução da equação da quantidade de movimento, para a primeira metado 

do intervalo de tempo, o termo independente "b" varia conforme as equações (3.42)-

(3.47), listadas a seguir. 

• Paraj = 1 

;,; ( llt l llt b (1)=-aU+ 2 1-a~ ~1 + 2a~u 1 + llP 
b.r 2 ,1 b.r 2 ~.2 

j j 

(3.42) 

b (1)= 2 ( 1 -a~) u1
1

1 + 2a~u 1 
+ llP 

b.r2 , b.r2 i,2 
j j 

(3.43) 

b (n)= 2 ( 1- a~) u 1
1 + 2a~u 1 2 + llP 

b.r 2 n, b.r 2 n, 
j j 

(3.44) 

• Paraj >1 

t:.t ( a 1 a OJ 1 ( t:.t l 1 t:.t ( a O a 1) 1 b(l)=-aU+- --- u1 , 1_1 + 2 1-a1--
2 

u1 , 1+- -+- u1,J+l+ t:.P 
t:.r j t:.r j 2 t:.r j t:.r j 2 t:.r j 

(3.45) 
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• l::!.t ( a 1 a o] 1 ( l::!.t l 1 l::!.t ( a O a 1] 1 b(~)=- --- ui 1_1 +2 1-a1-- ui 1 +- -+- ui 1•1 + l::!.P 
flr flr 2 1 

A- 2 
1 flr 2 flr 

1 

j j LJ.Lj j j 

(3.46) 

b(n)=- --- u 1_1 + 2 1-al-- u 1 +- -+- u 1 1 + l::!.P l::!.t ( a 1 a O] 1 ( l::!.t l 1 l::!.t ( a O a 1] 1 
llr llr 2 n, 2 n, llr 2 llr n, + 

j j llrj j j 

(3.47) 

As equações (3.2), (3.6), (3.9), (3.12), (3.14) e (3.16) formam o sistema de equações para 

a solução do problema hidrodinâmico na segunda metade do intervalo de tempo, o qual 

é apresentado abaixo. 

' ., 

B1 c1 

~ b2 c2 

Ai Bl cl 

A np-2 
B np-2 c np-2 

A np-1 B np-1 

onde: 

B(l)={l+al ~:,J ; 11t 
C(1)=-a1--

11r2 
j 

ui, 1 

u1,2 

ul,J 

U 1, np-2 

ul,np-1 
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b1 

b2 

= bl 

b np-2 

b np-1 

( .) _ 11t ( a O a 1] c J --- -+---
11rj 2 llrj 

(3.48) 

(3.49) 

(3.50) 



Para a segunda metade do intervalo o termo, o termo independente varia conforme 

as equações (3.51)- (3.56). 

• Para i=l: 

b(1)=~t( uai,J ~] U + 2 ( 1-v ~t) u1•1/2+ ~t( ~- uai,Jl u~l+112+~P 
b.z 2 b.z b.z2 ~. 1 b.z b.z 2 ---.!, 1 

b(j) -~t( u'\,j v] 2 ( 1 ~t) 1+1/2 ~t( V u'\,jl1+1/2 An -- ---+- U + -v- u,_ +- ---- ~ + L.ll:" 

b.z 2 b.z b.z 2 ' j l::.z l::.z 2 ' j 

• Para l<i<n 

(3. 51) 

(3.52) 

b (1)- ~t( u'\,J ~J u1•1/2 + 2 ( 1-v ~t) u1•1/2+ ~t( ~- ual,Jl u1•1/2 + ~P 
b.z 2 l::.z 1-1,1 t::.z2 1,1 l::.z b.z 2 1+1, 1 

(3.53) 

b (j)-~t( u'\,J ~J u1•1/2 + 2 ( 1-v ~t) u1•1/2~( ~- u'\,jl u1•1/2 + llP 
b.z 2 l::.z 1-1,j t::.z2 l,j l::.z l::.z 2 1+1,j 

(3.54) 

• Para i=n 

b (1) = 2v ~t u1+1/2 + 2 ( 1-v ~ t) u1•1/2 + ~P 
b.z2 n-1, 1 b.z2 n, 1 (3.55) 

b (j) = 2v ~t u1•1/2 + 2 ( 1-v ~t) u1•1/2 + llP 
t::.z2 n-1,j l::.z2 n,j (3.56) 
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O sistema de equações é resolvido pelo método de eliminação de Gauss 

apresentado por CARNAHAN (1969). 

3.4.2.2 BALANÇO DE MASSA 

O balanço de massa é aplicado de duas maneiras, na forma integral equação (2.12) 

e na forma diferencial equação (2.9). O perfil de velocidades obtido por meio da solução 

da equação de conservação da quantidade de movimento deve satisfazer a equação de 

conservação de massa macroscópica que é o balanço de massa na forma integral. 

Inicialmente calcula-se a vazão mássica utilizando-se a equação (2.12) por uma 

integração numérica pelo método dos trapésios. Posteriormente normaliza-se o perfil de 

velocidades axial, considerando-se que a vazão mássica deve permanecer constante ao 

longo do escoamento; este processo iterativo é repetido até que a variação no cálculo da 

vazão mássica seja menor que 1 o-3
. 

Observando-se a convergência no cálculo da velocidade axial, emprega-se a 

equação da continuidade em coordenadas cilíndricas (2.9), para calcular o campo de 

velocidades radiais. 
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3.4.2.3 CÁLCULO DA COMPONENTE v 

O valor da componente radial da velocidade (v) é obtido através da equação da 

continuidade na forma diferencial, equação (2.9). As derivadas desta equação são 

discretizadas por diferenças descendentes com erro de truncamento da ordem de h2 e após 

ser discretizada e reagrupada fica: 

(3.57) 

caracterizavdo um sistema LX= b (triangular inferior), o qual tem solução direta, e a 

seguinte representação: 

Al 
vl,l b1 

B2 ~ 
v1,2 b2 

c3 B3 ~ 
v1,3 b3 

= (3.58) 

cJ BJ Aj 
vl,J bl 

vl,np-1 b np-1 
cnp-1 B A np-1 np-1 
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3.4.3 TERMOS NÃO LINEARES 

BONTOUX et ai. (1978) afmnam que os termos não lineares, u e v, devem ser 

tratados como a média aritmética entre a iteração atual e a iteração anterior. 

Posteriormente, BONTOUX et ai. (1980) afmnam que estes termos devem ser tratados 

como a média entre os 4 pontos vizinhos mais o ponto em questão. Este programa 

computacional foi testado pelas duas propostas acima, não sendo verificada nenhuma 

diferença de resultados. Por esse motivo optou-se por adotar a média entre a iteração 

atual e a iteração anterior, para obter os termos não lineares, visando reduzir o tempo 

computacional. 

(3.59) 

vil,+Jl = ..!(va + vl•ll 2 ~.j 1,j (3.60) 

3.4.4 CÁLCULO DA DISTRIBUIÇÃO DE TEMPERATURA 

O problema térmico é resolvido de forma desacoplada com o problema 

hidrodinâmico nos dois regimes de escoamento considerados, laminar e turbulento. 

Para resolver o problema térmico supõe-se que o campo de velocidade já esteja 

desenvolvido. Os valores da componente axial de velocidade, presentes na equação da 
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energia, são obtidos através da equação analítica de Hagen-Poiseuille para o caso do 

regime ser laminar e através da Lei da Parede caso o regime seja turbulento. 

Para a primeira metade do intervalo de tempo utiliza-se a equação (3.17) que 

corresponde à discretização da equação da energia no interior do domínio e o contorno 

do volume de controle é discretizado pelas equações (3.21), (3.23), (3.25), (3.27) e 

(3.29), formando o seguinte sistema: 

B1 c1 T1,J 

-«\ B2 c2 T2,J 

! .;, 

Aí Bí cí Tí,J = 

A n-1 Bn-1 cn-1 T 
n-1, j 

A B T n,j n n 

onde: 

A(i) =-l:lt( uí,J ~) ; B(i) =2 ( 1~) ; 
llz 2 llz llz 2 

l:lt 
A(n)=-a-

llz2 
l:lt 

B (n) =2 + cx
llz2 

b1 

b2 

bí 

b n-1 

b 
n 

C {i)= l:lt( ui, J -~) 
llz 2 llz 

(3.61) 

(3.62) 

(3.63) 

Para a solução da primeira metade do intervalo de tempo da equação da energia o 

termo independente "b" varia conforme as equações (3.64)- (3.69). 
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• Paraj=1 

b(1)=-.a Ti+ 2 (1- al b.t l T 1 + 2 al b.t T
1
1

2 -"1 l1r 2 11 1 l1r 2 I 

j j 

(3.64) 

(3.65) 

b(n)= 2 ( 1- al b.t) T 1
1 

+ 2al b.t T 1 

f1r 2 n 1 f1r 2 n 1 2 
j j 

(3.66) 

• Paraj = 2, 3, ..... , np-1 

(3.67) 

b.t ( al a0]1 ( [).t ]1 [).t ( aO al] b(i)=- --- Ti j-1 + 2 1-al-- Ti J +- -+- T 
t:.r t:.r 2 I 2 I t:.r 2 t:.r ilj+1 

j j t:.rj j j (3.68) 

b.t( al a0]1 ( [).t ]1 [).t( aO al]1 b(n)=- --- T. J-1 + 2 1-al-- T. J +- -+- T. J+1 [).r [).r 2 nl 2 nl [).r 2 [).r nl 
j j t:.rj j j (3.69) 

As equações (3.18), (3.22), (3.24), (3.26), (3.28) e (3.30) formam o sistema de 

equações para a solução do problema térmico na segunda metade do intervalo de tempo 

o qual é apresentado a seguir. 
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B1 c1 

~ b2 c2 

Ai Bl c i 

A B np-2 np-2 c np-2 

A np-1 B np-1 

onde: 

B(l) ={ l+al ~~,) ; 
!:l.t 

C(l)=-al-
&2 

j 

T1,1 b1 

T1,2 b2 

Tl,J = bl 

T l,np-2 b np-2 

Tl,np-1 b np-1 

( ') _ !:l.t ( a O a lJ C]----+-
&J 2 !:l.rj 

(3.70) 

(3.71) 

(3.72) 

O termo independente para a segunda metade do intervalo de tempo varia conforme 

as equações (3.73)-(3.79). 

• Para i=l 

b(l) _!:l.t( ul,J etl . 2 (1 6.tll•1/2 ll.t( et u1,JJl•112 -- --+-- T~ + -a-- T. +- ---- T. 
6.z 2 6.z 6..z2 1,1 6.z 6.z 2 2,1 

b(j) = ll.t( ul,J ~J Ti+ 2 ( l~l T.i.t1/2~r ~- ul,Jl Ti,_l+1/2 
6.z 2 6.z l::.z 2 , j l::.z l::.z 2 , j 
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• Para i=2,3, .... ,n-1 

b (l)=6t( u1,J ~J T1+1/2 + 2 ( 1 _ct ó.t l T1+1/2+ 6t( ~- u1,Jl Tl+112 
l:lz 2 l:lz 1-1,1 ó.z2 1,1 l:lz l:lz 2 1+1, 1 

(3.75) 

b(j) = 6t( u1,J ~J T1+1/2 + 2 ( 1~) T1+1/2~( ~- u1,Jl Tl+1/2 
l:lz 2 l:lz 1-1,j ó.z2 1,j l:lz l:lz 2 1+1,j 

(3.76) 

• Para i=n 

b(1)= 2~T1+1/2 + 2 (1-ct 6tl T1+1/2 
l:lz2 n-1, 1 ó.z2 n, 1 (3.77) 

b(j)= 2ct Ílt Tl+1/2 + 2 ( 1-a l:!.t l T1+112 
ó.z2 n-1,j Ó.Z2 n,j (3.78) 

• Para j=np-1 

b (np-1) =b(np-2) - Cnp-1 Tw (3.79) 
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4 RESULTADOS 

Este capítulo apresenta os resultados obtidos na simulação de escoamentos na 

região de entrada de duto circular em regime laminar e em regime turbulento, bem como 

a da transferência de calor nos dois regimes de escoamentos estudados. 

Para cada caso estudado variou-se sistematicamente a malha espacial e temporal 

visando determinar as condições de estabilidade do método numérico para a solução do 

problema. Com este propósito, adotou-se o seguinte procedimento: . 

1 - a partir de uma determinada malha espacial e um determinado valor de intervalo de 

tempo (I). t) passou-se a: 

l.a - aumentar os valores do intervalo de tempo até observar-se a divergência dos 

resultados; 

l.b- diminuir os valores do intervalo de tempo até observar-se que para valores menores 

de 1). t os perfis de velocidade ou temperatura não desenvolviam tanto quanto para 

valores maiores. 

2 - aumentar e diminuir a malha espacial no sentido radial e axial e, para cada nova malha 

repetir os passos l.a e 1. b 

Os resultados deste procedimento estão representados neste capítulo, juntamente 
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com os resultados das simulações, em forma de tabelas onde são mostrados o número de 

Nós na direção axial representada pela variável n, o número de Nós na direção radial 

representado por np, a faixa de /:1 t para a qual a solução do problema é a mesma em todas 

as malhas e o número de iterações médio (ni). 

4.1 RESULTADOS OBTIDOS EM REGIME LAMINAR 

Os resultados apresentados para o regime laminar são válidos nas condições 

apresentadas na tabela 4.1, onde se observa o aumento do número de iterações e 
' 

estreitamento da faixa do intervalo de tempo, decorrentes da alteração da malha. 

Quantidade de movimento Energia 

nXnp /lt ni /lt ni 

40 X 100 0,2- 0,6 452 1 -2,5 199 

80 X 100 0,2 - 0,5 480 1 - 1,5 408 

40 X 150 0,2 - 0,4 545 1 - 1,5 457 

Tab. 4.1 -Faixa de estabilidade do método ADI para escoamento e regime 
laminar. 

Na Figura 4.1 está mostrada a representação do perfil desenvolvido pela solução 

integral de Hagen-Poiseuille e a solução obtida neste trabalho pelo método ADI. Nesta 

Figura pode-se observar, no centro do tubo, uma leve divergência entre as duas soluções. 

Pela solução analítica de Hagen-Poiseuille a velocidade no centro do tubo é 2U. A 
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solução pelo método ADI, não chega atingir este valor. A máxima diferença entre as 

duas soluções, ao longo do raio, está no centro do tubo. 

r/ Rw 0.0 
I 
I 
I 
I 

I 
I 

, 

-0.1 

-0.2 
- Este trabalho 

-0.3 ---- Hagen-Poiseuil/e 

-0.4 

-0.5 
9' 

-0.6 9' 
f' 

"" f' 

"" -0.7 

-0.8 

-0.9 
/ 

I 
í' 

í' 
í' 

í' 
r' 

í' 

I 

I 
I 

I 
I 

I 

I 
I 

I 

-1 . o ""--/---'------'----'----'----'------'-----'---'-' 
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 

uI U 

Fig. 4.1 - Comparação dos perfis de velocidade obtidos 
pela solução analítica de Hagen-Poiseuille e pelo 
método ADI no escoamento laminar. 

A Figura 4.2 mostra o desenvolvimento do escoamento a partir de uma distribuição 

uniforme de velocidade até o escoamento plenamente desenvolvido ser atingido. Nesta 

Figura nota-se a desaceleração do fluido junto à parede do tubo e o efeito inverso no 

centro. 

Estes resultados estão mostrados novamente na Figura 4.3, onde tem-se a 

representação total do tubo e a distribuição de velocidade ao longo do mesmo, estando de 

acordo com os resultados para duas placas planas paralelas apresentados por 

SCHLICHTING (1979). 

54 



r/ Rw 0.0 

-0.1 

-0.2 100 z v 
Curva----

RwRwU 
-0.3 
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-0.4 2 0,60 
3 0,92 
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-0.5 5 1,54 
6 1,85 

-0.6 7 2,15 
8 3,10 
9 6,15 

-0.7 10 10,75 

-0.8 
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Fig. 4.2 - Representação adimensional dos perfis de 
velocidade ao longo do desenvolvimento no escoamento 
laminar. 
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Fig. 4.3 - Distribuição de velocidade para o escoamento laminar. 
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A Figura 4.4 mostra a distribuição de velocidade ao longo do tubo para diversos 

ratos. Os dados obtidos pelo método ADI são comparados aos dados experimentais 

obtidos por Nikuradse e apresentados por SCHLICHTING (1979). Pode-se ver a boa 

concordância dos resultados próximo à parede do tubo e uma ligeira divergência no 

centro. Observa-se também, que as maiores diferenças estão logo na entrada do tubo. 

Estes valores adimensionais de velocidade, junto ao centro do tubo para um mesmo raio 

obtidos por Nikuradse são mais elevados que os valores obtidos pelo presente trabalho. 
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Fig. 4.4 Distribuição de velocidade para o caso laminar. 
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O coeficiente de atrito na entrada do tubo para o caso laminar está representado na 

Figura 4.5 Os dados obtidos pelo presente trabalho são comparados com os dados de 

Langhaar, citado por BEJAN (1984). Pode-se verificar que as maiores discrepâncias 

aparecem exatamente na região de entrada, devido aos elevados gradientes de velocidade 

nesta região que não podem ser descritos pela malha adotada. 

Este trabalho 

Langhaar 

10 ~----~--~~~~~~~----~--~~~~~~~ 
0.001 0.010 0.100 

z/D Re 

Fig. 4.5 - Coeficiente de atrito para o regime laminar. 

A Figura 4.6 mostra o desenvolvimento da distribuição de temperatura adimensional onde 

se pode observar o desenvolvimento da camada limite térmica. 

57 



( T - Tw) 1.0 
-·-----
(Tc-Tw) 0_9 

0.8 

0.7 Curva 100 z v 

---------------
0.6 RwRwU 

1 1,5 

0.5 2 3,0 
3 4,5 

0.4 
4 7,5 
5 10,5 

0.3 
6 13,5 
7 18,0 
8 22,5 

' 0.2 9 30,0 
10 60,0 

0.1 

o. o L____L _ __._ _ _,___---'----'-------'------'-----'----'--------' 

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

y/Rw 

Fig. 4.6 - Desenvolvimento do perfil de temperatura para o regime 
laminar. 

4.2 RESULTADOS OBTIDOS EM REGIME TURBULENTO 

Na análise do escoamento em regime turbulento foram adotados 4 valores para o 

número de Reynolds: 10.000, 20.000, 35.000 e 50.000 sendo que para cada um deles o 

número de Prandtl foi fixado com os seguintes valores: O, 71, 3,53, 4, 13, 5, 7 e 6,45. 

O número de Prandtl O, 71 corresponde às propriedades fisicas do ar e os quatro 

restantes às propriedades fisicas da água a várias temperaturas, conforme tabela 4.2. Este 

trabalho utilizou as propriedades fisicas do fluido à temperatura média entre a temperatura 

do tubo e a temperatura inicial do fluido. A temperatura inicial do fluido foi mantida 
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constante para todos os casos testados e variou-se a temperatura da parede do tubo, e com 

isso o número de Prandtl. Para fins de comparação, procurou-se resolver o problema para 

valores do número de Prandtl iguais aos apresentados por KIRILLOV e LEVCHENKO 

(1989) em seus resultados. 

Temp. Inicial Temp Parede Temp Média N°dePrandtJ 

20 27 23,5 6,45 

20 36 28,0 5,70 

20 66 44,0 4,13 

20 83 51,5 3,53 

Tab. 4.2 - Números de Prandtl utilizados em função da tempera

tura média. 

Os resultados do perfil de velocidades estão apresentados pelos números de 

I 

Reynolds juntamente com a Lei da Parede de Nikuradse, e as curvas para a subcamada 

laminar (u+ =Y+) e para a camada de amortecimento. Por simplicidade estão descritas nas 

Figuras como "Lei da Parede" apenas. Os resultados para números de Reynolds 10.000, 

20.000, 35.000 e 50.000 estão nas Figuras 4.7, 4.8, 4.9 e 4.10, respectivamente, 

apresentando, em geral, boa concordância com a Lei da Parede. Na extremidade da curva 

(centro do tubo) descreve de forma coerente o desvio da Lei da Parede. 
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Fig. 4. 7 - Comparação do perfil de velocidade obtido 
pelo método ADI e a Lei da Parede para o número 
de Reynolds 10.000. 
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Fig. 4.8 - Comparação do perfil de velocidade 
obtido pelo método ADI e a Lei da Parede para o 
número de Reynolds 20.000. 
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Fig. 4.9 - Comparação do perfil de velocidade 
obtido pelo método ADI e a Lei da Parede para o 
número deReynolds 35.000. 
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Fig. 4.10- Comparação do perfil de velocidade obtido pelo 
método ADI e a Lei da Parede para o número de 
Reynolds 50.000. 
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O desenvolvimento da camada limite hidrodinâmica em regime turbulento, obtido 

pelo presente trabalho, para o número de Reynolds 50.000, está representado na Figura 

4.11. A comparação qualitativa pode ser feita com os resultados analíticos de 

SZABLEWSKI (1952) apresentados na Figura 4.12. Apesar de não ter os mesmos 

valores do número de Reynolds, pode-se verificar que a evolução dos valores de 

velocidade do presente trabalho está de acordo com o resultados de SZABLEWSKI 

(1952). 

o 
1.075 

1.050 

1.025 
1.000 

3: .900 a: 
.800 

.600 

1 .300 
I 

o 6 12 18 24 

x/D 
Fig. 4.11 -Distribuição de velocidade na entrada do tubo circular para número 
de Reynolds 50.000. 

62 



.&-
til (IJ15 184 

~c::. 

L 
~ 

r =1·101 

tOO 

~c:. 

I 
j_ 

1
- lfr=f(} 

t/JIJ 

tOZJ-

t$11 

(075 t~ 

tfiT 

l05 l07J t10 ----- t10 -

1/M 
t• -- 111 

_ _.1........:::-::.--------ltfQ 
t0'/5 ------r ::-6-11 

1

&...... __ .J--==::::.-:.:_:;..__ _____________ _,t/4 

-k~~~~~-~-~--~-~--~-~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~il 
~ 
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A tabela 4.3 mostra as condições de estabilidade da equação da quantidade de 

movimento em regime turbulento. 

Número de Reynolds 

10.000 20.000 35.000 50.000 

nXn~ ~t m ~t m ~t m ~t m 

130x100 ,020-,05 94 • • • • • • 
70x150 ,015-,03 131 ,020-,030 163 ,010-,015 101 • • 
100x150 ,020-,04 159 ,015-,040 176 ,010-,015 123 * • 
70x200 ,010-,02 163 ,015-,025 184 ,005-,013 145 ,007-,013 175 

Tab. 4.3 - Faixa de estabilidade do método ADI para escoamento em regime 
turbulento. 

* condições nas quais não ocorre convergência. 

Esta tabela indica que, à medida que aumenta o número de Reynolds, faz-se 

necessário refinar a malha na direção radial, principalmente próximo à parede, pois com 

o aumento do número de Reynolds a espessura da subcamada laminar diminui. Este 

efeito é observado nos resultados mostrados nas Figuras 4. 7 - 4.10: com o aumento do 

número de Reynolds acentua-se o desvio da solução numérica em relação a subcamada 

laminar. Uma malha pouco refinada próximo à parede, além de ter poucos Nós para 

representar as variações fisicas na subcamada laminar, onde o escoamento é 

essencialmente laminar, atunenta a diferença entre y+ (fisico) e y+(j) (discreto). Nestas 

condições, ao utilizar y+(j) acima de y+, aumenta-se numericamente a espessura da 
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subcamada laminar. Os resultados assim obtidos melhoram próximo a parede, mas por 

influência da conservação da massa ocorre um aumento de velocidade na região central 

do tubo. 

Outro fator que interfere nos resultados à medida em que aumenta o número de 

Reynolds, é o aumento da influência da não linearidade dos termos convectivos. 

O campo de temperatura, obtido a partir da solução da equação da energia está 

mostrado para um número de Reynolds (50.000) para 5 valores do número de Prandtl, os 

resultados estão representados nas Figuras 4.13 - 4.17 juntamente com os valores 

experimentais e teóricos obtidos por KIRILLOV e LEVCHENKO (1989) , para o 

campo de temperatura de um duto circular. Esse valor do número de Reynolds foi 

escolhido por ser o mesmo valor adotado nos resultados da referência acima citada. 

Em geral pode-se notar a boa concordância dos resultados para as regiões próximas 

à parede. Isso acontece também para os próprios resultados de KIRILLOV e 

LEVCHENKO (1989). A medida em que número de Prandtl cresce, diminui a 

concordância nas regiões centrais do tubo. Deve-se observar que a malha não descreve 

corretamente a região próxima à parede (baixos valores de yt) o que pode influenciar os 

resultados. 
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Fig. 4.13 - Comparação do perfil adimensional 
de temperatura para Re=SO.OOO e Pr=O, 71 
calculado pelo método ADI e os dados 
experimentais e teóricos de Kirillov e 
Kevchencko (1989). 
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Fig. 4.14 Comparação do perfil adimensional de 
temperatura para Re=SO.OOO e Pr=3,51 
calculado pelo método ADI e os dados 
experimentais e teóricos de Kirillov e 
Levchencko (1989). 
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Fig. 4.15 - Comparação do perfil adimensional 
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calculado pelo método ADI e os dados 
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Fig. 4.16 - Comparação do perfil adimensional 
de temperatura para Re=50.000 e Pr=5, 70 
calculado pelo método ADI e os dados 
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Fig. 4.17 - Comparação do perfil adimensional 
de temperatura para Re=50.000 e Pr=6,45 
calculado pelo método ADI e os dados 
experimentais e teóricos de Kirillov e 
Levchencko (1989). 

A tabela 4.4 apresenta as malhas espacial e temporal em que os resultados de 

temperatura em regime turbulento foram obtidos. 

Reynolds 50.000 e n x np= 50 x 300 

Pr 6,45 Pr 5,70 Pr 4,13 Pr 3,53 Pr 0,71 

~t ,002-,003 ,0035-,004 ,002-,0025 ,002-,003 ,0001-,0003 

m 112 85 110 89 93 

Tab. 4.4 - Faixa de estabilidade, da solução da equação da energia, 
pelo método ADI para o número de Reynolds 50.000. 
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4.3 ANÁLISE DOS RESULTADOS 

Os resultados para escoamentos em regime laminar apresentam ótima concordância 

com a literatura clássica. A análise via regressão linear entre o perfil desenvolvido de 

velocidade, obtido pelo presente trabalho e a solução de Hagen-Poiseuille, mostrados na 

Figura 4.1, indica um coeficiente de regressão de 0,9999. O resultado para a perda de 

carga na Figura 4.5, apresentou um coeficiente de regressão de 0.9893 comparado com 

os resultados experimentais de Langhaar. Já os resultados obtidos para o desenvolvimento 

da velocidade ao longo do tubo (Figura. 4.4) apresentam um coeficiente de regressão 

médio de .09076 quando comparados aos dados experimentais de Nikuradse. 

No caso de escoamentos em regime turbulento o coeficiente de regressão linear 

obtido na comparação da Lei da Parede com os resultados do presente trabalho são o 

seguintes: 0,9849, 0,9784, 0,9676 e 0,9570 para números de Reynolds 10.000, 20.000, 

35.000 e 50.000, respectivamente, demonstrando a diminuição da concordância desses 

resultados com o aumento do número de Reynolds verificada visualmente nas Figuras 4.7, 

4.8, 4.9 e 4.10. Os coeficientes de regressão linear para os resultados da temperatura, 

em regime turbulento, comparados com os resultados experimentais de Kirillov e 

Levchenko (1989) para um número de Reynolds 50.000 são inferiores aos obtidos na 

transferência de quantidade de movimento, mas, mesmo assim, são considerados bons, e 

para números de Prandtl 0,71, 3,51, 4,30, 5,70 e 6,45 são : 0,9103, 0,9217, 0,9042, 

0,9562 e 0,9060, respectivamente. 
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5 CONCLUSÕES 

O presente trabalho foi realizado com o objetivo de elaborar um programa 

computacional para resolver o problema do desenvolvimento térmico e hidrodinâmico em 

um duto circular pelo método ADI, resolvendo as equações da quantidade de movimento 

e conservação da massa de forma acoplada, e as equações da quantidade de movimento 

e energia de forma desacoplada. O desenvolvimento dos perfis de velocidade e de 

temperatura são obtidos a partir de perfis uniformes de velocidade e temperatura 

respectivamente, tanto em regime laminar como em regime turbulento. 

O programa computacional foi desenvolvido para resolver escoamentos de ar ou 

água, mas pode ser utilizado para resolver problemas com outros tipos de fluidos 

newtonianos, pela inclusão de subrotinas contendo suas propriedades fisicas, descritas por 

meio de equações dependentes da temperatura. 

Futuros trabalhos poderão aprimorar o programa desenvolvido. Para tanto, deve-se 

considerar as limitações no programa elaborado: 

- Neste trabalho os problemas térmico e hidrodinâmico são resolvidos de forma 

desacoplada e os valores das propriedades fisicas são tomadas a partir da temperatura 

média entre a parede do tubo e a temperatura inicial do fluido. Para se obter resultados 

mais precisos, deve-se trabalhar com as equações da quantidade de movimento e energia 

acopladas, e as propriedades fisicas devem variar com a temperatura ponto a ponto. Para 

isso há duas maneiras de encaminhar o problema: a primeira, é corrigir as propriedades 
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físicas em função da mudança de temperatura após cada iteração; a segunda opção é 

utilizar, nas equações de balanço, a forma original dos termos difusivos, ou seja, a 

viscosidade dinâmica na equação da quantidade de movimento e a condutividade térmica 

na equação da energia devem ser derivadas juntamente com a velocidade e temperatura. 

- Para obter o termo de pressão na equação da quantidade de movimento foi utilizado o 

conceito da tensão de cisalhamento na parede e este termo permanece constante em todo 

o raio, o que é particularmente significativo para o escoamento turbulento, onde a pressão 

varia com o raio. A sugestão para este caso é fazer uso de uma equação que possa 

descrever a variação de pressão tanto na direção axial como na direção radial. A equação 

de estado é um caminho que pode ser seguido para evitar esta simplificação. 

- A componente de velocidade radial, neste trabalho, é obtida através da equação da 

conservação da massa após ter-se calculado o campo de velocidade axial. No escoamento 

laminar a componente transversal da velocidade tem, comparativamente com a velocidade . 
principal, maior magnitude que no escoamento turbulento. No entanto, como no 

escoamento turbulento os gradientes de velocidade são mais elevados, a combinação 

desses dois termos toma-se mais importante neste último caso, por isso, é interessante 

discretizar a equação de Navier-Stokes também na direção radial e trabalhar de forma 

acoplada com a equação para a direção axial na obtenção do campo de velocidades, 

principalmente em regime turbulento. 

- Este modelo foi desenvolvido para tubo com temperatura constante na parede. Para 

extender o uso do modelo a escoamentos com fluxo de calor constante na parede do tubo, 
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deve-se alterar a condição de contorno na parede do tubo, de primeira ordem para uma 

condição de contorno de segunda ordem. 
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" APENDICEA 

EQUAÇÕES DE BALANÇO PARA O ESCOAMENTO 

TURBULENTO 

Para que possam ser considerados os efeitos da turbulência no modelo matemático, 

é preciso que este descreva o escoamento turbulento médio, sem levar em consideração 

as flutuações instantâneas de velocidade e temperatura ocorridas no escoamento 

turbulento. Para tanto, se faz necessário decompor as variáveis u, v e T em componentes 

médias e flutuantes, a fim de reavaliar os termos das equações diferenciais que compõe 

o modelo. Uma vez que a equação da continuidade não é afetada por este tratamento, 

devem ser reformuladas as equações de quantidade de movimento e da energia. 

A.l EQUAÇÃO DA QUANTIDADE DE MOVIMENTO 

ou +vau + uou = -2 oP + "\) [êlu + ~ou + êlu] 
ot or oz p oz or2 r or oz2 (A.l) 

Os termos u, v e p são decompostos em suas parcelas médias e flutuantes (hipóteses de 

Reynolds ), da seguinte forma: 

u =; + u1 

v=~+v1 

p = p + p' 

(A.2) 
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substituindo-se as expressões deu, v e p na equação (A.l), obtém-se: 

3._ (~ + u1
) + (; + v1

) 3._ (~ + u1
) + ( ~ + u1

) 3._ (~ + u1
) = 

at ar az 
(A. 3) 

Aplicando-se a média em toda a equação (A.3), obtém-se: 

a~ au' - &.z - au' 1 a~ 1 au' -a~ - au' 1 a~ au' 
- +- +v- +v- +v- +v- + u- + u- + u- + u1-= 
at at ar ar ar ar az az az az 

(A. 4) 

O valor médio das flutuações é zero, e os termos abaixo são eliminados 

au1 
- au1 

1 a~ - au' 1 a~ 1 (p 1 if U 1 1 au' if U 1 

= v- = v- = u-= u -=-- = -- = = -- (A. 5) 
at ar az az az p az ar2 r ar az2 

Os termos de flutuação que restaram na equação do movimento são apenas os referentes 

as tensões de Reynolds e correspondem aos dois últimos termos à direita na equação 

(A.6). 

a~ +;a~ +~a~ = _]: ~ + \) [êi~ + ]:_a~ + êi~]- av'u'- au'u' 
at ar az paz ar2 r ar az2 ar az (A. 6) 

Fazendo-se uma análise de escala, e supondo que v'O(u'), e que z>>r, 
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» 
au1u1 

az 

pode-se desprezar o termo 

au'u' 

àz 

Assim a equação do movimento em regime turbulento fica: 

A.2 EQUAÇÃO DA ENERGIA 

aT + v aT + u aT = Ci [ êJ T + ~ aT + êJ Tl 
at ar az ar2 r ar az2 

aplicando a hípótese de Reynolds a equação da energia fica: 

~ (T + T1
) + (; + v 1

) ~ (T + T1
) + (; + u1

) ~ (T + T1
) = 

at ar az 
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Aplicando-se a média sobre toda a equação (A. li), obtém-se: 

a"T aT' - a'T - aT' , a'T -a? - a'T - aT' , a'T , aT' 
+-+v- +v- +v- +v1

- +u- +u- +u- +u-= 
at at ar ar ar ar az az az az 

(A.12) 

e os seguintes termos são eliminados: 

aT' - aT' , a'T -aT' , a'T if T' 
=v-= v- = u- = u -= -- = (A.13) 

1 aT' 
at ar ar az az ar2 r ar 

ficando assim a equação da energia em regime turbulento: 

(A.l4) 

fazendo a mesma análise de escala do ítem A. I pode-se eliminar o último termo da 

equação acima, obtendo-se a equação da energia para o escoamento turbulento. 

(A.lS) 
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A 

APENDICEB 

MODELO DE TURBULÊNCIA 

"Para descrever as tensões de Reynolds na equação do movimento em regime 

turbulento, Boussinesq utilizou a tensão de cisalhamento no escoamento laminar" 

(LAUNDER e SPALDING,1972),que é dada pela Lei da Viscosidade de Newton 

ou 
T = pv-

1 Oy 
(B.l) 

substituiu a viscosidade dinâmica pelo coeficiente e, que é chamado de viscosidade 

aparente, virtual ou turbulenta (SCHILICHTING, 1979), e a derivada da velocidade 

pela derivada da velocidade média, obtendo a relação para a tensão turbulenta. 

-ou 
T = p e-

t Oy 
(B.2) 

"Ao contrário da viscosidade dinâmica, a difusividade turbulenta (e), não é uma 

propriedade do fluido. Seu valor varia, ponto a ponto no escoamento. A introdução da 

difusividade turbulenta fornece uma ferramenta para a construção de um modelo de 

turbulência, mas ele por si só não constitui um modelo, por esse motivo deve-se expressar 

a viscosidade turbulenta em termos conhecidos ou em quantidades calculadas 

"(LAUNDER e SPALDING, 1972). 

Neste texto os Autores descrevem a necessidade de se obter relações matemáticas 
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para a viscosidade aprarente E. 

Tomando-se as variáveis adimensionais u+ e y+ 

• 
+ yu 

y = (B.3) 
\) 

u 
• (B.4) 

u 

E aplicando-as na expressão da Lei de Newton da viscosidade, isto é, na tensão de 

cisalhamento para o escoamento laminar, obtém-se: 

(B.S) 

Considerando-se que na subcamada laminar u+= y+, simplifica-se a equação acima e 

obtém-se o tensão de cisalhamento na parede ( 't w). 

1" = pu.2 (B. 6) 
li 

Considerando-se, ainda, que próximo a parede -r t = -rw ,e que no centro do duto 

-rt = o , obtém-se a seguinte expressão para a tensão de cisalhamento adimensional: 
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r 
= (B.7) 

R 
w 

Tornando-se os dois últimos termos da equação dupla acima, e isolando o produto da 

difusividade turbulenta pelas derivadas, tém-se: 

-ou r ..2 
e - = -u 

m Oy R 
w 

Tomando-se a Lei da Parede (SCHLICHTING, 1969) de Nikuradse: 

u• = 2 1 5 lny• + 5 1 5 

e substituindo-se y+ eu*, equações (B.3) e (B.4), respectivamente, obtém-se: 

u yu ( .) ~ = 2 1 5 ln ~ + 5, 5 

(B.8) 

(B.9) 

(B.lO) 

E isolando-se a velocidade média da expressão acima, e derivando a equação resultante 

em relação a y chega-se a seguinte equação: 

-ou u• 
= 2.5- (B.ll) 

0y y 

Que substituida na equação (B.8) fornece o modelo de turbulência devido a Nikuradse. 

r • 
~ = 0.4 -u y 

R 
(B.12) 

w 

ondey=Rw- r 
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" APENDICEC 

PERDA DE CARGA 

Para caracterizar a variação de pressão do fluido ao longo do tubo, faz-se um 

balanço de forças dentro da seção do escoamento, obtendo-se: 

~ p "( 
~ m w - =--- (C.l) 
oz A 

onde P m é o perímetro molhado e A é a área transversal da seção considerada e -r P é a 

tensão de cisalhamento na parede. 

Para um fluido newtoniana, pode-se considerar a seguinte expressão para descrever 

a tensão de cisalhamento média na parede do tubo 

(C.2) 

Substituindo-se a equação (C.2) na equação (C. I) obtém-se a seguinte expressão: 

Op = - 2pp[ OUL 
oz R or 

• 

(C.3) 

''No caso do escoamento laminar a pressão é éonstante ao longo do raio, se forças 

de campo não forem importantes. Para o escoamento turbulento a pressão pode ser 

tomada por seu valor na parede, mesmo para o centro do tubo" (TENNEKES e 

LUMLEY, 1972). 
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A 

APENDICED 

COMPRIMENTO DE ENTRADA 

No escoamento de um fluido, em tubos ou dutos a distribuição de velocidade 

passará de um perfil inicial na entrada do tubo/duto a um perfil plenamente desenvolvido 

a uma certa distância da entrada. O comprimento do duto no qual o desenvolvimento da 

velocidade ocorre é chamado de comprimento de entrada hidrodinâmico ou região de 

entrada. 

Alguns autores divergem no que diz respeito a distância do comprimento de 

entrada hidrodinâmico, mas são unânimes em afirmar que o comprimento de entrada 

térmico, tanto em regime laminar como em regime turbulento é dado por: 

(D.l) 

Onde 'Lr é o comprimento de entrada térmico e Z é o comprimento de entrada 

hidrodinâmico. 

SHAMES (1973), apresenta a seguinte equação para o comprimento de entrada 

hidrodinâmico: 

Z = 0,03ReD (D. 2) 

A equação teórica para o comprimento de entrada calculada por L.Shiller e os 
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resultados experimentais de J. Nikuradse e apresentadas por SCHLICHTING (1979) 

são, respectivamente: 

R 2 U z = 0,115-
\) 

R2 U z = 0,04-
\) 

(D. 3) 

(D.4) 

As equações (D.2), (DJ) e (D.4) são aplicadas ao escoamentos laminar. Tomando-

se a expressão para a espessura da camada limite turbulenta, dada por: 

õ = 0,37 Re-115 

z 

onde ô é a expessura da camada limite e "z" 

(D. 5) 

é a distância da entrada., e considerando que em um duto circular a expessura máxima 

da camada-limite é igual ao raio do tubo, pode-se utilizar a expressão acima para 

determinar o comprimento de entrada hidrodinâmico em regime turbulento num duto 

circular, substituindo ô por Rv, assim e a equação (D.5) fica: 

R 
X=-"'- Re115 

0,37 
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