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Resumo

Apresentamos o valor de Perron combinatoério de arvores, definido por
Andrade e Dahl [4]. Este novo parametro ¢ uma cota inferior para o valor
de Perron e pode ser calculado diretamente da arvore, sem a necessidade
do calculo do espectro. Exibimos resultados de Kirkland et al. [15] que
mostram como a conectividade algébrica de uma &arvore pode ser obtida
através do valor de Perron. Mostramos que o valor de Perron combinatoério é
uma boa aproximacao para o valor de Perron da estrela e do caminho, con-
forme afirmado em [4]. Além disso, apresentamos resultados de experimentos
computacionais realizados para investigar a qualidade da aproximacao do
valor de Perron pelo valor de Perron combinatério para arvores com até 14
vértices. Também investigamos a possibilidade de utilizar o valor de Perron

combinatoério para o ordenamento de arvores de diametro 3.
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Abstract

We present the combinatorial Perron value of trees, defined by An-
drade and Dahl [4]. This new parameter is a lower bound to the Perron value
and it can be computed directly from tree, without the need of spectrum
calculation. We exhibit results from Kirkland et al. [15] that show how the
the algebraic connectivity of a tree can be obtained through the Perron value.
We prove that the combinatorial Perron value is a good approximation to the
Perron value of the star and of the path, according to [4]. Besides we present
results from computational experiments executed to investigate the quality
of the approximation of the Perron value by the combinatorial Perron value
for trees with up to 14 vertices. We also investigate the possibility of using

the combinatorial Perron value for ordering trees of diameter 3.
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1 INTRODUCAO

Um grafo G = (V, E) é uma estrutura composta por um conjunto
V' cujos elementos sao chamados de vértices e um conjunto E cujos elemen-
tos sao chamados de arestas, onde cada aresta é um subconjunto de dois
vértices. Podemos representar um grafo geometricamente utilizando pontos
associados aos vértices e linhas associadas as arestas conectando tais pontos.
Outra forma de representar grafos é através de matrizes, cujas propriedades
espectrais dao informagoes a respeito da estrutura do grafo. De fato, a Teoria
Espectral de Grafos, na qual esse trabalho esta inserido, estuda a relagao
entre as propriedades estruturais de grafos e o espectro de certas matrizes a

eles associadas.

Uma das matrizes frequentemente utilizadas para representar um grafo
é a matriz laplaciana. Dado um grafo G = (V, E) com n vértices, a matriz

laplaciana de G é a matriz de ordem n denotada por L = [l;;] dada por

;

deg(v), sei=j
lij =19 -1, se{v,v}€FE

0, c.c.,
\

onde deg(v;) é o grau do vértice v;, isto é, é a quantidade de arestas incidentes
no vértice v;. Merris em [18] apresentou alguns resultados conhecidos sobre a
matriz laplaciana e seu espectro, servindo como uma boa introdugao para as
propriedades de L. Essa matriz e, em especial, seu segundo menor autovalor,

possuem papel relevante na Teoria Espectral de Grafos.



Em 1973, Fiedler [9] estudou propriedades do segundo menor auto-
valor da matriz laplaciana, denominando-o conectividade algébrica ao perce-
ber sua relagao com a conectividade estrutural do grafo. Fiedler mostrou
que um grafo é conexo se e somente se sua conectividade algébrica é positiva,
além de ser uma cota inferior para as conectividades de vértices e arestas,

por exemplo.

Em [10], Fiedler utilizou as entradas do autovetor associado a conec-
tividade algébrica de um grafo para determinar uma numeragao caracteristica
em seus vértices. Tal autovetor é conhecido como vetor de Fiedler, em sua
homenagem. O vetor de Fiedler tem recebido grande atengao e resultados

podem ser vistos em [8], [16] e [19].

Abreu em [2]| reuniu varios resultados envolvendo a conectividade
algébrica e o vetor de Fiedler. O survey apresenta diversas cotas para
a conectividade algébrica como funcao de outros invariantes de grafos e
também exibe aplicagoes do vetor de Fiedler em problemas de otimizacao
combinatéria, por exemplo. Além das diversas aplicagoes, um dos interesses
na conectividade algébrica é o possivel ordenamento de grafos a partir desse
parametro. O survey de Abreu et al. [3| apresenta resultados acerca desse
problema e destaca as dificuldades em obter uma ordem parcial através da

conectividade algébrica.

No final dos anos 80, Merris em [17] explorou a numeragao caracteris-
tica de arvores, que sao grafos conexos e sem ciclos, e mostrou propriedades
dos chamados vértices caracteristicos da arvore. As arvores foram entao

classificadas em Tipo I e Tipo II, de acordo com a numeracao caracteristica



dada pelo vetor de Fiedler, tendo um ou dois vértices caracteristicos, respecti-
vamente. Ja em 1996, Kirkland et al. mostraram em [15] que ao remover um
vértice caracteristico de uma arvore do Tipo I, o maior autovalor da matriz
associada a alguma das subarvores resultantes é o inverso da conectividade
algébrica da arvore original, além de um resultado semelhante para arvores
do Tipo II. Esse maior autovalor é chamado de valor de Perron da arvore T,

denotado por p(T).

Recentemente, Andrade e Dahl definiram em [4] o valor de Perron
combinatorio da arvore T', denotado por p.(T"), que mostram ser uma cota
inferior para o valor de Perron de T', mas sendo facilmente obtido a partir da
arvore, sem a necessidade de célculo do espectro. Nosso foco principal é o
estudo do valor de Perron combinatoério, procurando determinar a qualidade

dessa cota em relacao ao valor de Perron.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma. O capitulo 2 esta-
belece nog¢oes basicas sobre Teoria de Grafos, Teoria de Matrizes e Teoria

Espectral de Grafos, necessarias para a compreensao geral do trabalho.

O capitulo 3 exibe algumas propriedades da conectividade algébrica
e da numeracao caracteristica dada pelo vetor de Fiedler, além de mostrar a

conexao entre o valor de Perron e a conectividade algébrica.

No capitulo 4, estudamos o valor de Perron combinatério e suas
propriedades. Analisamos a qualidade dessa cota inferior ao valor de Perron
para algumas familias de drvores e também apresentamos cotas para o valor
de Perron e resultados a respeito de centopeias. Por fim, exibimos algumas

buscas computacionais e um resultado sobre arvores de diametro 3.



2 NOCOES PRELIMINARES

2.1 Teoria de Grafos

Nesta secao apresentamos algumas defini¢oes introdutoérias e termi-
nologias da Teoria de Grafos baseadas em [1] e [11], necessarias para a com-
preensao do tema principal. Estes conceitos também podem ser encontrados

no livro de Diestel |7].

Definigao 2.1.1. Um grafo G = (V, E) € uma estrutura composta por um
conjunto finito e nao vazio V' cujos elementos sao chamados de vértices e

um conjunto E de subconjuntos de dois vértices denominados arestas.

Utilizamos |V'| e |E| para indicar, respectivamente, o nimero de vér-

tices e o numeros de arestas de G = (V, E).

Para um elemento {u,v} € E dizemos que os vértices u e v $ao
adjacentes ou vizinhos e que a aresta {u,v} incide em u e v. O grau
de um vértice v € o numero de arestas que incidem em v e € denotado por
deg(v). Um vértice com apenas um vizinho, ou seja, de grau 1, é chamado

vértice pendente.

Podemos ver representado da Figura 1 um grafo G = (V, E) com

V| =5, |E| =5 e todos os vértices de grau 2.

Figura 1: Grafo G com 5 vértices e 5 arestas.



De acordo com a necessidade, teremos os vértices de G denotados por

v1,V2,...,0, ou 1,2, ..., n e as arestas de GG denotadas por ey, es, ..., €.

Definicao 2.1.2. Dado um grafo G = (V| E), chamamos de grafo com-

plementar de G o grafo G = (V, E) tal que {u,v} € E se e somente se

{u,v} ¢ E.

Vemos representado na Figura 2 o grafo complementar G do grafo G
da Figura 1, onde podemos observar que as arestas de G nao estdo em G e

que as arestas que pertencem a GG nao estao presentes em G.

Figura 2: Grafo complementar ao grafo da Figura 1.

Definicao 2.1.3. Uma orientacao de um grafo G é uma atribuicao de
direcao para cada aresta de G, isto €, para cada aresta e = (u,v) dizemos
que e comega no vértice u e termina no vértice v ou que a aresta € orientada
de u em diregao a v. Um grafo é dito orientado se seu conjunto de arestas

possut uma orientagao.

Vemos representado na Figura 3 um grafo orientado G' = (V, E) com
conjunto de vértices V' = {1,2,3,4} e conjunto de arestas £ = {(1,2), (1,4),
(3,2),(3,4)}, onde podemos dizer que a aresta (3,2) comega em 3 e termina

em 2, por exemplo.

Definigao 2.1.4. Um grafo € dito simples quando nao possui lagos (arestas

ligando wm vértice nele mesmo), nem arestas miltiplas (mais de uma aresta

5
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Figura 3: Grafo orientado.

incidindo no mesmo par de vértices) e sem orienta¢ao. Neste trabalho, a
menos que explicitamente citado, consideraremos grafos simples, 0s quais

sao referidos a partir de agora por grafos.

Definicao 2.1.5. Seja G = (V, E) um grafo. Um caminho de vy a vy
€ uma Sequéncia finita vy, vy, ..., v € V de vértices distintos de G tal que
{vi,vi41} € E, para 1 < i < k — 1. Denotamos por P, um caminho com n

vértices.

Vemos na Figura 4 o caminho Ps.

O—O0—AC—C—=0

Figura 4: Caminho Ps.

Definicao 2.1.6. Se existe um caminho entre quaisquer par de vértices,

entao o grafo € dito conexo. Caso contrdrio, o grafo é dito desconexo.

Um ciclo é um grafo conexo onde todo vértice possui exatamente dois

vizinhos. Denotamos por C,, o ciclo com n vértices.

O comprimento de um caminho ou de um ciclo é o numero de
arestas que mneles ocorre. Assim, P, tem comprimento n — 1 e C, tem

comprimento n.

Dados dois vértices u e v de um grafo conexo G, chamamos de dis-

tancia de u a v o minimo dos comprimentos dos caminhos que ligam u e



v. O mdximo das distdncias entre quaisquer dois vértices de G é chamado

diagmetro de G.

Vemos o ciclo C4 na Figura 5, como exemplo.

Figura 5: Ciclo Cy.

Defini¢ao 2.1.7. Seja G = (V, E) um grafo. Se G' = (V',E') é um grafo
que satisfaz V' CV e E' C E, escrevemos G' C G e dizemos que G' é um

subgrafo de G.

Na Figura 6 temos representado o grafo G = (V, E) com V = {vy,...,
v}, enquanto o subgrafo G' = (V', E') nao possui o vértice v, e suas arestas

incidentes, além da auséncia das arestas {vy,vs} e {vs, vs}.

U1 U1

V2 U3 V2 U3
V4 Us Ve Us Ve

Figura 6: Grafo G e subgrafo G'.

Definigao 2.1.8. Quando G' C G ¢ tal que dois vértices sio adjacentes em

G’ se e somente se eles sao adjacentes em G, dizemos que G' € um subgrafo

induzido de G.

Se um grafo G for desconexo, dizemos que G' C G é uma compo-
nente conexa de G quando G' € um subgrafo conexo e nao existe outro grafo

conexo H C G tal que G' C H e G' #+ H.

7



U1 v1
V2 U3 V2 U3
V4 Ve
Us Us

Figura 7: Grafo G e subgrafo induzido G'.

V1 V4 Vs
(] U3 U7 Ve

Figura 8: Grafo G com componentes conexas Ps e Cy.

Definigao 2.1.9. Uma drvore é um grafo conexo e sem ciclos. Jda um grafo
desconexo e sem ciclos é chamado floresta. Veértices pendentes em drvores

também sao conhecidos como folhas.

Representamos na Figura 9 uma arvore T' com 6 vértices e 5 arestas,
onde notamos a auséncia de ciclos e que T é conexa. Também observamos
que os vértices vy, v5 € vg sao folhas de T

U1

V2 v3
V4 Vs Vg
Figura 9: Arvore T

Se removermos de T' o vértice v, e suas arestas incidentes, teremos

uma floresta com duas componentes conexas, representada na Figura 10.

Definicao 2.1.10. Um grafo ¢ dito k-regular se todos seus vértices tém



V2 v3
V4 Us Ve

Figura 10: Floresta com componentes conexas P e Pj.

grau k.

O grafo no qual quaisquer dois vértices distintos sao adjacentes é
chamado de grafo completo. Denotamos por K, o grafo completo com
n vértices e aproveitamos para notar que K, € (n — 1)-reqular. Vemos K

representado na Figura 11.

Figura 11: Grafo completo K.

Definigao 2.1.11. Um grafo G = (V, E) € dito bipartido se existe uma
parti¢iao do conjunto de vértices V =V, UV,, com Vi NV, =0, de modo que
as arestas de G sejam da forma {i,j} com i € Vi e j € Vs, isto €, nao hd

vértices adjacentes em um mesmo subconjunto da particao.

e

Figura 12: Grafo bipartido completo Ks 3.

Um grafo bipartido G = (Vy UV, E) € dito bipartido completo se
cada vértice de Vi for adjacente a todo vértice de Va. Se |Vi| =p e |Va| = g,

escrevemos G = K, ,. Vemos o grafo bipartido completo K, 3 representado na



Figura 12, onde podemos enzergar Vi como sendo formado pelos dois vértices

de cima e Vs, pelos trés vértices de baizo.

Definicao 2.1.12. A estrela S,, n > 3, é um grafo com n vértices onde
exatamente um vértice tem grau n — 1 e todos os outros sao pendentes. Na
Figura 13 vemos representada a estrela Sg. Notamos que a estrela S, € o

grafo bipartido completo K ;.

Figura 13: Estrela Sg.

Definicao 2.1.13. Uma centopeia é uma drvore cuja remoc¢ao das folhas
a transforma em um caminho. As folhas de uma centopeia sao também

chamadas de pernas e os vértices nao pendentes de vértices dorsais.

Denotamos por C(ny,...,ng) a centopeia consistindo de um caminho
P, = vivse...vx, com n; > 0 pernas em cada v;, para 1 = 1,2,...,k. Na
Figura 14 temos a centopeia C(1,3,0,2) que possui quatro vértices dorsais e

sets pernas ao total.

) )
&u

Figura 14: Centopeia C(1,3,0,2).

10



2.2 Teoria de Matrizes

Nesta sessdo apresentamos conceitos de Algebra Linear que serdo
utilizados ao longo deste trabalho. Os conceitos aqui apresentados podem

ser encontrados no livro de Horn e Johnson [14], entre outros.

Denotamos por M,, ,(F) o conjunto de todas as matrizes de ordem
m X n com entradas no corpo F. Sempre que F = R, usamos a forma
abreviada M,, , no lugar de M,, ,,(R) e, caso m = n, a matriz ¢ dita quadrada
e o conjunto M, , ¢ denotado simplesmente por M,. Além disso, a matriz

identidade de ordem n é denotada por I.

Definigao 2.2.1. Dada uma matriz A = [a;;] € M,(C), o determinante

de A, denotado por det A, € o nimero complexo

det A = Z (sgn m ﬁ ai,w@)) ,
T i=1

onde a soma € sobre todas as n! permutagées ™ de {1,2,...,n} esgnm = +1
ou —1, dependendo se a quantidade minima de transposicoes necessdrias para

transformar m em {1,2,... ,n} for par ou impar, respectivamente.

Chamamos de polinémio caracteristico de A, denotado por pa(x),

o polindmio de grau n

pa(x) = det(xl — A) € Clx].

Dizemos que A € C é um autovalor de A se Av = \v para algum

vetor nao nulo v € C". Dizemos que tal vetor é um autovetor associado

11



ao autovalor ).

O conjunto dos autovalores e respectivas multiplicidades de uma ma-

triz A € denominado espectro de A e denotado por spec(A).

O raio espectral de A, denotado por p(A), € o maior autovalor de
A em mdodulo, ou seja,

A) = Al
p(A) Aeﬂ?,?i&)| |

Como o nome sugere, o raio espectral de uma matriz é o raio do menor

disco com centro na origem que contém todos os seus autovalores.

Observamos que se A é um autovalor de A, ou seja, tal que Av = Av
para algum v # 0, entdo Av — Av = (A — A)v = 0. Logo Al — A é ndo
singular e, portanto, pa(\) = det(A — A) = 0. Segue que o espectro de uma
matriz A é o conjunto das raizes de seu polindmio caracteristico e que uma

matriz é singular se e somente se 0 é seu autovalor.

Definigao 2.2.2. Sejam A, B € M, (C). Dizemos que B é semelhante a A

se existe uma matriz inversivel S € M, (C) tal que B = S™'AS.

Definigao 2.2.3. Dada uma matriz A = [a;j] € My, ,(F), onde F é um
corpo qualquer, a matriz transposta de A, denotada por AT, é a matriz

cuja entrada i,j € aj;, isto €, as linhas de A sao colunas de AT e vice-versa.

Dizemos que uma matriz A = [a;;] € M, (F) ¢ simétrica se A = AT,

ou seja, a;j = aj; para todos i,7, com 1 <1,j < n.

A matriz transposta conjugada de A € M, ,,(C), denotada por A*,

€ definida por A* = ZT, onde A € a matriz conjugada de A, ou seja, a matriz
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em que cada entrada é o complexro conjugado da entrada correspondente de

A.
Uma matriz A € M, (C) é dita hermitiana se A = A*.

Dados vetores x,y € C", chamamos de produto interno euclidiano
(ou produto escalar) de x pory o escalar (z,y) = y*x.

Dado um vetor x € C", a norma euclidiana é dada por ||z| =

(z,z)1/2,

O produto interno possui algumas propriedades, duas das quais sao
de interesse particular. Dados os vetores z,y € C" e a matriz A € M, (C),
temos que (Az,y) = (r, A"y) e que = e y sdo ortogonais se e somente se
(z,y) = 0. Notamos, também, que ||z||> > 0 e ||z]|* = 0 se e somente se

z = 0.

Além disso, observamos que, nos reais, uma matriz ser hermitiana é
0 mesmo que ser simétrica e o transposto conjugado de um vetor é apenas o

vetor transposto, isto é, " = zT.

Proposicao 2.2.4. Todos os autovalores de uma matriz hermitiana sao

Teqts.

Demonstragao. Seja A € M,(C) uma matriz hermitiana e A € spec(A), ou
seja, Ax = Az para algum vetor nao nulo x € C" tal que "z = 1. Como

A= A", temos:

A =Az'x) =z"(\x) =a"(Ax) =z2"(A"x) = (2"A")x
= (Az)*z =)'z =(zNz = Nz"z) =\



Portanto, A € R. O

Como os autovalores de uma matriz hermitiana A € M, (C) sao reais,

podemos ordena-los em ordem nao-decrescente:

A< A< < A (2.2.1)

Proposicao 2.2.5. Autovetores associados a autovalores distintos de uma

matriz hermitiana sao ortogonais.

Demonstracao. Seja A € M, (C) uma matriz hermitiana e suponhamos que
x e y sejam autovetores associados a autovalores distintos A e pu de A,

respectivamente. Entao

Mz, y) = (Ar,y) = (Az,y) = (x, A%y) = (2, Ay) = (v, py) = p(x,y).

Portanto, temos que (A — p){(z,y) = 0. Como A — p # 0, entdo

(x,y) =0, ou seja, x e y sdo ortogonais. O

Teorema 2.2.6. Para toda matriz hermitiana A € M,,(C) existe uma base

ortonormal de C" formada por autovetores de A.

Demonstra¢ao. Horn [14], Teorema 2.5.6. O

Definigao 2.2.7. Dada uma matriz hermitiana A € M, (C) e um vetor nao
nulo x € C", o quociente de Rayleigh de A em x é o nimero real
x*Ax

R(A,z) = :

Tt
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Nas condicoes da definicao acima, podemos observar que z*Axr € R
para qualquer vetor x € C", pois x*Ax = (2" Ax)* = 2" A*x = 2" Ax, ou seja,
x*Ax é igual ao seu conjugado, portanto, € um ntmero real.

O Teorema 2.2.8 a seguir serd uma ferramenta ttil ao tratarmos
com autovalores de matrizes associadas a grafos. Em especial, o segundo

menor autovalor de uma determinada matriz nos dara informagoes sobre

propriedades estruturais do grafo.

Teorema 2.2.8 (Courant-Fischer). Seja uma matriz hermitiana A € M, (C)

e < A < --- <\, seus autovalores. Entao, para k € {1,2,...,n},

¥ Ax

A= min max (2.2.2)
{S:dim S=k} {z€S:z£0} X*T
e
*A
A = max min _ — :(:’ (2.2.3)
{S:dim S=n—k+1} {z€S:x#0} T*T
onde S € um subespaco de C".
Demonstragao. Horn [14], Teorema 4.2.6. O

Observamos que se k = n em (2.2.2) ou k = 1 em (2.2.3), entao

S = C", pois este é o tnico subespaco n-dimensional. Ambos os casos se

reduzem a
*A
A, = max =% (2.2.4)
x#£0 T*x
e
*A
A = min 2%, (2.2.5)
z#£0 T*T
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Definicao 2.2.9. Dizemos que uma matriz hermitiana A € M,(C) é pos-
itiva definida (respectivamente, positiva semidefinida) se x*Ax > 0

(respectivamente, x* Az > 0), para todo vetor nao nulo x € C".

Proposicao 2.2.10. Todo autovalor de uma matriz positiva definida (semi-

definida) é um nimero real positivo (ndao negativo).

Demonstragao. Sejam A € M,(C) uma matriz positiva definida, A € R um

autovalor de A e z € C" um autovetor associado a A. Temos que z*(Az) =

x*(A\z) = AMz*z). Entéo
Az

A= > 0.

r*T
De forma anéloga, demonstra-se o caso em que a matriz A é positiva semidefi-

nida e, portanto, A > 0. O

Teorema 2.2.11. Se uma matriz A € M, (C) hermitiana pode ser escrita
como A = BB*, para alguma matriz B € My, ,(C), entio A é positiva

semidefinida.

Demonstracao. Dado um vetor nao nulo x € C", temos
r*Ax = 2" (BB")x = (B*z)*(B*z) = (B*z, B*z) > 0,

logo A é positiva semidefinida. m

Definicao 2.2.12. Chamamos de trago de uma matriz A = [a;;] € M, (C),
0 qual denotamos por tr(A), a soma das entradas de sua diagonal principal.

Assim,
t?"(A) = Z (078
i=1
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Proposicao 2.2.13. O trago de uma matriz € igual a soma dos seus auto-

valores.

Demonstragao. Seja uma matriz A € M,(C) e seja pa(z) = det(z] — A) €
Clz] o polinomio caracteristico de A. Cada parcela do determinante é o
produto de exatamente n entradas de xI — A, onde as entradas sao de linhas
e colunas diferentes, portanto, as parcelas sao polinémios em x de grau no
méaximo n. O grau de uma parcela sera n somente quando todos os fatores
envolverem x, o que acontece apenas no produto dos elementos da diagonal

principal, o qual vale

H(af —ay) =" — (ay + - app)r" o (=D g G (2.2.6)

Qualquer outra parcela do determinante contém um elemento a;j,
onde ¢ # j, logo as respectivas entradas diagonais z — a; e  — a;; nao
sao fatores dessa parcela, sendo seu grau no méaximo n — 2. Portanto, os
coeficientes de 2™ e ™! no polindmio p4(x) sdo definidos apenas pela parcela

(2.2.6), ou seja, o coeficiente de 2" ¢ 1 e o coeficiente de "' & —tr(A).

Por outro lado, pelo Teorema Fundamental da Algebra, pa(z) =
(x — A)(x — A2)...(x — \,), onde spec(A) = {N\,..., A} € C. Assim,

comparando os coeficientes do polinémio caracteristico, encontramos

tr(A) = Zn: i
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Definigao 2.2.14. Seja A = [a;;] € M, . Se a;j > 0, Vi, j, dizemos que A é
uma matriz nao-negativa e escrevemos por A > 0. No caso de desigualdade

estrita, denotamos por A > 0 e dizemos que A € uma matriz positiva.

Se B = [b;;] € My, dizemos que A domina B, e denotamos por

A> B, se A— B > 0. Definimos analogamente a desiqualdade estrita.

Dizemos que P € M, ¢ uma matriz de permutacgao se exatamente
uma entrada de cada linha e coluna de P € igual a 1 e todas as outras entradas

sao iguais a 0.

Uma matriz A € M, ¢é dita redutivel se existe uma matriz de per-

mutacao P tal que

PTAP =
On—r,r D

coml<r<n-—1.

Caso contrdrio, a matriz A € dita irredutivel.

Vale notar, na definicao acima, que os blocos B,C' e D nao tém
necessariamente todas as entradas nao nulas. E preciso apenas que haja
um bloco de zeros de dimensao (n —7) X r no canto inferior esquerdo obtido

através de permutagoes de linhas e colunas de A.

Teorema 2.2.15. Se A, B € M,, sdo tais que B > A > 0, entao seus raios
espectrais satisfazem p(B) > p(A). Além disso, se A € irredutivel, entao

p(A) = p(B) se, e somente se, existe uma matriz de permutacao P tal que

A= PBPT.

Demonstra¢ao. Horn [14], Corolario 8.1.19. O]
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Definigao 2.2.16. Seja A € M,(C). Uma submatriz A, € M,(C) de A,
com r < n, € dita submatriz principal de A se A, € obtida da matriz A

removendo-se n — r linhas e suas respectivas colunas.

Teorema 2.2.17. Se A € M, ¢é uma matriz nao-negativa e A, € uma
submatriz principal de A, entao p(A,) < p(A). Se A é irredutivel, entao

a desigualdade € estrita.
Demonstragao. Horn [14], Corolario 8.1.20. O

Se a matriz A for nao-negativa e irredutivel, o resultado a seguir sera
de grande utilidade ao longo deste trabalho, garantindo que o raio espectral

de A sempre serd um autovalor simples com autovetor associado positivo.

Teorema 2.2.18 (Perron-Frobenius). Seja A € M,,, comn > 2, uma matriz

wrredutivel nao-negativa. Entao

(i) p(A) > 0.

(i1) p(A) € um autovalor simples de A.

(111) 3! x € R" tal que x € positivo, Ax = p(A)x e sz =1.
i=1

Demonstragao. Horn [14], Teorema 8.4.4. O

Definigao 2.2.19. O unico vetor normalizado caracterizado no item (iii) do
Teorema 2.2.18 € chamado de vetor de Perron de A e o autovalor associado

p(A) é chamado de raiz de Perron ou valor de Perron de A.
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2.3 Teoria Espectral de Grafos

Uma das formas mais tteis de representar grafos é utilizando matrizes,
pois assim podemos deduzir propriedades estruturais do grafo ao analisar,
por exemplo, o espectro da matriz associada. As definigdes e resultados
apresentados nesta se¢ao estao baseados em Abreu et al. [1], Godsil e Royle

[11], e Brouwer e Haemers [5].

Definigao 2.3.1. Seja G = (V, E) um grafo com n vértices. A matriz de
adjacéncias de G, denotada por A = A(G), é a matriz quadrada de ordem

n cujas entradas sao

Exemplo 2.1. Na Figura 15 temos um grafo G e sua matriz de adjacéncias
A(G). Podemos notar que A(G) nao sé é simétrica, como a soma de cada

linha i (ou coluna i) da matriz A € igual ao grau do vértice v;.

1 2
435
01100
10100
AG=]11011
00100
00100

Figura 15: Grafo G e sua matriz de adjacéncias A(G).
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Segue da defini¢do que A(G) é uma matriz real e simétrica, e, por-
tanto, todos os seus autovalores sao reais pela Proposi¢ao 2.2.4. Como o
trago de A(G) ¢ nulo (a; = 0,Vi), a soma de todos os seus autovalores &

nula.

Definigao 2.3.2. O polinémio caracteristico da matriz de adjacéncias de
um grafo G € denominado polinémio caracteristico de G e denotado por

pa(x). Assim, pg(z) = det(xl — A(G)).

Da mesma forma, chamamos de espectro de G o espectro de A(G)

e denotamos por spec(G). Em particular, o raio espectral de G € o raio

espectral de A(G).

e ossut autovalores distintos A1, ..., A\ com multiplicidades mq
Se G toval distintos Ay, ..., A Itiplicidad ,
ma, ..., My, respectivamente, escrevemos AE”“), cee )\,(cm’“) para o espectro de

G.

Lembramos agora do conceito de menores principais da Algebra Li-
near. Dada uma matriz A € M,,, para 1 < r < n, um menor principal de A

de ordem r é o determinante de qualquer submatriz principal A, de A.
Lema 2.3.3. Seja G um grafo com n vértices, A sua matriz de adjacéncias
e polindomio caracteristico

pG(QT) =" + a1Tp—1 + a2y + -+ a,.

Entao a; é a soma dos menores principais de ordem i de A, parai € {1,...,n}.

Demonstracao. Comecamos observando que a poténcia x"~* ocorre apenas
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nos termos do det(zl — A) que contém precisamente n — i elementos da
diagonal principal. O produto desses n—1 elementos da diagonal na expansao
do det(zl — A) é multiplicado pelo menor principal de ordem i de xI — A
das linhas e colunas restantes. Como essa submatriz principal de ordem ¢
de I — A possui = na diagonal principal e tais termos aumentam o grau de

2", utilizamos apenas os correspondentes menores principais de ordem i de

A (e ndo de I — A) como coeficiente de 2" ",

Ao considerarmos todas as possiveis combinagoes de n — i dos indices
1,2,...,n, obtemos para o coeficiente a; de z"™" a soma de todos os menores

principais de ordem ¢ de A. n

O préximo resultado mostra que propriedades estruturais de um grafo

podem ser obtidas de propriedades algébricas de uma matriz associada a ele.

Proposicao 2.3.4. Seja um grafo G com n vértices e m arestas e polindomio

caracteristico

pa(z) = 2" + a1Zp_y + Q3Tn_s + - + Gy

Entao os coeficientes de pg(x) satisfazem:

(Z) a] = 0,’
(ZZ) ag = —M;
(11i) a3 = —2t, onde t € o numero de triangulos no grafo.

Demonstracao. Seja A = A(G) a matriz de adjacéncias de G. Pelo Lema
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2.3.3, temos que a soma de todos os menores principais de ordem ¢ é igual
a (—1)'a;. Portanto, como a diagonal de A é formada por zeros, todos seus

menores principais de ordem 1 sao nulos, logo a; = 0.

Qualquer menor principal de A de ordem 2 que nao seja identicamente

nulo serd da forma

Como isso s6 acontece quando consideramos linhas e colunas de vér-

tices adjacentes, cada menor principal conta uma aresta de GG, logo as = —m.

J& no caso dos menores principais de ordem 3, existem as seguintes

possibilidades para submatrizes principais de A nao nulas e seus determi-

nantes:
010 01 1 011
1 00(=|100|=0 e 1 0 1]|=2
0 0 0 1 00 1 10

Vemos que o tnico determinante nao nulo é justamente o ultimo, que repre-
senta trés vértices adjacentes dois a dois, ou seja, cada um desses menores
principais conta duas vezes a quantidade de triangulos em G. Logo, sendo
t a quantidade de triangulos em G, temos que (—1)%a3 = 2t, concluindo a

demonstracao. O

E importante observar que o polinémio caracteristico de um grafo GG
e, consequentemente, o seu espectro, independe da numerag¢ao dos vértices,
pois dadas quaisquer matrizes de adjacéncias de G, uma pode ser obtida da

outra através de operacoes elementares em linhas e colunas, como veremos a

23



Seguir.

Proposigao 2.3.5. Sejam Ai(G) e A2(G) matrizes de adjacéncias de um

grafo G. Entao
(i) existe uma matriz de permutacio P tal que Ay = P™'AyP;
(ii) pa,(x) = pa,(x).

Demonstracao. Comecamos observando que se existem matrizes de adjacén-
cias de GG distintas, entao é porque cada matriz levou em consideracao uma
numeracao diferente dos vértices de G. Assim, existe uma bijecao @ : V — V'
entre os vértices de G em que cada vértice de rotulo i recebe outro rétulo
j. Logo, dadas as matrizes de adjacéncias A,(G) e Az(G), para cada vértice
v;, se ®(i) = j, devemos permutar as linhas ¢ e j e colunas i e j de A e

chegaremos em A,. Portanto, existe uma matriz de permutacao P tal que

A, = P 1A, P.

Desta forma, temos que

= det(P ') det(x] — Ay) det(P)
= det(z] — As)
= DPA, ZL‘)

Portanto, concluimos que ps(z) independe da numeragao dos vértices

e, consequentemente, o espectro de GG também independe. O
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Teorema 2.3.6. G € um grafo conexo se e somente se sua matriz de ad-

jacéncias € irredutivel.

Demonstracao. Comecamos supondo que G é desconexo, portanto podemos
escrever G = G U Gy, onde (G; e (G5 nao possuem arestas entre si, e

conseguimos organizar a matriz de adjacéncias A da forma

AG) 0
0 A(G2)

A:

isto é, A é redutivel.

Reciprocamente, se A for redutivel, conseguimos permuté-la de tal

forma que

onde B € M, e D € M,,_,. Assim, vemos que a;; = 0 sempre que r+1 <7 <
nel <75 <r, oque significa que os primeiros r vértices nao sao adjacentes

aos ultimos n — r vértices, ou seja, GG é desconexo. O

A seguir apresentamos a matriz laplaciana de um grafo, que seréa
central no nosso estudo por possuir certas propriedades que dao informacoes
acerca da estrutura de um grafo, em particular, do quao “conexo” o grafo é

ao compararmos um de seus autovalores com certos parametros de conectivi-

dade.

O survey de Merris [18] retine diversas propriedades da matriz lapla-

ciana, exibindo resultados sobre seu espectro, em especial sobre seu segundo

25



menor autovalor, congruéncias e equivaléncias, além de aplicagoes em quimica

organica.

Definicao 2.3.7. Dado um grafo G, a matriz laplaciana de G € a matriz

onde A(G) € a matriz de adjacéncias de G e D(G) = [d;;] € a matriz

diagonal dos graus dos vértices de G, isto ¢é,

deg(vi), sei=j
dz’j =

0, sei#j.

Quando nao houver ambiguidade, escreveremos apenas L no lugar de

L(G), assim como para as matrizes D(G) e A(G).

Exemplo 2.2. O grafo G representado na Figura 16 possui matriz laplaciana

L dada por

o o0 o0 -1 0 0 1

Definigao 2.3.8. Dado um grafo G, o espectro da matriz laplaciana de G é

chamado de espectro laplaciano de G.
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Figura 16: Grafo G do Exemplo 2.2.

A defini¢ao a seguir sera 1til para mostrarmos uma decomposicao da

matriz laplaciana que nos dara informacoes sobre seu espectro.

Definicao 2.3.9. Seja G um grafo com vértices vy, ..., v, € arestasey, ..., €y.

A matriz de incidéncia de G com respeito a uma orientacao dada

€ a matriz de ordem n x m, denotada por U(G) = [u;;], onde

;

+1, se e; = (v;,v;) para algum [ # i
Uij = § —1, se e; = (vg, v;) para algum k # ¢

0, c.C.

\

ou seja, para cada aresta e; de G, a entrada u;; serd igual a +1 se e; estd

saindo de v;, serd igual a —1 se e; estd chegando em v; e serd igual a 0 em

todos 0s outros casos.

Figura 17: Grafo da Figura 16 orientado.

Exemplo 2.3. Vemos representado na Figura 17 o grafo do Fxemplo 2.2

com uma orienta¢do nas arestas e abaizo temos sua matriz de incidéncia U
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com respeito a orientacao dada.

-1 +1 +41 0 0 0 0 O
+1 0 0 +1 0 0 0 0
o -1 0 -1 +41 0 0 O
0o 0 -1 +1 +1 -1

-1 0 0 -1 0 0

A matriz de incidéncia nao € necessariamente quadrada, pois as linhas
dependem dos vértices e as colunas dependem das arestas. No nosso exemplo,

U tem 7 linhas e 8 colunas.

Podemos observar que cada linha de U representa um vértice de G,
cada coluna representa uma aresta e, portanto, cada coluna possui exata-
mente um valor positivo e outro negativo, pois cada aresta possui exatamente

duas extremidades.

Teorema 2.3.10. Sejam G um grafo, L sua matriz laplaciana e U sua matriz

de incidéncia com respeito a uma orientacao dada. Entdo

L=UU"

e, portanto, L € positiva semidefinida e todos seus autovalores sao nao ne-

gativos.

Demonstra¢ao. Dado um grafo G com m arestas e matriz de incidéncia U
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com respeito a uma orientacao qualquer, comecamos olhando para o produto
UUT e lembrando que a coluna j de UT coincide com a linha j de U, logo

cada entrada [UU"];; ¢ o produto escalar das linhas i e j de U, ou seja,
UUT i Z Uik Uk -

Analisando cada parcela u;,u;i, temos as seguintes possibilidades

;

+1, S€ Uik = Ujk 7é 0
UikUje = § —1, se Ui = —Uujp # 0

0, c.C.
\

Como cada coluna k de U possui exatamente um valor positivo e outro
negativo, a tnica possibilidade de u;, = u;, # 0 € se i = j. Pelo mesmo

motivo, U, = —ujj = (0 somente se houver aresta e, entre v; e v;. Portanto,

(

deg(v),  sei=j

UU"];s Zulkuﬂc =93 -1, se e, = (v;,v;) ou e = (v5,v;)

0, c.c.
\

Assim, nas entradas da diagonal principal temos os graus dos vértices
e nas entradas ij fora da diagonal temos —1 se houver aresta entre v; e v; e

0 caso contrario, ou seja, de fato UU”T é a matriz laplaciana L = D — A.

Pelo Teorema 2.2.11, concluimos que L = UU? ¢é positiva semidefinida

e, pela Proposigao 2.2.10, todos seus autovalores sao nao negativos. O
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Para os resultados a seguir introduziremos algumas notacoes. Deno-
tamos por 0 < py < -+ < pu, os autovalores de L, o vetor (1,1,...,1) por e,
a matriz ee’ de 1’s por J e a cardinalidade de um conjunto S por |S|. Sera
conveniente também denotar por W o conjunto de todos os vetores x tais

que 2’z =1eaTe=0.

Podemos observar que a soma dos elementos de qualquer linha ou
coluna de L é sempre nula e isso nos permite concluir que o vetor e =

(1,...,1) é autovetor associado ao autovalor p; = 0, pois Le = 0.

Lema 2.3.11. O sequndo menor autovalor laplaciano de um grafo G é dado

por
s = minz”! Lz.
zeW
Demonstracao. Seja G um grafo com autovalores laplacianos 0 = pu; <
o < --- < p, e autovetores associados vy, ..., v,, respectivamente. Pelo

Teorema 2.2.6 existe uma base ortonormal de C" formada por autovetores
V1, Vs, ..., U,, onde v; é associado a p;, respectivamente. Entao, dado um
vetor x € W, podemos escrevé-lo como combinagao linear dos autovetores

na forma
n
T = E ;V;,
i=2

n
com zlx = E aZ-Q = 1. Notamos que a; = 0, pois
i=2

ap = <I7U1> =
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Assim, temos que

o' Ly = (L, x) = (i o, Ly, iaﬂw = ia?ui > ia?ug = lg,
=2 =2 =2 =2

ou seja, 27 Lx > 119, para todo x € W. Portanto, mlvlvl aT La > ps.
xe

Por outro lado, tomando = = wv,, temos que
T T T
vy Lvg = 05 19V = iU, V2 = Us.
Logo, o minimo é atingido em x = v,. Ou seja, temos que

min ! Lz < UZTLUQ = o < min :z:TLa:',
zeW zeW

como querfamos. (]

O proximo resultado relaciona o espectro laplaciano com o ntmero
de componentes conexas de (G; mais precisamente, determina o nimero de
componentes de um grafo de acordo com a multiplicidade do autovalor 0 da

sua matriz laplaciana.

Teorema 2.3.12. A multiplicidade de 0 como autovalor de L(G) € igual ao

numero de componentes conexas de G.

Demonstracao. Seja um grafo G = (V, E) e sejam 0 = pg < pig < -+ < py,

os autovalores laplacianos de G. Comegamos notando que, pelo Lema 2.3.11,
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temos a seguinte expressao para o segundo menor autovalor de L:

o = minx’ L.
zeW

Além disso, pelo Teorema 2.3.10, podemos concluir que

o' Ly = 2"UU s = U 2| = E (20 — 20)%,
{u,v}eFE
onde x, ¢ a componente do vetor x associada ao vértice u € V. Portanto, a

expressao para flo Se resume a

. 2
2 = min Ty — Ty)~.
H zeW ( w U)
{uv}eFE
Entao ps = 0 se e somente se, para cada componente conexa H de G,
as entradas z,, para u € V(H), sdo iguais. Mas isso acontece se e somente
se GG tiver mais de uma componente conexa, pois x é ortogonal ao vetor e

que tem todas as entradas iguais a 1, ou seja,

io # 0 <= G conexo.

Para cada componente conexa H de GG, o vetor z com entradas iguais
x, # 0, para u € V(H), e todas as outras entradas nulas ¢ um autovetor
associado ao autovalor 0. Como tais autovetores associados a diferentes
componentes conexas sao ortogonais, vemos que a multiplicidade do autovalor

0 é igual a quantidade de componentes conexas de G. O
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3 VALOR DE PERRON

3.1 Conectividade Algébrica

Em 1973, M. Fiedler [9] introduziu o conceito de conectividade al-
gébrica de GG. Este autovalor esté associado a alguns invariantes do grafo
como conectividade de vértices, conectividade de arestas, diAmetro, niimero
isoperimétrico, entre outros. O survey [2| de Abreu é uma boa fonte para
o topico, com diversos resultados envolvendo a conectividade algébrica e o

autovetor associado.

Em particular, a conectividade algébrica é de interesse para o pro-
blema de ordenamento de grafos. O survey de Abreu et al. [3| apresenta
resultados de ordenamento utilizando a conectividade algébrica, enfatizando
as dificuldades em obter uma ordem parcial através desse parametro espec-

tral.

Definigao 3.1.1. Chamamos de conectividade algébrica de um grafo G
o sequndo menor autovalor laplaciano de G. Denotamos por a(G) a conec-

tividade algébrica de G.

Oo—0O0—C0O—0C—0

Figura 18: Um grafo GG, a estrela S5 e o caminho Ps.

Exemplo 3.1. Vemos representados trés grafos na Figura 18: um grafo G

com b vértices, a estrela S5 e o caminho Ps, 0s quais possuem conectividades
3—-+5
5

algébricas a(G) =3, a(S;) =1 e a(P5) =

33



Teorema 3.1.2. Se G| e Gy sao grafos com o mesmo conjunto de vértices,

mas com conjunto disjunto de arestas, entao a(Gy U Gsy) > a(G1) + a(G3).
Demonstragao. Primeiro notamos que L(G1UG2) = L(G1)+L(G2). Portanto

a(GyUGy) =min(z" L(G))z + 2" L(Gy)x)

zeW

. T . T
> min(z" L(G1)z) + min(z" L(Gy)z)

= a(Gl) + G(Gg).
[

Corolario 3.1.3. A func¢ao que a cada grafo G associa a sua conectividade
algébrica a(G) € nao-decrescente para grafos com o mesmo conjunto de vér-
tices, isto €, a(G1) < a(G3) se Gy e Gy tém o mesmo conjunto de vértices e

G; C Gs.

Exemplo 3.2. Os grafos G; = C5 e Gy representados na Figura 19 possuem

5—-/5

conectividade algébrica a(G1) = a(Gsy) = 5~ 1,38197, enquanto sua

unidgo G' = K5 possui conectividade algébrica a(G) =5 > 2,76394 ~ a(G1) +
CL(GQ).

Figura 19: Grafos Gl, G2 [§ K5 = Gl U GQ.

O proximo resultado nos diz que ao remover-se k vértices de um grafo,

sua conectividade algébrica diminui no méaximo k unidades.
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Proposigao 3.1.4. Seja G um grafo e considere Gy o grafo obtido apds a

remoc¢ao de k vértices de G e suas arestas incidentes. Entao

a(Gy) > a(G) — k. (3.1.1)

Demonstracao. Seja G um grafo com n vértices e GGy o grafo obtido ao
remover-se, digamos, o vértice v,. Definimos um novo grafo G’ sendo uma

copia de G, mas com v,, adjacente a todos os outros vértices. Assim

L(Gy) + I,,— —e
L(G) = (G + s
—e n—1

Seja x € R"™! um autovetor de L(G;) associado ao autovalor a(G;). Entdo

vy | =@+ | "
0 0

Portanto, a(G1) + 1 é um autovalor de L(G') diferente de zero, isto é,

a(G) <a(Gy) + 1.

Pelo Corolério 3.1.3, a(G) < a(G"), o que implica (3.1.1) para k = 1.

O caso geral segue por indugao. O]

Uma outra formulacao da Proposicao 3.1.4 acima nos garante o seguinte
resultado:
Proposigao 3.1.5. Sejam G = (V, E) um grafo, V.= Vi U Vs uma partigao
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de V' e G; o subgrafo de G induzido por V;, para i =1,2. Entao

a(G) <min{a(Gy) + [Va|, a(Ga) + [V}

Exemplo 3.3. Consideremos o grafo G e os subgrafos de G, Gy e G,
tlustrados na Figura 20 conforme a decomposicao dos vértices de G na forma
V =ViUVy onde Vi = {1,2,3,4} e Vo = {5,6}. Temos que a(G1) = 1 e
a(Gq) = 2, enquanto que a(G) = 1.69722, ou seja, de fato a(G) = 1.69722 <
min{l + 2,2 4 4}.

4 5O———0O6

Figura 20: Grafo G e subgrafos G; e Gbs.

Podemos perceber também que, de acordo com a Proposicao 3.1.4, ao
removermos dois vértices de GG, a conectividade algébrica de G nao diminui
mais do que duas unidades. Na realidade, pode inclusive acontecer da conec-
tividade algébrica aumentar ao removermos alguns vértices. Por exemplo,
ao remover-se quatro vértices de G, obtendo o subgrafo (G5, a conectividade

algébrica aumenta de 1.69722 para 2.

Portanto, comecamos a notar que a conectividade algébrica nao é
necessariamente uma questao de quantidade de vértices, e sim da forma com

que eles se conectam.

Definigao 3.1.6. Dado um grafo G conexo, um corte de G é um subconjunto

de vértices cuja remocgao torna G desconexo.
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A conectividade de vértices de G € o tamanho do menor corte de

G e € denotada por k(QG).

Analogamente, a conectividade de arestas de G € o menor nimero

de arestas cuja remogaio torna o grafo desconexo e € denotada por k'(G).

A proposicao abaixo relaciona a conectividade algébrica com a conec-

tividade de vértices de um grafo.

Proposicao 3.1.7. Seja G = (V, E) um grafo nao completo, entio

a(G) < k(G).

Demonstracao. Seja um corte qualquer V; C V tal que V. —V; = V5 # 0.
Como o subgrafo G5 induzido por V5 em G nao é conexo, entao, pelo Teorema

2.3.12, a(G2) = 0. Logo, pela Proposigao 3.1.5:

a(G) < [Wil.

O

Ja o resultado a seguir permite relacionar as trés conectividades dis-

cutidas.

Proposicao 3.1.8. Seja um grafo G, entao

k(G) < K(Q).

Demonstragao. Seja k'(G) = k e F = {vjwy, vaws, . .., vpwi} um subcon-
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junto de arestas cuja remocao torna G desconexo tal que todos v; estao na

mesma componente conexa C' de G — F.

Se G — {vy1,vg,...,v;} € desconexo, entao x(G) < k. Caso contrério,
V(C) = {v1,v9,..., v} €, portanto, v; possui no maximo k vizinhos, a saber,
os vértices v;’s para ¢ # 1 e os vértices w;’s tais que v; = v;. Logo, a
vizinhanga de vy forma um corte de G' de tamanho no méaximo k, i.e., k(G) <

K (Q). O

3.2 Vetor de Fiedler

Fiedler em [10] também fala sobre os autovetores associados a conec-
tividade algébrica de um grafo e estabelece algumas propriedades estruturais
do grafo através das entradas desses autovetores. Tais autovetores tém
recebido certa atencao, por exemplo, por Fallat e Kirkland em [8] e Kirk-
land e Neumann em [16]. Alguns resultados sobre ordenamento de arvores
utilizando a conectividade algébrica e o vetor de Fiedler podem ser vistos em

Grone e Merris [13].

Definicao 3.2.1. Dados um grafo G com n vértices e sua matriz laplaciana
L, considere z = (z1,...,2,) um autovetor associado a a(G). O autovetor
z € chamado de vetor de Fiedler e a func¢ao que associa o valor z; para o

vértice v;, para 1 <1 <n, € chamada de numerac¢ao caracteristica de G.

Exemplo 3.4. Observemos a drvore T representada na Figura 21 com nu-
meracao caracteristica exibida ao lado de cada vértice. Sua conectividade

algébrica € a(T) = 0.32487 com multiplicidade 1 e seu autovetor associado
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¢ z = (—0.0813,0.2831, —0.4193,0.4193,0.4193, —0.6211), a menos de um

maltiplo.

—0.0813

0.2831 —0.4193

0.4193 —0.6211

Figura 21: Arvore T' com numeracao caracteristica.

Conseguimos notar que hd vértices com numeracao positiva, vértices
com numera¢ao negativa e que cada um desses subconjuntos de vértices in-
duzem um subgrafo conexo. Também percebemos que hd somente um par de
vértices adjacentes tais que um deles possui numeracao positiva e o outro
numeracao negativa. Por fim, ainda olhando para tais vértices adjacentes,
observamos que todo caminho comecando em um deles em direcio as folhas
possui numeracao caracteristica crescente ou decrescente, dependendo se a
numeragao do vértice inicial for positiva ou negativa, respectivamente. Todos

esses fatos poderao ser generalizados, como veremos mais adiante.

Como o vetor e = (1,..., 1) é autovetor associado ao autovalor p; = 0
da matriz laplaciana, ele é ortogonal a qualquer autovetor z associado a

s = a(G), o seja,

n

ZZZ‘:O,

=1

para qualquer z = (z1,. .., z,) autovetor associado a a(G).

Ainda sobre o autoespago associado a a((G), temos o seguinte resultado

que segue diretamente da definigao de autovetor.

39



Proposicao 3.2.2. Seja um grafo G = (V, E) conexo com conectividade
algébrica a(G). Dado um vértice v € V', entdo para qualquer autovetor z =

(21,...,2n) associado a a(G) temos

Dz = (deg(v) — a(G))z0.
{u,v}eFE
Demonstragao. Seja L a matriz laplaciana de um grafo G = (V, E) e um
autovetor z = (z1, ..., z,) associado a conectividade algébrica a = a(G), isto

é, Lz = az. Portanto, dado um vértice v € V, temos que

az, = laz], = [Lz], = deg(v)z, — Z Zus

{uv}eFE

onde [z], = x, representa a v-ésima componente do vetor x. O

Seja G um grafo com algum vértice pendente v. Seja z um vetor
de Fiedler de GG e seja u € GG o tnico vértice adjacente a v. Entao, pela
Proposicao 3.2.2, temos que z, = (1 —a(G))z,. Portanto, se a(G) = 1, entao
z, = 0. Caso z, = 0, entao z, = 0, ou seja, sempre que um vértice pendente

tiver numeracao caracteristica nula, seu vizinho também tera.

Veremos agora um teorema devido a Fiedler [10] que classifica as
arvores em dois tipos de acordo com sua numeracao caracteristica. No mesmo

trabalho, Fiedler mostra resultado similar para grafos conexos em geral.

Teorema 3.2.3 (Teorema da Monotonicidade de Fiedler). Seja T' uma
drvore com numerag¢do caracteristica dada por z = (z1,...,2,). Entdo um

dos dois casos ocorre:
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(i) Todas as entradas z; sao diferentes de zero. Entao T contém exata-
mente uma aresta {u,v} tal que z, > 0 e z, < 0. A numeracao
caracteristica dos vértices ao longo de qualquer caminho em T que
comeca em u e nao contém v € crescente € a numeracao caracteristica
dos vértices ao longo de qualquer caminho em T que comega em v e

nao contém u € decrescente.

(i1) O conjunto Vo ={i € V' : z; = 0} nao € vazio. O subgrafo Ty induzido
por Vo em T € conexo e existe exatamente um vértice w € Vy com pelo
menos um vizinho que nao pertence a Vo. A mumeragao caracteristica
ao longo de qualquer caminho em T que comeca em w € crescente,

decrescente ou nula.

Apoiado nos casos anteriores, Merris em [17] estabelece as nogoes
que veremos a seguir ao explorar os vértices que surgem da numeracao

caracteristica.

Definigao 3.2.4. Os vértices u e v do item (i) e o vértice w do item (ii)
sao chamados de vértices caracteristicos de T'. Se T for uma drvore com
apenas um veértice caracteristico, entao T € dita do Tipo I, e caso T’ possua

dois vértices caracteristicos, entao T' € dita do Tipo II.

O proéximo resultado sobre arvores do Tipo I indica quais vértices
podem ser removidos sem alterar a conectividade algébrica e a numeracao

caracteristica da arvore.

Teorema 3.2.5. Seja T = (V, E) uma drvore com n vértices, onde n > 4,

e suponha que exista uwma numeracao caracteristica z e um vértice pendente
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v eV tais que z, = 0. Seja u € V o vértice adjacente a v. Denotando por

T' = (V' E') a subdrvore de T obtida ao remover-se o vértice v. Entdo

(i) 2z, =0
(ii) a(T") = a(T).
(iii) z' € um vetor de Fiedler de T', onde z' € a restrigio de z a V.

(iv) o vértice caracteristico de T' é o mesmo vértice caracteristico de T .

Demonstragao. Merris [17], Teorema 3. O

Exemplo 3.5. Vemos na Figura 22 uma drvore T' do Tipo I com conectivi-
dade algébrica a(T) = 0.26795 e numeragao caracteristica ao lado de cada
vértice.

0325 0 —0.325

0.444 O O O O (O —0.444
0.444 l 0 l —0.444

0

Figura 22: Arvore T' do Tipo I com numeracao caracteristica.

Pelo Teorema 3.2.5, removendo-se o vértice pendente com numerac¢ao
caracteristica nula teremos a drvore T' na Figura 23, a qual possui conec-
tividade algébrica a(T") = a(T), mesma numera¢io caracteristica e mesmo

vértice caracteristico de T'.

Se aplicarmos mais uma vez o resultado no vértice pendente com

numeracao caracterisitca nula de T', teremos outra drvore T”, representada
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0325 0 —0.325

0.444 O O O O (O —0.444
0.444 ZE 0 ;E g; —0.444

Figura 23: Arvore 7" do Tipo I com numeracio caracteristica.

na Figura 24, com mesma conectividade algébrica, numerac¢ao caracteristica

e vértice caracteristico que a drvore T'.

0325 0 -—0.325

0.444 O O O O (O —0.444
0.444 l !; —0.444

Figura 24: Arvore 7" do Tipo I com numeracio caracteristica.

A reciproca nem sempre vale, ou seja, dado um vértice pendente v
com numeracao caracteristica nula, adicionar um vértice w adjacente a v nao
necessariamente mantém a conectividade algébrica, numeragao caracteristica

e, consequentemente, vértice caracteristico da arvore original.

Exemplo 3.6. Duas drvore T e T' sdo representadas na Figura 25. A drvore
T possui conectividade algébrica a(T) = 0.38297 e temos um vértice pendente
v com numeracao caracteristica nula. Os vértices caracteristicos de cada

drvore estao em destaque.

0.601 0.371 0 —0.371 —0.601 0.448 0.277 0 —0.422 —0.683

O O O O O O O O O O
0 l 0.144 g—o 0.234

Figura 25: Arvores T e T", respectivamente, com numeracoes caracteristicas.

Ao adicionarmos um vértice adjacente a v, notamos que a nova dr-

vore T" possui mesma conectividade algébrica que T, mas sua numeracao
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caracteristica muda, nao tendo mais vértice pendente com numeracao nula.

Outro fato interessante é que se acrescentdssemos em T' outro vértice
adjacente a v, a drvore resultante nao so teria conectividade algébrica e
numeragao caracteristica diferente, como passaria a ser do Tipo II. A Figura

26 representa tal alteragao, onde destacamos os vértices caracteristicos.

0.334 0.252 0.109 0.252 0.334
O O O O O

—0.465 —0.615
—0.202

Figura 26: Arvore do Tipo II com numeracao caracteristica.

Definicao 3.2.6. Seja v um vértice de uma drvore T e denotemos por T, o
subgrafo de T" obtido ao remover-se o vértice v. Um ramo de T em v é uma

componente conexa de T,.

Se B € um ramo de T em v, denotamos por r(B) o vértice de B que
¢ adjacente (em T') a v. Serd conveniente ver B como uma drvore com raiz

e em tal situagao r(B) serd a raiz de B.

Exemplo 3.7. Consideremos a drvore T da Figura 27 com numera¢ao ca-
racteristica ao lado dos vértices. Ao removermos o vértice caracteristico v
em destaque, teremos trés ramos de T em v, isto €, hd trés componentes

conexas em T,.

0.448 0.277 0 —0.422 -0.683

O—O0—A—=0 O
0.144g—00.234

Figura 27: Arvore T' com numeracao caracteristica.
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Aproveitamos para observar que se T' é uma arvore do Tipo I com
vértice carateristico v e B ¢ um ramo de 7' em v, entao, pelo Teorema 3.2.3,
a numeracao caracteristica nos vértices de B é positiva e crescente, negativa
e decrescente ou identicamente nula. Além disso, como o vetor de Fiedler
¢ ortogonal ao autovetor e = (1,...,1), entdo sempre existird pelo menos
um ramo de 7" em v com numeragao positiva e outro ramo com numeracao

negativa.

3.3 Valor de Perron

Kirkland et al. mostram em [15] que a conectividade algébrica de uma
arvore T e os vetores de Fiedler associados podem ser descritos em termos
do valor de Perron de certas matrizes associadas a ramos de 7" em um vértice

vdeT.

No trabalho original, sao consideradas arvores com pesos nas arestas,
mas, para o nosso proposito, todas as arestas terao peso 1, logo adaptamos
os resultados que seguem. As demonstragoes omitidas nessa se¢ao podem ser

encontradas no trabalho original citado.

Definicao 3.3.1. Dada uma drvore T e vértices u e v de T', denotamos por

P, o tnico caminho em T" de u a v.

Proposicao 3.3.2. Seja T uma drvore com n vértices e matriz laplaciana L
e seja Ly a submatriz principal de L formada ao remover-se a k-ésima linha
e coluna de L. Entdo a entrada (i,j) de L' € igual a quantidade de arestas

em P, N Pjy, isto €, a quantidade de arestas em comum no caminho de v; a
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v e no caminho de vj a vy.

Demonstracao. Podemos supor, sem perda de generalidade, que £k = n. A
demonstracao sera feita por inducao no numero de vértices. Para o caso
n = 2, temos Ly = [1] e o resultado segue. Podemos entdo supor que o
resultado é vélido para ng — 1 > 2 e que T' é uma arvore com ny vértices.
Novamente sem perda de generalidade, vamos considerar o vértice v; como

sendo um vértice pendente adjacente ao vértice v,.

Seja M a matriz laplaciana da arvore T" induzida pelos vértices vg, . . ., Un,
e seja M, a submatriz principal de M formada ao remover-se a ultima linha

e a ultima coluna de M. Assim, temos que

1 —el
Lno — - )
—ey | My, + e1e;
onde e; = (1,0,...,0). Calculando a inversa, obtemos
T -1 T 71
o L+e M, e | e M,
o 1 1
Mile, | Mg

Assim, se i,j > 2, a formula para a entrada (7, j) de L;OI segue pela hipotese
de inducao. Além disso, para j > 2, vemos que Py, N Pjj = Psy N Pjy, pois
o vértice v; ¢ pendente adjacente ao vértice vo. Por sua vez, Py N Pji € 0
mesmo conjunto de arestas em T e T'. Logo, as entradas (1,75) e (j,1) da

primeira linha e coluna de Lgol podem ser calculadas.

Para calcularmos a primeira entrada da matriz L,’Lol, observamos que
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como o vértice v; é pendente e adjacente ao vértice vy, temos que P =
Py U{eio}, onde e;5 é a aresta incidente aos vértices vy e vy. Portanto,

|PLpNPig| =1+ |PypNPoy| = 1—i—ean_Olel, concluindo a demonstracao. [

Assim, podemos concluir da Proposigao 3.3.2 que a entrada (i, j) da
matriz L' serd positiva se e somente se os vértices v; e v; estiverem no
mesmo ramo de 7" em vy, e sera nula caso contrario. Isso mostra que a matriz
L,;l ¢ semelhante a uma matriz diagonal em blocos, cada bloco associado a
um ramo de L em vy, sendo a quantidade de blocos igual ao grau do vértice

vk. Tais fatos nos levam a proxima definicao.

Definicao 3.3.3. Sejam uma drvore T', sua matriz laplaciana L, um vértice
vdeT eum ramo B deT em v. Chamamos de matriz gargalo de B o

bloco diagonal da matriz lel associado ao ramo B em v.

Chamamos de valor de Perron de B o valor de Perron da matriz
gargalo de B e dizemos que B € um ramo de Perron se seu valor de Perron

€ igual ao raio espectral de L,;l.

Ao definirmos ramo de Perron, como sua matriz gargalo é positiva,
garantimos pelo Teorema de Perron-Frobenius que seu raio espectral é um
autovalor. Além disso, também é possivel que exista mais de uma matriz

gargalo que atinja o raio espectral de L; .

Exemplo 3.8. Seja T a drvore representada na Figura 28 com matriz lapla-
ciana L, onde numeramos os vértices de forma a facilitar a organiza¢ao em
blocos da matriz L,;l. Se considerarmos a remocao da ultima linha e coluna

de L, formando uma nova drvore, seria como se removéssemos o vértice vy
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e suas arestas incidentes, gerando trés ramos de T' em v1g, onde cada ramo

pode ser associado a um bloco da matriz L, .

V10

Ug U7 Us U3 U2

<
i

-1 __
LlO -

O OO OO DN
O OO OO =N
SO DO OO N
O OO OO ==
O OO L DNODOO OO
O OO R, EHEH OOOO
RN O OO oo
NN = OO OO0 oo o
=0 OO OO oo

Figura 28: Arvore T e a matriz L.

De fato percebemos que a matriz Lfol possut trés blocos By, By e Bs

evidenciados abaizo. Cada bloco € a matriz gargalo daquele ramo em vyg.

2111
2 11
1211 2 1
B, = , DBy= , B3=11 2 1
1121 11
111
1111

Observamos que o ramo com o0s vértices vy, Vs, U3 € Uy associados

ao bloco By ¢ o ramo de Perron de T em vy, pois 0s blocos By e Bj
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sao submatrizes principais de By, ou seja, pelo Teorema 2.2.17, temos que

p(B1) > p(Bs) > p(Ba).

Com base no exemplo anterior, podemos concluir que quando um
ramo contém todos os outros como subgrafos, este sera o ramo de Perron
da arvore no vértice em questao. Mais precisamente, se By e By sao ramos
em um vértice v, tais que By é isomorfo a alguma subarvore de Bj, entao a
matriz gargalo de By serda dominada pela devida submatriz da matriz gargalo
de B;. Portanto, o valor de Perron de B, sera menor que o valor de Perron

de Bl'

Exibimos a seguir resultados que relacionam a conectividade algébrica
de uma arvore e o valor de Perron de certas matrizes. Comegamos com
um teorema que utiliza a ideia de ramo de Perron para discutir arvores do
Tipo I e seu vértice caracteristico, associando com o célculo da conectividade

algébrica.

Teorema 3.3.4. Seja T’ uma drvore com matriz laplaciana L. EntaoT' € do
Tipo I com vértice caracteristico vy, se somente se hd dois ou mais ramos de

Perron em vy. Neste caso, a conectividade algébrica de T é

1
a(T) = ———
(L")
Demonstracao. Kirkland et al. [15]|, Teorema 2. O

Veremos agora um resultado similar para arvores do Tipo II e a seguir
exibimos uma forma de criar arvores desse tipo, ja sabendo quais sao os

vértices caracteristicos.
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Teorema 3.3.5. Seja T uma drvore com pelo menos dois vértices. Suponha
que v; e vj sejam vértices adjacentes del’. Entao T € do Tipo II com vértices
caracteristicos v; e v; se e somente se existe um nimero real v € (0,1) tal
que

p(My —~J) = p(My — (1 —7)J),

onde My € a matriz gargalo do ramo em v; que contém v; e My € a matriz

gargalo do ramo em v; que contém v;.

Além disso, caso a condi¢ao seja vdlida, a conectividade algébrica de

T satisfaz

1 1
O =00 =30~y = (= )7)

Demonstragao. Kirkland et al. [15], Teorema 1. O

Exemplo 3.9. Uma forma fdcil de criar uma drvore do Tipo II, sabendo

quem sao seus vértices caracteristicos, serd mostrada agora. Considere duas
.. . . . !

copias de uma drvore T' e crie uma nova drvore 1" conectando com uma

aresta um vértice da primeira copia de T' com o mesmo vértice da sequnda

copia, formando uma drvore T' simétrica em relacdo a essa nova aresta.

Ll
LU

Figura 29: Arvores T'e T’, sendo 1" do Tipo II.

Vemos as drvores T e T' representadas na Figura 29, onde o vértice

de grau 3 foi escolhido para ser conectado com sua respectiva copia. Pelo
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Teorema 3.3.5, vemos que tais vértices em destaque sao os vértices carac-
teristicos de T', pois a condig¢io do teorema € satisfeita com y = 5 ja que

suas matrizes gargalo My e My sao idénticas.

Como consequéncia do Teorema 3.3.5, temos o seguinte corolario que

garante uma forma de encontrar os vértices caracteristicos de uma arvore.

Corolario 3.3.6. Seja uma drvore T' com vértices adjacentes v; e v;. Entao
T € do Tipo II com vértices caracteristicos v; e v; se e somente se 0 TaMo
em v; que contém v; € o unico ramo de Perron em v; e o ramo em v; que

contém v; € o tunico ramo de Perron em v;.
Demonstracao. Kirkland et al. [15], Corolario 1.1. O

Unindo o Corolario 3.3.6 com o Teorema 3.3.4, temos o seguinte
resultado para distinguir arvores do Tipo I e II de acordo com a quantidade de
ramos de Perron nos vértices da arvore em questao. Este corolario generaliza
outro resultado dado por Grone e Merris em [12], onde é provado que sempre
é possivel acrescentar um vértice pendente ao vértice caracteristico de uma

arvore do Tipo I sem alterar seu tipo, vértice caracteristico e ramos de Perron.

Corolario 3.3.7. Seja T uma drvore. Entao T é do Tipo I se e somente
se hd exatamente um vértice vy com dois ou mais ramos de Perron em vy,.
Consequentemente, T € do Tipo II se e somente se em cada vértice existir

somente um ramo de Perron.

Dada uma arvore T' do Tipo I com vértice caracteristico v, veremos

agora como ¢ facil criar outras arvores também do Tipo I a partir de 7.
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Para tanto, basta observarmos que uma subarvore de um ramo de 7" em vy,
quando unida ao vértice caracteristico formando uma nova arvore 1", tera
valor de Perron menor ou igual ao valor de Perron dos ramos de Perron de

T" em vy, sendo, portanto, 7" uma arvore do Tipo 1.

Exemplo 3.10. Temos representadas na Figura 30 trés drvores T, T' e
T". A primeira delas possui dois ramos de Perron mo vértice de grau 4
em destaque e, portanto, T € do Tipo I e esse € seu vértice caracteristico,
digamos, vi. Se adicionarmos no vértice caracteristico qualquer subdrvore de
um ramo deT" em vy, teremos formado outra drvore ainda do Tipo I, pois tal
subdrvore terd valor de Perron mo mdximo igual ao raio espectral de algum

ramo de Perron de T’ em vy,.

U i oS

Figura 30: Arvores T, T" ¢ T"”, sendo todas do Tipo I.

As drvores T' e T" sdo dois exemplos do que podemos acrescentar
em v e ainda permanecer com drvores do Tipo I com o mesmo vértice

caracteristico e, consequentemente, mesma conectividade algébrica.

Com os resultados anteriores podemos descobrir expressoes para o
valor de Perron de certas arvores. Em particular, como utilizaremos no proxi-
mo capitulo os valores de Perron do caminho P, e da estrela .S,,, mostraremos

a seguir como obter tais expressoes.

Para obtermos uma expressao para p(P,) vamos construir uma arvore
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T do Tipo I com ramos de Perron iguais a P, cuja conectividade algébrica

a(T') é conhecida.

Como uma arvore 1" do Tipo I possui dois ou mais ramos de Perron
no vértice caracteristico v, consideraremos duas copias de P, adjacentes a
v para formarmos 7. Dessa forma, vemos que T = P, com vértices
V1, Vg, ..., Vaut1, CUjo Vértice caracteristico corresponde ao vértice central
Un+1, €m destaque na Figura 31.

U1 V2 Un Un+4+1 Un+41 Van Von+1

Figura 31: Caminho P, com vértice caracteristico v, .

m
Conf 6], t Pops1) = 2(1=cos [ —"—1) e, pel
onforme [6], temos que a(Pap1) ( cos (2n+ 1)) e, pelo

Teorema 3.3.4, concluimos que

p(Pn) = S ! (3.3.1)

a(Prr1) 21— cos(32))]

pois P, é um ramo de Perron em v,,,1.

De maneira analoga, com intuito de obter a expressao para p(S,),
construiremos uma arvore formada por um vértice (caracteristico) adjacente

ao vértice central de duas estrelas .S,,.

Com efeito, considere o caminho P53 com vértices vy, vo, v3 onde foram
adicionados n—1 vértices pendentes adjacentes a vy e n—1 vértices pendentes
adjacentes a vs, com n > 2. Vemos representada na Figura 32 a arvore T

obtida, com vértice caracteristico v, em destaque.

Para obtermos a conectividade algébrica de T, utilizamos o polinémio
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V4 Un+3

Vs Un+4

Un+2 V2n+1

Figura 32: Arvore T com vértice caracteristico vs.

caracteristico da sua matriz laplaciana L dado por
det(z] — L) = z(x — 1)** (2 — (n+ 3)z + 2n + 1)(2* — (n + )z + 1),

conforme [20].

Os primeiros fatores do polinémio nos indicam que temos uma raiz
igual a zero e 2n — 4 raizes iguais a 1. Denotando o proximo fator por
f(z) = 2% — (n + 3)x + 2n + 1, observamos que f(1) > 0, f(n) < 0 e que

f(2n) > 0, ou seja, as duas raizes de f(z) sao maiores que 1.

Olhando para o tltimo fator 2% — (n+ 1)z + 1, notamos que o produto
de suas raizes deve ser igual a 1. Ao vermos que tais raizes sao diferentes,
concluimos que uma delas é menor e a outra é maior do que 1. Assim

concluimos que a conectividade algébrica de T' é a menor raiz deste fator,
n+1—y/(n+3)(n—1)
= 5 .

isto é, a(T)

Entao, pelo Teorema 3.3.4, temos que

= o 5 : (3.3.2)

pois S, ¢ um ramo de Perron em vs.
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O proximo resultado nos ajuda a encontrar o vértice caracteristico
de uma arvore através do ramo de Perron em um vértice qualquer, além de

descobrir se a arvore é do Tipo I ou II.

Proposicao 3.3.8. Sejam T uma drvore e v um vértice de T'. Se T possui
um unico ramo de Perron em v, entao este € o ramo que contém os vértices

caracteristicos de T .

Demonstracao. Comecamos escolhendo um vértice v qualquer de T. Se
houver dois ou mais ramos de Perron em v, pelo Corolario 3.3.7, sabemos
que este é o vértice caracteristico de T', sendo T" uma arvore do Tipo I. Caso
contrario, existe somente um ramo de Perron B em v. Seja v; o vértice
adjacente a v que estd em B. Para ¢ > 1, fazemos o seguinte processo: se
existe mais de um ramo de Perron em v, este é nosso vértice caracteristico.
Se houver somente um ramo de Perron em v;, seja v;;; o vértice adjacente
a v; que esta nesse ramo de Perron, desde que v;11 # v;_;. Caso contrério,

finalizamos o processo.

Por termos um ntmero finito de vértices, tal construgao terminara de
uma das seguintes formas: ou v; tem mais de um ramo de Perron e, neste
caso, v; € nosso vértice caracteristico e T é do Tipo I, ou v; tem somente um
ramo de Perron que contém wv,_; e, portanto, v;_; e v; sao nossos vértices
caracteristicos e T é do Tipo II. De qualquer forma, o caminho vy, ..., v; esta

no ramo de Perron em v e, portanto, contém os vértices caracteristicos. [J
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4 VALOR DE PERRON COMBINATORIO

As defini¢oes e resultados exibidos neste capitulo, com excecao da
ultima segao, sao baseados em Andrade e Dahl [4]. Os autores afirmam que
o valor de Perron combinatério aproxima o valor de Perron, sendo p.(7') uma

cota inferior para p(7T).

4.1 Matriz Caminho

A seguinte noc¢ao é simples, mas central para a compreensao e visu-
alizagao do que segue. Como vimos no capitulo anterior, ao removermos um

vértice v de uma arvore 1" obtemos ramos de 7" em v.

Definicao 4.1.1. Seja T uma drvore com um vértice v. Dado um ramo B
de T em v, o unico vértice de B adjacente a v em T € chamado de raiz
interna de B, ou stimplesmente raiz de B, e o vértice v de T' é chamado de

raiz externa de B.

As arvores a partir de agora sao consideradas com raiz (interna) e,
portanto, uma arvore com raiz pode ser vista como um ramo de uma outra

arvore.

Definigao 4.1.2. Seja uma drvore T com wvértices {vy,...,v,} e raiz r.
Chamamos de matriz caminho de T a matriz quadrada de ordem n, deno-

tada por N = [n;;], com entrada n;; igual a 1 se o vértice v; estd no caminho
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der awv; eigual a 0, caso contrdrio, ou seja,

1, sev, € V(F.;)

nij =
0, cec
onde V (P, ;) € o conjunto dos vértices no caminho P, ;.

O nimero de vértices no caminho P, ;, denotado por d;, é chamado
de distdncia do vértice v; e o vetor d = (dy,ds,...,d,) € chamado vetor
distdncia da drvore T. Caso haja necessidade de explicitar a drvore T em

questao, a distancia d; € denotada por d(T',v;).

Exemplo 4.1. Vemos representada na Figura 33 uma drvore T comn =7
vértices e raiz v = v1. T possui vetor distancia d = (1,2,2,2,3,3,3).

U1

V2 U3 V4
Us Vg U7

Figura 33: Arvore T' com raiz 7.
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Podemos notar que a soma da j-ésima coluna equivale a distdncia d;
do vértice vj até a raiz. Aproveitamos para notar, também, que as entradas
nao nulas em cada coluna j de N correspondem aos vértices no caminho P, ;.
Por exemplo, a quinta coluna de N mostra que o caminho da raiz até vs €

dado por {vy,va,v5}.

Observamos que a matriz N depende da numeracao dos vértices.
Utilizaremos a numeracao por largura (breadth-first): primeiro a raiz r,
depois seus vizinhos, depois os vizinhos dos vizinhos e assim por diante,

até chegarmos nas folhas de T

Exemplo 4.2. Dois tipos de drvores em particular, a estrela e o caminho,
serao de interesse. A estrela S, com raiz interna no vértice de grau n — 1,
possui matriz caminho triangular superior com 1°s na diagonal principal e na

primeira linha e 0’s nas outras entradas, isto €,



e tem vetor distancia d = (1,2,2,...,2).

Jd o caminho P,, com raiz interna em um vértice de grau 1 possui ma-
triz caminho Np, com 1’s em toda parte triangular superior e vetor distdncia
d=(1,2,3,...,n).

Assim vemos que a estrela e o caminho sao extremais no sentido que

a matriz caminho de cada um possui o minimo e o mdrimo de 1’s possivel,

respectivamente.

Lema 4.1.3. Sejam T wuma drvore com vértices {vy,...,v,} e raiz r = vy,
N = [n;j] e M = [my;] as matrizes caminho e gargalo de T', respectivamente,

ed=(dy,ds,...,d,) o vetor distincia de T. Entao:

(i) N € triangular superior com 1’s na primeira linha e na diagonal prin-

cipal.

(ii) d = N'e, onde e = (1,1,...,1).

(i) 1=d) < dy <--- < d,.

(iv) M = N'N,

(v) N € inversivel e M ¢é positiva definida.
Demonstracao. Temos que n; = 1, para 1 < ¢ < n, pois o vértice v;
certamente estd no caminho F,;. Além disso, como a raiz r = v; sempre
estd em todos os caminhos P, ;, concluimos que n;; = 1, para 1 < j < n.
Além disso, pela forma de numeragao dos vértices, temos que n;; = 0, para

1 > j, pois nao ¢é possivel que o vértice v; esteja no caminho que s6 vai até

’Uj.
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Para o item (ii), observamos que a j-ésima coluna de N terd exa-
tamente d; entradas iguais a 1, correspondentes ao ntimero de vértices no

caminho P, ;.

Novamente pela forma de numeracao dos vértices, temos que d, =
dy = 1 e, se i > j, entao, ou os vértices ¢ e j estao a mesma distancia em
relacao a raiz, isto ¢, d; = d;, ou o vértice v; estd em algum nivel abaixo do

vértice vy, isto é, d; > d;.

Temos que a entrada (i,5) do produto NTN ¢é

n

T

N N E nlknkj E N Niej
k=1

que é o produto escalar dos vetores cujas entradas nao nulas correspondem
aos vértices nos caminhos P,; e P, ;. Assim, a entrada (i,j) de N*N conta
quantos vértices estdo em ambos os caminhos, pois se vy, ¢ V( M) NV (P,.;),
entao ny;nk; = 0. Caso contrario, ngng; = 1. Logo | NTN anmk] =
mij.

Por fim, pelo item (i), as colunas de N sao vetores linearmente in-

dependentes. Pelo item (iv), segue do Teorema 2.2.11 que M é positiva

definida. n

4.2 Valor de Perron Combinatorio

Andrade e Dahl definem em [4] um novo pardmetro que pode ser
calculado diretamente de uma arvore 7' e ¢ uma cota inferior para o valor de

Perron de T', podendo, possivelmente, ser utilizado para aproximar também
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a conectividade algébrica da arvore.

Definicao 4.2.1. Dada uma drvore T' com raiz, o valor de Perron com-

binatorio de T, denotado por p.(T), é o nimero real

INd|> dTNTNd
(T') = = )
pelT) =T =

onde N € a matriz caminho de T e d € o vetor distdncia de T'.

Notamos que o valor combinatoério de uma arvore 1" com raiz interna
r s6 depende de N, que, por sua vez, depende de T" e da raiz r, pois o vetor

distancia d também depende somente de N. Além disso, como a matriz

dT'Md
d’d

podemos pensar no valor de Perron combinatério de 1" como o quociente de

gargalo M de T ¢ tal que M = NN, temos que p.(T) = , logo

Rayleigh de M avaliado em d.

Exemplo 4.3. Na Figura 34 temos uma drvore T com raiz vi. O vetor
distancia de T' ¢ d = (1,2,2,3,3). A Figura também apresenta as matrizes

caminho (N) e gargalo (M) de T.

O wvalor de Perron de T é p(T) ~ 7,829 enquanto o valor de Perron

combinatério de T € p.(T) =17,6.

A seguinte notacao sera util para a obtencao de uma férmula para o
valor de Perron combinatoério diretamente da arvore. Dados vértices v; e v;
de uma arvore 1" com raiz r, se v; estd “abaixo” de v; em relacao a r, isto ¢,
se o caminho F,; contém o caminho P,; como subgrafo, escrevemos j < i.

Em particular, como P,; C P,;, temos que i < i, Vv; € V(T).
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U1

(%] V3
V4 Vs
11111 11111
01 000 12111
N=1001T11 M=|11 2 2 2
00010 112 3 2
0 00O01 112 2 3

Figura 34: Arvore T e suas matrizes N e M.

Exemplo 4.4. Para a drvore T representada na Figura 35, temos que 6 < 2,
3 =1 e8=1, por exemplo. Também podemos observar que todo vértice estd
sempre abairo da raiz.

U1

U2 U3 Vg
Vs Ve (%4 O

Figura 35: Arvore T.

O proximo resultado indica uma forma de calcular o valor de Perron
combinatério de uma arvore diretamente da arvore, sem a necessidade da

multiplicagao de matrizes e vetores.

Proposicao 4.2.2. O valor de Perron combinatorio de T' pode ser expresso

da forma

pu(T) = 21 % (12.1)

2 di
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onde d € o vetor distdncia deT e o; = Z d;.

J=i
Demonstmgao Seja T uma arvore com raiz e vetor distancia d. Temos que

|d|]* = Zd?, logo basta mostrar que |[Nd||* = ZO’Z, onde N é a matriz

o=l i=1
caminho de 7.

Observamos que a i-ésima linha de N esta associada ao vértice v,
mais precisamente, possui 1 nas colunas j relativas aos caminhos P, ; que
contém o vértice v; e 0 caso contrario. Portanto, multiplicar a i-ésima linha
de N por d ¢ o mesmo que somar todas as distancias d; tais que o vértice v;

esta abaixo do vértice v;, ou seja,

[Nd]; = d;.

J=i

Como essa ¢ exatamente a definicdo de oy, temos que ||[Nd|J* = E o,

completando a demonstracao. O]

Podemos observar que o; é a soma de todas as distancias dos vértices
v; tais que P,; C P, ;, pois, por defini¢ao, o; ¢ a soma das distancias dos
vértices v; que estao abaixo do vértice v; em relacao a raiz. Assim, temos

uma outra maneira de calcular p.(7T") a partir da estrutura da arvore 7.

Exemplo 4.5. Na Figura 36 representamos a drvore T' com vetor distdncia

d=(1,2,2,2,3,3,3,3).

Podemos ver que o1 =1+2+2+2+3+3+ 3+ 3, pois € sempre a
soma de todas as distdncias, 09 =2+3+3, 03 =04 =2+ 3 e 0, = 3 para

i€{56,7,8}.
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U1

Vg U3 V4
Vs Vg (%4 (OF
Figura 36: Arvore T' com vetor distancia d = (1,2,2,2,3,3,3,3).

Logo, podemos calcular facilmente o wvalor de Perron combinatorio

desta drvore. Com efeito,

Yo7 19748 +2(5)% 4 4(3)
Y 192

p(T) = ~ 1,415.
Observamos que o valor de Perron combinatério depende da escolha

da raiz. No resultado que segue sobre as formulas para p.(P,) e p.(S.), a

raiz do caminho P, é qualquer um dos vértices de grau 1, enquanto a raiz da

estrela S,, seré o vértice de grau n — 1.

Proposicao 4.2.3. Seja P, e S, o caminho e a estrela com n wvértices,

respectivamente. Entao

2n? +2n+1

pulPy) = (422
3n—3

pelSn) =+ T (423)

Demonstragao. Vamos utilizar a expressao (4.2.1) para calcular o valor de
Perron combinatoério de cada arvore em questao, comecando com o caminho

P, com raiz em algum vértice de grau 1. Como o vetor distancia de P, é
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d=(1,2,3,...,n), temos que

idf:12+22+...+n2_”("+1)6(2n+1) _ 2n3+2n2+n.

n
Além disso, temos que o; = Z d; = Zj e, portanto,

iz j=i

n n n 2
>t -3 (3)
i=1 =1 Jj=t

=S li+G+1)+-+nf

=DM +244n) — (14244 (- 1))

=1

_i nin+1) i(i—1)77

= 2 2

B 2”: nt +2n3 +i2(=2n% — 2n + 1) + (202 + 2n) + n? +i* — 243
B 4

i=1
B 4n® + 10n* + 10n® +5n2 +n
B 30 ’

onde usamos que

" nn+1 "N, nm+1)@2n+1
;2:<2+>, IR GRS

3
3

3 _ n—l—l 4 nn+1)(2n+1)(3n* 4+ 3n — 1)
i i :
30

=1 =1

Assim, dividindo os valores calculados, encontramos

Yol 2nP42n+1
> di 5 '
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J& no caso da estrela .S, com raiz no vértice de grau n — 1 o célculo

¢ mais facil, pois seu vetor distancia é d = (1,2,2,...,2), logo Zd? =
i=1

1°4+2*(n—1) = 4n—3. Além disso, oy = (14+2+---+2) = 14+2(n—1) = 2n—1

e 0; = 2, para 2 < ¢ < n. Sendo assim, para o numerador temos

d ol =@2n-17+2%(n—-1)
=1

=4n* -3
e encontramos por fim

Yo7 4n®*—3 3n—3

1

Y& a3 "Tm_3

Pc(Sn)

]

Exemplo 4.6. Calculando o valor de Perron combinatorio do caminho Ps,

encontramos
2(5)24+2(5) +1

pc(PB) = 5

= 12,2

1
enquanto o valor de Perron de Ps é p(Ps) = ————— ~ 12,343,

2(1 —cos(5%))

[y

utilizando (3.3.1).

Jd para a estrela Sy, temos o valor de Perron combinatorio

3(4) — 3

IOC(S4) =4+ 4(4) —3

~ 4,692

e, por (3.3.2), temos que p(Sy) =
de S4.

~ 4,791 para o valor de Perron

5+ v21
2
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Definicao 4.2.4. Se uma drvore tem no mdximo um vértice com grau maior
que 2, a chamamos de estrela generalizada (starlike) e tal vértice é chamado

de vértice central.

Se uma estrela generalizada tiver p caminhos partindo do vértice cen-
tral, todos de comprimento k, entao serd chamada de estrela generalizada

regular e denotada por Sy ..

Notamos que o caminho e a estrela sao casos particulares da estrela

generalizada regular, para p = 1 e k = 1, respectivamente.

Exemplo 4.7. Na Figura 37 representamos uma estrela generalizada e uma
estrela generalizada reqular com p = 3 caminhos de comprimento k = 4, onde
nos dois casos o primeiro vértice (em destaque) € o vértice central, pois seu

grau € maior que 2.

Figura 37: Estrela generalizada e estrela generalizada regular S 4.

Utilizando sempre a numeragao dos vértices por largura e considerando
o vértice central como raiz, o vetor distincia da estrela generalizada é dado

pord=(1,2,2,2,3,3,4), enquanto para Ss4 € d = (1,2,2,2,3,3,3,4,4,4).

Considerando o vértice central da estrela generalizada como sua raiz,

o vetor distancia de S, ¢ dado por d = (1,2,...,2,3,...,3,...,k,... k),
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onde cada namero ¢ € {2,...,k} se repete p vezes, pois em cada nivel da
arvore ha p vértices, um de cada caminho de comprimento k. Por “nivel”
queremos dizer vértices que possuem a mesma distancia até a raiz, ou seja,

vértices ¢ e j estao no mesmo nivel se d; = d;.

Proposicao 4.2.5. Seja S, a estrela generalizada regular com p caminhos

de comprimento k. Entao

(e — &) + (P& —p+1)?

Pe(Spk) = PRt D@D ) (4.2.4)
4k° + 10k* + 103 + 5k + k k(k+1)
onde n = 20 ey = —

Demonstragao. Iniciando pelo célculo do denominador de p.(S,), como o
vetor distancia de S, é d = (1,2,...,2,3,...,3,...,k,..., k), onde cada

namero i € {2,...,k} se repete p vezes, temos que

Yodd =424 4224+ B R
=1

=1 +p(2°+ -+ k)
=4 p(1*+- -+ k) —p

E(E+1)(2k+1
_op BEEDCESD

como queriamos.

Para o célculo do numerador, seria interessante entendermos o signifi-
cado de g e &. Seja & =142+ ---+k,logo 2+ ---+k =¢&, — 1. Além

disso, lembramos que 7, apareceu na demonstracao da Proposicao 4.2.3 ao

n
calcularmos o numerador E ( E 4)? = i do valor de Perron combinatério
=1 j=i
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do caminho P,.

n
Agora vamos olhar para as parcelas de g 0} =01 +05+ -+ o
o i=1
Na primeira delas, encontramos

o} = (1424 42+ +k+-+k)> = (1+p2+- - +k))* = (1+p(&—1))>,

J& sobre as outras parcelas a? com 2 <17 < n, vemos que

(

(2+3+---+k)? sed =2

(B+4+---+k)? sed =3

EN)

k% sed; =k.

\

Como hé p vértices em cada nivel, temos p parcelas o7 com d; = 2, p
parcelas com d; = 3 e assim por diante, ou seja, se somarmos os o; de cada

caminho, teremos p expressoes da forma

O =>4 24 k) =m - &

i=2 j=i i=1 j=i

Sendo assim, o3 + -+ - + 02 = p(nx — &) e concluimos que
of + 05+t o= (14 p(& — 1)+ plm — &),

chegando no resultado desejado. O
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Exemplo 4.8. Seja Ss4 a estrela generalizada com p = 3 caminhos de com-
primento k = 4 e vetor distancia d = (1,2,2,2,3,3,3,4,4,4) representada

na Figura 38.

Figura 38: Estrela generalizada regular Ss 4.

Utilizando a Proposi¢ao 4.2.4, encontramos

4(4)5 +10(4)* + 10(4)% + 5(4)% + (4)

G 30
e
44+ 1
& = g —=10
2
e, portanto,

(Ss.) 3(246 — 10%) + (3.10 — 3+ 1)2
Pc 4) =
3,4 3.4(4+1()3(2.4+1) 311

= 13,8863,

enquanto seu valor de Perron € p(Ss4) ~ 14, 45.

4.3 Cotas para o Valor de Perron

Vamos introduzir uma notacao para facilitar a escrita dos resultados

desta se¢@o. Denotamos por o(A) a soma de todas as entradas de uma matriz
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A proposicao a seguir fornece uma outra expressao para o calculo do

valor de Perron combinatério.

Proposicao 4.3.1. Seja T uma drvore, N sua matriz caminho e K = NNT.

Entao

Demonstracdo. Pelo segundo item do Lema 4.1.3 sabemos que d = Ne,

onde e € R™ é o vetor com todas entradas iguais a 1. Logo, temos que

|Nd||> =d"NT'Nd

= (" N)NTN(N7e)
= (NNT)(NNT)e
=l K%
= o(K?)
e
ld* = d"d
= (eI’ N)(N7e)
=el(NNT)e
=e'Ke
=o(K).
Entao, pela definicao de valor de Perron combinatoério, concluimos
que
po(T) = ||Nd!2 _ 0(K2).
1] o(K)
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]

Definiremos mais alguma notacao para o que segue. Dadas uma arvore
T com n vértices e sua matriz caminho N, escrevemos S; para o conjunto de
vértices que estao abaixo do vértice v;, isto 6, S; = {j : j 2 i}, e Ri(N) =
|S;|, Vi € T, ou seja, R;(N) ¢ o numero de vértices abaixo do vértice v;,
que também é a soma da i-ésima linha da matriz N. Para tanto, basta
lembrarmos que a linha ¢ da matriz N representa os caminhos P, ; que contém

o vértice v;.

Para entendermos o significado das entradas da matriz K = NNT,
comecamos lembrando que a linha ¢ da matriz N esta associada ao vértice
v; da seguinte forma: a entrada n,; serd igual a 1 se o vértice v; estiver no
caminho P, ; e 0 caso contrario. Como a coluna j de N 76 0 mesmo que a

linha 5 de N, vemos que

I, seng=mn;=1
nyang =

0, c.c..
para 1 <[ < n, ou seja, n;n; sb6 serd igual a 1 se ambos os vértices i e j
estiverem no caminho P, .

Portanto, como a entrada k;; de K é o produto escalar das linhas i e
J de N, podemos concluir que £;; ¢ a quantidade de caminhos em que ambos
os vértices i e j estao, ou seja, k;; ¢ a quantidade de vértices que estao abaixo

de i e 7 ao mesmo tempo. Assim, concluimos que k;; = |S; N S;|.

Consequentemente, percebemos que a raiz esta em todos os caminhos,
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logo toda primeira linha e coluna de K serd igual a n, que k;; serd a quan-
tidade de vértices abaixo do vértice v;, pois representa quantos caminhos o
vértice v; esta, e que todas as folhas de T terao entrada diagonal em K igual

a 1 e as entradas restantes iguais a 0.

Proposicao 4.3.2. Sejam uma drvore T' com raiz e N sua matriz caminho
associada. Entao

pelT) < o(N).

Demonstra¢ao. Denotando por r;(IN) a i-ésima linha da matriz N, munidos
da desigualdade de Cauchy-Schwarz obtemos
INd|* = ZZ:;(”(N)'CDQ < g lra(N) 17 1]
Como N = [n;;] é uma matriz de 0’s e 1’s, vemos que
SN =323y = 32 = o)
i= i=1 j= i=1 j=

Assim, concluimos que

_INAE _ ol
0 = Tap = " =0

]

Para a cota que veremos a seguir sera necessario lembrar do problema

de Poisson [21|. Dada uma func¢ao u, o operador de Laplace continuo L e
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uma fungao f com as condi¢oes de contorno, a equagao de Poisson é

Lu = f. (4.3.1)

Ao discretizar o dominio da funcao u, o operador de Laplace continuo
é substituido pelo operador de Laplace discreto, que corresponde a matriz
laplaciana L = [l;;] com modificacOes baseadas nas condi¢oes de contorno.
Dada uma arvore 7' com raiz r, a condi¢ao de contorno nesse caso ¢ a raiz
externa 7 que foi removida da arvore maior 7. Isso equivale a somar 1 na
entrada l;; de L, pois assim l;; indica o grau de r em T, antes da remocio

de 7.

Ao modificar a matriz L, ela se torna equivalente a matriz laplaciana
de T apoés remover a linha e a coluna correspondentes & raiz externa 7, ou
seja, L é inversivel e a solu¢do u do problema de Poisson discreto (4.3.1) é
Gnica.

Andrade e Dahl [4] sugerem utilizar o vetor distancia d de T' no lugar

da fungao f, ou seja, considerar o problema

Lu =d. (4.3.2)

A tnica solugao é denotada por u*(d) e pode ser calculada a partir da

matriz gargalo M, pois u*(d) = L 'd = Md, motivando a defini¢do seguinte.

Definicao 4.3.3. Dada uma drvore T com raiz, matriz gargalo M e vetor
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distdancia d, a funcao

@l [
"N =T T

pode ser vista como uma medida do tamanho da solugio u*(d) de (4.3.2).

A func@o 7(NV) possui uma conex@o com o valor de Perron e o valor

de Perron combinatoério, como veremos no proximo resultado.

Teorema 4.3.4. Seja T uma drvore e M = [my;] sua matriz gargalo e N

sua matriz caminho. Entao
pe(T) < m(N) < p(M) < || M1,

onde || M||; = maXZmij.
? .

J

Demonstra¢ao. Para a primeira desigualdade, notamos que u*(d) = Md =

NTNd e, aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

oo(T) = INd|[* _ d"N'Nd _ d"u*(d) _ |ld[[«" ()] _ [[w"(d)l]
]2 1] laf> = lldl® el

=m(N).

A segunda desigualdade segue da defini¢cao, pois

[w(d)] _ |Md] [ M|
m(N) = = < sup = p(M).
1] Il ~ wz0 ]

Por fim, toda norma matricial é uma cota superior para o raio espectral, pois

se x # 0 é um autovetor associado ao autovalor A de M, isto ¢, || Mz|| = || \z]|,
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temos que

Alllzll = l[Aell = [[Mz|| < [[M][]|=]],

portanto, vemos que |A| < ||M||, para qualquer norma matricial. Assim,
concluimos que

p(M) < [|M]];.

]

O Teorema 4.3.4 mostra que tanto o valor de Perron combinatorio
pe(T) quanto a fungdo mw(IN) s@o cotas inferiores para o valor de Perron
p(M) da matriz gargalo M, que também possui como cota superior ||M||; =

max E m;;. Assim, a grande vantagem desse resultado é que nos permite
(]

j
calcular facilmente cotas para o valor de Perron diretamente das distancias
na arvore 7. Além disso, Andrade e Dahl [4] sugerem que o vetor distancia

d poderia ser uma aproximacao para o vetor de Perron.

A Tabela 1 apresenta as cotas do Teorema 4.3.4 utilizando arvores
aleatorias com n vértices. As cotas p.(T") e w(NN) e o valor de Perron p(M)
sao dados com uma casa decimal de precisao e o erro relativo é calculado

para a funcdo m(NN) em relagao ao valor de Perron p(M), isto é, o erro ¢ dado
p(M) = 7(N)
p(M)

Motivados pela melhor aproximagao para o valor de Perron que a

por

fungao m (V) oferece em comparagao com valor de Perron combinatoério p.(T),
encontramos as formulas para 7(N) do caminho P, e da estrela S,. Para
tanto, demonstraremos o lema seguinte a fim de facilitar os calculos posteri-

ores.
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n | p(T) | ©(N) | p(M) | Erro Rel. (%) | [|M]|;
10| 214 21,6| 21,9 1.4 26
20| 364 | 370 37,8 2,1 47
30| 54,0 55,0 56,2 2,1 69
20 | 88,6 | 90,50 | 934 3,1 118
100 | 125,6 | 129,2 | 133,2 3,0 174
150 | 287,7 | 294,6 | 304,0 3,1 397

Tabela 1: Cotas do Teorema 4.3.4 de arvores aleatorias [4].

Lema 4.3.5. Seja uma drvore T com raiz r, matriz gargalo M e vetor

distancia d. Entao a i-ésima componente da solucao u*(d) de (4.3.2) €

U; = E ;.

vj EPTJ'

Demonstragio. Por definicdo, temos que u*(d) = Md = NTNd, logo a
componente u; é o produto da i-ésima linha de N” pelo vetor Nd. Como as
linhas de N7 séo as colunas de N, a i-ésima linha de N7 esta associada aos
vértices no caminho P,;. Portanto, u; ¢ a soma das componentes j de Nd

tais que v; estd no caminho P, ;.

Como cada componente j do vetor Nd é a soma das distancias dos
vértices vy que estao “abaixo” de v; em relagao a raiz (k < j), que é exata-

mente a definicao de o, concluimos que

U; = E ;.

v EPNL‘
O

Proposicao 4.3.6. Sejam P, e S, o caminho e a estrela com n vértices,
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respectivamente. Entao

681t + 1361 + 13302 + 65n + 18
(P, :\/ n A 1onT A LoonT A bom (4.3.3)
420
(&
4n3 +4n2 —Tn
S,) = . 4.3.4
(s = (434

@l /X

= , vamos mostrar
el V&

o caso do caminho P,. Como o vetor distancia de P, é d = (1,2,...,n), o

éd? _ \/n(n—i— 1)6(2n+ 1).

Ja para o calculo do numerador, temos que

Demonstracao. Lembrando que w(N)

denominador vale

" nn+1D)—j(G -1
UJ:ZZZ( )QJ(J )

e, portanto, com auxilio do Lema 4.3.5,

Lnn+1)—j(G—1) —B3+3im2+n+1)

’L)]‘GPT,Z' ]:1

Assim, temos que

S \/n(n +1)(2n + 1)(204n* 4 408n3 4 73502 + 531n + 362)
u; = .
V i 7560
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Dividindo numerador e denominador, encontramos

68n* + 136n3 + 133n2 + 65 18
W(Pn):\/ W o SonT A bon ¥ 18 (4.3.5)
420
O célculo da expressao para 7(.S,) ¢ analogo. O

Apresentamos na Tabela 2 as cotas p.(T) e 7(N) e o valor de Perron

p(M) do caminho P, e da estrela S,,.

n=4| n=5 n==~6 n=717 n=3~§ n=29
p(P,) | 8,2909 | 12,3435 | 17,2069 | 22,8808 | 29,3653 | 36,6604
(P,) | 8,2401 | 12,2638 | 17,0922 | 22,7254 | 29,1633 | 36,406
pe(Py) 8,2 12,2 17 22,6 29 36,2
(Sn) | 4,7913 | 5,8284 | 6,8541 7,873 8,8875 9,899
(Sn) | 4,7394 | 5,765 6,7823 | 7,7949 | 8,8044 | 9,8119
pe(Sp) | 4,6923 | 5,7059 | 6,7143 7,72 8,7241 | 9,7272

3

Tabela 2: Comparagao das cotas do Teorema 4.3.4 para o caminho P, e a
estrela S,,.

A Figura 39 mostra o grafico dos erros relativos do valor de Perron
combinatorio e da fungdo w(N) para o caminho P,, quando o ntmero de
vértices n varia de 1 até 100. Notamos que o erro relativo de p.(P,) tende
a aproximadamente 1, 3%, enquanto o erro relativo de 7(P,) tende a aproxi-

madamente 0, 7%.

Notamos na Tabela 2 que o erro relativo do caminho P, reduziu
quase pela metade ao compararmos 7(FP,) com p.(P,) como aproximagoes
para p(P,). Segundo o Teorema 4.3.4, a fungao 7(NV) ¢ de fato uma melhor
aproximacao para o valor de Perron do que o valor de Perron combinatoério,

o que sugere investigar o uso de 7(N) no lugar de p.(T") para aproximar o
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14 T T T T

0.8+ .

0.6+ .

04+ .

D 1 1 1 1
0 20 40 60 30 100

numero de vertices

Figura 39: Erros relativos de p.(P,) e n(P,).

valor de Perron.

A seguir, mostramos que, de fato, o erro relativo entre o valor de
Perron combinatorio e o valor de Perron do caminho P, tende para 1,3%
quando o namero de vértices tende ao infinito. Também mostramos resul-
tado analogo para o erro relativo entre 7(P,) e p(P,), que tende para 0,7%

conforme o numero de vértices aumenta.

Proposicao 4.3.7. Seja P, o caminho com n vértices. Entao

. P(Pn) - pc<Pn) m?
| =1—-—= 1
e p(P) 1o~ 0013
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. p(P,) —7(P,) 2 [ 17
1 —1——1/— ~0,007.
whoe  p(By) 4 V105~

p(Pn> = e
2(1— COS(m))
e
2?2 +2n+1
pu(py) = 2L

e reescrevemos o limite da seguinte forma:

P 2
- pe(Prn) - 2(2n°* +2n + 1) 1 — cos 0 |

lim 1 —

Expandindo a funcao cosseno pela férmula de Taylor, encontramos

72
cosx =1— 5 +r(x),

onde |7’(§)| — 0 quando = — 0.
x

Portanto, temos que

m ) w2 N m
oS =1—-——+r
2n +1 2(2n+1)2 2n+1)’

T on+1\° . -
onde r . — 0 quando n — o0, ou seja, a funcgao
2n+1 T

T
r

2n+1
grau 2 ou inferior, quando n tende ao infinito.

tende a zero se multiplicada por qualquer polinémio em n de
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Logo

i 2(2n* +2n +1) | 7r
im — Cos =
n—00 ) 2n +1

’ 2(2n* +2n +1) 14 w2 m
m — - =
22n* +2n+1) , 2(2n*+2n+1) s
1m mo— T =
n=oo 10(4n2 + 4n + 1) 5 2n + 1

22+2/n+1/n? |, 2(2n2+2n+1)r T 2
im m =
n—o0 10(4 4+ 4/n + 1/n?) )

2n + 1 10’
pois, na ultima igualdade, a segunda parcela do limite tende a zero.

Assim, temos que

Pn - an 2
i 2 = pelB) T s,

Lembrando da formula (4.3.5) para 7(P,) e utilizando a mesma ex-

(P,
pansao da funcao cosseno pela férmula de Taylor, vemos que o lim E 2 ; :
n—oo p n
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igual a

. 68n4 + 13613 + 133n2 + 65n + 18 T
lim 2 1 — cos =
420 2n+1

n—oo

lim 2
n—oo

\/n4(68 + 136/n + 133/n2 + 65/n3 + 18/n4)

420 )
m m
[ NESI—- (N ) -
< e " <2n+1)>

L 92 \/68 +136/n + 133/n2 + 65/n3 + 18 /n*

A0 420
7'('2 T
— 7"' pr—
2(4n? +4n+1) 2n+1
. m2n? \/68 +136/n + 133/n2 + 65/n3 + 18/n4
1m
n—oo 4n? +4n + 1 420
o2, |08+ 136/n + 133/n2 + 65/n + 18 /n’ ™
—9m T =
420 2n + 1
. 72 \/68 +136/n + 133/n2 + 65/n3 + 18/nt 7% [17
1m =y —.
n—oo 4 4+ 4/n + 1/n? 420 4V 105

Portanto, concluimos que

O

Melhor ainda, mostramos a seguir que o erro relativo entre o valor de

Perron combinatério e o valor de Perron da estrela S,, tende a zero conforme

o numero de vértices aumenta.
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Proposicao 4.3.8. Seja S, a estrela com n vértices. Entao

. p(Sn) = pe(Sn) _
nh—>nc}o p(Sy) =0

Demonstra¢ao. Comegamos lembrando que, por (3.3.2),

1
p(Sy) = §(n+l+\/n2+2n—3)

3n—3 4n®—3
pc(Sn)—n+4n_3— dn — 3

e aproveitamos para reescrever o limite da seguinte forma:

lim 1 — =1-—2 lim ) 4.3.6

Sendo assim, temos que

4n? — 3

lim
n—o (4n — 3)(n+ 1+ vn? + 2n — 3)

4n? — 3

lim
n—o0 4n2 +4n(1 + v/n? +2n—3) —3n — 3(1 + vVn? + 2n — 3)

lim = —.
TR YAl 1233 314 1423y 2

4-3 1
3
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Substituindo em (4.3.6), obtemos

lim p(Sn) = pe(Sn)

= 0.
n—o0 P(Sn>

]

Munidos do Teorema 4.3.4, segue da Proposicao 4.3.8 que o erro
relativo entre 7(S,,) e o valor de Perron p(S,,) também tende a zero quando

o namero de vértices tende ao infinito.

4.4 Centopeias e o Valor de Perron Combinatério

Comegamos lembrando que a centopeia C' = C(nq,ng,...,n;) con-
siste de um caminho P, = vvy...v, com n; > 0 pernas em cada vértice
dorsal v;, com i = 1,2,..., k. O caminho P, é chamado de caminho central

e v; € considerado a raiz dessa arvore.

Seguindo a exigéncia de Andrade e Dahl [4], vamos considerar sempre

ng = 0, isto é, o ultimo vértice dorsal sera pendente.

O resultado a seguir nos permite associar a qualquer arvore com vetor
distancia fixo, uma tnica centopeia (a menos da numeragao dos vértices) com
mesmo vetor distancia e serd importante para o resultado de majoragao que

segue.

Proposicao 4.4.1. Qualquer drvore T' com wvetor distincia d possui uma

unica centopeia Cy com mesmo vetor distdncia.

Demonstrag¢ao. Seja T uma arvore com vetor distancia d = (dy, ds, ..., d,),
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onde 1 =dy < dy < --- < d,. Vamos construir a (dnica) centopeia Cy =
Cy(ny,...,ni) com o mesmo vetor distancia d. Comegamos notando que o
vetor distancia é sempre da forma d = (1,2,...,2,3,...,3,...,dp,...,d,),
ou seja, possui apenas a primeira entrada d; = 1 e a seguir possui m; entradas
iguais a i € {2,3,...,d,}, onde 1 < m; < n —1. Entdo m; é a quantidade

de vértices com distancia ¢ até a raiz.

Sendo assim, definimos o primeiro vértice v; como raiz da centopeia
Cy, o vértice vy serd um vértice dorsal adjacente a vy e vy terd my—1 vizinhos
pendentes, isto é, n; = mo— 1. Se d,, = 2, a construgao da centopeia acabou.
Caso contrario, teremos mais um vértice dorsal adjacente a vy, digamos vs, e
v terd mz—1 vizinhos pendentes, ou seja, ny = m3—1. Repetimos o processo
até o vértice dorsal vp_1 = vy, que terd my, — 1 vizinhos pendentes e mais

um vértice dorsal adjacente vy = v4,+1, onde ng = 0, como exigido. O

Exemplo 4.9. Para determinarmos a centopeia Cy, a unica informag¢ao
necessdaria € o vetor distdncia d, entao, sem perda de generalidade, dada
qualquer drvore com vetor distincia d = (1,2,2,2,3,3,4,4,4,4), vamos con-

struir a unica centopeia com mesmo vetor distdncia.

Neste caso, temos my = 3 vértices com distdancia 2 até a raiz, ms = 2
vértices com distdncia 3 até a raiz e my = 4 vértices com distancia 4 até a
raiz. Portanto, definimos o vértice dorsal vy como raiz da centopeia Cy com
vértice dorsal vy adjacente e mais 2 vizinhos pendentes. Da mesma forma,
vy serd adjacente a um vértice dorsal vs e mais um vértice pendente. Por
fim, vs serd adjacente ao vértice dorsal vy = vy, € mais 3 vértices pendentes,

como podemos verificar na Figura 40.
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Figura 40: Centopeia Cy.

Sera tutil para o teorema que segue estabelecermos alguma notacao.
Dados z,y € R", usamos <% para denotar a ordem de majoracao e escreve-

mos = <™% y quando

k k
me < Zym para k <n
j=1 j=1

n n
Z xX; S Z Yj,
j=1 j=1

onde z[;) é a j-ésima maijor componente de x, o mesmo valendo para yp;.
Aproveitamos para lembrar que R;(N) representa a soma da i-ésima linha da

matriz N e denotamos por R(N) o vetor com esses valores como componentes,

isto &, R(N) = (Ry(N), Ra(N), ..., Ru(N)).

Agora veremos que a matriz caminho de uma centopeia Cy sempre
majora a matriz caminho de qualquer arvore com mesmo vetor distancia, no

sentido que sera esclarecido a seguir.

Teorema 4.4.2. Seja T uma drvore com n vértices, vetor distincia d e

matriz caminho Np. Entao

R(N7) <™ R(Ne,).
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Demonstragao. Sejam uma arvore T' com vetor distancia d = (di,...,d,),
a Unica centopeia Cy; com mesmo vetor distancia e suas matrizes caminho
Nr = [a;;] e N¢,, respectivamente. Para simplificar a notagao, seja R(Np) =
(RT,...,RT) e R(Ng,) = (R¢,..., RY). Como a soma de cada coluna j das

matrizes caminho ¢ igual a d;, temos que
n n n
Z T 2 : L 2 : c
i=1 i=1 i=1

Ao fixar o vetor distancia, observamos que a centopeia possui a melhor
distribuicao de vértices se queremos o méximo de caminhos até a raiz em
comum entre os vértices da arvore, pois todo vértice que estiver abaixo (em
relagdo a raiz) de um vértice dorsal, também estara abaixo de todo vértice
dorsal anterior a este, maximizando a quantidade de 1’s na respectiva linha
da matriz caminho. Logo, fixado k£ < n, como todo vértice na centopeia ou
¢ dorsal ou ¢ pendente, podemos concluir que se a distancia do vértice v;
até a raiz for maior que k, isto ¢, se d; > k, entao ha pelo menos k vértices
dorsais no caminho P, ; e, portanto, as entradas na j-ésima coluna de N¢,

que correspondem aos vértices dorsais em P, ; serao todas iguais a 1.

. . . . . T _ pT
Com isso em mente, sejam k < n e iy,...,17 tais que R; = Ry, a
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t-ésima maior componente em R(Nr). Entao

k k
Y Ry =) R
t=1 til

J=1 t:t<k, iz<j

<k+» minfk d; — 1}

J=1

As duas primeiras igualdades sao diretas da definicao de RZ. A
terceira igualdade é devido ao fato de que a matriz N é triangular superior
com 1’s na diagonal principal e, a seguir, o somatério é aplicado em cada
parcela. J& o somatorio 5 a;,; significa que estamos considerando

t:t<k, i+<j
apenas os elementos das linhas associadas as k maiores componentes de

R(Nr) da parte triangular superior de cada coluna, que sdo justamente as

linhas associadas aos vértices dorsais.

Para cada vértice v;, se a distancia d; for menor k, entao existem d;
vértices dorsais no caminho P, ;, ou seja, a soma dos & maiores elementos
da coluna j serda menor ou igual a d; — 1 (pois esta sendo somado apenas a

parte triangular superior de V). Analogamente, se d; > k, entao a soma sera
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menor ou igual a k, explicando a desigualdade.

Por fim, a dltima igualdade se d& pela observacao inicial, onde vimos
que a matriz caminho da centopeia possui 1 nas entradas da coluna j relativas

aos vértices dorsais em P, ;. O

Para um vértice w de uma arvore com raiz T', escrevemos d(T', w) para

a distancia de w até a raiz r em 7.

Teorema 4.4.3. Seja T uma drvore com raiz r e w um vértice de T e seja
T" a drvore obtida a partir de T ao adicionar um vértice w' e uma aresta

{w,w'}. Seja k =d(T,w)+ 1 e suponha

2
. > otk > || M|

’UGPT,'LU

Entao

/)C(T/) > pe(T).

Demonstragao. Seja o, = o(T,v) para cada vértice v € V(T) e o), = o(T",v)
para cada vértice v € V(T") e considere n = |V(T)|. Assim, a arvore T"
possui n + 1 vértices e d(T",w') = k. Como o, é a soma das distancias dos
vértices abaixo de v em relagdo a raiz, vemos que o, = 0, + k para v € P, ,,
isto ¢, para os vértices que estao no caminho de w até a raiz, e o, = o, para

os outros vértices, ou seja, para v € V(T')\ P, ,,. Portanto,

Z’UEV Ug + A

(T') = eV ov T 2
pe(T") I e
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onde

. 2 2
AfE Oy — .

ag,
VeV (T") veV(T)

=K+ ) (o =)

vEP: w

=K+ > (o + k)=o)

'Uepr,w

=K+ ) k20, +k)

'UePr,u/

= k2 + 2k Z oy + Z k2

UEPr,w UEPT,'LU

=2k Y o, + K,

UGP’r,w

pois P, contém k — 1 vértices. Além disso, pelo Teorema 4.3.4, temos que

Zv V0121
eV T v

2
Z a2 = pc(T) < HMTH1 < E Z oy + K,
veV v

'UEP'r,w
onde a ultima desigualdade é por hipotese.

Observamos agora que, para nimeros reais positivos aj, as, by, ba, se

aq Qo . a1 aq + (05}
— < —, entao — <
bl b2 ’ bl bl + b2

. De fato,

a1by < azby
a1by + a1by < a1by + asby

CLl(bl + bg) < bl(al + CLQ).
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No nosso caso, a; = Z o, Z d Aeby =k e, portanto,

veV veV
M) =< P=2 > ot
Pc bg k‘ v .
UEPrw
Assim, concluimos que

aj + as y

AT < = p(T").

pT) < gt = pu(T)

]

Definicao 4.4.4. Sejam Ty e T1 duas drvores com conjuntos disjuntos de
vértices e com raizes internas ro e ri, respectivamente. Seja v um vértice de
Ty. A coalescéncia de Ty e T com respeito a v, denotada por Ty @, 11, € a
drvore obtida da uniao de Ty e Ty onde a raiz r1 de Ty € identificada com v.

Dessa forma, vemos que |V (Ty @, Th)| = |V (Ty)| + |V (T1)| — 1.

Para o resultado que segue, seja k = d(Tp,v) e

or, = Y d(Tyw)+ (k= 1)(IV(T)] - 1),

weV (T1)\{r1}

que s6 depende de Ty e k. Para simplificar a notagao, definimos T}, = T, ®, 11,
Tq = To @q T1 eV = V(TO Dy Tl)

Teorema 4.4.5. Sejam Ty e Ty como acima e p e q vértices distintos de T

com d(Ty, p) = d(Ty, q) = k. Entdo



onde

A = 20p, Z o(Ty,v) — Z o(Ty,v)

vEP p\Pr g VEPr g\ Prp
Em particular,

Pc(Tp) > Pc(Tq)

se e somente se

Z o(Ty,v) > Z o(To,v).

vEP: p\Pr g VEP: ¢\ Prp

Demonstragao. Comegamos observando que o fato de d(Tp, p) = d(Tp, q), ou
seja, 0os vértices p e ¢ terem a mesma distancia até a raiz, implica que as
distancias em T, e T, também serao as mesmas. Em particular, para cada

vértice v € V(T7) temos
d(T,,v) =d(T,,v) =k +d(Ty,v) — 1
e, portanto,

Yo dT,v) = D> (k+d(T,v) —1) =0,

veV (T1)\{r1} veV(T1)\{r1}

Notamos agora que para todo vértice v ¢ P, ,AP,, ; = (P, p\Pry g) U
(P g\Prip), temos que o(T,,v) = o(T,,v), pois para tais vértices v, as
subérvores formadas pelos vértices w < v sao as mesmas em 1), e 1. Além
disso, para todo vértice v € Py, ,\ Py, 4, temos que (T, v) = 0(Tp,v) +0p, =

o(T,,v) + o7, e, simetricamente, para todo vértice v € P, ,\ P, ,, temos que
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o(T,,v) = o(Ty,v) + o1, = o(T,v) + ry.

Somando sobre todos os vértices v € V', temos

Z 0<Tp7 U>2 - Z 0<Tq7 U>2

veV veV

= Z (0(T,,0)* — o(Ty,v)?)

vEP pAPr 4

= Y (0(T) — o(Ty, 0)(0(Ty,v) + 0Ty, v))

VEPr pAPr 4

= Z 5T1 (QU(TO, ’U) + 5T1> + Z (_5T1>(20(T07 U) + 5T1)

UGPTLP\PTLQ ”GPTLQ\PTLP
= 2(5T1 E O'(To, 1}) — 25T1 E O'(To, U)
vePr 7P\PT1,q ”ePTl,q\PTLP

+5%1(|PT‘17P\P7“1,Q‘ - ’Pﬁ,q\Pn,pD

= 20, Y oThw)- D> o(Tyw)

VEPr p\Pryq VEPr g\ Pry,p

=A

Y

pois |Pr17p\Pr1,q| = |Pr17q\Pr1,p

’ JéJ que d(TOap) - d(T07 q) O

Seguindo a ideia (e notagao) do teorema anteior, definimos uma ope-

racao em arvores que se mostrara util para o resultado que segue.

Definicao 4.4.6. Dadas drvores T, =Ty ®, 11 e T, =Ty ®, 11, chamamos
de switching a operagao que troca a drvore T, pela drvore T,, ou seja, € a

operacao que “move” a subdrvore Ty do vértice p para o vértice q.

Percebemos que um switching preserva o vetor de distancias, afinal
d(Ty,p) = d(Tp, q), e as mudangas no valor de Perron combinatoério sao dadas

pelo Teorema 4.4.5. Para o proximo teorema, utilizamos a operagao de
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switching e denotamos por D, o conjunto de todos os vetores distancias

de arvores com n vértices com raiz.

Teorema 4.4.7. Seja d € D,,. O maior valor de Perron combinatdrio p.(T')
sobre todas as drvores com vetor distincia d € atingido pela centopeia Cy e

nenhuma outra drvore atinge esse mdximo.

Demonstra¢ao. Comegamos supondo que 7" nao é uma centopeia. Assim,
organizamos a arvore 7' em k > 1 niveis, onde cada nivel [ consiste dos
vértices v; a distancia [ da raiz, isto ¢, com d; = [. Se houver, consideramos
dois vértices v, e v; no nivel 2, ambos adjacentes a pelo menos outro vértice
no nivel 3. Assim é possivel fazer um switching de todos os vértices no nivel

3 de vy para vg (ou de vy para v).

Em qualquer um dos casos, pelo Teorema 4.4.5, o valor de Perron
combinatorio p.(7') aumenta. Entao, sem perda de generalidade, escolhemos
o suitching para v, e, enquanto houver dois vértices no nivel 2 como descritos

acima, aplicamos o switching para o mesmo vértice v.

Em algum momento, havera apenas um vértice no nivel 2 com vértices
adjacentes no nivel 3 e, portanto, temos uma centopeia da raiz até o nivel
2 (sem contar os vértices do nivel 4 em diante). Se aplicarmos o mesmo
procedimento para os k niveis da arvore, teremos por fim a tnica centopeia

Cy com mesmo vetor distancia d de T'. O
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4.5 Ordenamento de Arvores com Diametro 3

Inspirados pelo ordenamento de arvores de diametro 3 de Grone e
Merris [13] através da conectividade algébrica, analisamos o que acontece com
o valor de Perron combinatério de uma arvore de diametro 3 ao movermos
um vértice pendente, aproximando-o da raiz. Comecamos observando que
qualquer arvore de diametro 3 é uma centopeia e pode ser vista como duas
estrelas com uma aresta ligando seus centros, também conhecida como double

broom de didmetro 3.

Denotamos por 7T'(s,t) a arvore com n = s + t + 2 vértices obtida
a partir de um caminho com 2 vértices, acrescentando s vértices pendentes
adjacentes a um dos vértices do caminho e ¢ vértices pendentes adjacentes

ao outro vértice do caminho, onde supomos 1 < s < t.

Fixamos a raiz de T'(s,t) no vértice dorsal adjacente aos t vértices.
Vamos estudar a mudanga no valor de Perron combinatério ao mover um dos
s vértices, deixando-o adjacente a raiz e formando a arvore T'(s — 1,¢ + 1).
Para facilitar a notagao, escrevemos aqui T :=T'(s,t) e T" :=T (s — 1,t + 1),

as quais vemos representadas na Figura 41.

VU3 Vt43
U3 Vt+3 *
V4 v
t+4
V4 Vitq +
U5
Ut+2 Un—1
V42 Un Un

Figura 41: Arvores T'(s,t) e T(s — 1,¢ + 1) de diametro 3.

E utilizada a numeragao por largura da seguinte forma: os vértices
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dorsais sao numerados v; e vy, onde vy é a raiz, a seguir numeramos de

v3,...,Ug 0Os t vértices adjacentes a vy e, por fim, os s vértices adjacentes
a vy sao numerados vyy3, ..., v,. Assim, o vetor distancia de T é dado por
d=(1,2,...,2,3,...,3), onde temos t+1 vértices com disténcia 2 e s vértices

com distancia 3.

Ao movermos um dos s vértices de vy para vy, o vetor distancia da
arvore T obtida é d' = (1,2,...,2,3,...,3), onde temos t + 2 vértices com
distancia 2 e s — 1 vértices com distancia 3. Sem perda de generalidade,
vamos supor que estamos movendo o vértice v,. Portanto, lembrando que

o; = E d;, para a arvore 1" temos que
J=i

/

2t+3s5+3, set1=1

35+2, set=2
g; =

2, sei€{3,...,t+2}

3, sei€{t+3,...,n}

\

e para a arvore 1" vale

(

2t+3s+2, sei=1
3s—1, sei=2
2, seie{3,....t+2}U{n}

3, sete{t+3,...,n—1}

\
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Além disso, temos que

» dP=4t+9s+5

i=1

n

> (dp)* = 4t + 9s.

i=1
Logo, temos uma expressao para o valor de Perron combinatério de

cada arvore:

(2t + 35+ 3)% + 2%t + (35 + 2)* + 3%s

cT -
pe(T) A+ 9s+5

A2 +18s% + 12ts + 16t + 39s + 13
- At 4+9s+5

(2t +3s+2)2+2%(t+1)+(3s—1)2+3*(s— 1)
4t + 9s

po(T/> =

A2 41857 + 12ts 4 12t + 155
B 4t 4 9s '

Para descobrir se o valor de Perron combinatorio aumenta, por exem-
plo, queremos saber quando que p.(T) < p.(T"), ou seja, para quais valores

de t e s é valido

4t? + 18s% 4+ 12ts + 16t + 39s + 13 _ 4t? 4+ 1852 + 12ts + 12t + 15s
4t +9s+5 4t + 9s ’
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que é equivalente a

417 — 1265 — T2ts + 8t — 425 > 0. (4.5.1)

Escrevendo a expressao do lado esquerdo de (4.5.1) em fungao de ¢,
temos

487 4+ (8 — 72s) + (—126s% — 425) > 0.

As raizes do polinémio do lado esquerdo da desigualdade sao dadas

por

‘o —8 + 72s £ /720052 — 480s + 64
= 3 7

(4.5.2)

onde a expressao dentro da raiz é positiva e crescente para s > 1.

Portanto, concluimos que ao mover um vértice de v, a v; o valor de
Perron combinatério pode aumentar ou diminuir, dependendo dos valores de
t e s. Ou seja, se t for maior ou igual que a maior raiz em (4.5.2), temos
que p.(T") > p(T), e quando t for menor que a raiz, entao p.(17") < p.(T).
Portanto, nao conseguimos uma ordenagao para todas as arvores de diametro

3, pois o ordenamento depende dos valores de s e t.

Exemplo 4.10. Se fizarmos s = 1, utilizando a equagao (4.5.2) obtemos

,_ 64482365

~ 18,3
8 b

ou seja, a partirt = 19 vértices o valor de Perron combinatorio vai aumentar
ao movermos um dos s vértices adjacentes a vy para vi. Caso contrdrio, isto

€, set < 19, entao o valor de Perron combinatorio diminui ao fazermos essa
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mudanca.

A dependéncia linear de t em funcao de s nos levou ao préximo
resultado que estabelece qual o valor minimo de vértices ¢, dado que sabemos

a quantidade de vértices s, para que p.(T) < p.(T").

Proposigao 4.5.1. Sejam T = T(s,t,3) e T' = T(s — 1,t + 1,3) double

brooms de didmetro 3 e n = s+t + 2 vértices. Entao

_ 2 _
lim 8 + 72s + 1/7200s% — 480s + 64 ~19.6.

§—00 8s

Demonstracao. Basta notarmos que

—8 + 725 + /720052 — 480s + 64 B

lim
$—00 8s

iy O T2+ /7200 — 480/s + 64/ s>
= 11m

§—00 8s

-1 7200 — 480 64 /52

—lim——|—9+\/ /s +64/s

s—0o0 S 8

9 V7200
B 8
~ 19,6.

]

.t o
Portanto, temos que a razao — tende a uma constante, indicando que
S
se t for 19 vezes maior do que s, o valor de Perron combinatério aumenta ao
movermos um s vértice para perto da raiz, ou seja, temos que p.(T(s —1,t+

1)) > pe(T(s,t)), para t > 19s.

100



4.6 Buscas Computacionais

Com o objetivo de analisar a qualidade da aproximacao do valor
de Perron combinatério em relacao ao valor de Perron, apresentamos os
resultados de uma busca computacional realizada pelo aluno de graduacao
Rodrigo Loro Schuller, onde listamos todas as érvores com até n = 14 vértices
e analisamos o erro relativo e o erro absoluto dessa aproximagao. Como o
valor de Perron combinatoério depende de qual vértice é a raiz, para cada
arvore variamos a raiz em todos os vértices e consideramos sempre o caso

com maior erro.

Notamos que para n = 2 e n = 3 vértices s existe uma arvore em
cada caso, a saber, o caminho P, = §,. Portanto, comparamos os erros
a partir de n = 4 vértices, com resultados exibidos nas tabelas a seguir.
Apresentamos na Tabela 3 o maior e o menor erro relativo entre o valor de
Perron combinatério e o valor de Perron das arvores, enquanto a Tabela 4

contém as informagoes referentes ao erro absoluto.

Num. de vértices | Maior erro rel. | Menor erro rel.
4 0,0206 0,0201
5 0,0256 0,0210
6 0,0289 0,0203
7 0,0329 0,0194
8 0,0324 0,0183
9 0,0389 0,0173
10 0,0420 0,0163
11 0,0443 0,0154
12 0,0488 0,0146
13 0,0514 0,0138
14 0,0542 0,0132

Tabela 3: Maiores e menores erros relativos.
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p(T) = pe(T)
p(T)

apenas no caso n = 4, a estrela com raiz no vértice central apresenta maior

Analisando inicialmente o erro relativo , percebemos que
erro relativo do que o caminho com raiz em algum vértice ndo pendente. A
partir de n = 5, a estrela com raiz no vértice central apresenta o menor erro
relativo dentre todas as outras arvores. Ja o caminho (com raiz em algum
vértice nao pendente) nem sempre tem o maior erro relativo, acontecendo

apenas nos casos onde n = 5,9,11, 14.

Num. de vértices | Maior erro abs. | Menor erro abs.
4 0,1167 0,0989
5 0,1842 0,1303
6 0,2805 0,1535
7 0,4095 0,1704
8 0,5253 0,1834
9 0,7270 0,1935
10 0,9553 0,2017
11 1,1353 0,2085
12 1,4844 0,2141
13 1,7936 0,2189
14 2,0858 0,2230

Tabela 4: Maiores e menores erros absolutos.

Quando olhamos para o erro absoluto p(7') — p.(T") descobrimos que,
em todos os casos, a estrela com raiz em algum vértice pendente possui
sempre o menor erro absoluto e o caminho com raiz em algum vértice nao
pendente possui o maior erro absoluto. O erro absoluto aumenta conforme
o numero de vértices aumenta, mas nao passa de 2,09 no pior caso, isto &,
para Py, onde p.(Py4) ~ 36,328 e p(Py4) =~ 38,41, e para a estrela Sy4 o erro

absoluto é aproximadamente apenas 0,22.
Como o erro relativo do caminho é o maior dentre as arvores com até
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14 vértices e vimos na Proposicao 4.3.7 que o erro relativo do caminho tende
a aproximadamente 1,3%, o valor de Perron combinatoério parece realmente

ser uma boa aproximacao para o valor de Perron, como sugerido por Andrade

e Dahl [4].
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho apresentamos o valor de Perron combinatoério de uma
arvore T, p.(T'), definido por Dahl e Andrade [4], que vimos ser uma cota
inferior para o valor de Perron de T'. Mostramos que o valor de Perron
combinatorio ¢ uma boa aproximagao para o valor de Perron nos casos do
caminho e da estrela. Também vimos que dentre todas as arvores com o
mesmo vetor distancia, a centopeia é a que possui o maior valor de Perron

combinatério e que nenhuma outra arvore atinge esse maximo.

Apoiados em Kirkland et. al [15], exibimos a rela¢do entre a conec-
tividade algébrica de uma arvore T" e o valor de Perron dos ramos de Perron
de T, onde um pode ser obtido através do outro. Sendo assim, o valor de
Perron combinatério de um ramo de Perron de T' poderia ser utilizado para

aproximar a conectividade algébrica da arvore.

Baseados em Andrade e Dahl [4], investigamos os erros relativos entre
o valor de Perron combinatoério e o valor de Perron do caminho e da estrela e
mostramos que, conforme o niimero de vértices aumenta, no caso do caminho
o erro tende a aproximadamente 1,3% e no caso da estrela o erro tende a
zero. Portanto, o valor de Perron combinatério pode ser considerado uma

boa aproximagao para o valor de Perron de tais arvores.

Estudamos os erros relativo e absoluto entre o valor de Perron com-
binatério e o valor de Perron de todas as &rvores com até 14 vértices e
observamos que, em todos os casos, a estrela possui o menor erro absoluto,

enquanto o caminho possui o maior. Ao analisar o erro relativo, vimos que
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nem sempre o caminho possui o pior erro, mas, a partir de 5 vértices, a estrela

apresenta o menor erro relativo.

Nossas buscas computacionais, ainda que restritas, nos levam a crer
que os erros entre o valor de Perron combinatoério e o valor de Perron do
caminho e da estrela tendem a ser extremais, isto é, o erro entre o valor de
Perron combinatorio e o valor de Perron de uma érvore com n vértices tende
a ser maior que o erro da aproximacgao para a estrela S,, e menor que o erro

para o caminho P,.

Também mostramos um resultado envolvendo as arvores T'(s,t) de
diametro 3, onde vimos que o valor de Perron combinatério da arvore varia
ao movermos um vértice pendente em direcao a raiz e estimamos a razao
entre o ntumero de vértices pendentes s e t que determina se o valor de Perron

combinatoério aumenta ou diminul nessa troca.

Tendo em vista que mostramos que o valor de Perron combinatorio
¢ uma boa aproximacao para o valor de Perron nos casos da estrela e do
caminho, e que o caminho parece ter o pior erro relativo dentre todas as
arvores, acreditamos que o inverso do valor de Perron combinatério poderia
ser utilizado como aproximacao para a conectividade algébrica nos casos em

que a arvore em questao é um ramo de Perron.
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