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Pode um idempotente sar soma de dois elementos nilpotzntes 7

1. INTRODUCAD.
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Lembz*:»—.-mos que um anel R & um conjunto com duas operagde:

-

+ e . que satizfazem s seguintes propriedades. .

Sy)«A soma & associativa e comutativa:
Sy) Exizte 0E R talque x+t0=x, W x £ R

mn

S3) Para todo x € R existe -x € R tal qur- x+(-x) = 0

Py O “"Dduto & associativo.

D} O produto & distributivo com respeito & soma, tznio

multiplicando a direita quanto & esquerda.

Se além disso, a seguinte propriedade
P."O produto & comutativo,

é verificada, ent3o R & dito um anel comutativo.

Os exemplos mais canhecidos de anéis comutativos =3o os anéls
numiricos, 1.2, @ conjuntc de nimeros inteiros (recicnsis, rezis,

- T

complexos] com as aperagdes. usuais. Os anéis dos inteires miaulo p,

i.l

sendo pp»0, =Z%o tambEm importantzs. Eles podem 'ser definizzs como



0, {,...;p-17J com as operacbes:

N
-
——

il

ode o2a<p-1,0sb<£p-i, e a+bh (med. p { 5.t {mod pi'

(g

T

significa que deve calcular-se a soma a+b, depois o resto r da divis3

0

de este niimero por p e finalmente pr a+b {mod.p) = r (ab {mod.p) =
3. . :

Os exemplas mais cenhecidos da-axéis'nﬁo'éof wtativos s3c os angéis
Fie matrizes: se R & um anel, Mﬂ(R} denc_:ta Q conjuntg de todas as
matrizes n x n sohre. R onde a sama e a pmdutc s¥o defint

mesma meaneira que € usuzl fsz8-lo para matmz_-_ sobre @ corpo dos

numeros reais.:

Um elemento x de um anel R & dito nilpttente s= sxistir um

: n n :
inteiro positivo n talque x =10, onde x =x... x {h vez=zl.
Um elemente e £ R. g dito idempotente se ® = &..

Por exemplo, se R & o anel Mﬂ {(R) entZo0 2 matriz A = (a j ) tal
que &, = 0 para 123 & nilpoten‘te pois A" = 0.

Os elementos 0 e 1 {(caso existir i, i.e., o anel possuir unidade)

s30 Lde'npatentes chamados idempotentes trivisis. Se o anel for um

r



fato, a matriz que team tcdas as suas
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iTat=% {i,i}_ a qual vale 1, &€ idempotents no anel de matrizes
sobre guaiguer anel com unidade.

A queﬂaa que quersmos considerar aqui 8 3 seguints. 3sja R
umn anel e x & y dols ele entos I'lllp-"‘ft':!'ltf:"‘— de R. Poder ser
e = x+;x. -idempetehte?

E claro que esta quéstéa planteada sssim tem algumas respostas
triviais. Por exempla, s x € R & nilpotente entdo 0 = x+{-x], onds
0 & idempotente e x e -x s#o nilpotentes. Portanto, & necessério
estabelecer a limitagdio # 0 para que ela :éenha-algum interssse.

Seja R um anel comutativa. S x e .y s#o nilpotentes de
R podemos ‘supar que % .= 0 e y'= 0. Como & ficil ver, a férmula do

bindmio vale quando” R & comutativo. Logo = - . .

mtm Nt -
nmHHm_ < ( n-b p n+m :
(x+y) 3 i Ix v, = 8,
- i=0
poisse U=i=n+tm entdo i €n ou dm-i 2 2 co nseqlientemente
' ' ' . ~
n+m-L ' g it
x' =0 ou © " = 0. Portanto, se e = xt+y & idempotent= resuita
gt = gF e = e '

U'}

Logo, a questdo proposta somente merece considerapso para ans
nao comutativos.

Seja agora Ms{ Zp) o anel de matrizes 3 x 3 scbre o anal Z,, do

[

‘inteiros mé&dulo 2. Sendo que

0117 [oil] [ooo
{fof |={001+t+100]|,onde 1€E7Z,;, temos que:
iio| |oo0]| |iT0]



0 i fl IFHC O-l
:x:_f}l}i! e y= (100! -sx
LODu_iV _IIO_!_

[U I
.nilpc;tentez eswasoma e= | 101
110

SN

verifica & = e, como & facil ver.

Logo & questic proposts tem uma resposta afirmativa no caso
« T2 ).
- 1 X, - 1 . } P
Mas &€ claro que se x © M (p+1] [ZP) entdo px =0. A pergunts natural

€ a seguinte:

- considerado, Anilogo exemplo pode ser construito em M,

+1

Questdo: Deja K um anel tal que para n-° O, r€ R, nr = 0
implica r = 0. Se: x e vy s30 nilpotentes de ¥R e e = x+y 8
Y p 3

Veremos alguns resultados gque parecem mostrer que = situapio

anterior ndo pode acontecer.

2. Resultades.

Primeiramente provaremos o seguinte:

Teorema {. Seja R um anel e x e y elementos de R tais que

iy
m

WPl g v = x+y € idempotente entdo = = 0.

4 : 2



Nrpoay. B, Bl U TR,
Frova. Se {x+y] ) KFyxytys = Kby

o

—';\.

Come x*=0 temcs a seguinte relapic:

(1) yobxy+yx = x+y
Multiplicanda s esquerda- por yl'-lhl e a direits par v
‘obtemos | - . | o :
n-1 0 _ n—i
y- Xy = Xy
n-1 ot o 8 SN o
Portanto Y TRYSY T oxy = i R sy xy =0.
o ;¥ ey n- |
Multiplicando ainda -{i} por vy & esquerda segue que:
a e 1'1*1 ? e n"i'
=y XY=y % 5
' ‘ , n- N i
or outra parte y=y =0.
P utra part Y =) 0

oy _ T
Segue.que v ~ a=0 para a igusl a x ou y.
Suponhamos, por indugdo, que par& cads segléncia ay, ... , 8_ .,

- 2
onde a, & x ouw y .lemos que vy T = 0. Provaremos que

=0 se b, =% ou v.
_1|i ' 4

Estabelecido if-.a‘m, resultado segue. De fato. pela argumento

m
(W}
(]

.05 ... ¢ = 0 para qualquer seglBnei
h para g .q €q
Cn._, onde ©, =X ou, y. s ‘

¢

i
= ix*‘}’}z = ) e e (X'f':s’]n = 0, sendo ¢ quz todos os

i
rq
»
b5
e
|

somandos do de&enu@lvimento de- {:’=:+y'}n sdo do tipo anterior e logo
nulcs. -
Resta provar entdg gue ™
n-i+1.
Multiplicando ainds ° (1} = por y a5 esguerds tem-s=

. i+1 i-1 . :
(2] yl+' + ‘fl 1xv + y =Y REy

u
o

f\gerﬁ muitiplicande {2} a direita.por y e utilizando = hipfiess

de indugZo resulta



-1 pei_ -1 A4l -1 neitZ
; Y J X s %V =

- - . o -

i1 n-
=y xv =40

-

f A ' ' " . !I ; n 1 1
Alnda multiplicande (2} a direita pory ° “x segue que.
R T = SRS S = : N :
=2y XY K=Y Xy X .
* 1 ] . - >
Cuseja v "xvy a=0 para a=x ouy.

or indupdc, gue

i v e

Mais uma vez admitimos
b

-

s T : s
(8 L CRETTD L =0 ,t= s, para cada seqléncia by, ... bt
com bj =% ou Y. '
Consideremos

: n-s-1.
Z=Y "xYy by b "bt—i-l |
Se by=y entdo 'z=0 por (3). Se by =x, multiplicande (2] por
" n-g-1 | B
y e PR
i-1
Y

{41 8 direits segue

n-s _- i n-s
X}I XbE---b + }" .X}”

. t+1 _ :
+yn+1—3_ixb2...bt+1 | "

Ent3o, por (3},

i-1 n-s-1 g n+i-s-1 : ’

V.U X e by s B £ w3 Al TRV = 0. sendo qus
AR | : t-1 t4+1 ’ *
nti-s-{ = (n-=) +1 -1 = 1.

Logo z = 0 tembé&m neste caso . Consegientemsents

i-4 - 5 s i-1

d L o o Toarmks b — 4
y "% ay...a_.=0, para aj =% ou y. Também y ~ ya,..a .= Je

I

segue que ¥ ‘cp..c ..y =0 pars ¢y =x dy -y, como qusr

provar.



l]Jﬂ
-

- 5 . v -
] = 17 |ttt H Hj!— (e iar et ~tiim] A A s s e A v
o i, Fy . "~ Xy A s
L _egund resulago nas wrivial Juez SohnNeCeinG=z € © 5

'IJ

o

Teorema 2. 3e Ja R -um arel tal que 25 =.0, a€ R, implica

a=f. Se e=xty & idempotentee x*=yv*=0 entdic e=0.

Prova. De. (x+y}? = x+y temos que

(1} = =¢ 1—}"‘-!-3::+jra = x+y
Computande o gue rcﬁulta de ITIL].tl licar (1) a esguerda po
}.
%2 {resp.x%y, x% %% y¥) e a direita por v¥ (resp. v¥, x%y?%, V%) temos

(2] yxy =0

ra

(3) x®yx? }r2+ %%yt x

(B) ¢ ’:'xzyzxyz

F’Dndo agara (4) e (5) em (3) resulta 2 x% vy x% y* = ) & entZa, por

hlpc;‘:esea,

B ool 5 ol ;
(&) %o 5 e =1 | i
Fortanto temos - E

v B sl uf sleadd iulal = alf ol gl
() fyxy*" =xfy"x®y"=x*yx“y = x“y"xy =0
A simetria da equagdo (1) e da hipftese mostre gue também tamos

Agor*_.., uzando (1), (7) & (8), resulta

Ky xP=x® T+ y? o+ xy +oyx - x) k= xPy? xP =

%2 v (x? + v+ xy +yx - x) x3= x¥yx ye? =

X% y 12“-“‘!“-1—"\;-!-}0:\—&{; g uE =

S{Z}Jxﬁy}t“+{? y}(_“4—}:"‘J-.f'z:f_}-’::c;;?:jsz};xz}{xzz
xZ (xf+ yi+ oy +yx - ¥ xRyxE=0



% el s o Fiil . ; B
x*yx*=x*y*x*=0 e, simetricamente, ¥%x y?=y?x?y% =
Portanto,
2'\ — 2 ru;‘ ! .2 Lo, I s —_— -2 2 —
Sl RS E G e e ¥ X =R e

J

= x% ¥ (x% +1 =+:=)+‘v"s'\”) x* y? xy =

= = }(,._. [XZ + },2 + x -}, + }"X - :}() Y = D

T 2 2 T -
5 ‘;-1 — = =
e X X Kt yP sy % O
Simetricamente e po odemos obter
sy zyd=10

e Finalmente

Xy X —xfx“+v +xy + yx - x}x-[l e*nmetmcammnte yxy=10
Assim, N
{9]. a,'ap 8; = 0, para tada seq‘_zanma &8¢, By, By Onde 8, =X ouy.
Segue que e=e*=e" =0 pois {x+y)® & uma soma de produtos do tipo
(9), o que complsta & prova. |

Finalmente queremos fazer zlgumas observagfes.
v _ !

L
L] -

Observapdo 1. Face acs resultadss abtidos, e considerando qus n3o s3o

i

conhecidos resultados meis gersis, achamos de interesse propor a
_'seguinte:

Questio. Seja R um anel comutativo tal que ra = 0, a £ K, implica

a=0 esejam x e ydois elementos nilpotentes de K. Z= e = x+vy
€ idempotente entd =07



' _ . [0.1]
Dt!SEE"v’ECL;C 2 Sejrg B = Ll 0 - [\}2 §@)
. Q1] 00
Entdoe*=e e B = OO'+ {0 .
2 2
. 01 B0y .
com ‘ _ D O : 1 D =8

Este exemplo mostra que na consideragdo da guestdc anterior a

condigdo “{x+y}® = x+y n3o pode substituir com vantagem a condigdo
Y2 - " d .
Axty)é = x+y.

Observagfio 3. Dado um anel R, existe um idempotente nZo nulo e,

e quatro elementas xy, Xz, X3, X3 tals qUe e = Xy + X3 + X3 + x4 2 tal gue
X; = O para | =1 s 47 Eu nfo conhepo resposta destz guestdc

tampc:uca. , . . -

Observagdo 4. -Poderia se provar que a resposta & questdo central seria

e = 0 se conseguimos provar que o . (J- espago. vetorial com base
{a; 3 ... 8 : paraa =xouy,t arbitréric} & de dimens3a finita. Isto
a 7 T -, 'f' 14 = i -" d-l' —--t l Tl 1 l‘-(',.r;_-, £y =
e, existe um nimero Tinito de tais produtos -ial que qualduer ouirg £
combinacZo linear destes. Esta'afirmac@o & possivel de provar, mas nic

acredito convenients prolongar mais esta nota.
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