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1. INTRODUÇAO. 

LernbcetTlos que un1 anei R é· UJTl conjunto com dua::::. oper-ações 

+ e • que sát.i::::.fazern às seguintes pt~opr-ie~·ades •. 

S 1).A soma é associativa e eotTlutat.iva·~ 

S~) Existe O E R .. t.al .que x+O . . x, V x E R 

S3) Par~a todo :< f R existe -x E R tal qLt;: x+ ( -x) - O 

.,j : 

P 1) O pr·odut.o é associati vo. 

0) O produto é distributivo com re~.peito à soma, t2::~o 

.multiplicando a· dh-e ita . quaht.o à esqLÍerda. 

Se alérn disso, a seg~inte pr·opr-iedaàe 

P 2) ·O pr-oduto é C0111utat.i vo, 

é verificada, então R é dito Lnll anel COlllUtativo. 

Os exemplos rnais conhecidos de anéis con1utati vos 

Í R .... .......... ., G conjunto de .-nLnT1er·os . t . 1n elt-OS I • ' 
\.rBClCPE:lS, 

• ' - ' ~ ,... , ' ' t ' -r l complexos} com as c~pera9ôes . usua1s. Us ane1s dos 1n e1ros :i1DGLLO P ~ 

sendo p> O~ são t.arnbérn i111pç:wt.3ntes. Ele2· poden1 ·ser- dsfi ni:;:···3 cc·rr D 



Z {-Q T . · Jt . .._ 
· , 1 , ••• , p - 1 corn a:::. opet~açoes : 

p . 

a + b = 8+b (mod.· p) . . 
· ã. + b = ab (mod. p) 

onde n < ri < p -1 O < b S p -1 
...._. ~ · - - , - I ' e a+b (mod. p) ( .s.b ·(rnod.p)) 

significa .que deve calculBr-se a so'111a a+b , depois o resto 1~ da divisão 

de este nÚn1ero por p e finalnlEmte pÔr .s+p (mod .. p) =r ( ab (l11od. p) = 
r) . 

. . . 

Os exernplos rnais conhecidos de · anéis não· cor 1utati vos s2o os anéis 

R· é utn anel, NJ (R) denota - ~;: conj'unto. de t.od.as as . n . ·. de matt-izes: se 

matr"ize.s n :x: n sobre. R · onde a· sori1a e . o produto são definidos da 

mesma n1ane.ira que é usual f.szê-lo par-a matriz~'2 sobre 8 cm-po dos 

núrner-os reais. · 

LI!n elemento x de un1· anel 
. n O int.eit-o positivo n tal que :r.: = , 

lj l ' . ,- r) 
t 111 e emen.to. e t: K 

< 

R 
,.r "$; 

e dito nilpótent.e se existir um 

onde n 
X =X ••• X 

Por exemplo, se R é o anel f\~ fRi então a rnatriz ,A, = (a .. ) tal 
n ' · lJ 

que a .. = O para i S: j é nilpotent.e pDis A n = O. 
lj 

Os elementos O e i (caso existir 1 , i. e. ~ o ·anel possui!- unidade) 

são iden1potentes · chan1ac:ios idempotentes trivi.si~ . . Se o .snel for um 

domínio de int'eEt..:idade . (a . b = O.---+ a = O ou b :::: 0) entâo C e 1 são 
,_; , 

os únicos idempotentes. Pois 2.e e2 = e então e {e-1) = O e se2ue que 

e = O ou e-1 = O.· 

1vias en1 geral UJTI anel póde ·possuir idempotentes nãc t!-·i vi2is. De 
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fato, a n12triz que ten1 tcdas as suas entr.3d::;s nulas~ s~ü·.,~o .3quela quE-

i? é idempc-ter:t.~ no anel cic rnãtt-i::e~ 

~.obq:.\ quaiquet- anel çorn unidade. 

,'\ questàó gue 

LnT1 anel e x e \I 

/ 

- +\' i.d:::.l . ~.t 'tr;:,? . e - x 1 _ _.,llfh ... · en ·~ . , 

dois e lementos nilpot.ente~. de n K . 

E claro que esta questão· planteacla ass1m tem algurnas 

t . . . Tj 1 
~~l V' ri'S r ··•J~ pvop"1p!•l '=P l .1.•-l. · • '-' -·'"''....: ... j ·- ' ·.;.;}-· 

. . c.: i) , • l 1- • . ' ~J o { ·,, ' x. ._ K e nLpo~,.ente encao = x:+ l_-:x:,.~, onae 
. . 

O é i.cien·motente e x e .... ,, t . p t t , ..... -x sao nupo"entes. or an o, e necessar1o .. 
estabelecet~ a lirnitação '1- O. pat~a qu~ ela :tenha -algum intece~.se. 

Seja R um anel comutativo. Se x e .. Y ·são nilpotentes de 

R d • n n nl · · O (,...., · ·- f ~ · 1 ~.- 1 d po en1os supor que x . = L e y · = . _.omo e : ~c 1 ver, a tot-mu.~.a o 
' 

binôr11io vale quando· R §.comutativo. Logo 
. n+m (n+J . · I ·• 

{ . n+m ..,..... , 1 n-r.m-1 
0 x+y) = .G 1 x y . = · , 

· i:;::O . ·••• 
o • 

pois se o <" _;, i ~ n+rn então i 2 n ou n+n1-i 2 m · e con~3eatrentement.e 
I o .... i - o n1m-1 - O . . Portanto, v ou y "' - se e >:+y é idernpotente resulta 

e=e;: = e3 = ... = en+rn = O. 

Logo, a questão proposta so111ente rnerece 

não comutativos. 

o anel de matrizes 

·inteiros módulo 2. Sendo oue 
' 

-r r o ·r r "'! 
I . r o o o 1 

. d .-. f"" - -.- r.--._.Oíl:::il 8t •:::l~-cU 

sobre o anel z':·· dos 
~ ,lo 

r o I I 
r o r 

L I I o 
-1·=. o o. .I ··+ 
J L oooj 

I - I -I 1 O O 1 , onde 1 E Z 2 , ternos· que: 

LI roJ . 



r o ; r l rn no-
.l 

I ~ - u t· 
.'"\ ·l i i ·s8o v - • I 8 'f = I l Ü Q ...... - '-' I.J I 

I 
· · · I_ r I o_J Lo o {1 I· 

I . 
v J 

ni 1 potentes e sua sorna e --
r ~ I ·~ l 
I 1 o 1 

L I I Oj. 

verifica ·e2 =·e, como é f.scil · ver~. 

Logo a questão proposta ten1 uma resposta afirrnati va no caso 

consider~ado .. Anã logo exe111plo pode .. ser construíc~o em lv! r , 1, {Z ) . 
I.P•-1 p 

tvias é clat~o gue se x E ·iv1(p+i) (Zp) então px = ·O. A pergunta natural 

é a seguint:e: 

~ ...... 
(~~u-""'t;:;:o · ~ t::..=,, c • ·seja R um anel · tal que pat~a n : ~ O, r .E R, nr = O 

O ~ · - V,- ""' o l t l. d ' R + .-1 • ._.e .~.. a y- sao nup~ en\,es . e ~ e e x y e irnplica ,~ -
J -

idernpot.ente entã~ pode ser e i- O ? 

V' l ' ., d eren1o:::. a g'l,fils r~e.sulta os que. pat~ecern 

anterior· não pode acontecer. 

· 2. Resultado:'::-. 

Pr·imein~meDt.e .pr·ovarernos o seguir.t.e: 

Tem~erna i. Seja 

"' n n O X"= u e y = . 
R un1 anel e . x- e y elen1entos de 

Se· e = x+y; ê ·ide111potente então ·e = O. 

4· 

.s situação 
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. . 
~ -r-'t"'Q\!,:1 . ~8 

I ' '" ? , ,.,..._L, ti ~ - "-··-L, 1 
V'· ! y I - ,, I ) ' 

Cnm- x2 = O t-m6·- ·- -=,::.aLtintc:.. r~e1~--~· ~ .• 
.._. J tu .. t:j ... , : ..:::.. ·:::2 ·- '- ·.s (J,. ...... ;.·-,_.~'--' · 

( 1') )'2.LY''+':Y = x+v J f, .• , .l ' ·· I / 

~iJultiplicando El esqÚerda· por n-1 ..J· ' 4-Y. e a utret~...s por '/ 

· obt.e1110S 
n- i ? n- i Y· X y~ = y X y . 

P n-'1 n-1 ':• n- 1' 
ot~t.anto y ~ y ·= y x )'" = y x /' = n-1 

= v 
./ 

t~. 1 1 t . 1' I • d . , ~ ·. ·n-1 d J''!U.:. .1p 1canao a1n a · p J pm~ y a esquet~ a segue· qL~e: 

· n-1 n-1" 
O=y .xy=y x 

n-1 
Pot~ outca parte. y 
· n-1 · Segue .que y a = O pat~a a 

n . 
y = y =O. 
. , 
1gua1. a x ou y. 

· n 
~ y o. 

ç t t d ,_. ...)upDnnarnos, pm~ 1n uçao, que d 11." • 
pat~a ca a seqúencta a 1, • • • , an-i' 

i 
y a 1 ... an-i = O. Provarer11os aue onde a . é x ou· y . terno~. 

. i -i- J. . 
aue 
' 

Y b 1 t~ . 1 = O se b . = x n-1+ · j ou y. 

Fstabelecido o resul t.::,do segue. De fato~ pelo :::. ~~g Ll'-n Pnt o o....J~ 4 ... · - .v 

pt~ovado ten1-:se que c 1.c2 
c ~ onde ,..., - " ou. y' '. 

c = O pat~a cjualquer seqüência ·::: ~ ,c-,, ... , n · .·.. . J.. L 

n· \...j - ,~. .., 
I ' . .::. 
~.....ogo x+y = t:<+y) (x+y)3 (x+y) 11 = O, sendo que todüs os 

'• 

sm11ando~. do desenvolvimento de· {~~+y) n são do tipo antet~ior e 

nulos. 

R t . t~J i-1b es a orovat~ en .aQ aue v 1 
' l. - ~ 

b . ,· ~ =O se b . = :r.: ou 
n-1-:- ,1. • J 

• I ~ 
n-11 1 . 

''I'• 
t.t.} 

~líul ti p l icando .s inda · ( 1) por 
i + 1 i-1 . i . i -'i i. 

y +y xy+vx=v. x+y 

i -1 
y 

n-i 
i\ gora n1ul tiplicando (2) a 'direita. per y 

de índuçao t~esult.a 

.. 

a esquecda 

e utilizando ·::l 
• I . - · 
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i-: 1 n- i + 1 y X y i-1 n-i 
- ' . X , . - )' : j 

Lo~o 
'-' 

i- 1 r.- i i- 1 · ri- i+ 1 i - 1 n-:- i +2 
y x y =y x· y = y xy · i-1 n · 

-1' x"-n - . v - u ; 

· Aind.3 JTlultiplicando {2) a dir·eita · por-.yn-i-ix ~.egue que. 

i-1 n-i i-1 n-i"-r O=y xy x= y xy x 

. i-"1 n-i-1 
Ou seJa y x y a = O par~ a a = x ou y. 

Wlais urn.3 vez adrn i t irnos, por:- indução, que . ~ . 

(3) . 1-1 n-s 
Y X V b . .; . l b n t . d. fi '"' • .b b 't = u , = s-1 , paca ca a seqLienc1a 1, • . . t 

com b . = x. ou y . 
. J . 

Considerernos 
. i-1 n-s-1 · 

z=y ;<y b1 b2 •• b~-l- 1 
\, I .l. 

.se . b1 = y então · z = O pm~ (3) . Se b 1 x, ml!ltiplic.sndo (2) poc 
n-s-1 .L b 3 y xu2 • • • t+ i a ~~ireit.s segue 

i- i n-s · . i n-s- i - i -1 n-s- i 
y xy xb 2 ••• bt+i +y xy . xb 2 : •• bt+i=y xy xb 2 • •• bt+ i 

n+i-s-1 h 
+ y X-2···bt+1 

Ent.ão, por"· {3) , 

i-1 
Y· 

n-s-1 
X y· 

n+i-s-1 

i-1 
y x a 1 

segue. 

pt~ovar. 

(n-s) +i -1. ~i. 

Logo z =· O 

. •. a .=O, par-a a. 
n-1 . 

1
. · j l- . 

cue y . c 1 • • • c '+i' ' · n-1 

n+i-s- i 
y X b2. se:1do 

também neste caso ··conseaúent et112:1t e 
i-1 

Y 'ta ':) - .I c I ;. • · ·~ • - u ~ 
J 1 n-l 

~ r , 
~ x ou y. 1an1oen1 

O para 

'6 



Te0r-e!11a 2. Seja R · um anel tal que 2:.:.- ru 
'-' -. ' 

a :::.tJ . e - V I',( 
- r.T} é idempotente e · x? = y3 = O então 

Pt~ova. De. (::::+y) 2 = x+y ternos que 

(1) 

a E R, i r~1plica 

e= O. 

Com púta~dc. à que resul tÇj de mul tipl i em~ (i} a e~.que!~j 3 por 

x2· (l~esp . x2y, :<2, :<~ y2) ·e a dit~e i t.a pm- y2 (l~esp . y2, x2y2, y:~) temos 
í'j' 

\.L) 

(3) 
.(4) 

(5) 

X 2 y v v 2 = u'"' r. ' 
J • 

???,..4'• ,~ .. " 
X'"' yw Xw Y(., = X'"' y'- X 'j" 

Pondo agor.s (4) e (S) ern (3) resulta 2 x2 y2 x2 y2 = O e entãc,) pm-

h . ...... 
1pot.eses, · 

(6 ') ? ? .., ? o 
xl..l . y~.. x.:. y" = 

Pm-tanto ternos 

7 ., 2 '>']':>? ... ? ? 22 2 o 
(. ) X" y X 'j -::::..· X" ~r X" yw = X.!. y :(:" 'j~ =. X 'j X 'j = 

A sil1}ett-ia da equação (i) e da hipótese mostra ·que tan1bém t,an1os 

(8, ? ? 'i ? 'i ? ... " .... 2 2 2 o •) yw X y :=,:« = y" Xw y"' Xw = y" X 'j '" .x" = Y X Y X = 
Ã.gora, usando {1); (7) é (8) , re':3ulta 

"J '> "• I 2 2 • ' ,., ? '] ? 
X" ·~ x.:. = Y" rv + y + X" + v·>- - -xJ '>'"' = x-· ·)'~ x-• • ) ' ~. , , .'-""" .. J' • • 1· ... o ... . ·"· 

? I 2 .., ' '/ 2· ~ 
vw •. t !'X + )':, ..L V\/ ..L. \ •v - "'J v-·= X y·v ';.t;< = A j \ • t ~ ·' ' ) _! y,..,_ .A A . J ·~ 

x2 y (x2 + y2 + xy ·+ yx - y) y x;; .= 
. . 

· ~ ,., r'\ .... 2? , ., ? ? .... '=''-xZ v v"' '.1 y .:. + ., .. .:. \1 X y v- + X"' '.(" '< v '( - ·= 'X'W y ):'" y x- -
'• J' •'\ 1 ,l.... .r '• ' .f o "' ,

1
\ • , • )lo' I j ~ , • . 0 

.- • 

't r ,., ~ • 
X" I '("' + '.1:. ..L V\.( .... vx - ;.::;' 

\. -~' ] I , .... } : J 

·...., 
I .. 



o n u 

X2 h:·2 I • ,2 I X + ') ,. . -r } : ·, .y yx x 

x2 y2 (:.::2 + yz + ~:y + yx: . ,., , 
y) = x"' y-- xy = 

x2 y2 (x2 + :/~ + xy + yx y) y =. O 

Então 

+ y2 + xy + yx .-x) y = O 
1"';1 • .., r ":" ,.., 

e ..... ~ ·v- ·.-·'" •v" ..L Y"' + ...,.,, ' r. ) - ,, t.,..... 1 r·./ T \IX - X'l = 0 J ., .. . 

Simetdcarnente F;odemos obtet~ 

e fir.alrnente 

x y x = x {x2 + y2 + xy + yx .- x) x: O .e simetr-icarnent.e y x y = O 

Às~ü111, · 
. ·a· 
{:J). Bt' 3.z 83 = 0~ pat~a toda seqtJência a1·, Bz, a3 onde a. = X OU y. 

l 

Segue que e · e4 = e3 = O pois (:(+y) 3 é uma soma de produtos do tipo 

(9), o que cor11pleta ·a p~~ova. 

r- inalrnente qum~e!TlOS fazer· a lgumas obser-vações. 
I 

:"\ ~ ~ . , d d d ~J ubservaç:2o .1. 1-'ace aos result.3oos obti .os , e consi er.:m o que não sao 
I 

c1Jnhecido2. resultados 

seguinte: 

~-~. '~=>.-::t~a-·o · '-'.-.J· ... ~· !..-4-·-' •• ~ . ._)r:; C1 

a ·= D_ · e sejam 

j( ' um 

:< e 

. m.s1s achamos de 

anel con1utativ:J tal q·ro u.:' r a 

y dni.::: \-• :.·..J 

. . 
eiernentos nilpotentes 

...... d !- t ~ ~J e 1 ern po,,en e en. ... ao e=O ? 

interesse pr-opor-- a 

- r l .3 c. R. implica - L, ·-
rb ..... ~ R. c:: o 

~-· - >;::::; - y..J,...\/ 
- ~ # '> I .) 

Act~edit .:imos cue ainda seria interessante ~abet~ se o re~·L!ltado va le • 

· paca x3 = O 
n 

e y =O. 
I 
\ 

' 
8 

\ 
\ 



SeJ::t e= 

Então e 3 .:._ e e e= 

com 

ro_il 
li o_l 

ro-1 1 
I . 
L o o _I 

r o 1 ]2 r o o 12 . . 
lo o_ li oJ = 

0 

Este exen1.plo mo~.~.r·a ·gue. na considet~ação da questão ante1~ior a 

d' ..,_. . r ':i ~ d b con 1ç;ao ·\x+y) · x+y náo po e su ·stituir com vantagern a condição 

. {x+y) 2 = · x+y. 

Obset~vação 3. Dado .urn I ~ ' t ane1 K, ex1s .e um idempotente não nulo e, 

e guatro ele·n1entos x 1, x2 , x3, x4 tais que e = x1 + x2 + x3 + x4 '3 tai que 
2 . 

X. -_ · O p.a~l~'"'- i < 1' < .1.1 r:t.•· i=' "'ao cort-.. r.r r·'""'spo-t~ dec'"'"' ê'I IT,:J.o::! t~a~r .-. ~ - w u n li ~e.,..ú o;:;. _ ~ a . ......; ;.,.:::1 ~ ... ,_ .. _..... -~ 
1 

tampouco. 

Observaçã.o 4 . · Podet~ia se pt~ovar gue a t~esposta à questão central seriõ 

e = O se conseguirnos provar que o .· Q - espaç:o . vetm~ial com base 

{ a 1 a 2 ••• a4- : para a. = x ou y, t arb itrário}' é de dimensão finita . Isto 
I. . l . 

é, ex.iste LUTI número ·finito de tais prodütos ·tal que qualquer outro é 
. . 

combinação line~w destes. E~.ta ·afinnação é . .possível de prov.31~, n1.3s nãc· 

act~edit.o convenien~e pr·ol~)ngar· mais e:=.ta nota. 

·9 .. 



Reconhecirne.nt.o. Go~.tat-ia de esclarecer que os result.sdos desta nct.; 

r"Dt"'am .-.r-t· i o\-,~ ..... nl · cr"\1 ~ ·bo~-~ ,...':::c) · c,....lll. · F -lr••tUll~] 0 u .·.,"?·
1 
.. ·l~--J"·J_Jskt' .· C·c···'"'_...._t_ ..... _t"'l •. ::::._ • . ._.u ,_ .._ ,_::::; r:::;l - ·~·· - ·:::1 .. .. . ::::.,..-::~ .,_,. ~c .. ,, ~- 1 --'- • .. • . - .~. ,_. 

também de agt-adecet"' ao ·colega . Jain1e Ripoll o qual 

pt-ofet"'ic esta p-3lestca. 

>' 
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