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RESUMO

O objetivo deste trabalho é a modelagem matematica da propagacao do poluente
mercirio na dgua. O modelo bidimensional consiste na drenagem da agua através
de um canal, onde o poluente (mercirio) entra. O modelo consiste em um conjunto
de equagoes diferenciais parciais: as equacoes para a conservacao da massa, a quan-
tidade de movimento, e a concentracao das espécies, sujeitas a condigoes iniciais e
de contorno apropriadas. Estas equacoes foram discretizadas pelo método de dife-
rencas finitas centrais, gerando sistemas lineares que foram resolvidos pelo método
de Gauss-Seidel e a convergéncia foi acelerada usando a técnica de sobre-relaxagoes
SOR. A analise da consisténcia e estabilidade da equacao de concentracao foi feita.
Além disso, a solucao analitica da equacao de concentracao, que é uma equacao di-
ferencial parcial bidimensional nao homogénea com uma condi¢ao de contorno nao
homogeénea, foi obtida com a transformada de Laplace. Os resultados obtidos a
partir do modelo numérico e da solucao analitica foram comparados e apresentam

concordancia razoavel.

Palavras-chave: Concentracao; Espalhamento; Poluicao; Modelagem Matematica;

Solugao Numérica; Solugao Analitica.
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ABSTRACT

The goal of this work is the mathematical modeling of the spreading of the pollu-
ting mercury in the water. The two-dimensional model consists of water drainage
through a canal, where the pollutant (mercury) enters. The model consists of a set
of partial differential equations: the equations for the conservation of the mass, the
momentum, and the concentration of the species, subject to appropriate initial and
boundary conditions. These equations were discretized by the method of central
finite differences, generating linear systems, which were solved by the Gauss-Seidel
method and convergence was accelerated using the over-relaxation SOR technique.
The analysis of the consistency and stability of the concentration equation was
made. Furthermore, the analytical solution of the concentration equation, which
is a two-dimensional non-homogeneous partial differential equation with one non-
homogeneous contour condition, was obtained using Laplace transform. The results
obtained from the numerical model and the analytical solution were compared and

presented reasonable agreement.

Keywords: Concentration; Spreading; Pollution; Mathematical Modeling; Nume-

rical Solution; Analytical Solution.
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1 INTRODUCAO

O merctrio é um contaminante ambiental perigoso. No Japao, aproxi-
madamente 2252 pessoas foram afetadas e 1043 morreram devido a doenga de Mi-
namata [22], causada pela polui¢ao elevada por mercirio de uma industria quimica.
Estudos de toxicologia também demonstraram que o mercurio, especialmente o me-
tilmercirio (MeHg), é muito téxico para o embriao humano e seu feto. O MeHg é a
forma mais téxica de mercirio. Em sistemas aquaticos, a bioacumulagao através da
cadeia alimentar pode causar altos niveis de contaminacao por mercirio em peixes,
mesmo em concentracoes muito baixas de MeHg na dgua. Nos sistemas aquaticos,
o mercurio existe em formas elementares, inorganicas e organicas. O merctrio ele-
mentar Hg° é o tinico metal em forma liquida & temperatura ambiente, tem alta
volatilidade e relativamente baixa solubilidade em agua. A literatura indica que as
fontes de atividade humana mais importantes de poluicao por mercirio em siste-
mas aquaticos sdo: (1) deposigao atmosférica, (2) erosao, (3) descargas urbanas, (4)

materiais agricolas, (5) mineragao e (6) combustao e descargas industriais [53].

Para obter a concentracao de um poluente na agua, utilizaremos a
dinamica de fluidos computacional DFC, que fornece a aproximacao numérica das
equagoes que governam o movimento do fluido. Estas sdo um conjunto de equacoes
diferenciais parciais, EDPs. Essas equacoes sao discretizadas para produzir siste-
mas algébricos de equacoes. O método de solucao pode ser direto ou iterativo. As
condigoes iniciais e as condic¢oes de contorno do problema especifico sao usadas para
resolver essas equacgoes. Além disso, alguns parametros de controle sao usados para

controlar a convergéncia, estabilidade e precisao do método numeérico.

A equacao da concentracao é uma equacao de difusao-convecgao que
surge em varios problemas fisicos na engenharia, incluindo a migracao de conta-

minantes num rio, espalhamento de fumaca na atmosfera, dispersao de produtos



quimicos em reatores, dispersao de tracadores em um meio poroso. A equagao
de difusao-convecao também é utilizada na biologia, como por exemplo o modelo
matematico que é desenvolvido para o perfil (distribui¢do) de cdlcio. O modelo

incorpora um importante parametro fisioldgico, como o coeficiente de difusao [29].

1.1 Motivacao

O mercirio e seus compostos sao amplamente distribuidos no meio am-
biente e a principal causa de acumulagao de metilmercirio em seres humanos é o
consumo de peixe. A taxa de acumulacao de metilmercurio depende de muitos fa-
tores, como a quantidade, tamanho, tipo e frequéncia do peixe consumido. Por
exemplo, o picao verde absorve mais metilmercurio que a truta de arco iris [35], pois
as maiores concentracoes de sedimentos sdo previstas em ambientes de dgua doce [3].
Segundo a literatura [26], a produc¢ao mundial de mercurio é estimada em 10 mil to-
neladas por ano, e seu uso ocorre nas mais diversas areas, como industrias, mineragao
e odontologia, sendo os principais produtores o Canada, a Riussia e a Espanha. No
Brasil o mercirio metélico é usado em industrias de cloro-soda, lampadas elétricas,
pilhas, tintas, industria farmacéutica, explosivos, couro, madeira, téxtil, em artigos
dentérios, aparelhos elétricos, catalisadores para materiais plasticos, garimpo e entre

outros [5].

A preocupagao com a protecao ambiental vem ganhando, cada vez mais,
papel relevante no cenario mundial, principalmente nestas iltimas décadas. Neste
contexto, pretende-se modelar matematicamente e aproximadamente a concentragao
de poluentes no meio aquatico. No campo da modelagem da qualidade da agua,
varios pesquisadores apresentaram diferentes abordagens para entender e interpretar
o conceito basico de problemas de qualidade da dgua. Em caso de emergéncia, como
descargas acidentais em um rio, a previsao da evolucao do poluente é crucial para

a tomada de decisoes eficazes e rapidas. A tomada de decisoes deve ser simples e



precisa, pois o modelo necessita de um tempo computacional que deve ser reduzido
e de um minimo de dados de entrada [36]. Enquanto a melhoria da dgua pode ser
obtida somente com planos que reduzam as emissoes de poluentes, a modelagem
matemadtica da dispersao na agua deve ser capaz de relacionar a causa (a fonte) com

a concentracao da poluicao.

1.2 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é desenvolver um modelo matematico
bidimensional para descrever a concentracao de poluentes na agua, via uso de
equacoes diferenciais parciais da dinamica de fluidos. Discretiza-se as equagoes
do modelo a partir do método de diferencas finitas centrais gerando sistemas de
equagoes lineares. Obtém-se a solucao dos sistemas utilizando o método de Gauss-
Seidel.

Os objetivos especificos deste estudo, tendo em vista a modelagem do

escoamento de poluente na agua sao:
1. Analizar a consisténcia e estabilidade da equacao da concentracao;

2. Obter a solucao analitica da equacao da concentracao;

3. Comparar a solugao numérica do modelo com a solugao analitica da

equagao de concentragao.

1.3 Organizagao do Trabalho

No capitulo 2 apresenta-se a revisao bibliografica sobre o mercirio, seu
ciclo biogeoquimico, o transporte, e a transformagao no ambiente aquatico.
No capitulo 3 descreve-se as equagoes governantes do escoamento: as

equacgoes da conservacao da massa, da quantidade de movimento, da energia e da



concentragao.

No capitulo 4 discretiza-se as equacoes diferenciais do modelo por dife-
rengas finitas, apresenta-se o método iterativo de Gauss Seidel. Além disso, faz-se a
analise de consisténcia e estabilidade da equagao da concentracao.

No capitulo 5 apresenta-se a solucao analitica da equacao da concen-
tracao por transformada de Laplace, mostrando o resultado por isolinhas. De forma
semelhante, apresenta-se a solucao numérica do modelo e finalmente se compara as
duas solucoes.

No capitulo 6 tem-se a conclusao desta pesquisa e a indicagao de futuros

trabalhos.



2  MERCURIO

O merctario é um metal pesado de aspecto prateado, inodoro, cujo
sfmbolo é Hg. As formas nas quais pode ser encontrado sao: merctirio metalico H ¢°,
mercurio (I) e mercirio (II), nas quais os d&tomos perdem um ou dois elétrons, res-
pectivamente, formando o merctirio mercuroso Hg, ™ e o merctirio mercirico Hg*+.
Estes dois ultimos, mercuroso e mercurico, formam diversos compostos quimicos

organicos e inorganicos, como indicado na Tabela 2.1.

Tabela 2.1: Mercirios organicos e inorganicos [40]

Inorganicos

- Metalico HgY

- Sais mercurosos HgyCly

- Sais mercuricos HqgCl,
Organicos

- Compostos de alquilmercirio CH3HgCl
- Compostos de arilmercurio CesHsHgCl

- Compostos de alcoxiarilmercirio CHyOCH,HgCl

Na Tabela 2.2 sao apresentadas propriedades relevantes do merctrio:

Tabela 2.2: Propriedades atomicas e fisicas do merctrio

Propriedade

- Nimero atomico 80

- Massa atomica relativa 200,61

- Densidade relativa 13,6 (dgua = 1)

- Volume molar 14, 09¢m?

- Velocidade do som 1407ms™1

- Viscosidade dinamica 1,55 Pa.s a 20°C

- Tensao superficial 484 dines/cm (25°C')
- Meia vida 60 dias ( no humano)

O merctrio é um contaminante global porque pode sofrer transporte

de longo alcance na atmosfera, ser persistente ao ambiente, acumala-se na cadeia



alimenticia e causa graves efeitos adversos sobre a saiide humana e dos ecossistemas
[17]. A contaminagao ambiental da terra, do ar, da dgua e da vida selvagem em
varios ecossistemas com mercurio em todo o mundo, devido a liberacao natural e
pela atividade humana, tem sido uma preocupacao global por décadas. Em geral,
a forma dominante de mercirio na dgua, solo e sedimento é a forma inorganica
Hg(II), enquanto o metilmercirio C H3Hg" é dominante na biota e na atmosfera

[51].

Considera-se a existéncia de dois ciclos de transporte e distribuicao do
mercurio no ambiente: um global e outro local. O ciclo de alcance global com-
preende a emissao natural de mercurio pela gaseificacao da crosta terrestre, por
emissoes vulcanicas e evaporacao natural de corpos de agua. O ciclo local é favore-
cido pelas fontes pontuais como, por exemplo, as industrias que utilizam mercurio.
Os sedimentos de rios, lagos e do mar, poluidos com merctrio sao perigosos porque
o mercurio confinado pode permanecer ativo para a metilagao por cerca de 100 anos,

mesmo quando a fonte de poluicao é eliminada.

2.1 Ciclo Biogeoquimico do Merciirio

O conhecimento do ciclo do mercirio no ambiente é de extrema im-
portancia para entender seu grau de toxicidade e a formacao de seus compostos.
No ciclo biogeoquimico, o mercurio pode ser transformado entre mercirio elemen-
tar Hg°, merctirio divalente Hg(II) e metilmercirio CH3Hg™", e dimetilmercirio
CHsHgCHjs. Todas estas espécies podem entrar em ambientes atmosféricos, aquaticos

e terrestres.
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Figura 2.1: Ciclo do mercirio no ambiente aquético [4].

A Figura 2.1 apresenta o ciclo do Hg na natureza, indicando as prin-
cipais reacoes que podem ocorrer no sedimento ou solo, na agua e na atmosfera.
Nota-se grande influéncia das bactérias e da luz solar no ciclo do Hg. O ciclo bi-
ogeoquimico do mercurio é inicialmente dominado pela propagacao atmosférica e
por trocas entre a atmosfera e a superficie dos continentes e oceanos. Em aguas
superficiais, o mercirio inorganico Hg(I) pode ser reduzido ao mercirio metalico
Hq° e, em seguida, volatilizado para ser transferido para a atmosfera. Na atmosfera,
o mercurio gasoso vai sofrer reacoes de reducao e de oxidacao em ambas fase ga-

sosa e aquosa. Ele também pode permanecer em ambientes costeiros por deposicao

humida ou seca.



2.2 Transporte e Transformacao do Mercurio no Ambiente

Aquatico

Uma vez introduzido em ambientes aquaticos, as diferentes formas de
mercirio podem mudar. Nos sedimentos, o mercirio inorganico pode ser con-
vertido por varios mecanismos, e em seguida, ser transferido para a agua. Ele
pode bioacumular-se em teias alimentares aquaticos, o CHsHg", e ainda pode

biomagnificar-se [38].

Nos ultimos anos, algumas descobertas importantes ocorreram: a des-
cricao da formacao do metilmercirio encontrado a partir da metilacao do Hg por
bactérias aerébias e anaerébias merece maior destaque. A permanéncia do metil-
mercurio nos peixes é relativamente maior porque ele é metabolizado lentamente
[40]. A meia-vida do metilmerciirio em peixes ocorre em funcao da espécie, vari-
ando geralmente de um a trés anos. As bactérias redutoras de sulfato (BRS) foram
identificadas como os principais metiladores nos sedimentos aquaticos [11]. A bio-
disponibilidade do merctrio para a metilacao depende da especiacao do mercurio.
Complexos de merciirio neutro dissolvido, tais como HgS" em vez de H g*" livre, fo-
ram considerados mais susceptiveis de serem absorvidos por bactérias. A metilagao
do mercurio também é influenciada por uma variedade de fatores ambientais como

temperatura, pH, salinidade, matéria organica, concentracoes de sulfeto e de sulfato

[55).

’

E importante notar que as espécies de mercurio inorganico bivalentes
ou fons mercuricos sao necessarios na metilagao bioldgica. Frequentemente, contudo,
os compostos de mercurio lancados no ambiente nao estao nesta forma. O mercirio

inorgéanico pode ser metilado, principalmente, por dois mecanismos [40]:

i) biolégico, por microrganismos e fungos;

8



ii) quimico ou abidtico, por meio de diferentes processos:

e pela reacao com a metilcobalamina nao enzimética; o merciurio em
solugao aquosa pode ser metilado abioticamente. Em extratos livres de
células de bactéria estritamente anaerobica, Methanobacterium omeli-
anskii, foi observada transferéncia nao enzimatica dos grupos metila da
metilcobalamina para os fons Hg¢?*". A metilacao ndo enzimética dos
fons H ¢g** demonstrada em laboratério nao é comprovada em condicoes

ambientais.

e via reacao de transmetilacao; o CHsHg" pode ser formado quimica-
mente através de uma reacao de transmetilagao, envolvendo derivados
metilicos de estanho. Pode, também, ser produzido quimicamente no
sedimento pela reacao de transalquilagao, entre merctrio inorganico e
compostos etilicos e metilicos de chumbo lancados no mesmo corpo

d’agua.

e pela reacao com os acidos fuilvico e himico; podem também doar grupos
metila para o Hg*" e, portanto, ser uma fonte adicional de CHsHg"

no ecossistema.

A formacao bioldgica enzimdtica do CHzHg" foi inicialmente descrita
como ocorrendo em sedimento organico anaerdbico. Os estudos iniciais indicavam
que o CH3H g+ era formado a partir de H g>* por microrganismos anaerébicos depen-
dendo da disponibilidade da metilcobalamina. A metilcobalamina é capaz de trans-
ferir o grupo metila para o fon Hg*". Ela transfere o grupo metila para produzir o
CHsHg" e o CH3HgC Hs3 em condigoes tanto aerébicas quanto anaerdbicas. A me-
tilcobalamina pode estar disponivel em quantidades significativas no ambiente, por-
que é uma coenzima produzida pelas bactérias tanto aerdbicas quanto anaerdbicas.

Contudo, estudos mais recentes demonstram que a metilacdo do mercirio ocorre



principalmente como processo microbiano aerébico. A taxa de metilagao do sistema

aerébico aquoso é maior que a do correspondente sistema anaerébico [2].

O mercurio também pode ser metilado no intestino, no muco e limo dos
peixes, no intestino de ratos e de humanos, mas nao no estamago de gado. Certos
microrganismos do solo também metilam o mercirio. A taxa de sintese biolégica
do CH3Hg"t é determinada, principalmente, pela concentracao e forma quimica de
H g disponivel no ecossistema aquatico, assim como pela composicao das espécies
microbianas e o tamanho e atividade da populacao natural capaz de metilar. Esta
capacidade pode ser observada em muitas espécies de bactérias. Entre elas citam-se
Klepsiella pneumoniae, Escherichia coli, Clostridium hermoaceticium e Clostridium

sticklandii.

A seguir apresenta-se as equagoes governantes do escoamento e depois

o modelo para o espalhamento do poluente mercurio.
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3 EQUACOES GOVERNANTES DO
ESCOAMENTO DE FLUIDOS

A obtencao destas equacoes é usualmente baseada num principio de
conservagao, aplicado num volume de controle arbitrario V' C R, onde d = 1,2, ou
3 é o nimero de dimensoes do espaco considerado. Se o fluido esta em movimento,
ele pode fluir para dentro e para fora da Superficie de Controle S, a qual forma
a fronteira de V. As moléculas individuais podem atravessar a interface, mesmo que
o fluido esteja em repouso. Por conseguinte, as propriedades fisicas e quimicas do
fluido em V sao influenciadas pelo meio envolvente. Além disso, algumas quantida-

des sdo conservadas tais como [10], [41]:

e A Massa do fluido;

e A taxa de mudanca de quantidade de movimento é igual a soma das

forgas na particula de fluido (segunda lei de Newton);

e A taxa de variacao de energia é igual a soma da taxa de aquecimento
e a taxa de trabalho realizada sobre uma particula fluida (primeira lei

termodinamica).

Os pricipios de conservacao podem ser expresssos em termos de equagoes
diferenciais que descrevem todo o mecanismo de transporte relevante, tais como con-

veccao, difusao e dispersao.

Sejax(t) = (z(t),y(t), 2(t)) o caminho seguido por uma particula fluida,

de modo que o campo de velocidade é dado por:

onde



. dy

dz
() = —.
) = —

A aceleracao de uma particula no fluido é dada por:

alt) = (1) = ula(t),y(t), (1), ),

e pela regra da cadeia, isto torna-se:

Considere-se que:

u(x7 y7 Z7 t) = (u(x7 y? Z’ t)? U(m7 y7 Z? t)7 w(:L‘7 y’ 27 t))?
obtém-se
a(t) = uu, + vu, + wu, + uy,

e escrevendo

a(t) =0, u+u-Vu,

onde
ou
ou — —
tu 8t )
e
0 0 0
uV—u%—l—va—y#—w%
Considerando uma funcao ¢(zx,y, z,t) depende da posicao e tempo,
defina-se:
D¢
Ft = 3t¢ +u- V¢
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A taxa de mudanca % ¢é geralmente chamada de derivada material
(também chamada a derivada substantiva, ou derivada de particula) para enfatizar
o fato de que a derivada é tomada seguindo um elemento fluido. Isto é feito em duas
partes: primeiro 0;¢ é a taxa local de mudanca num dado ponto, sendo zero para
fluxos estaveis. A segunda parte, u- Vo, é chamada a derivada advectiva, porque é a

mudanga em ¢ como resultado da advecgao da particula de um local para outro [49].
Na sequeéncia, obtém-se as equacoes de conservagao.

3.1 Conservagao da Massa

Considere um volume infinitesimal de fluido fixo no espago (descrigao
Euleriana). Deseja-se obter o fluxo de massa devido ao escoamento através de cada
face de cada volume, alinhado ao sistema cartesiano.

O fluxo na direcao x é:

(pu + 8(8pu) dx) dydz — (pu) dydz = 8(apu) dzxdydz,
x

x
onde p é a massa especifica.
O fluxo na direcao y é:

pv + Maly dxdz — (pv) dxdz = dedydz.
dy Ay

O fluxo na direcao z é:

(pw + 3(apw)dz> dxdy — (pw) dzdy = a(apw)dxdydz.

z z

O fluxo de massa no elemento de volume dV = dxdydz é:

O(pu)  O(pv)  O(pw)
{Gm * dy * 0z

dxdydz
e a taxa de variacao da massa no volume infinitesimal é dada por:

d(p)
9 dxdydz

13



e, pela lei de conservagao de massa, a taxa de variacao da massa no interior do
volume de controle deve compensar o fluxo através da superficie de controle. Tem-

se que a conservacao ¢ expressa pela seguinte relagao:

op)  [0lpw) | O(pv)  Olpw)

ot | Tox oy T ar | TV
ou na forma vetorial:
dp
P . = 0. 1
5 +V.-(pu)=0 (3.1)

A 1ltima equacao é a forma diferencial da lei de conservagao da massa,

também conhecida como equagao de continuidade [14].

Um fluido é chamado de incompressivel se sua densidade nao muda
com a temperatura e pressao. Os liquidos sao quase incompressiveis. Embora os
gases sejam compressiveis, para nimeros de Mach < 0, 3, a variacao fracionaria da
pressao absoluta no fluido é pequena. A equacao da continuidade (3.1) se reduz no

caso incompressivel a:

V. (pu) =0 (3.2)

3.2 Conservacao da Quantidade de Movimento

A equacao de quantidade de movimento é a representacao matematica
da segunda lei de Newton, que afirma que um pequeno elemento de volume que se

move com o fluido é acelerado pelas forcas que agem sobre ele:

F=ma,

onde m é a massa e @ é a aceleracao.

A forma mais geral da segunda lei de Newton pode ser vista como uma

equagao de conservacao da quantidade de movimento. A forca resultante é igual a
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taxa de variagao da quantidade de movimento. Para aplicar a lei de conservacao
de movimento vamos considerar um elemento infinitesimal que se desloca com o
escoamento e analisar as componentes que agem sobre esse elemento em cada diregao

[14],[6]. Dentro os tipos de forca distinguem-se:

e Forgas de Corpo (ou Campo): Sao as forgas que agem diretamente sobre
a massa ou o volume do fluido. Exemplos: gravidade, forcas centrifugas

e de Coriolis, forcas eletromagnéticas, etc.

e Forgas de Superficie: Sao forgas que agem diretamente no elemento de
fluido através da superficie de controle. Exemplos: tensoes normais e

de cisalhamento, tensao superficial, etc.

A forca resultante na direcao = é dada por:

F,=lp—(p+ @dx dydz + | | Tow + O dr | — Tpe | dydz
ox ox

+ |:(7'yx + %dy) — Ty$:| drxdz + {(sz + aasz dz) — sz} dxdy + pf.dxdydz,
Y z

ou seja

F, =

[ dp N OT n 0Ty n OT sz

- dxdyd dxdydz.
Jr  Ox dy 62] vdydz + pfodudydz

A massa do elemento do fluido é dada por pdrdydz. Logo, a aplicacao
da segunda lei de Newton na direcao z, para um volume de fluido em movimento

com o escoamento, ¢ dada por:

B @ OTpa n OTye n OTsz
or Oz oy 0z

Du
pdxdydzﬁ =

1 dxdydz + pf.drdydz.

Simplificando, resulta:

% B —%—l— OT +8Tyz +(?sz o
"Dt or Oz oy 0z Pla:

De maneira semelhante, obtém-se as equacoes para as diregoes y e z.

Du { Op  OTyy  OTyy  OTay

"Dt _8_y+ Ox + oy + 8z}+pfy'
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DU _@ aTajz + 8Tyz’ + aTZZ + f
Por = | 0z " or oy 0z Ple

Substituindo a relacao para a derivada material, obtém-se as ex-

pressoes equivalentes:

8pu ( puu puv) Ipuw)]| [ Op | OTee | OTye | OTug
* * OZ___0x+0x+8y+(?z e
8pv (’9 puv) pvv) dpvw)] [ Op  Orpy 01y | Oy
+[ * 8z___8y+8:v+6y+8z oty
dpw (puw (pvw) dpww)| [ Op Om. 07y  OTe:
8t+[8:c RN P Bl I S S Wl

(3.3)

As tensoes no fluido sdo modeladas utilizando os resultados de Newton,
de que a tensao de cisalhamento ¢ linearmente proporcional ao gradiente de veloci-

dade, sendo a constante de proporcionalidade a viscosidade.

Estendendo isto para um volume infinitesimal (Stokes) resultam as

relagoes:
Tex = MV - V) + QM%
0
T =MV V) + 2%—;
T, = MV V) + QMg_Z’)
ov  Ju (3.4)
Toy = Tye = W £+a—y

Na equagao (3.4) o coeficiente u é a viscosidade dinamica do fluido, o

coeficiente A é o chamado segundo coeficiente de viscosidade e esta relacionado ao
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trabalho irreversivel pela compressao. Pela hipotese de Stokes tem-se A = -3 w[14],
que é frequentemente utilizada, mas que ainda nao foi definitivamente confirmada

até hoje.

Substituindo as equagoes (3.4) em (3.3), obtém-se as equagoes de Navier-

Stokes na forma conservativa:

8(gZU)+0(gzv)+8(ng)} _ _@+3 (/\(V-V)+2Ma—1;) +3 (M (81} N 8u))

opu
ot

o [P S Sl 2 D (54 5)) + 2 (39 v+

dpw [I(puw) O(pvw) O(pww)] ~ dp 0 ou  Ow 0 ow v
aﬁ[ or oy | 02 }_ 2z "oz \"\oz Tz )) Tay M\ oy T as

3.3 Conservagao da Energia

A equacao de energia pode ser expressa pela primeira lei da termo-
dinamica:
AE=Q+ W,
onde AF é a taxa de variagdo da energia, () é fluxo de calor e W é o trabalho

realizado pelas forgas (de corpo e de superficie).

Apartir da equacao da quantidade de movimento obtém-se o trabalho por unidade
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de volume:

W (8(up) N J(vp) N 8(wp)) N (8(1””) N O(utyy) N 8(urm)>

ox dy 0z ox oy 0z
O(vTyy)  O(vTyy)  O(vTsy) Oo(wry,)  O(wry,)  O(wTsy)
* ( ox * oy * 0z + ox + oy + 0z

+pufetofy+wf.).

O fluxo de calor, por unidade de volume, no elemento é dado por uma
parcela associada ao volume e outra devido a conducao através da superficie de

controle [18]:
.0 (0T o (, oT g (,0r
o= g (45) 4o () o (52)

A energia total do sistema para um volume infinitesimal, pode ser di-
vidida em duas partes: a energia interna relacionada a cinética molecular (termo-
dindmica) do fluido e a energia cinética (macroscépica) devido ao escoamento. A

energia por unidade de volume ¢ dada por:

D v?
AFE = p— —
th<e+2)’

logo, a equagao de energia resulta em:

2 €+U_2 — ’_}_2 ka_T +£ ]{;a_T _|_ﬁ ]{;a_T
"Dt 9 ) =P 9 "o oy ' Oy 0z \ 0z

_ (O(up) | 9(vp) | O(wp) OuTes) | O(utye) | O(utes)
SN AT
+( or "oy o )+( or oy T as )

+p(ufs +ofy, +wf.).
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3.4 Conservacao da Espécie Quimica

A transferéncia de massa é a base para muitos processos quimicos e
biolégicos, como a remogao de diéxido de enxofre (SOs) do gas de combustao, um

processo quimico, ou o projeto de um rim artificial, um processo bioldgico.

As leis de transferéncia de massa mostram a relacao entre o fluxo da
substancia difusora e o gradiente de concentracao responsavel pela transferéncia de
massa. A difusdo ocorre apenas em misturas, e sua avaliagao deve envolver o exame
do efeito de cada componente. Por exemplo, muitas vezes desejamos conhecer a taxa
de difusao de um componente especifico em relacao a velocidade da mistura. Como
cada componente pode possuir uma mobilidade diferente, a velocidade da mistura é
as vezes aproximada pela média das velocidades de todos os componentes presentes.
Quando um sistema de fase tinica contém duas ou mais espécies cujas concentragoes
nao sao uniformes, massa é transferida para minimizar as diferencas de concentracao

no sistema.

A transferéncia de massa entre um fluido em movimento e uma su-
perficie, ou entre fluidos em movimento imisciveis separados por uma interface movel
¢ muitas vezes auxiliada pelas caracteristicas dinamicas do fluido em movimento.
Este modo de transferéncia é chamado de transferéncia de massa convectiva, com a
transferéncia sempre indo da concentracao mais alta para uma menor da espécie que
esta sendo transferida. A transferéncia convectiva depende tanto das propriedades

de transporte como das caracteristicas dinamicas do fluido que flui [54].

Uma mistura consiste em duas ou mais espécies quimicas e a quantidade
de qualquer espécie i pode ser quantificada em termos de sua densidade de massa
pi(kg/m?), ou de sua concentragao molar C;(Kmol/m?3). A densidade de massa e a

concentragao molar estao relacionadas com o peso molecular da espécie, M; [27]:

Pi = Micia
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onde p; representa a massa da espécie ¢ por unidade de volume da mistura, e a

densidade da mistura é

P:Zm‘~

De forma semelhante, a concentracao molar por unidade de volume da

mistura é

czz:oi.

A quantidade de espécies i na mistura pode também ser quantificada
em termos da sua fragao molar

xTr; =

QR

de formas que

A velocidade média molar para uma mistura multicomponente é defi-

nida em termos das concentracoes molares de todos os componentes por

Osz 1OZVZ
V:ZZZ:‘C‘ :ZC . (3.5)

A velocidade de uma espécie particular em relacao a velocidade média
molar é denominada velocidade de difusao. Podemos definir a velocidade de difusao,
v; — V, como a velocidade da espécie ¢ em relagao a velocidade média molar. De
acordo com a lei de Fick, uma espécie pode ter velocidade relativa a velocidade
média molar somente se houver gradientes na concentracao. A relagao basica para
a difusao molecular define o fluxo molar em relagao a velocidade média molar, J 4.
Uma relagao empirica para o fluxo molar, pela primeira lei de Fick, define a difusao

do componente A em um sistema isotérmico e isobarico como:
Ja=—DspVCy, (3.6)

onde D,p, de acordo com uma equacao de Arrhenius, é escrito na forma,

Dap = Doexp( RT(Z)’
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que é o coeficiente de difusao da espécie difusora A para B, D, é uma constante

de proporcionalidade de unidades consistentes com D45, E, é a energia de ativagao

(J/mol), R é a constante dos gases perfeitos (8,314J/mol - K), e T é a temperatura

absoluta (K).

Para um sistema binario com velocidade média constante, o fluxo molar

em relacao a velocidade média molar também pode ser expresso por:

JA == CA(VA —V)

Desta forma, obtém-se

JA = OA(VA - V) = —DABVCA

CAVA = CAV — DABVCA,

onde V pode ser avaliado pela equagao (3.5) como

CuV = SZJA(CAVA + CBVB).

Substituindo esta expressao na equacao (3.8), obtém-se
Cavy = QZA(CAVA —+ CBVB) — D4sgV(Cy

e escrevendo

Ny = Cyvy,

Np =Cpvp,

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

e substituindo as equagoes (3.10) e (3.11) na equacdo (3.9), obtém-se uma relacdo

para o fluxo do componente A

Ny = IA(NA +NB) — DsgV(Cy4.
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Note que o fluxo molar, N4, é resultante das duas quantidades vetorais:
—D,gVCy o fluxo molar, J4, resultante do gradiente de concentracao, é referido
como a contribui¢do do gradiente de concentracao; e x4(N4 + Np) = C4V, o fluxo

molar resultante do componente A transportado no fluxo em massa do fluido.

A equacao da continuidade para a mistura é idéntica a equacao da
continuidade (3.1) para um fluido homogéneo [54]. Se R4 representa a taxa de
producao molar de A por unidade de volume e Rp representa a taxa de producao
molar de B por unidade de volume, as equacoes de equivalentes molares sao:

para a componente A

oC
V- Nit+—2-Ry=0 (3.13)
ot
para a componente B
0Cp
- N, — — R =0
V.- N+ ot B
e para a mistura
ICy+C
V-(NA+NB)+$—(RA+RB) — 0.

Para a mistura bindria de A e B, resulta

Nis+ Ng=Cyvs+Cpvg=CV.

Em geral, a equacao de continuidade para a mistura em unidades mo-
lares é:
oC

V.(CV)+E—(RA+RB):0.

Pela expressao (3.12) ou seu equivalente, tem-se:

NA :xACV—CDABVl'A. (3.14)

Logo, substituindo a equagao (3.14) na equacao (3.13), obtém-se

C
-V (CDABVZ'A) —|—V'CAV—|—aa—tA —R4=0.
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O coeficiente de difusao, D4p, € frequentemente assumido como cons-

tante. Dividindo cada termo pelo peso molecular de A e rearranjando, obtém-se.

acC
a_tA +V - (VCy) = DapV2Cyu + Ra,

que para qualquer espécie i é dada por:

oC;
ot

+V - (VC;) = DV?C; + R;. (3.15)
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4 PROCEDIMENTO DA SOLUCAO

Neste capitulo, define-se o modelo matematico com as equagoes de con-
tinuidade, quantidade de movimento e concentracao da espécie. As EDPs sao adi-
mensionalizadas e sao aproximadas pelo método de diferengas finitas. Usa-se o
método iterativo de Gauss Seidel para resolucao de sistemas de equagoes lineares
resultante e acelera-se a convergéncia usando o método de sobre-relaxagoes sucessi-
vas. Para a solucao numérica é impotante a andlise de consisténcia e estabilidade

para garantir que a aproximacao ¢ adequada.

4.1 Definicao do Modelo Matematico

Na modelagem temos a entrada de um fluido (dgua) por um canal
retangular bidimensional, e a entrada de um poluente (mércurio, H¢°) por um canal
no eixo x, como mostra o Figura 4.1. Considera-se o problema do escoamento de
fluido Newtoniano, sendo o problema descrito através das equagoes da continuidade,
quantidade de movimento, Poisson para a pressao ( obtida a partir das equagoes de
continuidade e quantidade de movimento) e da espécie quimica [10],[13]. O modelo

do problema fisico é obtida a partir das seguintes consideragoes:

i) Fluido newtoniano e incompressivel,
ii) Escoamento bidimensional;
iii) Escoamento laminar;

iv) Escoamento permanente (mantém-se ¢ apenas como parametro de con-
trole numérico).
As equacoes seguintes sao descritas para um dominio 0 < z* < X* e
0 < y* < Y™ e com bases nas hipéteses (i),(ii) e (iii) tem-se:
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e Equagao da continuidade:

ou*  ov*
I + oy 0 (4.1)

e Equagoes da quantidade do movimento nas diregoes z e y:

ou* o ou* o ou* _ 10p* , 0?u* N 0?u* (4.2)
ot* Ox* oyr  pox* Ox*2  Oy*? '
ov* ov* ov* 1 0p* *v* 0%

. A A,
ot " ox v oy* p Oy* g [890*2 + 8y*2} (43)

onde u* é a componente da velocidade longitudinal, v* é a velocidade transversal, v

a viscosidade, p a massa especifica, e p* a pressao.

e Equacdo da espécie quimica [30],[52].

oc*  Lo0C* 0*C* 0*C*
+u =k + ky e

+ S (", Yt 4.4
ot* ox* * Ox*? SRURY (44)
onde C* é a concentracao de poluente (mercirio) na dgua em qualquer local (z*, y*)
e tempo t*; k, e k,, sao os coeficientes de difusividade nas direcoes z* e y*, res-
pectivamente; u* é a velocidade média da agua; e S*(z*,y*,t*) o termo fonte, que

representa a produgao ou destruigdo do poluente (a sua transformacao).

4.2 Adimensionalizacao das Equacoes

As dimensoes e as constantes fisicas adimensionais tém sido amplamente
utilizadas, em termodinamica, 6tica, radiacao e outras esferas da fisica, especial-
mente em aplicagdes em varios ramos cientificos e técnicos naturais. Em matematica,
as quantidades adimensionais tém sua base tedrica na teoria dos grupos e também
na algebra linear e no calculo da matriz. Ao mesmo tempo, o teorema fundamen-
tal para determinar os critérios de similaridade é a homogeneidade dimensional das

equagoes da fisica matematica sao conforme definido por Fourier. Os critérios de
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similaridade sao importantes em matemética numérica e modelagem computacional,
e nao apenas em expressoes generalizadas de estabilidade da solu¢ao numérica das
equacoes da fisica matemadtica, mas também em outras esferas da matemaética. Em
matematica, por exemplo, diversos nimeros adimensionais expressam condicoes de
estabilidade da solucao numérica, tais como os numeros de Courant, Neumann e

Péclet e outros nimeros adimensionais [32].

Os numeros que surgem da adimenzionalizagao das equacoes do escoa-

mento sao:

e Nimero de Reynolds (Re): Proporcao entre as forgas de inércia e
as forcas viscosas, definido como [31],[39]:

_pVL
o

Re

1% , .
Como v = =, o nimero de Reynolds pode também ser expresso como:
p

_ VL
—

Re

onde p é a densidade do fluido, V' velocidade do fluido, L o comprimento carac-
teristica do dominio, p a viscosidade dinamica e v a viscosidade cinemética do
fluido. O significado principal do niimero de Reynolds é que o mesmo permite ava-
liar o tipo do escoamento e pode indicar se o escoamento é de forma laminar ou
turbulenta. Costuma-se caracterizar um fluido com escoamento laminar num duto

para Re < 2000 e escoamento turbulento com Re > 4000 [32].

e Nimero de Péclet (Pe): Razao entre o transporte convectivo e trans-
porte molecular (massa ou energia), definido como:

taxa de transporte advectiva

Pe —
c taxa de transporte difusivo
ou
LV
Pe=—,
k



onde L é o comprimento caracteristico, V' a velocidade de fluxo local, e k o coeficiente
de difusao em massa. Se Pe < 1 significa que o termo de advecgao é significativa-
mente menor do que o termo de difusao. Fisicamente, a difusao domina e a advecgao
¢ insignificante, e se Pe > 1, o termo adveccao ¢ significativamente maior do que
o termo de difusao. Neste caso, a adveccao domina e a difusao € insignificante, e o

espalhamento é quase inexistente.

As variaveis adimensionais adotadas nas equagoes (4.1), (4.2), e (4.3)

Sa0:
n oy vey

onde C, é a concentragao na corrente livre do fluido, logo as equagoes adimensio-

nalizadas sao expressadas como [18],[10]:

ou  Ov
. 4.
ox + oy 0 (4.5)
ou ou  Ou op 1 [0*u 0O%u
BTG S = e T g o) 40
ov ov ov op 1 [0*v 0%
- -~ S N [ 4.
8t+u8x+v(‘9y 8y+Re {3x2+3y2} ( 7)

Derivando a equacao (4.6) com respeito a x, e a equagao (4.7) com

respeito a y, obtém-se:

’p  p P(uu) 0% (uwv) = 0*(vv) 1 /0% O 5,
@*a—gﬁ—‘( 02 L azay T o )*E(@w—gﬂ)v'v‘av'v

(4.8)

Logo, substituindo a equacdo de continuidade (4.5), V-V = 0, na
equagao (4.8), obtém-se a equagao de Poisson para a pressao: que apos simplificagoes

reduz-se a:
Pp  *p Ooudv  Oudv
R T R Y (i 4.
ox? + oy? ((%U oy Oy 8x> (4.9)

e, finalmente, a equagao (4.4) torna-se:

oC oC 1 02°C 1 9*C
o " "Gr ~ Pe.ow? T Pe, 0y +5, (4.10)
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4.2.1 Condigoes Iniciais e Condigoes de Contorno

Considere que u indica uma variavel dependente em um problema de
valor de contorno. Uma condi¢ao que prescreve os valores de u em si ao longo de
uma parte do contorno é conhecida como condigao de Dirichlet. A condicao de

. . du
Neumann prescreve os valores das derivadas normais an em uma parte do con-
n
torno. Outra condi¢ao de contorno é a condigao de Robin. Ela prescreve valores
du - D
de uh + o nos contornos, onde h é uma constante ou funcao das varidveis indepen-

n
dentes [7].

As condigoes iniciais e de contorno para as equagoes da quantidade de

movimento, pressao e da espécie quimica no modelo, para 0 <z <le0 <y < —

10
sao dadas por:
Condicoes Iniciais: para o tempo t = 0.
C(z,y,0) =0 (4.11)
u(z,y,0) =1 (4.12)
v(x,y,0) =0 (4.13)
p(z,y,0) =1 (4.14)

As condigoes de contorno utilizados no modelo sao as condigoes de
Dirichlet e Neumann, e sao escritas conforme segue:
Condigao de Contorno: para o tempo ¢t > 0

1
=0el0<y< —
® para x e Y 10



1
=lel<y< —
® para x e Y 10

0C(1,y,t)

oz =0
ou(l,y,t) _ 0
ox N
ov(l,y,t) _ 0
ox -
p(lyt) = 1

eparay=0el <<l

0 se0<z<0,25;
C(z,0,t)=¢ 1 se0,25<z<0,3;

0 se0,3< < 1.

0 se 0 <z <0,25;
v(z,0,t) =< 0,5 se 0,25 <z <0,3;

0 se 0,3 <x< 1.

u(z,0,t) =
Op(z,0,t _9
dy B
1
oparay:1—060<m<1
1
Cle,—,t) = 0
<x7 107>
1
—,t) = 0
(e, 5.1)
1
—,t) = 0
U<I7 107>
1
8p(:c,—,t)
10 _—
dy

Na Figura 4.1 apresenta-se as condicoes de contorno do modelo.
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|
: 0,3 T Cc=0
I 1
| 0,25 | u=2~0
v=20
a
»_,
dy
— -
cC=0
_—
u=1__ m
0,1
_ -
rv=20 -
api —_—
ax_ —_— -
C=0 c=1
u=20 u=~0
=20 =205
a
6_p:0 —p—[}
dy dy

Figura 4.1: Condicoes de contorno do modelo

4.3 Diferencas Finitas

ac
i
ou
dx
v
ax

p:

Um dos métodos usados para discretizar equacoes diferenciais para

solucao computacional é o método de diferencas finitas. A expansao em séries de

Taylor de fungoes de varias variaveis independentes, resulta em diferencas progres-

sivas, regressivas e centrais [42],[19],[12].

- AX -]

Xi-1 Xy

Figura 4.2: Diferencas finitas unidimensional
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Pode-se deduzir uma aproximacao de diferenca progressiva utilizando
a série de Taylor. As diferencas finitas progressivas utilizam um ponto a frente de
x;, 0 ponto z; + Ax, onde Az = x;11 — x;. A expansao em série de Taylor do valor
de f em x = x; + Ax em torno do valor de f em x = x; é:

df () | (Da)* df(x) | (Dx)® & f(x)
dx + 2! dx? * 3! da3 +

flzi+ Ax) = f(x;) + Ax (4.15)

que pode ser reescrita como:

df(x))  floi+Dx) = fw)  Dadflz)  (Da)* Pf(w)

dx Az 21 dx? 3! dx3

Para Ax pequeno pode-se truncar a série,

df(z;)  f(xi+ Ax) — f(w;)
dr Az +0(A2),

onde O(Ax) significa a combinacao de termos da ordem de Az ou menor. Para
diferencas regressivas por expansao em séries de Taylor de f em z = x; — Az em

torno do valor de f em x = x; resulta:

df(z:)) | (Dx)df(z)  (Ax)’ & f(x)
A dx + 2! dz?2 3 dx3 o (416)

flzi — bx) = f(a;) —
Isto pode ser reescrito como:

df(w:) _ fl@i) = fzi = Az) Ardf(z;) (Dx)*df(a)
dr Az 2! dx? 3! dz?

Para Az pequeno pode-se truncar a série, de formas que:

df (;) _ f(xi) — flzi — Ax)
dx Az

+ O(Ax).

df (x:)
dx

Obtém-se por subtragao das equagoes (4.15) e (4.16) para o seguinte

resultado
df(x;)  f(xi+ Ax) — f(o; — Ax)
i 2Nz +0(A27)

que ¢ dita ser a diferenca central com precisao de segunda ordem [16], [39].

31



Uma interpretagao geométrica dos trés esquemas de diferencas é mos-
trada na Figura 4.3. Vé-se que a aproximagao por diferenca central fornece uma

melhor representacao da inclinagao da curva no ponto de interesse, que é a primeira

derivada.
A
Y
Diferencas Diferencas
Regressivas Progressivas
)C(xi+1}
f(xi)
Diferencas
Centrais
f(xi—i} [
L
Xi-1 Xi Xi+1 X

Figura 4.3: Interpretagao geométrica de diferencas finitas

De forma semelhante, para a aproximacao da derivada de ordem 2 das

equagoes (4.15) e (4.16) tem-se:

A f(x; T + Ax) — T T, — Ax 9
) _ flos ) =20 Sl = 0) 5

Na resolucao de equacgoes diferenciais parciais, analisa-se funcgoes de

duas ou mais varidveis, como por exemplo f(x,y), f(z,y,t). O método numérico
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aplicado para o caso bidimensional é o método de diferencas finitas centrais, que
¢ aproximado de forma semelhante ao caso unidimensional. Os subindices (i, j)
sdo usadas para indicar (x;,y;), como mostrado na Figura 4.4; os espagamentos da
malha nas diregoes i e j sdo Ax e Ay, respectivamente. Os pontos espaciais (3, j)

significam que z; = xo + 1Az, y; = yo + jAy [20].

A
Y
yj+1 l(xa';}’,-‘ﬂ)
. («"i—lr}'j‘ (XHL}’;')
YJ o] |
Ay
L Ax — |
Yj-1 Gy
Xi-1 Xi Xi+1 X

Figura 4.4: Diferengas finitas (bidimensional)

Desta forma, obtém-se

aof f(l'z'+17 yj) - f(iUz'fh yj) 2
— f— A
07 | (2, 5) 20w FOB
of f(xiy Z/j+1) - f(xvh yjfl) 2
== = + O(Ay
83/ (4,y5) 2Ay ( )
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D’ f [, ) = 2f (s y;) + f(wia, )

@ (xi,y5) - (AZL‘)Z " O<A$2)
*f f(wi,yj1) = 2f (i, y5) + f(2i,95-1) 2
ZJ - O(A
0V |1 (Ly)? HoLs

onde Ax = “H_ S e Ay = SH L

Aproximando a derivativa em relacao ao tempo por séries de Taylor

para duas varidveis em torno de (z;,t,) tem-se:

8f(x“tn)_%(thf282f(xhtn)

, At) — , A
f(x“tn + t) f(xﬂtn) + t at 2' at2 I

que resulta em

Of (istn)  flxstn + Ax) — flag,tn)
oy = A + O(A¢). (4.17)

A equagao (4.17) pode ser expressa como:

Of (witn) _ I =7
ot o At

4.4 Método Iterativo de Gauss Seidel

O método iterativo de Gauss Seidel é obtido pela resolucao da equacgao

em Ax = b. A matriz A é expressa como a soma de outras trés, na forma:

A=L+U+D,

onde D denota a diagonal principal de A, L denota a parte triangular inferior de A
(valores abaixo da diagonal principal) e U indica a parte tridngular superior (valores

acima da diagonal principal). Entao,

(L+U+D)x=b, (4.18)
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que pode ser escrita como:

(L + D) Xk+1 = —UVX]C + b (419)

O uso de valores recém-determinadas de x;,1 é acomodado, incluindo
a parte triangular inferior de A no lado esquerdo. Reorganizando a equagao resulta

para o método iterativo de Gauss-Seidel [9]:
Xpp1 = DN (=Uxy, — Lxpy1 + D), k=0,1,2,.. (4.20)

sendo xg o vetor inicial.

4.4.1 Convergéncia do Método Iterativo de Gauss Seidel

Definigao 4.1. A matriz A,x, = (a;j) € estritamente diagonal dominante se, para
cada 1 < i <, |ay [> >, | aij |. Em outras palavras, cada valor na diagonal
principal domina sua linha no sentido de que ele é maior em magnitude do que a

soma das magnitudes do restante dos valores em sua linha.

Considere que a equagao (4.19) pode ser expressa como:
Xpp1 = — (L+ D)~ Uxy, + (L+ D)™ b, (4.21)

Entao, fica claro que a convergéncia do método de Gauss-Seidel é observada se o

raio espectral da matriz é conforme segue:

Defini¢ao 4.2. O raio espectral p(A) de uma matriz quadrada A é a magnitude

mazima dos seus autovalores.

Teorema 4.1. Se a matriz A n X n tem raio espectral p(A) < 1, e b € arbitrdrio,
entdo, para qualquer vetor xg, a iteracao xiy1 = Axy + b converge. De fato, existe

um unico x* tal que limyg_ o ) = x*.
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Teorema 4.2. Se A ¢ uma matriz n X n estritamente diagonal dominante, entdo
(i) A € uma matriz nao singular e (ii) para cada vetor b e cada vetor inical xq, o

Método de Gauss-Seidel aplicado a Ax = b converge para uma solugao [42].

Demonstragio. Seja A é um autovalor de (L + D)~ U da equacdo (4.21), com o
autovetor correspondente v. Escolha um vetor préprio para que v,, = 1 e todos os
outros componentes sejam menores em magnitude. Observe que os valores de L sao
0s a;; para i > j, e os valores de U sao o a;; para ¢ < j. Em seguida, note que a

2,

linha m da equacéo do autovalor de (L + D)™ U é

AND + L)v =Uv.

Produz-se uma série de desigualdades, conforme

(A T ) <IA (T ams | =D L am | ) SIAT (1 | = 1) amivi |

i>m <m <m
§| A || Amm + Zamivi ’:| Zamivi |§ Z | Qs | .
<m >m >m

Segue que | A |[< 1. O teorema 4.1, implica que o método de Gauss
Seidel converge para uma solu¢ao de Ax = b. Finalmente, como Ax = b tem uma

solucao para b arbitrario, A é uma matriz nao singular. O

4.4.2 Relaxacao para Resolver Sistemas Lineares

A técnica de relaxagoes sucessivas e suas variantes estao entre os métodos
iterativos mais populares e simples utilizados para a resolugao de sistemas lineares
grandes em muitas areas da ciéncia e de engenharia. As técnicas de relaxacao sao
usadas para acelerar a convergéncia de sistemas que sao convergentes pelo método de
Gauss-Seidel. A técnica de relaxacoes sucessivas é particularmente til para resolver
sistemas lineares que ocorrem na solucao numérica de varias equacoes diferenciais

parciais.
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Na equagao (4.18), apds a multiplicacdo por w e rearranjando, resulta

(WL +wU+wD)x = wb
(wWL+D)x = wb—wUx+(1—w)Dx

x = (wL+D) " ((1-w)Dx—wUx)+w(wL+D)"b.

Logo, para um vetor inicial xy, tem-se a técnica de relaxagao para o

método de Gauss Seidel iterativo.

Xpp1 = (WL + D)7 (1 — w) Dxy — wUxy) + w (WL + D)™ b. (4.22)

Para k =0,1,2---,se 0 < w < 1 o método ¢ dito ser de sub-relaxacao,
com w = 1 é exatamente o método de Gauss-Seidel e se w > 1 é dito ser de sobre-
relaxacao. Os métodos sao abreviados por SOR, para o método de sobre-relaxacoes

sucessivas [42], [21], [9]. A equagao (4.22) pode ser expressada como:
Xk+1 = Tka + ¢, (423)
onde T, = (WL + D)™ (1 —w)D —wlU) e ¢, = w (WL + D)~ "b.

Teorema 4.3. Se um a; # 0, para cadai = 1,2, ..., N, entao p(T,) >|w—1]. Isso

implica que o método SOR pode convergir somente se 0 < w < 2.

Demonstragio. Na equacio (4.23) temos que T, = (wL + D) ((1 —w) D — wU).
Rearranjando, tem-se T, = (wLD™*+1)"" (1 —w)I —wD~'U), onde I, LD,
e DU, sao a matriz identidade, triangular inferior e superior, respectivamente.
Como o determinante de uma matriz triangular é igual ao produto de seus elementos

diagonais, tem-se:

det(T,,) = det((wLD ™ + 1)~ (1 —w) [ —wD™'U)) = (1 —w)".

Também tem-se det(T,,) = A\Ag- - Ay, onde \; sdo autovalores de T,

e, por consequéncia, p(7T,) = max | A || 1 —w |. E assim, a fim de segurar a
<i<n

convergéncia, deve-se ter | 1 —w |< 1, ou seja 0 < w < 2. O
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4.4.3 Geragao da Malha Computacional

O dominio adimensional do modelo num canal que tem o escoamento
da dgua e a entrada de um poluente (mercirio). Este é um canal retangular de

1
dimensoes 1 x 10 onde a malha tem 60 x 30 pontos, conforme mostra a Figura 4.5.

T T T T T T T T T T T T T
o 0.05 01 015 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 05 0.55 0.8 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.5 0.55 1

Figura 4.5: Malha bidimensional

4.5 Analise de Consisténcia e Estabilidade

Consisténcia é uma condigao necessaria para convergéncia, mas um es-
quema consistente nao é necessariamente convergente. Por outro lado, a maioria dos
esquemas de diferencas finitas usados sao de fato consistentes. A maior dificuldade
é obter a estabilidade, apesar disso ainda ser mais facil de provar que a convergéncia

[1],[15]. Analisando a consisténcia e estabilidade da forma discretizada da equagao
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1

diferencial parcial (4.10) e considerando D, = oo
Cx

e D, = — tem-se:
Y Pe,

oC oC 0*C 0*C
R

4.5.1 Consisténcia

Um requisito importante de uma aproximacao de diferencas finitas é
que ela seja consistente com a equacao diferencial parcial que discretiza. Quando as
derivadas de uma EDP sao substituidas por diferencas, uma equacao de diferencas
finitas (EDF) é produzida e um erro introduzido, de forma que a solugdo exata da
EDP nao satisfaz a EDF precisamente. Um esquema ou operador de diferencas
finitas é consistente se o operador se reduz a equacao diferencial original & medida
que os incrementos nas variaveis independentes desaparecem. A consisténcia pode

ser definida de duas formas equivalentes, mas ligeiramente diferentes.

Definicao 4.3. Dado uma equagao diferencial parcial, Lu = f, e um esquema de
diferencas finitas Lay nyrv = f, dizemos que o esquema € consistente com a EDP,

se para qualquer funcdao ¢(x,y,t) suave
Lé — Lpgnyre® — 0 quando Ax, Ay, At — 0,
sendo a convergéncia pontual em cada ponto da malha [48], [44] .

Analisando a consisténcia na Equagao (4.24), para uma fungao ¢(z, y, t)

suave, seja (jAxz, kAy,nAt). Considere,

_ (99 09 ¢ 0%¢
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A equagao (4.24) aproximada por diferengas finitas resulta em:

¢j,k,n+l - ¢j,k,n +u (¢j+l,k,n - ¢j—1,k,n>

L =

D (¢j+1,k,n — 20 kn + ¢j—1,k,n>
’ (Bz)?
_p, (¢j,k+1,n - 2¢j,k,121 + ¢j,k1,n)
(Ay)

(4.26)

Aproximando ¢j,k,n+1; ¢j+1,k,m¢j—1,k,n; (bj,k—i-l,n (§ ¢j,k—1,'n por expanséo

em séries de Taylor, resulta:

binmst = BUAT kDY, (n+ 1)AL) = §(, g bo + D) = brm + At (8¢)

ot
it (59), b (5) -

. 0
biviim = B0 + AT KAy, nM) = b5 + AT, o ) = Siam + A1 ( d))
i,kn

Ox
1 026 1 5 (0%
o) (@)jﬁkﬁﬁa(m <a7)+

(bjfl,k,n = ¢((] - 1)AI7 kAya nAt) = ¢( — Az yka ) ¢j kn — <8_)
7,kn

1 %o 1 (P
F50 (55),,, 600 (58) -

; 0
¢j,k+1,n = ¢(]A$7 (k + 1)Ay7 nAt) = ¢($j, Yk + Aya tn) = gbj,k,n + Ay (a_j)
7,kmn
(4.30)

1 26 1 o
+—A2(—) +—A3<—) +
2( Y) o) .. 6( Y) o) .
¢

qu,kfl,n = ¢(]A$, (k - 1)Ay7 nAt) = (b(xj? Yk — Aya tn) = ¢j,k,n - Ay (_>
7,k.n

dy
1 9% 1 DB
+ 5 (Ay)? (—) - ~(Ay)? (—) +oe
2 0y? ik 6 oy3 ikn
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As equagoes (4.27), (4.28),(4.29), (4.30) e (4.31) substituindo na equagao

(4.26) e fazendo simplificagoes resulta em:

2 2 2
Lo g 06 = (‘% 2 _p, 2 _p @) + 500 (a ¢>
j?kn

ot oz ox Y 0y ot?
P D, (Az)? (0%
G(A”T) <ax3) 12 <8x4) o
D,(Ay)? (84q§)
- TR (4.32)
12 ) i km

Pode-se expressar a equagao (4.32) como:

_ (0% 0¢ D¢ 0%¢ 5 5
et = (G + Gy = Do = DiGT) 0080 +0((&wF) + 05
(4.33)
e substituindo nas equagoes (4.25) e (4.33) tem-se:
Lo — Lpepnyrid = O(AL) + O((Az)?) + O((Ay)?) — 0 (4.34)

quando At, Az, Ay — 0. Portanto o esquema de diferencas finitas utilizado é

consistente.

4.5.2 Andlise de Estabilidade

A teoria da estabilidade para equacoes diferenciais parciais com condi¢oes
de contorno mais gerais pode ser bastante dificil, ja que o acoplamento entre a discre-
tizacao das condigoes de contorno e a discretizacao da EDP pode ser muito sutil. A
analise de Fourier-Von Neumann aborda a questao da estabilidade da discretizacao
da EDP sozinha. Observa-se que a equacao (4.24) é uma EDP nao-homogénea. Para
fazer a analise de estabilidade, todas as contribuicoes do termo nao homogéneo es-

tardo contidas no termo de truncamento [50].

Definicao 4.4. Dada um esquema em diferencas finitas L; € estdvel com norma

-1l Se
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| Un 1< M || LyU" [|< M| F" ],

para todo h > 0, onde U" é a solucio da equacdo diferencial, L,U" = F".

Considera-se C7} como aproximagoes dos valores de C(xj, Yk, tn) nOS

pontos de malha

(xjv Yk, tn) = (ij, kA:% TlAt)

Na analise de estabilidade por Von Neumann, a decomposicao discreta
de Fourier em duas dimensoes consiste na decomposicao da funcao em uma série de
Fourier como [45], [34]:

C’}fk = Z kel AT ity kY. (4.35)
fzvfy
onde ¢ = v/—1, & e &, ¢é definido separadamente para cada direcao. O fator de am-

plificagao é dado por  no instante n. Os produtos &, Az e £, Ay sao frequentemente

denominados de angulos de fase:
0, = GO, 0, = &Ly,

Para obter uma condicao de estabilidade de von Neumann, insere-se o
modo Fourier:
Hnewﬂx ezkﬁy .
A condicao de estabilidade para uma equacao de diferencas finitas sera
satisfeita se o fator k™ nao crescer com o tempo, isto é, se a razao

n+1

<1 (4.36)
K«/?’L

¢ valida para todo 6,, 0,. A quantidade G, definida por:

(4.37)



é o fator de amplificacao.

Aproximando a equagao (4.24), por diferengas finitas tem-se:

n+1 n n n n n n
Cik — O Y <Cj+1,k - Oj—l,k) D <Oj+1,k — 205 + Cj—l,k)

At 2N 2
. : (Ax) o (4.38)
D <Cj,k+1 — 207 + Cj,kl)
! (Ay)?
e considera-se que:

At
o= “A—x, (4.39)

D, At
5=1 AP (4.40)

D, At
v = (Ayy)Q' (4.41)

Substituindo a expansao em séries de Fourier na equagao (4.38), resulta:

s . o o ) o .
,{n—&-lez]Ozeszy _ /{nezjezezkay = (/ﬁnez(]+1)6z61k9y . /{nez(] 1)9;Eezk:9y)
+ ﬁ (I{nez(j—l—l)@zezké?y . 2Knem0$ezk0y + Klnez(]—l)Gweszy)

+ 5 (Hnezg%ez(k—&-l)ﬁy . 2I€nez]9¢ezk6y + Knez]@cez(k—l)@y)
e fazendo simplificagoes tem-se:

G+l (1 _ %(ewz — e 0) 1 B(e — 2 4 e ) 4 (el — 2 4 e—wy)> ‘

Qe eife — COS(em) + isen(er) e e W — cos(@r) — isen(@z), entao fica,

n+1

G = =1—iasen(0,) + 26 (cos(8,) — 1) + 2y (cos(f,) — 1)

K'I’L

=1- 4(Bsen2(%m) + 'ysen2(%)) —iasen(0,),
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onde o médulo ao quadrado desta equacao é dado por

| G |*= (1 — 4(53«%2(%) + ’ysenz(%))) + (asen(8,))? (4.42)

As condicoes limites sao obtidas quando 6, = 6, = 7 por um lado, e

quando 6, e 6, vao para zero [24]. No primeiro caso, tem-se
2 0a 2,0 ’
1 —4(Bsen (3) + ysen (5)) <1

Daf isso leva a

(4.43)

N —

0<B+v<

No, segundo caso, realizando uma expansao em séries de Taylor em
torno 6, =0e 6, =0, com | 6, |[<felb,|<0,enegligenciando termos de ordem

superior, obtém-se:
|G = (1= (862 +76)" + (af,)} + O("),

| G |P=1—2(B02 +0}) + (802 +~02) + (af,)* + O(6*). (4.44)

Introduzindo os vetores 6 = (6,, 0,)" e @ = («,0)" na matriz diagonal
B = diag(3,7) e negligenciando o termo de ordem superior [23], resulta

|G P=1-0"2B—-awah)e.

Para que | G |? seja menor que um, a matriz simétrica (2B —a @ a’)

deve ser nao negativa, o que implica que o < 26 e v > 0. Se 8 é zero entdo o é

também zero. Assim sendo assume-se que 5 > 0 na equacao (4.43), o que implica

1
em (0 < fB+v< 3 Definindo a matriz diagonal E = diag((25)"/?, (27)'/?) tem-se
2B-a@a =E(l-E'da®d"EhE

e a matriz

A=T—(E'a)eE'@) =T-dod"
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também deve ser definida de forma nao negativa. Considerando a forma quadratica

associada, para qualquer vetor bidimensional

FAT=F"I-deiNi=1" 71— (d" 1)
T7 o?
a matriz A é definida nao negativa se e somente se d* -d < 1, entao % < 1. Desta

forma, as condig¢oes de Von Neumann para a equagao (4.24) sao

1
0<B—|—7§§, (4.45)
e
o’ 4.46
— <1 .
e (4.4
Assumindo que a > 0 e a desigualdade (4.46), obtém-se a seguinte
desigualdade

Oé2

2 _ 2 200\ _ g by o500
(asen(6,)) = E(ﬁsen (0.)) < 208sen*(0,) = 8Bsen (5)603 (5) (4.47)

Logo, insertando estd relagao na expressao | G |2, obtém-se

%)

2
|G |? < (1 — 4(556712(%) + ysen? (2 ))) + 8556712(%)0032( 5

=1- 8586”4(%) — 8ysen (%) +16(Bsen’ (%) + ’Ysenz(%))Q
=1- 8536714(%) — 8ysen*( %y )+ 16 \/_\/_Sen +\/_\/_sen (?y))

e aplicando a desigualdade de Schawarz e a primeira condi¢ao de estabilidade (4.45),

resulta
2 e 20y 4 a9y
| G| <1—8Bsen (E) — 8ysen (?) +16(8 + v)(Bsen (5) + ysen (5))
0 ) 0 )
<1- 8586714(%) - 8736712(??’) + 8686n4(§) + 8736714(?").

Fazendo as simplificagoes

| G |*°< 1 — 2ysen®(0,)
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tem-se que v > 0, entao 1 — 2ysen?(d,) < 1. Portanto,
|G PP< 1

o que completa a prova de que as condigoes (4.45) e (4.46) sao necessarias e suficientes
para a estabilidade de Von Neumann (4.38) do problema em andlise. A condigao
de estabilidade apés substituir as equagoes (4.39), (4.40) e ((4.41) ) nas equagdes
(4.45) e (4.46) resulta em:

DAt DAt 1
< — 4.48
By TP 57 49
e
u? A\t
<1. 4.49
5D, = (4.49)
1 1 N .
Como D, = — e D, = ——, resulta que a equacao de concentragao
Pe, Pe,
adimensional é estavel para as seguintes condigoes:
At At 1
< - 4.50
Pe,(Ax)? * Pe,(Ay)? — 27 (4.50)
e
2Pe, A\t
wPebt (451)

Na modelagem, considerou-se a entrada da dgua no canal na direcao
do eixo x, de dimensdes 0 <z < 1e 0 <y <0,1 e a entrada da concentracao do
poluente merctrio no canal na diregao do eixo y em 0,25 < x < 0,3. O modelado foi
baseado nas equacoes governantes do escoamento do fluido e a equagao de concen-
tragao das espécies. Considerou-se o escoamento como newtoniano, incompressivel,
bidimensional, laminar e permanente. Apartir destas hipotéses, foram obtidas as
equacoes da continuidade, quantidade de movimento, e concentragao das espécies.
Adimensionalizou-se as EDPs, e aproximou-se por diferencas finitas, gerando siste-

mas de equacoes lineares. Os sistemas de equagoes foram resolvidas pelo método
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de Gauss-Seidel e a convergéncia foi acelerada pelo método de sobre-relaxagao su-
cessiva. O codigo computacional foi implementado na linguagem de programagao
FORTRAN 90. Além disso, fez-se a andlise de consisténcia e estabilidade da equagao

de concentracao das espécies. Os do modelo serao mostrados no proximo capitulo.
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5 RESULTADOS

Neste capitulo, apresenta-se os resultados numéricos e a solugao analitica.
Em ambas situagoes, considera-se o escoamento bidimensional num canal onde es-
coa dgua e com a entrada de um poluente (mercirio). Considera-se os resultados no
regime permanente, e que a convecgao no eixo x € suficientemente grande em com-
paragao do termo difusivo no eixo x. O termo fonte é considerado como constante.

Mostra-se na Tabela 5.1 os dados para o modelo.

Tabela 5.1: Dados do modelo
simbolo valores

Az L
7
Ay 200
At 0.00001
L 10m
v 1,003 x 107%m?/s
Ky 1,67 x 1079m?/s
k, 300 x k,
Re 700
S 0.5

onde o coeficiente de difusao k, foi obtido em Kuss et al. [33].

Apartir destes valores sao obtidos os resultados e compara-se a solucao
numérica e analitica bidimensional, mostrando-se as isolinhas da concentracao do

poluente no reguime permanente.

5.1 Solugao Analitica

As solugoes analiticas servem como ferramentas valiosas para a veri-

ficacao dos resultados obtidos a partir de métodos numéricos. A segunda carac-
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teristica de tais solucoes é que elas fornecem uma melhor visao do problema, defi-
nindo o agrupamento de parametros fisicos que os governam. Boa parte dos tra-
balhos encontrados na literatura sobre a concentracao de poluentes sao solugoes
analiticas: de conveccao e difusao considerando o tempo mas sem o termo fonte
unidimensional no dominio infinito [28], e para um dominio finito [37]; para um
dominio infinito e tridimensional [52],[47], com termo fonte e considerando o tempo

e dominio infinito [25].

Neste trabalho, a equacao de concentracao é uma equacao diferencial
parcial linear nao homogeénea bidimensional, com uma das condigoes de contorno
nao homogénea e descontinua, o que torna a solucao analitica do problema com-
plexa. Para a solugao deste problema considera-se as seguintes hipéteses: (i) re-
gime permanente, (i) conveccao suficientemente grande, comparada a difusao. (ii7)
termo fonte S e a velocidade u constantes. Com base nestas hipoteses, serd apli-
cado a transformada da Laplace, para o dominio x > 0e 0 < y < % Antes de
comecar a obtencao da solucao analitica, lembraremos de algumas propriedades da

transformada de Laplace inversa:

Teorema 5.1. Seja ' f(s)} = F(t). Entao

Z1 {M} = /OtF(u)du (5.1)

S

27 k) = P () (5.2)

Demonstracao. A prova destas propriedades pode ser encontrada em Spiegel [46].

]

As seguintes transformadas de Laplace inversa serao usadas na solugao

analitica:
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1L o1 {senh\/E(a —x)

,onde k >0el0 <z <a.
ssenhvksa }

Para a solucao desta transformada de Laplace, primeiro resolve-se:

o e}

(5.3)

Achar a solu¢ao da equagao (5.3) é encontrar os pélos, e a fungao tem

pélos simples [8], [43]: s = 0 e /5, = o que podem ser reescritos como s, =
n?m? !
———n=123,---. O residuo para so =0 ¢
a
st h _
Res(0) = lim(s — 0) (e senhy/’s(a :C))
50 ssenhy/sa
— lim (senh\/g(a - x)) ol
5—0 senhy/sa

a—x
e aplicando a regra de L’Hospital, entao o residuo torna-se Res(0) = .
a

n’m?

Para o residuo s, = ———;n=1,2,3,--- tem-se
a

) = lim (s — s,,)

2,2 st -
Res(—n 7r (e senhy/s(a l‘)>’

a srsn s senhy/sa
2.2 _ h _ st

Res(——ng ) = lim STy, Senhy/s(a— pe : (5.4)
a s—sn senhy/sa s—sn s

Aplicando a regra de L’Hospital no limite da esquerda na equagao (5.4)

resulta

n’m? 2\/s senhy/s(a — x)e®
_ — lim [ —2V5 )
Res( ) = lim (acosh \/Ea) im

a? S—8n S—5n s

levando ao limite e fazendo arranjos, obtém-se

n?m? 2 nm ——5t
Res(——5—)=——sen(—x)e a* .
a nm

20



As somas de todos os residuos é:

n?m?

oo
a—x 2 nmw ——5t
E Res = —E —sen(—:c)e as .
a c—nm a

Portanto, tem-se a soluc¢ao da equagao (5.3)

o [ o 2L 0y

ssenhy/sa a s n

Utilizando a propriedade (5.2) na equagao (5.5) tem-se:

. n-m
-1 {Senh\/g(a — ) } _azw 2 > Len (Ex> ¢ @k (5.6)
i n=1 n

ssenhvksa a a

senhvks(a — )
s?senhvksa |

2. Determina-se a transformada de Laplace inversa de £ ! {

Para encontrar a solugao, usa-se a equagao (5.5) e a propriedade (5.2)

senhy/s(a — )
_y [senhy/s(a —x)| _,_, ssenhy/sa
Z { s2senhy/sa | Z s

n2m?

o0
tla—2x 2 1 nmw ——5 T
= ——Z—sen —zx)e a dr,
0 a T n a
n=1

logo, a solucao da integral é

2,2

— _ 2 > o
1 senhy/s(a — ) (e, 2a° isen e
s2senhy/sa a 3

n=1

Finalmente, aplicando a propriedade (5.2) na equagao (5.7) obtém-se:

n2m?
hvks(a — ) a—1x 20%k = 1 nm ——t
K7 Sett = ( )t—l— —sen [ —=x e a’k —1
{ s2senhv ksa a 3 ;n?’ (a )

(5.8)
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3. A transformada de Laplace inversa da equagao (5.9), é obtida fa-

zendo a mudanca da varidvel na equacgao (5.7). Logo, obtém-se:

S n?m?
_y [ senhy/sz | [t 2a? (1) o T,
< {82 senh\/ga} - (Z t 3 ; 3 ool (?x> l—e a , (5.9)
e utilizando a propriedade (5.2), obtém-se
2.2

nem

2 X 1\n _

-1 senhvksx _ (x_t) N 2a°k ( i) con <n7rx> s t
s?senhv ksa a s — n a

(5.10)

Na obtencao da solucao da equacao diferencial parcial bidimensional,

onde termo fonte S > 0 e a velocidade u > 0,

@—i- oc 1 8QC+ 1 0°C
ot " or Pe, 0x? ~ Pe, 0y?

+S (5.11)

considere-se as seguinte hipdteses:

. . oC .
e Para regime permanente, diz-se que — = 0, entao

ot

u@— 1 8QC+ 1 0°C
Or  Pe, 012  Pe, Oy?

+ 8. (5.12)

e A convecgao é suficientemente grande comparada a difusao na diregao

! 82C—O' logo tem-se
“ Pe, 02 go tem
oC 1 0°C
— = ) 5.13
Yo Pe, 0y? + (5.13)
A equagao (5.13) serd resolvida com seguintes condigoes:
C(0,y) = 0; (5.14)
C(z,0) = H(x — 0,25) — H(z — 0, 3); (5.15)
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C(z,—) =0 (5.16)

onde H(z —0,25) — H(z — 0,3) é a funcdo Heaviside, o que implica em:

0 se0<z<0,25;
H(x—0,25) —H(x—0,3)=¢ 1 5¢0,25<z<0,3;

0 sex>0,3.

Para obter a solucao:

Primeiro: Aplica-se a transformada de Laplace com respeito a x.
Considera-se Z{C(z,y)} = X(n,y), entdo aplica-se transformada de Laplace na

equagao (5.13) com respeito a x:

oC 1 0°C
Note que,
oC 1
3{%} =nX(n,y) —C0,y); ZL{1}= p (5.18)

e aplicando a transformada de Laplace na equacao (5.15) com respeito a z resulta
L{C(2,0)} = X(n,0) = L{H(x — 0,25)} — L{H(z —0,3)} (5.19)

onde a transformada de Laplace da funcao Heaviside é dada por:

—-0,25n7 _ ,—0,3n
X(n,0) = ° p S (5.20)

De forma semelhante para a equagao (5.16), tem-se:

2{C, %)} ~ XM, %) 0. (5.21)

Substituindo a equagao (5.18) em (5.17), tem-se:

2
L 0 X(ny) | % (5.22)

u(nX(n,y) —C(0,y)) = Pe, Oy
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e usando a condigao (5.14), a equacao (5.22) pode ser expressa como:

X (n,y) Pe,S
oz unPe, X (n,y) = — ny 7 (5.23)
Pe,S

> 0.

considerando unPe, > 0 e
n

Segundo: Determina-se a solucao da equacao diferencial ordinaria nao

homogenea.

*X(n.y) Pe,S
———— —unPe,X(n,y) = —
ayz Y ( ) n

(5.24)

Para resolver equagoes diferenciais ordinarias nao homogéneas, tem-se
que encontrar a solucao da parte homogénea X, e a solugao da parte nao homogénea
ou solugao particular X, onde a solugao geral ¢ X = X, + X,. Primeiro acha-se a

solucao da parte homogénea.

I’X(n,y)

e obtém-se a equagao caractaristica dada da seguinte forma:
r* —unPe, = 0, (5.26)

onde r = \/unPe, e ro = —y/unPe,, sao duas raizes diferentes e reais. Logo, a

solugao da equacao ¢ dada por:

X, = c1 cosh(y/unPe,y) + cosenh(y/unPeyy). (5.27)

A solucao particular, é uma funcao constante A:

X, = A, (5.28)

A= (5.29)



A solugao geral da equagao diferencial (5.24) torna-se:

X(n,y) = c1 cosh(\/unPeyy) + cosenh(y/unPe,y) + (5.30)

un?’

Para y = 0 na equagao (5.30) e condi¢ao de contorno (5.20), tem-se

S e—0,25n e—0,3n
X(n,0) = = 5.31
e obtém-se o coeficiente ¢;
—-0,25n7 _ ,—0,3n S
¢ =° S (5.32)
n un
De forma semelhante, para obter o coeficiente cp, para y = 0 na
equagao (5.30), tem-se
1 e 02 =03 g 1 1 S
X(n, 10) < p — U_772) Cosh(\/unPeyE)—chSenh(\/unPey 10)—}— e
(5.33)

e substituindo a condigao de contorno (5.21) na equagao (5.33), obtém-se o coefici-

ente cy:

1
s 1 g cosh(y /unPeyE)
+

Cp=——— 1 —

n? 1
senh(y/unPe, E i senh(\/unPeyl—O)

1
0—0.251 _ o=0,3n cosh unPey )
- 101 (5.34)
h( P
senh(y/unPe, 10)
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Logo, usando senh(x £ y) = senhz cosh y £ cosh zsenhy a solucao geral

torna-se:

1
senb (y/aPey (-~ 1)
1
h(y/unP
nsen ( un eylo)
1
IS Senh(w/unPey(l—O—y))
1

b 2senh(/unPe,—

77 Sen ( u77 ey 10)
S senh(y/unPe,y) N S

un?

X(ﬂ,y) _ (e—0,25n o e—O,Sn)

1
n?senh(y/unPe, 1())

(5.35)

Terceiro Aplicando a transformada de Laplace inversa em (5.35).
Aplica-se a transformada inversa com respeito a p. Se £ X (n,y)} = C(z,y) e
usando a propriedade £~ e "X (n,y)} = C(x —a,y)H(x —a), onde a > 0, tem-se

senh(y/uPe,n (110 v))

1

psenh(y/uPeyn 10)

1

h(/uP — —
sen ( u ey (10 y))
1
h Pe,n—
e (y/iPey )

IS (senh(\/uPey (110 Y))

-1
— 2 :

u 2
\ p?senh(y/uPeyn 10)

(

B gg_l senh(\/uPeynyi = {ni}
2
7 senh(y/uPeyn 10)

C(z,y) = H(x —0,25).2!

z—x—0,25

—H(z—0,3).27"

r—z—0,3

(5.36)
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Assim, usando as equagoes (5.6), (5.8) e (5.10) na equacao (5.36) e

fazendo simplificagoes, obtém-se a solucao da equagao (5.13).

100n27r2( |
2 & 1 z—0,25
Clz,y) = | (1 —10y) — - Z —sen (10nmy)e uPe, H(x —0,25)
1007127r2
0 1 W Pe (z—0,3) "
— | (1—-10y) — — —sen(10 y -0,3
Y) Zn sen(10nmy)e (x—0,3)
100n2m?
Pe,S <~ (1 — (=1)") “TuPe. ©
50m3 2 = sen(10nmy) [ 1 —e Y (5.37)

Na Figura 5.1, mostra-se as isolinhas da solugao analitica, que foi ob-

tida da seguinte equacao:

80 1 82—O+S
Yor ~ Pe, 0y? ’
paraxz > 0e 0 <y < 1o com condigoes de contorno: C(0,y) = 0, C(x,0) =
1
H(x —0,25) — H(x —0,3) e Cx, 1—0) = 0.

Os dados do modelo analitico sao indicados na Tabela 5.2.

Tabela 5.2: Dados do modelo analitico
simbolo valores

Az 1/59

Ay 1/290

At 0,00001

L 10m

U 0.5

k, 501 x 1079m?/s
S 0,5

Onde u ¢é a velocidade meia da agua.
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Figura 5.1: Isolinhas de concentracao da solugao analitica

Solugao Analitica

Na Figura 5.1 mostra-se as isolinhas da concentragao do poluente. O

espalhamento do poluente é influenciado pela velocidade da agua na direcao do eixo

x, e apresenta comportamento idealizado pelo modelo analitico.

5.2 Solugao Numérica

A solugao numérica foi obtida com base nas equacoes governantes do

escoamento do fluido e a equacao da concentracao da espécies, com condicoes de

contorno e condigoes iniciais.

@4_@—0

or Oy
ou, ou_ oy 1 [o
Yor U@y  Or Re |02
ov ov op 1 [0%v
Uz + Ve = — = [
or oy 0y  Re | 0x?

o8

P
Oy?
i
0y?




8_C+ oc 1 82C+ 1 8QC+S
ot or Pe, 0x?>  Pe, 0y? ’

1
onde 0 <zxr <lel<y< 0’ e os dados mostrados na Tabela 5.1. Resultam as

isolinhas da equagao da concentracao das espécies mostradas na Figura 5.2.

0.2

0.3 _

0.1 e e mawll —-"P|%H= " i
are - 004 Solugdo Numérica
Bt

Figura 5.2: Isolinhas de concentracao da solu¢ao numérica

Observa-se, na Figura 5.2, que as isolinhas da concentracao para valores
maiores que 0,4 apresentam maior espalhamento do poluente. Na regiao esquerda a
entrada do poluente tem-se uma pequena acumulagao devido ao fluxo cruzado entre
poluente e dgua. O tempo computacional para obtencao desta solucao foi de apro-
ximadamente 40 minutos num computador Intel-Core 13; para erro na concentragao

menor que 1075,

A comparacgao da solucao analitica e numérica é mostrada na Figura

5.3
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Figura 5.3: Comparacao da solugao analitica e numérica: isolinhas de concentragao

O resultado apresentado na Figura 5.3 representa as isolinhas da con-
centracao da solucao analitica e numérica. Nota-se maior espalhamento do poluente
na solucao analitica para valores maiores de 0,4, uma vez que esta tende a ser mais

difusiva. Na solucao analitica a componente da velocidade é mantida constante.

O erro global da comparacao da solugao dos modelos numérico e analitico,

é representado por:
" 1/2

1
rm= =3 (Ca—Cn)*|

n <
=1

onde C'4 representa a solucao analitica da concentracao da espécies, C'y a solugao

numérica da concentracao da espécies, e n = 1800 o nuimero de pontos na malha.

Obtém-se um erro global de r,, = 0.0727 (ou de 7,27 %).
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6 CONCLUSOES E CONTRIBUICOES

Nesta pesquisa, o objetivo principal foi desenvolver um modelo ma-
tematico para a distribuicao da concentracao do poluente mercurio na agua. O
modelo é um canal bidimensional, com escoamento em regime permanente e incom-
pressivel. As equagoes governantes do escoamento foram discretizadas por diferengas
finitas, que gerou sistemas lineares e que foram resolvidas pelo método de Gauss Sei-

del. Para acelerar a convergéncia usou-se o método SOR.

Um dos objetivos especificos foi analizar a consisténcia da discretizacao
da equagao da concentragao, que tem ordem de precigao de O(At) + O((Ax)?) +

O((Ay)?). Também foi analizada a condigao de estabilidade, que resultou nas
At At 1 w?Pe, A\t

dico < =
condigoes Per(Dn)? + Pe,(By)? = % e 5

<1

Foram comparadas a solugao numérica do modelo com a solugao analitica,
considerando em ambas regime permanente, com conveccao em x suficientemente
maior que a difusao no eixo x, e com termo fonte constante. Obteve-se concordancia

razoavel entre os resultados.

6.1 Contribuicoes

O modelo matematico foi desenvolvido para escoamento em regime per-
manente, bidimensional e incompressivel. As equacoes governantes foram discreti-
zadas em diferencas finitas, o que gerou sistemas de equagoes lineares que foram
resolvidas pelo método iterativo de Gauss Seidel e acelerou-se a convergéncia pelo

método SOR, para as equacoes da quantidade de movimento, pressao e concentragao.
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Uma das contribuicoes desta pesquisa foi a obtencao da solugao analitica
da concentracao do poluente, com termo fonte constante e uma das condigoes de con-
torno nao homogénea e descontinua. Outra contribuigao foi obter o modelo numérico
para o espalhamento de poluente na agua baseado nas equacgoes governantes do es-

coamento do fluido e com a equacao de concentracao das espécies.

6.2 Sugestoes para Trabalhos Futuros

Para que o modelo seja mais realistico, faz-se necessario considerar o
caso turbulento, pois é o tipo de movimentacao que tem a agua ou ar, além de con-
siderar a terceira dimensao. Outra proposta seria considerar o caso de um canal nao
limitado no eixo ¥y, podendo-se extender o modelo para o caso de rios, lagos e mares.
Também se poderia trabalhar no regime nao permanente, como foi mencionado na
motivacao, em situacoes onde a previsao da dispersao do poluente é crucial para a

tomada de decisoes eficazes e rapidas.
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