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RESUMO
Neste estudo, 
onsideramos um problema transiente de �uxo unidimensional verti
al deágua em meio poroso insaturado, modelado pela equação Ri
hards não-linear. As relações
onstitutivas de Van Genu
hten são empregadas para representar a 
apa
idade hidráuli
a ea 
ondutividade. A fórmula da solução é otimizada e avaliada usando a equação governanteem um 
ritério de auto
onsistente. Os resultados são apresentados para alguns tipos de soloe seus parâmetros rela
ionados, que são men
ionados em literatura.Palavras-
have: Equação de Ri
hards; De
omposição Adomian; Aproximantes Padé; Otimi-zação não-linear.

iv



ABSTRACT
In this study, we 
onsider a transient verti
al one-dimensional �ow problem of water in unsa-turated porous media, modelled by the non-linear Ri
hards equation. Constitutive relationsof Van Genu
hten are employed to represent the hydrauli
 
apa
ity and 
ondu
tivity. The so-lution formula is optimized and evaluated using the governing equation for a self-
onsisten
y
riterion. The results are presented for some soil types and its related soil parameters, thatare reported in the literature.Keywords: Ri
hards equation; Adomian de
omposition; Padé approximants; Nonlinear op-timization.
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11 INTRODUÇ�OO estudo do movimento da água em zonas saturadas e não saturadas é importanteem diversos 
ampos da 
iên
ia, 
omo agri
ultura, hidrologia e vários ramos da engenharia.Simulações de in�ltração e movimento da água no solo surgem 
omo uma medida preventiva,tanto para o 
ontrole da ação destrutiva da água em fundações, barragens e pavimentos,
omo para prever o es
oamento e transporte de poluentes. Também 
omo objetivo protegeros lençóis d'água subterrâneos, que são importantes fontes de 
aptação de água para 
onsumoe irrigação de áreas produtivas.Os modelos e simulações matemáti
as são de suma importân
ia nos estudos sobreo 
ontrole do movimento de águas subterrâneas, pois esses podem reduzir o tempo e osre
ursos exigidos pelos testes em 
ampo ou em laboratórios. A ne
essidade desses modelostambém se justi�
a pelo interesse de avaliar os efeitos de medidas de gestão de água, 
omoa drenagem do solo, irrigação e subirrigação, planos para abaste
imento de água e equilíbrioda produção agrí
ola. Na engenharia 
ivil, a estimativa de in�ltração através de barragens eperdas por in�ltração pode também ser uma apli
ação para essas simulações. A saturação dosolo sob pavimentos de rolagem, a drenagem em regiões alagadas ou fundações, avaliação deperdas em reservatórios de a
umulação por in�ltração do solo, assim 
omo, a 
ontaminaçãode lençóis subterrâneos por utilização de defensivos agrí
olas e reservatório de material tóxi
otambém podem ser 
itados 
omo exemplos dessas simulações.1.1 Condições de modelagemA modelagem matemáti
a de fen�menos físi
os geralmente 
onduz a equações di-feren
iais par
iais não lineares. Em problemas de in�ltração, os parâmetros solo-água sãofunções fortemente não lineares de vaárias variáveis dependentes. Com isso, soluções analí-ti
as são extremamente difí
eis de serem en
ontradas. Por 
onsequên
ia, modelos numéri
ossão os mais usados no tema. É importante, também, 
onsiderar as observações de 
ampo,pois estas são ne
essárias para identi�
ação de relações 
onstitutivas que também regem ofen�meno. Basi
amente, os modelos mais 
onhe
idos que rela
ionam os parâmetros solo-água, são os modelos de: Gardner, 1958, Brooks e Corey, 1964 e o de Genu
hten, 1980.Em geral o movimento de um �uido em meio não saturado é determinado mediante



2o uso de métodos numéri
os devido a grande di�
uldade na obtenção de soluções analíti-
as. Embora os modelos numéri
os sejam ferramentas poderosas em problemas não lineares,soluções analíti
as permitem identi�
ar relações entre as variáveis, realizar aproximações esimpli�
ações, e podem ser utilizadas também para avaliar a pre
isão de soluções numéri
as.Infelizmente, soluções analíti
as são obtidas apenas para 
asos espe
iais de 
orrelações, porexemplo, na relação de Gardner em que a 
ondutividade hidráuli
a varia exponen
ialmente
om os efeitos da 
apilaridade K(ψ) = Kse
αψ onde α é um parâmetro do solo. Assumindoesta 
orrelação, a linearização é feita através da tranformada de Kir
hho� e a equação resul-tante pode ser resolvida por té
ni
as 
omo transformada de Lapla
e, funções de Green ouseparação de variáveis. Seguindo essa linha de resolução podemos 
itar Lomen e Warri
k,1978, Sander et al., 1988, Srivastava e Yeh, 1991, Basha, 1999, Chen et al., 2001 e Basha,2002. No entanto, a maioria dessas soluções é limitada a 
asos 
om 
ondição ini
ial uni-forme e domínio in�nito. Além disso, estão fadadas a 
onsiderações restritas quanto ainformações sobre a difusividade da água.O modelo de Van Genu
hten, que será visto em detalhes no 
apítulo 3, ofere
eresultados mais satisfatórios do que os outros quando 
omparados 
om dados experimentais[Nasseri et al., 2010℄. Porém, devido a sua forma fun
ional, um grande número das soluçõesanalíti
as tem sua apli
abilidade limitada para este modelo. Assim, para uma análise maisgeral é ne
essário re
orrer aos modelos numéri
os.1.2 Objetivos do trabalhoO objetivo 
entral deste trabalho, é ofere
er uma solução para um problema de�uxo unidimensional e transiente de água em meio não saturado. São empregadas as re-lações 
onstitutivas de Van Genu
hten e ini
ialmente desenvolvido um método híbrido deaproximantes Padé e de
omposição de Adomian. O método de Adomian bus
a obter so-luções de representação analíti
a, para problemas de 
lasse não linear sem ne
essidade delinearização, perturbação ou modelos de dis
retização.A ideia por trás do pro
edimento de Adomian é de
ompor a solução em uma sérieque permite 
onvergir em pou
os passos re
ursivos. Exemplos de soluções por de
omposiçãopara problemas de �uxo não saturado podem ser en
ontrados na literatura. Em [Serrano,



31998℄ os autores utilizaram relações exponen
iais entre os parâmetros solo-água para proversolução por de
omposição para os 
asos unidimensionais verti
al e horizontal, e desta
amque estas relações não são válidas para o 
aso de solo muito se
o. A difusividade 
omouma função potên
ia foi usada por Pamuk, 2005, 2006 para determinar o �uxo horizontalusando de
omposição: a solução obtida é requerida 
om apenas pou
os termos. O modelode Brooks-Corey, em forma de potên
ia, foi implementado por Nasseri et al., 2008 usandoo método de de
omposição e tomando 
omo ini
ialização de re
ursão uma solução da formaTraveling Wave. No entanto, não são en
ontradas na literatura soluções por de
omposiçãopara o 
aso geral de relações de parâmetros solo-água ou 
om relações Van Genu
hten.Contudo, em espe
í�
o é visto que o método de Adomian é limitado para umasituação generalizada e em virtude dessa limitação, é apresentado uma solução fun
ionalparametrizada, onde o 
onjuto de parâmetros é ajustado via mínimos quadrados e métodode Newton Raphson não linear. Para avaliar a universalidade da solução, são apresentadosresultados para texturas típi
as do solo en
ontradas na literatura, quali�
ados por um testede auto 
onsistên
ia, e 
omparados 
om resultados numéri
os.1.3 Estrutura da metodologiaA estrutura do texto está 
on�gurada da forma: o 
apítulo 2 trata de 
onsideraçõesini
iais e grandezas físi
as; a formulação matemáti
a da equação governante está presente no
apítulo 3; o 
apítulo 4 aborda os aproximantes Padé, suas de�nições e uma apli
ação nostermos de 
ondutividade hidráuli
a e 
apa
idade hídri
a, assim 
omo uma 
omparação 
omas expressões originais; o 
apítulo 5 exibe uma análise do modelo híbrido de de
omposiçãoAdomian e aproximantes Padé; já no 
apítulo 6 é abordado um estudo sobre o per�l dasolução da equação de Ri
hards e no 
apítulo 7 é apresentada a metodologia de 
onstrução dasolução fun
ional apli
ada a testes numéri
os; por �m, são apresentadas algumas 
on
lusões.



42 NOÇÕES BÁSICAS2.1 Considerações Ini
iaisConsidera-se meio poroso, simplesmente, 
omo um meio 
on�gurado por des
on-tinuidades em seu interior, que podem ser distribuídas de maneiras diversas segundo suafrequên
ia, forma e dimensão. Essas des
ontinuidades são generi
amente denominadas porvazios ou poros. A região não o
upada pela parte sólida, 
onsiste de poros inter
one
tadose re
ebe o nome de espaço poroso.Imaginemos a situação em que o espaço poroso esteja totalmente 
heio de �uido,nesse 
aso é dito ser um meio saturado. Quando a �uido em um meio poroso é drenado,ar deve entrar para substituí-lo no espaço poroso, resultando em um meio não saturado.Portanto, um meio não saturado, é aquele 
ujo espaço poroso é par
ialmente 
heio de �uidoe par
ialmente 
heio de ar. Um meio poroso o
upado por matérias em fase líquida e em fasegasosa, determina, assim, um sistema trifási
o, 
om a 
oexistên
ia dessas três fases, 
omopode ser visto na Figura 2.1 que mostra, de forma esquemáti
a, 
omo a água é retida noarranjo poroso após a drenagem. Basi
amente, pode-se dizer que há dois tipos prin
ipais deforças que operam na matriz do meio para a retenção do �uido: as forças 
apilares e as forçasde adsorção às quais, juntas, 
hamaremos de forças mátri
as e que dão origem ao poten
ialmátri
o.

Figura 2.1 � Meio poroso 
ara
terísti
o.



5O estado físi
o do meio está sujeito a modi�
ações devido a variações, no tempoe/ou no espaço, das tensões atuantes no sistema. Além disso, o movimento da fase líquidano meio pode 
arregar algum material sólido, perten
ente ou não ao meio poroso.Um meio poroso é dito permeável quando permite o transporte de �uido formando
anais que atravessam o meio geológi
o.2.2 Es
ala de observaçãoDevido às irregularidades na distribuição dos vazios e das variações de dimensão eforma, formulações teóri
as em mi
roes
ala são desfavoráveis. Uma forma de 
ontornar oproblema é apli
ar os prin
ípios físi
os e matemáti
os em termos de análise em ma
roes
ala.A Figura (2.2) mostra a transição do meio em mi
roes
ala para uma representação 
ontínuaem ma
roes
ala. Note que, se 
onsiderar um volume V 
om 
ontorno ∂V , em análise mi-
ros
ópi
a, pode-se observar em detalhes a distribuição das fases, por exemplo: o volume deágua Vw ⊂ V 
om 
ontorno ∂Vw ⊂ ∂V . Em análise ma
ros
ópi
a, as fases são substituídaspor superposições de 
ampos 
ontínuos.

Figura 2.2 � Transição para es
ala de representação 
ontínua.
Consequên
ias: as grandezas físi
as 
onstituem médias de seus valores em mi
roes-
ala; é utilizado um meio �
tí
io 
ontínuo 
om propriedades e grandezas físi
as expressaspor termos médios sujeita a uma variação 
ontínua para representar um meio permeáveldes
ontínuo.



62.3 Grandezas físi
as no es
oamento através de meios permeáveisA relação entre o volume de vazios e o volume total do sólido determina a porosidadedo meio, isto é, um índi
e que quanti�
a a fração do volume do meio o
upada pelos poros.Pode-se dizer que a porosidade esta inversamente rela
ionada 
om a densidade do meio. ouseja, quanto maior a densidade, menor a sua porosidade.Tal fator 
ontribui de forma direta para as grandezas que des
revem a transmissivi-dade do �uido, 
omo exemplo, a quantidade de �uido existente nos poros, que pode ser dadopela umidade volumétri
a θ, índi
e que quanti�
a quanto do volume de uma amostra domeio é volume do �uido. O 
onteúdo de �uido numa amostra muito se
a de um meio porosoé denominado umidade residual θr. Com base nisso, de�ne-se a umidade saturada θs 
omoo 
onteúdo de �uido em um meio em estado de saturação. Consequentemente, de�ne-se asaturação relativa efetiva Se 
omo a razão entre o 
onteúdo de �uido efetivo e o 
onteúdo de�uido de saturação efetiva, matemati
amente
Se(θ) =

θ − θr
θs − θr

(2.1)A taxa de transporte do �uido, de�nida pela vazão espe
í�
a −→q e a quantidade deenergia a
umulada por qualquer partí
ula �uida, seja em estado de repouso ou em movi-mento, re
ebe a denominação de poten
ial hidráuli
o (φ). Essa energia a
umulada é resul-tante de dois tipos de energia: a energia 
inéti
a referente ao 
ampo de velo
idade e a energiapoten
ial referente aos trabalhos realizados quanto a levar um volume ou massa in�nitesimala um estado 
onsiderado no solo.A energia 
inéti
a pode fa
ilmente ser desprezada quando 
omparada 
om a energiapoten
ial em es
oamentos lentos, 
omo o movimento de um �uido em meio poroso. A partirdaqui vamos nos referir a �uido e meio simplesmente por água e solo, respe
tivamente.Nos problemas de �uxo de água no solo, o poten
ial da água é geralmente denotadopor 
in
o 
omponentes. E o poten
ial total é dado pelo somatório dos seguintes poten
iais:
• Térmi
o: o
orre em pro
essos não isotérmi
os. A variação do poten
ial quími
o dasolução é devido apenas à diferença entre a temperatura da fase sólidos-solução-ar
onsiderada e a temperatura da fase padrão.
• Pressão: devido apenas à diferença entre a pressão externa que atua no sistema sólido-



7solução-ar, em fase 
onsiderada, e a pressão externa que atua na fase padrão;
• Osmóti
o: surge devido aos gradientes de 
on
entração de solutos na água do solo;
• Gravita
ional : está asso
iado ao 
ampo gravita
ional, pode ser entendida 
omo otrabalho para elevar uma partí
ula de uma 
ota arbitrária para uma 
ota qualquer;
• Matri
ial : devido a outros trabalhos referentes a interação água e matriz sólida do solo,por exemplo, forças 
oloidais, além de forças asso
iadas 
om a absorção e 
apilaridade,responsáveis pela retenção da água no solo.Vamos assumir que, neste estudo, os pro
essos que o
orrem no solo são de 
aráterisotérmi
o, logo o poten
ial térmi
o é desprezado. Com relação ao poten
ial osmóti
o, ossais que se movem até atingirem o estado de equilíbrio não 
ausam movimento signi�
ativona água, prin
ipalmente quando o teor de água no solo não for muito baixo, portanto estepoten
ial também é negligen
iado neste trabalho. No 
aso de meios não saturados e nãoexpansivos o poten
ial de pressão é nulo.O poten
ial gravita
ional pode ser expresso pela posição verti
al z. Assim o po-ten
ial total φ é representado apenas pela soma dos poten
iais matri
ial e gravita
ional,[Biassusi, 2001℄, ou seja,

φ = ψ + z, (2.2)na qual o poten
ial matri
ial será denotado, a partir daqui, por apenas ψ.2.4 Equação de Dar
yDurante um trabalho experimental, em 1856, o engenheiro fran
ês Henry Dar
yinvestigava o �uxo verti
al de água em um �ltro de areia homogêneo. A Figura(2.3) mostrauma ilustração do experimento.
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Figura 2.3 � Esboço esquemáti
o do experimento de Dar
y.
Deste experimento, Dar
y per
ebeu a existên
ia de uma dependên
ia prati
amentelinear entre a vazão Q, a área da se
ção transversal A, a diferença piezométri
a (h1 − h2) einversamente propor
ional ao 
omprimento do �ltro L.

Q = KA(h1 − h2)/L. (2.3)Esta é a famosa fórmula de Dar
y, onde K é uma 
onstante de propor
ionalidade, original-mente 
onhe
ido por 
oe�
iente de permeabilidade, referindo-se à fa
ilidade ofere
ida pelomeio permeável para o es
oamento. Suponha dois �ltros idênti
os, mas um 
om areia �na eoutro 
om areia grossa, a 
ondutividade hidráuli
a do �ltro de areia �na deve ser bem maiordo que o �ltro de areia grossa, isto é, sob 
ondição de saturação, a areia grossa deve 
onduzirmais fa
ilmente o líquido do que a �na.A lei de Dar
y foi derivada experimentalmente para um �uxo unidimensional. Parauma situação tridimensional, 
onsiderando que a 
arga piezométri
a é igual ao poten
ial



9total da solução φ, a lei é formulada pela seguinte generalização formal
−→q = −K∇φ, (2.4)onde −→q (= Q/A) é o vetor de �uxo espe
í�
o 
om 
omponentes qx, qy, qz nas direções das
omponentes 
artesianas x, z, y e ∇φ é o gradiente hidráuli
o. Fisi
amente, este gradienterepresenta a força que atua na unidade de massa (ou volume) de solução fazendo-a mover.Note que, o sinal negativo da Equação (2.4) refere que o �uxo se dá em direção a umde
rés
imo do poten
ial hidráuli
o.Para es
oamentos lentos, a lei de Dar
y prevale
e satisfatoriamente. Segundo Harr,1964, esta lei pode ser apli
ável para a maioria dos 
asos em 
ondições de es
oamentosexistentes no solo pois, em meios porosos as forças vis
osas dominam sobre as forças deinér
ia, Re < 1 (es
oamento laminar).



103 FORMULAÇ�O MATEMÁTICAA des
rição matemáti
a do �uxo em um meio não saturado é estabele
ia a partirda equação de Dar
y-Bu
kingham e a equação da 
ontinuidade.3.1 Equação de Dar
y-Bu
kinghamA lei de Dar
y foi originalmente estabele
ida para solos saturados, ou seja, umlíquido que satura um meio poroso. Porém para um meio em situação de não saturação,foi apresentado por Bu
kingham apenas em 1907. Mesmo o trabalho de Bu
kingham sendo
ontestado na épo
a, segundo Libardi, 2005, Ri
hards, 1928 rede�niu alguns termos e 
hegouna seguinte expressão
−→q = −K(θ)∇φ (3.1)esta relação hoje é 
onhe
ida 
omo a equação de Dar
y-Bu
kingham. Nessa situação, a
ondutividade hidráuli
a torna-se uma função do fator de umidade. Quanto maior θ, maior

K. Assim, quando o volume de água o
upa toda a região porosa, o valor de K atinge seumáximo, um valor 
onstante é simbolizado por Ks.Note que a Equação (2.4) é um 
aso parti
ular da Equação (3.1) para a 
ondiçãode solo saturado. Além disso, a Equação de Dar
y-Bu
kingham impli
a isotropia do solonão saturado 
om relação a K(θ), esta equação ainda assim possui grande 
omplexidadematemáti
a devido a não linearidade presente na 
ondutividade hidráuli
a.3.2 Equação da ContinuidadeComo observado, a Equação de Dar
y-Bu
kingham é estabele
ida para 
ondição deregime esta
ionário ou equilíbrio dinâmi
o. No entanto, a maioria das situações na naturezaestão em regime transiente e para des
revê-las anexamos a equação da 
ontinuidade, a qualé formulada a partir do prin
ípio de 
onservação de massa. Matemati
amente, o prin
ípio de
onservação de massa, estabele
e que não pode haver nem 
riação nem destruição de massa.Considera-se o balanço de massa no seguinte volume de 
ontrole, 
onforme a Figura3.1.
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Figura 3.1 � Elemento de volume de solo, através do qual a soluçãoesta �uindo na direção z.
Para a direção y, o �uxo de massa que entra no volume de 
ontrole é dado por

ρqydxdz, (3.2)e o �uxo de massa que sai do elemento através da fa
e oposta é des
rito por
(

ρqy +
∂(ρqy)

∂y
dy

)

dxdz, (3.3)o ganho de �uido ao longo do tempo na direção y resulta em
ρqydxdzdt−

(

ρqy +
∂(ρqy)

∂y
dy

)

dxdzdt = −∂(ρqy)
∂y

dV dt. (3.4)De forma análoga, os ganhos para as outras direções são
− ∂(ρqx)

∂x
dV dt (3.5)

− ∂(ρqz)

∂z
dV dt, (3.6)



12o ganho total da solução no elemento de volume é dado por
∂mf

∂t
dt = −−→∇(ρ−→q )dV dt. (3.7)Como, a massa do �uido em solo não saturado é dado por
mf = ρθdV, (3.8)na qual θ é o fator de umidade, então substituindo a Equação (3.8) na Equação (3.7) resultaem

∂(ρθdV )

∂t
= −−→∇(ρ−→q )dV. (3.9)Logo, para es
oamentos de �uido in
ompressível em meio não expansivo, segue que

∂θ

∂t
= −−→∇−→q (3.10)que é 
hamada de equação da 
ontinuidade para a solução no solo.3.3 Equação governante do �uxo não saturadoCombinando a Equação de Dar
y-Bu
kingham (3.1) 
om a Equação da 
ontinuidade(3.10) resulta em

∂θ

∂t
=

−→∇[K(θ)∇φ]. (3.11)O poten
ial hidráuli
o (= ψ + z), pode ser substituido na equação a
ima obtendo
∂θ

∂t
=

−→∇[K(θ)∇(ψ + z)] (3.12)ou
∂θ

∂t
=

−→∇[K(θ)∇ψ] + ∂K(θ)

∂z
. (3.13)A relação entre ψ e θ, entretanto, não é úni
a, pois, a 
urva oriunda do pro
esso dedrenagem pode ser diferente daquela resultante do pro
esso de umede
imento. Ao fen�menoque origina a obtenção de distintas 
urvas 
ara
terísti
as desses pro
essos, não superpostas,



13dá-se o nome de histerese. Nesta formulação é desprezada a existên
ia deste fen�meno, logoos parâmetros K e θ podem ser expressos por função do poten
ial matri
ial, [Wendland,1991℄. Assim, a Equação (3.13) pode ser es
rita 
omo
dθ

dψ

∂ψ

∂t
=

−→∇ [K(ψ)∇ψ] + dK(ψ)

dψ

∂ψ

∂z
. (3.14)De�nindo a 
apa
idade hidráuli
a 
omo

C(ψ) =
dθ

dψ
(3.15)tem-se

C(ψ)
∂ψ

∂t
=

−→∇ [K(ψ)∇ψ] + dK(ψ)

dψ

∂ψ

∂z
, (3.16)na qual, a Equação (3.16) é 
onhe
ida 
omo a Equação de Ri
hards (em base de ψ) e é aequação diferen
ial geral que des
reve matemati
amente o movimento da solução em meiosisotrópi
os 
om relação a K(θ).De�nindo o 
oe�
iente de difusão ou difusividade hidráuli
a 
omo

D(θ) = K(θ)
dψ

dθ
(3.17)e inserindo-o na Equação (3.13), segue a equação na base θ

∂θ

∂t
=

−→∇ [D(θ)∇θ] + ∂K(θ)

∂z
. (3.18)Também é 
onhe
ido em literatura a equação na forma mista

∂θ

∂t
=

−→∇[K(ψ)∇ψ] + dK(ψ)

dψ

∂ψ

∂z
. (3.19)As equações a
ima regem o movimento da água em solo não saturado e emboratodas demonstrem semelhança, a equação de Ri
hards na base-ψ pode ser apli
ada em todoo domínio, até mesmo para zonas saturadas e não saturadas distintas.



143.4 Modelo de Van Genu
htenA equação de Ri
hards ne
essita de relações adi
ionais tal que o sistema possa ser re-solvido 
om solução úni
a para ψ. As des
rições paramétri
as de θ(ψ) e K(ψ ou θ) são usadaspara estimar as propriedades hidráuli
as da iteração solo-água e sem estas relações os resul-tados numéri
os não seriam possíveis. Mualen, 1976 derivou um modelo de 
ondutividadehidráuli
a fun
ional a partir da 
urva de retenção do solo. A utilidade deste modelo atribuiao fato de que a 
ondutividade é extremamente difí
il de ser medida. Por 
onsequên
ia estemodelo foi usado em parametrizações 
omo de Van Genu
hten e de Brooks-Corey.O modelo de Brooks-Corey segue um modelo de potên
ia que introduz um valorde�nido de entrada de ar, que é asso
iado 
om a dimensão dos maiores poros, a
ima dessevalor o solo é saturado. O modelo 
lássi
o de Van Genu
hten des
reve uma função semo valor de entrada de ar. No entanto, a validade do modelo 
lássi
o de Van Genu
htenfoi dis
utida por Fuertes et al., 1992. Eles mostraram que as 
urvas podem ser sensíveisaos parâmetros de ajuste 
om 
onsequên
ias desfavoráveis para o desempenho de soluçõesnuméri
as. Em [Vogel et al., 2001℄ foi apresentado um modelo modi�
ado de Van Genu
htenque in
orpora um valor de entrada de ar. Isto resultou em melhores previsões em 
ontraste
om a 
lássi
a versão do modelo para solos de textura �na. O modelo modi�
ado de VanGenu
hten, hoje, é um dos modelos mais utilizados para estimar os parâmetros hidráuli
os.No modelo de Mualem (1976) é assumido que os poros são interligados 
om um
omprimento propor
ional ao raio. Cada poro 
umpre a Lei de Poiseuille, o fator de tortu-osidade é um fator que representa a 
orrelação par
ial de poros 
om diferentes raios a umaumidade de água que pode ser representada por uma função potên
ia da saturação efetiva.A permeabilidade relativa é dada pela seguinte formula:
K(Se) = Sτe

[∫ Se

0
1

ψ(S)
dS

∫ 1

0
1

ψ(S)
dS

]2

. (3.20)onde Se(θ) = (θ − θr)/(θs − θr). A di�
uldade deste modelo é 
al
ular a integral
∫ Se

0

1

ψ(S)
dS = −

∫ ∞

ψ(Se)

1

ψ(S)

dS

dψ
dψ (3.21)A Equação (3.20) foi derivada da lei de Poiseuille e resulta que a 
ondutividade



15relativa é dominada pelos poros maiores. Portanto, a parametrização da 
urva de retençãodeve tomar 
uidado para que os poros arbitrariamente grandes não representem o solo real.Se o valor de entrada de ar não for introduzido no modelo, deve então garantir que dS/dψdes
res
e mais rápido do que o aumento de 1/ψ para ψ → 0.O modelo 
lássi
o de Van Genu
hten pode resolver analiti
amente o modelo deMualen. Na literatura o modelo de Van Genu
hten é muitas vezes 
itado 
omo Genu
hten-Mualen. A saturação efetiva é des
rita na forma:
Se = [1 + (αψ)n]−m (3.22)

n,m e α são parâmetros que serão ajustados. Inserindo a inversão da Equação(3.22) naEquação (3.21) a integral pode ser resolvida adotando m = 1− 1/n 
om resultado
∫ Se

0

1

ψ(S)
dS = 1− (1− S1/m

e )m (3.23)A 
ondutividade é dada por
K(Se) = Sτe [1− (1− S1/m

e )m]2 (3.24)Como este modelo não introduz o valor de entrada de ar, para
dS

dψ
= −αmn(αψ)n−1[1 + (αψ)n]−(m+1) (3.25)de
res
er mais rápido do que o aumento de 1/ψ quando ψ → 0 deve se 
onsiderar 
omo
ritério n > 2. Então 
on
lui-se que o valor de entrada de ar é obrigatório para n < 2.Um modelo modi�
ado de Van Genu
hten in
luindo o valor de entrada de ar foiderivado por Vogel et al., 2001; Mar
el e Van Genu
hten, 2005. Os autores introduziramuma 
apilaridade pequena ψs e um parâmetro θm > θs sem signi�
ado físi
o. O modelomodi�
ado para a 
urva de retenção é dado 
omo:







θ(ψ) = θr +
θm−θr

(1+|αψ|n)m
ψ < ψs

θs ψ ≥ ψs
(3.26)onde θm = θr+(θs−θr)(1+ |αψs|n)m. Combinando a Equação (3.26) 
om a Equação (3.24),



16logo a 
ondutividade do modelo modi�
ado é es
rita 
omo






K(Se) = KsS
τ
e

[
1−F (Se)
1−F (1)

]2

ψ < ψs

Ks ψ ≥ ψs
(3.27)onde F (Se) = [1 − (Se)

1/m]m e Ks é a medida da 
ondutividade (m/s) em estado saturado.Vogel et al.(2001) sugeriram usar ψs aproximadamente −1
m ou −2
m e Mar
el e VanGenu
hten(2005) otmizaram o valor para −4
m, os autores também 
on
luíram que ψstambém pode ser usado 
omo um parâmetro de ajuste ad
ional. Para uma revisão detalhadado dis
utido a
ima ver [Ippis
h et al., 2006℄.É importante desta
ar que os parâmetros da iteração solo-água são os termos quede�nem a não linearidade da equação de Ri
hards e é visto pela Equa ção 3.26 e Equa ção 3.27que a não linearidade é o ponto prin
ipal desta formulação. Com isso, embora o modelo deVan Genu
hten seja muito utilizado em simulações numéri
as, devido a sua 
omplexidade naforma fun
ional os pro
edimentos algébri
os são di�
ultados tornando assim raras as soluçõesanalíti
as. No próximo 
apítulo, os termos C(ψ) e K(ψ) são aproximados via aproximantesPadé. Originalmente estes aproximantes são 
onhe
idos 
omo a
eleradores de 
onvergên
iae neste trabalho também são usados 
omo uma ferramenta para tornar o modelo, do pontode vista algébri
o, mais tratável. É importante desta
ar que os parâmetros, são relaçõesfenomenológi
as, então a representação por aproximantes Padé pode ser utilizada sem perdasde generalidade no problema.



174 APROXIMANTES FUNCIONAL PADÉO estudo de aproximantes Padé é, simultaneamente, um tópi
o em teoria de a-proximação matemáti
a e teoria de função analíti
a, o qual possui grande apli
abilidadeem problemas de modelagem matemáti
a sendo muito utilizado também em abordagens naengenharia.Um aproximante Padé é a razão entre dois polin�mios 
onstruídos a partir dos
oe�
ientes de uma expansão em séries de potên
ias, 
omo por exemplo a série de Taylor,de uma dada função, ou seja, é um 
aso parti
ular de aproximação ra
ional. No ponto devista matemáti
o, o aproximante Padé [m/n]f(x) de uma função f(x) é de�nido da seguinteforma:
[m/n]f(x) = pm(x)/qn(x), (4.1)onde pm(x) é um polin�mio de grau máximo m e qn(x) é um polin�mio de grau máximo n.Considere f(x) em sua representação formal em série de potên
ias:

f(x) =

∞∑

k=0

fkx
k. (4.2)Os 
oe�
ientes de pm(x) e qn(x) são determinados a partir da 
ondição

f(x)− pm(x)/qn(x) = O(xm+n+1). (4.3)Essa equação equivale a
pm(0)/qn(0) = f(0),

dk

dxk
(pm(x)/qn(x))

∣
∣
∣
x=0

=
dk

dxk
f(x)

∣
∣
∣
x=0

k = 1, 2, . . . , m+ n.(4.4)Estas 
ondições garantem que a função f(x) e o aproximante Padé [m/n]f(x) diferemapenas para termos de ordem xm+n+1. Se es
rever os polin�mios pm(x) e qn(x) na forma:
pm(x) = p0 + p1x+ . . .+ pmx

m

qn(x) = q0 + q1x+ . . .+ qnx
n (4.5)e 
onsiderar, sem perda de generalidade, q0 = 1, então pode-se multipli
ar a Equação (4.3)



18pelo polin�mio qn(x). Es
revendo a Equação (4.3) na forma de um sistema de equações,para determinar os 
oe�
ientes do aproximante Padé, tem-se
n∑

j=0

qjfm−j+k = 0 k = 1, . . . , n

k∑

j=0

qjfk−j = pk k = 0, . . . , m (4.6)onde de�ne-se
fk ≡ 0 se k < 0 e qj ≡ 0 se j > n. (4.7)Dessa forma, se o sistema obtido admitir solução úni
a, o aproximante Padé existee é úni
o [Baker, 1975℄. Se x é uma função do tempo, x(t), então a aproximação [m/n]f(x(t))é dita 
omo aproximante fun
ional de Padé.Frequentemente, as séries de Taylor podem apresentar algumas di�
uldades. Muitasvezes, a 
onvergên
ia é extremamente lenta, ou então, o seu raio de 
onvergên
ia não englobaregiões de interesse parti
ular do problema que está sendo estudado. Pode-se, até mesmo,a�rmar que o método de aproximantes Padé é, em muitos sentidos, superior ao método
lássi
o de aproximação por séries de Taylor, pois, sendo uma função ra
ional é muito maisri
a analiti
amente do que as funções polinomiais resultantes de trun
amentos su
essivosdas séries de Taylor. Além disso, as aproximações por Taylor são 
asos parti
ulares dosaproximantes de Padé. Note que, os aproximantes [m/n]f(x) 
om n = 0 
oin
idem 
om assomas par
iais da série de Taylor até o termo fmxm.Neste ponto, os aproximantes fun
ionais de Padé apli
ados aos termos de 
orrelaçãosão usados 
omo a
eleradores de 
onvergên
ia além de simpli�
ar os pro
edimentos algé-bri
os. Assume-se, então, a 
ondutividade hidráuli
a e a 
apa
idade hídri
a, 
omo funçõesra
ionais via té
ni
a Padé. Cabe salientar que para esse 
aso, as aproximações Padé são de
lasse fun
ional, uma vez que o poten
ial ψ é uma grandeza que varia no espaço e no tempo.Assim, o domínio de interesse refere-se à imagem de ψ.A 
on�abilidade do uso Padé aproximado aos parâmetros fun
ionais C(ψ) e K(ψ)é testada gra�
amente para um domínio ψ sobre o intervalo de [−10m, 0m]. Devido ao
omportamento assintóti
o das relações assume-se que os aproximantes fu
ionais de Padé



19Aproximantes Padésolo arenoso
[2/4]C(ψ) =

0.000952717(ψ+3.9)2−0.0107297(ψ+3.9)+0.0261488
0.000652222(ψ+3.9)4−0.00465977(ψ+3.9)3+0.0542063(ψ+3.9)2−0.178923(ψ+3.9)+1

[1/4]K(ψ) =
0.00771076−0.00203877(ψ+0.9)

0.00432321(ψ+0.9)4−0.0205561(ψ+0.9)3+0.0961195(ψ+0.9)2−0.393598(ψ+0.9)+1solo areia barrenta
[2/4]C(ψ) =

0.000523127(ψ+3.9)2−0.00650832(ψ+3.9)+0.0170635
0.000230777(ψ+3.9)4−0.0031826(ψ+3.9)3+0.0376573(ψ+3.9)2−0.201749(ψ+3.9)+1.

[1/4]K(ψ) =
0.00356859−0.00174099(ψ+0.9)

0.00427702(ψ+0.9)4−0.0291442(ψ+0.9)3+0.146919(ψ+0.9)2−0.675553(ψ+0.9)+1solo barro arenoso
[m/n]C(ψ) =

0.000801266(ψ+1.7)2−0.00345719(ψ+1.7)+0.00357504
0.000136824(ψ+1.7)4−0.00324243(ψ+1.7)3+0.0320935(ψ+1.7)2−0.476186(ψ+1.7)+1

[m/n]K(ψ) =
0.00101425−0.000773792(ψ+0.9)

0.0016769(ψ+0.9)4−0.0173917(ψ+0.9)3+0.168579(ψ+0.9)2−0.961621(ψ+0.9)+1solo barrento
[2/4]C(ψ) =

2.3489121073268633×10−6 (ψ+20)2−0.000196266(ψ+20)+0.00311967
1.170778583384×10−7(ψ+20)4−0.0000314713(ψ+20)3+0.00223392(ψ+20)2−0.0746217(ψ+20)+1

[1/4]K(ψ) =
0.000180679−0.0000752638(ψ+1.7)

0.000192533(ψ+1.7)4−0.00249343(ψ+1.7)3+0.0712967(ψ+1.7)2−0.589744(ψ+1.7)+1solo siltoso
[2/4]C(ψ) =

1.5579750235590666×10−6 (ψ+20)2−0.0000937536(ψ+20)+0.00129876
3.413798909350167×10−8 (ψ+20)4−0.0000137408(ψ+20)3+0.00147198(ψ+20)2−0.0687814(ψ+20)+1

[1/4]K(ψ) =
0.0000376839−0.0000159835(ψ+1.7)

0.000178271(ψ+1.7)4+0.000386719(ψ+1.7)3+0.0546464(ψ+1.7)2−0.57915(ψ+1.7)+1Tabela 4.1 � Aproximantes Padé para 
asos típi
os de textura desolodevem 
onter o polin�mio de maior grau no denominador e para minimizar a ordem dospolin�mios pode-se deslo
ar o ponto de expansão, originalmente expandido no ponto zero.Com isso, a mais simples representação obtida para os parâmetros fun
ionais, para dozeformas típi
as de textura do solo representado na Tabela 7.1 pode ser dado por [1/3] e [2/4].Tabelas 4.1 - 4.2
Comparação 
om os per�s originais de 
ondutividade hidráuli
a e 
apa
idade hídri
aobtidos a partir dos modelos da Equação (3.26) e Equação (3.27) 
om as aproximações Padésão apresentadas nas Figuras 4.1 - 4.12 para doze formas típi
as de textura.As Figuras 4.1 a 4.12, mostram que as funções de Padé representam �elmente as
urvas de per�l do parâmetros fun
ionais de 
ondutividade hidráuli
a e 
apa
idade hídri
a.Também salienta novamente que, em vista de serem resultados de 
onsiderações fenome-nológi
as, a representação Padé pode ser utilizada sem nenhuma perda de generalidade noproblema.
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Aproximantes Padésolo barro siltoso

[2/4]C(ψ) =
1.8575066122271601×10−6 (ψ+20)2−0.000113178(ψ+20)+0.00157683

5.1913101680950193×10−8 (ψ+20)4−0.0000183955(ψ+20)3+0.00167921(ψ+20)2−0.0708878(ψ+20)+1

[1/4]K(ψ) =
0.0000703448−0.0000297192(ψ+1.7)

0.000170468(ψ+1.7)4−0.000132795(ψ+1.7)3+0.0584841(ψ+1.7)2−0.582386(ψ+1.7)+1solo barro argilo arenoso
[2/4]C(ψ) =

4.298719×10−7(ψ+32)2−0.0000751808(ψ+32)+0.00207225
1.87292384×10−8(ψ+32)4−0.0000130394(ψ+32)3+0.00151554(ψ+32)2−0.0653316(ψ+32)+1

[1/3]K(ψ) =
0.000150968−0.0000365673(ψ+2)

−0.00553862(ψ+2)3+0.0738525(ψ+2)2−0.499146(ψ+2)+1solo barro argiloso
[2/4]C(ψ) =

3.253728170278607×10−7 (ψ+32)2−0.0000382882(ψ+32)+0.000946619
6.718108317012353×10−9 (ψ+32)4−5.565202769914616×10−6 (ψ+32)3+0.000796428(ψ+32)2−0.0481028(ψ+32)+1

[1/3]K(ψ) =
0.0000293794−9.63564229561432×10−6 (ψ+2)

−0.000528738(ψ+2)3+0.0491036(ψ+2)2−0.502288(ψ+2)+1solo barro argilo siltoso
[2/4]C(ψ) =

1.9595162262281196×10−7 (ψ+32)2−0.00002007(ψ+32)+0.000464723
2.8841930424610443×10−9 (ψ+32)4−3.1439369257138816×10−6 (ψ+32)3+0.000612694(ψ+32)2−0.0450141(ψ+32)+1

[1/3]K(ψ) =
0.0000293794−9.63564229561432×10−6 (ψ+2)

−0.000528738(ψ+2)3+0.0491036(ψ+2)2−0.502288(ψ+2)+1solo argilo arenoso
[2/4]C(ψ) =

2.2952668689497738×10−7 (ψ+32)2−0.0000310358(ψ+32)+0.000817697
4.598927676259186×10−9 (ψ+32)4−5.875211436819801×10−6 (ψ+32)3+0.000893589(ψ+32)2−0.0515348(ψ+32)+1

[1/3]K(ψ) =
8.033886424290697×10−6−2.6488281232614177×10−6 (ψ+2)
−0.00155961(ψ+2)3+0.0706368(ψ+2)2−0.562761(ψ+2)+1solo argilo siltoso

[2/4]C(ψ) =
1.0241845652644266×10−7 (ψ+20)2−6.638418591900108×10−6 (ψ+20)+0.0000974695

3.433839175445241×10−9 (ψ+20)4−3.7302671731649587×10−6 (ψ+20)3+0.00115976(ψ+20)2−0.0680428(ψ+20)+1

[1/3]K(ψ) =
4.46383528×10−7−5.9415004×10−8(ψ+5)

9.04376603×10−6(ψ+5)3+0.00960054(ψ+5)2−0.222614(ψ+5)+1solo argiloso
[2/4]C(ψ) =

5.135387890×10−8(ψ+35)2−6.012368059408522×10−6 (ψ+35)+0.000157375
6.297415850971161×10−10 (ψ+35)4−1.996071602097677×10−6 (ψ+35)3+0.000518536(ψ+35)2−0.0423688(ψ+35)+1

[2/4]K(ψ) =
2.9562798696206264×10−8 (ψ+6)2−6.601190379906734×10−7 (ψ+6)+3.2320630508535436×10−6

5.437058377773786×10−6 (ψ+6)4−0.000789338(ψ+6)3+0.0267971(ψ+6)2−0.295469(ψ+6)+1Tabela 4.2 � Aproximantes Padé para 
asos típi
os de textura desolo
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Figura 4.1 � Padé fun
ional para K(ψ) e C(ψ) em um solo arenoso
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Figura 4.2 � Padé fun
ional para K(ψ) e C(ψ) em um solo areiabarrenta
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Figura 4.3 � Padé fun
ional para K(ψ) e C(ψ) em um solo barroarenoso
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Figura 4.4 � Padé fun
ional para K(ψ) e C(ψ) em um solo barrento
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Figura 4.5 � Padé fun
ional para K(ψ) e C(ψ) em um solo siltoso
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Figura 4.6 � Padé fun
ional para K(ψ) e C(ψ) em um solo barrosiltoso
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Figura 4.7 � Padé fun
ional para K(ψ) e C(ψ) em um solobarro-argilo-arenoso
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Figura 4.8 � Padé fun
ional para K(ψ) e C(ψ) em um solo barroargiloso
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Figura 4.9 � Padé fun
ional para K(ψ) e C(ψ) em um solobarro-argilo-siltoso
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Figura 4.10 � Padé fun
ional para K(ψ) e C(ψ) em um solo argiloarenoso
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Figura 4.11 � Padé fun
ional para K(ψ) e C(ψ) em um solo argilosiltoso
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Figura 4.12 � Padé fun
ional para K(ψ) e C(ψ) em um solo argiloso



335 MÉTODO DE DECOMPOSIÇ�O ADOMIANO método de de
omposição de Adomian, 1988 permite obter soluções de represen-tação analíti
a para problemas de 
lasse não linear, sem ne
essidade de aproximações, 
omopor exemplo, linearização, perturbação ou métodos de dis
retização. Pois, tais aproximaçõespodem 
onduzir a soluções �si
amente não realistas, e do ponto de vista matemáti
o, umproblema simpli�
ado pode não ser uma boa representação do problema real.Em geral, a solução é de
omposta em uma série in�nita de funções. O termo nãolinear é aproximado por um esquema re
ursivo, de�nido de a
ordo 
om a forma da nãolinearidade. Estando a solução aproximada por uma série in�nita, surge a ne
essidade dotrun
amento da série, em um número �nito de termos, 
omo solução práti
a. Com isso, avalidade do método �
a restrita ao raio de 
onvergên
ia da série. Salienta-se, ainda, que, umavez estabele
ida a 
onvergên
ia, a solução obtida é exata [Adomian, 1994℄. Por 
onseguinte,a grande di�
uldade reside na maneira de estabele
er a aproximação do termo não linear eprovar a 
onvergên
ia da série.Considere uma equação diferen
ial não linear
Ω[ψ] = 0. (5.1)Seguindo o pro
edimento de Adomian da maneira 
lássi
a, a Equação (5.1) pode serrees
rita 
omo uma equação diferen
ial, separando todos os termos dependentes de ψ 
omo

Ω[ψ] = ΩD[ψ] + ΩL[ψ] + ΩN [ψ], (5.2)na qual ΩL[ψ] refere-se aos termos lineares, ΩN [ψ] aos termos não lineares e ΩD[ψ] a derivadade maior ordem.Apli
ando o operador inverso Ω−1
D na Equação (5.2), tendo que a inversão de ΩD[ψ] ésimplesmente a integração do operador sobre um intervalo �nito, a Equação (5.2) é rees
rita
omo

ψ = −Ω−1
D ΩL[ψ]− Ω−1

D ΩN [ψ]. (5.3)



34De
ompondo a solução ψ a ser determinada por uma série de funções
ψ =

∞∑

i=0

ψi (5.4)e o termo não-linear é expresso em uma soma dos 
hamados polin�mios fun
ionais de Ado-mian
ΩN [ψ] =

∞∑

i=0

Ai. (5.5)Há diversas maneiras de obter esta solução aproximada em representação analíti
a,pois essas estão 
ondi
ionadas pelo modo de montar o esquema re
ursivo que é trun
ado em
n termos em An e n+ 1 termos em ψn. A ini
ialização é dada pela solução de um problemalinear 
om 
ondições de 
ontorno e o esquema re
ursivo é dado pelas soluções parti
ulares
om termo fonte obtido pelos termos não lineares, 
onhe
idos, dos passos anteriores.Se a iteração de�nir uma sequên
ia 
onvergente para ψ em todo seu domínio, entãoa solução é exata e é de�nida por

ψ = lim
n→∞

n∑

i=0

ψi. (5.6)Os termos An e ψn estão rela
ionados de tal maneira que a solução é dada porum pro
esso iterativo bem de�nido. Assim, rees
reve-se os termos não-lineares 
omo umaexpansão de um operador normal 
onvergente
ΩN [ψ] =

∞∑

n=0

An =

∞∑

n=0

1

n!

∂n(ΩN [ψ])

∂ψn

∣
∣
∣
∣
ψ=ψ0

︸ ︷︷ ︸

F
(n)
0

(
∞∑

m=1

ψm

)n

= lim
r→∞

∞∑

n=0

1

n!
F

(n)
0

∑

k1,··· ,kr
Σki=n

((
n

{ki}r1

) r∏

m=1

ψkmm

) (5.7)
= F

(0)
0 +

∞∑

n=1






F

(1)
0 ψn +

n∑

j=2

1

j!
F

(j)
0

∑

k1,··· ,kn−1

Σki=j

((
j

{ki}n−1
1

) n−1∏

m=1

ψkmm

)





Abreviando as notações para os termos derivados F (n)

0 , re�etindo a in�uên
ia dotermo fonte na solução ψ = ψ0 e os 
oe�
ientes multinomiais ( n
{ki}r1

)
=
(

n
k1,...,kr

)
= n!

k1!k2!...kr!
,
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om∑r
i=1 ki = n. Os polin�mios fun
ionais de Adomian são asso
iados da seguinte maneira:

A0 = F
(0)
0

A1 = F
(1)
0 ψ1

A2 = F
(1)
0 ψ2 +

1

2
F

(2)
0 ψ2

1... (5.8)
An = F

(1)
0 ψn +

n∑

j=2

1

j!
F

(j)
0

∑

k1,··· ,kn−1

Σki=j

((
j

{ki}n−1
1

) n−1∏

m=1

ψkmm

)

....Uma vez que as expressões analíti
as para ψi e An são determinadas, o esquemaa
ima permite resolver problemas não lineares sem a ne
essidade de aproximação ou linea-rização. Para o es
oamento unidimensional verti
al em solo não saturado:
C(ψ)

∂ψ

∂t
=

∂

∂z

[

K(ψ)

(
∂ψ

∂z
+ 1

)] (5.9)a ini
ialização da re
ursão pode ser obtida separando uma 
ontribuição 
onstante do termofun
ional 
omplementar, ou seja, fazendo C(ψ) = C+C(ψ) eK(ψ) = K+K(ψ) na qual C eKsão médias 
onstantes e C(ψ) e K(ψ) funções que des
revem informações referentes à evoluçãodo poten
ial mátri
o. Logo, substituindo estas relações na Equação (5.9) e agrupando ostermos lineares e não lineares
∂2ψ

∂z2
− C

K

∂ψ

∂t
=

1

K

[

C(ψ)∂ψ
∂t

− ∂

∂z

(

K(ψ)
∂ψ

∂z

)

− ∂K(ψ)

∂z

]

. (5.10)Dessa forma, o lado esquerdo da Equação (5.10) representa os termos lineares, quesão utilizados para en
ontrar o primeiro termo para a ini
ialização da re
ursividade que
onstitui a de
omposição. Já, o lado direito representa a não linearidade e, é utilizada
omo 
orreção no esquema re
ursivo de Adomian. Na Equação (5.10), desta
a-se a fortenão linearidade presente no fen�meno que �
a visível no momento que é separada da partelinear. Em frente ao termo de 
orreção, existe um fator de ampli�
ação 1/K̄, se K̄ é pequeno,então 1/K̄ torna-se um fator problemáti
o pois, atinge valores altos e 
ompromete a 
orreção



36independentemente do esquema espe
í�
o adotado para a determinação dos polin�mios deAdomian.Assim, no presente 
aso, o método de Adomian não é e�
az para 
orrigir umasolução ini
ial de uma equação diferen
ial linear, devido a uma não-linearidade dominantee divergên
ia resultante. A partir desses a
hados, os autores sugerem uma nova formulaçãopara a obtenção de uma solução, 
onstruído nos seguintes passos: a) determinação umasolução de ini
ialização aproximada parametrizada. b) otimização desta solução pela equaçãode Ri
hards. 
) avaliação por um teste de auto-
onsistên
ia.



376 ESTRUTURA DA SOLUÇ�O6.1 Evolução temporalNesta seção é feito um estudo sobre o 
omportamento da solução ao longo do tempo.Para esta análise podemos 
onsiderar algumas aproximações.As Figuras 4.1 - 4.12 mostram que embora tenhamos uma grande diferença de es
alaentre os parâmetros envolvidos no fen�meno, estes possuem 
omportamento 
onsideravel-mente monótono se tomarmos a região restringida ψ ∈ [−10m,−2m], então assumimos esteintervalo 
omo domínio de referên
ia e 
om isso aproximamos os parâmetros K(ψ) ≈ K,onde K é a 
onstante média do intervalo que pode ser 
al
ulada a partir da integral médiae C(ψ) por um modelo quadráti
o parametrizado tal que C(ψ) ≈ a(ψ + b)2 onde a e b sãoobtidos por ajuste de 
urva.Então a equação de Ri
hards é simpli�
ada pelas 
onsiderações a
ima tal que
a(ψ + b)2

∂ψ

∂t
= K

∂2ψ

∂z2
, (6.1)se 
onsiderarmos ϕ = ψ + b então a equação a
ima resulta que

aϕ2∂(ϕ− b)

∂t
= K

∂2(ϕ− b)

∂z2
, (6.2)logo

aϕ2∂ϕ

∂t
= K

∂2ϕ

∂z2
. (6.3)A equação a
ima admite solução Traveling Wave ϕ = (βz + αt); tal que, para β = 0 
orres-ponde à solução homogênea dependente apenas de t e para α = 0 uma solução esta
ionáriadependente apenas da profundidade.A solução da Equação (6.3) é apresentada por Polyanin e Zaitsev, 2003 pela formaimplí
ita da solução Traveling Wave.

λ2
∫

dϕ

F (ϕ) + C1

= t + λz + C2, (6.4)onde F (ϕ) = ∫ aϕ2

K
dϕ e λ, C1 e C2 são 
onstantes que devem ser determinadas pelas 
ondições



38do problema.Para determinar as 
onstantes, λ, C1 e C2, vamos utilizar as 
ondições de 
ontornoe ini
ial, mas devemos levar em 
onsideração que estamos resolvendo a equação para ϕ.E desta maneira, as 
onstantes são determinadas resolvendo o seguinte sistema im-plí
ito
λ2

(∫
dϕ

F (ϕ) + C1

)

ϕ=0

= λz + C2

λ2
(∫

dϕ

F (ϕ) + C1

)

ϕ=9,25

= t + C2

λ2
(∫

dϕ

F (ϕ) + C1

)

ϕ=0

= t− λ+ C2 (6.5)Devido ao 
aráter implí
ito das equações é ne
essário utilizar de pro
edimentositerativos para determinar as 
onstantes. A Figura 6.1 mostra o grá�
o em isolinhas dopoten
ial matri
ial agora φ em função do tempo e da profundidade (z).
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Figura 6.1 � Isolinhas do poten
ial ϕ.A Figura 6.1 mostra a saturação em isolinhas de ϕ. Podemos notar que a partir de
ϕ = 3m não há alteração signi�
ativa em ϕ. Neste momento o
orre a transição do pro
essotransiente para o esta
ionário, podemos dizer que ϕ = 3m é o limite do regime transiente.A solução da forma Traveling Wave é 
omum em problemas de in�ltração. EmZlotnik et al., 2007 os autores assumiram que a solução é da forma θ(x, t) = u(ξ) 
om
ξ = x + ct que de�ne uma relação linear entre as variáveis do problema. Isto tem 
omoresultado prin
ipal que a EDP original agora resulta em uma EDO baseada em u(ξ). Zlotnik



39et al(2007) resolveram a EDO por integração numéri
a 
om o intuito de ajudar na veri�
açãode soluções numéri
as do problema. Nasseri et al., 2010, 2012 sup�s que a solução da EDOresultante seria uma série de funções de tangentes hiperbóli
as e en
ontrou soluções emrepresentação analíti
a.Em todas as referên
ias 
itadas, a metodologia por Traveling Wave foi usada sempre
omo uma hipótese que tem por 
onsequên
ia transformar um problema de forte não linea-ridade e uma esquação diferen
ial linear. No presente trabalho, a Traveling Wave é apenasuma ferramenta para um problema auxiliar.6.2 Estrutura esta
ionáriaVamos 
onsiderar agora apenas a parte esta
ionária da equação de Ri
hards. Logo
0 =

∂

∂z

(

K(ψ)

[
∂ψ

∂z
+ 1

])

=
∂K(ψ)

∂z

[
∂ψ

∂z
+ 1

]

+K(ψ)
∂2ψ

∂z2

=
∂ lnK(ψ)

∂z

[
∂ψ

∂z
+ 1

]

+
∂2ψ

∂z2
(6.6)Neste momento vamos aproximar o termo de 
ondutividade hidráuli
a a uma funçãoexponen
ial da forma:

K(ψ) = ea(ψ−b)
2−c (6.7)onde a, b e c são os parâmetros que devem ser otimizados de maneira a aproximar a funçãoexponen
ial à expressão original.Podemos notar pelas Figuras 6.2 - 6.7 que o modelo quadráti
o possui pou
a di-ferença quando 
omparado ao modelo real. Esta diferença pode ser des
onsiderada, pois oobjetivo aqui é explorar apenas o 
omportamento da solução. Logo, substituindo K(ψ) pelaaproximação exponen
ial

0 =
∂

∂z
(a(ψ − b)2 − c)

(
∂ψ

∂z
+ 1

)

+
∂2ψ

∂z2
(6.8)

0 = a
∂

∂z
(ψ − b)2

(
∂ψ

∂z
+ 1

)

+
∂2ψ

∂z2
(6.9)
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Figura 6.2 � Aproximação ao termo de 
ondutividade hidráuli
apara ψ ≤ −2m. Solo arenoso (esquerda) e solo areiabarrenta (direita).
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Figura 6.3 � Aproximação ao termo de 
ondutividade hidráuli
apara ψ ≤ −2m. Solo barro arenoso (esquerda) e solobarrento (direita).
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Figura 6.4 � Aproximação ao termo de 
ondutividade hidráuli
apara ψ ≤ −2m. Solo siltoso (esquerda) e solo barrosiltoso (direita).
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Figura 6.5 � Aproximação ao termo de 
ondutividade hidráuli
apara ψ ≤ −2m. Solo barro-argilo-arenoso (esquerda) esolo barro argiloso (direita).
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Figura 6.6 � Aproximação ao termo de 
ondutividade hidráuli
apara ψ ≤ −2m. Solo barro-argilo-siltoso (esquerda) esolo argilo arenoso (direita).
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Figura 6.7 � Aproximação ao termo de 
ondutividade hidráuli
apara ψ ≤ −2m. Solo argilo siltoso (esquerda) e soloargiloso (direita).e, 
onsiderando o poten
ial matri
ial modi�
ado 
omo ϕ = ψ − b, temos que
0 = a

∂ϕ2

∂z

(
∂(ϕ + b)

∂z
+ 1

)

+
∂2(ϕ+ b)

∂z2

0 = a
∂ϕ2

∂z

(
∂ϕ

∂z
+ 1

)

+
∂2ϕ

∂z2

=
∂2ϕ

∂z2
+ a

∂ϕ2

∂z
︸ ︷︷ ︸

A

+ a
∂ϕ2

∂z

∂ϕ

∂z
︸ ︷︷ ︸

B

(6.10)A Equação (6.10) pode ser resolvida usando método re
ursivo, onde os termos de Asão utilizados para determinar a ini
ialização da re
ursão e os termos de B são 
onsiderados
omo 
orreção para as re
ursões seguintes. Logo, se supormos que φ0 é o primeiro termo dare
ursividade então φ0 é solução da seguinte equação
∂2ϕ0

∂z2
+ a

∂ϕ2
0

∂z
= 0 (6.11)ou seja

∂ϕ0

∂z
+ aϕ2

0 = 
onstante
︸ ︷︷ ︸

c1

∂ϕ0

∂z
= c1 − aϕ2

0 −→ −
∫

dφ

c1 − aϕ2
0

= −
∫

dz (6.12)



43logo arctanh(−ϕ0

√
a
c1

)

√
ac1

= −z + c2arctanh(−ϕ0

√
a

c1

)

= (−z + c2)(
√
ac1) (6.13)então a primeira 
ontribuição para o pro
esso re
ursivo é

ϕ0(z) = −
√
c1
a
tanh (

√
ac1(−z + c2)) (6.14)onde c1 e c2 são determinados a partir das 
ondições de 
ontorno. Para determinar

ϕ1 o termo B ini
ialmente negligen
iado agora é 
onsiderado 
omo fonte e assim ϕ1 é soluçãoda seguinte equação.
∂2ϕ1

∂z2
+ a

∂ϕ2
1

∂z
= −a∂ϕ

2
0

∂z

∂ϕ0

∂z
. (6.15)Sabemos que ϕ0 é a solução homogênea da Equação (6.15) logo a solução parti
ularé da forma ϕp = v(z)ϕ0 e v(z) é determinado 
omo segue

v′(z)ϕ0(z) = −a∂ϕ
2
0

∂z

∂ϕ0

∂z

v(z) =

∫ z

0

1

ϕ0(z′)

(

−a∂ϕ
2
0

∂z′
∂ϕ0

∂z′

)

dz′ (6.16)e, portanto,
ϕ1(z) = ϕ0 c3

︸︷︷︸

=0

+ϕ0(z)

∫ z

0

1

ϕ0(z′)

(

−a∂ϕ
2
0

∂z′
∂ϕ0

∂z′

)

dz′. (6.17)Neste 
aso, c3 = 0 pois as 
ondições de 
ontornos já foram 
onsideradas na ini
ialização.Então
ϕ1(z) = ϕ0(z)

∫ z

0

1

ϕ0(z′)

(

−a∂ϕ
2
0

∂z′
∂ϕ0

∂z′

)

dz′ (6.18)(6.19)Para os demais termos temos o pro
edimento similar, em que 
ada 
ontribuição deve sermenor do que a anterior. Podemos dizer que o primeiro termo do pro
esso re
ursivo é o
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Figura 6.8 � Solução par
ial e esta
ionária para uma textura de:solo arenoso (esquerda)e um solo areia barrenta(direita)
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Figura 6.9 � Solução par
ial e esta
ionária para uma textura de:solo barro arenoso (esquerda)e um solo barrento(direita)termo dominante e os demais termos são pequenas 
orreções. As Figuras 6.8 - 6.13 exibem
ψ0(z) e ψ1(z) +ψ0(z). Podemos observar que nesse 
aso, apenas ψ0(z) já é su�
iente pois osdemais passos re
ursivos não representam signi�
ativas alterações.Embora esta metodologia não seja válida 
omo solução geral devido às simpli�
açõese aproximações feitas anteriormente, podemos abstrair a informação de que a solução geralpode ser es
rita em forma paramétri
a 
omo

ψ(z) = −a1 tanh(a2(−z + a3)) + S(z) (6.20)onde a1, a2 e a3 são 
onstantes. Estes parâmetros devem ser otimizados de modo a satisfazera equação de Ri
hards e 
aso esta solução seja distante da solução geral então será ne
essário
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Figura 6.10 � Solução par
ial e esta
ionária para uma textura de:solo siltoso (esquerda)e um solo barro siltoso (direita)
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Figura 6.11 � Solução par
ial e esta
ionária para uma textura de:solo barro-argilo-arenoso (esquerda)e um solo barroargiloso (direita)
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Figura 6.12 � Solução par
ial e esta
ionária para uma textura de:solo barro-argilo-siltoso (esquerda)e um solo argiloarenoso (direita)
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Figura 6.13 � Solução par
ial e esta
ionária para uma textura de:solo argilo siltoso(esquerda)e um solo argiloso (direita)o uso do termo de 
orreção S(z). Isto será dis
utido na proxima seção.



477 CONSTRUÇ�O DE SOLUÇ�O FUNCIONAL PARAMETRIZADADa análise do fen�meno físi
o, uma das expe
tativas é que o pro
esso de in�ltraçãoestabeleça um regime esta
ionário, tal que se possa de�nir a zero a parte da derivada tempo-ral e obter uma aproximação para o per�l esta
ionário 
onsiderando a expansão fun
ional deTaylor para K em torno de ψ = 0, que resulta em apenas um termo quadráti
o. Inserindoeste termo na equação esta
ionária de Ri
hards resulta em uma equação que pode ser resol-vida por métodos re
ursivos e revela o per�l de uma função de tangente hiperbóli
a, 
omovisto na seção anterior. Fazendo uso desta expressão numéri
a para en
ontrar uma para-metrização vamos ter a seguinte forma ψ(z, t) = −a1 tanh (a2 (−z + a3)) + a5. Ini
ialmentevamos 
onsiderar o termo de 
orreção S(z) 
omo uma 
onstante. Argumentos fenomeno-lógi
os agora permitem extender a solução esta
ionária in
luindo a dependên
ia temporal.Com o aumento da in�ltração a frente de umide
imento de saturação é deslo
ada ao longoda profundidade. A saturação está presente no 
omportamento assintóti
o da função detangente hiperbóli
a e devido a 
ondição ini
ial o argumento de tanh deve ser singular, o
aminho mais fá
il para isso é introduzir um deslo
amento e adi
ionando o termo a4/t para
z no argumento. Por último, observamos que existe uma assimetria entre as partes 
�n-
ava e 
onvexa do perfíl, isto pode ser resolvido pela multipli
ação do argumento pelo fatorexponên
ial 1 + exp

(
a2
(
z + a3 +

a4
t

)). Então 
hegamos a seguinte forma para a soluçãoparametrizada, que pode ser otimizada diretamente pela equação original de Ri
hards.
ψ(z, t) = −a1 tanh

((

1 + e(−a3z+a4+
a5
t
)
)(

−a3z + a4 +
a5
t

))

+ a2 (7.1)As relações 
onstitutivas entre os parâmetros θ, ψ e K são das relações de VanGenu
hten. Os parâmetros do solo juntamente 
om as 
ondições de 
ontorno (ψ(0, t) =

−0.75m e ψ(−L, t) = −10m para t > 0), ini
ial (ψ(z, 0) = −10m,−L ≤ z ≤ 0) são asmesmas apli
adas em Celia et al., 1990.Agora, o poten
ial matri
o ψ é uma função paramétri
a ψ = ψ(z, t; {ai}), onde
i = 1, 2, 3, 4, 5. Para ajustar o 
onjunto de parâmetros, inserimos a solução (ψ) dada pelaEquação (7.1) na Equação de Ri
hards, Equação (3.16), que por 
onveniên
ia vamos es
reverna forma em que todos os termos estão no lado esquerdo e 
onsequentemente o lado direitoé igual a zero. Seja ΩR o operador diferen
ial que representa a equação de Ri
hards 
om



48todos os termos no lado esquerdo, então para a solução verdadeira ΩR[ψ] = 0. Como nossasolução é uma aproximação, o lado direito difere de zero por um termo residual
|ΩR[ψ]| = R(z, t). (7.2)Então, a solução apresentada na Equação 7.1 é otimizadaminimizandoR usando o método deotimização dos mínimos quadrados e a
elerando pelo método de Newton-Raphson. Algumas
onstantes podem serem determinadas de imediato. Podemos �xar as 
onstantes a1 e a2diretamente usando as 
ondições de 
ontorno onde:

a1 = (ψp(0, t)− ψp(L, t))/2 e a2 = ψp(0, t)− a1 (7.3)O restante dos parâmetros são determinados usando o método já men
ionado para minimizar
R

|ΩR[ψ]| → min. (7.4)Como o 
omportamento assintóti
o da solução foi �xado usando as 
ondições de
ontorno, usamos um 
onjunto dis
reto de pontos no intervalo que 
ontém a máxima 
ur-vatura e o ponto de in�exão para otimizar {a3, a4, a5}. A otimizaç ao pode ser simpli�
adausando uma expansão da função tangente hiperbóli
a em torno do ponto de in�exão (em
z0), ou seja, onde o argumento da função é zero, isto é, a3z0 + a4 +

a5
t
= 0, Que permiteresolver o problema de minimização de uma forma direta.O problema de mínimos quadrados é en
ontrar a que minimize a expressão

G(a) =
1

2

m∑

k=1

(rk(a))
2 =

1

2
‖r(a)‖2 (7.5)onde a = [a1, a2, . . . , a5]

T . m é o número de pontos a ser ajustado pela 
urva. Para resolvero problema de mínimos quadrados foi implementado o método de Newton. Desde que r(a)é 
ontinuamente diferen
iável três vezes
A(a) ǫR5 with A(a)kj =

∂rk(a)

∂aj
. (7.6)



49A primeira derivada de G(a) é da forma
∇G(a) =

m∑

k=1

rk(a)∇rk(a) = A(a)T r(a); (7.7)onde ∇rk(a) representa o vetor da primeira derivada 
om os respe
tivos parâmetros. Emrelação a segunda derivada
∇2G(a) =

m∑

k=1

∇rk(a)∇rk(a)T + rk(a)∇2rk(a)

− A(a)TA(a) +
m∑

k=1

rk(a)∇2rk(a), (7.8)onde ∇2rk(a) é a matriz Hessiana da segunda derivada rk(a).Considere ai uma aproximação para a solução da Equação (7.5). Segundo as Equação(7.7) e Equação (7.8) serem uma aproximação quadráti
a para G(a) 
entrado em ai

Qi(a) = G(ai) +∇G(ai)T (a− ai) +
1

2
(a− ai)

T∇2G(ai)(a− ai)

=
1

2
r(ai)

T r(ai) + r(ai)
TA(ai)(a− ai)

+
1

2
(a− ai)

T

(

A(ai)
TA(ai) +

m∑

k=1

rk(ai)∇2rk(ai)

)

(a− ai). (7.9)Substituindo G(a) por Q(a) e tomando ∇Qi(a) = 0

ai+1 = ai −
(

A(ai)
TA(ai) +

m∑

k=1

rk(ai)∇2rk(ai)

)−1

A(ai)
T r(ai). (7.10)O ponto ai não é ne
essariamente uma solução da Equação (7.5), devido G(ai) seraproximado por um modelo quadráti
o, mas isto é dado 
omo uma boa aproximação. Omodelo quadráti
o deveria ser repetido agora 
entrado em ai+1. Este pro
esso iterativo é ométodo de Newton. As equações iterativas são

ai+1 = ai +∆i, i = 0, 1, . . . (7.11)
om ∆i devendo satisfazer a equação
(

ATi Ai +
m∑

k=1

rk(ai)∇2rk(ai)

)

∆i = −ATi rk. (7.12)



50Tabela 7.1 � Valores médios dos parâmetros hidráuli
os para omodelo de Van Genu
hten para quatro tipos de gruposde textura de solos de a
ordo 
om Carsel e Parrish,1988Solo θr(m
3/m3) θs(m

3/m3) α(1/cm) n Ks(cm/s)(1) arenoso 0.045 0.430 0.145 2.68 8.25× 10−2(2) areia barrenta 0.057 0.410 0.124 2.28 4.05324× 10−3(3) barro arenoso 0.065 0.410 0.075 1.89 1.22801× 10−3(4) barro 0.078 0.430 0.036 1.56 2.88× 10−4(5) siltoso 0.034 0.460 0.016 1.37 6.94444× 10−5(6) barro siltoso 0.067 0.450 0.020 1.41 1.25× 10−4(7) barro-argilo-arenoso 0.100 0.390 0.059 1.48 3.63889× 10−4(8) barro argiloso 0.095 0.410 0.019 1.31 7.22× 10−5(9) barro-argilo-siltoso 0.089 0.430 0.010 1.23 1.94444× 10−5(10) argilo arenoso 0.100 0.380 0.027 1.23 3.33333× 10−5(11) argilo siltoso 0.070 0.360 0.005 1.09 5.55556× 10−6(12) argiloso 0.068 0.380 0.008 1.09 5.55× 10−5Variação O(101) O(0) O(101) O(100) O(103)No método de Newton a 
onvergên
ia é lo
al, então a aproximação ini
ial para opro
esso iterativo deve ser perto o su�
iente da solução para garantir a 
onvergên
ia paraum ponto esta
ionário. Além disso, o vetor ∆i pode não apontar no sentido em que a função
G de
res
e, não havendo garantia de 
onvergên
ia para o mínimo de G. Apesar disso, ométodo de Newton é 
onsiderado e�
iente e robusto.7.1 Resultados numéri
osOs 
onjuntos de parâmetros que foram utilizados para validar a �universalidade� dafórmula de solução aproximada referem-se aos doze tipos de solos apresentados na Tabela(7.1) para situações que 
onsideram o �uxo de água numa 
oluna de solos ini
ialmente se
ose homogêneo. Consideramos 
omo faixa de profundidade no solo [0, L = 1m] e as 
ondiçõesini
iais e de 
ontorno ψ(z, 0) = −10m, −L ≤ z ≤ 0; ψ(0, t) = −0, 75m e ψ(−L, t) = −10mpara t > 0.As Figuras 7.1 - 7.12 mostram o poten
ial matri
ial esta
ionário 
al
ulado e o testede auto-
onsistên
ia ao longo da 
oordenada verti
al para a solução parametrizada. AsFiguras 7.1 - 7.12 (esquerda) mostram o poten
ial matri
o 
om a profundidade do solo para
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Figura 7.1 � Per�l de poten
ial matri
ial e teste deauto-
onsistên
ia em um solo arenoso (1).o tipo de solo 
onsiderado. Como esperado, os solos de areia mostram a drenagem maisintensa em 
omparação 
om os outros solos 
onsiderados. Pode-se também observar que opoten
ial para o solo argiloso tem uma região bastante estendida onde o
orre a transiçãode solo não saturado para saturado. Também são mostradas nas �guras 
omparações 
omresultados de ben
hmark usando o software HYDRUS, um pa
ote de programas de simulaçãode água, 
alor e movimento de solutos em duas ou três dimensiões e meios variavelmentesaturados.Para analisar a qualidade da solução en
ontrada, o resíduo de�nido na Equação (7.2)é mostrado nas Figuras 7.1 - 7.12. As 
urvas que mostram a auto-
onsistên
ia da soluçãona profundidade indi
am, por seus valores numéri
os, que o resíduo está entre 10−2− 10−3 eno 
aso do solo de areia tão pequeno quanto 10−6 para que se possa 
on
luir que a solução
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Figura 7.2 � Per�l de poten
ial matri
ial e teste deauto-
onsistên
ia em um solo areia barrenta (2).
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ial matri
ial e teste deauto-
onsistên
ia em um solo barrento (4).
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Figura 7.5 � Per�l de poten
ial matri
ial e teste deauto-
onsistên
ia em um solo siltoso (5).
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Figura 7.6 � Per�l de poten
ial matri
ial e teste deauto-
onsistên
ia em um solo barro siltoso (6).
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ial matri
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onsistên
ia em um solo barro-argilo-arenoso (7).
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63parametrizada já reproduz 
om justa �delidade a solução exata. Além disso, em virtude de omodelo ser uma idealização 
om seu erro de modelo inerente, nenhum re�namento adi
ionalé ne
essário.



648 CONCLUSÕESAnalisamos um problema de �uxo transiente de água em meio não saturado, re-presentado matemati
amente pela equação de Ri
hards. Utilizamos um método de soluçãofun
ional otimizada e avaliamos sua pre
isão usando um 
ritério de auto-
onsistên
ia. Umoutro teste foi realizado, 
omparando os resultados do poten
ial matri
ial por nossa fórmulaotimizada 
ontra o per�l de simulação de ben
hmarks para doze tipos de texturas de solo.É notável que, embora a equação de Ri
hards seja altamente não-linear e a 
ondição ini-
ial singular, embora a fórmula da solução seja 
ompa
ta forne
e resultados razoavelmentebons em todos os 
asos de solo 
onsiderados. Assim, pode-se dizer que para parâmetros desolo �si
amente relevantes e para �ns práti
os, pode-se reivindi
ar "universalidade"da nossafórmula de solução para a equação de Ri
hards. Isto é ainda mais surpreendente, uma vezque alguns dos parâmetros do solo variam 
onsideravelmente de um tipo de solo para outro.Assim, a umidade residual θr varia em uma ordem de magnitude, o parâmetro α, Tabela7.1, na saturação efetiva varia em uma ordem de magnitude, o 
oe�
iente exponen
ial nvaria em um fator de três e a 
ondutividade hidráuli
a de saturação varia em três ordens demagnitude e não pare
e haver ne
essidade de re�nar a fórmula da solução por um termo dere
ursão adi
ional. Dentro do erro do modelo resultante de idealizações que levam à equaçãode Ri
hards, podemos dizer 
om segurança que nossa fórmula 
ompa
ta é 
apaz de simulare�
ientemente um �uxo unidimensional de água em meios porosos não saturados.Estas 
on
lusões são 
orroboradas pelas observações de que a solução parametrizada,que foi apresentada na Equação (7.1), quando otimizada pelo método dos mínimos quadradose pelo método de Newton-Raphson, deu bons resultados para o per�l de poten
ial matri
ialem todos os doze 
asos, 
omo indi
ado pelo teste de auto-
onsistên
ia que a
usou apenaspequenas diferenças entre a solução verdadeira e parametrizada. Além disso, mesmo paraoutras 
omposições de solo e seus 
onjuntos de parâmetros asso
iados não mostrados nesta
ontribuição, a fórmula de função hiperbóli
a foi provada uma aproximação bastante boa.Enquanto não houver novas hipóteses nos problemas de �uxo em meios porosos que poderiamalterar a estrutura das funções de 
ondutividade hidráuli
a e 
apa
idade, a solução forne
idapode ser 
onsiderada simples e, dentro de in
ertezas existentes, des
rição su�
ientementepre
isa do fen�meno.
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