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RESUMO

Neste estudo, consideramos um problema transiente de fluxo unidimensional vertical de
agua em meio poroso insaturado, modelado pela equacao Richards nao-linear. As relacgoes
constitutivas de Van Genuchten sao empregadas para representar a capacidade hidraulica e
a condutividade. A féormula da solucao é otimizada e avaliada usando a equagao governante
em um critério de autoconsistente. Os resultados sao apresentados para alguns tipos de solo

e seus parametros relacionados, que sao mencionados em literatura.

Palavras-chave: Equacao de Richards; Decomposicao Adomian; Aproximantes Padé; Otimi-

zagao nao-linear.
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ABSTRACT

In this study, we consider a transient vertical one-dimensional flow problem of water in unsa-
turated porous media, modelled by the non-linear Richards equation. Constitutive relations
of Van Genuchten are employed to represent the hydraulic capacity and conductivity. The so-
lution formula is optimized and evaluated using the governing equation for a self-consistency
criterion. The results are presented for some soil types and its related soil parameters, that

are reported in the literature.

Keywords: Richards equation; Adomian decomposition; Padé approximants; Nonlinear op-

timization.
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LISTA DE SIMBOLOS

1. Caracteres Arabicos

A; Polinomio de Adomian refente a i-ésima contribuicao
C Capacidade hidrica, m~!

D Difusividade hidraulica, m?/s

av Elemento diferencial de volume, m3

K Condutividade hidraulica, m/s

K Condutiviade hidraulica saturada, m/s

£ Operador de transformada de Laplace

my Massa do fluido, Kg

m Saturacao efetiva

7 Vazao especifica, m/s

Qs @y, ¢- Vazao especifica nas direcoes z, y e z, m/s

q Parametro dependente do solo

R, Namero de Reynolds

t Variavel temporal, s

o Velocidade média, m/s

T, Y, 2 Coordenadas cartesianas (variaveis espaciais), m

vil



2. Caracteres Gregos

> > 3

v 4 o ™

Parametro dependente do solo, m ™!

Porosidade efetiva, m?3/m?
Umidade volumétrica, m?®/m?

Umidade volumétrica do solo saturado, m?/m?

Umidade volumétrica residual do solo, m?3/m?
Densidade especifica do fluido, Kg/m?
Potencial hidraulico, m

Gradiente hidraulico, m

Operador vetorial (gradiente, divergente)
Operador de derivada parcial

Operador de equacao diferencial

Termos das derivadas

Termos lineares

Termos nao lineares

Operador diferencial da equacao de Richards

Operador diferencial da equacao heuristica

Viil



Figura
Figura

Figura

Figura

Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura
Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

2.1
2.2
2.3

3.1

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8
4.9
4.10
4.11
4.12

6.1
6.2

6.3

6.4

6.5

X

LISTA DE FIGURAS

Meio poroso caracteristico. . . . . . . . . . ... 4
Transicao para escala de representacao continua. . . . . . . . .. ... .. 5)
Esboco esquematico do experimento de Darcy. . . . . . .. ... ... .. 8
Elemento de volume de solo, através do qual a solucao esta fluindo na

diregao z. . . . .. 11
Padé funcional para K () e C'(¢) em um solo arenoso . . . . . . ... .. 21
Padé funcional para K(¢) e C'(¢) em um solo areia barrenta . . . . . . . 22
Padé funcional para K (¢) e C()) em um solo barro arenoso . . . . . . . . 23
Padé funcional para K(¢) e C'(¢) em um solo barrento . . . . . ... .. 24
Padé funcional para K(¢) e C'(¢) em um solo siltoso . . . . . . . . . . .. 25
Padé funcional para K (¢) e C(3) em um solo barro siltoso . . . . . . .. 26
Padé funcional para K (¢)) e C(¢) em um solo barro-argilo-arenoso 27
Padé funcional para K (1) e C(¢) em um solo barro argiloso . . . . . . . 28
Padé funcional para K () e C'(¢) em um solo barro-argilo-siltoso . . . . . 29
Padé funcional para K (¢) e C(3)) em um solo argilo arenoso . . . . . . . 30
Padé funcional para K () e C'(¢) em um solo argilo siltoso . . . . . . .. 31
Padé funcional para K(¢) e C'(¢) em um solo argiloso . . . . . . ... .. 32
Isolinhas do potencial ¢. . . . . . . . ... o 38

Aproximacao ao termo de condutividade hidraulica para ¢y < —2m. Solo
arenoso (esquerda) e solo areia barrenta (direita). . . . . . . ... ... .. 40
Aproximagcao ao termo de condutividade hidraulica para ¢ < —2m. Solo
barro arenoso (esquerda) e solo barrento (direita). . . . .. ... ... .. 40
Aproximacao ao termo de condutividade hidraulica para ¢ < —2m. Solo
siltoso (esquerda) e solo barro siltoso (direita). . . . . ... ... ... .. 40
Aproximacao ao termo de condutividade hidraulica para ¢y < —2m. Solo

barro-argilo-arenoso (esquerda) e solo barro argiloso (direita). . . . . . . . 41



Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

6.6

6.7

6.8

6.9

6.10

6.11

6.12

6.13

7.1

7.2

7.3

7.4

7.5

7.6

7.7

Aproximacao ao termo de condutividade hidraulica para ¢ < —2m. Solo
barro-argilo-siltoso (esquerda) e solo argilo arenoso (direita). . . . .. .. 41
Aproximacao ao termo de condutividade hidraulica para ¢y < —2m. Solo
argilo siltoso (esquerda) e solo argiloso (direita). . . . . .. .. ... ... 42
Solucao parcial e estacionaria para uma textura de: solo arenoso (es-
querda)e um solo areia barrenta (direita) . . . .. ... ... ... .. .. 44

Solucao parcial e estacionaria para uma textura de: solo barro arenoso

(esquerda)e um solo barrento (direita) . . . . . . ... ... .. ... 44
Solucdo parcial e estacionaria para uma textura de: solo siltoso (es-
querda)e um solo barro siltoso (direita) . . . ... ... .. ... ... .. 45
Solugao parcial e estacionaria para uma textura de: solo barro-argilo-
arenoso (esquerda)e um solo barro argiloso (direita) . . . . ... ... .. 45
Solugao parcial e estaciondria para uma textura de: solo barro-argilo-
siltoso (esquerda)e um solo argilo arenoso (direita) . . . . . ... ... .. 45
Solu¢ao parcial e estacionéria para uma textura de: solo argilo siltoso(esquerda)e

um solo argiloso (direita) . . . . .. ... ..o 46

Perfil de potencial matricial e teste de auto-consisténcia em um solo are-
noso (L). . . . .. 51
Perfil de potencial matricial e teste de auto-consisténcia em um solo areia
barrenta (2). . . . ... 52
Perfil de potencial matricial e teste de auto-consisténcia em um solo barro
arenoso (3).. . . . . ..o 53
Perfil de potencial matricial e teste de auto-consisténcia em um solo bar-
rento (4). . . .. 54
Perfil de potencial matricial e teste de auto-consisténcia em um solo sil-
t0s0 (B). . ... 55
Perfil de potencial matricial e teste de auto-consisténcia em um solo barro
siltoso (6). . . . .o 56
Perfil de potencial matricial e teste de auto-consisténcia em um solo barro-

argilo-arenoso (7). . . . . . .. 57



Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

7.8

7.9

7.10

7.11

7.12

Perfil de potencial matricial e teste de auto-consisténcia em um solo barro
argilos (8). . . . . L 58
Perfil de potencial matricial e teste de auto-consisténcia em um solo barro-
argilo-siltoso (9). . . . . . . . 59
Perfil de potencial matricial e teste de auto-consisténcia em um solo argilo
arenoso (10). . . . . ... 60
Perfil de potencial matricial e teste de auto-consisténcia em um solo argilo
siltoso (11). . . o o o o 61
Perfil de potencial matricial e teste de auto-consisténcia em um solo ar-

giloso (12). . . . . . . 62

X1



Tabela 4.1
Tabela 4.2

Tabela 7.1

LISTA DE TABELAS

Aproximantes Padé para casos tipicos de textura desolo. . . . . .. ...

Aproximantes Padé para casos tipicos de textura desolo. . . . . .. . ..

Valores médios dos parametros hidraulicos para o modelo de Van Ge-
nuchten para quatro tipos de grupos de textura de solos de acordo com

Carsel e Parrish, 1988 . . . . . . . . . . ...

xil



1 INTRODUCAO

O estudo do movimento da dgua em zonas saturadas e nao saturadas é importante
em diversos campos da ciéncia, como agricultura, hidrologia e varios ramos da engenharia.
Simulagoes de infiltragao e movimento da agua no solo surgem como uma medida preventiva,
tanto para o controle da acao destrutiva da dgua em fundacgoes, barragens e pavimentos,
como para prever o escoamento e transporte de poluentes. Também como objetivo proteger
os lencois d’agua subterraneos, que sao importantes fontes de captacao de agua para consumo
e irrigacao de areas produtivas.

Os modelos e simulagoes matematicas sao de suma importancia nos estudos sobre
o controle do movimento de aguas subterraneas, pois esses podem reduzir o tempo e os
recursos exigidos pelos testes em campo ou em laboratorios. A necessidade desses modelos
também se justifica pelo interesse de avaliar os efeitos de medidas de gestao de dgua, como
a drenagem do solo, irrigacao e subirrigacao, planos para abastecimento de dgua e equilibrio
da producao agricola. Na engenharia civil, a estimativa de infiltracao através de barragens e
perdas por infiltracao pode também ser uma aplicacao para essas simulacoes. A saturagao do
solo sob pavimentos de rolagem, a drenagem em regioes alagadas ou fundagoes, avaliacao de
perdas em reservatorios de acumulagao por infiltragao do solo, assim como, a contaminagao
de lencois subterraneos por utilizacao de defensivos agricolas e reservatorio de material toxico

também podem ser citados como exemplos dessas simulacgoes.

1.1 Condigoes de modelagem

A modelagem matematica de fendomenos fisicos geralmente conduz a equagoes di-
ferenciais parciais nao lineares. Em problemas de infiltracao, os parametros solo-dgua sao
fungoes fortemente nao lineares de vaarias variaveis dependentes. Com isso, solugoes anali-
ticas sao extremamente dificeis de serem encontradas. Por consequéncia, modelos numéricos
sa0 os mais usados no tema. E importante, também, considerar as observacoes de campo,
pois estas sao necessarias para identificacao de relagoes constitutivas que também regem o
fenomeno. Basicamente, os modelos mais conhecidos que relacionam os parametros solo-
agua, sao os modelos de: Gardner, 1958, Brooks e Corey, 1964 e o de Genuchten, 1980.

Em geral o movimento de um fluido em meio nao saturado é determinado mediante



o uso de métodos numéricos devido a grande dificuldade na obtencao de solugoes analiti-
cas. Embora os modelos numeéricos sejam ferramentas poderosas em problemas nao lineares,
solucoes analiticas permitem identificar relagoes entre as varidveis, realizar aproximacoes e
simplificacoes, e podem ser utilizadas também para avaliar a precisao de solucoes numeéricas.
Infelizmente, solucoes analiticas sao obtidas apenas para casos especiais de correlagoes, por
exemplo, na relagao de Gardner em que a condutividade hidraulica varia exponencialmente
com os efeitos da capilaridade K (1) = K,e®¥ onde o é um parametro do solo. Assumindo
esta correlacao, a linearizacao é feita através da tranformada de Kirchhoff e a equacao resul-
tante pode ser resolvida por técnicas como transformada de Laplace, funcoes de Green ou
separacao de variaveis. Seguindo essa linha de resolucao podemos citar Lomen e Warrick,
1978, Sander et al., 1988, Srivastava e Yeh, 1991, Basha, 1999, Chen et al., 2001 e Basha,
2002.

No entanto, a maioria dessas solugoes é limitada a casos com condicao inicial uni-
forme e dominio infinito. Além disso, estao fadadas a consideracoes restritas quanto a
informacoes sobre a difusividade da agua.

O modelo de Van Genuchten, que sera visto em detalhes no capitulo 3, oferece
resultados mais satisfatorios do que os outros quando comparados com dados experimentais
[Nasseri et al., 2010]. Porém, devido a sua forma funcional, um grande niimero das solugoes
analiticas tem sua aplicabilidade limitada para este modelo. Assim, para uma anéalise mais

geral é necessario recorrer aos modelos numéricos.

1.2 Objetivos do trabalho

O objetivo central deste trabalho, é oferecer uma solucao para um problema de
fluxo unidimensional e transiente de d4gua em meio nao saturado. Sao empregadas as re-
lacoes constitutivas de Van Genuchten e inicialmente desenvolvido um método hibrido de
aproximantes Padé e decomposicao de Adomian. O método de Adomian busca obter so-
lugoes de representacao analitica, para problemas de classe nao linear sem necessidade de
linearizacao, perturbagao ou modelos de discretizacgao.

A ideia por tras do procedimento de Adomian é decompor a solucdo em uma série
que permite convergir em poucos passos recursivos. Exemplos de solu¢oes por decomposigao

para problemas de fluxo nao saturado podem ser encontrados na literatura. Em |Serrano,
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1998] os autores utilizaram relagdes exponenciais entre os parametros solo-dgua para prover
solucao por decomposicao para os casos unidimensionais vertical e horizontal, e destacam
que estas relagoes nao sao validas para o caso de solo muito seco. A difusividade como
uma funcao poténcia foi usada por Pamuk, 2005, 2006 para determinar o fluxo horizontal
usando decomposicao: a solucao obtida é requerida com apenas poucos termos. O modelo
de Brooks-Corey, em forma de poténcia, foi implementado por Nasseri et al., 2008 usando
o método de decomposigao e tomando como inicializagao de recursao uma solucao da forma
Traveling Wave. No entanto, nao sao encontradas na literatura solu¢oes por decomposicao
para o caso geral de relacoes de parametros solo-agua ou com relagoes Van Genuchten.
Contudo, em especifico é visto que o método de Adomian é limitado para uma
situacao generalizada e em virtude dessa limitacao, é apresentado uma solucao funcional
parametrizada, onde o conjuto de parametros é ajustado via minimos quadrados e método
de Newton Raphson nao linear. Para avaliar a universalidade da solucao, sao apresentados
resultados para texturas tipicas do solo encontradas na literatura, qualificados por um teste

de auto consisténcia, e comparados com resultados numéricos.

1.3 Estrutura da metodologia

A estrutura do texto esta configurada da forma: o capitulo 2 trata de consideracoes
iniciais e grandezas fisicas; a formulacao matematica da equacao governante esta presente no
capitulo 3; o capitulo 4 aborda os aproximantes Padé, suas definicoes e uma aplicacao nos
termos de condutividade hidraulica e capacidade hidrica, assim como uma comparagao com
as expressoes originais; o capitulo 5 exibe uma analise do modelo hibrido de decomposigao
Adomian e aproximantes Padé; ja no capitulo 6 é abordado um estudo sobre o perfil da
solucao da equacao de Richards e no capitulo 7 é apresentada a metodologia de construcao da

solucao funcional aplicada a testes numeéricos; por fim, sao apresentadas algumas conclusoes.



2 NOCOES BASICAS

2.1 Consideragoes Iniciais

Considera-se meio poroso, simplesmente, como um meio configurado por descon-
tinuidades em seu interior, que podem ser distribuidas de maneiras diversas segundo sua
frequéncia, forma e dimensao. Essas descontinuidades sao genericamente denominadas por
vazios ou poros. A regiao nao ocupada pela parte solida, consiste de poros interconectados
e recebe o nome de espaco poroso.

Imaginemos a situacao em que o espaco poroso esteja totalmente cheio de fluido,
nesse caso é dito ser um meio saturado. Quando a fluido em um meio poroso é drenado,
ar deve entrar para substitui-lo no espago poroso, resultando em um meio nao saturado.
Portanto, um meio nao saturado, é aquele cujo espaco poroso é parcialmente cheio de fluido
e parcialmente cheio de ar. Um meio poroso ocupado por matérias em fase liquida e em fase
gasosa, determina, assim, um sistema trifasico, com a coexisténcia dessas trés fases, como
pode ser visto na Figura 2.1 que mostra, de forma esquematica, como a agua é retida no
arranjo poroso ap6s a drenagem. Basicamente, pode-se dizer que h& dois tipos principais de
forgas que operam na matriz do meio para a retencao do fluido: as forgas capilares e as forcas
de adsorcao as quais, juntas, chamaremos de forcas matricas e que dao origem ao potencial

matrico.

1- Agua funicular (mdvel)

2 - Pelicula de umidade molecular
3- Agua higroscopica (adsorvida)
4 - Agua pendular (angular)

5 - Particula de solo
6-Bolhadear

Fonte: Franciss, F.O., 1960. Hidraulica em meios
permeaveis: escoamento em meios porosos.

Figura 2.1 — Meio poroso caracteristico.
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O estado fisico do meio esta sujeito a modificacoes devido a variagoes, no tempo
e/ou no espago, das tensoes atuantes no sistema. Além disso, o movimento da fase liquida
no meio pode carregar algum material sélido, pertencente ou nao ao meio poroso.

Um meio poroso é dito permeavel quando permite o transporte de fluido formando

canais que atravessam o meio geologico.

2.2 Escala de observacao

Devido as irregularidades na distribui¢ao dos vazios e das variagoes de dimensao e
forma, formulagoes teoricas em microescala sao desfavoraveis. Uma forma de contornar o
problema é aplicar os principios fisicos e mateméaticos em termos de analise em macroescala.
A Figura (2.2) mostra a transi¢ao do meio em microescala para uma representacao continua
em macroescala. Note que, se considerar um volume V' com contorno 0V, em andlise mi-
croscopica, pode-se observar em detalhes a distribuicao das fases, por exemplo: o volume de
agua V,, C V com contorno dV,, C dV. Em analise macroscopica, as fases sao substituidas

por superposicoes de campos continuos.

Microscopica Macroscépica

Figura 2.2 — Transicao para escala de representacao continua.

Consequéncias: as grandezas fisicas constituem médias de seus valores em microes-
cala; é utilizado um meio ficticio continuo com propriedades e grandezas fisicas expressas
por termos médios sujeita a uma variacao continua para representar um meio permeavel

descontinuo.



2.3 Grandezas fisicas no escoamento através de meios permeaveis

A relacao entre o volume de vazios e o volume total do solido determina a porosidade
do meio, isto é, um indice que quantifica a fracao do volume do meio ocupada pelos poros.
Pode-se dizer que a porosidade esta inversamente relacionada com a densidade do meio. ou
seja, quanto maior a densidade, menor a sua porosidade.

Tal fator contribui de forma direta para as grandezas que descrevem a transmissivi-
dade do fluido, como exemplo, a quantidade de fluido existente nos poros, que pode ser dado
pela umidade volumétrica 6, indice que quantifica quanto do volume de uma amostra do
meio é volume do fluido. O contetdo de fluido numa amostra muito seca de um meio poroso
é denominado umidade residual 6,.. Com base nisso, define-se a umidade saturada 65 como
o conteiudo de fluido em um meio em estado de saturacao. Consequentemente, define-se a
saturagao relativa efetiva S, como a razao entre o contetido de fluido efetivo e o contetido de

fluido de saturacao efetiva, matematicamente
Se(0) = —— (2.1)

A taxa de transporte do fluido, definida pela vazao especifica 7 e a quantidade de
energia acumulada por qualquer particula fluida, seja em estado de repouso ou em movi-
mento, recebe a denominagao de potencial hidraulico (¢). Essa energia acumulada é resul-
tante de dois tipos de energia: a energia cinética referente ao campo de velocidade e a energia
potencial referente aos trabalhos realizados quanto a levar um volume ou massa infinitesimal
a um estado considerado no solo.

A energia cinética pode facilmente ser desprezada quando comparada com a energia
potencial em escoamentos lentos, como o movimento de um fluido em meio poroso. A partir
daqui vamos nos referir a fluido e meio simplesmente por agua e solo, respectivamente.

Nos problemas de fluxo de agua no solo, o potencial da agua é geralmente denotado

por cinco componentes. E o potencial total ¢ dado pelo somatoério dos seguintes potenciais:

e Térmico: ocorre em processos nao isotérmicos. A variacao do potencial quimico da
solucao é devido apenas a diferenca entre a temperatura da fase solidos-solugao-ar

considerada e a temperatura da fase padrao.

e Pressao: devido apenas a diferenca entre a pressao externa que atua no sistema solido-



solucao-ar, em fase considerada, e a pressao externa que atua na fase padrao;
e Osmotico: surge devido aos gradientes de concentracao de solutos na agua do solo;

e Gravitacional: estd associado ao campo gravitacional, pode ser entendida como o

trabalho para elevar uma particula de uma cota arbitraria para uma cota qualquer;

e Matricial: devido a outros trabalhos referentes a interagao agua e matriz solida do solo,
por exemplo, forcas coloidais, além de forgas associadas com a absorcao e capilaridade,

responsaveis pela retencao da agua no solo.

Vamos assumir que, neste estudo, os processos que ocorrem no solo sao de carater
isotérmico, logo o potencial térmico é desprezado. Com relacao ao potencial osmoético, os
sais que se movem até atingirem o estado de equilibrio nao causam movimento significativo
na agua, principalmente quando o teor de 4gua no solo nao for muito baixo, portanto este
potencial também é negligenciado neste trabalho. No caso de meios nao saturados e nao
expansivos o potencial de pressao ¢ nulo.

O potencial gravitacional pode ser expresso pela posicao vertical z. Assim o po-
tencial total ¢ é representado apenas pela soma dos potenciais matricial e gravitacional,

|Biassusi, 2001], ou seja,

¢ =1v+z, (2.2)

na qual o potencial matricial serd denotado, a partir daqui, por apenas 1.

2.4 Equacao de Darcy

Durante um trabalho experimental, em 1856, o engenheiro francés Henry Darcy
investigava o fluxo vertical de d4gua em um filtro de areia homogéneo. A Figura(2.3) mostra

uma ilustragao do experimento.



By—hy
/
L n—z1=h
b
)
4
hy
b \L Z
Z:
flrf.l."# -’.l .‘lfn’lf.ll f ".l -'Fn’lrﬁ' .l."’ -’.’.'Ir ."’."J.".l -‘lr."i."rfll fJ |’.rf'|’."ﬁ.".l ".l .'Fn’lrﬁ’ f -‘.l -"’n’lrj."J f.r-‘.l .'f.’"lf.l -'f.'{'lr.lf f‘ln’.l f‘f.’"l-"l J‘l .'lin’lrf f -'J -'lrilf.'f.".l f.r-'ﬁ .'lrf' .’" -"’.'lr."’.lj l’.l ’.!f.i;-’;-’ -'J .'lrflr.’" .".l flrn’ .""f"l i.r-'.l.'lr.".l."J -'lr.‘lf.'lf.l'll f‘l l’J f'ff'.l."F -'.l-’lr."’.ll f f"l ilrn’li."ff.l ff-"l .‘lf."ﬁ.".l "lr."’.'ll’ﬂ'll -'F
Figura 2.3 — Esbogo esquematico do experimento de Darcy.

Deste experimento, Darcy percebeu a existéncia de uma dependéncia praticamente
linear entre a vazao @), a area da secgao transversal A, a diferenca piezométrica (hy — hy) e

inversamente proporcional ao comprimento do filtro L.
Q = KA(hy — hs)/L. (2.3)

Esta ¢ a famosa formula de Darcy, onde K é uma constante de proporcionalidade, original-
mente conhecido por coeficiente de permeabilidade, referindo-se a facilidade oferecida pelo
meio permeavel para o escoamento. Suponha dois filtros idénticos, mas um com areia fina e
outro com areia grossa, a condutividade hidraulica do filtro de areia fina deve ser bem maior
do que o filtro de areia grossa, isto ¢, sob condicao de saturacao, a areia grossa deve conduzir
mais facilmente o liquido do que a fina.

A lei de Darcy foi derivada experimentalmente para um fluxo unidimensional. Para

uma situagao tridimensional, considerando que a carga piezométrica ¢ igual ao potencial



total da solucao ¢, a lei é formulada pela seguinte generalizacao formal

{ =—-KVo, (2.4)

onde ¢ (= Q/A) é o vetor de fluxo especifico com componentes g, g,,g. nas diregoes das
componentes cartesianas x, z,y e V¢ é o gradiente hidraulico. Fisicamente, este gradiente
representa a for¢a que atua na unidade de massa (ou volume) de solugao fazendo-a mover.
Note que, o sinal negativo da Equagao (2.4) refere que o fluxo se da em diregdo a um
decréscimo do potencial hidraulico.

Para escoamentos lentos, a lei de Darcy prevalece satisfatoriamente. Segundo Harr,
1964, esta lei pode ser aplicavel para a maioria dos casos em condicoes de escoamentos
existentes no solo pois, em meios porosos as forcas viscosas dominam sobre as forcas de

inércia, Re < 1 (escoamento laminar).



10

3 FORMULACAO MATEMATICA

A descricao matematica do fluxo em um meio nao saturado é estabelecia a partir

da equacao de Darcy-Buckingham e a equagao da continuidade.

3.1 Equacao de Darcy-Buckingham

A lei de Darcy foi originalmente estabelecida para solos saturados, ou seja, um
liquido que satura um meio poroso. Porém para um meio em situagao de nao saturagao,
foi apresentado por Buckingham apenas em 1907. Mesmo o trabalho de Buckingham sendo
contestado na época, segundo Libardi, 2005, Richards, 1928 redefiniu alguns termos e chegou

na seguinte expressao
7 =-K(0)V¢ (3.1)

esta relagao hoje é conhecida como a equacao de Darcy-Buckingham. Nessa situagao, a
condutividade hidraulica torna-se uma funcao do fator de umidade. Quanto maior 6, maior
K. Assim, quando o volume de dgua ocupa toda a regiao porosa, o valor de K atinge seu
maximo, um valor constante é simbolizado por Kj.

Note que a Equacdo (2.4) é um caso particular da Equagao (3.1) para a condi¢ao
de solo saturado. Além disso, a Equacao de Darcy-Buckingham implica isotropia do solo
nao saturado com relagdo a K (), esta equagao ainda assim possui grande complexidade

matematica devido a nao linearidade presente na condutividade hidraulica.

3.2 Equacao da Continuidade

Como observado, a Equagao de Darcy-Buckingham é estabelecida para condigao de
regime estacionario ou equilibrio dinamico. No entanto, a maioria das situagoes na natureza
estao em regime transiente e para descrevé-las anexamos a equacao da continuidade, a qual
é formulada a partir do principio de conservacao de massa. Matematicamente, o principio de
conservacao de massa, estabelece que nao pode haver nem criacao nem destruicao de massa.

Considera-se o balango de massa no seguinte volume de controle, conforme a Figura

3.1.
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Figura 3.1 — Elemento de volume de solo, através do qual a solucao
esta fluindo na direcao z.

Para a direcao y, o fluxo de massa que entra no volume de controle é dado por
pqydxdz, (3.2)

e o fluxo de massa que sai do elemento através da face oposta é descrito por

<pqy + a(gzy)dy) dxdz, (3.3)

o ganho de fluido ao longo do tempo na dire¢ao y resulta em

pa,dudzdt — (pqy n a(g%)dy) dadzdt = —%d‘/dt. (3.4)
Y Y

De forma analoga, os ganhos para as outras dire¢oes sao

d(pq.)
ox

d(pq.)
o, AV, (3.6)

dVdt (3.5)
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o ganho total da solucao no elemento de volume é dado por

%?ﬁ:—?@?ﬂWﬁ (3.7)

Como, a massa do fluido em solo nao saturado é dado por
my = phdV, (3.8)

na qual 0 é o fator de umidade, entao substituindo a Equagao (3.8) na Equagao (3.7) resulta

em

@%gzzz—iﬂp?mv (3.9)

Logo, para escoamentos de fluido incompressivel em meio nao expansivo, segue que

%——?7 (3.10)

pri

que é chamada de equagao da continuidade para a solucao no solo.

3.3 Equacao governante do fluxo nao saturado

Combinando a Equagao de Darcy-Buckingham (3.1) com a Equacao da continuidade

(3.10) resulta em

00

5=7WWWM (3.11)

O potencial hidraulico (= ¢ + z), pode ser substituido na equacao acima obtendo

2 TIKO V(W +2) (3.12)
90 0K (0)
5_?m@wm-&. (3.13)

A relacao entre v e 6, entretanto, nao é tnica, pois, a curva oriunda do processo de
drenagem pode ser diferente daquela resultante do processo de umedecimento. Ao fenémeno

que origina a obtencao de distintas curvas caracteristicas desses processos, nao superpostas,
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déa-se o nome de histerese. Nesta formulacao é desprezada a existéncia deste fendomeno, logo
os parametros K e 6 podem ser expressos por fungao do potencial matricial, [Wendland,

1991]. Assim, a Equacao (3.13) pode ser escrita como

dg oy dK (¢) oY

o ar = VK@)V + T (3.14)
Definindo a capacidade hidraulica como
do
cw) = 5 (3.15)
tem-se

oy dK () O

CW)gy = VIE@)V] + =525 (3.16)

na qual, a Equacao (3.16) é conhecida como a Equac¢ao de Richards (em base de 1)) e é a
equagao diferencial geral que descreve matematicamente o movimento da solucao em meios
isotropicos com relac¢ao a K (0).

Definindo o coeficiente de difusao ou difusividade hidraulica como

_ x(o
D(0) = K(@)@ (3.17)
e inserindo-o na Equagao (3.13), segue a equacao na base ¢
00 0K (0)
—=V|D . 1
~ YVID(O)VE] + =~ (3.18)
Também ¢é conhecido em literatura a equacao na forma mista
0 AK () 00
= = VK )V + o (3.19)

As equagoes acima regem o movimento da agua em solo nao saturado e embora
todas demonstrem semelhanca, a equacao de Richards na base-¢ pode ser aplicada em todo

o dominio, até mesmo para zonas saturadas e nao saturadas distintas.
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3.4 Modelo de Van Genuchten

A equacao de Richards necessita de relacoes adicionais tal que o sistema possa ser re-
solvido com solugao tnica para 1. As descri¢oes paramétricas de 6() e K (1) ou ) sao usadas
para estimar as propriedades hidraulicas da iteragao solo-agua e sem estas relagoes os resul-
tados numéricos nao seriam possiveis. Mualen, 1976 derivou um modelo de condutividade
hidraulica funcional a partir da curva de retencao do solo. A utilidade deste modelo atribui
ao fato de que a condutividade é extremamente dificil de ser medida. Por consequéncia este
modelo foi usado em parametrizacoes como de Van Genuchten e de Brooks-Corey.

O modelo de Brooks-Corey segue um modelo de poténcia que introduz um valor
definido de entrada de ar, que é associado com a dimensao dos maiores poros, acima desse
valor o solo é saturado. O modelo cléssico de Van Genuchten descreve uma fungao sem
o valor de entrada de ar. No entanto, a validade do modelo cléssico de Van Genuchten
foi discutida por Fuertes et al., 1992. Eles mostraram que as curvas podem ser sensiveis
aos parametros de ajuste com consequéncias desfavoraveis para o desempenho de solucoes
numéricas. Em [Vogel et al., 2001] foi apresentado um modelo modificado de Van Genuchten
que incorpora um valor de entrada de ar. Isto resultou em melhores previsoes em contraste
com a classica versao do modelo para solos de textura fina. O modelo modificado de Van
Genuchten, hoje, é um dos modelos mais utilizados para estimar os parametros hidraulicos.

No modelo de Mualem (1976) ¢ assumido que os poros sao interligados com um
comprimento proporcional ao raio. Cada poro cumpre a Lei de Poiseuille, o fator de tortu-
osidade é um fator que representa a correlagao parcial de poros com diferentes raios a uma
umidade de agua que pode ser representada por uma funcao poténcia da saturacao efetiva.

A permeabilidade relativa é dada pela seguinte formula:

¢ 2-dS
K(S.) =87 [fo vE) ] (3.20)
Jy wisyd
onde S.(0) = (0 —6,)/(6; — 0,). A dificuldade deste modelo é calcular a integral
Se 1 <1 dS
—dS = —/ —— 3.21
o 08" T sy vE @’ 520

A Equagao (3.20) foi derivada da lei de Poiseuille e resulta que a condutividade
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relativa é dominada pelos poros maiores. Portanto, a parametrizacao da curva de retengao
deve tomar cuidado para que os poros arbitrariamente grandes nao representem o solo real.
Se o valor de entrada de ar nao for introduzido no modelo, deve entao garantir que dS/dvy
descresce mais rapido do que o aumento de 1/ para 1) — 0.

O modelo classico de Van Genuchten pode resolver analiticamente o modelo de
Mualen. Na literatura o modelo de Van Genuchten é muitas vezes citado como Genuchten-

Mualen. A saturacgao efetiva é descrita na forma:
Se=[14+ (ap)"]™™ (3.22)

n,m e « sao parametros que serdo ajustados. Inserindo a inversdo da Equa¢ao(3.22) na

Equagao (3.21) a integral pode ser resolvida adotando m = 1 — 1/n com resultado

Se 1
- 1 . /my\m
T dS =1-(1-85Ym (3.23)

A condutividade é dada por
K(S.) = SI[1—(1—8Ymm)? (3.24)

Como este modelo nao introduz o valor de entrada de ar, para

ds
a —amn(a))" 1 + ()]~ "D (3.25)
decrescer mais rapido do que o aumento de 1/¢) quando ¢» — 0 deve se considerar como
critério n > 2. Entao conclui-se que o valor de entrada de ar é obrigatorio para n < 2.

Um modelo modificado de Van Genuchten incluindo o valor de entrada de ar foi
derivado por Vogel et al., 2001; Marcel e Van Genuchten, 2005. Os autores introduziram

uma capilaridade pequena 13 e um parametro 6,, > 6, sem significado fisico. O modelo

modificado para a curva de retencao é dado como:

e(d)):er_l'% ¢<ws
Os Y > 1

(3.26)

onde 6,,, = 0, + (05— 0,) (1 + |az)s|™)™. Combinando a Equacao (3.26) com a Equagao (3.24),
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logo a condutividade do modelo modificado é escrita como

K(S) = K.s57 [S260]° < o,

e | 1-F(1)

K Y =Y,

(3.27)

onde F(S.) = [1 — (S,)"/™]™ e K, ¢ a medida da condutividade (m/s) em estado saturado.
Vogel et al.(2001) sugeriram usar s aproximadamente —lcm ou —2cm e Marcel e Van
Genuchten(2005) otmizaram o valor para —4cm, os autores também concluiram que )
também pode ser usado como um parametro de ajuste adcional. Para uma revisao detalhada
do discutido acima ver |Ippisch et al., 2006].

E importante destacar que os parametros da iteracao solo-agua sio os termos que
definem a nao linearidade da equacao de Richards e é visto pela Equa ¢ao 3.26 e Equa ¢ao 3.27
que a nao linearidade é o ponto principal desta formulacao. Com isso, embora o modelo de
Van Genuchten seja muito utilizado em simulacoes numéricas, devido a sua complexidade na
forma funcional os procedimentos algébricos sao dificultados tornando assim raras as solugoes
analiticas. No proximo capitulo, os termos C()) e K (1)) sao aproximados via aproximantes
Padé. Originalmente estes aproximantes sao conhecidos como aceleradores de convergéncia
e neste trabalho também sao usados como uma ferramenta para tornar o modelo, do ponto
de vista algébrico, mais tratavel. E importante destacar que os parametros, sao relacoes
fenomenologicas, entao a representacao por aproximantes Padé pode ser utilizada sem perdas

de generalidade no problema.
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4 APROXIMANTES FUNCIONAL PADE

O estudo de aproximantes Padé é, simultaneamente, um topico em teoria de a-
proximacao matematica e teoria de funcao analitica, o qual possui grande aplicabilidade
em problemas de modelagem matemaéatica sendo muito utilizado também em abordagens na
engenharia.

Um aproximante Padé é a razao entre dois polindbmios construidos a partir dos
coeficientes de uma expansao em séries de poténcias, como por exemplo a série de Taylor,
de uma dada funcgao, ou seja, ¢ um caso particular de aproximacao racional. No ponto de
vista matematico, o aproximante Padé [m/n]s) de uma funcao f(x) é definido da seguinte

forma:

[m/n] @) = pm(x)/qn(2), (4.1)

onde p,,(z) é um polindmio de grau maximo m e ¢,(x) é um polindémio de grau méaximo 7n.

Considere f(x) em sua representagao formal em série de poténcias:
f@) =3 i (42)
k=0

Os coeficientes de p,,(x) e ¢,(z) sdo determinados a partir da condigao

f(2) = pm(2)/gn(x) = O(z™ ). (4.3)
Essa equacao equivale a
d* d*
pm(o)/qn(o) = f(O), ﬁ(pm(z)/Qn(I)) =0 = wf(x) =0 k= L2,...,m+n.
(4.4)

Estas condi¢bes garantem que a funcao f(z) e o aproximante Padé [m/n] ) diferem

apenas para termos de ordem ™1, Se escrever os polinémios p,,(z) e ¢,(r) na forma:

() = pot+pix+ ...+ ppz™
() = g+qr+...+ga" (4.5)

e considerar, sem perda de generalidade, gy = 1, entao pode-se multiplicar a Equagao (4.3)
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pelo polindomio ¢,(z). Escrevendo a Equacao (4.3) na forma de um sistema de equagoes,

para determinar os coeficientes do aproximante Padé, tem-se

Zijm—j+k =0 k=1,....n
=0

k
§=0
onde define-se
fr=0 se k<0 e ;=0 se Jj > n. (4.7)

Dessa forma, se o sistema obtido admitir solucao tnica, o aproximante Padé existe
e é unico [Baker, 1975]. Se z é uma funcao do tempo, x(t), entao a aproximacao [m/n] )
é dita como aproximante funcional de Padé.

Frequentemente, as séries de Taylor podem apresentar algumas dificuldades. Muitas
vezes, a convergéncia é extremamente lenta, ou entao, o seu raio de convergéncia nao engloba
regioes de interesse particular do problema que esti sendo estudado. Pode-se, até mesmo,
afirmar que o método de aproximantes Padé é, em muitos sentidos, superior ao método
classico de aproximacao por séries de Taylor, pois, sendo uma funcao racional é muito mais
rica analiticamente do que as fung¢oes polinomiais resultantes de truncamentos sucessivos
das séries de Taylor. Além disso, as aproximacoes por Taylor sao casos particulares dos
aproximantes de Padé. Note que, os aproximantes [m/n|s) com n = 0 coincidem com as
somas parciais da série de Taylor até o termo f,,z2™.

Neste ponto, os aproximantes funcionais de Padé aplicados aos termos de correlacao
sao usados como aceleradores de convergéncia além de simplificar os procedimentos algé-
bricos. Assume-se, entao, a condutividade hidraulica e a capacidade hidrica, como fun¢oes
racionais via técnica Padé. Cabe salientar que para esse caso, as aproximagoes Padé sao de
classe funcional, uma vez que o potencial 1) é uma grandeza que varia no espaco e no tempo.
Assim, o dominio de interesse refere-se a imagem de .

A confiabilidade do uso Padé aproximado aos parametros funcionais C(¢)) e K (1)
¢ testada graficamente para um dominio ¢ sobre o intervalo de [—10m,0m]. Devido ao

comportamento assintotico das relacoes assume-se que os aproximantes fucionais de Padé
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Aproximantes Padé
solo arenoso

2/4] 0.000952717(4)+3.9)2—0.0107297(¢+3.9)+0.0261488
C(¥) — 0.000652222(¢+3.9)1—0.00465977(1+3.9)® +0.0542063 (¢ +3.9)% —0.178923(¢+3.9)+ |
[1/4] 0.00771076—0.00203877(4+0.9)
K(¥) — 0.00432321(¢1+0.9)—0. 0205561 (:0+0.9)% +0.0961195(:0+0.9)% ~0.393508(4+0.9) + 1

solo areia barrenta

12/ 0.000523127 (1)+3.9)% —0.00650832(¢+3.9)+0.0170635
— 0.000230777(4+3.9)* —0.0031826(¢+3.9)> +0.0376573(¢+3.9)2 —0.201749 (¢ +3.9) +
/4] 0.00356859—0.00174099(f+0.9)
K(¢) — 0.00427702(1)+0.9)* —0.0291442(¢)+0.9)3+0.146919(¢)+0.9)2 —0.6 75553 (¢+0.9)+ L

solo barro arenoso

(m/n] 0.000801266(¢)+1.7)2—0.00345719(¢)+1.7)+0.00357504

C(¥) — 0.000136824(¢+1.7)2—0.00324243(¢)+1.7)3 +-0.0320935 (¢4 1.7)% —0.476 186 (4 L.7)+ |
m/n] 0.00101425—0.000773792(¢)+0.9)

K(¥) — 0.0016769(¢+0.9)1—0.0173917(¢+0.9)3 +0.168579(¢+0.9)%> —0.96 1621 (+0.9)+

solo barrento

2/4] _ 2.3489121073268633x 10~ ° (1+20)2—0.000196266(¢+20)+0.00311967
1.170778583384x 10— 7 (+20) —0.0000314713(¢+20)3 +0.00223392(¢+20)2 —0.0746217(¢+20) + 1
[1/4] 0.000180679—0.0000752638(¢+1.7)
~ 0.000192533(¢+1.7)2—0.00249343(¢p+ 1.7)® +0.0712967 (1 1.7)2 —0.589744 (4 + L.7) + 1
solo siltoso
2/4] 1.5579750235590666 x 10 ° (¢+20)2—0.0000937536(¢+20)+0.00129876
C(¥) — 3.413798909350167x 10— (1)+20)% —0.0000137408(¢+20)3 +0.00147198(¢)+20)2 —0.06878 14(¢)+20) +
[1/4] 0.0000376839—0.0000159835(¢+1.7)
~ 0.000178271(¢+ L.7)% 1.0.000386719(¢+ 1.7)® +.0.0546464(+ 1.7)% —0.57915(d - L.7) 1 1
Tabela 4.1 — Aproximantes Padé para casos tipicos de textura de
solo

devem conter o polindmio de maior grau no denominador e para minimizar a ordem dos
polinémios pode-se deslocar o ponto de expansao, originalmente expandido no ponto zero.
Com isso, a mais simples representacao obtida para os parametros funcionais, para doze
formas tipicas de textura do solo representado na Tabela 7.1 pode ser dado por [1/3] e [2/4].
Tabelas 4.1 - 4.2

Comparagao com os perfis originais de condutividade hidraulica e capacidade hidrica
obtidos a partir dos modelos da Equagao (3.26) e Equacao (3.27) com as aproximagoes Padé
sao apresentadas nas Figuras 4.1 - 4.12 para doze formas tipicas de textura.

As Figuras 4.1 a 4.12, mostram que as funcoes de Padé representam fielmente as
curvas de perfil do parametros funcionais de condutividade hidraulica e capacidade hidrica.
Também salienta novamente que, em vista de serem resultados de consideracoes fenome-
nologicas, a representacao Padé pode ser utilizada sem nenhuma perda de generalidade no

problema.
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Aproximantes Padé

solo barro siltoso

2 4 . 1.8575066122271601><10*"(w+20)3—0.000113178(w+20)+0.00157683
[ / ]C(w)

~ 5.1913101680950193 x 10— (+20)2—0.0000183955 (¢)+20)3 +-0.00167921 (¢)+20)2 —0.0708878(¢)+20)+ 1

[1/4] _ 0.0000703448—0.0000297192(¢+1.7)
K(¥) — 0.000170468(4+1.7)2—0.000132795(sh+1.7)3 +0.0584841 (¢+1.7)2 —0.582386(¢+ L.7)+ 1

solo barro argilo arenoso

— 1.298710x 10~ 7 (¢ 132)%—0.0000751808(¢ 1 32) 1 0.00207225
2/4]cw)

— 1.87292384 %108 (4432)* —0.0000130394(1)+32)3 4+0.00151554()4-32)2 —0.0653316 (+32)+1

[1/3] _ 0.000150968—0.0000365673(¢/+2)
K(¥) — =0.00553862(¢+2)3+0.0738525(1)+2)% —0.499146 ()1 2) + 1

solo barro argiloso

2/4]cw)

_ 3.253728170278607 x 10~ (1+32)? —0.0000382882 (1) +32)+0.000946619
~ 6.718108317012353x10—9 (¢p+32)4 —5.565202769914616 X 10—6 (¢)+32)3+0.000796428 (¢)+32)2 —0.0481028(1)+32)+1

1/3] — 0.0000293794—9.63564220561432x 10~ © (4)+2)
K(¥) = Z0.000528738(1p+2)3 +0.0491036(1)+2)2 —0.502288 (¢ +2)+ 1

solo barro argilo siltoso

2/4]cy)

_ 1.9595162262281196x 107 (1)+32)? —0.00002007 () +32)+0.000464723

~2.8841930424610443x 109 (¢p+32)%4 —3.1439369257138816 x 10— 6 (¢+32)3+0.000612694 (¢)+32)2 —0.0450141 (xp+32)+1

1/3] — 0.0000293794—9.63564220561432x 100 ()+2)
K(¥) = Z0.000528738(1)+2)3 +0.0491036(1)+2)2—0.502288 (¢ +2)+ 1

solo argilo arenoso

2/4]cwy)

_ 2.2952668689497738 x 10~ 7 (1+32)Z—0.0000310358(1)+32)+0.000817697
" 4.598927676259186x 10— 9 (1)+32)4 —5.875211436819801 x 10— 6 (1)+32)3 +0.000893589()+32)2 —0.0515348(¢p+32)+1

1/3] — 8.033886424290697 x 10~ © —2.6488281232614177x 100 (+2)
K(¥) = "20.00155961(¢+2)> +0.0706368(¢+2)% —0.562761 (p+2)+ 1

solo argilo siltoso

2/4]cwy)

_ 1.0241845652644266 x 10~ (1)+20)2 —6.638418591900108 x 100 (¢)+20)+0.0000974695
T 3.433839175445241x 109 (1p+20)* —3.7302671731649587 x 10— 6 (¢p+20)3+0.00115976 (1)+20)2 —0.0680428(1)+20)+1

1/3] — 1.46383528x 10~ 7 —5.9415004x 10~ 5 (¢)+5)
K(¢) — 9.04376603x 100 (+5)3+0.00960054(1)+5)2 —0.222614(xp+5)+ 1

solo argiloso

2/4]cw)

— 5.135387890x 10~ 5 (1+35)2 —6.012368059408522 10~ © (¢/+35)+0.000157375
~ 6.297415850971161x 10— 10 (¢+35)7 —1.996071602097677 x 10— (1)+35)3+0.000518536 (¢+35)2 —0.0423688 ()+ 35)+ 1

[2/4] W) = 2.9562798696206264 x 102 (1)+6)? —6.601190379906734x 10~ (1)+6)+3.2320630508535436 x 10 —°
K

5.437058377773786 X 100 (/4-6)1—0.000789338(1)+6)° +-0.026 7971 (¢1-6)2 —0.295469 (1)+6)+ |

Tabela 4.2 — Aproximantes Padé para casos tipicos de textura de
solo
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5 METODO DE DECOMPOSICAO ADOMIAN

O método de decomposicao de Adomian, 1988 permite obter solucoes de represen-
tacao analitica para problemas de classe nao linear, sem necessidade de aproximacoes, como
por exemplo, linearizacao, perturbacao ou métodos de discretizagao. Pois, tais aproximagoes
podem conduzir a solugoes fisicamente nao realistas, e do ponto de vista mateméatico, um
problema simplificado pode nao ser uma boa representacao do problema real.

Em geral, a solucao é decomposta em uma série infinita de fungoes. O termo nao
linear é aproximado por um esquema recursivo, definido de acordo com a forma da nao
linearidade. Estando a solucao aproximada por uma série infinita, surge a necessidade do
truncamento da série, em um namero finito de termos, como solucao pratica. Com isso, a
validade do método fica restrita ao raio de convergéncia da série. Salienta-se, ainda, que, uma
vez estabelecida a convergéncia, a solu¢ao obtida é exata [Adomian, 1994]. Por conseguinte,
a grande dificuldade reside na maneira de estabelecer a aproximagcao do termo nao linear e
provar a convergéncia da série.

Considere uma equacao diferencial nao linear
QY] = 0. (5.1)

Seguindo o procedimento de Adomian da maneira classica, a Equacao (5.1) pode ser

reescrita como uma equacao diferencial, separando todos os termos dependentes de v como

QY] = Qp[Y] + QY] + Qn[¢], (5.2)

na qual € [¢)] refere-se aos termos lineares, (x[1)] aos termos nao lineares e Qp[1)] a derivada
de maior ordem.

Aplicando o operador inverso Q5" na Equagdo (5.2), tendo que a inversdo de Qp 1] é
simplesmente a integragdo do operador sobre um intervalo finito, a Equagao (5.2) é reescrita

COo110

U =—Q5' QL[] — Q5" QY] (5.3)
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Decompondo a solucao ¢ a ser determinada por uma série de funcoes
=) W (5.4)
i=0

e 0 termo nao-linear é expresso em uma soma dos chamados polinomios funcionais de Ado-
mian

oo

Qnle] = " A, (5.5)

i=0

H4 diversas maneiras de obter esta solucao aproximada em representacao analitica,

pois essas estao condicionadas pelo modo de montar o esquema recursivo que é truncado em

n termos em A, e n+ 1 termos em ,,. A inicializacao é dada pela solu¢ao de um problema

linear com condi¢oes de contorno e o esquema recursivo ¢ dado pelas solucoes particulares
com termo fonte obtido pelos termos nao lineares, conhecidos, dos passos anteriores.

Se a iteracao definir uma sequéncia convergente para 1 em todo seu dominio, entao

a solugao é exata e é definida por
V= nh_{IOloZO% (5.6)

Os termos A, e 1, estao relacionados de tal maneira que a solugdo ¢ dada por
um processo iterativo bem definido. Assim, reescreve-se os termos nao-lineares como uma

expansao de um operador normal convergente

- E&Z%FSH) ) (({,;LH) f[w,’%’”> (5.7)

n=0 ki, kr m=1
Yk;=n
0 n 1 j n—1
_ (0) (1) © km
- ey w5 5 () Tt )
n=1 j=2 7" k1, kn_1 tS1 m=1
Ski=j

Abreviando as notacgoes para os termos derivados FO("), refletindo a influéncia do

~ _ . . o« . n _ n _ nl
termo fonte na solucao ¥ = vy e os coeficientes multinomiais ({ki}§'> = (klkr) = Tl ol
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com Y., k; = n. Os polinomios funcionais de Adomian sdo associados da seguinte maneira:

(5.8)

Uma vez que as expressoes analiticas para v; e A, sao determinadas, o esquema
acima permite resolver problemas nao lineares sem a necessidade de aproximacao ou linea-
rizagao.

Para o escoamento unidimensional vertical em solo nao saturado:

C(@b)%—f = a% [K(@/)) (g—f + 1)] (5.9)

a inicializacao da recursao pode ser obtida separando uma contribuicao constante do termo
funcional complementar, ou seja, fazendo C(¢)) = C+C(v) e K(¢0) = K+K(¢)) naqual C e K
sao médias constantes e C(¢) e K(1) fungdes que descrevem informagoes referentes a evolugao
do potencial méatrico. Logo, substituindo estas relagdes na Equagao (5.9) e agrupando os

termos lineares e nao lineares

02 wo  wl'War o 9:) " "o (5.10)

) _
D08 Lo 2 (g2 - 2]

Dessa forma, o lado esquerdo da Equacao (5.10) representa os termos lineares, que

sao utilizados para encontrar o primeiro termo para a inicializacao da recursividade que
constitui a decomposicao. Ja, o lado direito representa a nao linearidade e, é utilizada
como corre¢ao no esquema recursivo de Adomian. Na Equagao (5.10), destaca-se a forte
nao linearidade presente no fenémeno que fica visivel no momento que é separada da parte

linear. Em frente ao termo de correcao, existe um fator de amplificacdo 1/K, se K é pequeno,

entao 1/ K torna-se um fator problemético pois, atinge valores altos e compromete a correcao
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independentemente do esquema especifico adotado para a determinacao dos polinémios de
Adomian.

Assim, no presente caso, o método de Adomian nao é eficaz para corrigir uma
solucao inicial de uma equacao diferencial linear, devido a uma nao-linearidade dominante
e divergéncia resultante. A partir desses achados, os autores sugerem uma nova formulacao
para a obtengdo de uma solugdo, construido nos seguintes passos: a) determinacdo uma
solugao de inicializac¢ao aproximada parametrizada. b) otimizagao desta solugao pela equagao

de Richards. c) avaliacao por um teste de auto-consisténcia.
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6 ESTRUTURA DA SOLUCAO

6.1 Evolucao temporal

Nesta se¢ao ¢ feito um estudo sobre o comportamento da solugao ao longo do tempo.
Para esta andlise podemos considerar algumas aproximacoes.

As Figuras 4.1 - 4.12 mostram que embora tenhamos uma grande diferenca de escala
entre os parametros envolvidos no fendmeno, estes possuem comportamento consideravel-
mente mondtono se tomarmos a regiao restringida ¢ € [—10m, —2m], entao assumimos este
intervalo como dominio de referéncia e com isso aproximamos os parametros K(¢) ~ K,
onde K ¢é a constante média do intervalo que pode ser calculada a partir da integral média
e C(¢)) por um modelo quadrético parametrizado tal que C(1)) = a(+) + b)? onde a e b sdo
obtidos por ajuste de curva.

Entao a equacao de Richards é simplificada pelas consideragoes acima tal que

oY 0?1
20V OY
a(y +b)° =, L (6.1)
se considerarmos ¢ = 1 + b entao a equagao acima resulta que
p—b) _ -0
2 _
ap = K 52 (6.2)
logo
Dy 0
2l =K. 6.3
Yot T 022 (6:3)

A equagao acima admite solu¢ao Traveling Wave ¢ = (82 + at); tal que, para § = 0 corres-
ponde & solugao homogénea dependente apenas de ¢ e para o = 0 uma solugao estacionaria
dependente apenas da profundidade.

A solugao da Equagao (6.3) é apresentada por Polyanin e Zaitsev, 2003 pela forma
implicita da solucao Traveling Wave.

dyp
2 prm—
A /F(go) e t+ Az + Cy, (6.4)

onde F(p) = [ %dgp e A, C e (5 sa0 constantes que devem ser determinadas pelas condigoes
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do problema.

Para determinar as constantes, A\, C; e Cs, vamos utilizar as condi¢oes de contorno
e inicial, mas devemos levar em consideracao que estamos resolvendo a equagao para .

E desta maneira, as constantes sao determinadas resolvendo o seguinte sistema im-

plicito

dy
o ([ o) aesc
F(p)+ G =0 ’

dy
it (/7) e
F(p)+Ch ©=9,25 ’

\2 (/%)M:t—ﬂg (6.5)

Devido ao carater implicito das equagoes é necessario utilizar de procedimentos
iterativos para determinar as constantes. A Figura 6.1 mostra o grafico em isolinhas do

potencial matricial agora ¢ em fungao do tempo e da profundidade (z).

——— ‘
Z'Oj — ¢=0
— (p:l
[ — =2
15] _ o3
2 B
g 1.0 B
5] — =6
(= S
0.5: — =8

00F, o

-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0

Profundidade @)
Figura 6.1 — Isolinhas do potencial ¢.

A Figura 6.1 mostra a saturacao em isolinhas de ¢. Podemos notar que a partir de
¢ = 3m nao ha alteracao significativa em . Neste momento ocorre a transicao do processo
transiente para o estacionario, podemos dizer que ¢ = 3m ¢ o limite do regime transiente.

A solucao da forma Traveling Wave é comum em problemas de infiltracao. Em
Zlotnik et al., 2007 os autores assumiram que a solu¢do é da forma 0(x,t) = wu(£) com
¢ = x + ct que define uma relacao linear entre as variaveis do problema. Isto tem como

resultado principal que a EDP original agora resulta em uma EDO baseada em u(&). Zlotnik
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et al(2007) resolveram a EDO por integracao numérica com o intuito de ajudar na verificagao
de solucoes numeéricas do problema. Nasseri et al., 2010, 2012 supos que a solucao da EDO
resultante seria uma série de funcoes de tangentes hiperboélicas e encontrou solugoes em
representagao analitica.

Em todas as referéncias citadas, a metodologia por Traveling Wave foi usada sempre
como uma hipdtese que tem por consequéncia transformar um problema de forte nao linea-
ridade e uma esquagao diferencial linear. No presente trabalho, a Traveling Wave é apenas

uma ferramenta para um problema auxiliar.

6.2 Estrutura estacionaria

Vamos considerar agora apenas a parte estacionaria da equacao de Richards. Logo

o= 2 ([ ]

_OK(¥) [0 o
= — [EH}H((@w

_ 9lnKY) [8—¢ + 1} Lo (6.6)

0z 0z 022

Neste momento vamos aproximar o termo de condutividade hidraulica a uma funcao

exponencial da forma:
K (1) = oo 6.7)

onde a, b e ¢ sao os parametros que devem ser otimizados de maneira a aproximar a fungao
exponencial & expressao original.

Podemos notar pelas Figuras 6.2 - 6.7 que o modelo quadratico possui pouca di-
ferenca quando comparado ao modelo real. Esta diferenca pode ser desconsiderada, pois o
objetivo aqui é explorar apenas o comportamento da solugao. Logo, substituindo K (v) pela

aproximacao exponencial

0 = %(a(@b—b)z —c) (g—fﬁ) +8—w (6.8)

02
_ 0 2 (O 0%
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para ¢ < —2m. Solo barro-argilo-siltoso (esquerda) e

solo argilo arenoso (direita).
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argiloso (direita).

e, considerando o potencial matricial modificado como ¢ = 1 — b, temos que

G&PZ d(p +b)
0z 0z
dp? (O
o (a_ * 1)
P Op?

+1)+M

0z2
Py
o2

dp* Dy

9.2 9, T

A

0z 0z

B

Aproximacao ao termo de condutividade hidraulica
para ¢ < —2m. Solo argilo siltoso (esquerda) e solo

—200

(6.10)

A Equacao (6.10) pode ser resolvida usando método recursivo, onde os termos de A

sao utilizados para determinar a inicializagao da recursao e os termos de B sao considerados

cOmMo correcao para as recursoes seguintes. Logo, se supormos que ¢q ¢ o primeiro termo da

recursividade entao ¢ é solucao da seguinte equagao

ou seja
Do 2
B + apy
90
0z

0? )
022

D’
o

_|_

constante
N——

C1

1 — CW% —

=0

YU S
C1 — ayy

(6.11)

(6.12)
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logo
arctanh (—gpo %)

Jac;
arctanh <-¢0\/g) = (—z+e)(Vaa) (6.13)

= —Z+Co

entao a primeira contribuicao para o processo recursivo ¢é

wo(z) = —\/%tanh (Vaci(—z + ¢2)) (6.14)

onde c; e ¢y sao determinados a partir das condicoes de contorno. Para determinar
1 0 termo B inicialmente negligenciado agora é considerado como fonte e assim ¢, é solugao

da seguinte equacao.

Poi | 0pt Oy dpg

Sabemos que ¢ é a solu¢ao homogénea da Equagao (6.15) logo a solugao particular

¢ da forma ¢, = v(2)go e v(z) é determinado como segue

/ _ 8903 &Po
v'(2)po(z) = —agg 2
71 _0pj O¢o ,
v(z) = /0 o) ( W ) dz (6.16)
e, portanto,
_ 1 9 9po
v1(2) = po_c3 —I—g@o(z)/o o) ( B dz'. (6.17)

=0

Neste caso, c3 = 0 pois as condicoes de contornos ja foram consideradas na inicializacao.

Entao

B =1 &p% dpo ,
e1(z) = goo(z)/o @) (—a % D dz (6.18)

Para os demais termos temos o procedimento similar, em que cada contribuicao deve ser

menor do que a anterior. Podemos dizer que o primeiro termo do processo recursivo é o
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termo dominante e os demais termos sao pequenas corregoes. As Figuras 6.8 - 6.13 exibem

YPo(2) e P1(2) +1o(z). Podemos observar que nesse caso, apenas 9y(z) ja é suficiente pois os

demais passos recursivos nao representam significativas alteragoes.

Embora esta metodologia nao seja valida como solucao geral devido as simplificagoes

e aproximacoes feitas anteriormente, podemos abstrair a informacao de que a solugao geral

pode ser escrita em forma parameétrica como

(z) = —ay tanh(as(—2z + az)) + S(2) (6.20)

onde a1, as e az sao constantes. Estes parametros devem ser otimizados de modo a satisfazer

a equacao de Richards e caso esta solucao seja distante da solucao geral entao sera necessério
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o uso do termo de corre¢ao S(z). Isto sera discutido na proxima se¢ao.
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7 CONSTRUCAO DE SOLUCAO FUNCIONAL PARAMETRIZADA

Da anélise do fenomeno fisico, uma das expectativas é que o processo de infiltracao
estabeleca um regime estacionéario, tal que se possa definir a zero a parte da derivada tempo-
ral e obter uma aproximagao para o perfil estacionéario considerando a expansao funcional de
Taylor para K em torno de 1) = 0, que resulta em apenas um termo quadratico. Inserindo
este termo na equacao estacionaria de Richards resulta em uma equacgao que pode ser resol-
vida por métodos recursivos e revela o perfil de uma funcao de tangente hiperbolica, como
visto na secao anterior. Fazendo uso desta expressao numeérica para encontrar uma para-
metrizacao vamos ter a seguinte forma 1(z,t) = —a; tanh (as (—z + asz)) + as. Inicialmente
vamos considerar o termo de corre¢cao S(z) como uma constante. Argumentos fenomeno-
logicos agora permitem extender a solucao estacionaria incluindo a dependéncia temporal.
Com o aumento da infiltracao a frente de umidecimento de saturagao é deslocada ao longo
da profundidade. A saturacao estd presente no comportamento assintotico da funcao de
tangente hiperbolica e devido a condicao inicial o argumento de tanh deve ser singular, o
caminho mais facil para isso é introduzir um deslocamento e adicionando o termo a4/t para
z no argumento. Por ultimo, observamos que existe uma assimetria entre as partes con-
cava e convexa do perfil, isto pode ser resolvido pela multiplicagao do argumento pelo fator
exponéncial 1 + exp (a2 (z + as + “74)) Entao chegamos a seguinte forma para a solucao

parametrizada, que pode ser otimizada diretamente pela equacao original de Richards.
Y(z,t) = —ay tanh ((1 + e(_a32+a4+a75)> <—a32 + a4 + %)) + a9 (7.1)

As relagbes constitutivas entre os parametros 6, ¢ e K sao das relagoes de Van
Genuchten. Os parametros do solo juntamente com as condi¢oes de contorno (¢(0,t) =
—0.75m e Y(—L,t) = —10m para t > 0), inicial (¢(z,0) = —10m,—L < z < 0) sdo as
mesmas aplicadas em Celia et al., 1990.

Agora, o potencial matrico ¥ é uma fungao paramétrica ¢ = 1(z,t;{a;}), onde
i =1,2,3,4,5. Para ajustar o conjunto de parametros, inserimos a solucao (¢) dada pela
Equagao (7.1) na Equagao de Richards, Equagao (3.16), que por conveniéncia vamos escrever
na forma em que todos os termos estao no lado esquerdo e consequentemente o lado direito

é igual a zero. Seja 2r o operador diferencial que representa a equacao de Richards com
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todos os termos no lado esquerdo, entao para a solugao verdadeira 2g[¢)] = 0. Como nossa

solucao é uma aproximacao, o lado direito difere de zero por um termo residual
[Qr[Y]] = R(z,1). (7.2)

Entao, a solugao apresentada na Equacao 7.1 é otimizada minimizando R usando o método de
otimizagao dos minimos quadrados e acelerando pelo método de Newton-Raphson. Algumas
constantes podem serem determinadas de imediato. Podemos fixar as constantes a; e as

diretamente usando as condicoes de contorno onde:

a; = (Y,(0,t) — (L, t))/2 e as = 1,(0,t) —ay (7.3)

O restante dos parametros sao determinados usando o método ja mencionado para minimizar

R
IQR[¥]| — min. (7.4)

Como o comportamento assintotico da solucao foi fixado usando as condicoes de
contorno, usamos um conjunto discreto de pontos no intervalo que contém a maxima cur-
vatura e o ponto de inflexdo para otimizar {as, a4, as}. A otimizag ao pode ser simplificada
usando uma expansao da fun¢ao tangente hiperbodlica em torno do ponto de inflexdo (em
2p), ou seja, onde o argumento da fungao é zero, isto é, azzo + ag + % = 0, Que permite
resolver o problema de minimizacao de uma forma direta.

O problema de minimos quadrados é encontrar a que minimize a expressao

1 — 1
Gla) = 5> _(ri(a)” = 5Ir(a)| (75)
k=1
onde a = [ay,as, . ..,as]T. m é o nimero de pontos a ser ajustado pela curva. Para resolver

o problema de minimos quadrados foi implementado o método de Newton. Desde que 7(a)

é continuamente diferenciavel trés vezes

Ala) eR® with A(a); = Ork(a)'
861]'

(7.6)
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A primeira derivada de G(a) é da forma

m

VG(a) =Y ri(a)Vri(a) = Ala)r(a); (7.7)

k=1

onde Vri(a) representa o vetor da primeira derivada com os respectivos parametros. Em

relacao a segunda derivada

V3G(a) = Z Vre(a)Vri(a) 4 ri(a)Viri(a)

onde V?r.(a) é a matriz Hessiana da segunda derivada 7(a).
Considere a; uma aproximagao para a solugdo da Equacao (7.5). Segundo as Equacao
(7.7) e Equacao (7.8) serem uma aproximagao quadratica para G(a) centrado em q;

Qila) = Gla)+VG(a) (a—a) + %(a — a)"V2G(ai)(a — ay)

= (@) r(a) + (@) Afe)(a — o)

1 m
+ i(a —a;)" (A(ai)TA(ai) + Zrk(ai)vzrk(ai)> (a — a;). (7.9)
k=1
Substituindo G(a) por Q(a) e tomando VQ;(a) =0
" -1
Aip1 = A — <A(ai)TA(ai) + Z Tk(ai)v27"k(@i)> A(@i)TT(ai)- (7.10)
k=1
O ponto a; nao é necessariamente uma solucao da Equagao (7.5), devido G(a;) ser
aproximado por um modelo quadratico, mas isto é dado como uma boa aproximacao. O

modelo quadratico deveria ser repetido agora centrado em a;,;. Este processo iterativo é o

método de Newton. As equacgoes iterativas sao
i1 :ai—l—Ai, 120,1, (711)

com A; devendo satisfazer a equacao

(AfAi + Z rk(ai)VQTk(ai)> Ay = —Alr,. (7.12)

k=1
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Tabela 7.1 —  Valores médios dos parametros hidraulicos para o
modelo de Van Genuchten para quatro tipos de grupos
de textura de solos de acordo com Carsel e Parrish,

1988

Solo 0,(m?/m3)  O,(m*/m3) «a(l/em) n Ky(cm/s)

(1) arenoso 0.045 0.430 0.145 2.68 8.25 x 1072
(2) areia barrenta 0.057 0.410 0.124 2.28  4.05324 x 1073
(3) barro arenoso 0.065 0.410 0.075 1.89  1.22801 x 1073

(4) barro 0.078 0.430 0.036 1.56 2.88 x 1074
(5) siltoso 0.034 0.460 0.016 1.37  6.94444 x 1075

(6) barro siltoso 0.067 0.450 0.020 1.41 1.25 x 1074
(7) barro-argilo-arenoso 0.100 0.390 0.059 1.48  3.63889 x 1074

(8) barro argiloso 0.095 0.410 0.019 1.31 7.22 x107°
(9) barro-argilo-siltoso 0.089 0.430 0.010 123 1.94444 x 107
(10) argilo arenoso 0.100 0.380 0.027 1.23  3.33333 x 1077
(11) argilo siltoso 0.070 0.360 0.005 1.09  5.55556 x 1076

(12) argiloso 0.068 0.380 0.008 1.09 5.55 x 1072

Variagao O(10h) 0(0) o(10h) 010 O(10%)

No método de Newton a convergéncia é local, entao a aproximagao inicial para o
processo iterativo deve ser perto o suficiente da solugao para garantir a convergéncia para
um ponto estacionario. Além disso, o vetor A; pode nao apontar no sentido em que a fungao
G decresce, nao havendo garantia de convergéncia para o minimo de G. Apesar disso, o

método de Newton é considerado eficiente e robusto.

7.1 Resultados numeéricos

Os conjuntos de parametros que foram utilizados para validar a “universalidade” da
formula de solucao aproximada referem-se aos doze tipos de solos apresentados na Tabela
(7.1) para situagoes que consideram o fluxo de 4gua numa coluna de solos inicialmente secos
e homogéneo. Consideramos como faixa de profundidade no solo [0, L = 1m] e as condi¢oes
iniciais e de contorno ¥ (z,0) = —10m, —L < z < 0; ¢(0,t) = —=0,75m e ¥(—L,t) = —10m

para t > 0.

As Figuras 7.1 - 7.12 mostram o potencial matricial estacionario calculado e o teste
de auto-consisténcia ao longo da coordenada vertical para a solu¢ao parametrizada. As

Figuras 7.1 - 7.12 (esquerda) mostram o potencial matrico com a profundidade do solo para
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o tipo de solo considerado. Como esperado, os solos de areia mostram a drenagem mais
intensa em comparacao com os outros solos considerados. Pode-se também observar que o
potencial para o solo argiloso tem uma regiao bastante estendida onde ocorre a transigao
de solo nao saturado para saturado. Também sao mostradas nas figuras comparagoes com
resultados de benchmark usando o software HYDRUS, um pacote de programas de simulagao
de agua, calor e movimento de solutos em duas ou trés dimensioes e meios variavelmente
saturados.

Para analisar a qualidade da solugao encontrada, o residuo definido na Equagao (7.2)
¢ mostrado nas Figuras 7.1 - 7.12. As curvas que mostram a auto-consisténcia da solucao
na profundidade indicam, por seus valores numéricos, que o residuo esta entre 1072 — 1073 e

no caso do solo de areia tao pequeno quanto 10~% para que se possa concluir que a solucao
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Figura 7.7 — Perfil de potencial matricial e teste de

auto-consisténcia em um solo barro-argilo-arenoso (7).
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Figura 7.9 —

auto-consisténcia em um solo barro-argilo-siltoso (9).
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Perfil de potencial matricial e teste de

auto-consisténcia em um solo argilo siltoso (11).
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parametrizada ja reproduz com justa fidelidade a solugao exata. Além disso, em virtude de o
modelo ser uma idealizacao com seu erro de modelo inerente, nenhum refinamento adicional

¢ necessario.
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8 CONCLUSOES

Analisamos um problema de fluxo transiente de agua em meio nao saturado, re-
presentado matematicamente pela equagao de Richards. Utilizamos um método de solugao
funcional otimizada e avaliamos sua precisao usando um critério de auto-consisténcia. Um
outro teste foi realizado, comparando os resultados do potencial matricial por nossa formula
otimizada contra o perfil de simulacao de benchmarks para doze tipos de texturas de solo.
E notéavel que, embora a equacido de Richards seja altamente nio-linear e a condicdo ini-
cial singular, embora a féormula da solucao seja compacta fornece resultados razoavelmente
bons em todos os casos de solo considerados. Assim, pode-se dizer que para parametros de
solo fisicamente relevantes e para fins praticos, pode-se reivindicar "universalidade"da nossa
formula de solugao para a equacao de Richards. Isto é ainda mais surpreendente, uma vez
que alguns dos parametros do solo variam consideravelmente de um tipo de solo para outro.
Assim, a umidade residual 6, varia em uma ordem de magnitude, o parametro «, Tabela
7.1, na saturacao efetiva varia em uma ordem de magnitude, o coeficiente exponencial n
varia em um fator de trés e a condutividade hidraulica de saturagao varia em trés ordens de
magnitude e nao parece haver necessidade de refinar a féormula da solucao por um termo de
recursao adicional. Dentro do erro do modelo resultante de idealizacoes que levam a equagao
de Richards, podemos dizer com seguranca que nossa formula compacta é capaz de simular
eficientemente um fluxo unidimensional de d4gua em meios porosos nao saturados.

Estas conclusoes sao corroboradas pelas observagoes de que a solucao parametrizada,
que foi apresentada na Equacao (7.1), quando otimizada pelo método dos minimos quadrados
e pelo método de Newton-Raphson, deu bons resultados para o perfil de potencial matricial
em todos os doze casos, como indicado pelo teste de auto-consisténcia que acusou apenas
pequenas diferencas entre a solucao verdadeira e parametrizada. Além disso, mesmo para
outras composicoes de solo e seus conjuntos de parametros associados nao mostrados nesta
contribuicao, a formula de funcao hiperbodlica foi provada uma aproximacao bastante boa.
Enquanto nao houver novas hipoteses nos problemas de fluxo em meios porosos que poderiam
alterar a estrutura das funcoes de condutividade hidraulica e capacidade, a solugao fornecida
pode ser considerada simples e, dentro de incertezas existentes, descricao suficientemente

precisa do fendémeno.
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