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RESUMO 

O objelivo desl• disserlaç~o é desenvolver uma 

for mul aç~o par a anál1 se n~o-11 near· de la j e s de concrelo 

ar ma do, a L r a vés do Mélodo dos El ement..os Fi n1 Los. O modelo 

inclui o comport..amento mecânico não-li near dos mat..eriais, a 

possibilidade de ocorrerem g randes deslocament..os e a 

inrluência das condiç~es de conlor no no plano. O carregament..o 

deve ser monóton o crescenle e de curt..a duração. 

I nicialment..e é est..abel e ci d a uma rormulação anal it..ica 

para placas . considerando a derormação por cort..e e a 

ocorrênc1a de derormaç~es f1nitas . Na aplicação do Mélodo dos 

El emenlos Fi n1los pa.r a solução ao problema é ut..i 1 i z ado um 

elemenlo isoparamétr ico quadrático , de oilo n ós da ramilia 

Serendipity. Aplicando-se o Principio dos Trabalhos Virluais , 

chega-se a um sislema de equaç~es de equilibrio não-lineares. 

O comportamenlo mecânico da eslrut. UJ~a é avali~d­

alravés de um modelo laminar. O concrelo é modelado como um 

mat.er1al lSOtróplco, nã'o-11 near el ásl1 co . .4 f 1 ssur ação é 

1nclulda. at.ravés de u m modelo d1str1bu1do, conslderandc-se a 

r1 g1de::: á t ração do concreto enLr e f1 ssur·as C "t.ens1 on 

st.lffening" ). A armadu!'& é repl'esentada como uma. camada de aço 

de espessuJ'a equivalente, que apenas resiste a esforços 

!10l' ll•a.ls. na d1reç:io oas bart as. O aç.o é 1deal1za•..:Jo cume.' U!l• 

mater1al elást1co bilinear , admitindo -se perfeita aderénc1a 

enlre a armadura e o concrelo . 

Na solução do sistema de equações não-1 i neares é 

e mpregado o Mét..odo de Newt..on-Raphson modiricado. Como forma de 

acelerar a convergência é introduzido o Mélodo Secante-Newlon. 

rei la a comprovação experiment-al do model o , 

demo ns t- rando-se a grande infl uência que a n ão-linearidade 

geométrica e as condiç~es de contorno no plano exercem sobre a 

respost-a eslálica de l ajes de concrelo armado . 
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1 - INTRODUÇÃO 

A ut..:.l~ :zaç~o do concret.o armado n a cons t r u ção d e 

p aviment os d e e d ificios data d o c omeço des l e s é c ul o . Desde 

esta época , a análise d e lajes de concreto ar mado t e m s ido 

feita com base nos princípi os da Teoria da Elasticidade, 

através da Teoria de Placas de KIRCHHOFF3 ~ 

trabalhos 

Após a Segunda Guerra Mundial, com a di vul gação dos 
23 de JOHANSEN . baseados na Teor i a d a Pl asli cidade , 

pas s ou a s e r empregada em larga escala a Teo ria d a s Linh~s de 

Rupt ura n o projeto de l ajes. Es te processo permi te prever com 

bo a aproxi maç ~o a carga de colapso de uma laje isolada . 

con forme foi comprovado experimentalmente em ~numeres ensaios 

desenvolvidos em laboratório. 

Nas duas teorias supracitadas , o mecanismo de 

trasmi ssão da carga aos apoios e m uma laje se deve 

principalmente à atuação de mo mentos fletores e lorçores . 

Em 1 955, OCKLESTON
26

publicou o s resultados d e 

ensa1 os r eali z ados em lr és laJes de u m p avi me nt o d e u n 

ed:fic1o condenado à demol 1ção em _'oha;'lnesbur g o. A<::. c ar gas d e 

ru;:;t.u:-a enco:'l'.r-adas f or-am da C!'àerr: de duas a lr é s v e zes a 

carga p r e vi s t a pel a t. eor1a d e JOHANSEN. OCKLESTON alr1bu1u 

~s •_ e a un e nl c. da capac1 da de de carga a c., desenvol v1 ment.. o de 

e sforç os n or mais d e compres s ão c o n t idos no plano da l aje . 

Esle f en6 meno p ode ser expl1 cad o a pa:-t..1r do 

mecanismo da f issur ação. Quando as linhas de ruptura começam a 

se delinear s o bre a laje , as fissuras j á penetrar a m no 

1nter1or da espessura para além do plano méd1o. Isto ocorre 

tanto nas 1 i nhas de ruptura positivas situadas no centro da 

laje, como também nas negativas formadas a o longo dos apoios 

contí nuos. A tendênci a é que a superfície média , estando então 

t.racionada, so.fra uma. expans~o . dilatando-se J'la direç~o dos 

apoios. 
1 

ESCOLA De E'\!GEt'~HARIA 
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Se no contor n o d a l aje e xisti rem vi gas e la j e s 

vi zinhas tai s que impe çam a sua livre dilatação , surgem n o seu 

inte ri o r e s f o r ços normais de compr e ssão na for ma de uma 

abó bo da ou c a s c a abat ida , que impedem a propagação das 

f i ssuras , aumen tando a c apacidade res is t e nte d a la j e. A FIGURA 

1.1 serve para a ilt..:strar este .! en6meno , que é conhecido na 

1 ~ teJ' atura como "dome- effect " . 

F IGURA 1.1 -O " d o me - e f'fec t " em laj e s d e concreto ar mado. 

Nos úl ti mo s 30 anos . v ; r i as pesquisas foram 

d e s envol vidas , t a nto n o campo teórico como n o exper i me n tal , n o 

sentido de estabelece!' um modelo matemático par a o 

co~portamen~o de l a j e s de concreto armado com a 1nclusão dos 

esforço~ norma1s . Sobre e~te assunto é 1n~eressante consultar 

os tr a balhos d e PARK2~ TAYLOR 9 7 JACOBSON2 ~ RAHESH 9 1 e DATTA1 9
, 

DESAYI e KULKARNI 14
'

1
: BRAESTRUP

7
'

8 e de CHRISTIANSEN
1 0

. 

A maior parte destes t rabal hos b uscava e n c ont rar um 

n ovo valor par a a c arga de r u ptura das lajes a parti r dos 

p ri ncipies da Análise Li mite da Teo ria da Plastic i d ade . Desta 

for ma , as curvas carg a - d esloc ament o obtidas c o rr e spondi a m a o 

tr e cho ABC indi c a do na FI GURA 1. 2 , sendo nece ssário 

estabe lecer-se ante ci p adament e o valor d a f lech a máxima 

ocasião d o colapso. 

w p o r 
o 

No ent anto , quando s e emprega no proj e t o de laj e s de 

conc reto ar mado mé t odos bas e ados na Aná lise Li mite , é prec iso 

deter mi nar , post eri orme n te . o valor d a f lecha soh ~ c arga de 



serviço , visando a ate nde r as exigências das normas técnicas. 

Para q u e i slo possa ser f e i lo é nec e ssário conhec e r -se o 

lrecho ODB da curva carga-deslocamenlo da laje , mos t r ado n a 

FIGURA 1 . 2 . 

I 

CURVA TEORICA A 

3,0 

2,0 

c 

1,0 

CURVA EXPERIMENTAL 

Wo 

o 0,5 1,0 h 

FIGURA 1 . 2 Curva c arga-desl ocamento para laj es c om 

confinament o 1? e;~~ 

A partir de meados da década de 60. com o 

desenvolvJmenlo do Método dos Elementos Finitos99
. passou- se a 

dispor- de uma ferramenta baslan Je poderosa para a anál1se 

estrut.ural. 

s~rgem então na década de 70, as pesqu1sas no campo 

da anál i se não-11 near de estrut..uras de concreto . No que se 

refere ao estude das lajes é conveniente observar os tr a balhos 

de JOFRIET e MCNEICE22
, HAND , PECKNOLD e SCHNOBRICH 1 9

, VEBO e 

GHALI 9 6
, BASHUR e DARWI N4

, GI LBERT e WARNER 18
• BI GNON

5 e de 

OWEN . FIGU~_IRAS e DAHJANIC 2 9
. A · • 1 1 • ~ ~~ SSlrn , vOrnou-se poss ve vr açar 

a resposta estática da e st..r u tur a desde o ini cio d o 

car regame n to alé a ruptura . 

O o b jetivo deste trabalho é des envo lver um model o 

para análi s e de laj e s de c oncreto armado que inclua o 

compor t amen to mecân i c o não-l inear dos mate ri ai s , a 



possibilidade de ocorrerem grandes de1ormações e a in1luência 

da condições de contorno no plano . 

Esta dissertação , além desla int rodução , compõem-se 

de mais seis cap1t.ulos , que s ão resumidament e descritos a 

seguir . 

No 

a nal i t. i c a par a 

ocorrênci a d e 

cap1lu lo 2 . é d e s e nvolv1.da uma f or mul a ção 

pl a cas incluindo a 

deformações 1 i ni t. a s . 

de for mação por cor te e a 

A par li r d a aplicação d o 

Principio dos Trabalhos Virtuais são estabelecidas as equações 

de equilibri o e as condições de contor no para o problema. 

No capit.u lo 3, é desenvolvida uma 1ormulação para 

análise n ã o -1 i near de placas a t.r a vés do Mélodo dos El emenlos 

F1.nilos . No vamente utilizando - se o Pr1 ncipi o dos Trabalho s 

V.1rt.ua i s , c hega-se a um sistema de equações nã"o-l i neares de 

equi 1 i brio i ndependent.e da equaçã'o const.i t.ut.i va do mat.er i al. 

Como caso p a r li c ul ar sã'o obt.1 das as equaçe5es de equi 11 br-i o 

para um materi al 

de f o r mações. 

elástico linear no regime de pequenas 

No capit.ulo 4, é descrito o modelo adolado para o 

comporlamenlo 

São abordadas 

mecânico do material composlo concreto 

a s equações c o n s tilutivas empregadas 

armado. 

para o 

con c reto e par a o a ço , b e m como a i nter ~ ;ão enlre est.es dois 

mate ri a is n o des e nvol vimento de e s forços r e sislentes . 

No cap1l ul o 5 é a nalisa da a s ol uçã'o do s 1 s l e ma de 

equa ções não-ll.near e s e stabel e cido no capi lulo 3 . I n1 c 1alme nle 

são e s t udados os mé t odos de Newl on-Raphson "st.andard" e 

modif1cado. Para a c e l er a r a con ve r génc1a é l nlroduzi do o 

mélodo Sec anle-Ne wl on. 

o capit.ulo 6 lrala da aplicação do modelo. 

Inicialmenle é feila a comprova çã'o experimental da formulação. 

A seguir são feilos uma sér l e de lesles para esludar a 

i nfl uênci a de cerlos parâmelros de enlrada do programa nos 

resullados. Concluindo é feila uma comparação enlr e os 

crilérios d a norma brasileira NBR-6118, para projelo de lajes 

de concreto armado e os resullados oblidos pelo modelo. 
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No capilul o 7, são expostas as conclusões sobre o 

des empenho do modelo para o comportamento de lajes de concreto 

armado que foi desenvolvido nesta dissertação . 

LAJE- SNW 

No anexo A 

elaborado 

é descri lo de 

na linguagem 

implementado o algo ritmo d o mo del o . 

for ma suei nta 

FORTRAN , n o 

o programa 

qual f oi 



2 PORMULAÇÃO DE PLACAS INCLUI NDO A DEPOR MAÇÃO POR 
CORTE E A NÃO- LINEARIDADE GEOH~TRICA. 

2.1 - Inlroduç~o 

As placas são elemen~os es~ruturais planos nos quais 

duas di mense5e s , d eno minadas 1 ados, são mui to maiores que a 

t e rce ira dime nsão d efi nida como espessu ra. 

o objeti vo de s e d e s envol v er uma formulação 

especi f1 c a par a a análise de placas é reduzi r u m problema, 

1n1C1almente complexo e dependente das coordenadas no espaço , 

a um probl e ma mais simples, função apenas das coordenadas 

contidas no plano médio da placa. 

Assim sendo , partindo -se das equações fundamental s 

d a Mecâ ni c a d os Sólidos e estabelecendo-se hipót e s e s a c erca 

d o campo de deslocamentos, passa-se de um problema 

tr i dimensional a um problema plano. A par ti r da aplicação do 

Principio dos Trabalhos Virtua1s são deduzidas as equações de 

equilibrio e deduz1das as condições de conlorno. 

Dev1 do a inclusão dõ poss1 bi 11 daàe de occr r erem 

grandes deflexões, a~ equaçõe5 de equ1librio e as cond1ções 

de contorno obt1das serão dependent es do própr1o campo de 

desl ocan.enlos, resultando da1 a !'lão-ll !'lear·). da de de or 1 gen. 

geo n.tc-1.. :· 1 c ::.. 

2.2 - Geometria e carregamenlo 

A F I GURA 2 . 1 descreve a geometria básica envolvida 

na formulação . Inicial mente estabelece-se um s i stema global de 

coordenadas cartesianas ortogonais x x x , situ ado em um pente 
i 2 9 

qualquer do espaço . O deslocamento de um ponto qualquer 

refe ri d o a es t e sis~ema é desc r i~o por ~rês componen~es , q uais 

s e j am u , u e u 
1 2 9 

na direç~o d os 

respect i vamen~e. 
6 

e i x os x 
1 

X 
2 

e >< 
9 
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A seguir é fixado um sistema de referência local 

xyz , sendo que os e1 xos x e y , bem como a origem do sistema , 

encontram-se siluados sobre a superf1cie média da placa. 

Deve-se observar ainda que os eixos x , y e z são paralelos aos 

eixos x , x e x 
1 2 9 

res pectivamente e possuem os mesmos 

sentidos definidos como positivos. 

Seja , enlão , a placa mostrada na FIGURA 2.1, cuja 

espessura ~ h e cujo contorno é descrito por uma curva regular 

r = rc x. y). O carregamento externo é !armado pela carqa 

q Cx , y) , q ue alua por unidade de super11cie , na direção normal 

ao plano médio da p laca. No contorno, podem atuar !orças 

normai s por unidade de comprimento N v 
tangenciais por unidade de comprimento N 

Vs 

x3 

z 

N), 
) 

" N)'.S 

C ONTORNO 

e também !orças 

X 

l~ 
.f-

1' Ny 

FIGURA 2.1 -Geometria da !ormulação de placas . 

O campo de deslocamentos em r e lação ao sistema 

global será de!in1do a partir das componentes de deslocamento 

do plano médio da placa u , v e w nas direções x , y e z; bem 

como através das relações da rela normal à s uperfici e média 

nos planos xz e yz . e e e 
X y 

respectivamente . 
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2.3 - Hipóteses quanto ao campo de deformaç~es 

Antes de formular as hi p6teses quanto ao campo de 

deformaç~es , que se desenvol ve na placa pela aplicação d o 

carr e gamento externo, tratar-se-á de algumas definiç~es 

fundamentais da MecAnica dos Sólidos. 

Adolar-se-á , sempr-e que necess~rio, a nolação 

l ensorial , na qual os indices i , j e k assumem sucessivamente 

os valores 1 . 2 e 3 , e os indices repetidos Cmudos) indicam um 

somat6ri o . 

Considerando- se a possibilidade de ocorrerem 

deformaç~es finitas, deve-se utilizar o tensor de deforn~ç~es 

de Green ~ completo dado por 
l J 

= 1 c 
~ 

u . + u . 
t,J J, \. 

+ u . uk . ) . 
k,t ,J 

(2. 1) 

Os parâmetros de rotação w.. . no caso de grandes 
lJ 

deformações , não representam os ângulos de rotação 

p r opriament..e ditos , porém são apenas proporcionais a estes, 

sendo definidos por 

w . 
1.J 

1 
=~c u . . 

l,J 
u ). (2. 2) 

J,1. 

A part1r destas def1n1ç~es , são estabele~idas as 

segu1ntes h1póleses : 

I As deformaç~es c e os parâmelr os de rotação 
lJ 

w são muito menores que a un1dade , ou seJa, 
lJ 

.c .. << 1, 0 e w .. <<1 , 0. 
1.J tJ 

C2 . 3) 

Esta afirmação traz como conseqüênci a, que os 

efeitos de alteração de geometria durante a deformação, podem 

ser desprezados na definição das componentes de t..ensã'o e nos 

1 imites d e integração necessários para consideraç~es de 

trabalho e energia. 
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II Considera-se que as deformaçê5es sejam muilo 

menores que as rolaçê5es, portanto 

& . . < < w . . < < 1 , O. (2. 4) 
lJ lJ 

~ possivel , então , 1 6 demo nstrar que as componentes d o t ensor 

de deformaçê5es finitas p odem ser dadas pela expressão 

c . . 
lJ 

1 
=~c u . . 

\.,J 
(2 . 5) 

III - Linhas retas e normais ao plano médio da placa 

n a g eometr i a original , após a deformação permanecem retas, 

p orém não necessáriamente normais à superficie deformada . Esta 

não -ortogonalidade se deve a presença das 

r:px e r:f;Y nos planos xz e yz respectivamente, 

atuação do esfol'ÇO cor tante, confot·me é mostrado 

distorçê5es 

devido a 

na FIGURA 

2 . 2 . Esta hipótese é a base da teoria de placas de MINDLIN2~. 

A A' 

--~0~--------~~-----+--u--.. -t--~~-------e-- X ,u 

Z,w 

8 8' 

FIGURA 2.2- Campo de d e slocamentos na direção x. 

Assim s endo, tem-se que 

= ex + ct>x e = e 
y 

+ r:p . 
y 

(2. 6) 
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2.4 - Definição do campo de desl ocamentos 

A parlir d as h ipóteses formuladas n o ilem anterior, 

pode-se e stabelecer que o campo de des locamentos seja 

fornecido alravés das e quaçõe s 

u c X I X I X ) = uC X I y) - z e c X I y) I 

1 1 z 3 Y. 

uCx ,x, x ) 
z 1 2 3 

vCx,y) - z e Cx,y) , 
y 

C2 . 7) 

u c X I X • X ) = wC X. y) . 
3 1 2 9 

Desla forma , o campo de deslocamentos no sislema 

global fica completamente definido em função das componentes 

d e deslocamento do sistema local , siluado sobre o plano médi o 

da placa . 

2 . 5- Cál culo das compo nentes do lenso r de deformações. 

Antes de se proceder ao cálculo das componentes de 

deformação é necessár i o analisar os parâmetros de rotação w . .. 
1.J 

o parâmetro de 

rotação e m lor no do eixo 

relação w 
12 

z, conforme 

deformaçê5es i n f i ni lesi mais. e nquanto 

aproxima um ângulo de 

p ode ser moslrado para 

w e w 
1 9 23 

q ue são 

propor cionais aos ângulos de relação em lorno dos e ixos x e y, 

respecti vamenle . 

Se a placa for· s ufi ci entemenle esbella . 

afi r mar que 

pod e - se 

logo o par·âmel r o 

de w 
29 

w 
12 

w 
12 

. ' •, . 

p ode 

Baseando-se 

w 
19 

ser 

nas 

e w << 
1 2 

desprezado 

w 
23 

e m presença de 

(2 . 8) 

ú.) 
19 

e 

considerações anteriores, 

utilizando-se as equações C2.7) para o campo de deslocamentos 

e empregando-se as relações deformação-deslocamento dadas por 

C2 . 5), chega-se as seguintes expressões para as componentes de 

deformaçê5es finitas 
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<'tu a e 
1 ( 

ltw Jz X c = z -- + 
11 

<'tx <'tx 
2 

b x 

1 ( 
()u ()v 

J -
1 ( 

a e a e 
J + 

âw âw 
X y 1 c = 

~ 
+ ~z + 

~ 1 2 
(Jy ax &)r ax ax &)' 

1 ( 
âw 

J 
c e 1 9 
~ ax X 

C2 . 9 ) 

<'tv be 
1 ( 

ltw ]2 c = z ----X. + 
~ 22 ay ()y hy 

1 ( 
aw 

) c e 23 
~ ay y 

1 ( ( 
ôw 

) 2+ ( 
<'t-w 

J 2 ) c = 
~ 99 

dx. ()y 

2 . 6 - Principio dos Tr abalhos Vir~uai s C P.T. V. ) 

O e mpr ego do Principio dos Trabalhos Vi r tuais , daqui 

em dian~e P . T. V., é convenien~e. po~s per m~te a obtenção das 

equações de equ1ll br 1 o e das condi ções de con~or no p é- r a o 

probl ema de forma independente da equação consl~lul1va do 

material . As e quações obL1das al ravés des~e p r ocesso ser~o 

válidas, portanto. para um malei' lal como o concr e to arm;do , 

que possui um acen~uado comportamenlo não- l inear . 

A expressão geral para o P . T.V. com a consideração 

de de~ormaçeses ~ini~as é dada por CDYM & SHAMES
1 6

) 

JJI ~ óu dV • 

• v 

v 
~. Cn ' ) - • 

T óu dA 

• A v 

óc .. dV , 
\.J 

c 2. 1 0 ) 
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onde: 

v· = vol ume d a p l a c a após a deformação; 
• A super f 1 c i e d a pl aca após a d e f ormação ; 

V = vol ume o r igina l d a placa ; 

A = supe r f icie o r igi nal da placa; 

--t 

6u v e lor d e deslocamenlos v ir t. u ais compa l l vel 

consisle nt.e com a s condiç~es d e cont.o rno d o p r obl e ma ; 
---+ 

e• = vetor de forças de vol ume refer ido a o vol ume deformado 

da placa ; 

T 
C n • ) 

= velor de forças de superfi ci e, referido a 

super fic i e deformada da placa, que n a geomet ri a 

o r iginal possu1 a a orientaç~o d o e i x o n; 

o . = t.ensor d e pseudo-lens~es de Kirchhoff ; 
l J 

t.ensor de defor maçese s virt.uais compat.lve l 
I. J 

consisten t. e com a s condi çe5es de cont.o rno d o prob l e ma . 

Tendo-se em cont.a a s hipóteses que foram feitas e m 

relaç~o a o c a mpo de defor ma ç ese s , 

segu i n t. e s s i mplifi caç ões: 

é possi vel a d otar a s 

I - O volume deformado da p l aca é mu1 t.o próxi mo do 

volume 1ndeformado . logo 

• v ;::: v . c 2 . 1 1) 

II A s u perfi cie deformada d a placa permane c e 

p rat.icament.e 

p o t' t.an t.o 

II I 

i gual a 

Como 

s uperfici e n a 

• A = A . 

con s e qüência 

geo me lr i a Ol' i g i nal , 

(ê. 1 ê ) 

das duas a firma ç eses 

an t.eriores , a s p s eudo -t.ense5e s d e Kirchhoff p o d e m ser t.omadas 

como iguais a o t.ensot' de tense5es referido de forma clássica a o 

sistema origi nal indeformado , então 
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O ,. ~ T 
lJ lJ c 2. 13) 

e seguindo a mesma linha de raciocinio, as forças podem ser 

referenciadas ~ambém ao sis~ema indeformado, resul~ando 

e 

onde 

v -

v -T • 

~ 
B 

v 
c n') -= T (2.1 4 ) 

-~ B c 2. 15) 

T = ve~or de forças por unidade de superficie indeformada , e 

-8 = ve~or de forças p o r unidade de volume indeformado. 

o P. T. V. 

simplifica da 

JJJ ;-+ 
~ 

óu dV 

v 

pode, 

A 

v -T. 

en~~o. ser 

~ 

óu dA 

v 

escri~o 

6& .. dV . 
l.J 

de forma 

C2. 14) 

An~es de se desenvol ver o P.T.V., rec uperar - se-á a 

hip6lese da Teoria de Placas de Kirchhoff, a qual assegura que 

as lensêSes normais ao plano medi o da placa, T podem ser 
99 

desprezadas em prese nça das demais componen~es do tensor de 

t ensêSes _ 

Ass1m sendo, o ~rabalho vir~ual realizado pelas 

forças 1nlernas serà dado por 

h .,. 
2 

óW. III Tij 
Ó& ,. dV I f I c T óe + 2 T óe + 

\.ni \.J 2.1 12. 12 12 

v A 
h 

2 

T 6e + 2 T óe + 2 T óe ) dz dA . (2. 15) 
22 22 19 :19 29 29 

Subsli lui ndo- se as expresseses para as compoJ"le nles de 

deformaç ão oblidas em C2.9) 



.. 

. . 

14 

h 
T -

2 
ôcSu 8w ôcSw a cSe 

cSW = JJ I { T [ + z --X J + 
i.nt 11 

ÔX e x ôx ÔX 
A 

h 

2 

[ 
â cSu ôcSv 

( 
868 868 

) 
â cSw âw âw â cSw 

J T + z 
12 

éty â x 

8cSv 
+ 

éty {ty 

8 cSw 

X -- + 
éty âx 

â cSe J Z __ Y 

{ty 

âcSw 

y 
+ + + 

ô x {ty âx {ty 

+ 

- 6ex J + - 6ey J } dz dA . c 2. 16) 
â x ây 

I n lrodl.JZ i ndo a qui as definiçêSes clássicas das 

resullanles de lensêSes para placas, conforme a FIGURA 2.3, e 

lembrando que as t.enseses referidas ao sist.ema 

são idênlicas àquelas referidas ao sist.ema local 

que 

X 

y 

Ny 

z 

global 

xyz, 

Nx 

FIGURA 2.3- Resullant.es de t.ens~es para placas. 

XXX 
1 2 9 

t.em-se 



h h h 
.... - .... - .... -

2 2 2 

N = I T XX 
dz • N = I T xy 

dz . N = I Tyy 
dz . 

X xy y 
h 

2 

h 
.... 

z 

M I T XX 
z dz . M = 

X xy 
h 

z 

h 
.... -

2 

Q = I Txz 
dz e Q = 

X y 

h 

z 

Det-ermina-se 

trabalho virtual inter no 

cSW. 
Lnt 

N 
xy 

N 
y 

Q 
X 

[ 

[ 

= 

[ 
â ó u + 

â y 

â óv 

â y 

A 

â óv a cSw a w 

ax 

+ 

+ 
â x â y 

a v-.1 â cSw J 
â y â y 

- cSe ] 
X 

+ 
Q 

y 

h 

z 

h 
.... 

2 

I T z dz ' M 
x y y 

h - -
2 

h 
.... -

2 

I T dz 
yz 

h 

2 

ent-ão a seguinte 

] -

+ aw a cSw J 
ax ay 

+ M 
y 

acSe 
y 

+ 

M 

+ 
xy 

h 

2 

h 
.... 

2 

= I T z dz . yy 
h 

2 

C2. 17) 

expressão para 

X 
+ 

( ac5e x + iJcSe Y ) 

â y â x 

[ 
ôcSw 

- cSeY J } dA . c 2 . 1 8) 

1 5 

o 

+ 

O trabalho virtual realizado pelas forças e>Ct,ernas 

ser á calculado através da equação 



6W 
ext = II qCx, y) ów dx dy 

A 

onde, 

+ 

r 

6u d s 
v 

+ 

r 

ds é um el emen~o de comprimen~o ao l ongo da c urva r. 

] 6 

6u d s 
s 

c 2. 19) 

u é a componente de deslocamento na direção normal é curva r, 
v 

ué a componente de deslocamento na direção langencial â 
s 

CUI'Va r. 

A expressão ~inal para o P.T.V. serâ, en~ão, 

6W 
i.nt 

6W = O . 
ext 

Subs~i~uindo-se as 

C2. 20) 

de~iniçe5es de 6W. 
l.T"I l 

segundo as equaçe5es (2 . 18) e C2 . 19) , chega-se a 

A 

N 
xy 

N 
y [ 

ÔÓV 

ôy 
+ 

ÔIN ÔÓIN 

ôx ôx 

lJóv 

ôx 
+ 

ôx ôy 

ÔW ÔÓIN ] 

ôy ô y 

ôx 

Q 
X [ - óe J X 

+ Q 
y 

- JJ q Cx , y) 6w dx dy 

A 

+ 

J -
ôóe 

X ÔX 

+ lJw lJów ] 

ôxôy 

M 
y 

ôó8 
y 

ôy 

X 
+ 

+ 
x y 

+ 

[ 
ÔÓIN 

ôy 
- óey J } dx dy 

r· 

6u ds 
v 

r 

6u ds 
s 

e óW 
e xt 

+ 

= o . 

(2 . 20) 

At-ravés da aplicação s u c essiva do Teorema de Green 

de ~orma a eliminar os deslocamen~os vir~uai s 6u, óv, ów, óe 
X 

e óe das expresse5es que envolvem derivadas parciais e 
y 

reagrupando os ~ermos em ~unção des~es , resul~a que 
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II {[ 
â N âN 

J [ 
â N â N 

J [ 
â N âw 

X __ xy 
6u + 

x y y 6v X 
+ + + + 

âx &)' âx &)' âx thr. 
A 

â N âw â N â w âN â w âQ âQ 

] XV xy y X y 
+ qC x. y) 6w -+ + + + -

â x &)' &)' ÔY. â y ây lJx lJy 

[ 
âH âH 

J [ 
âM âM 

] } dx dy 
X xy - Q 68 y __ xy 

- Q 68 -- + - + + 
âx lJy 

X X 
lJy â x y y 

f{ [ N v + N v ] 6u + [ N v + N v ] 6v + 
X X xy y xy X y y 

r 

[ N âw 
N 

âw 
N 

âw 
N 

éJw 

] v v 2> v 6w X X- + xy y + xy X- + y y + 
âx âx ây éJy 

[ Q v + Q v ] 6w + 
X X y y 

[ M v + M v ] 68 + [ M "" T l•J v ] 68 } ds 
X X x y y X xy X y y y 

T Nv 
6u ds f Nvs 6u ds = O . ( 2. 21) 

v s 

r r 

No conlorno r . pode- se demonslrar 1 6 validade das a 

seguintes expressê5es. que s~o ilustradas através das FIGURAS 

2.4. 2. 5 e 2 . 6. 



. 
'· 

y 

Nx 

F'IGVRA 2 . 4 -

N = N 
2 

v + 
v )( X 

N = c N -
Vs y 

y 

L 
\ 
N'V> 

X 

Esforços normais 

2 N v v + 
xy X y 

N ) v v + N 
X X y xy 

o X 

z 

no cont..orno . 

N 
2 

v 
y y 

c 2 . 22) 

c 2 2 
) v - v 

X y 

FIGURA 2 . 5- Moment..os flet..ores e t..orçores no cont..orno . 

= M 
2 

M 
Vs 

)( )( 

= C M 
y 

+ 2M v 

)( 

xy x 

) v 
X 

v 
y 

v 
y 

+ 

+ M 
xy 

M 
y 

v 
y 

c v 
2 

X 

2 

(2. 23) 

1 8 



y 

z 

X 

' " o~ 'v 

FIGURA 2.6 - Es1orços cor~an~es no con~orno. 

Q v 
X X 

+ Q v 
y y 

J 9 

c 2 . 24) 

No que diz respei ~o ao campo de desl ocamen~os . no 

con~orno é possfvel es~abelecer -se as seguin~es relaç~es: 

u = u v u v 
v X s y 

v = u v + u v 
v y s X • 

(2 . 25) 
e = e v e v 

X v X s y . 
e e = e v + e v 

y v y s y 

Além disso, examlnando uma pequena ex~ensão do 

cont.orno r= rcx.y) , pode-se lixar· as seguin~es expressêSes em 

!unção dos sis~emas de coordenadas mos~rados na FI GURA 2 . 7: 

o X 

r L> 

y 

s 
FIGURA 2 . 7- Sistemas de coorde~~das no con~orno . 



20 

a a a 
= v v 

âx 
X 

(tv y as 
c 2. 2 6) 

a a a 
= v + v 

ay y a v X as 

As equaçeses de C2. 22) a (2. 26) podem ser 

subst-it.ui das nas int-egrais de linha da equação c 2. 21) como 

artificio par a se chegar a uma expressão fina l mais simples 

para o P . T. V . n a forma 

JJ {[ 
a N 8N 

] [ 
aN 8N 

] [ 
8N hw 

X x y 
óu 

xy y óv X -- + + + + + 
âx éiy âx éiy bx bx 

A 

aN IJw aN hw aN IJw IJQ IJQ xy 
+ 

xy y X y 
+ qCx , y) ów -+ + + 

ax ay éiy bx IJy Uy âx Uy 
] 

[ 
a M aM 

] [ 
a M a M 

] } dx dy 
X __ xy - Q óe 

y xy - Q 68 + + + 
ax ay X X 

Uy âx 
y y 

f { [ N - N ] óu + [ N - N J óu + 
v v v Vs Vs s 

r 

[ N 
a w 

N 
hw 

Qv J 6w M óe M óe } d s = o 
v + Vs + v s Vs 5 

Ô !..J lts 

( 2. 2 7 ) 

Como o campo de deslocament-os pode ser ar bit-r ár i o, 

é possi vel fazer-se sucessivament-e um dos deslocament-os 

virt.uais igual a unidade e considerar simu lt.aneament.e os 

demais como sendo nulos~ result.ando dest.e processo as e quações 

de e quilibrio e as condições d e cont-orno que r e gem o problema. 
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Des l a f orma, l e m-se q ue n o inle r1or da s u perfí ci e 

d e li mi l a da pel a curva reg u l a r r= r cx. y) , são v á.l i das as 

s eguinles equaçõe s difer enciais de equillbr i o : 

ôN 
X 

+ 
ÔX 

ô N 
xy 

ÔX 

ôN ôw 
X 

ôx ôx 

ôM 
X 

+ 
ôx 

ôM 
y 

+ 
â y 

ôN 
xy 

= o 
ôy 

ô N 
+ 

y = o 
ôy 

ôN ôw ôN 
+ 

xy 
+ 

xy 

ôx 

ô M 
x y 

ôy 

ô M 
xy 

ÔX 

ôy ôy 

- Q = o 
X 

- Q = o . 
y 

ôw ôN ÔW ôQ ôQ 
+ 

y 
+ 

X 
+ 

y 

ôx ôy ôy ôx ôy 
+ q Cx, y) = o 

(2. 2 7) 

Ao l ongo da cur v a r= rc x,y) , que d el imi la a p l a ca , 

valem as seguinles condiçõ e s mecânicas ou cinemá.licas de 

conlorno: 

N 
v 

Co n d i ções Mecân i c as : 

1'-1 = N 
v v 

N = N 
Vs Vs 

â\..• 
+ 

N 
Vs + 

M = O 
v 

M = O v. 

= o 

Condições Cinemálicas : 

ou u = u 
v v 

ou u = u 
s s 

ou w = w C2. 28) 

ou e = e 
v v 

ou e = e 
s s 

Como se pode obse rvar, as equa ç ões de equi 11 b rio 

C2.27) e a s con di ções de conlorno C2.28) res u llam dependent-e s 

d o campo de des locamenlos , que é j uslamenl e a principal 

incógnit-a d o problema, l ralando- se p o r lan lo , desde 

principio, de uma formulação não-linear de origem geomét-rica. 

ESCOLA DE ENGEmtAI'Il 
BIBLI OTECA 

o 



3 - ANALISE NÃO-LINEAR DE PLACAS PELO M~TODO DOS ELEMENTOS 

FINITOS 

3 .1 - Introdução 

o objet-ivo dest-e capit-ulo est-abelecer uma 

formulação para anàlise não-linear de placas at-ravés do Mé t-odo 

dos Element-os Finit-os, daqui em diant-e M.E.F., com solução em 

deslocament-os. 

Inicialmente é fei ta a descrição do elemento finit-o 

ut.. i 1 i zado e de suas funçê:Ses de i nt..er pol ação. A part-i r das 

relaçê:Ses ent-re as componentes de deformação generalizadas e o s 

d e slocamentos , obtém-se a matriz de deformaçê:Ses do elemento. A 

segui r é defini do o vetor de componentes generalizadas de 

tensê:Ses. Finalmente aplica-se o Principio dos 

Virtuais, deduzindo-se ent-ão o sist..ema de 

não-lineares de equilibrio que governa o problema. 

Trabalhos 

equaçê:Ses 

Encerrando o capitulo , apresenta - se como caso 

par 1...1 cul a J' a solução do problema quando se t. rat a de um 

material elástico linear , dentro do regime de pequenas 

defo rmaçê:Ses. Aborda-se então o cálculo da matriz de rigidez do 

elemen t...., e a quest..ão da inlegJ'ação numérica. Deve - se sal ientar 

que es~a f o r mulação linear apenas s e rvirá para o aj uste 

.l.ncremenlal-1terat.1vo do sislema d e equações 

não-lineares, atr avés do algoritmo desenvolvido no capilulo 5 . 

3. 2 - Geomet..J'ia do elemento 

Sej a a placa representada na FIGURA 3.1 através de 

seu plano médio, que se encontra submet-ida a um carregamento 

formado pelas forças por uni dade de super f i c i e 

at-uando respect-ivamente nas direçê:Ses x, y e z. 

22 

p • 
X 

e 
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O M.E.F. consis t e em dividir o plano médio da placa 

e m elementos de superficie C elementos finitos ) , que estã'o 

conectados entre si por meio de pontos nodais. Na solução em 

deslocamentos . as i n cógnitas do problema são os deslocamentos 

dos pontos nodais; sendo as tens~es n o interior do e l emento e 

as reaç~es de apoio calculadas a parti r destes. 

Na FIGURA 3.1 é mostrada uma possivel discreli zação 

da placa em elementos finitos de oito n ós . 

X 

-fJ_ 

y 

FJGUP.A 3 . 1 -Carre gamento e aspectos geométricos da placa. 

Nest.e trabalho serão empregados elementos 

1 s o par anaêt.r 1. c os qu3.drálicos . de OllO nos, da famil1.a 

Serendl plly . cu j a geometria se encontra descri la. na FIGURA 

3.2. Como s1.stema de referéncla local do elemento é adotado um 

sistema de coordenadas curvilineas ~ e n. Os pontos nodais se 

enconlram numerados d e 1 a 8 . 

Os elementos isoparamétricos quadráticos sã'o muito 

versá t eis, poi s permitem discretizar placas com contornos 

curvilineos, além de sua excelente performance estar 

d di • d 9, 20,97,96,99 comprova a em versos es~u os . 
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X 

y 

(!) . X X X 

\ 
I \ 

\ Q 0 .--}(._-,;y-~~ 
O + I 

~- 1 
X 

z 

POSIÇAO DOS PON T OS DE 

INTEGR ACÃO DE GA USS 

FIGURA 3.2- Geometria do elemen~o isoparamé~rico quadrático. 

3 . 3 - O campo de deslocamento s . 

O primeiro passo em uma análise de placas a~ravés 

do M.E.F. em deslocamen~os é descrever de forma única o campo 

de deslocamen~os no in~erior d o elemen~o como função dos 

deslocamentos dos p ontos nodais. 

emprego de f unções de 1n~erpolação . 

Isto é fei~o mediante o 

Assim sendo, o vetor de deslocamentos u em um ponto 

qualquer no in~erior do elemen~o é calculado por 

u c 3 . 1) 

onde u = { u. v, w, e e ) T . • X y 

A matriz N, denomidada mat.riz de interpolação do 

elemen~o . é da ordem de 5x40, sendo definida por 

N = ( N , N , . . , N . , . .. , N J , 
- - 1 -z -\. -e 

onde N é uma subma t-riz 5x5 , dada pelo produ~o N . C~.n) I , 
\. - 5 

n o qual NC~ . )() é a fun ção d e int.,erpolação corr espondent.,e ao 
\. 

n ó " i " e I é uma mat.,riz iden~idade 5x5. 
-5 
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O vetor de deslocamentos nodais do elemento U
9 

é 

def1 n1do por 

U
9 = { u . u . . . . . u . . . . . u ) T • 

- 1 - 2 -l - e 

onde U é o vetor de desloca mentes d o n 6 " i ", dado por 

U { e e ) T . 
u • v . • "' · . 

-l ~ l l Xl yt 

O elemento isoparamétri co é aquele no qual são 

empregadas as mesmas f' unções tanto para i nterpol ar a 

geometria, como para i n tepolar os deslocamentos. Desta forma, 

adotando- se o sistema de coordenadas naturais no 

el ementa, as coordenadas cartesianas xC ~ , n) e yC!; , n) e m u m 

p o n to den tr-o d o e l ementa s ão f'orneci das pelas expressões 

e 
xc < . n) = E N c< . n) x 

\. \. 

C3. 2) 
e 

y C( . n) =E N . C~ . n) Y. . \. \. 
\.=1 

onde x . e y . são as coordenadas cartesianas do n6 "i". 
t \. 

As f' unçõ es o e interpolação quadráticas 

bidimens ionai s da familia Serendipity N.C( , n), 
l 

são as 

seguintes 

N c e.)/) 1 c 1 ~· ) ( 1 n) (1 ( ) = - - + + n 
1 4 

N C ( , n) 1 c 1 ~ 2 ) c 1 ) + 
2 

- - n 
2 

N c< . n) 1 c 1 e ) C1 n) c~ 1 ) + + - - n -
9 4 

N c ~ . n) 1 
( 1 = + 

~ 4 
+ e ) c 1 - n 2) 

N c e. n) ... 1 c 1 e ) (1 + n) C( + 1 ) = + n -
!'5 4 

N C( , n) 1 c 1 e2 ) ( 1 + ) = + 
~ 

- n 
6 

N c< . n) 1 c 1 < ) C1 n) c- e 1 ) = + - + + n -
4 7 

N c e' Y'l) 
1 c 1 e ) ( 1 

2 
) e = + 

~ 
- - n 

8 

sendo que a numer ação dos nós cor responde a da FIGURA 3 . 2. 
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Cada função de interpolação deve assumi r o valor 

unitário , quando são forn e cidas as coordenadas do nó que lhe 

cor responde e deve anular-se , quando forem dadas as 

coordenadas de outro n6. Em um ponto qualquer no inter ior do 

el emento , a soma dos valores das funç~es de interpol ação para 

as coordenadas dest e p onto deve ser i9ual à unidade. 

3.4 -O campo de deformaç~es. 

No estudo de placas através do M.E.F. é vantajoso 

trabalhar-se com componentes generalizadas de deformação , que 

são função apenas das coordenadas contidas no plano médio da 

placa. Deste modo, o v et..or de deformaç~es gener alizadas e 

pode ser expresso po1' 

onde c 
- p 

é um vetor 

e = { c ' - P 

contendo as 

c 
-c 

componentes 

(3. 3) 

de deformação 

correspondentes a um est..ado plano de t..ens~es. dado por 

c 
- F 

é um vetor 

{ )
T 

e = e e r 
- p X y xy 

que cont..ém as curvaturas 

trocado , definido por 

= { ;t. t 

X 
~ . 

y 
~ 

xy 
) T 

da placa com o sinal 

e c é um velor composto pelas componentes de deformação por 
·-c 

corte na forma 

C = {rj.• ,q ) T 
- c x Y 

Deve-se observar que neste trabalho considera-se que 

a distorção por corte n o nivel do plano médio da placa se 

mantém const..ante ao longo de toda e spessura h. Com base nesta 

hipótes e , tem-se que 

'i' 
xz ' (3. 4) 

r/> y = Y yz 

Est..a afirmação permite recuperar a hipótese das 

planas , que é de grande valia neste e studo. 
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Posteriormente será introduzido um fator de correção para e sta 

simplificação, no que se ref e re à distribuição das tensões. 

Havendo a p o s s ibilidade de ocorrer e m g randes 

d e f o 1- maçõe s , o vel o !- d e def ormaçõe s generalizadas deve sei­

composto po r duas parcelas n a f or ma 

c c + e 
~o ~ o 

(3. 5 ) 

Na e quação C3 . 5) . c é um v e tor que contém a s componentes de 

deformações infinites imais (lineares) e e é u m vetor contendo 
~o 

os termos não-lineares cor respondentes a deformações finitas . 

Estes vetores serão descritos a segui r . 

3. 4. 1 - Componentes de deformação infinitesimais. 

Leva ndo -se em con s ideração apenas as p a rcelas 

l i neares das relaçõe s def or mação- d e s locamento est abel e ci das n o 

c apitul o 2. o vetor corresponde n t e às componentes de 

deformações gener a lizad as infinitesimais é dado por 

onde 

e 

p 
c 
-o 

c 
e 
~o 

= { 
âu 

= { -

â x 

â w 

= { 

p 
e = { e . 
~o ~o 

âv 

ây 

a e 
Y. 

â x 

e 
X 

â u 

â y 

â 8 
y 

ây 

â w 

ây 

â v 
+ 

- e 
y 

r 
( aex + 

â y 

r 
&e 

y 

â x 

(3 . 6) 

(3 . 7) 

Empregando-se para o campo de deslocamentos , segundo 

o M.E.F., a equação (3.1) , chega-se a 

(3. 8) 



o n d e 

B = B 
-o -o1 

B • .. . • 
-o2 B . ' . . . • 

-ot 
8 
-oa 

) . 
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é u ma mat r i z 8 x 40 , c hamada matriz de defor maç~es d o e lemento , 

sendo B uma submatr i z n odal 8x5 , q u e contém derivadas das 

funç~es de ~ nter pol ação N C~ • Y'}) . 
l 

A submatr1z nodal de deformaç~es d o nó "1 " apr esen;,a 

a seguinte composição 

B P . o 
-o t -

<9 x 2 > <3 x 3 > 

B o BF (3. 1 0) 
= - - oi. 

-ot 
<3 x2> <9 x9> 

o BC 
-oi. 

( 2 X 2) (2 X 3 ) 

onde 

ôN o l 

ltx 

BP o 8N = i. 
- ot c 3. 1 1 ) 

éty 

ôN ôN 
l i. 

éty ôx 

é a submatr1z de deformaç~es para um estado plano de lensões ; 

o ôN 
(\ 

ôx 

B F o o ôN 
C3. 12) l 

-o l 

éty 

o ôN ôN 
l 

ôy bx 

é a submat r iz de deformaç~es par a flexão e t orção d e placas ; 
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ôN 
N o \. -

\. 

ôx c 3. 13) BC = -oi. ôN o N -
tJy 

é a submaLriz de deformações para o c1salhamen Lo . 

Assim as componenLes de deformação generalizadas 

para deformações infiniLesimais podem ser cal c uladas . em 

q ualquer p onLo n o interior d o elemento, a partir do vetor de 

d eslocame n tos nodais. 

Deve ainda observar que a primei ra vari a ção d o 

vetor c . def1nido na equação C3 . 8) , é dada p or 
-o 

óc = B c 3. 14) 
-o -o 

s endo esLe resulLado uLi l izado mais adianLe . 

3.4.2 - ComponenLes de deformaç~o n~o-lineares. 

O veLor c , que conLém as componentes não- lineares 
-o 

das deformações generali zadas é defini d o a parLir d as ~quações 

C2.9) , como sendo 

o nde 

{ p 
c = - o 

1 

~ 

c 
- o 

[ 
Calculando-se 

o 

ÔW r 1 [ ~ 
ôx 

a primeira 

definido segundo as equações c 3. 15) 

T o ) . 

iJw r ô y 

ôw 

ôx 

variação 

e (3.16) . 

c 3. 1 5 ) 

iJw r c 3 . 16) 
ôy 

do veLor c • - o 
e Lendo-se em 

conLa a definição d o campo de deslocamentos segundo o M.E.F. 

chega-se a 

c 3. 1 7) 

o nde B CUe) é a matriz de deformaçõ es não-linear do e l e menLo , 
- o 

assim designada por ser função do v e Lor de deslocame ntos 

nodais do elemento U
9

. 
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A matriz B 
-o cuja ordem é 8x40 , compõem-se da 

seguinte forma 

B = B B 8 8 (3. 18) .... ' , o •• , - o -01 -oz - O t -oo 

onde 8 é uma 
~ o 

submatr iz nodal definida por 

o BP 
- - o t 

<3 x Z> (3 X3) 

B . 
o o c 3. 19) = - --Ol 

<9x2> <9x 9 > 

o o - -
<Z x Z> ( 2 X 3 > 

sendo 

a-....· aN 
l o o 

ox ox 

<Jw <JN. 
BP l o o (3 . 20) = -oi 

ay a y 

OW oN Ow <JN o o l l 
+ 

<Jx <Jy (Jy Ox 

Em resumo . a pr1me.1ra var1ação de 

componentes general1zadas de de~ormaç~es ~· dado pela equaç~o 

(3 . 5 ) , po-:::le ser cal~u2.ada a par•_lr da expressão 

Ót:. = B 6Ue , c 3. 21) - ~-- -
onde § é a ma~ri z de deformações completa do elemento , 

def 1 n1 da p:::>r 

3.5- Ações nodais e carregamentos . 

A cada elemento se encontra associado um vetor 

dQ aç~QS nodai g F 0
, d a do por 

c 3. 22) 
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. . . . . !::'i. •...• 

onde F é o velor de açê5es n odais do n ó " i " composto n a for ma 
-i. 

{ F F F ) T' 
Xl Zl Xl Y' 

sendo F F e F as forças nodais atuantes nas di r eçê5es x, 
X l yi. Zl 

y e z, respectivamente , M o momento fletor na direção x e 
X l 

M . o momento fl e tor na direção y . As componentes d o vetor de 
Yt 

açê5es n o dai s F correspondem às componentes d o vetor de -i. 
deslocamentos nodais U . 

O carregamento e xterno no interior do elemento é 

definido através do vetor de cargas por unidade de superficie 

p . dado por 

p = { p 
X 

fol'mado pelas forças p o r· unidade de superficie p , 
X 

atuando respectivamente nas direções x, y e z. 

3.6- Componente s generalizadas de t ensão . 

e 

Define-se aqui o vetor de componentes gener alizadas 

de tensão O, referido às coordenadas do plano médio da placa, 

tendo por base as equaçê5es c 2 . 1 7). na !orma 

o = { o o o ) T' C3. 23) 
- P -F -c 

onde 

c r = { N H N } T' 
- P X y xy 

o { M M M } T' c 3. 24) 
- F X y xy 

e o { Q Q ) T' 
- c X y 

são respectivamente os vetores de componentes generalizadas d e 

tensão para e s tado plano de tensê5es, 

placas, e cisalhamento. 

flexão e torção de 



32 

Nel e-se que não foi e slabel eci da alé esle momenlo 

nenhuma equação consLilu liva , relacionando as 

generalizadas de tensão com as de deformação. 

componentes 

Esle fato 

i ndica que as equações de equi 1 i brio obtidas a segui r são 

independentes do material que con s tit-ui a p laca. 

3.7 - Aplicação do Principio dos Trabalhos V1rtua1s. 

Seja um único element-o sujeit-o à atuação de cargas 

nodais Fe e a f orças de superficie e• que causam o s u rgiment-o 

de uma dist-ribuição de Lensões equilibranles ~-

Considerando que e sle element-o seja submet-ido a u ma 

variação arbitrária dos deslocament-os nodais 6U~ que result-a 

em u m campo de deslocamen tos compaLivel no inler1or do 

el ement o 6u e em um campo de deformações Lambém compat1vel 6& . 

Lembrando as hipót-eses formuladas quanlo ao campo de 

defor mações no capitulo 2 , as tensões podem ser referidas ao 

sisLe ma indeformado e as integrais podem ser efet-uadas dentro 

dos limi Les da geomet-ria original do el emenLo . logo o 

Principio dos Trabal hos VirLuais CP .T.V.) e st-abel e c e que 

+ JJ Ó~T e dA 

A a 

Subsliluindo-se as expressões 

(3. 2 !3) 

obtidas para os 

deslocamentos e as deformações n o inter1or do elemenlo segundo 

as equ~ç~es C3.1) e (3.21) , respect1vame nle, resulta 

c5Ue,T F e + 6Ue,T JJ t'T e dA = óUe,TJJ ê T o dA c 3. 26) 

A e A e 

Como a variação dos deslocamentos nodais 6U
9 

é -
arbitrária p ode ser e linunada da equação C3.26) , logo 

Fe + JJ t'T p dA 

A e 
c 3. 27) 

Fazendo-se 
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c 3. 28) 

Onde F e é • d ~ d · i 1 d 1 • o vevor e açues no a1s equ va entes o e emen ~o ; 
-eq 

= + c 3. 29) 

onde Pe o ve t or de cargas nodai s externas a nlvel de 
- exl 

elemento e introduzindo- se a derinição 

c 3 . 30) 

o n de Ae é o vetor de açôes nodais não-lineares do elemento , 
-NL 

a equação C3.27) a ssu me o seguinte aspecto 

= c 3. 31) 

Observe-se que o vetor Ae 
-NL 

é uma runção não-1 i near 

do vetor d e deslocamentos nodais do elemento Esta 

não-linear idade p ode ter rundamentalmente duas origens: 

I) Não-l l.nearidade geométrica que se deve a 

ocorrência de derormaçôes rinitas . conforme já roi mostrado no 

capílulo 2; 

II) Não-linearidade flsica 

comportamento não-linear mecânico do 

abordada n o capi t ulo 4. 

que é causada 

material, que 

pelo 

será 

Estes efeitos na verdade aluam conjuntamente , 

determinando uma resposta estática que se aras ta 

daquela prevista pela Teoria da Elasticidade Linear . 

Realizando-se a soma sobre cada grau de 1 i berdade 

nodal da placa, das contr ibui ções dos el ementas que a ele 

concorrem , chega-se a 

p = A CU) C3 . 32) 
-exl - NL -
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onde P é ve'L.or de cargas nodais compleLo da e sLruLura, e 
-ex l 

A é o vetor 
- NL de ações nodais n~o-lineares compl eto da 

estrutura. 

A equação C3.32) pode ser reescrita na forma 

p 
- e><t 

A CU) 
-NL -

= o c 3 . 33) 

A equaç~o C3 . 33) repr esen 'L.a um sistema de equações 

não-llnear e s de equilibrlo nodal entre as cargas noda~ s 

ex'L.er nas e as ações nodais nos e l emen'L.os , 'L r ceadas de sinal 

por ser agora necessário considerá-las como ações sobre os 

nós . 

Se o vetor de deslocamentos nodais da placa y. não 

for a sol uç~o exala para a equação C3.33) , exis'L.irá um vetor 

de forças r esiduais não equilibradas ~ . dado por ..., 

p CU) = p 
-ext 

A. CU) C3. 34) 
-NL -

O pr oblema trata-se , então , de se determinar o vetor 

de deslocamen'L.os y. que verifique o sistema de " n " equações 

n~o-lineares a " n" incógnit-as es'L.abelecido na seguinte forma 

?f.' CU) o C3. 35) 

0 s~stem.:::. de equações c 3. 35) resolvido 

numer~came~te, através do algoritmo apresenL a do no capitulo 5. 

3 . 8- Caso parl~ cular: material elástico linear 

pequenas deformaç~es 

e reqi me de 

Par a que sQ poss a desenvolver o algor1tmo de soluç~o 

da equação C 3. 35) , é necessar i o e s'L.abel ecer - se a equação de 

equil ibrio da placa , par a um ma'L.eri al homogêneo elásti co 

linear , d entro d o reg imL de pequenas deformações. 

A contribuição da a rmadur a para a r igidez 

do elemento é desprezada. Esta aproximação é válida, porque o 

algori'L.mo apenas necessi'L.a de uma estimativa da ma'L.riz de 

rigidez inicial do elemen~o . que será ob~ida a ~Qguir. 
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Considerando- se que a placa seja formada p or um 

material que obedeça a Lei de Hooke, cujo módulo de 

deformação longilud1nal é E e cujo coef1cienle de Poisson é v , 

a equação cons liluliva para o problema pode ser estabelecida 

malricial menle d a forma que s e s egue 

onde 

a ' = { T 
XX 

1 

v 
E 

D ' = o 
C1 vz) 

l 
o 
o 

e t: ' = { t: 
XX 

c ' 

T 
yy 

v 

1 

o 
o 
o 

t: 
yy 

r. • ..... c c 3. 36) -

T T T ) T' 
xy x:: yz 

o o o 
o o o 

1 - v o o 
2 1 - v o 

2 
o 

1 - v o o 
2 

'Y • 'Y 
xy xz 

Ut..ilizando-se a e quação C3. 36), as definições de 

r esullanl e s de lensões dadas n o conjunto c~ equações C2.17) , 

bem como os lermos 1 i neares das relações 

deformação- des locamento da~ equações C2.9) , chega-se a 

o- = D c c 3. 37) 
- -o 

onde o e o vetor de t..ens~es general izadas defin1do p or (3 . 23) 

e c é o vetor de defornta•.;:r:5es gene1' alizadas infini l~s l.mal.s 
-c· 

dadc por <. 3. :;. 5~'. 

A mai..rlz D da ordem de 8x8 , é denom1nada mat.rlz de 

conslanles el ásticas do problema sendo constiluida n a forma 

D o o 

1 
- P -

<3 x 3 > (3X 3 ) <9 x 2 > 

o D o 
D - -F" - C3. 38) 

<3x 9 > <9x 9 > <9 x 2 > 

o o D - - -c 
<2x 3 > ( 2 X 9 ) <2x 2 > 
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A malriz K
9 

C40x40) é denomi nada malriz de rigidez 

d o elemenlo sendo definida pela e xpressão 

= D B dA. c 3. 44) 
- -o 

Efetuando-se o somalór1o em cada grau de l1berdade 

!'1odaJ da placa das conlr 1 bul ções de lodos os el emenlos que 

concorrem no mesmo n ó , segundo a equa ção (3 . 43) , chega - se a 

P = K U 
-ext -o - (3 . 45) 

onde K é a ma tri z de rigi dez gl o b .? l da estrutura , p é 
-o 

o vetor de cargas nodais completo da estrutura , 

d e d eslocamen tos noda1s complelo. 

-ext 

e U é o vet.or 

Resulla, então , um s1 s t. e ma de equações l1neares de 

equ1librio n x n , onde n é o númer o d e graus de liberdade da 

estrutura; que uma vez resolv1do fornece os deslocamentos 

nodai s para o carregamento aplicado . A part ir dos 

d eslocament-os nodais pode-se c a lcu lar as d e formações a través 

de (3.8) , e as lensões por meio d a e quação ( 3. 37). 

3.9- Matr iz de rig1dez do element.o. 

do elemento Ke result.:> 40x40 , 
-o 

pc1 ~ ex1slem Ollo nós cada um com c1nco graus de l1ber·dade . 

Es~a matr1 z é obtlda através do càlculo da 1ntegral da equação 

C3.44 ) , utillzando-se o sistema de coor denadas nat urai s d o 

.. 1 + 1 

I I §: D §o I~ I d~ d n ( 3. 46) 

- 1 -1 

onde j~ I é o determinante da matr iz Jacc·biana d o elemenlo. 

Uma submat.riz genérica de relacionando o n ó .. i " 

com o n ó " j " é calculada através da e xpressão 
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~1 .,. 1 

( 
Y. 
-o 

o B 1 J 1 d~ dn 
-oJ -

c 3. 47) 

- 1 - 1 

Denlro do reg1me de pequenas deformações e sendo o 

material homogêneo elástico l1near, observa-se que a submalriz 

de r1gidez para um estado p lano de lensbes resul la desacoplada 

das submatrizes de flexão e de cisalhamenlo. Este falo pode 

ser explorado com vantagem na obtenção da malriz de rigidez do 

elemento , evitando- se perda de tempo no cálculo de lermos que 

evidenlemenle serão nulos . 

Assim sendo a equação C 3. 4 7) pode ser expressa da 

segui n te forma 

( v p J o 
~o \J -

<2 X 2 ) <2 X 3 ) 

( K 
J ~J = c 3. 48) 

-o o ( KF~cJ - -o lJ 

<3 X 2 ) <3 x 3 > 

o nde 

~i + 1 

J ~.l = I I B T , P 

-o~ 
1 ~ 1 dç dn , (3 . 49) 

- 1 - 1 

e 

~ 1 -t- 1 

[ ( KF..-CJ = I I BT,F DF BF + BT,C De Bc ] I~ I d( d n 
-o ~J -ot - OJ -ot -OJ 

_, -1 c 3. 50) 

3.10- In egração numér1ca 

As integrais de superficie que surgem na 

determinação da malr1z de r1gidez do elemento , do vet.or de 

ações nodais não-linear es e do vetor de açõe s n odais 

equivalentes são cal cul adas numericamente . O proc e sso de 

i n tegração numér i ca adotado neste trabal h o é o da Quadratura 

de Gauss-Legendre. 
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A regra com " n " pontos de Gauss integra d e forma 

exala u m poli nómi o de grau " C 2n 1) ' ' . Na formulaç~o aqui 

desenvolvida , as funçêSes de interpolação são 

pol i nômios do segundo grau. No cálcul o da matriz de rigidez 

do elemento surgir~o polinómios do quarto grau. Conclui - se , 

ent~o . que é nec e ssário o emprego da regra com 3x3 pontos de 

Gauss para que a matriz de rigidez do elemento seja calculada 

de forma exal a . 

A i nlegração com 3x3 pontos de Gauss produz bons 

resultados para placas espessas, com uma relação L/h ~ 1 0 . 

Porém a medi da em que esbeltez da placa aumenta, o que se 

observa é que o elemento s e afasta da solução exala prevista 

para placas finas pela Teoria de KIRCHHOFF, sendo que para uma 

relação L/ h ~ 100 , os resultados sãc inconsislenles
37

. 

Es'Le problema pode ser explicado pela presença de 

'LensêSes de cisalhamenlo que aluam de forma parasi t ária , mesmo 

quando a espessura é pequena, tornando a placa rigi da demais. 

A solução encontrada para est a dificuldade, foi r eduzir a 

ordem de integração dos lermos relativos ao corte da matriz de 

rigidez e do vetor de açêSes nodais n~o-l i neares. Este processo 

elimina este enrijecimento espúrio , sem que se perca a boa 

conver génc i a do el emenlo 
97

. 

Neste t.rabalho será adotada a integração sel e t iva 

com 3x3 p ontos de Gauss para os 'Lermos relativos ao es tado 

plano de tensêSes e flexo-lorção de placas e com 2x2 pontos 

par a os l ermos relacionados com o cisalhamenlo. 



4 - MODELO PARA O MATERI AL COMPOSTO CONCRETO ARMADO. 

4.1 -Introdução 

Neste capitulo é desenvolvido o modelo para o 

comportamento mecân ico do material composto concreto armado. 

Tanto o concreto como o aço são idealizados sob o ponto de 

vista elástico não- li near. Esta abordagem, apesar de sua 

simplicidade matemática, tem fornecido bons resultados para a 

análise de estruturas de concreto armado sob carregamento 
' 6 o .. d .. d ""' 2 2,36,12,4 mono v n~co crescen~e e curva uraçao. 

Embora em uma laj e o concreto esteja solicitado 

bi axial mente , as tensões serão calculadas de forma 

independente nas direções de deformações principais, através 

de uma relação tensão-deformação uniaxial. 

A equação constitu tiva adotada para o concreto em 

co~;:-:ess3:c- é a parabola de Madri d . O concreto t rac i o nado é 

considerado como um material elástico linear . A fissuração é 

abordada segundo uma d1.str~buiçâo continua, sendo levada em 

conta a contr~buição do concreto tr~acionado entre fissuras 

par2 o en:ijec:irHento da laje C tension stiffening ). 

As barras da armadura são cons~deradas corno uma 

c2mada de açc- do:? espessura equivalente, resistindo somente a 

esforços ax1.a1s na d~reção das mesmas. Cons i dera - se aderência 

perfe~ta enlre a camada de aço e o concreto que a envolve. A 

equação tensão-deformação utilizada para o aço segue um modelo 

bilinear, tanto em tração como em compressão. 

O compor tamento mecânico dos materi ais é avaliado 

n os pontos amostrais utilizados na integração numérica de 

Gauss - Legendre, descri ta no capi lul o anler i or. As resultantes 

de tensões são cal c u ladas a par ti r de um modelo 1 ami nar, 

empregando-se a regra da ordenada média. 

40 
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4 .2 - Modelo para o concreLo 

4.2.1 - Conc reLo em compres são 

A equação tensão-deformação empregada 

con c reto e m compressão é a parábo la de Madrid 

pel a exp r essão 

O' = -0 ,0035 ~ c ~ 0 , 00 • 
c 

4 ] 

para o 

definida 

c 4. 1) 

onde E é o módulo de deformação l ongi t udi nal do concreto 
co 

Langenle à origem e c 
c o 

tensão de compressão f . 
c 

é a deformação correspondente à máxima 

Segundo OWEN e t cd. ~ i 28
• par a os 

concretos u s uais c pode ser calculado aLravés da fórmula 
co 

2: f 
c c 4. 2 ) 

c o 
E 

co 

Na FIGURA 4.1 é mostrado o aspecto geométrico desta curva . 

( - ) 

0,4 f c 

o 

FIGURA 4.1 Diagrama tensão-deformação par a o concreLo 

em compressão. 



A deformação última de compressão c 
cu 

igu al a -0 , 0 0 35. 

4. 2 .2- Concreto em tração 

42 

é tomada como 

Uma das principais caracterislicas do concreto é a 

de que ,embora seja uma mater ial bastante resislenle sob 

tensões de compressão , comporta-se de modo frágil quando 

s ol i citado por tensões de tração. A resistência do concreto à 

t r ação é da ordem de apenas 10% de sua resistênci a a 

compressão . 

Este falo e xplica o apar e cimento de fissuras , ou 

seja , rupturas local izadas por tração, em lajes d e concreto 

a rmado, mesmo quando ainda submeti das a cargas de serviço. A 

fissura ao penetrar na e spessura da laje reduz a seção 

resistente de c oncreto , diminuindo a r igi d ez e, 

conseqüenlement.e , p rovoca um aumento d os desl ocamenlos. Esle 

f e nómeno acentu a ainda mais o comportamento não-l i near do 

mater ial. 

Contudo, é necessário considerar que as fissuras 

surgem em uma laje sempre com um certo espaçamento enlre elas . 

o concreto situado entre duas fissuras ma ntém suas 

propriedades de aderência às barras da armadura . absorvendo 

uma parte dos 

concreto entre 

esforços de tração . Esta contribuição do 

fissuras para a rigidez da estrutura 

conhecida na lit~erat.ura como " tension stiffening", devendo ser 

levada em conta ao se analisar a respos ta es tática de lajes de 

concreto armado 1 ~ 

Nesta dissertação , o c oncrelo tracionado 

ideali z a do como u m mate r i al elástico linear frágil a t é atingir 

a tensão limite de resistência a l ração f. A partir deste 
t. 

ponto há uma queda brusca de r i gi dez. seguindo- se uma r ela 

descendente até ser ati n g i da a deformação c 
em 

Este comportamento pode ser descrito matematicamente 

através das e quações 
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cr = E e se o ~ e ~ c 
c co c r 

(4. 3) 

[1.0 c ] e cr = ex f se c < c ~ c 
c t c r em 

c 
em 

A FIGURA 4.2 ilust-ra o modelo adotado para o concret-o em 

Lração. 

<:fc. ( + ) 

f I 

oc f t 

o t e r 6em te(+) 

FIGURA 4. 2 Diagrama tensão-deformaç~o para o concr·et.o em 

Lração. 

Nas e>..-presse5es ant..er1 ores , c é a d e for mação que 
c r 

cor-responde a rupt-u ra do concret-o p or Lração na fl e xão , dada 

por 

f 
l 

c = c 4. 4 ) 
c r 

E 
co 

A deforma ção c cor r esponde a per d a compl e L a de 
e m 

rigidez do con c ret-o enL re fissuras. Tal sit-uação ocor r e qua ndo 
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a armadura tr acionada atinge o e scoamenlc , por e ste mclivo é 

conveni ente adotar - se para c 
em 

um valor 

deformação de escoamenlo do aç o utilizado. 

emprega-se c 
em 

igual a O , 002. 

próximo ao da 

Nest e trabalhe 

0 , 70 c 
O coeficiente oc , 

. E ze . OW N e t a L L t J • 

que normalmente varia e ntr e 0 , 50 e 

fo1 tomado 1gual a 0 , 50 e mantido 

constante em lodos os exemplos por 

r esultados n o estudo de l ajes . 

fornecer os melhores 

4.2.3- Cálculo das r e sultantes de lens~es n o concreto. 

As r esultantes d e tensões no concreto e no a ço são 

avaliadas nos pontos amostrais utilizados na integração 

numér1ca de Gauss -Legendre. Admite-se que c comportamento 

mecânico do material neste ponto seja representativo da região 

que o envolve. 

Uma vez determinado o velcr de deslocamentos nodais 

da laje u. 
~ 

poss1 vel o r ganizar o vetor d e deslocame ntos 

n odais do e l emento U
9

. As d e for mações generaliza d as c, e m u m 

ponto de integr a ç ã o , são calculadas pelas r e lações 

deformação-deslocamento definidas no capitulo 3. 

A espessura h da laje é dividida em fai xas e as 

defor maç~es especi f1 c as no pont.o médio de cada camada podem 

s er dele1· minadas pelas express~es 

c c z ~ 
XX X l XX 

c c z ~ 
yy y I. yy 

r r z ~ 
e xy xy I. xy 

onde z é a ordenada média de cada faixa. 
\. 

(4. 5) . 
• 

Conheci das a s componentes de deformação e specifica 

XX 

e , 
2 

c e r pode- s e oble r 
yy xy 

por meio das e q u a ç õ e s 

as deformações principais e 
1 

e 
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c + c I[ c - c r [ 
v r • X y X y xy 

c = + + 
1 

2 2 2 

c 4. 6) 

c + c / [ c - e r [ y r X y X y xy e = + 
2 

2 2 2 

Com as deformaçõe s pr i ncipais são calculadas as 

tens ões nas direções principais de deformação 1 e 2 , Cl e Cl , 
1 2 

respectivamente. Isto é feito d e forma independente , 

utilizando -se as rel ações tensão-deformação de ( 4. 1) e (4. 3) . 

Apl i cando -se uma rotação à s t ensões Cl e Cl 
1 2 

é f' e it.a a det er mi nação das tensões T T e T segundo o 
XX y y x y 

sisLema de r e f e r ê ncia loc a l da pl a ca . Os cossenos diretor e s 

d os e ixos de d e forma ç õ e s pr ~nci pais são e st abel eci dos através 

das f' ór mulas ( F UNG17 
) 

y 
xy 

cosC1 . x) = + 

2 I Ce c ) 2 1 
2 - + y 

X i -4- xy 

C c - e ) 
cose 1 , y) 

X 1 = 
I Cc e ) 2 1 

2 - + y 
X 1 

4 
xy (4. 7) 

C c - e ) 
cos( 2 , y.) y 2 

= 

y (c ) 2 1 2 - & + r 
y z 

4 
x y 

r xy 
cosC2 , y) + 

2 I Cc c ) 2 1 
2 

+ y 
y z -:r- xy 
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Assim, resul~a que 

2 . 2 ')2 T = O' cosC1,x) + o cose . x _ 
XX 1 2 

2 2 
T = o cos(l , y) + o cosC2.y) 

yy 1 2 
. (4. 8) 

T = o c os( 1 . x) c os( 1 • y) + o cose 2 . x) c os( 2 . y) 
xy 1 2 

As res ul 'Lard.-es de 'Lensões ou 'Lensões generalizadas 

são calculadas in'Legrando-se as ~enseses dadas por C4. 8) ao 

longo da espessura , aplicando-se a regra da ordenada média a 

cada faixa, ou seja, 

NC 

T .D..h 
XX\. \. 

NC 

N = ~ T .6.h 
yc YY\. \. 

\.= 1 

NC 

N =2 T .D..h 
xyc xyi i 

i= 1 

C4. 9) 
NC 

M = 2 T .D..h z 
XC xxi \. i. 

\.= 1 

NC 

~ = 2 T .6h z 
yc YY\. \. \. 

\.= 1 

NC 

M = 2 T .t.h z 
x yc XY\. \. \. 

\.= 1 

onde ..c:.h 
\. 

é a espessura de cada camada e NC é o núm..:.r· o dt? 

faixas em que foi dividida a espessura da laj e. 

A FIGURA 4 . 3 ilus'Lra as diversas fases do cálculo 

das 'Lensões no concre'Lo. 
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X 

"'( Jt X 

'"'( xy 

"'(yy 
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Cd) Cálculo das ~ens~es 
T , T e T 

XX yy XY 

FIGURA 4.3- Fases do cálculo das ~ens~es no concre~o. 
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Os esforços cortantes são obt idos a partir de uma 

relação t ensão generalizada - deformação generalizada linear , 

J'la forma 

Q y G h i' 
XC co X . 

c 4. 10) 

Q = k G h rt· e yc co y . 
onde k é o fator de forma da seção transversal rel a t .ivo a o 

corte , tomado igual a 6 /5 , e G é o módul o de deformação a o 
co 

c isalhamento do concreto tang ente à origem , dado por 

E 
G 

co 
( 4. 11) = co 

2 ( 1 + v ) 

4. 3- Modelo para a armadura . 

4 . 3.1 -Equação constitutiva para o aço. 

bi 1 i near. 

O aço é modelado segundo um esquema e l á stico 

módulo At é ser a tingida a tensão de escoamento f , o 
y 

é E 
S 1 

deformação deste 1 ongi t ud~ nal A partir ponto de 

considera-se ai nda um certo enrijecimento do material através 

do módulo E até ser alcançada a deformação de ruptura c 
s 2 s •J 

O comportamento do material em compressão é simulado , p o r 

s~mplicldade , da mesma mane1ra que quando lrac1onado. A FIGURA 

4.4 serve para ilustrar e ste modelo. 
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~ (+) 

Es(+) 

FIGURA 4.4 - Diagrama ~ens~o-derormaç~o para o aço. 

o diagrama da FIGURA 4 .4 é expresso anali~icamen~e 

at..ravés das equaçe5es 

o = E c c e ) r se c < e 
s s2 s yc y s y c 

o = E :: se c < c ~ c c 4. 12) 
s s~ $ y c. s yt 

~- = E c t: - t: ) -+ f se t: ) c 
s s2 s yc y s yt 

onde c e c são r espectivamente as deformaçêses de 
y t ) ... 

escoamento em ~ração e em compressão, dadas por 

f f 
y y 

c = e e = c 4 . 13) 
yt 

E 
yc 

E 
S i s 1 

4.3.2- Cálculo das result..an~es de lensese s na armadura. 

A armadura é considerada como uma cama da de aço com 

e spessura equi val en t.. e a sua área de seção t..ransversal por 

me~r o 1 ~ near . Assume-se que exi st..e per fei t..a a der énci a ent..r e 
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est.a camada de aço e as camadas de concr elo que 1 he são 

adjacentes. Fica estabelecido , por hipótes e que a armadura 

somen te res i ste a t.ens~es n o rmais na d i reção do eixo das 

barras que a comp~em. A res istênci a das barras da armadura ao 

cisalhamenl o não é levada em con t.a. 

Cada armadura é car a c t.er1 z ada p o r sua espe ssur· a 

equival ente t , por sua posição em r e lação ao p l a no médio d a 
s 

placa z , e p ela i n cl inação d e suas barras em relação ao eixo 
s 

de r efer ênc i a " x ". dada pelo ângulo e . 
s 

Uma vez conheci das as defor maç~es generali z adas na 

superficie média da laje, as deformaç~es especificas no nivel 

z da armadura refe ridas ao sistema 
s 

xoy , são calculadas 

atr a vés das expr ess~es 

c = c z ~ 
x s X s XX 

.c = é z ~ c 4. 14) 
ys y 9 yy ' 

y = y z ~ 
e xy g x y 9 xy 

A deformação especifica a xial e , na dir e ção de 
s 

or 1ent.ãç~u d as barras da armadura e , é dada por C POP0~0) 
s 

G = c cos 2 e + 
s XS s 

é 
ys 

+ y 
x ys 

sen e cos e 
s 

c 4. 15) 

A tensão na armadura é obt ida atra v é s da relação 

tensão- defor mação adol a da par a o aço, dad a p el a equa ção 

( 4.12) . A partir da le•·ls ão , são deter minados o esfor ç o n ormal 

N e o momento f 1 e t.or M . que a tuam n a d i reção da armadura . 
s s 

sendo 

N = cr Ce ) l 
s s 

c 4. 1 6) 
e = cr(c ) t z 

s s s s s 

As resultantes de tensões no aço segundo o sistema 

xoy, são calcul adas mediante uma rot..-ação aplicada a N e M , 
s lil 

o u seja, 
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N = N c os e 2 
xs s s 

N = N sen e 2 
ys 9 s 

N = N sen e c os e 
xys s;; iii s c 4. 1 7) 

M M c os e 2. 
XC e s 

M = M sen e z. 
yc s s 

e M = M sen e c os e 
xys g s s 

Est-es valores são acumulados para c ada diferent-e 

Lipo de armadura que exi st.i r na laje . A FIGURA 4 .5 serve para 

iluslrar o cãl c ul o das result-antes de t.ense:>es nas armaduras. 
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s 
y 

~~ E f tE,, > 

o X 

Ca) Cálculo da Lensão normal na armadura. 

Cb) Cálculo das resul ~anLes de lensões da armadura . 

·. FIGURA 4 .5 - Cálculo das resulLanles de Lensõe s das armaduras. 
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4.4 - Mo delo para o concreto armado. 

O modelo para o material composto concrelo armado & 

formad o pela superposição dos model os desenvolvi dos par a o 

concr elo e par a o aço das ar madu1~ as . Assi m sendo . o vetor de 

tensões: generalizadas para o concrelo armado o , é calculado 

pela expressão 

o :: o + o c 4. 18) 
-c -s 

onde o é o vetor de tensões generalizadas n o concr e'Lo , d ado 
-c 

p or 

o = { N 
-c XC 

N N 
yc xyc XC yc xyc 

Q 
XC 

Q ) 
yc 

e o é o vetor de tensões generalizadas no aç o . composto na 
-s 

forma 

C' = { N N N M o o ) 
-s XS ys xys xs; ys 

O vetor o é uli 1 i zado no cá.l cul o das ações nadais 

nKo-lineares d o elemento , segundo a equação C3. 30) ~ sendo de 

fundamental importância no estabeleci mento do equilibrio na 

laj e. 

4. 5- Cri téri o de ruptura. 

Para que a permaneça e m equi 11 br ~o. 

necessár~o que o material concret o armado seJa capaz de 

desenvol ver esforços internos que venham a conlrabal ançar o 

carregamento externo. Ass~m sendo, a ruptura da laje ocorre em 

um estág~o de deformação tal que a capac~dade do material de 

fornecer esforços resislenles a sol~cilação externa 

esgolada. 

Em uma estrulura de concreto armado o processo de 

ruptura é controlado a partir do nivel de deformação que a 

mesma apresenta . A norma brasil e ira NBR-6118
2

, por e xemplo , 

fixa em s eu ilem 4.1 os critérios de ruptura de uma peça 

submetida a solicitaçõe s normais C esforço normal e / ou momento 

fle tor ) , quando a deformação especifica axial do concreto ou 

do aço ati nge um determinado valor limite . 
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No caso das laj es, devido ao estado de tens~es ser 

na realidade bidimensional e atuarem além das solicit.aç~es 

n o rmais també m soli ci t.aç~es t.ange nc iai s C es f o r ço cortante e 

mo mento t.orço r ) , lorna - se d i fi ci l a apl i c aç~o de um crit.éri o 

de rupt.ura e x pli c it-o c omo o d e sc r i t-o acima . 

Nesla formulaç2:o consldera-se que lenha ocorr1do ~ 

ruptur a do material , quando em uma c e rt.a elapa de apl1caç~o 

do c a r r egamen to , o vet.or de des l ocamentos n odais , e 

conseqüenLeme nLe o campo d e deformaç~es ao 1 o n go d a 1 aje , 

a Li nge uma configuração t.al que n~o se torna mais possi vel 

satisfazer o s i st.ema de equac~es de equilibrio dado pela 

equaç~o C3.33). 



5 - SOLUÇÃO DO SISTEMA DE EQUAÇOES NÃO-LINEARES. 

5.1 -Introdução 

Conforme o que foi vist..o n os caplt..ulos 3 e 4 , uma 

análi se mais rigorosa de lajes de concret..o armado exige a 

consideração do comport..ament..o mecânico não- line ar dos 

mat..eriais concret..o e aço, além da possi bilidade de ocorrerem 

grandes deslocament-os para eslágios mais avançados de 

Alravés da aplicação do P.T.V . • com a ~nclusão dos 

falares suprac~t..ados, chega-se a um s~slema de equaçõe s dEc­

equ~libr~o não-lineares na forma 

= p 
-exl 

A CU) = O 
- NL -

(5 . 1) 

O objelivo desle capit..ulo é desenvolver um algorit..mo 

numérico para buscar a solução do sislema de equaç~es C5.1), 

ou seja, encont..rar o velor' de deslocamentos n odais U par'a o 

qual o equ~librio se verif1que. 

In1cialmenle d escreve- se o método de Newlon-Raphson 

não-llneares. 

com?ulac1onal 

para 

Com o 

solução 

obj el1 vc 

do pr-ccessc, 

de s.1slemas de equações 

de se r eduzir o cust..o 

1ntr odu::.1do o mét..odo de 

t..Jewlon-Raphson mod1f~cado, com n._ lrlZ de rigidez na or.1gem 

manl da constanle duranle loda a anál1se. 

Como forma de acelerar a convergência do mélodo de 

Newlon-Raphson modificado, sem conludo alt..erar a sua essência , 

adot..a-se o mét..odo Secanle-Newt..on desenvolvi do por CRI SFI ELD
1 ~ 

Os resullados oblidos com a aplicação desle processo, em 

lermos de economia de lempo de compulação, são 

signifi cat..i vos . 

55 
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5 .2- O mé~odo de Ne~on-Raphson . 

o mé~odo de Newl o n-Raphson , em s ua forma 

uni dimensional , des~i na -se ao cálculo de mo d o i ~era~i vo da 

raiz aproximada de uma equação não-linear 

definida genericamen~e por 

que pode ser 

f Cx) = O C5. 2) 

Expandl n do-se a equação C5.2) em uma s érie de Tay l or 

e considerando-se apenas os dois primeiros lermos , oblém-se 

f C x) = f C x ) + f ' C x) llx C5. 3) 
r+1 r r r 

onde r e r+l , indicam o número da iteração. O método consiste 

em, partindo-se de uma solução inicial x e sendo posslvel o 
o 

cálculo da der 1. vada da função nest. e ponto, deter mi r1ar -se uma 

nova solução mai s próxima da exala a parti r d o algoritmo 

de recorrência dado p or 

e 

h.x = 
r 

f(x) 

f . (x) 

Y. = x + t::.x 
r+1 r r 

r 

r (5. 4) 

A FIGURA 5 . 1 serve para mostrar geom~tri amente este 

processo numé' 1co. 

Est.e proced1.ment.o também pode ser ester1d1do a un• 

s1stema de equaç~es não-lineares r1a forma 

em que 

e 

f( x) = O 

f = { f C x) . f C x) , . 

X = { 

1 2 -

x. 
1 

X I. 

2 
X 

n 

f C x ) ) T . 
n -

Aplicando o deser1volviment.o em série de Taylor 

f C X) = f C X + h.x ) = f C X ) + J C X X ) 
-o - ~o -o -o 

(5 . 5) 

(6. 6) 



., 

o ndE> J 
-o 

é uma matriz dada por 

J = 
-o 

r 
â f (x) 

1 -o 

bx 
1 

c'tf Cx) 
n -o 

bx 
1 
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b f Cx ) 
1 -o 

n 

(5. 7) 

âf Cx ) 
n -o 

n 

A fórmul a d e recorrência para um sist.ema de " n " 

equaçeses não-lineares a " n " incógnit.as pode 

expressa por 

X = X - J-1 
f( X ) 

-r.,.J. - r -r - -r 

e nt.ã'o , ser 

(5. 8 ) 

Par a e vi t.ar o cálculo e a i nver sr:io da ma t. r i z J em 

cada 1l eraç~o se pode fazer 

s e n d o e st.a fórmul a 

modificado. 

o 

X 
'"'1'+1 

= X 
-r 

a base do 

[, .ÁXI L 
1 1 

J-1 
f( X ) (5. 9) 

-o - -r 

mét...odo de Newt.on-Raphson 

_..... DECLIVID ADE 
-: 

f '< x ) o 

I 

----+-DECLIVIDADE f' (X )
1 

X 

,Ó.Xo 

F'I GURA 5 . 1 - O mê-t.odo de Ne wt.on-Raphson uni di mt:.r1si ono7>l. 
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5.2.1 -O mélodo Newlon -Raphson tradicional . 

O mélodo de Newlon - Raphson pode se- uli 1 i zado na 

resolução d o sislema de e quaçê5es não-lineares de equllibrio, 

que surge da aplicação do H. E . F. na análise de lajes de 

concreto armado6
' 
27 '92'~ 9 

A equação C5 .1 ) , pode ser reescr1La, alraves de suas 

componentes , na seguinLe ~orma 

c lf' ) + C .t.U ) ( 5. 1 0) 
I. r J r 

Observando-se a equação C5. 1) , a e xpressão para a 

derivada conLida n o s e gundo membro da equação C5 .1 0) s er á 

()v; à{ A ) 
I. NL I. 

K = = - c 5. 11) 
au au I.J 

J J 

em que K. . r epr esenLa um ler mo g e nérico da ma lr i z de r i gi dez 
~ J 

langenle da plac a K . 
- T 

Agora , lorna-se possivel expressar malricialmenle a 

~órmula C5.1 0) , ou seja, 

C K ) .t.U = O c 5 . 12) 
-T r -r 

Porlanlo, a equação de recorr ência do método de 

Newlon-Raphson apl1 cado a problemas de análise es lrul ur-al ~l ca 

A CU) ) 
-NL -r 

c 5. 13) 

e u + ~u 
- r 

Conhecido o velor de deslocamentos da iteração 

anlerior U , é possivel calcular o velor de ações não-lineares 
-r 

A CU ) e a ma lr i z de r i gi dez langenLe da 
- NL -r 

Alravés das equaçê5es C5.13), determina-se a 

próxi ma da solução exala do sistema de 

esLrulur·a .K CU). 
- T -r 

solução U . mais 
-r..-1 

e quações C 5. 1). 

Procede-se a ssim , ileralivamenle, alé ser salis~eilo o 

crilério d e convergê ncia adolado. A FIGURA (6.2) ilustra este 

procedimenLo , para o caso unidimensional . 
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Pe xt 

p 

o u0 Uz u 

FIGURA 5.2- O método de Newlon-Raphson tradicional , aplicado 

à a nálise eslr u lural , no caso unidimensional . 

A convergência deste método é de segunda ordem, 

porque envol '.'c a função Y:! • e sua derivada primei r a K . 
- T 

o 
cálculo e a inversão da matriz de rigidez langente em cada 

1teração tornam este processo compulacJ.onalmenle oneroso , e em 

problemas com mu1tos graus de liberdade , podem inv1abilizar a 

sua ut i 1 i zação. 

Esta dif1culdade pode ser superada com o emprego do 

mélodo de Newton-Raphson mo::-dJ.fJ.cado , embora com a sua adoção. 

se perca a propriedade da convergência quadrática. 

5. 2 . 2 - O método de Ne"''t.on-Raphson medi ficado . 

O método de Newt.on-Raphson modificado , daqui em 

diante N-R m .• consiste em se realizar o cálculo e a i nversão 

da matriz de rigidez apenas uma vez no inicio do processo • 

trabalhando-se com a matriz de rigidez inicial K e m todas as 
-o 

iterações. O algoritimo de r e corrência fica sendo , enl~o . 
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.t.U = C K- 1
) c p A ( u) ) 

-r -o r - 9Xl -NL -r 

c 5. 14) 

e u = u + .t.U 
-r+ i -r -r 

A ut1lização de uma matriz de rigidez inicial 

constante K traz uma grande economia computacional em relação 
-o 

a sol u ção do sistema em (5. 13). pois apenas toJ' na-se 

necessário realizar retrosubsliluições sobre o velar de forças 

desiquili bradas ~- Todavia . deve-se considerar o falo de que 

devi do a malr i z de r i gi dez não ser atualizada o número de 

iterações deverá ser maior . A FIGURA 5.3 mostra o 

desenvolvimento desle processo para o caso unidimensional . 

p 

O Uo ü u 

FIGURA 5.3- O método de Newlon-Raphson modificado aplicado à 

análise estrutural , em sua forma unidimensi onal. 

A convergência do método é de primeira ordem, porque 

apenas se redefine o vetor de forças desequilibradas ~· A 

presença de patamares pronunciados dentro da resposta eslálica 

da 1 aj e pode gerar uma convergência mui t..o 1 ent..a com um número 

indefinido de iterações. 
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Atualmente e ncont r am-se à disposição vários 

algoritmos, que visam a acelerar a convergência do método de 

N-R m. , sem contudo al ler ar sua e slrulura fundamental. Dentre 

estes se destaca o método Secante-Newlon, desenvolvi do por 
1 1. CRISFIELD , que será abordado mais adiante. 

5.2.3- Critério de convergência. 

Em uma dada etapa de carregamento da laj e, 

considera-se que o método de N-R m. lenha atingido a 

conv ergência , quando forem satisfeitas si multaneamente as duas 

condições abaixo e m uma dada iteração " r " 

11 Y!r 11 

~ 0 , 01 
11 .6P 11 ( 5. 15) -
11 .6U 11 

-r 
e s o. 01 

11 u 11 
-r 

onde: 

11 Y!r 11 é a norma eucli d iana do vetor de desequil1brio ; 

.t.P 11 é a norma euclidiana - do vetor de incremento de cargas; 

.6U é a norma euclidiana do vetor de i ncr e mef1l.o de 
-r 

deslocamentos; 

e 11 U 11 é a norma euclidiana do vetor de deslocamentos . 
-r 

Quando o mate rial chega ao esgot.amer1to de sua 

capac1dade de oferecer esforços res istentes que equilibrem o 

car r egamento externo , é s1r1al de que a laJe ating1u a ruptura . 

Este fal o é detectado pelo algoritmo , quando não é 

mais posslvel satisf azer o primeiro critério de convergência 

de C 5. 15) , pois o v e t or de desequil i br 1 o Y! não pode ser 

reduz i d o a valores próximos de zero, por maior que seja o 

número de iterações. 

Estudos númericos realizados com o modelo aqui 

desenvolvido indicam que, quando o número de iterações alcança 

um valor maior ou igual a 300, sem convergi r , si gr·d r i c a que a 

capacidade de resistência do material foi esgotada . 

llSOOLA DE ENGENHARIA 
:BIBLICT..:.-A 
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5.3 - Ac e l e ração d a c o n ver gêcia. O métod o Secan te-Ne~on . 

5.3.1 -O incremento da Energia Potencial Total. 

Antes de a bordar o método de Secante-Ne~on 

propr1amente d1to, é necessàr1 o tecer algumas consider ações a 

respe1lo da var1ação da Energ1a Pot encial Total de um sistema 

estrutural elást1co não-linear 9 5
. 

Seja n a Energia Pot e n c ial Total de um sistema 

e strutur a l el ást i co não-l i n ear , d iscrel iza d o em uma série de 

e l ementos fi n itos , c o nec tados ent re si a t ravés de seus pontos 

n o dais. Consi der e-se que tod as as cargas e~ernas estej am 

incl u idas sob a for ma de aç~es nodai s equivalente s no vetor d e 

cargas externas da e str u tura p 
- exl 

A Ene rg1 a Potenci al Total 

do sistema pode , então , ser calculada pela expressão 

n = E + G • c 5. 1 6) 

onde E é a energia de deformaç ã o do sisLema dada por 

E a dV , c 5. 1 7) 

e G é o polenc1al das cargas ext ernas dado p or 

G = - UT p ( 5. 16) 
- exl 

Segu1 ndo-se a formulação d o M. E. F. . as grandezas 

escalares n e E são fun ções do vetor de deslocamen~os n odais 

U, logo 

nc U) = EC U) C5. 1 G) 

t p ossivel, a gora . analisar-s e o incremento de n. 
qua ndo o vetor de deslocamentos U passa d a c o nfiguração u 

- r 

para a confi gur a ç ão U através da expres s ão 
-r+1 
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= U + A ó (5. 20) 
r - r 

onde 6 
-r 

é o vetor que define a direç~o de inc remento dos 

deslocamentos , e A é um escalar que controla a magnitude d o 

passo dado na di reç~o 6 . 

Expand1 ndo nc U +A 6 ) na forma de um~ s é ri e de 
- r r-r 

Taylor , chega-se a 

nCU+Aó) 
-r r -r 

= nc u ) + A a T ó + 
-r r ilr - r 

1 
~ 

sendo a o vetor gradi ente , cujo elemento genérico é 
r 

+ 

c 5. 21) 

(5. 22) 

e H é a chamada mat..riz Hessi ana , cujo eleme nto genérico é 
-k 

CH. ) = (5. 23) 
q r 

Porém, recordando a equaç~o C5.19) , t.em-se que 

âE 
CP ) c 5. 24) 

b U 
ext ~ 

~ 

O pr1me1ro teorema de Casl1gl1~no af 1 rma que a 

der1vada da energ1 a de deformação E em relação a componente de 

deslocame nto U f u rnece a força interna res1st..enle associada a 

direção " i ", ou seja , 

(5. 25) 
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Assim, resulta que 

a = (A ) - P - w 
>?r - NL r -ex t - - L r ' 

(5. 26) 

o q ue si gnifica que o v etor gradient e de n é igual ao veto r de 

forças d e s e qui 1 i bradas lf!r n a pos i ç ão "r", p or é m com o s i n al 

lrocado. 

A matr~z Hessiana é dada por 

CH .. ) 
l J r = [ 

8U 8U . 
l J 

(5. 27) 
8 U 8 U 

i. J 

Contudo , substituindo-se a equação C5.25) em C5.27) , 

t..em-se q ue 

CH ) = (5 . 28) 
lJ r 

Escrevendo o incremento da força resistente na 

direção "j ", 

resulta que 

dC A ) . para um incremento no vetor U, 
NL J 

dU, 

N âC A ) 
NL 

d U c 5 . 29) dC A ) = 
NL J 

âU 
l 

l = 1 

Para um vetor dU onde ~odos os incrementos são nulos, excelo 

p ar a dU , t e m-se 
L 

dC A ) 
NL J 

= 
ô C A ) 

NL J dU ( 5 . 30) 
au l 

Observando -se a equação C5.30 ) e cons iderando o 

teor e ma d a Reci p roci dade d e Maxewll, c hega-se a 

CK ) = 
ôCA ) 

NL l c 5. 31 ) 
T I.J 

8 U . 
J 

onde CK ) .. é o elemento "ij " da matriz d e rigidez tangente da 
T lJ 

e str u tura . 
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Assim, conclui-se que a malriz Hessiana é igual a 

malríz tangente da estrutura analisada , ou seja , 

simbolicamente l em-se que 

H = C K ) = [ ) ( 5 . 32) 
- r - T r au au 

5 .3. 2- Determinação dos aceleradores de convergênci a. 

o método Secante-Newton permite acelerar a 

convergência d o método de N- R m. , podendo ser derivado de 

for ma simples através d o conce ito de Ener g ia Potencial Total e 

do es tabel ecimento de uma relação geométrica secante de uma 

f orma gener alizada. 

Considere-se i 1 1.ci almen te o método de N-R m. 

expresso na forma 

D.U = A ó . = A K-1 
c;Jr I 

-r r -r r -o 
(5 . 33) 

e u = u + .6U . 
-r+ 1 -r -r 

o e scalar A é normalmente t omado como igual a 
r 

uni da de em todas as 1. ler· açê5es . Contudo , em alguns probl emas 

que envolvem a f1ssuraç~o do con cr e to pode ser v an tajoso 

reali zar--se um processo de procura de um valor ótimo para o 

esca.l a J' A . 
r 

O Pr1ncip1.o da. H1 n1 nta. Ener-gl. a Pot e nci a l Tolal 

estabelece que em um sl.slenta est. r utur al elást.~c o n ão-lJ.near , 

sob a ação de um carregamento externo conservativo , a 

conf1guração de deslocamentos correspordente ao equil1brio 

deve ser tal que minimize a Energia Potencial Total. 

Assim sendo , na iteração Cr-1) o valor óti mo para o 

escalar A p ode ser encontr ado a partir da aplicação do 
r-1 

Principio da Minima Energia Pontencial Total na busca do vetor 

de deslocamentos nadai s U I que forneça a confi guração de 
- r 

equilibrio para o sistema. 
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Seguindo-se a forma da equaç~o (5.33) , o v e tor U é 
- r 

dado por 

u U + A c5 c 5 . 34) 
-r - r-.1 r -1 - r -1 

e a Energia Potencial Total na posi ç~o " r " pode s e r obi ta 

at r avés da seguinte expansão em sér1e de Taylor 

nc u) = 
-r 

nc u ) + 
-r-.1 

A 
r-.1 

O T Ó + 
>Ir-1 -r-.1 

1 
~ 

ó T CK ) 
- r -.1 - T r-.1 

6 
-r - 1 . 

(5 . 35) 

O valor de A que torna ncu) u m m1 n i mo é 
r-1 - r 

calcul ado através da expressão 

donde provém 

an 

âA 
r-.1 

T Ó 
'ilr-1 --r-.1 

A = 
r- 1 

+ A ó T C K ) 6 
r-1 - r- .1 - T r- 1 -r-1 

Ó T C K ) Ó 
- r-1 -T r-.1 -r-1 

= o 
c 5 . 36) 

c::: . 37) 

Para se evitar o cálculo e a montagem da matriz de 

rigidez tangente K nesta iteração, 
- T 

é poss i vel fazer a 

seguinte aproximação 

CK ) 6 ( 5 . 3 8) 
- T r-1 -- r-1 

conforme está il ustrado na FIGURA (5. 4). para o caso 

uni d imensional. 
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Pext 

p 

- o,_, 

~ = o, - o,_, 

o U r - t u, u 
e, r-1 

'l 

FIGURA 5 . 4 - Mélodo Secant..e-Newt. on: aproximação da malJ'iz K . 
- T 

Substitui ndo-se a aproximação da e quação C 5. 39) na 

equação (5.37) , chega-se a 

T 
6 

A 
~r-1 - r- 1 = 

r - 1 Ó T y 
- r-1 - r 

Exisle uma cert..a cont..inuidade no e scalar 

c onlr o la o lama nho do pass o na d~reção 

para uma resposla eslát..ica com rigidez 

quando a r1gidez vai d1minu1ndo. 

Conseqüenl e ment..e , ao invés 

6 l.endo-se 
-r 

cr e scent.. e e 

de calcular 

( 5. 39) 

A 
T 
. que 

A ( 1 . o 
r 

A > 1 . o 
r 

um novo 

escalar A para a 1l e ração "r", que ex1gir1.a o cálculo de um 
r 

n ovo vet..or de forças desequili bradas a 
:iii'r~1' 

o e scal a1' A pode 
r-1 

ser ulilizado para acelerar a próxima it..eração, fazendo-se 

T 
ó 

A ::::: ~r-1 -r-1 
(5. 4 0) 

r ÓT 
- r - 1 r r 



68 

Segundo CRISFIELD1 ~ e si...a a c eleração de primeira 

ordem não é muii...o e si...ável. Um e s quema de segunda ordem 

e nvolve ria 

+ B 6 ( 5. 4-1 ) 
r ~ r-1 

onde segundo (5. 4 0) , • 6 
- r 

o ve t..or d e A é cal culad o 

1 ncremeni...o de desl ocameni...os resul t..ant. e de u ma 1 t. e r ação d o 

mélodo de N- R m. em sua f o rma usual. 

o escalar B é det.erminado considerando-se a 
r 

generalização da relação secant.e mostrada na FIGURA (5.5). 

9r-1 

9 r -1-g r 

9r 

o U r-1 U r u 

Ó r-I 
1 1 

FIGURA 5 . 5 - Hél odo Sec ant.e-Newlor· r elação sec a ni...e. 

Por semel hança de t.r i ângulos , segundo a FIGURA 

C5.5) , t.em- se que 

6 c 5 . 42) r = 
6 

r-1 
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Uma relação velori al generalizada s e ria dada p or 

= c 5. 43) 

Subsliluindo a equa ção (5 .41 ) em (5 . 4 3) , lem- se que 

C A 6 • = r -r 

logo 

Ó T ... ,T 
'ilr 6 y 

B 
- r -1 

A 
-r - r = 

r 6 T r 6 T y y 
- r-1 -r - r - 1 -r 

Considerando que 

q 
""r = 

e lembr a n do a defi n i ção d e A em C5. 40) , chega-se a 
r 

B 

t/• T y - r -r 

6 T 
tr - r -1 

] - 1 

5.3.3- O mt?lodo Secanle-Newt..on 

o mélodo Secant e - Newi..on consiste , 

( 5. 44) 

( 5. 45) 

(5. 46) 

c 5 . 4 7) 

enlão , 

apl1cação em cada it eração do seguinle conjunlo de formulas 

6 = A ó • + B ó 
-r r -r r -r- 1 

u u 6 
c 5 . 46) 

e = + 
- r - r~1 - r 

onde A 
r 

e B são falares de acel er ação d a convergência 

calculados por C5.45) e (5.47) , res peclivamenle, e 

'lf - i 
6 = - K 'ilr - r -o 

c 5 . 4 9) 
sendo ~r = CA ) - p 

- NL r -exl 
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EsLe méLodo possui as seguinLes propri e dades: 

(1) Sem empregar diretamente um proce sso de 

exLrem~zaçã'o de n 
r 

n a introduzida uma 

ampl~f~cação d o passo na d~r eção ó * com base na m~nimização de 

n economizando- se 
r - 1 

desequ1librio a · 
""r•1' 

(2) o 

assim 

mélodo 

-r 

o câl c ul o do v e tor d e 

sat1sfaz a relação secanLe 

generalizada (5.43) , sendo que para problemas unidimensionais 

coincide com o méLodo da secanle em sua forma u s ua l . 

Comparando-se com o méLodo de N- R m. surge a 

necessidade d e se a rmazenar d ois veLar e s extr a s , quai s sejam 

~ e õ . Os cálculos adicionais e nvo l vem apenas uns p o u cos 
r-1 -r-1 

produtos 1 nternos de vetor e s para a deter m n ação de A e 8 , 
r r 

CUJO cus~o compuLac1onal é desprez1vel. 

Devi d o a e sLas caracter1sticas o méLodo revela-se 

signifi cativame nte mais rápido que o método N- R m .. Contudo , a 

expe r1ência numérica Lem 

c ircu n s l â n c ias e xtremas , a 

moslrado que , em algumas 

it.eraçã'o a c elerada de C5 . 48) 

t.orna - se menos efici e nt.e que o mét.odo N- R m. 

1,0 eB =0 , 0). 
r 

comu m C com A = 
r 

Eslas circunsLâncias ocorr e m quando o e scalar s 
terna - se g:--ande se compal~ a d o com A . 

r 

r 

Neste caso, é n~cessario 

~ nt.erromper o p rocesso de acel eraç~o. adotando-se a i l~r· aç~o 

N-R m. usual , sempre que 

B B 
1 r 

R 
r < R ( 5 . 5 0 ) > ou -

~ . 
A A 

r r 

onde o limite R é eslabelec1do como igual a 0 , 4 0 . 

No capitulo seguinte é feit.o um esludo compa rativo 

enLre os resul lados obtidos p e lo mélodo N-R m. e pelo mét.odo 

SecanLe-NewLon. 

5.4 - Descrição d o algoritmo implementado. 

O a l g or i L mo u t.i 1 i zado nes t.e L r a bal h o consi s t. e n a 

combinação de u m processo i ncremental com um método ileralivo 



71 

de ajuste de equili brio em c ada etapa de carga . 

A carga total a ser aplicada sobre a estrutura é 

d1v1 da em um cert o número de parLes i guais , obtendo-se a ss1m o 

vetor de Incr e mento de carga ~P. ou seja, 

p 

N 
~ex l 

( 5. 51) = 
elap 

onde P é o vetor de car g as externas total e N é o 
~exl elap 

número de etap as de carga que serão aplicadas à e str utura. 

( vetor de cargas no final de cada e t apa é 

obtido adicionando-se o vetor de incremen 1.... o de carga ~p ao 

vetor de cargas da etapa anterior P . isto é , 
~l-1 

p = p + ~p (5 . 52) 
~l -l-1 

Cada etapa do processo de carregamento inicia com um 

d e s equilibrio llP enLre o vetor P e o vetor de ações nodal s 

n~o-lineares CA ) . 
-NL l 

Portanto , deve ser empregado um 

processo iterativo que permita determinar o v etor de 

deslocamentos nodai s U , para o qual seja es tabelecido o 

equilibrio entre cargas externas e esforços internos. No 

algoritmo imp lementado, pode-se escolher entre o método de 

Ne\o.'ton - Raphson modi fl cado e o mét. odo Secante-Newton, par a se 

chegar a configuJ'ação de equil ibrio dentr o de uma preci são 

Pl'é-fi xada. 

Assim , torna-se possl vel obter diversos pontos 

pert.encentes à h1st6r1a de carga da e strutura , e com eles 

traçar uma curva carga-deslocamento , que se aproxima da 

resposta estática real da laje . 

Incrementando-se o vetor de cargas sucessivamente , 

atinge-se uma etapa na qual se esgotar á a capacidade do 

material de equilibrar com as ações internas o carregamento 

aplica do , ocorrendo , então, a rupt ura. Desta forma, pode-se 

estabelece!' uma estimativa para a carga limite da laje, que 

deve situar-se entre o último valor para o qual houve 

convergéncia e aquele n o qual não foi mais possi vel 
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alcançar-se uma configuraç~o de equilibrio. Quanto menor for o 

incremento de carga ÃP , melhor será a estimativa da carga de 

ruplura. 

A FIGURA 5.6 ilustra . para o caso unidimensional . o 

procedimento acima descrito. 

do 

Pext 

Ps 

Prupt 

o u 

FIGURA 5.6- O algoritmo incremental-iterativo. 

A segu1r, na FIGURA (5. 7) , 

algoritmo i ncr emenlal ileralivo , 

é moslrado o fluxograma 

que é empregado para a 

análise não-linear estáll ca de lajes de concreto armado . 
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CÁLCULO DE Ko -
CÁLCULO DE 

CÁL CULO O E f ext 

ô.J: =,E ext I N e t o p 

Pi : Pi-1 + A p ,.., ..., "' 

<f 
C> 
a: 
<f 
u 

1&.1 
o NEwTON-RAPHSON MODIFICADO 

C/) 

<f 
Cl. o 
<f > 
~ 
LLJ ~ 

<f 
a: 

LLJ LLJ o ~ 

o o 
..J ..J 
u u 
u u ~ j :: g J - _g_ j -1 

"' "" . -

t 
Aj = _R,j-1 ·J. i -1 

e.,·-l ·'tl 
rJ "' 

2 4 
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2 4 

Cj o: B j/Aj 

NÃ O 

<l 
(!) 

cr SIM 
<l 
o 

Aj:: 1,0 
11.1 
o Bj" 0,0 

(I) 
o 
1-
z (I) 

11.1 11.1 

::!! lO 
11.1 t> 
cr <l 
o cr • 
z 11.1 _§j = Aj . .§i + Bj ·.§j-1 

1-

11.1 
11.1 o U · +t :: u · + s · o ,.,) ..... J ,.YJ 

o o 
J _J 
(.) (.) 

(.) (.) Qj+l• Anl ( U )+I ) - P i ,., 
N ""' ,v 

NAO 

N AO 

-, 
FI r3VRA 6. 7 - Fl u xog r a ma do a l gor it-mo i ncrement-al - i t-er· a t-i v c. 
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6 - APLICAÇÃO DO MODELO 

6.1 - In~rodução 

comprovar 

Os exemplos apresentados neste capitulo serve m para 

experimentalmente a validade do modelo teórico 

desenvolvido a té aqui , bem como para ilustrar as diversas 

possibilidades de sua aplicação . 

Inicialment e são realizados estudos comparativos 

entre os resultados numéricos gerados pelo programa e o 

comportamento experimental de três lajes ensaiadas por outros 

aui_ores. 

A seguir é feita uma análise sobre os efeitos 

produzidos por diversos parâmetros de ent rada do programa nas 

respostas fornecidas pel o modelo. 

Final men t e procede-se a uma aval i ação das rel açe5es 

carga-deslocamento obt1das para quatro la j e s projetadas 

segundo os crilér1os d a NBR-611 8 2
, e s tudando-se a influência 

da esbeltez e das cond1ções de contor n o. 

6 . 2- Comp:-ovaçã-.::- exper 1mental 

6.2 . 1 -LaJe de McNEICE 

Uma l aje quadrada , apoiada apenas em seus quai..J'O 

cantos e s ubmetida a 

ensaiada por JOFRIET e 

uma carga 

McNEICE2 ~ 

concentrada no c entro 

Este experimento t e m 

foi 

sido 

utilizado p or diversos pes quisadores, para testar modelos 

numéricos para o comportamento de lajes de concreto armado. 

A geometria da laje, a disposição das armaduras e a 

malha de elementos finitos empregada na análise são mostradas 

na FIGURA 6.1. As propriedades mecânicas dos mat..eriais que­

foram adotadas se encontr am na TABELA 6 . 1 . 
75 
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UNIDADES em MALHA E . F. 

APOIO 
Pll IL 

7 8 9 

4 5 6 

I 2 3 
ARMA OU R A 

/-r'--
L7,62~ 

1'\. 
, , 

X 

I \ 

[ ~ 
Asx = 2, 82 cm2;m 

" v Asy = 2, 82 cm2 /m 

-

~ 71 1'\ 
1'-.::W 

L 45,72 45, 72 

SEÇÃO T RANSVERSAL 
CAMADAS : 

CONCRETO= lO 

AÇO :: 2 

FIGURA 6.1 -Laje de Mc NEICE 

Propr iedades dos Mat.er iaís 

Concr e t. o Aço 

2 
E 20 . 000,00 kN/ c m 2 

= 2.860,00 kN/cm = 
si 

= 0 ,1 5 E = 0 , 00 
s 2 

3 , 8 0 kN/cm 2 
f 41 , 34 kN/ c m 2 = = 

y 

0 ,38 kN/cm 2 = 

TABELA 6.1 - Propr iedades dos materiais: laj e d e McNEICE 

76 
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A FIGURA 6.2 permite comparar a curva experimental 

carga-deslocamento para o ponto x = 7 , 62 em e y = 0 , 00 Cn6 2) , 

com os resultados obtidos para os diversos Lipos de abordagem 

d o problema . 

20.0 

17 .5 

15.0 

z-12.5 
~ ......... 

0.. 10.0 
o 
OI 
I... 
o 

(.) 7.5 l 
i 

5.0 J 

2.5 

0.0 
0.00 

.. 
_ ..... 

- -

- - - Experimental 
- Apoios oeslocóveis -*- - Geométri~o linear 

~· 

-e- - Geométrico nõo-lheor 
- Apoios f ixos 

-8- - GeométriGo linear 
- 1:.- - Geométrico não-linear 

0.25 0. 50 o. 75 1.00 1.25 1.50 
Deslocamento w (em) no ponto x=7.62 e y=O.OO 

FIGURA 6.2- Curvas carga-deslocamento: laJe de MCNEICE 

Após a fiss u ração a superficie neutra da laj e 

desloca-se para cima , então o plano méd~o passa a ser 

t.rac1onado. sofr endo uma e xp.::.nsão e e mpur rando os apoios n os 

canlos para fora. 

Se os apoios forem fixos , impedindo a laj e de 

dilatar-se, surgem esforços nor mais de compr essão que 

reslrigem a fissuração d a laje e acabam por tornar a sua 

resposla estática mais ri gida. Quando a não-linearidade 

geométrica não é considerada , este efeilo enrijecedor fica 

superestimado. 

Estes resultados estão de acordo com aqueles obtidos 
2 9 2 4 por OWEN e também p or MEHLHORN . 
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6 . 2.2 - Laj e S1 de TAY LOR 

Com o obj e tivo de estudar a infl uéncia da ori e nt a ç ã o 

das armadu ras n o c omport-amen t-o de lajes d e concr e to armado , 

TAYLOR et atti.
33 ensaiaram duas la j e s quadradas , simpl e sment e 

apeladas em t-odo o con t-orno e sob carga uniforme . A laje 

d e signada p o r S1 possuia ar madura nas dir eç~es par a l elas a os 

lados e na laje S6 a ferragem f o rma v a um ângulo de 45° com as 

1 a t-er a i s . 

A geo met-ria da laj e S1 , a di sposi ç ã o das armaduras e 

a ma lha de elemen~os fini~os ut-ilizada na análise são 

indicadas n a FIGURA 6 . 3. As propriedades mecâni cas 

materiais que for a m utilizadas aparecem na TABELA 6.2. 

y 

UNIDADES : em MA L HA E. F. 

( 

,==-
• 

7 8 9 \No' 40 - LIVRE 

4 5 6 

I 2 3 
AR MADURAS + 

\ 

o 
\ PG I 

X 

= 
L 

\ LINHA 
I \ 

2, e 1 cm2/ m As X " 
DE AP OIO 

" _..Y 
A sy = 2 

1 
3 5 cm2 / m 

~ 

SEÇÃO TRANSVERSAL 

Asx 

I 
.\. 1 
V Asy 

. 

CAMADAS : 

~~~~~~~~~~CONCRETOx 10 
AÇO X 2 

FIGURA 6.3- Laje S1 de TAYLOR 

d os 
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Pr opr· i edades dos Maleriais 

Cone r eLo Aço 

E 3.24 2 . 00 kN/cm 2 
E 20.691 . 00 Y.N / cm 2 = = co s 1 

0 .1 8 E 3.000 , 0 0 k N./cm 2 
v = = 

s 2 

f 3 , 50 kN/cm 2 f 37, 59 kN/ c m 2 = = 
c y 

f 0 , 38 kN/ cm 2 = 
t 

TABELA 6 . 2- Propriedades da laj e Sl de TAYLOR 

EsLes experiment-os foram conduzidos com a 

possibilidade dos cant..os da laje se levant a rem. A la j e foi 

apoiada sobre roleles com moviment-o livre no plano xy. 

O gráfico da FIGURA 6. 4 most-ra a relação ent..re a 

carga t..oLal aplicada sobre a la je em k N e o desl ocament..o 

verLical w no p onLo cent-ral em em. A compa ração das curvas 

obt-idas pelo modelo perrni le avaliar a i mporlânci a do 

compor t..ament..o n~o-1 i near geomét..r i co mesmo quando a 1 a j e n~o 

e slá horizonLalmenle resLringida . 

O efeit-o da não-linear idade geomét-rica pode ser 

obser vado claramenle na FIGURA 6.5, onde se enconLr a a 

evolução do deslocament o na d1reção x. de um pont.o siluado no 

meio do bordo l at-eral da laje a medida e m que a carga vertical 

sobre a laje aumenla . 

Devido a propagação das fissura s o deslocamento u 

inicial menle cresce par·a f ora da laje , por-ém o efe1to 

não-li n ear geométr i co faz com que esLe ponto seja " puxado " 

novament..e para dentr o. EsLe faLo Já foi obser v ado por ARNESEN 

et aLLi
1

. 
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150.00 i 

z 100.00 
,:,{, .._.. 

a.. 

o 
O> 
'-

8 50.00 

-- - Experimental 
- Modelo: 

-A- Geométrico linear 
-e- - Geonétrico nõo-lineor 

0.00 ..... --.--.---;---r--.---.----.---,----r---...--, --.----1 
0.00 1.00 2. 00 3.00 4.00 5.00 6.00 

Deslocorne'1b v. (em) no centro de ploco 

FIGURA 6.4- Curvas carga-deslocamen~o: laje Sl de TAYLOR 

150.00 

~ z 
,:,{, 

~ 

E l 
Q) I 6 

·21 00.0~ l " I 
---

o -' ~ I 
Q) I I 

.õ 
c 

I o J (/) q ~ , 
/ 

a.. ~~ 
/ 

o 1/ 

õ 50. 0~ 9!' 

o 
O'> ... 
o ... 
u 

- Modelo: 
-A- Geométrico linear 
-e- - Geométrico nõo-lineor 

0.00 4-----~--~----~--~~--~----~--~----~----~--~ 
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 

Deslocamento u (mm) no ponto x=91 .5 e y=O.OO 

FI GURA 6 . 5 - Nã'~,-linearidade geomé~ ri c a: laje S1 de TAYLOR 
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6 .2. 3 - Laje S6 de TAYLOR 

A laj e S6 de TAYLOR possui basicamente a mesma 

geometria da laje Sl , p o rém sua a rmadura se encontra inclinada 
o a 45 em relação aos lados , con forme a FIGURA 6 .6. Na TABELA 

6 . 3 estão ind~cadas a s propriedades mecân~cas dos materiais 

para este exemplo . 

UNIDADES : em 

I() 

P G i 

ARMADURAS 

I() 

C1l 

91,5 

y 

M ALH A E. F. 

7 8 

4 5 

2 

o 

As -45° = 2 35cm2 
m 

As +4 ~0 " 2,01 cm2 
m 

9 1,5 

SEÇÃO T RANSVERSAL 

• 

\ I 

9 NO 40 - L IVRE 

6 

3 

X 

LINHA DE APO IO 

CONCRE T O z 10 

A ÇO : 2 

FI GURA 6 . 6- Laje S6 de TAYLOR 

ESCOLA DE ENGENHARl 
BIBLIOTECA 



.., 

82 

Propriedades dos Maleriais 

Conc relo Aço 

E 3.242 . 00 kN/ cm 2 
E 20 . 691 , 00 kN/cm 2 = = 

co " 1 
0 ,1 8 E 1.379 , 00 kN/ cm 2 

v = = 
& 2 

f 3 , 50 kN/ cm 2 
f 4 2 , 03 kN/cm 2 

= = 
c y 

f 0 ,35 kN/cm 2 = 
l 

TABELA 6.3- Propriedades da laje S6 de TAYLOR 

A curva rel aci onan do a carga toLal sobr e a laje e m 

kN com o deslocamenlo verLical w no cenLro e m em é mostrada na 

FIGURA 6.7. Os pontos obLidos numericamente apresen tam uma boa 

concord~ncia com os r ~sultados e xperimen tais. 

150.00 

--- - 4 

z 100.0() 
~ ......... 

ú.. 

~ 
/. 

õ ~ 
-.J ~ 2 /a. 

o /. 
C" ... 
o 50.00 u 

-- - Experi"nental 
- Modelo: 

- 8.- Geométrico linear 
-e- - Geométrico não- linear 

0.00 -+--,---~---,---r---..----.---......--~~------1 

0.00 1.00 2.00 3.00 4 .00 5.00 6.00 
Deslocamento w (em) no centro do ploco 

FIGURA 6.7- Curvas carga-deslocamento: laje S6 de TAYLOR 
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Na FIGURA 6.8 é fei~a uma comparaç~o ent re os 

resul lados obtidos pel o modelo para as la j e s S1 e S6. 

Observa-se que a laje Sô apresenla-se mais rlgida após a carga 

de 1issuraç~o . Est e !alo pode ser explicado alravés da TABELA 

6. 4. que mostra a evol uç~o da direção de deformações 

pri n cipais 8 1, para a camada mais lracionada d o pont o de 

~ nlegr ação PGl ~ndícado n a FIGURA 6.3 C x = 3,44 em , y = 3 ,44 

em e z = 2 , 30 em ) . 

150.00 

,.,.....- r 
/ / z 100.00 / 0/ 

/ .Y. 
/ 

,1:1 

o 
2' 
8 50.00 

' J 
I ,. 
+ 

- Modelo ~eométrico não- linear 
-e- - Lo~e S1 - armadura o 90• 
-6.- - LaJe 56 - armadura o 45° 

o. 00 ~-r---r---.--r--,---r-,---:----,---~---..-~ 
o.oc 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 

Desloc ... -nen o w (crn) no csntro do ploçc 
6.0) 

FIGURA 6.8- Comparaç~o das curvas carga-des locamentc 

LaJe Sl LaJe S6 

Elapa Carga 8 1 8 1 
Ck N) C gr-aus dec . ) C graus dec.) 

1 10 , 00 -39 , 74 -45 , 00 
2 20 , 00 - 39 , 8 0 -45 , 00 
3 30,00 - 39 , 82 - 4 5 , 00 
4 4 0 , 0 0 -42 , 39 -45 , 00 
5 50 , 00 -44, 37 -45 , 00 
6 60 , 00 - 47 . 4 0 45 . 00 
7 70 , 00 -49, 74 45, 00 
8 80 , 00 -71, 03 45.00 
9 90 ,00 -71, 00 4 5 , 00 

10 100 , 00 - 70 , 69 4-5 , 00 

TABELA 6.4 - Direções principais de d~fnrmação nas lajes Sl e Sô 
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6 .3 - Es~udos paramé~ri cos 

6 . 3. 1 - In~r odução 

Co m a f' i nal i dad e de a valiar a i nfl u ê ncia de diversos 

parâmetros de entrada do programa nos resultados f' o rneci d os 

pelo modelo foram desenvolvldos os lesLes que se segue m. 

Os es~udos compara li vos foram f e i Los com b ase n as 

r e sposLas ob~i das duran~e a anál ise de uma l a j e armada e m uma 

s ó direção com 2 , 00 m d e v ão , 1 , 0 0 m de larg ur a e 8 em de 

espessura. o carregamen~o é formado p o r duas cargas 

linearmente distribuidas CkN/ m), que atuam a 0,50 m dos 

apo ios . 

Na FIGURA 6 . 9 estão indicadas a geome~ri a da la j e, a 

d ispos i ção d as arma d uras e a malha de el emen~os finitos 

empregada nos estudos n uméricos. As p rop r iedades mecânicas d os 

materiais que f oram u~ilizadas são mostradas na TABELA 6 .5. 

6.3.2 - Tipo de in~egração numérica 

Conforme é u~scrilo n o capl~ulo 3, as in~egrais d e 

s u per f'icie que sur gem na ob~enção da ma tr iz d e rigidez do 

elemento , ben1 como na avallação do v e tor de aç~es nodais 

n~o-11 neaJ~es, são calculadas numericame nte 

quadJ' alura de Gau~ s -Legendre. 

Mu1lo lêm SldO t 
9. 9 7 ,38,39 

esc.rl o sobre 

a~ravés da 

o efeito 

enrlJecedor que uma 1nlegração numérica e xala , com 3x3 pon~os 

de integração , provoca em elemen~os de placa isoparamé~r i cos 

quadráticos baseados. na Teoria de Placas de Mindlin. Sol uç~es 

al ~er na~i v as ~êm si d o e mpr e gadas ado tando-se uma int egração 

s e l e Li v a , com 3x3 pon~os d e Gauss p a ra os ~ermos de es~ado 

plano e de f'lexão e c om uma 1ntegração inexata com 2x2 p o n tos 

para o s ler mos d o corLe ; ou e m forma s i mpl i f'1cada , 

u til iza n do-se 2x2 pon~os para lodos os ~ermos . 
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UNI DADES : em MALHA E .F. 

r I 
I 
I 

o I 2 3 4 I() 

I {o 
I 25 25 I 2 5 X 25 

I 1 .. 1 
I 

I I 
I APOIO 

I I 

50 L. 100 v 50 L 
1 " 1 

200 

l P(kN / m ) i P ( kN / m ) 

~ 

J 
CAMADAS : 

CON CRE T O = lO 

AÇO = 2 

V Asx = 2, 5 1cm2/m 

FIGURA 6.9- Laje armada em u ma s6 direção 

Propr1edades d os Mat er1a1 s 

Concrelo Aço 

E 2.840 , 00 kN/ cm 2 E 21.000 , 00 kN/ cm 2 
= = 

co S 1 

0 , 2 0 E 0 , 00 kN/cm 2 
v = = 

s; 2 

f' 1 , 85 kN/cm 2 
f' 60 , 00 kN/cm 2 

= = 
c y 

f 0 , 19 kN/cm 2 = 
t 

TABELA 6 . 6 - Propr i edades d os male riais: es ludos paramél ricos 
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Para a laj e em esLudo , cuja relação enlre o vão e a 

e spe ssura é igual a 25, a FIGURA 8.10 mosLra que a inLegraç~o 

numér~ca adolada p o uco influi nos resulLados fornecidos pel o 

mo delo. Porém, observa-se que a inLegração seleLiva produz 

resul Lados i nLermedi ár i os , compreendi dos enLre a i nLegração 

exata e a reduzida. Em lajes mais e sbeltas CL/h > 4 0 ) , a 

inLegração exaLa dos Lermos relaLivos a o cor~e pode causar um 

enrijecimenLo espúrio, devendo-se preferir , porLanlo, 

inLegração numérica seleLiva. 

20.00 ,-------------------------. 

/ 

15.00 

a. 

o 10.00 
Q) 
c ·-
o 
~ 
o 
u 

5.00 
Integração Numérico: 
-A- - Exato (3X3) 
-- - Seletivo (3x3 -2x2) 
-e-- - Reduzido (2x2) 

0.00 +----.--...,.1---,---~--..----,----.r----.-----..-__j 
o.oc 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 

Des locamento v-: (em) no ce.,tro do loje 

FIGURA 6.10 - Efeito da ~nlegração numérica 

6.3. 3- Resislência à compressão do concrelo 

uma 

O gráfi c o da FIGURA 6.1 1 revela que uma variação de 

20~ . para mais ou para menos, da resistênci a à compr essão do 

concreLo praLicamenLe não inLerfere na resposLa 

carga-deslocamenLo forneci da pel o modelo. 
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20.00 

.o 
/ 

15.00 
.......... 
E 

......... 
z 
:>f. 

Q. 

.... 10.00 o 
~ 
c 
-
o 
cn .... 
o 
u 

Resistência 'a 
_, 

5.00 corrwressoo: 
-A- f c = 1,4 kN/ cm2 

f c = 1,85 kN/ cm2 
-&- f c = 2,22 kN/cm2 

0.00 -;--.---.---,---,----,---.----r----,-----,----l 
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 

Deslocomen:o w (em) no ceõltro do laje 
2.50 

F'IGURA 6.11 Influência da resis~ência à compress~o do 

concre~o . 

6.3. 4- Resis~ência à tração do concr e to 

O concreto é um mal erJ.al quo.:? apresenta un1.2. baJ.xa 

r esistência sob tens~es de tração . Este fat o origJ.na o 

surgimento de f J. ssuras na zona tracionada de la j es submeli das 

a flexão , o que p rovoca r edução da transversal 

resi stente, diminuindo a rigJ.dez , resultando em um aumento dos 

deslocamentos. 

A resistência à ~ração do concreto i nfl u i no valor 

da carga de fi s suração , a part..ir da qual os deslocament..os 

crescem de forma acent..uada, afast..ando-se not..adamen~e de um 

comport..ament..o elástico linear. 

A FIGURA 6. 12 most..r a que uma variação de mais ou 

menos 20~ n o valor da resi st..ênci a à tração do c oncr et..o produz 

uma alt..eração sensivel 

at..ravés do modelo. 

na curva carga-desl ocament..o g erada 
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FIGURA 6.12- Influência da resis~ência à ~raç~o do concre~o. 

20.00 -r------- ----------------, 

15.00 j -E 
.......... 
z 
.X 

a. J 
õ 10.00 J <l. 
c 

o 
CTl .... 
o 
u 

5.00 
/ ..., 

Modulo de deformo_çoo: 
-A- - Eco = 2272 kN/cm2 
-- - Eco = 2840 kN/ cm2 
-e- Eco = 3408 kN/ cm2 

0.00 4----.----r--r----,r---.--;----r--.....--....... --1 
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 

Deslocamento w (em) no centro do laje 

FIGURA 6.13- Influência do módulo de deformaç~o do concret o 
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6.3.5- Módul o de defc rmaç~o-longitudinal do concreto 

Aumentando- se ou reduzindo-se o módulo de deformaç~o 

1 ongi t udi nal d o concreto E em 20~. ocorre uma pequena 
co 

variaç~o na curva carga-deslocamento , mantendo-se praticamente 

paralelas entre si as três c urvas. I sto pode ser observado na 

FIGURA 6 . 13. 

6 . 3 . 6 - Algoritmo de solução do 

n~o-li neares 

sistema de equaçe5es 

Da aplicação do Método dos Eleme ntos Finitos na 

análise n~o-linear f1sica e geométrica de lajes de concreto 

armado , resulta um sisLema de equaçe5es de equil1 brio 

não-linear e s a s er resolvido , conforme foi mosLrado no 

cap1 tul o 3 . 

O pr ocesso de sol u ção do sistema de- e quaçe5es de 

equil1brio implementado inicialmente foi o método de 

Newt.on-Raph son modificado , com matriz de rigidez n a origem 

mantida constante em todas as e tapas de car ga. Este p r ocesso 

mostr ou-se demasiado lento na busc a da configuração de 

deslocamentos correspondent-e ao equilibri o . Como alternat iva , 

utilizado o método Secant.e-Ne"'lon, desenvolvido por 

CRJSFIELD11
, que se e ncont-ra detalhado no capitulo 5. 

verti cal 

Na TABELA 6 . 6 encontra - se a evolução do deslocamento 

w no centr o da laje e do númer o de iterações 

necessàr1as para alingir a convergência a medida que a carga 

cresce. Observa-se que c método Secante-Newton pr·oduz 

bas1 camente os mesmos resultados que o méLodo Newton-Raphson 

modif1cado , p orém o número de iterações dispendidas pel o 

pri meiro para alcançar a convergência é muito menor, 

n otadamen t e após a carga de fissuração Centre 4, 0 e 5,0 kN/ m) . 

O tempo rel ali vo de processament-o uti 1 i zado pel o 

método Secante-NewLon é apenas 30~ daquele gasto pelo método 

de Newt.on- Raphson medi f i cado. o método Secante-Ne\tlton 

r evela-se tanto mais eficien te, quanto mais intensa f or a 

propagação das fissuras ao longo da laj e. 
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New~on-Raphson Secante-Newton 
modiíicado 

Etapa Carga w I ter. w I t.er. 
C kN/m) Cem) Cem) 

1 1 , 00 0 , 02 6 0,02 5 
2 2 . 00 0 , 04 6 0 , 04 5 
3 3 , 00 0 , 06 6 0 , 06 5 
4 4,00 0 , 08 6 0 ,08 5 
5 5 , 00 0 , 17 6 0 0 ,1 7 19 
6 6 , 00 0 , 29 89 0 , 29 37 
7 7 , 00 0 ,44 113 0 , 4-4 39 
8 8,00 0 , 60 174 0 ,60 74 
9 9 , 00 0 , 75 14-9 0,75 43 

10 10 , 00 o . 91 151 o . 91 41 
11 11 . 00 1 . 07 152 1,07 44 
12 12 , 00 1 , 22 155 1.22 28 
13 13 , 00 1 , 38 157 1. 38 67 
14 14 , 00 1 , 55 205 1,55 58 
15 15 , 00 1 . 71 175 1. 71 72 
16 16 , 00 1 ,85 167 1 , 85 56 

TABELA 6.6- Comparação do algoritmos de solução. 

6. 4- Comparação com os crit-érios da norma NBR-6118 

6 .4.1 -Introdução 

No projeto de edi11cios em concreto armado ocorre 

com Írequénci a a s1.luaçã'o de se ler qu-e adotar , por razões 

construll.vas . um.::. mesma espessura para lodas as lajes de um 

pavl. mente. Se os vãos f oren1 muito grandes, o 

dimensionamento destas lajes segundo os cri t érios da norma 
2 brasileira NBR-6118 , Lerá como resultado uma Laxa de armadura 

mini ma. 

Conseqüentemente , o que diferenciará o comporLamenlo 

de uma 1 aje em relação a outra . sob uma mesma carga de 

servi ç o. será a esbeltez À , neste t rabalho definida como sendo 

a razão entre a média dos lados e a espessura da laje. 

Com o objetivo de comparar os crit-érios de projeto 

para lajes de concr eto armado prescrit-os pela norma NBR-6118, 
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com o comport.ament.o previst.o at.ravés d o modelo desenvol v i d o 

neste e studo , foram elaborados os exemplos das lajes L1, L2. 

L3 e L4 que se seguem . 

6.4.2- Descrição dos exemplos 

As lajes são quadradas , possuem t.odas 8,0 em de 

espessura e f oram pr ojet.adas para uma carga de serviço de 4, 00 

kN/m2
. No seu dimensionament-o foi empregado um concret.o com 

resistência à compressão caracteristica f ck, igual a 1,50 

kN/ cm2 C15,0 MPa), e o aço é do t.ipo CA- 60 B. A altura ót.i l 

''d •• adot.ada foi de 7 , O em . 

Nestas condiç~es, fazendo - se variar a esbelt.ez À de 

20 até 5 0 , obt.eve-se e m t.odos os casos a taxa de armadura 

mini ma p , prescr i t.a pela NBR 6118, que é igual a 0,15%. 
mtn 

o 
<D 

" .J 

y 

UN IDADES : em MALHA E. F. 

7 8 9 

o 4 5 6 

\LINHA 
(X) 

DE 
I 2 3 

ARMADURAS ...;, 

o 80 X 
.-- /1 

/ ~ 

I \ Asx = 1,20~ 
r 1 m 

\ 7 

" v Asy= 1,20 cm2 ------ m 

Lz: 160 

SEÇÃO TRANSVERSAL 

APOIO 

; i-
CAMADAS : 

~~====~==~====~~~~~~~~~~ CONCRETO= 10 [ I I 18-- ---= AÇ0•2 

FIGURA 6.14 - Aspectos geomét.ricos da laje Ll 
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A FI GURA 6.14, contém os aspectos geométricos da 

laj e L1 C À = 20 ), indicando-se a malha de elementos fini tos 

e a divisão da espessura em camadas , que foram mantidas 

constantes para a s demais lajes. Na TABELA 6. 7 , encontram-se 

as propriedades mecânicas dos materiais que foram utilizadas . 

Em todos os exemplos f oi considerado o comportamento 

não-linear geométrico da laje. 

O diagrama tensão-deformação uti 1 i z ado para o aço 

CA-60 B foi aquele indicado pela NBR-6118, sem a adoção d o 

patamar de escoamento, conforme a FIGURA 6.15. 

Definido-se a deformação limite de proporcionalidade 

por 

€p = 0 ,7 
f 

y 

E 
S 1 

e a deformação convencional de escoamento c omo sendo 

ey = 
f 

y 

E 
S 1 

+ 0,002 • 

(6. 1) 

(6. 2) 

a e quação constitutiva para um aço do t-ipo B será dada pela 

expressão 

e pela fórmula 

O' 

onde 

= f 
y 

O' 
s 

E € 
s1 s , quando 

- 0 ,49 J 

(1 = 0 , 70 - 22,5 

6.4.3- Comparação dos resultados 

0::5 e ::5 c • 
s p 

, quando 

f 
y 

E 
s 1 

c > c 
s p 

(6. 3) 

• (6. 4 ) 

(6. 5) 

A norma NBR-6118 permite em seu item 4.2.3.1 , que o 

cálcul o de deformaçê5es por flexão e m lajes seja feito no 
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Propriedades dos Mat..eriais 

Concret..o Aço 

E 2 .840 . 00 kN/ cm 2 
E 21.000,00 kN/ cm 2 

= = 
co e 1 

0,20 f' 60 , 00 kN/cm 2 
v = = 

2 
y 

f = 1 . 85 kN/ cm Aço do t..i po B 
c 

f 0 .19 kN/cm 2 = 
t 

TABELA 6.7 - Propriedades dos mat..eriaís: lajes L1 , L2 , L3 e L4 

t •/ 
~ /oe 

FIGURA 6 .1 5 - Diagrama t.ef'ls~o-def'or maç:ã:o para o aço do t..ipo B 
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" Estádio I " , ado tando-se no c a so de aç~es de c ur t a duraç~o . o 

módulo de deformaç~o secante do concreto E , dado por 
c so 

E = 0 .9 E Cô. 6) 
C& co 

sendo E 
co 

o módulo de deformaç~o n a o rigem, i gual a 

E = 6600 I f 
cj 

(6. 7) 
co 

onde f , é a resistência à compress~o média do concr e to aos 
CJ 

" j " dias de idade, podendo ser est imada através da express~o. 

f = f + 3 , 5 MPa. 
cj ck 

(6. 8) 

S e gundo BARES~ a f 1 e c h a w !'lO c e!'l t r o de uma 1 a j e 

quadrada de v~o L, sob uma c arga ul'liforme p , espessura h e 

coeficien~e de Poisson igual a 0,20, pode ser calculada pela 

fórmula 

w = 0 , 0 4 67 (6. 9 ) 
E 

cs 

A TABELA 6.8 permite comparar o valor da fl e cha w 1'10 

cel'llro da laJe c alculado atr~vés da e qua ção 6.Q , com a que les 

for nec1dos pelo mode l o , qua!'ldo se co!'lsldera apo1os deslocéve1s 

ou fixos !'lO plano . para as lajes Ll , L2, L3 e L4. 
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Laje L À PQ w 
E l aSit 

w 
O~s;l 

w 
F i xo 

Cm) C kN/ m2
) Cem) Cem) Cem) 

L1 1,60 20 4, 00 0 , 0094 0 , 008 9 0 , 0089 

L2 2 ,40 30 4 , 00 0,04 74 0 . 044 9 0 , 0449 

L3 3 , 20 40 4, 00 0 ,1498 0 , 1421 0 , 1419 

L4 4 , 00 50 4, 00 0 , 3658 1 . 0714 0 ,4732 

TABELA 6.8 - Previs~o da ~lecha w: NBR-6118/82 x Model o. 

Considerando-se que o modelo desenvolvi do a lé aqui 

inclui o comportamento não-linear ~isico e geométrico da laj e; 

pode-se af" i r mar que ele r epr e senla uma melho r a proximação da 

realidade do que a expressão 6.9, 

~ormulação elásti ca l i near . 

que baseia-se em uma 

A partir des~a premi ssa , é possivel concluir que as 

lajes analisadas apresen~am uma relação carga-deslocamento 

mui lo pr 6xi ma da previ sla pela Teor i a da Elas li ci dade até 

ser atingida ~ carga de serviço , par a uma e sbeltez À variando 

entre 20 e 40. 

Par a uma esbell ez À próxima de 50 , 1 aj es com as 

caracterislicas ac1ma menc:1onadas podem começar a apresentar 

fiss •1ras , que faz em com que sua resposta estática se torne 

menos rigi da e se afaste daquele modelo elást ico linear . 

Se o conf1namenlo oferecido pel as lajes e v1gas 

situadas no contorno da laje em estudo for considerado, o 

comportamento da laje volta a se aproximar do r egime linear , 

poi s esforços n ormais de compressão , contidos n o plano médio 

da laje passam a impedir a expansão da fissuração. 

6 . 4.4- Curvas carga-desloc amento 

Com a finalidade de permi li r uma melhor comparação 

en~re a previsão de ~lechas recomendada pel a NBR-6118 e aquela 

o b tida a t r avés d o modelo não-linear , publica-se a seguir, nas 
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FI GURAS de 6.16 a 6. 1 9 , os gráfi cos contendo as curvas 

carga-deslocamento para as lajes L1. L2 , L3 e L4. 

15.00 ...,----------.~----------------, 

N' 10.00 
E 

.......... z 
Y. 

a. 
o 
~ 
o 
ü 

a. 
o 
~ 
o 
u 

5.00 Cargo de servico: 4,00 kN/m2 

- Elástico linear 
Nõo- linear: 

-e- A;:>oios deslocáveis 
- 8 - - Apoios fixos 

0.00 +----.----..,.--~---r----r----,---,------.----r---i 
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 

Deslocamento w {em) no centro do placa 

FIGURA 6. 16 - Curvas carga-deslocamento para a laje L1. 
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0.00 
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I 
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---- --
-~---
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- Elástico linear 
Nõo- lineor: 

- e - Apoios des locáveis 
-1:!.- - Apoios fixos 

0.20 0.40 0.60 0.80 
Deslocamento w (em) no centro da placa 

1.00 

FIGURA 6.17- Curvas carga-deslocamento para a laj e L2 . 
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7 - CONCLUSesES 

A 1 i nal i dade des La dissertação f' oi desenvolver um 

mo d elo para anâllse lajes de concreto armado através do Mé todo 

dos Elementos Fi nitos , que considerasse o comportamento 

mecân ico não-linear d os mat.eriai s , a p ossibilidade de 

ocorrerem grandes def'ormações e a inf'luênci a das condiçõe s de 

contorno no plano . Esta f'ormulação deveria permi ti r t.raçar , 

desde o inici o do carregamento até a ruptura, a resposta 

e stát.ica não-linear da la je. 

Durant.e a e laboração des t e trabalho f'oi p ossivel 

chegar-se a uma série de conclustíes que serão exposlas a 

seguir . 

No que se ref'ere ao 

isoparamétrico quadrático , de oito nós , 

comprovou o seu bom des emp e nho já 

publicações semelhantes . 

M.E.F., o element.o 

da f'amilia Serindipity 

descrito em outras 

Quant o à int.egração numér ica , é aconselhável adotar 

um processo seletivo com 3 x 3 pontos de Gauss para os Lermos de 

est.ado plano de t ensões e f 1 exo - Lor ção de placas e com 2x2 

pont os para os termos do cort.e. Est.e procedimento permite, no 

cálculo das aç~es nodais não-lineares , aval iar o compor tamento 

mecànico do material em um maior numero de p ontos amoslra1s, 

sem contudo superest-imar a r1gidez ao cort.e . 

O modelo para o maler-1al composlo concreto armado 

merec e a s ponderações que se segu em. 

O model o para o concreto como um malerial isotrópico 

não-linear de c omportamento frágil na tração revelou-se por 

demais si mplif'icado. A rotação sempre para a direção de 

def'or mações princ ipais, sem considerar a direção d as f'issuras , 

exige um número muito grande de iterações até estabelecer-se o 

equilibrio. Talvez sej a mais conve ni ente adotar o model o 
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12 não-linear ortotrópico sugerido por DARWIN , ou uma formulação 

baseada 

a~~ i. 

28 na Teoria da Plasticidade como foi feito por OWEN et 

A inclusão da colaboração do concreto entre fissuras 

na resist-ência aos esforços de t-raç~o most-rou-se 

impresc1ndivel para uma correta simulação da resposta da la j e 

após a carga de f1ssuração. 

Já o modelo adot-ado para a armadura apresent-ou-se 

adequado , devido a corret-a represent-ação de suas 

caract-er1st-icas de r e sist-ência. No entant-o , seria desejável 

inclui r -se a possi bi 1 idade da variação da quant-idade e da 

posição das armaduras d e element-o para elemento em que f oi 

d iscret-izada a laje . 

O algorit-mo inicialment-e empregado para a soluç~o do 

sistema de equações não-lineares foi o mét-odo de 

Newt-o n-Raphson mod1ficado, com mat-riz de rigidez t-angent-e na 

origem mantida const-ante durante t.odo o processo . Este mét-odo 

exibiu uma grande demora p a ra ati~gir a convergência, exigindo 

um elevado número de iterações. 

A int-rodução do método Secant.,e-Newt-on, desenvolvido 

por CRISFIELD1 ~ veio a acelerar em muito a convergência do 

método de N-R m., sem alterar a sua essência. F'Ol'am obtidas 

reduções n o tempo de processame~t.,o da ordem de até 70% , o que 

enco r aJa ma1ores esLudos neste c a mpo. 

Dentre os diver sos parâmetros de entrada do modelo, 

o que p a r eceu 1nfl uenciar ma1s os res ultados foi a resistência 

a t-ração do conc reto f, p o 1 s e ela qu~m det.er nu na o 1nlci o da 
l 

fi ssuração. 

Apesar das deficiências do modelo para o concreto, a 

formulação desenvolvida neste trabalho apresentou uma boa 

concordância com os resul tados experiment-ais. 

interessante observar a importància da 

não-linearidade geométrica , para estágios mais avançados de 

carga, mesmo em lajes que não possuem qualquer restrição ao 

deslocamento no plano xy. Cumpre salientar que est-e f·a.to jà 
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As condiç~es de contorno no plano demonstraram 

exer c e r um grande uma influência na resposta eslàlica de lajes 

de concreto armado. O impedimento da livre expansão da laje 

pela presença de vigas e lajes v1zi nhas em seu contorno 

acarrela um diminu1ção das flechas e um aumento substancial da 

carga de ruptura. 

Um e studo comparativo entre as prescriç~es da norma 

brasileira NBR-6118
2 

e os r e sultados fornecidos pelo modelo , 

permi Le eslabel e cer a lgumas concl usê5es quanto a previ são de 

flechas em lajes. 

Para lajes de edificios com um lndice de esbeltez 

menor ou igual a 40, e cujo di mens1 onamenlo t. enha 1 evado a 

adoção de uma laxa de at' madura ml ni ma a previ são de f 1 e chas 

considerando-se a laje no EsLàdio I e adotando- se o módulo de 

deformação 1 ong1 L ud1 nal secanle do concreto moslrou-se 

satisfatória. Porém deve-se observar que e stas lajes resultam 

superarmadas , podendo ocor rer uma ruptura b rusca por 

esmagamento do concreto, quando f or em sobrecarregadas. 

Em la jes com uma esbel tez superior a 4 0 , com a laxa 

de armadura c .:.. lculada muito próxima da armadura minima o 

modelo r ecomendado pela n o rma não revela- se mais Lã o 

eficiente. lst.o pode ser explicado pelo faLo de que nestes 

c asos a fissuração pode ocorrer anles mesmo de ser atingida a 

car ga de serv1.ç o , afastando- se o comporlament.o da laje do 

modelo elásLJco l1near. 

Uma análise das curvas carga -desl ocamenlo obli das 

para as lajes em estudo indica que uma prev1são de 1lechas 

mais próxima da realidade d e ver i a ser f"ei la através de uma 

relação bilinear. Alé a carga de 1issuração poderia ser 

utili z ado o model o de funcionamento no Estádi o I. A parti r 

deste ponto é necessário incluir a perda de rigidez devida a 

fissuração e, em contrapartida , a influência das condi ç~es de 

contorno no plano, devido ao efeito enr ij ecedor provocado 

pelo surgimento de esf'orços normais. 
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De tudo o que foi di to até aqui, conclui -se que, em 

se lratando de lajes de concreto armado, uma correta 

represenlação geométrica d o pr·oblema tem um~ importância tão 

grande quanto a adoção de um refinado modelo para o material. 

ESCOLA De ENGENHARit'. 
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ANEXO A - DESCRIÇÃO DO PROGRAMA LAJE- SNW / FORTRAN 

A.1 -Int r odução 

O algorit mo do mo del o para análise não-li near de 

lajes de concreto armado descri lo no capitulo 5, foi 

implementado no programa computacional LAJE-SNW. O p rograma 

LAJE-SNW foi desenvolvido na linguagem FORTRAN 77, para 

o si slema I BM-4381 , do Cenlro de Processamento de Dados da 

Univer sidade d o Rio Grande. 

O p rogr ama é c o mposto por 28 subroti nas , elaboradas 

com base em HI NTON
20 

e em OWEN & HI NTON
27

. Além do programa 

principal, for a m cri ados d o i s p r ogramas auxiliares visando a 

otimi zar a entrada de dados. O programa auxiliar GERADOR faz a 

geração aulomálica de malha para placas de geometria 

retangul ar. O programa auxiliar INPUT permite a entrada de 

dados p a r a go~metrias mais complexas, p o r é m a geração do 

arquivo de e ntrada deve s e r feila ma nualmente pelo u s uário. 

O programa LAJE-SNW também pode ser rodado e m um 

mi cro- compu'Lador do lipo IBM-PC , porém o t-empo d e 

processamento pode r e s u l 'Lar mui lo 1 ongo. Uma descrição mais 

detalhada do programa , b em de sua f o r ma d e utiliza ção , deverá 

s er obj e to de um Cardeno Técnico a ser publicado em um f u l ur o 

próximo . 

A.2- Descri ção d a s subroti nas 

A s e g u i r s ão descr itas de for ma sucinta a s 

subrotinas que compõem o progr a ma LAJE-SNW / FORTRAN. 

INPUT ~ leitura e impressão dos dados do problema. 

BANDA ~ cálcul o da semi-largura de banda da malriz K . 
-o 

1 02 
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GAUSS -+ de~er minação das coordenadas e dos pesos dos pon~os 

de integração de Gauss. 

F'UNCST -+ cálculo das funções de in~er pol ação nos pon~os de 

Gauss. 

JACOB -+ de~ermi nação d o de~erminan~e da maLriz Jacobiana do 

e lement-o e cálculo das derivadas cart-esianas. 

MATB -+ cál culo da matriz de deformações do elemen~o . 

MATD -+ cál culo da matriz de constan~es elásticas. 

PRODB -+ efetua o produto D B - -
RIGID -+ cálculo da maLriz de rigidez do elemento K e_ 

-o 

VPEXT -+ cál culo d o vet-or de ações n odais do elemen~o pe 
-exl 

MONTRG -+ mon tagem da maLriz de rigidez global Ko 
-o 

CONTRG -+ aplicação das condições de contorno na matri z 

PERFIL-+ montagem do vetor perfil C" skyli ne " ) de 
-o 

CHOLE d · - d • · K0 
, pelo mé•. de Cholesky. -+ ecompos~çao a ma~r~z ~ 

-o 

SOLUV -+ substi L ui ção avant-e e retro-subsLi L ui ção: U=K0
'-

1
w 

- -o c. 

DEF'OR -+ deformações generalizadas nos p o ntos de Gauss : c. 

ACNL -+ cál culo das ações n ão-l ineares: A 
- NL 

SIGMA -+ tensões general1zadas nos pont-os de Gauss: o. 

CONST -+ cálculo das conslal'lt.es d o concrei~o e de.• aço. 

TENC -+ equação constitutiva para o concr eto. 

TENS -+ e quação consliluliva para o aço. 

MONTAN -+ monlagem do vetor de cargas noda1s . 

CONTF' -+ apl icação das cond1 ções de contorno no vetor de 

cargas nodais. 

MONTNL -+ montagem d o vetor de ações nodais não-l ineares. 

CONTNL -+ a plicação das condições de contorno no vetor de 

ações não-lineares . 

ITERNL -+ solução do sist-ema de equações não-lineares : mé~odo 

Secan~e-NewLon. 
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ERRO -+ cálculo de dos erros res1 duais: El = 11 y; 11 / 11 l:.P 11 , 

e Eê = 11 ~r li / 11 ~rll · 

TEMPO -+ cálculo do tempo de processamento utilizado na 

soluç~o do sistema de e quações n~o-lineares. 

A.3- Pluxograma 

A PI GURA A. 1 apresenta um :fluxograma. mostrando o 

e ncadeamento das subrotinas descritas acima. 
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FIGURA A.1 -Fluxograma do programa LAJE-SNW / FORTRAN. 
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