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RESUMO

C objetive desta dissertagZ3c ¢ desenvolver uma
formulag3oc para anidlise nZo-linear de lajes de concreto
armado, através do Méetodo dos Elementos Finitos. O modelo
inclul o comportamentc mechnico n#Zo-linear dos materiais, a
possibilidade de ocorrerem gr andes deslocamentos e a
influéncia das condig®es de contorno ne plano. O carregamento

deve ser mondétono crescente e de curta duracgzo.

Inicialmente & estabelecida uma formulagfo analitica
para placas, considerando a deformag¢3io por corte e a
ocorréncia de deformagdes finitas. Na aplicagZo do Método des
Elementos Finitos parae solugfo do preoblema € utilizado um
elemento isoparamétrico quadratico, de citoc nés da familia
Serendipity. Aplicando-se o Principio dos Trabalhes Virtuais,

chega-se a um sistema de equa¢des de equilibrio nZo-lineares.

O comportamente mecénico da estrutura € ava

através de um modeleo laminar. QO concrete € modeladoe como um

material isotrépico, nZo-linear elastico. A fissuragizo &
incluida atraveés de um modelo distribuido, censiderande-se a

rigidez a tragcic do concreto entre fissuras C"tension

stiffening"). A armadura ¢ representada como uma camada de ago

de espessura equivalente, gque apenas resiste a esforgos
normais na direg3co das barras. O age € idealizado comdo um
material eléastico bilinear, admitindo-se perfeita aderéncia

entre a armadura e o concreto.

Na solugdo do sistema de equagdes nio-lineares e
empregado © Método de Newton-Raphson modificado. Como forma de

acelerar a convergéncia ¢ introduzido o Método Secante-Newton.

E feita a comprovagiao experimental do modelo,
demonstrando-se a grande influéncia que a n3o-linearidade
geométrica e as condigdes de contorne no plano exercem sobre a

resposta estatica de lajes de concreto armado.
xvi



1 - INTRODUGZO

A utilizagZo do concretce armado na construcg3o de
pavimenios de edificios data do comego deste sécule. Desde
esta época, a andlise de lajes de concreto armade tem sido
feita com base nos principios da Teoria da Elasticidade,

através da Teoria de Placas de KIRCHHOFFaf

Apds a Segunda Guerra Mundial, com a divulgagio dos
trabalhos de JOHANSEN?] baseados na Teoria da Plasticidade,
passou a ser empregada em larga escala a Teoria das Linhas de
Ruptura no projeto de lajes. Este processo permite prever com
boa aproximacZo a carga de colapsc de uma laje isclada,
conforme foi comprovado experimentalmente em i1numeros ensaios

desenvol vidos em laboratdério.

Nas duas teorias supracitadas, © mecanismo de
trasmiss3o da carga aocs apoios em uma laje se deve

principalmente & atuagio de momentos fletores e torgores.

26 :

Em 1885, OCKLESTON "publicou o8 resul tados de

ensaios realizados em trés lajes de um pavimento de um
edificic condenado & demecligZo em Johannesburgo. As cargas de

ntradas foram da ordem de duas a irés vezes 2

0

LUra enc

carga prevista pela teoria de JOHANSEN. OCKLESTON atribuiu

0
N

idade de caraca ao desenvelvimenio de

Le aumente da cap

™

ezforgos normais de compress3o contidos no plane da laje.

Este fendmeno pode ser explicade a partir do
mecanismo da fissuragifo. Quando as linhas de rupturz comegam a
se delinear scbre a laje, as fissuras ja& peneiraram no
interior da espessura para além do planco médic. Isto ocorre
tanto nas linhas de ruptura positivas situadas no centrc da
laje, como também nas negativas formadas ao longoe dos apoios
continuos. A tendéncia € que a superficie média, estando ent3o
tracionada, sofra uma expansZo, dilatando-se na diregice dos

apoios.

ESCOLA DE ENGENHARIA
BIBLIOTECA



S= no contorno da laje existirem vigas e lajes
vizinhas tais que impegam a sua livre dilatagZo, surgem no seu
interieor esforgos normais de compress@o na forma de uma
abdbeda ou casca abatida, que impedem a propagag3o das
fissuras, aumentando a capacidade resistente da laje. A FIGURA
1.1 serve para a ilustrar este fendSmeno, que ¢ conhecide na

literatura come "dome—-effect',

FIGURA 1.1 - O "dome-effect" em lajes de concreto armado.

Nos ul timos 30 anos. varias pesquisas foram
desenvol vidas, tanto no campe tedrico come no experimentai, no
sentido de estabelecer um model o matematico para (o)
comportamento de lajes de concreto armado com a inclus3c dos
rgos normais. Sobre este assunto € interessante consultar
os trabalhos de PARKZ, TAYLOR®] JACOBSON?} RAMESH®'e DATTA'?,
7'® & de CHRISTIANSEN'®.

1
n
0

15

DESAYI e KULKARNI**‘*? BRAESTRUP

A malor parte destes trabalhos buscava encontrar um
novo valor para a carga de ruptura das lajes a partir dos
principios da Anédlise Limite da Teoria da Plasticidade. Desta
forma, as curvas carga-deslocamento obtidas correspondiam ao
trecho ABC indicado na FIGURA 1.2, sendo necessario
estabelecer-se antecipadamente o valor da flecha maxima w_ por

ocasifo do colapso.

No entanto, gquando se emprega no projeto de lajes de
concreto armado métodos baseados na Anidlise Limite, & preciso

determinar, posteriormente, o valor da flecha sob 2 carga de



servigo, visando a atender as exigéncias das normas técnicas.
Para que isto possa ser feito ¢ necessaric conhecer-se o
treche ODB da curva carga-deslocamento da laje, mostrade na

FIGURA 1. 2.

PI.I
P ’
&4 CURVA TEORICA
/
3,0 + /
B
2,0 +
c
o/
1,0 + \
CURVA EXPERIMENTAL
Wo
FIGURA 1.2 - Curva carga-deslocamento para lajes com
confinamento lateral
A partir de meados da década de 60, com ©

: ; ae
desenvol vimentoe do Método dos Elementos Finitos™ , passou-se a

ispor de uma ferramenta bastanLe poderosa para a anélise

estrutural.

Surgem entic na década de 70, as pesqguisas ho campo
da anilise n3iIo-linear de estruturas de concreto. No gue se
refere 2o estudo das lajes €& conveniente observar os trabalhos
de JOFRIET e MCNEICE®?, HAND, PECKNOLD e SCHNOBRICH'®, VEBO e
GHALI®®, BASHUR e DARWIN®, GILBERT e WARNER'®, BIGNON® e de
OWEN, FIGUEIRAS e DAMJANIC?®. Assim, tornou-se possivel tragar
a resposta estatica da estrutura desde (=) intels do

carregamento até a ruptura.

O objetivo deste trabalho ¢ desenvolver um modelo
para anilise de lajes de concreto armade gque inclua o

comportamento mecanico nIo-linear dos materiais, a
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possibilidade de ocorrerem grandes deformagdes e a influéncia

da condig¢®es de contorno no plano.

Esta dissertag3eo, além desta introdugio, compdiem-se
de mais seis capitulos, gque s3o resumidamente descritos a

seguir.

No capitule 2, & desenvelvida uma formul ag3o
analitica para placas incluinde a deformag3o por corie e a
ocorréncia de deformag®es finitas. A partir da aplicagZo do
Principio dos Trabalhos Virtuais sZo estabelecidas as equag®es

de equilibrio e as condi¢®es de contorno para o problema.

No capitule 32, ¢ desenvelvida uma formulagio para
analise nZo-linear de placas através do Método deos Elementos
Finitos. Novamente utilizando-se © Principio dos Trabalhos
Virtuais, chega-se a2 um sistema de equag®es n3co-lineares de
equilibric independente da equagZo constitutiva do material.
Como caso particular s3Zo obtidas as equages de equilibrio
para um material elé&stico linear no regime de peguenas

deformacBes,

No capitulo 4, ¢é descrito o modelo adotado para o
comportamento mec&nico do material composto concreto armado.
S3o abordadas as equag®es constitutivas empregadas para o
concreto e para o ago, bem como a interz;3oc entre estes dois

materiais no desenvolvimento de esforgos resistentes.

No capitule 5 ¢& analisada a solugZo do sistema de
equacBes n3Fo-lineares estilabelecido no capitulo 3. Inicialmente
s3o estudados os métodos de Newton-Raphson ‘standard" e
modificado. Fara acelerar a convergeéncia ¢ introduzido o

método Secante-Newton.

O capitulo 6 trata da aplicagZo de modelo.
Inicialmente ¢ feita a comprovag®o experimental da formulagZo.
A seguir sZo feitos uma série de testes para estudar =a
influéncia de certos parametros de entrada do programa nos
resul tados. Concluinde ¢ feita uma comparagdo entre os
critérios da norma brasileira NBR-6118, para projeto de lajes

de concreteo armado e os resultados obtidos pelo modelo.



No capitule 7, s3o expostas as conclus®es sobre o
desempenho do modelo para o comportamento de lajes de concreto

armado que fol desenvolvido nesta dissertagZo.

Noe anexo A ¢ descrito de forma sucinta o programa
LAJE-SNW elaborade na linguagem FORTRAN, no qual foi

implementado o algoritmo do modelo.



€ - FORMULACAO DE PLACAS INCLUINDO A DEFORMACAO POR
CORTE E A NAO-LINEARIDADE GEOMETRICA.

2.1 — IntrodugZoe

As placas s3o elementos estruturais planos nos quais
duas dimens®es, denominadas lados, sZ%c muite maiores gque a

Lterceira dimensio definida como espessura.

© objetivo de se desenvol ver uma formulagzo
especifica para a anédlise de placas ¢ reduzir um problema,
inicialmente complexo e dependente das coordenadas no espago,
a um problema mais simples, fung8o apenas das coordenadas

contidas nho planc médiec da placa.

Assim sendo, partindo-se das equagdes fundamentais
da Mecéanica dos Sélidos e estabelecendo-se hipdéteses a cerca
do campo de  deslocamentos, passa-se de um probl ema
tridimensional a um problemz plano. A partir da aplicag3c do
Principio dos Trabalhos Virtuais s3o deduzidas as eguagles de

equilibric e deduzidas as condig¢g®es de contorno.

|

“r
¥

do a inclus3oc da possibilidade de ocorrerem

[

grandes deflex@es, as equagSes de equilibrio e as condig¢es

de contorno obitidas serdo dependentes do préoprico campo de

o

o-linearidade de origem

O

eslocamentos, resultande dai a n

2.2 — Geometria e carregamento

A FIGURA 2.1 descreve a geometria basica envolvida
na formulagZo. Inicialmente estabelece-se um sistema global de
coordenadas cartesianas ortogonais X X, %o situado em um peonte
qualquer do espago. O deslocamento de um ponto qualguer
referido a este sistema ¢ descrito por trés componentes, quais
sejam U, u, e u na diregd@o dos eixos x > e X,

2 - ] i 2 a

respectivamente. 6



A seguir ¢ fixado um sistema de referéncia local
xyz, sendo que os eixos X e Yy, bem como a origem do sistema,
encontram-se situados sobre a superficie média da placa.
Deve-se observar ainda que os eixos %, y e z s3o paralelos aos
el xos Xob Xy e X, o respectivamente e possuem ©s mesmos

sentidos definidos como positivos.

Seja, ent3oc, a placa mostrada na FIGURA 2.1, cuja
espessura & h e cujo contorno ¢ descrito por uma curva regular
I = INdx,yd. O carregamento externe ¢ formado pela carga
g (x,y), gque atua por unidade de superficie, na dire¢Zo normal
ac plano médic da placa. No contorno, podem atuar forgas
normais por unidade de comprimento ﬁv e também forgas

tangenciais por unidade de comprimento ﬁL.
‘e
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FIGURA 2.1 - Geometria da formulagZo de placas.

O campo de deslocamentos em relagZfo ao sistema
global sera definido =z partir das componentes de deslocamento
do plano médio da placa u, v e w nas dire¢gBes x, y e z; bem
comoe através das rotagdes da reta normal a superficie meédia

nos planos xz e yz, € e € , respectivamente.
x ¥



2.3 — Hipdteses quanto ac campo de deformag¢Bes

Antes de formular as hipdteses guanto ao campo de
deformagdes, que se desenvolve na placa pela aplicagZo do
carregamento externo, tratar-se-a de algumas defini¢des

fundamentais da Mec&nica dos SSlidos.

i~

Adotar-se-4, Sempre que necessario, a notag3o
tenserial, na qual os indices i, J e k assumem sucessivamente
os valores 1, 2 e 3, e os indices repetideos (mudesd indicam um

somatdério.

Considerando-se a possibilidade de ocorrerem
deformag@es finitas, deve-se utilizar o© tensor de deformagdes
de Green £ti completo dado por

1] 2 1,1 gt + Uk.tuk,_j CB. 42
Os parametros de rotagio wj. no caso de grandes
|
deformagdes, naoc representam os &ngul os de rotagZo
propriamente ditos, porém sZo apenas proporcionais a estes,
sendo definidos por
1 .

w = — C u ., —u i i C2.2)
1 2 i n

A partir destas definig¢gdes, s3c estabelecidas as

I - As deformagdes &£ e os parametros de rotagfo
L)
w S3o muito menores gue a unlidade, ou seja,

L)

£ _ << 1,0 e w6 << 1,0. 2.3
1] 1]

Esta afirmagdoc traz como conseguéncia, que o©s
efeitos de alteragioc de geometria durante a deformag3o, podem
ser desprezados na definig3o das componentes de tensZc e nos
limites de integragZo necessarios para considerag@es de

trabalho e energia.
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II - Considera-se que as deformag®es sejam muito

menores gque as rotag®es, portanto

£ . 9¢ w. €512 ,0 C=. 42
L L

. 16
E possivel, ent3o, demonstrar que as componentes do tensor

de deformag@es finitas podem ser dadas pela express3o

1 1
. e -+
Ei.j 2 & Ui,,i N Yin . 2 “ki wkj ’ LB
ITII - Linhas retas e normais ao plano médio da placa
na geometria original, apds a deformagio permanecem retas,

porém nio necessAriamente normais a superficie deformada. Esta
niZo-ortogonal i dade se deve a presenga das distorg¢des
cpx e ¢ nos plancs xz e yz , respectivamente, devido a
atuac;.’a’oydo esfor¢o cortante, conforme ¢ mostrado na FIGUEA

£2.2. Esta hipétese € a base da teoria de placas de MINDLIN®®.

Zw ‘

FIGURA 2.2 - Campo de deslocamentos na diregi3o x.
Assim sendo, Lem-se gque

=6 + ¢ . C2.8d



2.4 - Definig¢2c do campo de deslocamentos

A partir das hipdteszes formuladas no item anterior,

pode-se estabelecer que o© campo de deslocamentos seja

fornecido atraveés das eguagdes

WX o ,%x) = Wulx,y) — 2 8 C(x,¥),

1 1 2 3 b -
w O, o sx D = pCseyyd = 2 8 Uxeyd,; 2.2
2T y
u (x ,x ,%x 2 = wix,yd.

3 "1 2 3

Desta forma, ©o campo de deslocamentos no sistema
global fica completamente definido em fungZo das componentes
de deslocamento do sistema local, situado sobre o planco médio

da placa.

2.5 - Calculo das componentes do tensor de deformagdes.

Antes de se proceder ao cllculeo das componentes de

deformag®o € necessario analisar os parametros de rotagio mu.

O par&metro de rotagio W aproxima um &ngulco de
rotacfc em torne do eixo z, conforme pode ser mostrado para

def ormagties infinitesimais, enguante gque = sEo

LA ]
138 23
proporcionais acs angulos de rotag¢fo em torno dos eixos X e Y,

respectivamente.

3]

e a placa for suficientemente esbeltia, pode-se

afirmar que

w << W e W <4 ow ) = =
12 13 12 23
loge o parametiro % pode ser desprezado em presenga de W, €
de w__.
23
Baseando-se nas consideragdes anteriores,

utilizando-se as equag@es (2.7) para o campo de deslocamentos
e empregando-se as relag¢®es deformagfo-deslocamento dadas por
C2.8), chega-se as seguintes express@es para as componentes de

deformagdes finitas
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au ae aw .2
_ » 1
g — =T BE=S T Eg [_]
[5 ax o
du av a5 as w Ow
£ =1_[...._-F._._._]-—1 z[ x+____y]+____1 —
12 2 ay P = 3)’ e c 0)(0_\’
Ow
8:3=1T[——6]
ax -
ce. 8
v o8 1 dw .2
% w5k wbe [
22 =
oy ay ay

w“-= (5] (5]

£.5 - Principio dos Trabalhos Virtuais ¢ P.T.V. D>

O emprego do Principio dos Trabalhos Virtuais, daqui
em diante P.T.V., & convenienile, pois permile a obtengZo das
equagtes de equilibrio e das condigBes de contorne pasra o
problema de forma independente da equagfe constitutiva do
material. As equagdes obtidas através deste processo serio
validas, portanto, para um material come © concreto armado,

gue possul um acentuado comportamento nZo-linear.

A expressZo geral para o P.T.V. com a consideragZo

de deforma¢®es finitas & dada por (DYM & SHAMES'®>

15

* Gt » * Cn'> - —_
JJ-J- B . &u gV + '”' i i . &u dA = JJJ o'” 65”, ayv ,

- »*

v A Vv
210D
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I

volume da placa apds a deformagio;

A = superficie da placa apds a deformagio;

% = volume original da placa;

A = superficie original da placa;

—

Su = wvetor de deslocamentos virtuais compati vel e

consistente com as condig¢g®es de contorno do problema;

e—
o
B = vetor de forgas de volume referido ao volume deformado
da placa;
v
% CntD
R = vetor de forgas de superficie, referido a
superficie deformada da placa, que na geometria
original pessuia a orientag3o do eixo n;
;L_j = tensor de pseudo-tens®des de Kirchhoff
éan = tensor de deformagdes virtuais compati vel -
consistente com as condig¢g®es de contornoe do problema.
Tendo-se em conta as hipédteses que foram feitas em
relagic ao campe de deformag@es, ¢é possivel adotar as

seguintes simplificagdes:

I - O velume deformado da placa ¢ muite proxime do
volume indeformade, logo
-
vV =V . ca: 41D
I1 - A superficie deformada da placa permanece

praticamente igual a superficie na geometria original,

portanto

A = A, Ce.12d

ITY = Como consegléncia das duas afirmagdes
anteriores, as pseudo-tensdes de Kirchhoff podem ser tomadas
como iguais ao tensor de tens®es referido de forma classica ao

sistema original indeformado, ent3o



o =T _— )
L) L CZ. 13D

e seguindo a mesma linha de raciocinie, as forgas podem ser

referenciadas também aoc sistema indeformado, resultando

_Ea* <n'd =

T B = T cz2.14>
e B = B ¢2. 182
onde
v
—_—
T = vetor de forgas por unidade de superficie indeformada, e
e
B = vetor de forgas por unidade de volume indeformado.

© PT.Y: pode, entzZo, ser escrite de forma

simplificada

— —£+ —
J]] B . édudvV + II T . éu dA = JJI Tu 6£ﬁ dv . (2.14>

v A v

Antes de se desenvolver o P.T.V., recuperar-se-a a
hipdétese da Teoria de Placas de Kirchhoff, a qual assegura que
as tens®es normais ao plano médio da placa, 793. podem ser
desprezadas em presenga das demais componentes do tensor de
tensdes.

Assim sende, o©o trabalhe wvirtual rezlizado pelas

forgas internas sera dado por

o
T2
EW. = J]]‘Tq e dV = JI .[C 3 Se + 27T Se -+
int 1) 1) 11 11 12 12
\Y ® h
2
T Se + 27T Se + 2T Se 3> dz dA . (2.18)
22 22 13 13 23 23

Substituindo-se as express@es para as componentes de

deformagZo obtidas em (2.9
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h
& 35u Aw OSw 356
e (22
tn 1 ax O Ix ax
h
K o
2
3su BV &6 356 dEw Ow Aw AEW
T [ _F — =z [ SR . | ] T ] +
2L gy I ay & o By Ix By
aSv dw OSw ase
W[ B BB By,
ay 8y 8y 8y
. 3w i, d&w
13 [ —_— éSX ] + 23 [ —_— - &6 ] } dz dA . CE2. 18D
ax oy Y

Introduzinde aqui as definig¢des classicas das
resultantes de tens®es para placas, conforme a FIGURA 2.3, e
lembrando gue as tens®es referidas ao sistema global X XX,
s3o idénticas aquelas referidas ao sistema local xyz, tem-se

que

Ny Qy

FIGURA 2.3 - Resultantes de tens®es para placas.



h ) h
+ - + - + -
2 2 2
N =J7 gz N =JT dz , N =JT dz ,
X » ¥ Xy Xy Y Yy
_h _h h
2 2 2
h h h
+ = 4 = +  —
2 2 2
M :JT Z gz ., M =JT zod=z M =J7 Zz dz .
¥ K Xy >y Y ¥y
h H h
Z 2
h h
= e &
2 2
Q =J-1" dz e Q =JT dz . Ce. 1%
* Nz Y Yz
S B B
2

Determina-se entiFo a seguinte expressZo para o

trabalho virtual interno

adu Bw Sw ase
EW = J.J.{N [_+__]—M_"+
LN b 4 6}{ 6}(6}{ xax
A

aéu aév asw aw dw Idw ase ase

N [ - + —_— e — ] - M [ Eoap oY ] -
=+ ay ax ax a8y ax a8y a 3y ax

OSv Aw d&w ase

N [ Ho e ] b M e W

Y Ay dy 38y Y ey
dEw asw

Qx[ -—-—essx] + Qy[ s = B ]}dA. C2.18d
I 3y Y

O trabalho virtual realizado pelas forgas externas

sera calculado através da equag3o
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EW =JJqu.y3 Sw dx dy + %ﬁvéuvds + %N du ds
=

Vs

& d ] c2.19)
onde,

ds & um elemento de comprimento ac longo da curva I,

u, ¢ a componente de deslocamento na diregio normal a curva M,
use a2 componente de deslocamente na diregio tangencial a

curva [.

A expressio final para o P.T.V. sera, entzo,

EW - oW =0 . Cz.200

int ext

Substitul ndo-se as definigdes de EW. e &EW

int ext

segundeo as equagdes (2.183 e (£.19), chega-se a
adu ow 8bw b8
[{nlZ- 22 n2
» X
ax ax 8% ax
A

asu asv acw Ew

aév Bw Odw

AsEw

& 0
Qx [ — - &6 ] + Ty [ = 55*’ ] } dx dy
O > i Yy
= IJ glx,y) é&w dx dy - § Nv éuv ds - § st 6us ds = 0
A [ r

Ca.200

Através da aplicagioc sucessiva do Teorema de Green
de forma a eliminar os deslocamentos virtuais &u, &v, ow, éey
e &6 das express®Ses que envolvem derivadas parciais e

N

reagrupando os termos em fungZo destes, resulta que
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0Nxv w 6Nx aw AN dw aQ aQ
L Yoo - o =X . X + Y & glx, yd ] Sw —
ax dy ay > dy Iy ax ay
aM aM oM M
[—Ji ""-Q]ée-[——"i+ xy—Q]éB}dxdy+
(5554 ay % ® a)r Ps o4 Y

16
Ne contorne I', pode-se demonstrar a wvalidade das
seguintes express®es, que sZo ilustradas atraveés das FIGURAS

2:4; 28585 e 2.6.



FIGURA
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C2. 22D

— Momentos fletores e torgores no contoerno.

N w» + 2 N 5 +
x b3 Xy b
Z
2
M + =2 M v +
b x xy *

Ce2. 230
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Y
d
FIGURA 2.6 - Esforgos cortantes no contorno.
Q . =Q » + Q v c2.24>
v b4 » B Y

No que diz respeito ao campo de deslocamentos, no

contorne ¢ possivel estabelecer-se as seguintes relagdes:

=l v - u v ’
v ® s A
v = u v + u v
v Y s X
2. 25
8 =8 v - 8
X v x =3 Y s
= g =6 v + 8 v
b4 15 b% s v
Além disso, examinandc uma pedguena extensdo do
contorno I' = T(x,y), pode-se fixar as seguintes expressdes em

func3c dos sistemas de coordenadas mostrados na FIGURA 2.7:

o] X

"

s
FIGURA 2.7 - &Sistemas de coordenazdas no contorno.



a a a
W B mms B B e
% * o Y os
(2. 2862
a a
= v F— -+ v —
ay Y av ¥ s

As equagdes de 2. 22 a 2. 26D podem ser
substituidas nas integrais de linha da equagZo (2.21) como
artificio para se chegar a uma express3o final mais simples

para o P.T.V. na forma

aN anN N N ON  Ow
S R (ETR0 PY i) Y ¥
ax ay Fx ay % Ix
A

AN 8w AN  Bw AN Bw aQ aQ
L — B - e e — & S S—— qlx,y> ] Ew -
Ix By ey  Ix dy oy % ay
M aM M M
[ = o+ "Y—Q]ée-[ Y o+ "Y—Q]cse }dxdy+
O ay % ay x Y y

Como o campo de deslocamentos pode ser arbitréario,
& possivel fazer-se sucessivamente um dos deslocamentos
virtuais 1igual a wunidade e considerar simultaneamente os
demais como sendo nulos; resultando deste processo as equag¢®es

de equilibrioco e as condi¢g®des de contorne que regem © problema.



Desta forma, tem-se que no interior da superficie
delimitada pela curva regular ' = J'(x,y), s3o validas as

seguintes equag@es diferenciais de equilibrio:

anN N

R xy o
I ay
N AN

Xy Y =0
ax ay
N Bw N Ow AN w AN 8w aQ aQ

X xy . it LN SR SO | X+ Y 4+ qlx,y) =0
ax

@& o dy 8y @&x Iy 9y Ix 3y C2. 27

aM aM

L xY Q =0
I ay .
oM aM

Y 4 it Q =0

oy o N

Ao longo da curva I' = ['(x,y>, que delimita a placa,

valem as seguintes condi¢Ses mecanicas ou cinematicas de

contorno:
Condig¢®es Mecanicas: Condig®es Cinematicas:
N = N ou 4 =u
v v b %)
N = ﬁ ou u = U
Vs Vs s s
w Iw 5
}\! i = ( - - e S
s e }\le & Qp O ou W W c2. 28
g as
M =0 ou e =8
2 v v
M = 0 ou g =8
Vs s s

Como se pode observar, as equag@es de equilibrio
C2.87> e as condigBes de contorno (2.28B) resultam dependentes
do campc de deslocamentos, que ¢é justamente a principal
incédgnita do problema, tratando-se portanto, desde o

principic, de uma formula¢Zo nEo-linear de origem geoméirica.

ESCOLA DE ENGENHARTA

BIBLIOTECA



3 - ANALISE NAO-LINEAR DE PLACAS PELO METODO DOS ELEMENTOS
FINITOS

3.1 - Introdugfo

O objetive deste capitule & estabelecer uma
formulagZo para analise nZo-linear de placas através do Método
dos Elementos Finites, dagqui em diante M.E.F., com solugZo em

deslocamentos.

Inicialmente & feita a descrig¢do do elemento finito
utilizado e de suas fungdes de interpolagd3o. A partir das
relacd®es enitre as componentes de deformagio generalizadas e os

deslocamentos, oblém-se a matriz de deformag@es do elemento. A

seguir ¢ definide o vetor de componentes generalizadas de
tensdes. Finalmente aplica-se o© Principico dos Trabalhos
Virtuais, deduzindo-se ent3o o sistema de equagBes

nFo-lineares de equilibrio que governa o preblema.

Encerrande o capitulo, apresenta-se como caso
particular a sclugio do problema gquando se trata de um
material elastico linear, dentre do regime de peguenas

deformacBes. Aborda-se entZc o ciéleulo da matriz de rigidez do

element » e a questio da integragio numérica. Deve-se salientar

14

que esta formulagZo linear apenas servirad para o ajJust

incremental —iterative do sistema de equagdes

nZFo-lineares, através do zlgoritme desenvelvido no capitulo B.

3.2 - Geometria do elemento

Seja a placa representada na FIGURA 3.1 atraveés de
seu plano médio, que se encontra submetida a um carregamento
formade pelas forgas por unidade de superficie P_» py e P

atuando respectivamente nas diregdes %, y e Z.

22
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O M.E.F. consiste em dividir o planc médio da placa
em elementos de superficie ( elementos finitos D), que estzo
conectados enire si por meic de pontos nodais. Na solug3io em
deslocamentos, as incdgnitas do problema sZo os deslocamentos
dos pontos nodais; sendo as tens®es no interior do elemento e

as reag®es de apoio czlculadas a partir destes.

Na FIGURA 2.1 ¢ mostrada uma possivel discretizag¢3o

da placa em elementos finitos de oite nés.

Y
|
z *
FIGURA 3.1 - Carregamento e aspectos geométricos da placa.
Neste trabal ho serZo empregados elemenios
isoparamétiricos quadraticos, de cito nos, da familia

Serendipity, cuja gecomeiria se encontra descritaza na FIGURA
3.2. Como sistema de referéncia local do elemento & adotado um
sistema de coordenadas curvilineas ¥ e 7. Os pontos neodais se

encontram numerados de 1 a B.

Os elementos isoparamétiricos quadréaticos sZo muito
versalelis, pois permitem discretizar placas com conternos
curvilineos, aléem de sua excelente performance estar

©,20,37,98,99
comprovada em diversos estudos ' :
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FIGURA 2.2 - Geometria do elemento isoparaméirice quadréatico.

3.3 - O campo de deslocamentos.

O primeiro passo em uma anidlise de placas alraves
do M.E.F. em deslocamentos & descrever de forma Unica o campo
de deslocamentos ne interior do elemente come fungie dos
deslocamentos dos pontos nodais. Isto € feito mediante o

emprego de fun¢gdes de interpolagio.

Assim sendo, © veiltor de deslocamentos u em um ponto

gualguer no intericor do elemento & calculado por

[
=
L

u = N U°, €3

onde u=< u, v, w, 8, 8 >

A matriz N, denomidada matriz de interpolagio do

elemento, &€ da ordem de 5x40, sendo definida por

N=[ N, N,.... N,..., N 1,
~ g w2 ~i ~8

onde N é& uma submatriz B8Sx8, dada peloe preduto NiC{‘,n) 15,
i ~

no qual NCE,nd & a2 fungio de interpeolagfo correspondente ao
1

nd "i" e {5 & uma matriz identidade 5x5.



0O wvetor de deslocamentos nodais do elemento 99 =

definido peor

Ue o { ¥ U L] L] U " » }T.
o~ ~q ~ 2 ~q ~ 8
onde U é o vetor de deslocamentos do né "i', dado por
1

T
W = W Ve Wie & . 8 S
oot 1 1 1 1 Y

O elementc isoparamétrico € aquele no qual sZo
empregadas as mesmas fungdes tante para interpolar a
geometria, como para intepolar os deslocamentos. Desta forma,
adotando-se o© sistema de coordenadas naturais (£,m) no
elemento, as coordenadas cartesianas x(¥¢,n) e y(¥,nd em unm

ponto dentro do elemento sZo fornecidas pelas express@es

]
xCE.m> =ELNCZ.m x

1=1
c3.2>
8
yeZ.md =L NCL.m vy,
=4
onde x e yi- s3o as coordenadas cartesianas do nd "i'.
As fungtes ae interpolagio quadraticas
bidimensionais da familia Serendipity NiCE.nD. s3o as
sequintes
Ni(i?j.?';) =—1Tf_1 w D CL =) T A D o
NCE,iD = 4 —— € 1 ~2%2C 2 -9 ,
2 =
NCE,md = + i Ci1 +E3CL-MWCE-9pn-1D3,
I w i i ! . - 2
N‘C{.n_ +8L1+{)(.1 7 > KN
Nscz.n3=+—%—-c1 FEICL AW CE +np =13,
NCE,O) =+ = C1 -22>C1 + 1D
s S 7- =2 0 '
N_CE,mD =+'“211'*C1 £ 3 EL Fp) €= K =13,
1 2
e NBCE.nD=+-E—C1—E)C1“7}).

sendo que a numeragiIo dos nds corresponde a da FIGURA 2. 2.
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Cada fungZo de interpolag3ioc deve assumir o valor
unitario, quando s3o fornecidas as coordenadas do né que lhe
corresponde = deve anul ar -se, quando forem dadas as
coordenadas de outre né. Em um ponto qualquer no interior do
elemento, a soma dos valeores das fung®es de interpolagic para

as coordenadas deste ponte deve ser igual a unidade.

2.4 - O campo de deformagdes.

No estudo de placas através do M.E.F. ¢ wvantajoso
trabalhar-se com compeonentes generalizadas de deformacie, gque
s33o fungdo apenas das coordenadas contidas no planc médio da
placa. Deste modo, o© vetor de deformag®@es generalizadas £

~

pOd& ser expresso por

£ =1Le¢g, £, & > C3.3D

onde £ ¢ um velor contendo as componentes de deformagdo

correspondentes a um estado plano de tens@es, dado por

- = — T
£ = { £ , £ ?' }
~P x Y Xy '

£ & um vetor gue contém as curvaturas da placa com o sinal

~

treocado, definide por

e zc ¢ um vetor composto pelas componentes de deformaciZc por

corte na forma

Deve-se observar que neste trabalho considera-se que
a distorg3o por corte no nivel do plano médico da placa se
mantém constante ac longe de toda espessura h. Com base nesta
hipdtese, Ltem—-se que

¢x = ?'xz
: 3. 4

@ ¥

Y vz
Esta afirmagZo permite recuperar a hipétese das

secBes planas, que ¢é de grande valia neste estudo.
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Posteriormente serd introduzido um fator de corre¢3o para esta

simplificag3o, no que se refere a distribuig¢Zo das tenstes.

Havendo a possibilidade de ocorrerem grandes
deformag®es, o veltor de deformagdes generalizadas deve ser
composto por duas parcelas na forma

£ = £ + &£ 3 Bl
- ~o ~a

Na equagfo (3.85), £ ¢ um vetor que contém as componentes de
~o

deforma¢®es infinitesimais C(lineares) e £, ¢ um vetor contendo

os termos nZo-lineares correspondentes a deformagdes finitas.

Estes vetores serZo descritos a seguir.

32.4.1 — Componentes de deformag2o infinitesimais.

Levando—-se em considerag3io apenas as parcelas
lineares das relagfes deformagZo-deslocamento estabelecidas no
capitulo = o vetor correspondente as componentes de

deformag®es generalizadas infinitesimais €& dado por

e =< &, £, 57, €3.6)
~ey ~o 0 ~O
onde
T
du v Su av
{P = L » - » e + T »
e % 3y ay >
. T
(el as o as
F = — = — ¥ - [ TG ] C=R, 7D
g = " ; s A
Ea Laps 3y By ax
ow Aw F
e ec = -_— -8 , — -8
= g x ey ¥

Empregando-se para o campo de deslocamentos, segundo

o M.E.F., a equagZc (3.13, chega-se a

e =B U, 3.8

~0



onde

B B « B siveis B wwzss B X,
~o

~ 01 ~o2 ~ 0oLl ~oB
€ uma matriz 8x40, chamada matriz de deforma¢g®es do elemento,
sendo QOL uma submatriz nodal 8x5, que contém derivadas das
fungdes de interpolagZo Nf{.n).
A submairiz nodal de deformag®es do nd "i'" apresenta

a seguinte composig3ao

B i
w 0
B . O
(I x2) (3Ix3)
N o B ; €3.100
B = = ~oti
~ 0oL
(I x2) (Ix3)
o) BS
ot ~oL
(2x2) (2x3)
onde
N, 6
ax
P _ N
B o ¥ ' €3.11)
ay
AN SN
% y
av ax
L o -

§ ) ;
O . 9 1 Q
%
Bt = o 6 on, , €3.12
B i I
a)r
& . oN_ . N,
i oy ox ]

¢ a submatriz de deformag®es para flex3o e torgio de placas;
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- . i - €3.13
- - N
ox i (6 - N
—_— 8
L. .

¢ 2 submatriz de deformagdes para o cisalhamento.

Assim as componentes de deformag3oc generalizadas
para deformag®es infinitesimais podem ser calculadas, em
qualquer ponte no interior do elemento, a partir do vetor de

desl ocamentos nodais.

Deve ainda observar que a primeira variacgZeo do
vetor £ _» definido na equag3o (3.8), & dada por

~

é{o =B &U, €3.142

~o -

sendo este resultado utilizado mais adiante.

3.4.2 - Componentes de deforma¢Zo nZo-lineares.

O vetor £, Que contém as componentes n3Ioc-lineares
das deformag®es generalizadas ¢ definido a partir das eguagdes

C2.8>, como sendo
B =2 e s D B T €3.15%)

onde

2 T

ow " w Ow Ow
R FTN iy e SN (P SRR . 3.8
e = ax c ay ax Oy

Calculando-se a primeira variag3o do vetor & ,
definido segundo as equag¢gdes (3.15) e (3.16), e tendo-se em
conta a definigZ%o do campo de deslocamentos segunde o M. E.F,

chega-se a
cU®> &U° , (3475
onde gGCUED ¢ a matriz de deformag®es nZo-linear do elemento,

assim designada por ser fungZfo do vetor de deslocamentos

nodais do elementeo 99.
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A matriz @a » cuja ordem ¢ 8x40, compBem-se da

seguinte forma

B = . L T .
~a g Egcu goz !?cu gaa s 3. 162

onde B@ € uma submatriz nodal definida por

o P
~ ~an
(3x2) (3 x3)
. B e Q , C3.19
~ QL
(9 2} (3 x93
o Qo
(2x 22 (2x93)
sendo ) )
[ 8w AN ]
—_ 0 0
O O
% ow 6Ni
B ™ s 0 0 . €3.280
dy 9y
S S
ax 8y gy o= 1
Em resumo, a primeira variagdoc do vetor de

componentes generalizadas de deformages &, dado pela eguagio
| £

5D, pod= ser calculada a paritir da express3o

¢ = B sU° 3,21

onde B ¢ a matriz de deformacBes completa do elemento,

definidza por

B = B+ B (UD 3. 22
2.5 - A¢g®es nodais e carregamentos.

A cada elemento se encontra associado um vetor

de agfes nodails E°. dado por



1)
]
i
1
)
M
W

F =< F y B i B y M » M T i
ok

1l ¥ zi 1 yi

sende F , F_ e F as forgas nodais atuantes nas direg¢des 3,
74 yi A4

Y e z, respectivamente, Mx_1 o momento fletor na direg3do x e
MyL © momento fletor na direg3o y. As componentes do vetor de
agBes nodais Ei correspondem as componentes do vetor de
desl ocamentos nodais y{

O carregamento externo no interior do elementeo ¢
definideo através do vetor de cargas por unidade de superficie

P, dado por

formado pelas forg¢as por unidade de superficie P+ P e p

atuando respectivamente nas direg¢des x, ¥y e z.

2.6 - Componentes generalizadas de tensZo.

Define-se aqui o vetor de componenties generalizadas
de tensZc o, referido as ceoordenadas do plano médio da placa,

tendeo por base as equagBes (£2.17), na forma

g = L e TSR © y @ > ¥ LB EBJ
~ ~p ~F ~c
onde
e =<N , N N >,
~P x Y Xy
& UM . M oM 3t CE. 24
~F x 0% Xy
¢
e e, = £ , Q@ ¥,
~C X Y

sZo respectivamente os vetores de componentes generalizadas de
tensfoc para estade plano de tens®es, flexZo e torgic de

placas, e cisalhamento.



Note-se que nZo foi estabelecida até este momento
nenhuma equa¢Zo constitutiva, relacionandoe as componentes
generalizadas de tens3co com as de deformag3o. Este fato
indica que as equag®es de equilibrioc obtidas a seguir sZo

independentes do material que constitui a placa.

3.7 - Aplicag2o do Principio dos Trabalhos Virtuais.

Seja um uUnico elemento sujeito & atuag3o de cargas
nodais Ee e a forgas de superficie p, gque causam o surgimento
de uma distribuig3c de tens®es equilibrantes o.

Considerandoc que este elemento seja submetide a uma
variag3o arbitraria dos deslocamentos nodais 69? que resulta
em um campe de deslocamentos compativel no interior do

elemento éy e em um campo de deformagBes também compativel &&.

Lembrando as hipéteses formuladas quanto ac campo de
deformag®des no capitulo 2, as tens®es podem ser referidas ao
sistema indeformadoe e as integrais podem ser efetuadas dentro
dos limites da geometria original do elemento, logoe o

Principio dos Trabalhos Virtuais (P.T.V.D estabelece gque

sUsT P+ JJ Su' p dA = Jj'éfT o dA . 3. 25)
Ae Ae
Substituindo-se as expressdes obtidas para o©os
deslocamentos e as deformagdes no interior do elemente segundo
a

guzagdes (3.1 e (Z.21), respectivamente, resulta

su*T B¢ 4 éu*TJ[ N' pda = éu“TIJ BT oda. 328
" Ae Ae
Come a variag3o dos deslocamentos nodais &U

arbitraria pode ser eliminada da equagZo (2.26), logo

= s H!ﬁ"edA
Ae

Fazendo-se

dA

JAB €3.87

o]
Q
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F€ = JJ N'p dA , C3. 28D
foq M
Ae

onde E:qé o vetor de ag@es nodais equivalentes do elemento;

= = F + F CE8: 292

e

onde Eem o vetor de cargas nodais externas a nivel de

elemento e introduzindo-se a definigZo
A U = JJ BE" o da C3. 300

L= = . 3
onde ANL e o vetor de agdes nodais n3oc-lineares do elemento,

a equagdo (2. 272 assume o seguinte aspecto
cu D £3.810

Observe-se que o vetor é:L ¢ uma fungdo nIo-linear
do vetor de deslocamentos nodais do elemento ye. Esta
nzZo-linearidade pode ter fundamentalmente duas corigens:

I> Nio-linearidade geometrica gque se deve a
ocorréncia de deformagdBes finitas, conforme j& foi mostrado no
sapIals 2

II> NZo-linearidade fisica gque ¢ causada pelo
comportamente n3Ec-linear mecénico do material, que sera

abordada no capitule 4.

Estes efeitos na verdade atuam conjuntamente,
determinando uma resposta estatica que se afasta
dagquela prevista pela Teoria da Elasticidade Linear.

Realizando-se a soma sobre cada grau de liberdade
nodal da placa, das contribui¢®es dos elementos que a ele

concorrem, chega—se a

C3.32D

1
~
C
(v

P = A
~exi ~NL ~
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onde Emﬂ € vetor de cargas nodais completce da estrutura, e
éNL € © vetor de ag®es nodais n3Fo-lineares completo da
estrutura.

A equagdoc (3.32) pode ser reescrita na forma

= A (WL = 0, €3.33D
~NL = ~

~ext

-

A egquagdo (3.33) representa um sistema de equacdes
n3c-lineares de equilibrio nodal entre as cargas nodais
externas e as ag¢g®es ncocdals nos elementos, trocadas de sinal
por ser agora necesséario consideréd-las como ag®es sobre os
nés.

Se o velor de deslocamentos nodais da placa U, n3o
for a sclugdo exata para a equagio (3.33), existirad um vetor

de forgas residuais n3c egquilibradas ¥, dado por

g€ = P = A CUD . C3.34
b ~axt il o
O problema trata-se, entio, de se determinar o vetor

de deslocamentos U, que verifique o sistema de "n" equagdes

nFo-lineares a "n" incédgnitas estabelecido na seguinte forma

p CU = 0. €3, 85D

quagde C3.35) é resclvido

0
"

o sistema de

numericamente, através do algoritmo apresentade no capitule 5.

3.8 - Caso particular: material eléastico linear e regime de

peguenas deformagdes

Para que se possza desenvolver o algoritmo de solug3o
da equagZc (3.3%), & necessaric estabelecer-se a eguagio de
equilibrio da placa, para um material homogéneo elastico

linear, deniroe do regime de pegquenas deforma¢des.

A contribuicZo da armadura para a2 rigidez elistica
do elementoc € desprezada. Esta aproximagio € valida, porque o

algoritmo apenas necessita de uma estimativa da matriz de

rigidez inicial deo elemento, que serid obtida a seguir.
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Considerando-se que a placa seja formada por um
material que obedega a Lei de Hocke, cujo médulc de
deformag3oc longitudinal é E e cujo coeficiente de Poisson é v,
a equag3oc constitutiva para o problema pode ser estabelecida

matricialmente da forma que se segue

o' = PB* g% ; C2.26D
onde
o' =4 7 . T y v T » T }T.
~ M Yy »y x= Yz
v 0] O (0]
v 1 @] (6] 0]
D' = E - 0 0 3 ;__;‘“ o 0 .
€1 — 42D 0 o o 1 : v o
= T = P
) )}
C O (@] @ =
= e' = { ¢ w v ¥ A v ¥ > Tl
~ M Yy xy ®z vz

Utilizando-se a equagfo (3.36), as defini¢des de
resultantes de tens@®es dadas no conjunic de equagdes (2.173,
bem como os termos lineares das rel agdes

deformagZo-desl ocamento das egquagdBes (2,82, chega-se a

onde o e o vetor de tens@®es generalizadas definido por (3.232)

£ ¢ o vetor de deformag@es generalizadas infinitesimais

A matriz D da cordem de Bx8, ¢ denominada matriz de
constantes elasticas do problema sendo constituida na forma

"DOO'

~ P ~ ~

(3x3) (3x3) Ax2»

sa] & B B

= _ : C3.38)
(39 Ix3) (A% 2)
0 O D
~ -~ nc

(2x3) (2x3) (2x2)
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onde I;.‘-*P ¢ a submatriz para estado plano de tens®es dada por

{ 1 v (0] ]
DP = E D = ' v 1 : 3. 39
o 3 =
1 PRI i-c o 1 Av 1
= J

D’__ ¢ a submatriz para flex3c e torg3ic de placas definida na

forma

5 1 v O
]9}__ = 28 % 1 O 4 C3.40D0
ig €1 —=w»2 o o 1 - 12
= J
e I;‘-c & a submatriz para o cisalhamento, dada por
1 O
D_ = ER . €3. 41>
a2 (1 + 2 6] 1

O fator o na expressio (3.41) vem a corrigir o fato

de que as itensfes tangenciais 7T e T nEoc sFEo constanies ao
®Z Yz
longe da espessura da placa, come © campo de deslocamenios
assumide poderia sugerir. Neste trabalho adota-se para a ©
- : zo
valor -6, conforme HINTON E OWEN .
Substiituindo-se a equagdc (3. 372 na egquagdo (2.272,
vem
e T e o s
F +J-J-N p da =jJE DB d4da U , 3. 420
w s o o R e
Ae =)

ou aindza,

B

= 3. 43>

~exi

0
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A matriz g: C(40x40> ¢é denominada matriz de rigidez

do elemento sende definida pela expressio

=

R* = ” B' D B_ daA. C3. 44D
Ae

O

Efetuando-se o somatdério em cada grau de liberdade

nodal da placa das contribuigdes de todos os elementos que

concorrem no mesmo nd, segundo a equagdo (32.43), chega-se a
ot Eo 9 ' 3,450
onde Koe a matriz de rigidez globzl da estrutura, Pet &
~ ~ex

© vetor de cargas nodais completo da estrutura, e U é o vetor

de dezlocamentos nodais completo.

Eesulta, ent3o, um sistema de equag¢gdes lineares de
equilibrie n ¥ n, onde n €& o nimerc de graus de liberdade da
estrutura; gque uma vez resclvido fornece os deslocamentos
nodais para o carregamento aplicado. A partir dos
deslocamentos nodais pode-se calcular as deformagdes atraveés

de (3.8), e as tensSes por meio da equagio (3. 37).

3.9 - Matriz de rigidez do elemento.

e
A matriz de rigidez do elemento K resultita 40x40,
s

pois existem oito nés cada um com cince graus de liberdade.

Esta mairiz & cobiida através do calcule da integral da equagio

C2,44>, utilizando-se o sistema de coordenadas naturais do

+4 1

g J J B" DB |J]| <& dn C3. 46
'Uo e L .

(=4
g ey

onde |J] & o determinante da matriz Jacchkiana do elemento.

. . e . .
Uma submatriz genérica de K, relaciocnando o né¢ "i
~0

com © nd "j" & calculada através da express3o
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-1 +1
[K ]_= J.JBT DE |J| & dn C3. 47D
~o Jij ~ot ~ =~ojl=™

—% =4

Dentro do regime de pequenas deformag¢gdes e sendo o©

homogéneo elastico linear, observa-se que a submatriz

=

ateria

1
rigidez para um estado planco de tens@es resulta desacoplada

o
1)

das submatrizes de flex3doc e de cisalhamento. Este fato pode
ser explorado com vantagem na obtengZo da matriz de rigidez do
elemento, evitando-se perda de tempo no calculo de termos que

evidentemente serioc nulos.

Assim sendo a equagdo (3.47) pode ser expressa da

seguinte forma

r [}:’} 0 i
o i &
(2x2) (2x3)
[ K ] = = " C3.48)
e Ju o [K +C] .
~ ~ O 1)
(a3x2) (3x3)
onde
+4 +4
[K"] % JIBT'P D" B® |J| 4 dn . 3. 49
~g L) ~ou ~ ~oj e
=i =g
e
+1 +1 -~
[ KF*C] - J‘ J [ gTF oF gF 4 pT€ pf gt 13| @z dn
=0 1) ~Oot ~ ~C] ~ o - ~0} =
B €3.50)
2.10 - Integrag3do numérica
As integrais de superficie que surgem na

determinacic da matriz de rigidez do elemento, do vetor de
ag®es nodais n3o-lineares e do vetor de ag®es nodais
equivalentes s3o calculadas numericamente. O processo de
integragio numérica adeotado neste trabalho ¢ o da Quadratura

de Gauss-Legendre.
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" L1

A regra com 'n pontos de Gauss integra de forma
exata um polindmio de grau 2&n - 12", Na formulag3ao aqui
desenvol vida, as fungdes de interpelagio NLC E.m2 s3o
polinédmios do segundo grau. No cilcule da matriz de rigidez
do elemento surgirfo polin®mios do quarte grau. Conclui-se,
ent3o, que & necessiric o empregoe da regra com 3x3 pontos de
Gauss para que 2 matriz de rigidez do elemento seja calculada

de forma exata.

A integrag3ic com 3x2 pontos de Gauss produz bons
resultados para placas espessas, com uma relag¢gZfo Lsh = 10.
Porém a medida em que esbeltez da placa aumenta, © gque se
observa ¢ que o elemento se afasta da sclugic exata prevista
para placas finas pela Teoria de KIRCHHOFF, sendo que para uma

relagdo Lsh 2 100, os resultados s3c inconsistentes®’

Este problema pode ser explicade pela presenga de
tens®es de cisalhamente gue atuam de forma parasitaria, mesmo
guando a espessura € peguena, tornando a placa rigida demais.
A solug3oc encontrada para esta dificuldade, foi reduzir a
ordem de integrag3o dos termos relativos ao corte da matriz de
rigidez e do vetor de ag®es nodais nZo-lineares. Este processo
elimina este enrijecimentc espléric, sem que se perca a boa

. 37
convergéncia do elemento .

Neste trabalho seré& adotada a integragdoc seletiva
com 3x3 pontos de Gauss para os termos relatives ao estado
plano de tensdes e flexo-torgZo de placas e com 2x2 pontos

para os termos relacionados com o cisalhamento.
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4 - MODELO PARA O MATERI AL COMPOSTO CONCRETO ARMADO.

4.1 - Introdugdc

Neste capitule ¢ desenveolvido o©o modele para o
comportamento mecé&nico do material composte concreteo armado.
Tanto © concreto como © ago s3o idealizados sob o ponto de
vista elastico n3o-linear. Esta abordagem, apesar de sua
simplicidade matemética, tem fornecido bons resultados para a
analise de estruturas de concrete armade sob carregamento

. 22,36,12,4
monotdénico crescente de curta duragio,

Embora em uma laje o©o concreto esteja sclicitado
biaxialmente, as tenstes serzIo calcul adas de forma
independente nas dire¢gtes de deforma¢des principals, atraveés

de uma relagdo tensio-deformagdo uniaxial.

A equagdo constitutiva adotada para o concreteo em
compress3ic € a parabola de Madrid, O concreto tracionadeo €
considerado como um material elastico linear. A fissuragio &
abordada segundo uma distribuigio continua, sendo levada em
conta & contribuicic do concrete tracionado entre fissuras

ara o enrijecimento da laje € tension stiffening J.

Ppara o

B

As barras da armadura s3c consideradas como uma
madz de ageo de espessura eguivalente, resistindoe somente a
sforgos axiais na diregic das mesmas. Considera-se aderéncia
perfeita entire a camada de agoe e o concreto que a envolve. A
equacio tensiFo-deformagdo utilizada para o ago segue um modelo

bilinear, tanto em tragic como em compressio.

O comportamento meclnico dos materiais € avaliado
nos pontos amostrais utilizades na integrag3o numérica de
Gauss-Legendre, descrita no capitule anterior. As resultantes
de tens®es s3io calculadas a partir de um modelo laminar,

empregando—-se a regra da ordenada média.

40
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4.2 - Modelo para o concreto

4.2.1 - Concreto em compressio

A equag3o tensZo-deformagic empregada para o
concrete em compress3c ¢ a parabola de Madrid definida

pela express3o

2

(=4 = E £ = — » =0,003

£
co

= ¢ = 0,00 , C4.10

0l
A

onde Ec € o médule de deformagio longitudinal do concreto
o

tangente 2 origem e " ¢ a2 deformag3doc correspondente & maxima

tensac de compressio 1"c. Segundo OWEN et alliza. para os

concretos usuais £ pode ser calculade atraveés da férmula
oo

6: (-)

FIGURA 4.1 - Diagrama tensZo-defeormagZoc para o concreto
em compressio. i ﬁ-_.«u'i.ﬁtﬁ A

. DE ¥
\‘;5001:1;3131‘1
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A deformag¢gZo Ultima de compressZo & ¢ tomada como

cu
igual a -0,0035.

4.2.2 - Concreto em tragio

Uma das principais caracteristicas do concreteo & a
de gue ,embora seja uma malerial bastante resistente sob
tens®es de compressZo, comporta-se de mode fragil gquando
solicitado por tens®des de tragfo. A resisténcia do concreto a
tragd3oco ¢ da ordem de apenas 10% de sua resisténcia a

compressZo.

Este fato explica o aparecimente de fissuras, ou
seja, rupturas lecalizadas por tragfo, em lajes de concreto
armado, mesmo quandoe ainda submetidas a cargas de servigo. A
fissura ac penetrar na espessura da laje reduz a seg¢Zo
resistente de concreto, diminuindo a rigidez e,
conseglentemente, provoca um aumente dos deslcocamentos. Este
fend®meno acentua ainda mais o© comportamento nZo-linear do

material.

Contudo, ¢ necessé&rio considerar que as fissuras
surgem em uma laje sempre com um certo espagamento entre elas.
@] concreto situado entre duas fissuras mantém suas
propriedades de aderéncia as barras da armadura, absorvendo
uma parte dos esforgos de tragZo. Esta contribuigd@o do
concrete entre fissuras para a rigidez da estrutura e
conhecida na literatura como “"tension stiffening", devendo ser
levada em conta ao se analisar a resposta estatica de lajes de

.. 18
concreto armadao

Nesta dissertagzo, o concreto tracionado =]
idealizado como um material eldstico linear fréagil até atingir
a2 tens3o limite de resisténcia a tragdo ft. A partir deste
ponte h& uma qgqueda brusca de rigidez, seguindo-se uma reta

descendente até ser atingida a deformagdo € .

Este compertamento pode ser descrito matematicamente

através das equages
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4.3

cm

A FIGURA 4.2 ilustra o modelo adotade para o concreto em

trag3o.
q;l{+)
(e
mf'-..
~
=~
Elco
|
b
|
1 {Trom—
o Cer Ecm Ee(+)
FIGURA 4.2 - Diagrama tens3io-deformagZe para o cencreto em
tragio

Nas expressdes antericres, & ¢ a deformagic gue
L= §
corresponde a2 ruptura do concreto por tragioc na flex3Eo, dada

por

£ = : C4. 4>

A deformagZo L. corresponde a perda completa de

rigidez do concreto entre fissuras. Tal situag3io ocorre gquando
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a armadura tracionada atinge o© escoamente, por este motiveo &

conveniente adotar-se para & um valor préximo ao da
cm
deforma¢gico de escoamento do age utilizade., Neste trabalhe

emprega-se &£ igual a 0,002.
cm

O coeficiente o, que normalmente varia entre 0,50 e
R ' — 28 . . . ;
0,70 ¢ OWEN et alli 2, foli teomade igual a 0,50 e mantido
constante em todos os exempleos por fornecer os melhores

resultados no estude de lajes.

4.2.3 - CAlculo das resultantes de tens®es no concreto.

As resultantes de tens®es no concreto e no ageo s3o
avaliadas nos pontos  amostrais utilizados na integragz3o
numérica de Gauss-Legendre. Admite-se que o© comportamento
mecanico do material neste ponto seja representative da regilo

que o envol ve.

Umaz wvez determinade o vetor de deslocamsnteos nodais
da laje U, ¢é possivel organizar o vetor de deslocamentos
nodais do elemento 99. As deformag®es generalizadas £, em um
ponto de integragio, s3o calcul adas pel as rel agBes

deformagfo-deslocamento definidas no capitulo 3.

A espessura h da laje & dividida em faixas e as
deformagc®es especificas no ponto médio de cada camada podem

ser determinadas pelas expresstes

£ = gz - z =
b 34 » 1 8.1 *
= = Zz -z = 4.5
Yy y LYY
y = ¥y - z
- Xy Xy L Xy »

onde zk © a ordenada média de cada faixa.

Conhecidas as componentes de deformag3doc especifica

& 4, &£ e ¥ pode-se obter as deforma¢des principais £ e
XX vy »y 1
€, por meio das equagdes
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=
Com as deformag®es principais s3o calculadas as
tens®es nas direg¢des principais de deformag¢io 1 e 2, oi e s

respectivamente. Isto & feito de forma independente,

utilizando-se as relag¢g®es tensZo-deformagZo de (4.1D e (4.3D.

Aplicando-se uma rotag3o as tensSes . e o

© feita 2 determinagioc das tens@es 7T v T e T , Ssegundoc o
XX Yy >y

sistema de referéncia local da placa. Os ceossenos diretores

dos eilxos de deformagdes principais sZo estabelecidos através

das férmulas ¢ FUNG' >

ny
cos{l,x> = + s
2'/Cs - 3% + 1 }/z
% = Wi xy
Csx - :13
cosCil,yr) = — .
T/CS - £ )2 + FL_ ¥ %
% . 4 ™ 4.7
Ce. = £:D
cosl 2, XD = = Y % ;
1/(: N Dz + I ¥ ®
¥ T xy
ny
cosCe,y> = +
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Assim, resulta que

2 . 2
T = o cosCl " + & Ccost{e,%) i
¥ 4 2

T = o cos(l.y)z + B :os(&.y)z i c4.8d

Yy

T = 01 cosCl ., ) cosCl,vyd =+ C'z cosC2,x%) cosl(Z, vy
Xy ' Y

As resultantes de tensdes ou tensdes generalizadas

s3do calculadas integrando-se as tens®es dadas por (4.8) aco

longe da espessura, aplicando-se a regra da ordenada média a

cada faixa, ou seja,

NC
N =z T Ah
XC ML 3
1=1
NC
N =E T Ah
ye yyt Tt
1=41
NC
N = - Ak,
xyc xyi i
1=1
4. oD
NC
M =§ r AR z
»c ML 1 ;
1=1
NC
M =z T Ah =,
ye Yyt 1 L
L=1
NC
M =§ T AR z
»ycC )ﬁy\. . 14 1

onde Ah ¢é a espessura de cada camada e NC & o numere de
1
faixas em que foi dividida a espessura da laje.

A FIGURA 4.3 ilustra as diversas fases do célculo

das tens®des no concreto.



47

Y Y ‘
|
1 i
I 2 Y
I———J——-‘ Xy N\ €2
N\
6! : ] N ,/ 5|
| € x
|
R
|
Te,
e X o} —_X
Cad CAlcule das deformagdes Cbd Calculo das deformagdes
especificas & , £ e p principais £ e &£
b Y XY 1 2
Y ¥ ‘
|
2
\ (2 \¢ tnl
_ ——— - Cxy
Yi
-CIK
‘ T xx
T xy i R
1<,
i fr—
o} X o] X
Cc2 Calculo das tenstes (dd Céalculo das tensdes
o e o_. T o T e T
1 2 X % Yy Xy

FIGURA 4.3 - Fases do calcule das tenses no concreto.
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Os esforgos cortantes s3o obtides a partir de uma
relagioc tensZo generalizada - deformagifo generalizada linear,

na forma

™
fies
(=
o
L

onde k ¢ o fator de forma da seg3io transversal relative ao
corte, tomade igual a 6/5, e GGD ¢ o médule de deformagio ao

cisalhamento do concreto tangente a4 origem, dado por

E
co

G = i 411D
e ¢ a1 + 33

4.3 - Modelo para a armadura.

4.3.1 - Equag3o constitutiva para o ago.

O ago ¢ modelado segundo um esquema elastico
bilinear. Até ser atingida a tensZo de escoamento f , o méduleo
de deformagio longitudinal é Em; A partir d;ste ponto
considera-se ainda um certo enri jecimento do material atraves
do médulo Esz' até ser alcangada a deformagiZo de ruptura £
O comportamente do materizl em compressZc ¢ simulade, por

simplicidade, da mesma maneira que quando traciocnadoe. A FIGURA

4.4 serve para ilustrar este modelo.
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FIGURA 4.4 - Diagrama tensZoc-deformagioc para o ago.

O diagrama da FIGURA 4.4 ¢ expresso analiticamente

através das equagdes

& = E C e =& 2 =N sy sSe &£ < & 3
s s2 s ye Y = ye
e =E & y Se &£ = &£ = & , C4.12D
= =1 s Y s wi
e = E C & =& 3 ® f » Se &£ ?» £ ,
s s2 s ye v c yt
onde £ e £ sZo respectivamente as deformagSes de

yi Yy<

escoamento em trag3c e em compress3o, dadas por

f : 3
Y b 4
£ = — = £ = = —_— C4.13D
yt E ye E
s1 =1
4 3.2 - Calculo das resultantes de tens®es na armadura.

A armadura ¢ considerada como uma camada de ago com
espessura equivalente a sua 4rea de se¢3fc transversal por

metro linear. Assume-se que existe perfeita aderéncia entre



esta camada de ago e as camadas de concrete que lhe s3o
adjacentes. Fica estabelecido, por hipétese que a armadura
somente resiste a tensdes nermais na diregfo deo eixo das
barras que a comp@Sem. A resisténcia das barras da armadura ao

cisalhamento n3o € levada em conta.

Cada armadura ¢ caracterizada por sua espessura
equivalente t , por sua posigZo em relagido ao plano médio da
s
placa z , e pela inclinag3o de suas barras em relagfio ac eixo
s

de referéncia "x'", dada pelo aAngulo & .
B

Uma vez conhecidas as deformag¢g@es generalizadas na
superficie média da laje, as'deformagﬁes especificas no nivel
z da armadura referidas ao sistema xoy, s3Zo calculadas

s
através das expresstes

»s > s X,
& = £ - z C4.14>
e Y s YY
o gy - iz
e rnys ny 8 Xy .

A deformag3do especifica axial ss. na diregZo de
orientagac das barras da armadura ES. ¢ dada por C POPOV>®

ra 2
£ = £ cos 8 + £ sen 8 + p sen & cos &
®s = ySs B s =

XVs

€4.15

A tensZic na armadura ¢ cbtida atravées da relagio
tensZo-deformagio adotada para o ago, dada pela equag3o
£4.12>. A partir da tensZo, sZo determinadeos o esforge normal
N e o momente fletor M, que atuam na diregdc da armadura,

sendo

X
I

e Ced t s
s s s
c4.16D
= M = gted bt @
s s s s
As resultantes de tens®es no ago segundo o sistema

X0y, sdo calculadas mediante uma rotagic aplicada a N e Ms.
s

ou seja,



N = N cos & v
xXs 5 s

N = N sen & z
yQ -] = »

N = N sen @ cos 6 ,
Hie % = 5 C4.17

M = M cos 8 z'
- 4 ad 8 s

M = M sen B8 2.
yc s 8

= M = M sen €& cos &

xYs ® e s

Estes wvalores sZo acumulados para cada diferente
tipe de armadura que existir na laje. A FIGURA 4.5 serve para

ilustrar o célculo das resultantes de tens®des nas armaduras.
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Ca) Cilculo da tens3co nermal na armadura.
L

2

o,

2

(k) Calculo das resultantes de tens®es da armadura.

FIGURA 4.5 - Calculce das resultantes de tensdes das armaduras.
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4.4 - Modelo para o concrete armado.

O modelo para o material composte concreto armadeo &
formade pela superposi¢Zo dos modelos desenveolvides para o
concreto e para o ago das armaduras. Assim sendo, o vetor de
tens®Ses generalizadas para o concreto armade ¢, é calculado

pela express3o

¢ = o S - C4.18D0

por

= gs ¢ o vetor de tens@es generalizadas no age, composto na
forma

e =< N_,N_, N M .M .M _,0,00>

O veteor ¢ & utilizado no calcule das agBes nodais
nao-lineares do elemento, segundo a equag¢Zo (3.30); sendo de
fundamental import&ncia no estabelecimente do equilibric na

laje.

4.5 - Critério de ruptura.
Para que a laje permanega em equilibrio, ES
necess&ric que o© material concrete armade seja capaz de

desenveol ver esfor¢gos interneos que venham a contrabalangar ©
carregamento externo. Assim sendo, a ruptura da laje ccorre em

¢Eo tal que 2 capacidade do material de
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fornecer esforgos resistentes a solicitagZo externa &

esgotada.

Em uma estrutura de concreto armade © processo de
ruptura ¢ contreolado a partir de nivel de deformagio que a
mesma apresenta. A norma brasileira NBR—Slle. por exemplo,
fixa em seu item 4.1 os critérios de ruptura de uma pega
submetida a solicitag®es normais ( esforgo normal esou momento
fletor >, gquando a deformag¢io especifica axial do concreto ou

do ago atinge um determinade valor limite.



No caso das lajes, devido ao estado de tens®es ser
na realidade bidimensional e atuarem além das sclicitag®es
normais também sclicitag®es tangenciais ( esforgeo cortante e
momento torgor 2, torna-se dificil a aplicagZo de um critério

de ruptura explicito como o descrite acima.

Nesta formulagZco considera-se gue tenha ocorride a
ruptura do material, gquande em uma certa etapa de aplicag3ce
do carregamento, o vetor de deslocamentos nodais, e
conseqientemente © campo de deformag@es ao longe da laje,
atinge uma configurag¢ic tal gque nZo se torna mais possivel
satisfazer o© sistema de equac®es de equilibric dade pela

equagio (3. 33D.



S - SOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACBES NAO-LINEARES.

5.1 - Introdug3o

Conforme o gque fol visto nos capitules 3 e 4, uma
anadlise mais rigorosa de lajes de concreto armadeo exige a
consideragio do comportamento mecanico nio-linear dos
materiais concreto e ago, além da possibilidade de ocorrerem
grandes deslocamentos para estadgios mais avangados de

carregamento.

Atraveés da aplicagZfo de P.T.V., com a inclusido dos
fatores supracitadeos, chega-se a um sistema de equagdes de

equilibrio n3c-lineares na forma
E(g) = = - A (WO = 9 - .13

~ext ~“NL ~

O objetivo deste capitulo é desenveolver um algoritmo
numérico para buscar 2 solugfo do sistema de equagBes (5.10,
ou seja, encontrar o vetor de deslocamentes nodais y para o

qual © equilibric se verifique,

Inicialmente descreve-se o métodoe de Newbon-FRaphscon

"standard”, para solugzo de sisiemas de equagtes
nao-lineares. Com o objeti1 vc de se reduzir o custo
computacional do  processo, & introduzide o método de

Newton-Raphsen modificado, com mztriz de rigidez na origem
mantida constante durante toda a anadlise.

Como forma de acelerar a convergéncia do método de
Newton-Raphson modificado, sem contudo alterar a sua esséncia,
adota-se o método Secante—-Newton desenvolvido por CRISFIELD']
Os resultados obtidos com 2a aplicag3o deste processo, em
termos de economi a de tempo de computagzo, s3o

significatives.

55
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5.2 - O método de Newton-Raphson.

O mét odo de Newt on—-Raphson, em sua forma
unidimensional, destina-se ao calcule de mode iterative da
raiz aproximada de uma equagZo nZo-linear que pode ser

definida genericamente por
f<xd> =0 (8.2

Expandi ndo-se a2 equagifo (8.2) em uma série de Taylor

e considerando-se apenas os dols primeiros termos, obtém-se

0 = fCx> + £"Cx) Ax c5.3)
r r r r

+1

onde r e r+l1, indicam o numero da iteragdo. O método consiste
em, paritindo-se de uma solugdc inicial x e sendo possivel o©
calculo da derivada da fun¢Zizo neste ponto, determinar-se uma
nova solugZo mals préxima da exata a partir do algoritmeo

de recorréncia dado por

fo)r
r (5. 4>
e X I LT >
r+i r 4

A FIGURA 5.1 serve para mostrar geoméetricamente este
Processo nNumérico.
Este procedimento também pode ser estendide a um

sistema de equacdes nEo-lineares na forma

m

8]/
()]
s

£ = 0.

em que

e S = 35 Miauey XD
L S 2 ™

Aplicando o desenvolvimento em série de Taylor

PCxD =2 € % + A D =LCst'd % J € =2 I o (5. 6D
~o - ~ O ~eh -~ ~0



onde J & uma matriz dada por
~eo

a8 Cx D f Cx D ]
- 4 ~O 1 bt = |
ax O
1 n
4 F : : . €85, 7
af Cx D af Cx D
n ~o ™ ~D
ax o
— ‘ h -

A férmula de recorréncia para um sistema de n
equag®es nFo-lineares a "n" incédgnitas pode , ent3Zo, ser
expressa por

x = x = J b 39 A T (5. 82
~rei ~r mp N ap

Para evitar o cé&lculo = a2 inversiZo da matriz J em

cada iterag3o se pode fazer

= 3 = tex 2 , 5. 80

X
Lf 2 2 o ~0 il o)

sendo esta férmula a base do método de Newton-Raphson

modi ficado.

f(x) |

/

f(!}o 1

_DECLIVIDADE  t'(x)_

I
|
|
|
i

fo b — — — .
| |_—DECLIVIDADE  f'(x)
P '
|
=
I
Lif % T SRR, |
2 / ' —
0 X2 x| ‘0 X
L A’l L Py 1) L
1 1 1

FIGURA 5.1 = O método de Newton-Raphson unidimensiconal.
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5.2.1 - O método Newton-Raphson tradicional.

O métode de Newton-Raphson pode ser utilizade na
resolugdo do sistema de equag®des nZo-lineares de equilibrio,
qgue surge da aplicagZ@o do M E.F. na andlise de lajes de

6, 27,932,390
concreto armado :

A equag3oc (5.1), pode ser reescrita, através de suas

componentes, na seguinte forma

3y
Cy.Dd > Cyd + | — CAUD C5.100
L r+i L or r Jr

AU

Observando-se a eguag¢io (5.10, a expressio para a

derivada contida no segundo membro da equagZo (5.10> seré

dy A D

L MO ... . S > €5.11D
U au *

J J

em gque Ki.j representa um termo genérico da matriz de rigidez

tangente da placa E’r'

Agora, torna-se possivel expressar matricialmente a

férmula ¢5.10>, ou seja,

Y = w = CKO> AU =0 8.122
s v g ¢

~r+d 5 .

Portante, a equagZc de recorréncia do método de

Newton—-Eaphson aplicado 2 problemas de analise estrutural fica

AU = €KX ¢P - A _CUD D,
e 3 Lot i : gf

~ext ~NL ~r

= U = U + AU
Lo &

~r+i s

Conhecido o© vetor de deslocamentos da iterag3o
anterior l;}r. & possivel calcular o vetor de ag®es ndo-lineares
.QNLC yrD e a2 matriz de rigidez tangente da estrutura gTC grj.
Através das equa¢gdes (85.13), determina-se a solugio l_:lr_d » mais
préxima da solugZoc exata do sistema de equagdes (5.12.
Procede-se assim, iterativamente, até ser satisfeito o
critério de convergéncia adotado. A FIGURA (5.2) ilustra este

procedimento, para o caso unidimensional.
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FIGURA 5.2 - O métode de Newten-Raphson tradiciocnal, aplicado

a4 andlise estrutural, no casc unidimensiocnal.

A convergéncia deste método & de segunda ordem,
porque envelve a fungZo y, e sua derivada primeira ET. &)
célcule e 2 inversZo da matriz de rigidez tangente em cada
iterag3o tornam este processo computaciocnalmente onerosoc, e em
problemas com muiteos graus de liberdade, podem inviabilizar a

sua utilizacZo.

Esta dificuldade pode ser superada coem © emprege do
método de Newton-Raphson modificado, embora com a sua adegdo,

se perca a propriedade da convergéncia quadratica.

5.2.2 - 0 método de Newton-Raphson modificado.

O métode de Newton—-Raphson modificado, daqui em
diante N-R m., consiste em se realizar o célculo e a inversi3o
da matriz de rigidez apenas uma vez no inicio do processo,
trabalhando-se com a matriz de rigidez inicial Eo em todas as

iteragdes. O algoritime de recerréncia fica sendo, entZEo,
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AU = (K ™D (P - A CUY ¥ 5
indk 3 ~ O ' 5 ~exl ~NL ~r
(5.14>
(= = U + AU
~r+1 b b
A utilizagi3o de uma matriz de rigidez inicial

constante 50 traz uma grande economia computacional em relagio
a solugd3o do sistema em (5.130, pols apenas torna-se
necessario realizar retrosubstitui¢®es sobre o vetor de forgas
desiquilibradas y. Todavia, deve-se considerar o fato de gue
devide a matriz de rigidez nZo ser atualizada © numero de
iteragdes devera ser maior. A FIGURA 5.3 mostra o

desenvol vimento deste processo para o caso unidimensional.

Pext K

Ko

i
AnL .An12 Anl3

4 — e e — e —

|
0| Ue Uy Uz Uz

FIGURA B5.3 - O método de Newton—-Raphson modificado aplicade a

anidlise estrutural, em sua forma unidimensicnal.

A convergéncia do método € de primeira ordem, porqgue
apenas se redefine o© vetor de forgas desequilibradas y. A
presenga de patamares pronunciados dentro da resposta estatica
da laje pode gerar uma convergéncia muite lenta com um nuUmero

indefinido de iteragtes.
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Atual mente encontram-se a disposigao varios
algoritmos, que visam a acelerar a convergéncia do méetodo de
N-E m., sem contude alterar sua estrutura fundamental. Dentre
estes se destaca o método Secante-Newton, desenvolvido por

CRISFIELD'} que seri abordade mais adiante.

5.2.23 - Critério de convergéncia.

Em wuma dada etapa de carregamento da laje,
considera-se que o©o método de N-R m. tenha atingide a

convergéncia, quando forem satisfeitas simultaneamente as duas

condi ¢Bes abaixo em uma dada iteragzo “r"

oy

: < 0,01

i AP 5. 15

I AU i
e < < 0,Mm

U

S o

onde:
[ ¥ I é& a norma euclidiana do vetor de desequilibrioc;
I AP I & a norma euclidiana do vetor de incremento de cargas;
I byrﬂ ¢ a norma euclidiana do vetor de incremente de
deslocamentos;
e l U I & a norma euclidiana do vetor de deslocamentoes.

~T

Quando © material chega ao esgotamento de sua
capacidade de oferecer esforgos resistentes que equilibrem o

carregamento externo, € sinal de que a laje atingiu a2 ruptura.

Este fatco ¢ detectado pele algoritmo, gquande n3o £
mais possivel satisfazer o primeiro critério de convergéncia
de (5.15), pois o vetor de desequilibrio y n3o pode ser
reduzideo a valores préximes de zero, por maior gue seja o

numero de iteragdes.

Estudos numericos realizados com o© modele aqui
desenvelvide indicam que, quando o numero de iterag¢gd@es alcanga
um valor maior ou igual a 2300, sem convergir, significa ques a
capacidade de resisténcia do material foi esgotada.

ESCOLA DE TNOGENHARIA
BIBLICTECA
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5.3 - Acelerag3o da convergécia. O método Secante-Newton.

5.3.1 - O incremente da Energia Potencial Total.

Antes de abordar o método de Secante—Newton
propriamente dito, € necessario tecer algumas considerag®es a
respeito da variagZc da Energia Potencial Total de um sistema

. . as
estrutural elastico naoc-linear .

Seja 1 a2 Energia Potencial Teotal de um sistema
estrutural elastico nZo-linear, discretizade em uma série de
elementos finitos, conectados entre si através de seus pontos
nodais. Considere-se que todas as cargas externas estejam
incluidas sob a forma de a¢des nodais egquivalentes no vetor de
cargas externas da estrutura P . A Energia Potencial Totzal

~exl
do sistema pode, ent3o, ser calculada pela expressio

0 =8 + 63y 05, 16D

E = JJJ e’ o av , ¢5.17>
v

e G & o potencial das cargas externas dado por

& =~ P . 5. 18)
~ ~ el

Seguindo-se a formulagfco do M. E.F., as grandezas
escalares Jl e E s3o fungdes do veter de deslocamentos nodais

U, logo

ney> = ECW - UT P . ¢5.18)

ext

E possivel, agora, analisar-se o incremento de Tl,
quando o vetor de deslocamentos U passa da configuragdo gr

para a configurag3o 9N1 através da expresszo
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= U + A &, (5. 20D

~r+1 R

onde cjr e o vetor que define a direg3o de incremento deos
deslocamentos, e Ar € um escalar gque contreola a magnitude do

passo dado na direg3oc & .

Expandindo DCE&+Ar§;) na forma de uma serie de

Taylor, chega-se a

N

MCU+ASD =TCUD + A g & + 1 A2 6" H & +
L rer Bt 5 r : ol 5 T ¥ ep- aep oaEp
£5.212
sendo g © vetor gradiente, cujo elemento genérico &
an
(gl = — , (8. 22>
% 8u J r

e l;lk & a chamada matriz Hessiana, cujo elemento genérico &

a°n
i I TN [ A . 5. 23
r

au  au
L J

Porém, recordando a equag¢do (5.18>, tem-se que

arl AE
Cgd> = - = — - (P xtJL (5. 242
¥ U ) r au “
v 1
O primeirc tecrema de Castigliano afirma dque a

derivada da energia de deformagZo E em relagfo a componente de

deslocamento U fournece a forga interna resistente associada a
L

diregfo “i", ou seja,

CA 2 = — . ¢B., 280
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Assim, resulta que
o T (&NL)r B 57 £ L5, BEd

© que significa que o vetor gradiente de [1 ¢ igual ac vetor de
forgas desequilibradas y, na posi¢3o 'r', porém com o sinal
trocado.

A matriz Hessiana & dada por

o°n &°E
CHDY = | —— = e " CB. 27>
X U oU | r U dU | r
i ] i ]

Contudo, substituilndo-se a equag¢Zc (5.25) em (5.27),

tem-se que

A D
CH D> = s, . 5. 28)
r

Escrevendo o incremento da forga resistente na
diregao "j", dCANLDJ para um incrementoe ne vetor U, dU,

resulta gue

N
dCA D = Z st | 5. 29D

Para um vetor dlU onde todos os incrementos sZc nulos, exceto

=

para du , tem-se
L

oA D
ACA 3 = —am T gy . 5. 300
NL aU L

L

Observando-se a equagdo (5,300 e considerande o

teorema da Reciprocidade de Maxewll, checa-se a

BER s ¢5.31)

T aU
;

onde (KTD” ¢ o elemento "ij" da matriz de rigidez tangente da
15}

estrutura.
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Assim, conclui-se que a matriz Hessiana é igual a
matriz tangente da estrutura analisada, ou seja,

simbolicamente tem-se que

B
@r = CgTJ = — ; C5B: 321
g U ou :
5.3.2 - Determinagfo dos aceleradores de convergéncia.
@) método Secante—-Newton permite acelerar a
convergéncia do método de N-R m., podendo ser derivado de

forma simples através do conceito de Energia Potencial Total e
do estabelecimento de uma relag3co geoméirica secante de uma

forma generalizada.

Considere-se iricialmente o metodo de N-E m.

expresso na forma

» P
AU = A & =-A K'g ,
~T r A r ~oc r
(5.3
= =U + AU.
~r+1 b ¢ 3 -

O escalar Ar ¢ normalmente tomade como igual a
unidade em todas as iterag¢tes. Contudo, em alguns preblemas
que envelvem a fissuragd3c do concreto pode ser vantajoso
realizar—-se um processo de procura de um valor otime para o

escalar A .
r

O Principio da Minima Energia Potencial Total
estabelece que em um sistema estrutural elastico nZEo-linear,
sob a agZo de um carregamento externo conservaitivo, a
configuragio de deslocamentos correspondente ao equilibric

deve ser tal que minimize a Energia Potencial Total.

Assim sendo, na iteragdo (r-12 o valeor &timeo para o
escalar Ahd pode ser encontrado a partir da aplicag3do do
Principio da Minima Energia Pontencial Total na busca do vetor
de deslocamentos nodais yr, que fornega a configuragfo de

equilibrio para o sistema.



Seguindo-se a forma da equagZo (5.33), o vetor U &
ik o

dado por
U = U + A & i (5. 34D
ey ~r—d r—d. e

e a Energia Potencial Total na posigdc "“r'" pode ser obita

atraves da seguinte expansio em série de Taylor

ncu> = NCy_ > + g’ + 1 A% 8T K> 8
ot & o e | r—1i g weped —8—— powd  Sepasd” A ped sipet
CB. 35
O valor de APJ que torna ﬂ(gr) um minimo &
calculade através da expressio
orl
—_— + A & K> 6 =0,
ey Er—1 =~p-i r-1 ~r-1 ~T r-1 ~r-1
“re1 CB. 36D
donde provém
T
By e
A= - /= ; CEL @7
: S CK.D

~r-1 ~T r-1 ~r-1

Para se evitar o calculo e a2 meontagem da matriz de
rigidez tangente KT nesta iteragio, & possivel fazer a

seguinte aproximagdo

(KD = = =i (5. 381
C]-:-'r P—1 ér—:l t’:gr E:)(rﬂl'. tr =
conforme esta ilustrade na FIGURA (5.40, para o© caso

unidimensional.



o
~J

Pext (K, "

8 ¢

. o

FIGURA 5.4 - Método Secante-Newion: aproximagZo da matriz IS'r'

Substituindo-se a aproximagio da equagde (5.38) na
equagio (5.37), chega-se a

Existe uma certa continuidade ne escalar A, que
r

contrela o tamanhe do passo na diregZe &, tendo-se A < 1,0
r T

para uma resposta estatica com rigidez crescente e Ar - S N6

quando a rigidez vai diminuindo.

Conseqglientemente, ao invés de calcular um novo
escalar A para a iteragZo 'r'", gque exigiria o calculoc de um
r
novo vetor de forgas desequilibradas g 4 ° escalar A 4 pode
r+ : iy

ser utilizado para acelerar a préxima iteragio, fazendo-se

gl 6
A B o s e CS. 40D
r T

Do &

ey 4
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Segundo CRISFI EL.D‘? esta aceleragfoc de primeira
ordem nZo ¢ muite estavel. Un esquema de segunda ordem

envol veria

& = A 6 + B & s €5, 410
~r r ~p y M=y
-
onde A ¢ calculade segundo (5.400, ér e © vetor de
- =

incremento de deslocamentos resultante de uma iteragZo do

meétodo de N-E m. em sua forma usual.

O escalar Br = determinadoe considerando-se a

generaliza¢io da relagfo secante mostrada na FIGURA (5.5).

9

ar-1 ‘
gr-i~gr
ar
(o] Ur-i Ur ‘\Ur+l ™~ U
| Br- b 6'»
1 1 1
FIGURA 5.5 - Método Secante-Newton: relagzo secante.

Por semelhanga de tri&nguleos, segunde a FIGURA

(5.5, tem—-se que

r “r CB. 42D

r-1 r Py



Uma relag3o vetorial generalizada seria dada por

T
4 = - 5 s 3
o ér-l 9, C5. 430

Substituindo a equagZo (5.41) em (5.43), tem-se que

C A B @ B E D% = = ‘5. 44D
r o~r r o ~r-1 Lr i Qr , C5. 440
logo
6T g 6-'T e
r-1 ' g ~r r =
B — — - A C5. 45>
r T r T
(] é -
Mgt Hp e gy r
Considerandeo gque

g = 9., * t C5. 46>

S Y
e gt 1 Lokt & =
B = A 1 — — 1 . C5.47)
r r 6'1'
Sr-t Ly
5.2.2 - O metodo Secante-Newton
&) método Secante-Newlon consiste, ent Zo, na

aplicag¢Zo em cada iteragZfo do seguinte conjunte de férmulas

5 = A& B B
L of R r o gt |
s
= U = U 5 & (5. 480
b= ol =g

onde A e B s8o fateres de acelerag33o da convergéncia
T T

calculados por (5.48) e (8.47), respectivamente , e

(5. 49D
sendo gr = CA D> - P
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Este método possui as seguintes propriedades:

(1> = Sem empregar diretamente um processce de
extremizag3do de ﬂr na 1terag3c 'Yr'", ¢é introduzida uma
amplificagZo do passoe na direg3o é: com base na minimizagio de
ﬂhd. economi zando-se assim o calculeo do vetor de
deseguilibrio grﬂ:

20 = O método satisfaz a relagZo secante
generalizada (5.43), sendo que para problemas unidimensicnais

coincide com o método da secante em sua forma usual.

Comparando-se com o© método de N-R m. surge a
necessidade de se armazenar dois vetores extras, quais sejam
g,.., © é . O= calculos adicionalis envolvem apenas uns poucos

- o

produtos internos de vetores para a determ nagZo de A e B,
r r

cujo custo computacional € desprezivel.

Devido a estas caracteristicas o método revela-se

significativamente mais rapide que o método N-E m.. Contude, a
experiéncia numérica tem mostrado que, em algumas
circunstancias extremas, a iterag@o acelerada de (5,48

torna—-se menos eficiente que o métode N-R m. comum ¢ com Ar =

1,0 B = 0,0 D,
r

Estas circunsténcias ocorrem quando o© escalar B
torna-se grande se comparado com A . Neste cascoe, € necessarico

interromper ¢ processc de aceleragio, adotando-se a iteragi3o

N-R m. usual, sempre gue

2

Ny

onde o limite R & estabelecido como igual a 0,40.

Ne capitulo seguinte é feito um estudo comparative
entre os resultadeos obtidos pelo métode N-R m. e pelo método

Secante-Newton.

5.4 - Descri¢3o do algoritmo implementado.

O algoritme utilizadoe neste trabalho consiste na

combinag3o de um processo incremental com um método iterativo
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de ajuste de equilibrio em cada etapa de carga.

A carga total a ser aplicada sobre a estrutura ¢
divida em um certo numero de partes iguais, obtendo-se assim ©
vetor de incremento de carga AP, ou seja,

~exl

AF = _N_ f C

~

U]
U]
[y
v

etap

onde P & o vetor de cargas externas total e N e o
~ext etap

numerc de etapas de carga que serZo aplicadas a estrutura.
C wvetor de cargas no final de cada etapa E:‘.' (=)
obtido adicionando-se o vetor de incremento de carga Alj' ao

vetor de cargas da etapa anterier P . isto e,
SRR

Cada etapa do processo de carregamento inicia com um
deseguilibric AP entre o vetor }'_:’l e o vetor de agdes nodals
nao-lineares C._«E\NLJ_L ; Portanto, deve ser empregado um
processo iterative que permita determinar © vetor de
deslocamentos nodais U, para o qual seja estabelecido o
equilibrio entre cargas externas e esforgos internos. No
algoritmo implementadeo, pode-se escolher entre o método de
Newton—-Raphsen modificado e o método Secante—-Newion, para se
chegar a configurag¢gZo de equilibrio dentro de uma precisio

pré-fixada.

Assim, torna-se possivel obter diversos pontes
pertencentes 2 histdéria de carga da estrutura, e com eles
tragar uma curva carga-deslocamento, que se aproxima da

resposta estatica reazl da laje.

Incrementando-se o vetor de cargas sucessivamente,
atinge-se uma etapa na qual se esgotard a capacidade do
material de equilibrar com as a¢®es internas o carregamento
aplicado, ocorrendo, ent3o, a ruptura. Desta forma, pode-se
estabelecer uma estimativa para a carga limite da laje, que
deve situar-se entre o dltimo valor para o gqual houve

convergéncia e aquele no qual nZo fei mais possivel
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alcangar-se uma configurag3o de equilibrio. Quanto menor for o
incremento de carga AP, melhor ser&d a estimativa da carga de

ruptura.

A FIGURA 5.6 ilustra, para o caso unidimensicnal, o

procedimente acima descrito.

Prupt b
.\ﬂUPTURA

FIGURA ©.6 - O algoritmo incremental -iterativo.

A seguir, na FIGURA (5.7), ¢é& mostrade o fluxograma
do algoritmo incremental iterative, que & empregadoe para a

analise n3ao-linear estatica de lajes de concreto armado.
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6 - APLICAGCAO DO MODELO

6.1 - Introdugio

Os exemplos apresentados neste capitule servem para
comprovar experimentalmente a validade de modele tedrico
desenvolvido até aqui, bem como para ilustrar as diversas

possibilidades de sua aplicagZo.

Inicialmente s3Fo realizados estudos comparativos
entre os resultados numéricos gerados pelo pregrama e o
comportamento experimental de trés lajes ensaiadas por outros

autores.

A seguir ¢ feita uma analise sobre os efeitos
produzidos por diversos parametros de entrada do programa nas

respostas fornecidas pelo modelo.

Finalmente procede-se a uma avaliagZo das relagdes

carga-deslocamento obtidas para quatro lajes projetadas
. 2 P "

segundo os critérics da NBE-6118", estudando-se a influéncia

dz esbeliez e das condig¢®es de contorno.

E.2.1 - Laje de McHNEICE

Uma laje gquadrada, apoiada apenas em seus quatro
cantos e submetida a uma carga concentrada no centre foi
ensaiada por JOFRIET e McNEICE?? Este experimentoe tem sido
utilizado por diverses pesquisadores, para testar modelos

numéricos para o comportamento de lajes de concreto armado.

A geometria da laje, a disposig3io das armaduras e a
malha de elementos finitos empregada na anadlise s3o mostradas
na FIGURA 6.1. As propriedades mecanicas dos materiais que

foram adotadas se encontram na TABELA 6.1.
75



‘Y
UNIDADES : ¢m MALHA E.F
' r | APOQIO
| 7 8 l’ 9
o
r._‘
nﬂ 4 5 6
<
| 2 .
% ARMADURA - ——
2 NO' 2
/-""‘m-\\ _,}.th
£ N
E \i Asu = 2‘82 sz/m
“l \
Ly - Agy = 2,82 cm? /m
o SN
+ D&
L 45,72 L 45,72 3
1 i 7
SECAO TRANSVERSAL
-4—+ CAMADAS :
" N
¢ Ml CONCRETO = 10
d’“ 38} B
1+ £ £ I Y R ey =TT Aco = 2
FIGURA 6.1 - Laje de McNEICE
f
[ Propriedades dos Materiais
Concreto Ago
E = 2.8680,00 kN em® E_, = 20.000,00 kN em?
co s
v = 0,15 = 0,00
2 nE 2
f = 3,80 kN cm fy = 41,34 kN-cm
e
£ = 0,38 kKNsem®

TABELA 6.1 - Propriedades dos materiais: laje de McNEICE

76
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A FIGURA 6.2 permite comparar a curva experimental
carga-deslocamento para o ponte x = 7,62 cm e y = 0,00 (nd 2),
com os resultados obtidos para os diversos tipos de abordagem

do problema.

20.0
17.5 -
15.0 L P - - -0t
- ’v
= -
2125 4 A
=
S-100
D
2
L=
© 75+ —— — Experimental
| - Agmcs deslocdveis
: — - eomatrize lineor
50- A —©— — Geométricc ndo—lineor
| — Apoios fixos
=gJ= = Ceomﬂtr:vo linear
2.5 —-A- — Geomsétrico ndo—linear
0.0 + T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 T.28 1.50

Deslocamento w (cm) no ponto x=7.62 e y=0.00

FIGURA B.2 - Curvas carga-deslocamenteo: laje de= MCNEICE
Apds a fissuragdo a superficie neutra da laje
desloca-se para cima, entido o plano médio passa a ser
tracionade, sofrende uma expansZo e empurrando os apoios nos

cantos para fora.

Se os aperics forem fixos, impedinde a laje de
dilatar-se, surgem esforgos normais de compressic que
restrigem a fissurag3io da laje e acabam por tornar a sua
resposta estitica mais rigida. Quando a nZo-linearidade
geométrica n3o ¢ considerada, este efeito enrijecedor fica

superestimado.

Estes resultados estio de acordo com aqueles cobtidos
por OWEN?? e também por MEHLHORNZ*
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6.2.2 - Laje S1 de TAYLOR

Com o objetivo de estudar a influéncia da corientagi3o
das armaduras no comportamento de lajes de concretce armado,

TAYLOR et all:i?®

apoladas em todoe © contorno e sob carga uniforme. A laje

ensaiaram duas lajes quadradas, simplesmente

designada por &1 possuia armadura nas dire¢gdes paralelas aos
. =
lados e na laje S6 a ferragem formava um angulo de 45 com as

laterais.

A geometria da laje S1, a disposig¢3o das armaduras e
a malha de elementos finitos wutilizada na analise s3o
indicadas na FIGURA 6. 3. As propriedades mec&nicas dos

materiais que foram utilizadas aparecem na TABELA 6.2.

Y
UNIDADES : ¢m 1 MALHA E.F
_‘V |
’
7 8 9 \NO 40 - LIVRE
bt 4 5 6
o
‘ | 2 3
A ARMADURAS * &
PG |
n ¢ E Agy = 2,81 cm?/m
& ( \LINHA DE APOIO
i \ Agy = 2,35 cm2/m
A e

T 91,5 L 91,5

=
-
-k

SEGAO0 TRANSVERSAL

CAMADAS
o
omeal | Al | CONCRETO: 10
o | —-= —
__________ AGO = 2
. LI LI S e e SR,
Asg

FIGURA 6.3 - Laje S1 de TAYLOR
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Propriedades dos Materiais

Concreto Ago
E_ = 3.242,00 kN/cm? ., = 20.691,00 KN em?
» = 0,18 E = 3.000,00 KN em?
= 3,80 kNsem? £ = 37,58 kN-cm?

= 0,38 kNsem?

n
<

TABELA 6.2 - Propriedades da laje S1 de TAYLOR

Estes experimentos foram conduzidos com a
possibilidade dos cantos da laje se levantarem. A laje foi

apoiada sobre roletes com movimento livre no plano xy.

O grafico da FIGURA 6.4 mostra a relagio entre a
carga total aplicada sobre a laje em kN e o deslocamento
vertical w no ponto central em em. A comparagdo das curvas
obtidas pelc modele permite avaliar a importiAncia do
comportamento nZo-linear geométirico mesmo quando a laje n3o

esta4 horizontalmente restringida.

O efeito da nZEc-linearidade geométrica pode ser
observade claramente na FIGUEA 6.8, onde se encontra a
evoluc3c do deslocamento na direg3o X, de um ponte situadoe no

meio do bordo lateral da laje a medida em que a2 carga vertical

sobre a laje aumenta.

Devido a propagagZo das fissuras o deslocamento u
inicialmente cresce para fora da laje, poréem o efelito
nao-linear geométrice faz com que este ponto seja ‘'puxado"

novamente para dentro. Este fato ja foi observade por ARNESEN

et atlit.
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= 100.00 —
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o
E J
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e
S 50.00
7 —— — Experimental
= Mogdelo:,
—-&— ~ Geométrico linear
-e— — Gspmétrice ndo-linear
C.00 - T 7 T T - T T T T T T
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 6.00

FIGURA 6. 4

150.00

Deslocaments w (cm) no centro de place

— Curvas carga-deslocamento: laje Si de TAYLOR

4
2 |
= - §
E |
[+4] J| ¢ S -

| —— e

2.100.00 ~ ¢ -
] m £ o

| -~
. | ! -
T B
[a] 4
v - Ie L

~
o 4 d« '
B | 4
2 50.00 -»
s 1
- B — Modelo:, )
O -A- — Geomegtrico linear
-8~ — Gesomeétrico nao—linear
0.00 + T T T T T T T T T
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50

Deslocamento u (mm) no ponte x=¢1.5 e y=0.00

FIGURA 6.5 - Nan-linearidade geométrica: laje S1 de TAYLOR
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6.2.3 - Laje S6 de TAYLOR

A laje SB de TAYLOR possui basicamente a mesma

geometria da laje S1, porém sua armadura se encontra inclinada

(=]

45

6.3 estZo indicadas as propriedades mecénicas dos materiais

i

em relagic aos lados, conforme a FIGURA 6. 6. Na TABELA

para este exemplo.

|

UNIDADES : cm MALHA E.F
’
7 8 9 \JO 40 - LIVRE
0, & S 6
() PG |
K+| 2 | 3
- ARMADURAS T .
0 X
As -45° = 2 35 cm2 N
| m
0| \LINHA DE APOIO
o
] .
"W
\As+45°r 2,01 cm?
m
_".'—
by 91,5 L 91,5 L
1 a 1
SECAO TRANSVERSAL
o
CAMADAS :
o o & Ag+45°
o ma _L s CONCRETO = 10
o, /
T e === AG0: 2

FIGURA 6.6 - Laje S6 de TAYLOR

ESCOLA D ENGENEAI
BIBLIOTECA
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Propriedades dos Materiais

Concreto Ago
E__ = 3.242,00 kN em? E_, = 20.601,00 KkN/ems
v = 0,18 , = 1.3870,00 kN eme
s
. = 3,80 kN/em? £, = 42,03 kN em?
; = 0,35 kN/s::m2 .

TABELA 6.3 - Propriedades da laje S6 de TAYLOR

A curva relacionando a carga total sobre a laje em
kN com o deslocamente vertical w no centro em cm € mostrada na
FIGURA 6.7. Os pontos obtidos numericamente apresentam uma boa

concordé&ncia com os resultados experimentais.

150.00
2 100.00
= -
3 1
° 1
o |
E‘ |
S 50.00 4
v —— — Experimental
- Mcdelo:’
—A- — Geométrico linear
-8— — Geométrico nBo-linear
0.00 b i BB 4 T T 1 1 1] | i 1 ]
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 8.00

Deslocamento w (cm) no centro da placo

FIGURA 6.7 - Curvas carga-deslocamento: laje S5 de TAYLOR



Na FIGURA 6.8 ¢é feita uma comparagZce entre os
resultados obtidos pelc modele para as lajes S1 e S6.
Observa-se que a laje S6 apresenta-se mais rigida apds a carga
de fissurag3o. Este fato pode ser explicade através da TABELA
6.4, que mostra a eveolugZo da dire¢Zc de deformagdes
principais 61, para a camada mais tracionada do ponto de

integrag3o PG1 indicado na FIGURA 6.2 ¢ x = 3,44 cm, y = 3,44

cme z = 2,30 cm D.
150.00
4 b
o o T
= 100.00 - FA
= - -
- o -
o // -
Al #
E * A
/
S - A
-~
§ - cf)
S 50.00 4 #
| /
' - Modelo geométrico nSo-linear
44 -0- — Loje S1 — ormodura o 90
/ -A- - Loje S6 — ormadura o 45°
1!
.P
0.00 -+ , . : , . 1 v : , 1
0.0C 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 6.00
Deslocomento w (ecm) no centro do place
FIGURA 6.8 - Compara¢dc das curvas carga-deslocamentc
Laje =1 Lzje S5
Etapa Carga 1 g1
CkND Cgraus dec.D Cgraus dec.D
1 10,00 -39,74 -45, 00
e 20,00 -39, 80 -45, 00
3 30, 00 -39, 82 -45, 00
4 40,00 -42, 39 -458, 00
5 50,00 -44,37 -45, 00
6 60,00 -47,40 45,00
7 70,00 -49,74 45,00
2] 80, 00 ~71, 03 45,00
a a0, 00 71,00 45, 00
10 100, 00 -70,68 45, 00

TABELA 6.4 - Direg¢d®es principais de deformagZo nas lajes S1 e S6
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6.2 - Estudos paramétricos

6.2.1 - Introdugzo

Com a finalidade de avaliar a influéncia de diversos
parémetros de enirada do programa nos resultades fornecidos

pelo modelo foram desenvolvidos os testes que se seguem.

Os estudos comparativos feoram feltos com base nas
respostas obtidas durante a an&lise de uma laje armada em uma
s6é diregdo com 2,00 m de vZo, 1,00 m de largura e 8 cm de
espessura. O carregamento é formade  por duas cargas
linearmente distribuidas C(kN/m), que atuam a 0,50 m dos

apoios.

Na FIGURA 6.8 estZo indicadas a geometria da laje, a
disposigdo das armaduras e a malha de elementos finitos
empregada nos estudos numéricos. As propriedades mec&nicas dos

materiais que foram utilizadas sZo mostradas na TABELA 6. 5.

6.3.2 - Tipo de integrag¢3o numérica

Conforme ¢ aescrito no capitule 3, as integrais de
superficie gque surgem na obtengZo da matriz de rigidez do
elemento, bem como na avaliagZo do vetor de agdes neodails
nac-lineares, s3o calcul adas numericamente atraveés da
quadratura de Gauss-Legendre,

) . ©,37,38,3¢ -
Muite tém sido escrito sobre o efeito

enrijecedor gue uma integragdo numeérica exata, com 3xZ pontos
de integracZfo, provocz em elementos de placa isoparamétricos
guadraticos baseados, na Teoria de Placas de Mindlin., Solugdes
alternativas tém sido empregadas adotando-se uma integrag3o
seletiva, com 3x3 pontos de Gauss para os termos de estado
plano e de flex3o e com uma integragio inexata com 2x2 pontos
para o©os termos de corte; ou em forma simplificada,

utilizando-se 2x2 pontos para todos os termos.
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\/_Asx = 2,51cm?/m

FIGURA 6.9 - Laje armada em uma s¢é direg3o

! Propriedades dos Materiails
Concreto Aco
E = 2.840,00 kNscm® E_, = 21.000,00 kN-cm?
co
v = 0,20 E, = 0,00 kN em?
s
r = 1,85 kN/em® f = 50,00 kN ecm?
c Y
ft = 0,18 kN/-.:m2

TABELA 6.5 - Propriedades dos

materiais:

estudos paramétricos



Para a laje em estudo, cuja rela¢3o entre o vic e 2
espessura é igual a 25, a FIGURA B6.10 mostra que a integracgZo
numérica adotada pouce influi nos resultados fornecides pelo
modelo. Porém, observa-se que a integrag3o seletiva produz
resultados intermediarios, compreendidos entre a integragdo
exata e a reduzida. Em lajes mais esbeltas C(L-h > 40 O, a
integrac¢3o exata dos termos relativos ao corie pode causar um
enrijecimento espurio, devendo-se preferir, portante, uma

integra¢@o numérica seletiva.

20.00
= -~
| ”
] -]
15.00
2 ]
~ z
=
2 i
a -
§ 10.00 -
LY
£ -
o g
E‘l -
9
@ i Integrag8o Numérica:
.00 —4&— — Exote (3X3)
-‘ —— - Seletiva (3x3-2x2)
i -e- - Reduzida (2x2)
3.0:) T T T ] I I E2
C.0C 0.50 1.00

T 1
1.50 2.00 2.50
Deslocomente w (cm) no centro da laje

FIGURA .10 - Efeito da integragdo numérica

6.3.3 - Resisténcia & compressio do concreto

O grafico da FIGURA 6.11 revela que uma variag3io de
20%, para mais ou para menos, da resisténcia a compressZo do
concreto praticamente nIo interfere na resposta

carga-deslocamento fornecida pelo modelco.
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0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50
Deslocomente w (cm) no centro dao laje
FIGURA 6.11 - Influéncia da resisténcia a4 compressZo do
concreto
6.3.4 - Resisténcia & tragZe do concreto
O concrete & um material gue apresenta uma baixa
resisténcia sob tens®Bes de tragZo. Este fate origina o

surgimentoc de fissuras na zona tracionada de lajes submetidas
a flexzZo, © dgue proveca redugic da segdo transverszal
resistente, diminuinde a rigidez, resultande em um aumento deos

deslocamentos.

A resisténcia & tragZo do concrete influi no valor
da carga de fissurag¢3io, a partir da qual os deslocamentos
crescem de forma acentuada, afastando-se notadamente de um

comportamento elastico linear.

A FIGURA 6.12 mostra que uma variag3o de mais ou
menos 20% no valor da resisténcia a trag3o do concreto produz
uma alteragio sensivel na curva carga-deslocamento gerada

através do modelo.
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FIGURA 6.12 - Influéncia da resisténcia a trag3o do concreto.
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FIGURA 6.13 - Influéncia do médule de deformagZo do concreto



B.3.5 - Mddulo de defrrmagZo-longitudinal do concreto

Aumentando-se ou reduzindo-se o médule de deformagi3o
longitudinal do concreteo Eco em 20%, o©ocorre uma pequena
variagZo na curva carga-deslocamento, mantendo-se praticamente
paralelas entre si as trés curvas. Iste pode ser observado na

FIGURA B6.13.

6.3.6 - Algoritmo de solugZc do sistema de eguagdes

nao-lineares

Da aplicagio do Método dos Elementos Finitos na
anilise nZo-linear fisica e geométrica de lajes de ceoncreto
armado, resulta um sistema de equagdes de equilibrio
ndco-lineares a ser resclvido, conforme foi mostrade no

capitulo 3.

O processo de solug3io do sistema de equagdes de
equilibrio implementado inicialmente foili o método de
Newton-Raphson modificade, com matriz de rigidez na origem
mantida constante em todas as etapas de carga. Este processo
mostrou-se demasiade lente na busca da configurag3co de
deslocamentos correspondente ao equilibrio. Como alternativa,
foi utilizade o mélodo Secante-Newton, desenvel vido por

CRISFIELD'Y, gue se encontra detalhado no capitule G.

Na TABELA 6.6 encontra-se a evolug3o do deslocamentio
vertical w no centro da laje e do numero de iteragdes
necessarias para atingir a convergéncia a medida gque a2 carga
cresce. Observa-se que (= méetodo Secante-Newtlon produz
basicamente os mesmos resultados que o método Newton-Raphson
modificado, porém o numero de iteragdes dispendidas pelo
primeiro para alcangar a convergéncia ¢ muito menor ,

notadamente apds a carga de fissuragl3o (entre 4,0 e 5,0 kN/mD.

O tempo relativo de processamento utilizado pelo
métodn Secante-Newton € apenas 30% daquele gasto pelo método
de Newton-Raphson modificado. O método Secante—-Newton
revela-se tantoe mais eficiente, quante mais intensa for a

propagag3o das fissuras ao longo da laje.



Newton-Raphson Secante-Newton
modi ficado

Etapa Carga w Iter. w Iter.

CkN/mD Ccmd Cemd
1 1,00 0,02 S 0,02 5
o 2, 00 0,04 6 0,04 5
3 32,00 0,06 6 0,086 =
4 4,00 0,08 6 0,08 85
=] 5,00 0,17 60 0,17 ie
6 6, 00 0,29 89 0,29 37
7 7,00 0,44 113 0,44 39
8 8,00 0,60 174 0,80 74
=] 9,00 0,75 149 0,75 43
10 10,00 0,91 151 0,91 41
11 11,00 1,07 182 1,07 44
iz 12,00 1,22 196 1,22 28
13 13,00 1,38 187 1,38 67
14 14,00 1,858 208 1,55 =}
18 15,00 %7 178 1,72 7
16 16,00 1,85 167 1,85 56

TABELA 6.6 - Comparag3o do algoritmos de solug3o.

6.4 — Comparag3o com os critérios da norma NBR-6118

8]

4.1 - Intredugdo

No projeto de edificios em concrete armado ocorre
com freguéncia a situagZo de se ter que adotar, por razdes

jes de um

1
0

nstrutivas, uma mesma espessura para todas as

{

la
vimento. Se os vEos nao forem muito grandes, o

e,
v

dimensicnamento destas lajes segundo os critérios da norma
. ! 2
brasileira NBE-6118", terid como resultade uma taxa de armadura

minima.

Conseqientemente, o que diferenciarad o comportamento
de uma laje em relagZfoc a outra, scb uma mesma carga de
servigo, serd a esbeltez A, neste trabalho definida como sendo

a razido entre a média dos lados e a espessura da laje.

Com o objetivo de comparar os critérios de projeto

para lajes de concreto armado prescritos pela noerma NBR-6118,



com © comportamento previste através de modeloe desenvel vido
neste estudo, foram elaborados os exemplos das lajes L1, L2,

L3 e L4 que se seguem.

B5.4.2 - Descrigi3o dos exemplos

As lajes sZHo gquadradas, possuem todas 8,0 cm de
espessura e foram projetadas para uma carga de servigo de 4,00
kN m?°. No seu dimensiocnamento foi empregado um concreto com
resisténcia a compress3o caracteristica fck. igual a 1,80
kN cm® (15,0 MPal), e o ago ¢ do tipo CA-60 B. A altura util

"d" adotada foi de 7,0 cm.

Nestas condi¢®es, fazendo-se variar a esbeltez A\ de

20 até SO, obteve-se em todos os cascos a taxa de armadura

minima p o prescrita pela NBR 6118, que ¢ igual a 0,15%.
mau
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FIGURA 6.14 - Aspectos geométricos da laje L1



A FIGURA 6.14, contém os aspectos geoméirices da
laje L1 € X = 20 D, indicando-se a malha de elementos finitos
e a divisZe da espessura em camadas, que foram mantidas
constantes para as demais lajes. Na TABELA 6.7, encontram-se
as propriedades mecAnicas dos materiais que foram utilizadas.
Em todos os exempl os foi considerado o compertamento

nZo-linear geoméirico da laje.

O diagrama tensfo-deformagZo utilizade para o ago
CA-B80 B foi aquele indicadeo pela NBE-6118, sem a adogio do

patamar de escoamento, conforme a FIGURA 6.15.

Definido-se a deformagZfo limite de proporcionalidade

por

Bp B B;7 —te CH.1D

s1
e a deformagio convencional de escoamento come sendo

AT
ey = Y + 0,002 , 6.2
E

s1

a2 equagic constitutiva para um agoe do tipo B sera dada pela

expressio

o =E &
)< <
s s1 s , quando O= £_ = sp. e 3
e pela férmula
: [z h o —
o = £ [ R+ 9+ 45 £ - 0,49 , gquandoe & > £ , (B, 4D
€ Y c s P
onde
F &
A =0,70 - 22,8 —X ) (6.5
E

s1

6.4.3 - Comparagao dos resul tados

A norma NBR-6118 permite em seu item 4.2.3.1, que o

cilculo de deformagdBes por flexZo em lajes seja feito no



Propriedades dos Materiais

Concreto

Ago

. 840,00 kN-em?

E =2
co

v = 0,80

-~ = 1,85 kNscm?
c

f = 0,19 kNsem®

I

21. 000,00 kN/em?

60, 00 kN cm?

do tipe B

1

‘I} =0, {\’

TARELA 6.7 - Propriedades dos materiais: lajes L1,
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FIGURA 6.15 - Diagrama tensZfo-deforma¢fo para o age do tipo B



"Estadio I", adotando-se no caso de ag®es de curta durag3o, o

médulo de deformag®@o secante do ceoncreto Ecs. dado por

sendo ECD o médule de deformag3c na origem, igual a

Eco = BBOO ¥ f 6. 72

=y

onde fc' € a resisténcia a compressZc média do conecreto aos

"j" dias de idade, podende ser estimada através da expressio,

£ = f + 3,5 MPa. (6.8
cj ck

Segundo BAEES? a flecha w no centro de uma laje
guadrada de vZc L, sob uma carga uniforme p, espessura h e
coeficiente de Poisson igual a 0,20, pode ser calculada pela

férmul a

A TABELA 6.8 permite comparar o valer da flecha w no
centro da laje calculade através da equagific 6.8, com aqueles
fornecidos pele modeleo, quando se considera apeios deslocavels

ou fixos no plano, para as lajes L1, L2, L3 e L4.
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Laje L A ja. w w .
s o Elast Desl Fixo
Cmd CkNs/m" D Cemd Cemd Cemd
1,60 20 4,00 O, 0084 0, 0082 0, 0089
L2 2,40 20 4,00 00,0474 00,0449 0,044
L3 3,20 40 4,00 0,148 0,1421 0,141
L4 4,00 50 4,00 0, 3652 1,0714 00,4732

TABELA 6.8 — PrevisZo da flecha w: NBR-6118-B2 x Mcodelo.

Considerando-se que © modelo desenvolvido até aqui
inclul o comportamentoc nZo-linear fisico e geométirico da laje;
pode-se afirmar que ele representa uma melhor aproximag3o da

realidade do que 2a expressZo 6.8, que baseia-se em uma

formulag3io elastica linear.

A partir desta premissa, €& possivel concluir que as
carga-deslocamento

até

lajes analisadas apresentam uma relag3o

muito préxima da prevista pela Teoria da Elasticidade

ser atingida a carga de servigo, para uma esbeltez A variando

entre 20 e 40.

Para uma esbeltez A préxima de 50,

caracteristicas acima mencionadas podem comegar a apresentar
t

fissuras, que fazem com gue sua resposta estatica se torne

menos rigida e se afaste daquele modelo elastico linear.

confinamento oferecido pelas lajes e vigas

i

— o

situadas no conteorne da laje em estude for considerado, o

comportamento da laje velta 2 se aproximar do regime linear,

pois esforg¢gos normais de compress2o, contidos no planc meédio
da laje passam 2 impedir a expans3o da fissuragZ3o.

6.4.4 — Curvas carga-deslocamento

Com a finalidade de permitir uma melhor comparag3o
entre a previsZo de flechas recomendada pela NBR-6118 e aquela
nas

obtida através do modelo nZo-linear, publica-se a seguir,
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FIGURAE de B.16 a 6.19, os graficeos contende as curvas

carga-deslocamento para as lajes L1, L2, L3 e L4.

15.00 »
1 /
L
- -‘Ir.’
‘.u".
= 10.00 - //
E
\ -
z
e -
n =
[*)
2 -
3
5.00 / Corgo de servico: 4,00 kN/m2
i —— — Eldstico linsor
i NBo—linsar: P
-+ —e— — Apoics deslecaveis
| —-A— — Apoios fixes
DOO 1 T T T T T T T T T
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

Deslocamento w (cm) no centro do placa

FIGURA 6.16 - Curvas carga-deslocamento para a laje L1.
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FIGURA 6.17 - Curvas carga-deslocamento para a laje LZ.
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FIGURA 6.18 — Curwvas carga-deslocamente para a laje L3.
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Fig. 6.19 - Curvas carga-deslocamento para a laje L4.



7 - CONCLUSBES

A finalidade desta dissertagZc foi desenvolver um
modelo para analise lajes de concreto armadeo através do Método
dos Elementos Finitos, que considerasse o© compertamentoe
mecanico nao-linear dos materiais, a possibilidade de
ocorrerem grandes deformag@es e a influéncia das condig¢Bes de
contoerne no plano. Esta formulagZo deveria permitir tragar,
desde o inicio do carregamente até a ruptura, a resposta

estatica nZEo-linear da laje.

Durante a elaborag¢Zc deste trabalho feoi possivel
chegar-se a2 umza série de conclus@ies gque serZo expostas a

seguir.

No que se refere ao M. E:F. , o elemento
isoparamétrico quadratico, de oito nés, da familia Serindipity
comprovou o© seu bom desempenho jA& descrito em outras

publicag¢®es semelhantes.

Quante & integrag¢gZo numérica, ¢ aconselhiével adotar
um processo seletive com 3x2 pontos de Gauss para os termos de
estade plano de tens®es e flexo-torg3o de placas e com 2x2
pontos para os termos do corte. Este procedimento permite, no
cdlculo das agd®es nodais nZo-lineares, avaliar o comportamento

ls,

i

meclénico do material em um maior numero de pontos amostir

sem contudo superestimar a rigidez ao corte.

O modelec para o material composte concrete armado

merece as ponderagdes que se seguem.

O modelo para o concreto como um material isotrdépico
nIZo-linear de comportamento fragil na trag¢3oc revelou-se por
demais simplificado. A rotagic sempre para a direg3oc de
deformag®es principais, sem considerar a direg2o das fissuras,
exige um numero muito grande de iterag®es até estabelecer-se o

equilibrio. Talvez seja mais conveniente adotar o© modelo

98



nZo-linear ortotrépico sugerido por DARWIN'? ou uma formul agZo
baseada na Teoria da Plasticidade comoe feoi feito por OWEN?® et

alltl.

A inclusZo da colaborag¢so do concreto entre fissuras
na resisténcia aos esforgos de tragZo mostrou-se
imprescindivel para uma correta simulagZo da resposta da laje

apds a carga de fissurag3o.

Ja o modelo adotado para a armadura apresentou-se
adequado, devido a correta representagio de suas
caracteristicas de resisténcia. No entanto, seria desejavel
incluir-se a possibilidade da variagZo da quantidade e da
posigdoc das armaduras de elemento para elemento em que foi

discretizada a laje.

O algoritmo inicialmente empregado para a solug3o do
sistema de equzagces nio-lineares foi (= método de
Newton—-Raphson modificado, com matriz de rigidez tangente na
origem mantida constante durante tode o processo. Este método
exibiu uma grande demora para atingir a c¢onvergéncia, exigindo

um elevado numero de iterag¢des.

A introdugic do méeteodeo Secante-Newton, desenvelvido
por CRISFIELD'! veio a acelerar em muito a convergencia do
metode de N-E m., sem alterar a2 sua esséncia. Foram obtidas
redug®es nco tempo de processamentc da ordem de atée 70%, o que

encoraja maicres estudos neste campo.

Dentre os diversos parametros de entrada do modelo,
© que pareceu influenciar mais os resultades fol a resisténcia

a tragao do concreto ft. pols & ela guem determina o inicio da

fissuragao.

Apesar das deficiéncias do modelo para o concreto, a
formulacZc desenvolvida neste trabalho apresentou uma boa

concordéncia com os resultados experimentais.

E interessante cbservar a importéancia da
nZo-linearidade geométrica, para estiagios mais avangados de
carga, mesmo em lajes que n3do possuem dqualquer restrigio ao

deslocamento no plano xy. Cumpre salientar gue este fateo ja
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havia sido notado experimentalmente por TAYLOR®?

As condig®es de contorno no plano demonstraram
exercer um grande uma influéncia na resposta estatica de lajes
de concreteo armado. O impedimento da livre expans3o da laje
pela presenga de vigas e lajes vizinhas em seu contorno
acarreta um diminuigio das flechas e um aumento substancial da

carga de ruptura.

Um estudo comparativo entre as prescri¢®es da norma
brasileira NBR’—SllEB2 e os resultados fornecidos pelo modelo,
permite estabelecer algumas conclusdes quanto a previs3io de

flechas em lajes.

Para lajes de edificios com um indice de esbeltez
menor ou igual a 40, e cujo dimensionamente tenha levade a
adog3o de uma taxa de armadura minima a previsiZo de flechas
considerando-se a laje no Estadie I e adotando-se o méduleo de
deformagao longi tudinal secante do concreto mostrou-se
satisfatéria. Porém deve-se observar que estas lajes resultam
superarmadas, podendo ocorrer uma ruptura brusca por

esmagamento do concreto, quando forem sobrecarregadas.

Em lajes com uma esbeltez superior a 40, com a taxa
de armadura czlculada muite préxima da armadura minima o©
modelo recomendado pela nor ma nIZo revela-se mais Lo
eficiente. Isto pode ser explicade pele fato de que nestes
casos a fissurag¢Zfo pode ocorrer antes mesmo de ser atingida a
carga de servigo, afastando-se o© compeoriamento da laje do

modelo elastico linear.

Uma analise das curvas carga-deslocamento obtidas
para as lajes em estudo indica que uma previsio de flechas
mais préxima da realidade deveria ser feita através de uma
relagio bilinear. Até a carga de fissurag3d3o poderia ser
utilizade © modele de funcicnamento no Estadio I. A partir
deste ponto ¢ necessiario incluir a perda de rigidez devida a
fissurag3io e, em contrapartida, a influéncia das condig¢Bes de
contorno no plano, devido ao efeito enrijecedor provocado

pelo surgimento de esforgos normais.
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De tude © que foi dito até aqui, conclul-se que, em
se tratando de lajes de concreto armado, uma correta
representag3o geométrica do problema tem uma importancia t3Eo

grande quanto a adog¢Zo de um refinade modelo para o material.
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ANEXO A - DESCRIGCAC DO PROGRAMA LAJE-SNW ~ FORTRAN

A.1 - IntrodugZ3o

O algoritme do modelo para analise nZo-linear de
lajes de concreto armado descrito no capitule 5, foi
implementado no programa computacional LAJE-SNW. O programa
LAJE-SNW foi desenvolvido na linguagem FORTRAN 77, para
© sistema IBM-4381, do Centro de Processamento de Dados da

Universidade do Ric Grande.

O programa ¢ composto por 28 subrotinas, elaboradas
com base em HINTON’® e em OWEN & HINTON?’. Além do programa
principal, foram criados dois programas auxiliares visando a
otimizar a entrada de dados. O programa auxiliar GERADOR faz a
gerag3o automatica de malha para placas de geometria
retangular. O programa auxiliar INPUT permite a entrada de
dados para oeometrias mais complexas, porém a geragfo do

arquiveo de entrada deve ser feita manualmente pelo usuario.

O programa LAJE-SNW também pode ser rodado em um
micro-computador do tipo IBM-PC, porém o tempo de
processamento pode resultar muito longoe. Uma descrigido mais
detal hada do programa, bem de sua forma de utilizag3o, devera
ser objeto de um Cardenc Técnico a ser publicade em um futuro

préximo.

A.2 - Descrig3o das subrotinas

A seguir sZo descritas de forma sucinta as

subrotinas que comp@em o programa LAJE-SNW ~ FORTRAN.

INPUT — leitura e impress3io dos dados do problema.

BANDA — cAlculo da semi-largura de banda da matriz Eo'
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GAUSS — determinag3oc das coordenadas e dos pesos dos pontos

de integrag3io de Gauss.

FUNCST — calculo das fung®es de interpcla¢Zo nos pontos de

Gauss.

JACOB -— determinagZoc do determinante da matriz Jacobiana do

elemento e cialculo das derivadas cartesianas.
MATB — cilculo da matriz de deformac®es do elemento.
MATD — calculo da matriz de constantes elasticas.
PRODB — efetua o produto D B
RIGID — calculo da matriz de rigidez do elemento K °.
VPEXT — calculo deo vetor de ag®es nodais do elemento E:m
MONTRG — montagem da matriz de rigidez global E:
CONTRG — aplicagi3o das condi¢®es de contorno na matriz 5:
PERFIL — montagem do vetor perfil ("skyline') de ES.

CHOLE decomposig¢io da matriz 5: » pelo mét. de Cholesky.

SOLUV substitui¢fo avante e retro-substituigZo: 9=§:’1y

DEFOR deformag®es generalizadas nos pontos de Gauss: &£.

L 4 %

ACNL célculo das agdes nFo-lineares: A

~NL’

SIGMA tensdes generalizadas nos pontos de Gauss: ¢.

!

calcule das constantes deo concreiteo e do ago.

l

CONST

TENC

!

equacdo constitutiva para o concreto.
TENS — equagido constitutiva para o ago.
MONTAN — montagem do vetor de cargas nodais.

CONTF — aplicag3o das condigdes de contorno no vetor de
cargas nodais.

MONTNL — montagem do vetor de ag¢®es nodais n3do-lineares.

CONTNL — aplicag¢io das condig®es de contorno no vetor de

ag®es niAo-lineares.

ITERNL — solug@o do sistema de equag@es nIFo-lineares: método
Secante—-Newton.
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ERRO — cAlculo de dos erros residuais: E1 = ¥l “1il AE Il
e E2 =111 71181

TEMPO — céalculo do tempo de processamento utilizado na

solug3o do sistema de equag¢gdBes nIo-lineares.

A.3 - Fluxograma

A FIGURA A.1 apresenta um fluxograma, mostrando o

encadeamento das subrotinas descritas acima.
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INICIO
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FIGURA A.1 - Fluxograma do programa LAJE-SNW / FORTRAN.
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