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Resumo

O presente trabalho tem como principal objetivo a realizacdo de um estudo do caso classico
de teorias de gauge. Para tanto, sao introduzidas as ferramentas matematicas necessarias
e os principios fisicos que fundamentam tais teorias. Adicionalmente, sao realizadas a
descrigao do mecanismo de Higgs nesse contexto e a analise acerca da existéncia de solugoes

de vortices e de suas propriedades, no caso bidimensional.

Palavras-chave: Teorias de Gauge. Teoria Classica de Yang-Mills-Higgs. Vortices de

Ginzburg-Landau. Geometria Diferencial.






Abstract

The present work’s main aim is a study of classical gauge theories. For this purpose, an
introduction to the mathematical tools and physcial principles that ground such theories is
made. Aditionally, the description of the Higgs mechanism in this context and the analysis
of the existence of vortex solutions and their properties, in the two dimensional case, are

realized.

Keywords: Gauge Theories. Classical Yang-Mills-Higgs Theory. Ginzburg-Landau Vor-

tices. Differential Geometry.
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Introducao

A Teoria Eletromagnética é, historicamente, a primeira teoria de interagao a
apresentar simetrias de gauge, que implicam em liberdades na descrigao de algumas das
variaveis da teoria, mantendo invariantes as quantidades observéveis. Os primeiros estudos
acerca dessas transformacoes datam do século XIX, nos trabalhos de Gustav Robert
Kirchhoff, Hermann von Helmholtz, James Clerk Maxwell, Ludvig Valentin Lorenz e
Hendrik Antoon Lorentz. O interesse no estudo dessas transformagoes é ressuscitado no
século XX, com os trabalhos de Vladimir Aleksandrovich Fock e Fritz Wolfgang London
sobre suas aplicagoes & Mecanica Quantica, e sua importancia é sedimentada com trabalhos
de Hemarnn Weyl, que possuiam como objetivo a unificagao da Mecanica Quéntica com
as teorias de interacao entao contemporaneas: o eletromagnetismo e a Relatividade Geral.

Uma revisao historica mais profunda é encontrada em |[1].

O estudo de simetrias tem origem na Geometria, fazendo das técnicas de Geometria
modernas a ferramenta ideal para a descricao de uma teoria fundamentada nessas ideias. A
Teoria da Relatividade Geral [2] é um dos primeiros exemplos de um teoria fisica em que
a Geometria Diferencial possui importante papel, e na qual as simetrias do espaco tempo
equivalem as equacoes que regem o comportamento das variaveis da teoria. O trabalho
de Wigner [3] ilustra a importancia das simetrias como objetos fundamentais das teorias
fisicas, abordagem que ¢é de grande importancia para Fisica tedrica e Fisica-Matematica

contemporaneas.

A ligagao entre as técnicas geométricas e as teorias que apresentam simetrias de
gauge é completa com refinamentos e generalizacoes do trabalho de Chen-Ning Yang e
Robert Laurence Mills [4], que apresenta a descri¢ao de uma teoria de gauge para um
grupo de simetrias nao-abeliano. Uma exposi¢ao das ferramentas matematicas necessarias
para compreender os conceitos das teorias de gauge (énfase é dada para uma formulagao
independente de coordenadas), dos principios fisicos do caso classico - i.e., sem realizagao
do processo de quantizacao - dessas teorias e do mecanismo de Higgs, uma importante
ferramenta para preservar a invariancia por transformacoes de gauge de uma teoria de
interacao com particulas massivas, sao apresentadas nesse trabalho. Uma breve revisao
de resultados [5] para equagdes de vortices no caso abeliano de uma teoria de gauge é

também realizada no tltimo capitulo.

Para fins de clareza, o fim de defini¢oes é indicado pelo simbolo ¢ e de exemplos pelo
simbolo A, enquanto utiliza-se o tradicional simbolo [ para indicar o fim de demonstragoes

de resultados.
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1 Ferramentas de Geometria Diferencial

Para compreender os conceitos que fundamentam a abordagem moderna da teoria de
Yang-Mills-Higgs, sera necessario estabelecer uma linguagem que enfatize as caracteristicas
que definem a teoria, entre as quais encontram-se o papel das simetrias do sistema na
descri¢ao desse e a interpretagao geométrica da teoria. Assim, é natural que a Geometria

Diferencial seja a ferramenta escolhida para a formulacao da teoria.

1.1 O Calculo em R"

O Calculo em R" visa formalizar a aplicacao de técnicas do Célculo Diferencial
e Integral para fungoes definidas em espagos de dimensoes superiores. Para obter essas
generalizagoes com rigor e de maneira intuitiva, sao introduzidos os conceitos de formas
diferenciais (que se utiliza do conceito do produto exterior), da derivada exterior, de
integracao sobre politopos, que envolve o conceito de cadetas, e um resultado notavel: o

teorema de Stokes generalizado para cadeias. As principais referéncias para essa se¢ao sao

(6], [7], [8] e [9].

1.1.1 O Produto Exterior

O conceito de um produto geométrico surge a partir da tentativa de trabalhar com
a geometria euclideana de forma algébrica. A abordagem consiste de representar formas
geométricas simples & partir de um operacao algébrica atuando sobre vetores. O primeiro
exemplo de produto geométrico encontrado por estudantes é tipicamente o produto vetorial.
Esse produto tem um papel fundamental na teoria eletromagnética, originando muitas das

propriedades do campo magnético.

Uma tentativa de generalizar o produto vetorial e o produto misto (outro exemplo
de produto geométrico) a partir de suas propriedades algébricas leva a defini¢ao do produto
exterior, originalmente introduzida por Hermann Grassmann' (que também introduziu,
pela primeira vez, os conceitos fundamentais da Algebra Linear [16]), na forma da &lgebra

exterior.

1O trabalho de Grassmann [10], publicado em 1844, de fato precede a notagao moderna dos produtos

escalar, vetorial e misto, introduzida por Josiah Willard Gibbs [11] e Oliver Heaviside [12], em 1881.
Entretanto, a introdugao das quantias correspondes ao produto escalar e as componentes do produto
vetorial é devida & Joseph-Louis Lagrange [13], em 1773. Os desenvolvimentos da &lgebra dos quatérnions
em 1843, devidos a William Rowan Hamilton [14], e da algebra geométrica em 1878, devidos a William
Kingdon Clifford [15], também exerceram fundamental papel na compreensido da geometria e do célculo
em multiplas dimensoes.
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Definigao 1.1 (Produto Exterior). Sejam u,v,w € V vetores em um espago vetorial V'
de dimensao n sobre um corpo K e a,b € K escalares nesse corpo. Define-se o produto

exterior N a partir das seguintes propriedades:
1. Associatividade: (uAV) Aw =uA (VvAW);

2. Linearidade na primeira variavel: (au+bv) Aw =a(uAw)+b(vAw);

3. Antissimetria: uAv = —v A u. O
E facil ver que as propriedades acima implicam duas outras:

1. Linearidade na segunda variavel: u A (av +bw) =a(uAv) +b(uAw);

2. Alternancia: u Au = 0.

Diz-se que uAv € A*V & um 2-vetor no espago de 2-vetores \>V = {uAv:u,v e V}.
Definindo a adi¢ao entre 2-vetores por
(uAV)+(WAzZ)=(u+W)A(V+32)
e o produto por escalar por
a(uAv)=(au) Av=uA (av),
vé-se que /\2 V' é um espaco vetorial. Claramente, as defini¢oes acima sao compativeis com
as propriedades do produto exterior.

Uma defini¢ao alternativa do produto exterior é a partir do produto tensorial ®
[17]. Dados dois vetores u,v € V, o seu produto exterior pode ser definido a partir da
igualdade

UAV=uQ®QVvV-—-vx®u.
A verificacao de que as propriedades acima sao satisfeitas por essa definicao é simples.

Dada uma base {e;}, ;
base de AV, pois Yu,v € V:

unNv = <i Uiei> A (i ’Ujej> = i i Ui'l)jei A €;

i=1 j=1

_E uvj vuj ez/\e] E c”ez/\e]

i>] 1>7

de V, com Z = {1,...,n}, vemos que {e; A ej}i>j ¢ uma

O resultado acima, que se utiliza da propriedade de antissimetria do produto

aim (A7) = "D (Z)

exterior, implica
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Se V' & um espago vetorial com produto interno (-, -), o espago de 2-vetores herda
um produto interno a partir daquele definido em V| por meio de um determinante, de

maneira que

2 2
(u; Aug, vy Avg) = det (ZZ(ur,vs>ér®és> )

r=1 s=1

onde {&;,8&,} ¢ uma base de K?*

O produto exterior M AT de operadores lineares M, T € L(V = V), M:V =V,
T:V — V, pode ser definido a partir da seguinte acao sobre V', para todo u,v € V:

MAT(uAV) = (Mua)A(Tv).
Note que em geral nao vale M A M = 0, pois
MAM(@uAvV)=(Mua)A(Mv),

que nao é nulo para todo u,v € V.

Seguindo os passos da definicao de 2-vetores, é possivel definir multivetores

k
/\Vg:zvl/\"‘/\Vk
(=1

a partir da aplicacao repetida de produtos exteriores. Diz-se que
k
/\ Vy € /\kV
=1

é um k-vetor no espago de k-vetores /\k V.

Os resultados acerca de 2-vetores podem ser estendidos para k-vetores|6][9]. Assim,

/\/LC V' ¢é um espaco vetorial e tem-se que dada uma base {e;},.; de V/,

k
{EI}IeI’€ = {/\ eiz} = {eil N Ney, }igEI
€T

(=1

, k o . A .
¢ uma base” de A" V. Para eliminar redundéncias, escreve-se

k
{eI}I>I = /\ €, )
=1 1g>ipq

de onde se obtém,

é_/\lv@ = /\ (Z véfei) = Z vie; = Z (Z sgn (w)v”(”) e; = chel,

(=1 \ip=1 IeTk I>1 \rgeSk I>1

2 Aqui ¢ utilizada a notacdo de multi-indice [9].
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ko
onde v’ = [] vy, 7 () é uma permutacao do multi-indice I, > ¢ a soma sobre todas as
(=1 meSk
permutagdes em S* (o grupo simétrico de ordem k) e sgn (7) é a funcio sinal aplicada a

permutacao . A computacao acima deixa claro que:

(1) - (1)

e que para k > n, /\kV = {0} . Ha também uma extensao natural do produto interno de

2-vetores para k-vetores:

</\ur,/\v8> = det (ZZ(ur,vs>ér®és>,

r=1 s=1
onde {&,}, ., com R = {1,...,k}, ¢ uma base de K*

Uma propriedade interessante do produto exterior de operadores que é, para
MeL(V—YV), com
M:ZZMZ]el@eJ,
i=1 j=1

o seu n-ésimo produto exterior é dado por:

/\M:det(M)eI®eJ.
=1

n
A verificagao dessa identidade se da por meio da agao do operador sobre e; € A V, da
=1
seguinte maneira:

A\ M(er) = N\ (Me;,) = (Z sgn (W)M;“”) e; = det (M) e;.

/=1 =1 TESy

Menciona-se uma convengao: o espaco de O-vetores /\0 V' é definido como o corpo
K sobre o qual V' é definido, com o produto exterior de um 0-vetor por um k-vetor dado
pelo produto do k-vetor por um escalar. E possivel também estabelecer a definicdo de um

espaco de multivetores
AV = GB /\kV
k=0
com dim (AV) = 2™

A interpretacao geométrica de um k-vetor é extraida das interpretacoes do produto
vetorial e do produto misto. O produto vetorial de dois vetores u, v € R? contidos em um
plano o é um vetor w = u X v = —v X u normal ao plano «, de magnitude correspondente
a area do paralelogramo gerado por u e v. O sentido do vetor w é relacionado com a

orientagao da dupla (u, v). O produto misto, por sua vez, mapeia trés vetores u, v, w € R?
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v
uANAv

Figura 1 — Interpretagao geométrica de um 2-vetor u A v.

em um escalar u- (v x w) = v-(w x u) = w- (u X v), cuja magnitude ¢ dada pelo volume

do paralelepipedo e cujo sinal é dado pela orientagao da tripla (u, v, w).

De maneira similar, interpreta-se um k-vetor construido a partir de um espago
vetorial n dimensional como um k-paralelepipedo orientado, de k-volume igual & magnitude

do k-vetor.

De fato, o produto vetorial e o produto misto podem ser facilmente obtidos a partir de 2-
e 3-vetores. Para essa tarefa ¢ necessario definir um operador® que mapeie um k-vetor em

um (n — k)-vetor:

Definigao 1.2 (Operador Dual de Hodge). Seja u* € /\k V e e;ijer uma base para V .
Diz-se que *: /\k V — /\nik V' é o operador dual de Hodge se é um operador linear e se

cumpre a seguinte condicao? para todo v* € /\k V:
n
Vk/\*(uk) = <Vk,uk>/\ei. O
i=1
Claramente, o operador dual de Hodge é uma isometria:

(v ) = (vF Y.

Exemplos de computacoes de vetores duais em R?, R? e em R'?, o espaco de Minkowski,

em conjunto com um conveniente resultado, sao dados no apéndice A.

Assim, para u,v,w € R3, tem-se

uxv=x(uAv)

u-(vxw)=*xuAvAw).

3 A definicdo dada utiliza-se de uma base, mas é possivel definir esse operador de maneira independente

da escolha de base.

4 A definicdo pode diferir por um sinal. Uma escolha de sinal define uma orientacdo para V.
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Assim, enquanto o 2-vetor u A v é interpretado como um paralelogramo orientado, o vetor®
u X v é interpretado como o vetor normal & esse paralelogramo, com orientagao compativel
e magnitude compativel com a area desse. Similarmente, o 3-vetor uA v Aw é interpretado
como um paralelepipedo orientado, enquanto o escalar® u - (v x w) ¢ interpretado como o

volume orientado desse paralelepipedo.

1.1.2 Formas Diferenciais em R"

O conceito de uma forma diferencial surge, entre outras razoes, para estender a
utilizagao de operadores diferenciais vetoriais para variedades diferencidveis. O gradiente
V ¢é o operador diferencial mais comumente encontrado no estudo do Calculo em R" e sua
aplicacdo a uma funcao’ f: R" — R d4 uma familia de vetores obtidos em cada ponto de
R™ | de maneira que (V f(x) ,v) = 0y f (x), onde dy f: R" — R é a derivada direcional
de f na direcdo de v, dada por®

Oy f (x):

= (x +tv)

t=0

Para obter um objeto que exerca o papel do funcional
<Vf (X) 7'> ' R" — R?

serd definida uma 1-forma, enquanto a funcionais obtidos de outros operadores diferenciais,
como o rotacional V x e o divergente V-, que exercem papeis similares, serao associadas

2- e 3-formas (analogos de multivetores para formas diferenciais), respectivamente.

O estudo dos funcionais que atuam em um espaco vetorial leva & seguinte defini¢ao

do espaco dual:

Definigao 1.3 (Espaco Dual). Seja V' um espago vetorial sobre K dotado de um produto

interno (-,-) e L (V — K) o espaco de funcionais lineares de V. Entao
V= L(V = K)
é dito seu espaco dual. O

E facil ver que V* é um espago vetorial e denomina-se os elementos desse espago

de covetores (ou ainda, vetores covariantes, em contraste ao vetores em V', ditos vetores

5 Por vezes, vetores originarios de um produto vetorial sdo ditos pseudovetores ou vetores aziais, devido
as suas propriedades frente a uma transformacao de paridade. Essa nomenclatura, entretanto, é mais
apropriada para designar campos vetoriais, e serd abordada na subsegao 1.3.2.

Essa quantia é as vezes dita um pseudoescalar. Assim como no caso da nota de rodapé 5, a discussao
acerca dessa nomenclatura sera postergada.

Em geral, questoes de suavidade de fungoes nao serao abordadas neste trabalho. Exceto onde indicado,
as funcoes consideradas serao fungoes suaves, a fim de facilitar as defini¢cées e enunciados de resultados.
A definicao dada a seguir pode ser facilmente estendida para fungées f: R™ — R™, utilizando a
decomposi¢ao em componentes Oy f = > v, Oy fle;.
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contravariantes). Também, se V' é um espago vetorial de dimensao finita, V* é isomorfo a V|
via v i (v, -). Essa relagao ¢ explicitada no teorema da representacao de Riezs-Fréchet|17]
e, dada uma base {e;} de V, fornece uma base {e’'} de V*, tal que €’ (e;) = (e;, ;) = 0’.
Adicionalmente, ainda no caso em que V é de dimensao finita, hd um isomorfismo bastante
natural entre V e (V*)" = V* U: V — V* dado por Vo € V*: U (v) (p) = p (V).

Para realizar a extensao do Céalculo Diferencial para variedades diferenciaveis, é
necessario compreender o funcionamento do Calculo Diferencial em espagos como R™ (ou,
mais geralmente, espagos de Banach de dimensao finita). A defini¢ao da diferencial de

uma fungao entre tais espagos vetoriais segue:

Definigao 1.4 (Diferencial). Seja f: R" — R™. Entao f é dita diferenciavel em um ponto

x € R" se existe um operador linear Dy : R" — R™ tal que’

i I (x+x) = f (%) = Dyws| _

0.
vx—0 [[vx]]
Esse operador, se existe, é tnico e diz-se que
df (x) == Dy
é a diferencial de f no ponto x. O

Uma funcao é dita diferencidvel em E C R" se é diferencidvel em todo ponto de F.
As propriedades da diferencial sao bastante similares as dos outros operadores diferenciais,
incluindo a regra da cadeia d (f o g) = df o dg e a regra de Leibniz (ou regra do produto)
d(f,g)=(df,g9)+(f,dg).

Os vetores vy (que servem como dire¢oes para computar a diferencial) devem ser
interpretados como vetores em um espaco atrelado ao ponto x, pois, ao variar o ponto X,
devemos novamente avaliar o limite presente na definicao da diferencial, que pode nem
mesmo existir para outros pontos. Introduz-se, assim, a no¢ao de um espago tangente a

um ponto de R™.

Definigao 1.5 (Espagos Tangentes em R™). Seja x € R". O espago tangente a x, T, R", é
definido como uma copia de R™ associada ao ponto x. Os elementos de TxR" sao ditos

vetores tangentes. O

A definicao acima, aparentemente simples, torna-se crucial para o entendimento do
Calculo quando estendida para variedades diferenciaveis. A ligagao do espago tangente
com o processo de diferenciagao de fungoes pode ser clarificada definindo a agao de vetores

tangentes sobre fungoes como a derivada direcional.

9 O limite tomado nessa definicdo é um limite em R™ e, portanto, consiste em avaliar a expressao

simultaneamente em cada vy tal que ||vx|| = € para todo £ > 0.



26 Capitulo 1. Ferramentas de Geometria Diferencial

Definicao 1.6. Seja f: R” — R e vy € TyR". Entao

Oy (f) = Ou,f (%) O

A agao dos vetores tangentes sobre fungoes motiva a notacao 0,; = Je; para vetores
de base em Ty R™.

Analogamente ao espago tangente, é possivel definir o espaco cotangente:

Definigao 1.7 (Espagos Cotangentes em R™). Seja x € R™. O espago cotangente a X,
TXR", ¢ definido como uma copia do espago dual de R", (R™)" = R"™ associada ao ponto x.

Os elementos de T;R" sao ditos vetores cotangentes. O

Correspondendo a base {0,;},.; de TxR", tem-se a base {dz’}, ; de T;R". Essa

notacao é originada da expressao informal
(V). ) =) of(x)de,
i=1

onde dz' é utilizado para denotar uma variacao infinitesimal. Essa abordagem, enquanto
intuitiva e historicamente significativa, é de dificil formalizacdo.'® Com as defini¢coes dadas

anteriormente, essa expressao € bem definida.

A convengao adotada acima indica uma conexao entre vetores cotangentes e
operadores diferenciais, assim como foi vista a conexao entre vetores tangentes e derivadas
direcionais. Pode, entao, trabalhar-se com operadores diferenciais e derivadas direcionais
em um ponto fixo. Entretanto, se desejamos atingir o grau desejado de generalizacao
dos operadores diferenciais em R3, devemos considerar os conceitos de campos vetoriais
e de campos de covetores (ou formas diferenciais), para que seja possivel o estudo da

diferenciacao de fungoes em subconjuntos de R™.

Definigao 1.8 (Campos Vetoriais em R"). Seja
TR = |_| TR,
xER?

onde | | representa a unido disjunta. Entao v: R" — TR™ é dito um campo vetorial sobre

R"™ se v associa, para cada x € R", apenas um vetor em T,R". O
9 7

Se C* (R" — R) = C* (R") ¢ o espago das fungoes de R" em R com derivadas

parciais continuas de todas as ordens, ditas suaves, I' (TR"™) é um C*-mo6dulo'!, i.e., todo

10 Esses conceitos sdo expostos de maneira formal no campo de estudo conhecido como Analise Nao
Padronizada, desenvolvido por Abraham Robinson[18].

1 Um médulo é uma estrutura sobre um anel S que apresenta propriedades similares as de um espaco
vetorial[19].
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campo vetorial pode ser escrito como uma combinacao de fungdes coordenadas associadas

a vetores de base (aqui, a base considerada é para um modulo, e ndo um espago vetorial).

Assim como para vetores em um espacgo tangente fixo, pode definir-se a agao de

campos vetoriais sobre funcoes.

Definigao 1.9. Seja f: R" - Rewv € I' (TR"). Entao

U(jv ::avf- O

Aqui, a derivada parcial 0, f é vista, para cada v, como uma funcao de R™ em R.

Desta agao obtém-se a seguinte notagao para vetores de base: 9; = Oei.

Exemplo 1.1. Um campo vetorial v em R? com um sistema de coordenadas (z,y) é
composto de fungoes coordenadas para a base de vetores {0,,0,} dada pelos operadores

que levam uma fungao f nas suas derivadas parciais 0, f e 0, f, como:

v=(zy+y*) 0, + cos (y + z) b, A

Para covetores, obtém-se a definicao de uma forma diferencial:

Defini¢ao 1.10 (Formas Diferenciais em R™). Seja
T*R" = | | TyR".
xecR™

Entao w: R® — T*R" é dita uma 1-forma diferencial em R"™ se w associa, para cada

x € R", apenas um covetor em 7;R". O

Assim como para I' (TR™), o espago das 1-formas diferenciais I' (T*R") é C*°-modulo

e, associada a base {9;},.; de I' (TR"), ha a base {dz'}, ; de I' (T*R™).

Exemplo 1.2. Uma 1-forma w! em R? com um sistema de coordenadas (x,y) ¢ composta
de fungoes coordenadas para a base de formas {dz,dy} dada pelos funcionais que levam

os campos de vetores tangentes unitarios nas direcoes de x e y na identidade, como:

w! = sen (3323/) dzr + e * dy. A

Uma forma diferencial atua sobre um campo vetorial da seguinte maneira'?:
Definigao 1.11. Seja v € ['(TR"), wg € ['(T*R") tal que wg = > w;da’ e K =
i=1
EZ(Uia@:EnﬁéO
i=1
wi (v) = (K, v). %

12 A definicdio aqui dada depende, assim como no caso do operador dual de Hodge, de uma escolha de
base. E possivel obter uma definicao que nao dependa dessa escolha.
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Exemplo 1.3 (Agao de Formas sobre Campos Vetoriais). A 1-forma w'! definida no

exemplo 1.2 atua sobre o campo vetorial v definido no exemplo 1.1 da seguinte maneira:

w' (v) = [sen (2%y) dz + e " dy] [(zy + y*) 0, + cos (y + ) 5,
= sen (z%y) (zy + y*) dz (9,) + cos (y + z)e " dy (9,)
= sen (ny) (my + y2) + cos (y + z)e™". A

Ha um tipo especifico de 1-forma que é de particular interesse. Como mencionado
anteriormente, um dos objetivos da utilizagao da linguagem de formas diferenciais é
generalizar operadores diferenciais. Visto que 1-formas atuam sobre campos vetoriais como
uma familia de funcionais, levando campos vetoriais em campos escalares (ou, simplesmente,
fungoes de R™ em R), pode considerar-se a 1-forma df que exerce o papel do funcional
associado ao gradiente Vf de uma funcao f: R” — R, definida da seguinte maneira,
Vv € ' (TR"):

df (v) = (V[f,v) =0, f.
Uma forma que cumpre essa condicio ¢ dita ezata. E possivel, entdo, definir um operador
d: C* (R™) — T*R" tal que
df =(Vf, ). (1.1)

Exemplo 1.4. A 1-forma apresentada no exemplo 1.2 nao é do tipo df. De fato, se
O.f = sen (:U2y) ,
Oyf =e™,
entao, visto que 0, f,0,f € C*, (95wf = agyf, pelo lema de Schwarz. Entretanto,

65:8]‘ = 2% cos (m2y) # —e ¥ = aiyf. JAN

Pode ainda considerar-se a combinacao dos dois tipos de construgoes apresentadas

anteriormente: campos de k-vetores e k-formas.

Definicao 1.12. Seja x € R”. O espacgo de k-vetores tangentes a X, /\k TyR™ ¢é definido

como uma copia de /\k R™, associada ao ponto x e o espaco de k-vetores cotangentes a x,
A" TiR", ¢ definido como uma copia do espaco dual de A" R, (/\k R”) ~ A (R)" =

/\k R™, associada ao ponto x. O

Defini¢ao 1.13 (Campos de k-vetores e k-formas Diferenciais em R™). Sejam

ANTR = | | A\'TLR™,

xeR”

NTR" = | | N'TER".

xeR”
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k

Entao v*: R* — /\k TR™ é dito um campo de k-vetores sobre R™ se v* associa, para

cada x € R"”, apenas um k-vetor em /\k T R™. Similarmente, w”: R® — T*R" & dita uma

k-forma diferencial em R™ se w” associa, para cada x € R", apenas um k-covetor em

N TR O
O conjunto de k-vetores é denotado I ( /\kT R"), enquanto o conjunto de k-formas
é denotado T' </\kT*]R”>.

Visto que /\k TiyR" = ( /\k T,JR”) , a acao de uma k-forma sobre um campo de
k-vetores e dada pela seguinte defini¢ao:
Definigao 1.14. Seja u*, vF € T (/\kTR”>, whk el </\kT*]R{”> tal que u* = > uh0; e
Iezk
whk = S ubda!. Entao

Iezk
Wk () = (uk o). 0

A convengao adotada para O-vetores pode ser adaptada para 0-formas definindo
I (A'T"R") = C>= (R").

O produto exterior de uma O-forma por uma k-forma é dado pelo produto da k-forma por
uma func¢ao. Essa defini¢ao da o resultado de que I’ (/\kT *R”) é um C*°-modulo.

Com essas defini¢oes é possivel explicitar a ligacao entre os operadores diferenciais

conhecidos em R? e formas diferenciais.

1.1.3 A Derivada Exterior

A fim de generalizar os operadores diferenciais de R?®, é necessario encontrar
propriedades que os caracterizem. E sabido que valem as seguintes identidades: V x (V f) =

0eV-(Vxg)=0,para f: R®* > Re g: R® - R? Também valem as seguinte regras do

produto:
V(fg)=(Vfg+[(Vg),vf: R =R, Vg: R’ - R
Vx(fg)=(Vf)xg+f(Vxg),Vf: R* >R, Vg: R® = R®
V- (fg)=(Vf)-g+f(V-9),Vf:R* - R, Vg: R®* = R®
V (fxg)=(Vxf)-g—Ff (Vxg),Vf: R =R Vg: R® = R?

além da linearidade dos operadores. Se essas propriedades forem traduzidas para a lingua-

gem das formas diferenciais, o resultado desejado sera alcancado.

Definigao 1.15 (Derivada Exterior). Sejam w, & € T </\kT*R”>, Eecl(T"R") ea,beR.

Define-se a derivada exterior d como um mapa

d: F(/\T*R”) S T (AT'RY),
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de maneira que d mapeie k-formas em k + 1-formas, ou seja,
d: F(/\"T*R”) =T (/\’“*T*R”) ,

tal que d possui as seguintes propriedades:

1. Concordancia com o gradiente: d: I (/\OT*R”) — I (AlT*R”) ¢ o mapa definido

na equagao (1.1);
2. Linearidade: d (aw + b€) = adw + bd¢;
3. Regra de Leibniz alternante: d (w A &) = dw A € + (—1)" w A d&;

4. Nilpoténcia: d (dw) = 0. O

E possivel mostrar que esse operador é tnico. A motivacao para a graduacao da

. . L, k . N .
regra de Leibniz (responsavel pelo termo (—1)") consiste em manter a consisténcia das
propriedades derivada exterior com a propriedade de antissimetria das formas, de maneira

que para uma k — 1-forma w e uma 1-forma &:

d(wAg) :d<(—1)’“£/\w>.

Exemplo 1.5. A fim de elucidar a acao da derivada exterior sobre uma forma diferencial,

considera-se a seguinte computacao:

d [Sen (Q:Qy) dr +e* dy} = 22y cos (mQy) dx A dx + 2° cos (:EQy) dy ANdx + —e " dx Ady
=— [e_w + 2% cos (xzy)] dx A dy A

A verificacao de que a definicao acima descreve os operadores diferenciais em R?
envolve calcular a derivada exterior de 0-, 1- e 2- formas, a partir das propriedades dadas
acima. Para uma 0-forma w” € I' (A\"T*R?) = C= (R?), basta utilizar a propriedade 1
da definicao 1.15 que identifica a acao da derivada exterior sobre 0-formas com tomar o

gradiente das formas:

3
dw’ = <Vw0 , > = Z@iwo da’.
i=1

Para uma 1-forma w! € T'(T*R3), basta utilizar as propriedades 1, 2, 3 e 4 da
definigao 1.15, notando que as componentes w; de w' sao fungoes, ou O-formas, e que uma
base {dz'},.; de T'(T*R"), dual a {0;}

z': R® — R que, atuando sobre um vetor v € R™, toma a i-ésima componente de v com

ser> ¢ composta da derivada exterior das fungoes

respeito a base {e;};,.; via 2’ (v) = (e;,v). Como essa funcdo ¢ linear, seu diferencial
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¢ uma fungao dz’ que atua sobre um campo vetorial v € I' (TR"™) tomando a i-¢ésima

componente de v com respeito a base {0;} Computando:

i€L"

3 3
dw! =d (Z w; dxi) Zd (w) da') =) [dw! Ada’ +w]d (da')]
] =1
= Zdw Adxt = Zzajwldxj Adat = Z (8 ! @w}) dz? A dz

=1 j=1 i>7

= (Qyw! — (9Zwy) dy A dz + (O.w, — Opwl) dz A dz + (Opw,, — Oywy) dz A dy.

Y

Aqui, utilizou-se das seguintes associagoes:
(51782,33) = (ax,ay,az) )
(dxl, da?, dx3) = (dz,dy, dz),
(! whwd) = (!, wh wl)

Para uma 2-forma w? € T’ ( /\QT*]RB)7 novamente sao utilizadas as propriedades 1
2, 3 e 4 da definicao 1.15:

= 23: [d (wj, dz’) Ada” — wj dz' Ad (d2?)] = Z Z 23: Ojwi, dz? A dx' A da®
= (Opwl + ayw; + 0.w?) dz A dy A dz.
Novamente, foram utilizadas as associagoes
(01,02, 05) = (0, 0y, 02) ,
(dxl, da?, d:vg) = (dz,dy,dz),
(w3, wiy, wiy) = (w2, wy, w?),
a ultima delas em analogia & dualidade de Hodge.

Para concretizar as associacoes entre formas e operadores diferenciais, deve utilizar-
se o operador dual de Hodge x e os isomorfismos musicais f: I < /\kT*R”> — T ( /\kT R”)

eb: T (/\kT R”) — T (/\kT *R"), que correspondem ao isomorfismo entre um espago

vetorial e seu dual'® (e o isomorfismo inverso), mencionado anteriormente:

(* [dw'] )ﬁ = (% [(Oyw, — D) dy A dz + (Dawy — Opw,) dz A da + (Opw, — Byw,) daz A dy])
= [(Oyws — Dty Az + (Ootwy — Opw,) dy + (Bywy — Dywy) dz)°
— (Dyws — 0:wy) Oy + (Dowr — Otz) Dy + (Dot — Dywr) D, = V x (),

13 Esses isomorfismos sdo dados, em uma variedade diferenciavel, pela métrica, e correspondem ao
levantamento # e rebaixamento b de indices. O nome é uma analogia ao conceito musical de acidentes,
que tém como funcao alterar a altura de numa nota por um semitom acima ou abaixo.
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* [dwﬂ = % [(Opwyz + O,y + Oswyy) dz A dy A dz]

= (Opwy + Oywy + Osw,) =V - (w2)ﬁ.

Por fim, demonstra-se que a derivada exterior de qualquer forma diferencial é dada

por uma expressao bastante simples:

dw® =d (Z wy dxf) = d(wda’)=>" iajwl dz’ A da’,

IcTF IcTF Iczk j=1

e que a propriedade 4 de defini¢cao 1.15 se estende para k-formas:

d (dwk) =d <Z iﬁjwl dz? A d:c1> = Z 2”: Xn:@@jwl daf A da? A da!

Iczk j=1 IeTk j=1 (=1
= Z Z Zajagwf (—dxj A dzt A dxl) =—d (dwk) ,
Iezk (=1 j=1
e, portanto, d?w"* :=d (dwk) = 0, pois vale o lema de Schwarz para derivadas segundas.

Uma forma que cumpre dw = 0 é dita fechada. Portanto, toda forma exata é fechada.'*

Exemplo 1.6. O exemplo 1.5 permite, utilizando a nilpoténcia , chegar & mesma conclusao

do exemplo 1.4, pois se w! = df, dw! = 0. A

Uma aplicagao da linguagem de formas a Fisica é reescrever as equagoes de Maxwell.
Para completude, sao realizados os casos das equacoes em R3 e em RY3. Maiores detalhes
acerca dessa aplicacao (e de outras, no contexto de teorias fisicas), podem ser encontrados
em [20] e [21].

Exemplo 1.7 (As Equagoes de Maxwell em R?). As equagoes de Maxwell em R?, em que
o tempo é considerado um parametro, descrevem o comportamento dos campos elétrico E e
magnético B, dadas uma densidade de cargas p e uma densidade de correntes j satisfazendo
a equacao de continuidade

V-j+op=0.
Os campos elétrico e magnético podem ser escritos em funcao do potencial elétrico ¢ e do
vetor potencial magnético a, a partir de E = —V¢ — 0d,a e B =V x a. Essa equagoes sao

dadas, em unidades do SI, por:

V-B=0,
VxE+09B=0,

1
V. E=—
P

1 .
V X B—C—zatE:,uoj

140 converso, o enunciado de que toda forma fechada é exata, i.e., dw* =0 = w* = dEk_l, dito lema
de Poincaré, é verdadeiro apenas para espagos com topologia trivial. O estudo do resultado da dupla
diferenciacao exterior em variedades com topologia nao-trivial leva a formulagdo da cohomologia de de
Rham, uma ferramenta de classificagao topologica.
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Define-se formas diferenciais E € ' (TR?), B € I' (\’TR?), p € 0 (R%) e j € I'(TR?)
de maneira que as suas componentes sejam as mesmas dos vetores definidos anteriormente.
Em um sistema de coordenadas cartesiano, £ = E,dz + FE,dy + E,dz, B = B, dy Adz +
BydzANdx+B,de Ady, p=pej=j.do+j,dy +j.dz. E possivel, portanto, reescrever
as equagoes de Maxwell na linguagem das formas diferenciais, utilizando os resultados

deduzidos anteriormente:

dB =0,

dE+8tB:0,

1
dxE = —xp,

€0

1
dxB — <0 E = pg*J.
C

Para obter os campos em termos dos potenciais, basta notar que as condi¢oes indicadas
anteriormente sao equivalentes a E = —d¢ — d,a e B = da, com ¢ € C®(R?) e
acl ( /\ITR?’). Em termos de um sistema de coordenadas cartesiano, claramente, ¢ = ¢
ea=a,dr + a,dy + a,dz. A

Exemplo 1.8 (As Equagoes de Maxwell em R'3). No espaco de Minkowski, os campos
elétrico e magnético sao combinados em um tensor eletromagnético covariante F', definido
por

0 E./c E,/c E./c
-E,/Je 0 —-B, B,
-E,/c B, 0 —B,
—E./c -B, B, 0
O tensor F' pode ser obtido a partir do 4-potencial contravariante A = (¢/c,a) via
F,, = 8,A,—0,A,, onde foi utilizado a convengao de soma de Einstein'®, e os isomorfismos
musicais foram utilizados para realizar o rebaixamento e levantamento de indices. Definindo
a 4-corrente contravariante J = (cp, j), as equagoes de Maxwell no espa¢o de Minkowski

sao expressadas por:

0" Fop = 0,
@LF“” = /L()JV.

Definindo formas diferenciais F' € I’ (/\2TR1’3) para o campo eletromagnético e J €
I'(TR'?) para a 4-corrente de maneira que F = 1EAd2®+ Be J =cpAda® +5,'0 ¢

15 Vide secao 2.1

16 Uma definicdo mais natural e mais facilmente interpretavel é da 4-corrente com uma 3-forma, equivalente
ao dual de Hodge de J, que representa uma densidade espacial de carga para o termo relativo a p e
uma densidade superficial e temporal de carga para j. A convencao adotada aqui é a utilizada nas
bibliografias principais.
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possivel reescrever as equacoes de Maxwell como

dF =0, (1.2a)
dxF =poxdJ. (1.2b)

A condicao de obtencao do campo eletromagnético a partir de um 4-potencial pode ser
obtida a partir de F' = dA, onde A €T (/\1TR1’3) ¢ A=21¢pANda’ +a e aecquacio da

continuidade para a 4-corrente é consequéncia de

APxF=pgdxJ =0 < d+J =0. A

1.1.4 Integracao sobre Cadeias em R”

Para iniciar um estudo de integracao em variedades, primeiro é necessério considerar
um caso mais simples: a integragao sobre politopos orientados de dimensao k (generalizagdes
de poligonos e poliedros) em R™, ditos k-politopos orientados. O estudo desse caso é
suficiente para estabelecer a integracao sobre uma grande gama de subconjuntos de R",

como sera visto em maior detalhe na subsecao 1.2.4.

Definigao 1.16 (Integragao de Formas em R"). Sejam w® € T’ /\kT*R”> uma k-forma
monomial e o* um k-politopo orientado. A integral de w”* = w* da!, com i, < 444, sobre

o ¢ dada pela seguinte expressao:

wh = Wk da! = whdbx,
ok ok ok

onde o lado direito da equacao ¢ a integral sobre um politopo em R" e.g. a integragao de

uma funcao vetorial sobre um retangulo em R3. O

Claramente, a integral de uma forma diferencial herda as propriedades da integracao

de func¢oes em R™.

Uma maneira de ampliar a familia de subconjuntos de R" sobre quais podem ser
calculadas integrais de formas diferenciais é por meio do conceito de cadeias, originario da

topologia algébrica.

Definicao 1.17 (Cadeias). Seja {af}iez uma familia de k-politopos orientados. Uma

= E mior

1€

cadeia

é uma combinacao linear formal dos politopos orientados ¥, com multiplicidades m; € Z,
para todo ¢ € Z. O

A interpretacao das multiplicidades da combinacao linear de politopos orientados
é: ao percorrer a cadeia ¢, o politopo o; é percorrido m; vezes se m; > 0, |m;| vezes com

a orientacao oposta se m; < 0 e é reduzido a um ponto se m; = 0.



1.2. O Cdlculo em Variedades 35

Para obter o teorema de Stokes generalizado em R", serd necessaria a noc¢ao da

fronteira de uma cadeia:

Definigao 1.18 (Fronteiras de Cadeias). Seja ¢ uma cadeia. A fronteira dc® de c* ¢ dada

por um operador linear!” 9: c* — dc¥ que atua sobre ¢, da seguinte maneira:
ko k| _ k
oc" =0 E m;o; | = E m; (007)
i€ i€

onde do¥ é a fronteira do politopo oF, que ¢ facilmente definida a partir da definigao de
um politopo ou utilizando conceitos topolégicos. Claramente, a fronteira de uma k-cadeia

¢ uma k — 1-cadeia. O

H& uma extensao da defini¢cao 1.16 para a integragao sobre uma k-cadeia:

Definigao 1.19 (Integracao sobre Cadeias). A integral de uma k-forma sobre uma k-cadeia

i€

¢ dada por:

Tendo em vista essa definicao, a obtencao do teorema de Stokes'® para a integracao

sobre cadeias depende apenas da sua prova para um politopo [22][6].

Teorema 1.1 (Stokes, para Cadeias em R"). Seja w® uma k-forma e &+t uma (k + 1)-

/ wh = / dw”. (1.3)
Jek+1 ck+1

A demonstragao do teorema encontra-se no apéndice B.

cadeia. Entao:

1.2 O Calculo em Variedades

O Célculo em Variedades visa formalizar a aplicagao de técnicas do Calculo Dife-
rencial e Integral para fungoes definidas em espacos de dimensoes superiores e variedades
diferencidveis (que, por sua vez, sdo generalizagoes dos conceitos de curvas e superficies).

As principais referéncias sao [23], [7] e [6].

17 Note que 0 (80’“) = 0, de maneira similar a d (dwk) = 0. Assim como a derivada exterior induz o
estudo da cohomologia de de Rham, o operador de fronteira induz o estudo da homologia de cadeias.
O resultado originalmente nomeado teorema de Stokes é o caso k = 1 em R3. Obtido pela primeira vez
por Lord Kelvin em 1850, foi atribuido & George Stokes devido a sua decisao de inclui-lo no exame para
o premio Smith de 1854. A primeira versao obtida desse teorema foi o caso k = 0 em R, por James
Gregory, Isaac Barrow, Isaac Newton e Leibniz, na metade do século XVI e é nomeado o teorema
fundamental do Cdlculo. Outros casos sdo k = 1 em R?, o teorema de Green, e k = 2 em R3, o teorema
de Gauss-Ostrogadsky.

18
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1.2.1 Variedades Diferenciaveis

O conceito de uma wvariedade diferencidvel surge do estudo e da tentativa de
generalizar os conceitos de curvas e superficies. As variedades diferenciaveis sao os objetos
de estudo centrais da Geometria Diferencial e manifestam-se na Teoria de Relatividade

Geral e, como sera apresentado no capitulos seguinte, na Teoria de Yang-Mills-Higgs.

Para definir uma variedade diferenciavel, deve considerar-se os conceitos de um

espaco topoldgico e de fungoes continuas entre espagos topologicos.

Definigao 1.20 (Espagos Topologicos). Seja M um conjunto e 7 uma familia de subcon-
juntos de X, cujos elementos sao ditos conjuntos abertos (ou vizinhangas). A dupla (M, 7)

¢é dita um espago topoldgico se cumpre as seguintes condigoes:

1. M e () sdo abertos,
2. Se U,V C M sao abertos, U NV é aberto,

3. SeVa € A: U, C M é aberto, onde A é uma familia qualquer de indices, entao

U U, é aberto.
acA

Essas condi¢oes podem ser re-enunciadas:

1. M,per,
2.VUVCM:UVer = UnVer,

3. VU C M :{Ups}penC7 = U UserT
acA
A familia 7 é dita uma topologia em M. Quando nao ha ambiguidades acerca de
qual topologia é utilizada, ou quando sua escolha é arbitraria, refere-se a M como um

espago topologico. O

Definigao 1.21 (Fungoes Continuas entre Espagos Topologicos). Sejam M e N espagos
topologicos. Uma funcao f: M — N é dita continua se todo conjunto aberto de N tem

como imagem inversa um conjunto aberto de M. O

E facil ver que essa definicao de continuidade concorda com a definicao de continui-

dade para fungdes entre R” e R™ (ou, mais geralmente, entre espagos métricos).

E possivel definir variedades diferenciaveis como subconjuntos de R™, mas ha uma
definicao que depende apenas das propriedades intrinsecas dessas variedades, que envolve
os conceitos de cartas e atlas. Essa nomenclatura se origina da ideia de cartas de navegacao,
que representam partes da superficie terrestre em uma superficie planar, e de atlas, que

consistem de colecoes de cartas que cobrem a totalidade da superficie terrestre.
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Definigao 1.22 (Cartas). Seja M um espago topologico, U C M um subconjunto aberto
e ¢y U — R™ uma funcdo continua com inversa continua (um homeomorfismo). A dupla

(U, py) é dita uma carta para M. O

Por simplicidade, por vezes, diz-se que ¢y é uma carta.

Definigao 1.23 (Atlas). Seja M um espago topologico, {Uq },, . 4 uma familia de conjuntos

abertos tal que J Uy = M e {¢q: Uy = R"} ., uma familia de homeomorfismos. Entao
acA
a familia {(Ua, ¢a)},c 4 € dita um atlas para M. O

Essas defini¢oes sao suficientes para descrever a topologia de uma variedade, mas
assim como dois atlas terrestres com projecoes diferentes podem descrever a superficie da
Terra, dois atlas diferentes podem descrever a mesma variedade. Portanto, a definicao de
uma variedade deve resolver essa ambiguidade. Para isso, ¢ necessario lidar com questoes

de regularidade.

Definigao 1.24 (Cartas C*-compativeis e C*-Altas). Sejam

(U,pu: U —R"),
(V,py: V= R"Y)

cartas para M. (U, ¢y) e (V, py) sao ditas C*-compativeis se a funcio de transicdo
—1 . n n
oy oy pv (V) CR" = ¢y (V) CR

& um C*-difeomorfismo, isto ¢, se é uma funcao C* (uma funcio que possui derivadas de
k-ésima ordem continuas) e ¢ uma bijecdo. Um atlas {(Us, ¥a)},cq tal que, para todo

B,7v € A, ps e ¢, sdo C*-compativeis é dito um C*-altas. O

E facil ver que o caso k = 0 é equivalente & definicdo de cartas e atlas.

Ainda é necessario eliminar a ambiguidade entre atlas. Para tanto, introduz-se a

noc¢ao de uma estrutura diferencial.

Defini¢do 1.25 (Estrutura Diferencial). Sejam {(Ua, ¥a)}acs € {(Uas¥a)} sep C*-atlas
para M. Entdo {(Us; Pa)}aca © 1(Ua, ¥a)}sep sd0 ditos equivalentes, ou

{(Uav ‘;Da)}aeA ~ {(Uav wa)}ﬁeBa

se a uniao {(Ua, Pa) taeaU{(Uas ¥a)} g € um C*-atlas para M. As classes de equivaléncias

de C*-atlas para M sao ditas C*-estruturas diferenciais. O

Com as defini¢oes acima é possivel definir uma variedade diferenciével.
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Definigao 1.26 (Variedades Diferenciaveis). Seja M um espago topologico e {(Us, Pa) }pea
uma C*-estrutura diferencial. O par (M, {(Ua, SOa)}aeA) ¢ dito uma C*-variedade diferen-

cidvel. O

Quando nao ha ambiguidades acerca da estrutura diferencial utilizada diz-se que M
¢ uma C*-variedade. A dimensao de (M, {(Ua, ¢a)}ueca

um conjunto ¢, (Uy), imagem de uma carta em {(Ua, o)} e 4. Se a dimensao de M é n,

) ¢é definida como a dimensao de

diz-se que M é uma n-variedade. Um subconjunto N de M que também é uma variedade

¢ dito uma subvariedade.

No caso em que M ¢ uma C-variedade, diz-se que M & uma variedade topoldgica.
Diversos resultados validos para variedades diferenciaveis nao sao validos para variedades

topologicas.'??® Neste trabalho, serdo consideradas apenas C°°-variedades.

1.2.2 Formas Diferenciais em Variedades

Com a nog¢ao de uma variedade diferenciével, é possivel estender os conceitos do
Calculo em R™ para variedades. Em contraste com o caso de R", a introdugao da nocao
de campos vetoriais é o primeiro passo nessa tarefa. Retomando a conexao de campos
vetoriais com a derivada direcional, é possivel defini-los a partir da nogao de derivacao,

objetos que seguem a algebra dos operadores diferenciais.

Definigao 1.27 (Campos Vetoriais). Sejam M uma variedade diferencial f, g € C*° (M)
(isto ¢, o~ o f € C> (R") para toda carta ¢ de M) e a,b € R. Diz-se que v: C* (M) —
C>® (M) é um campo vetorial em M se é uma derivacdo, isto €, se possui as seguintes

propriedades:

1. Linearidade: v (af 4+ bg) = av (f) + bv (g);

2. Regra de Leibniz: v (fg) =v (f) g+ fv (9). O

Assim como no caso de R", o conjunto de campos vetoriais em M, I' (T'M) (denotado
dessa maneira em analogia a I' (TR™), o conjunto de campos vetoriais em R"), é um C>°-

modulo.

O espago tangente a um ponto de M é, entao, definido da seguinte maneira:

Definigao 1.28 (Espago Tangente). Seja v um campo vetorial em M e f € C* (M). Um
vetor tangente a M em um ponto p € M, v, ¢ definido a partir de sua acao sobre funcoes,
da seguinte forma:

v, (f) = (f) (D),

190 caso de 4-variedades topologicas é topico de pesquisa atual, tendo aplicacdes em teorias fisicas [24].
20 Boa parte dos resultados acerca de variedades também dependem da validade do azioma de separacdo
de Hausdorff, valido para a maioria dos casos nao-patologicos.
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onde v (f) (p) é a funcdo v (f) avaliada no ponto p. O conjunto de vetores tangentes a M

em p ¢ dito o espago tangente de M em p e é denotado T, M. O

As defini¢oes acima sao bastante abstratas, mas podem ser conectadas com conceitos
mais claros por meio de uma definicao alternativa de um espago tangente & M. Considere
as curvas v: [ C R — M sobre M. Seus vetores tangentes sao dados pela acao sobre uma

funcao f da seguinte maneira:

Y0 () = ST (1)

Portanto, 7' (t) € Ty )M, e é possivel visualizar melhor os vetores tangentes & M. Clara-

mente, T, M é um espaco vetorial e ha o isomorfismo 7,M = R" se dim (M) = n.

Como para os campos vetoriais, a definicao de uma forma diferencial é dada por

sua agao sobre os campos vetoriais.

Definigao 1.29 (Formas Diferenciais). Sejam f,g € C* (M) e u,v € I'(T'M). Diz-se
que w: I'(TM) — C* (M) é uma forma diferencial em M se é uma funcdo C*linear,

isto é, cumpre a seguinte condigao:
w (fu+gv) = fw(u) + gw (u). %
O conjunto de formas diferenciais em M ¢é denotado por I' (T*M) e é um C>-
modulo.

A definicao de um espaco cotangente é completamente analoga & definicao de

espacos tangentes:

Definigao 1.30 (Espago Cotangente). Seja w uma forma diferencial em M e f € C*° (M).
Um vetor cotangente & M em um ponto p € M, w,, é definido a partir de sua agao sobre

campos vetoriais, da seguinte forma:
wy (v) = w (v) (p)
O conjunto de vetores cotangentes & M em p é dito o espaco cotangente de M em p e é
denotado T;‘M ) O
Novamente, Ty M ¢ um espago vetorial isomorfo a R™.

Para definir campos de k-vetores e k-formas diferenciais, basta utilizar a nogao
do produto exterior sobre um modulo, definida de maneira completamente analoga ao

produto exterior sobre um espago vetorial.

Definigao 1.31 (Campos de k-Vetores). Seja {v*} ree uma familia de campos vetoriais.

Um campo de k-vetores v* é dado pelo produto exterior:

k
k=1
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Definigao 1.32 (k-Formas Diferenciais). Seja {wk} re uma familia de formas diferenciais.

Uma k-forma diferencial w” é dada pelo produto exterior:
k
wh = /\ Wi O
k=1

A definicao da derivada exterior para formas diferenciais em uma variedade é
totalmente analoga & definicao 1.15. De fato, essa definicao é o caso especifico em que

M =R".

1.2.3 Mudanga de Coordenadas

A escolha de uma carta ¢ para M introduz um sistema de coordenadas, da seguinte

maneira: associada a funcao de coordenada z‘: R® — R ha uma funcdao de coordenada
ort =a'op: M — R.

O processo de obter fungoes em M a partir de funcoes em R"™ pode ser estendido para

campos vetoriais, por meio de

ol f)=v () (") =v(f),
para toda funcao f: R™ — R. Para formas diferenciais, basta tomar

*

prw (0 ') = w (pu (') = w (v),
para todo v € I' (TR").

Esses processos motivam a definicao de duas familias de mapas que permitam

realizar a correspondéncia entre duas variedades M e N.

Definigao 1.33 (Pullback de Fungoes). Sejam M e N variedades e ¢: M — N. O mapa
linear
p*: C°(N) = C* (M)
¢ dito o pullback de f por ¢ se, para todo f € C*®(N) .
o' f=[fogp O
Definigao 1.34 (Pushforward). Sejam M e N variedades e ¢: M — N um difeomorfismo.

A familia de mapas lineares indexada por k
o.: T (/\"TM) =T (/\kTN>
¢ dita o pushforward de v* por ¢ se, para todo v* € T’ (/\kTM> e para toda f € C™ (N):
P (f) =" (¢ f),
e para todos u‘ € I' (/\ZTM) evfel </\kTM>:

Vs (ue A vk) = go*ue A w*vk. O
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Definigao 1.35 (Pullback). Sejam M e N variedades e ¢o: M — N um difeomorfismo. A

familia de mapas lineares indexada por k
o T (/\kT*N> =T (/\’T*M)
¢ dita o pullback de w* por ¢ se, para toda w® € T (/\kT*N) e para todo v* € T’ (/\kTM>:
ok (,Uk;) — ok (%«’Uk) ’
e para toda £ € T (/\ET*M> ewkel (/\kT*N)
o* (gz /\wk) — oA k. 0O

Claramente, o caso em que k = 0 para a defini¢ao 1.35 é equivalente a defini¢ao 1.33.
A identidade (1) 0 )" = ¢** também vale, pois, para todo f € C* (M), (Vo) f =
fovop=1rfop=yp P f.

Note que enquanto o pushforward atua de maneira covariante, obtendo um mapa de
r </\kTM> em [’ (/\kTN> a partir de um mapa de M em N, o pullback atua de maneira

. k k .
contravariante, obtendo um mapa de I’ (/\ T*N> em I’ </\ T*M) a partir de um mapa
de M em N. Por essa razao, diz-se que campos vetoriais sao covariantes, enquanto suas
componentes sao contravariantes e formas diferenciais sao contravariantes, enquanto suas

componentes sao covariantes.

A derivada exterior é compativel com o o pullback, i.e., o pullback da derivada
exterior de uma forma diferencial em M corresponde a derivada exterior do pullback da

forma em N, ou
o (dwk) =d (gp*wk) :

Para verificar essa identidade, é necessario lidar com coordenadas locais, que podem ser
obtidas a partir de cartas em M e N, como explicitado no inicio da subsecao. Como hé
atlas para essas variedades e as cartas sao compativeis, a prova de que a igualdade vale em
toda a variedade depende apenas da prova para qualquer carta. Primeiramente, é provado

o caso em que k = 0:
¢* (dw’) (v) = dw’ (psv) = puv (W) = v (p*w°) =d (¢*w’) v.

Essa identidade revela o comportamento contravariante do diferencial de uma funcao

e justifica a definicao da derivada exterior para formas diferenciais e nao para campos
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vetoriais. Para uma k-forma qualquer tem-se:

" (dwk) = ¢"d Z whdz! | = o Z dwh Ada! | = Z " (dwlf A dz')

Iezk Ie1k IeTk
= Z o dwh A prda’ = Z de*wh Ade*z™ A -+ A dp*a’
Iezk Iezk
= Z d ((p*wlf Adp* zt A A dcp*mi’“)
IeTk
=d Z O WAt Azt A A ptdatt | =d Z o (w’; A dxl)
Iez* Ie1k
=d |¢” Z wh A da!
IeTk
=d (ga*wk) :

Sendo possivel estabelecer uma, correspondéncia entre duas variedades, pode considerar-se
o efeito de transformacoes de coordenadas sobre os objetos definidos anteriormente. Para
essa tarefa, é necessario diferenciar transformagoes passivas de transformacoes ativas. A

12!, pode ser interpretada tanto como

acao de um funcao de M em N, quando inversive
uma transformacao ativa de M em N, i.e., como um mapa associando um ponto de M em
um ponto de outra variedade N, quanto como uma transformagao passiva, i.e., como uma

mudanca da descrigao das coordenadas de M.

Exemplo 1.9. A transformagao de S? x R% em R® — {0} dada por

x = rcos (¢)sen (0),
y = rsen (¢)sen (),

z = rcos(0),

pode ser interpretada como a fung¢do que mapeia um ponto de coordenadas (7, ¢, 6) em
S? x R% no ponto de coordenadas (z,y,z) em R* — {0} ou como uma mudanca de
coordenadas para R3 — {0} (utilizando sua inversa), em que os pontos de R?® — {0} sdo

mantidos fixos e somente a descricao de suas coordenadas é alterada. A

As defini¢oes de campos vetoriais, formas diferenciais e das operagoes atuando sobre
esses objetos nao presumiram um sistema de coordenadas e, portanto, esses objetos sao
ditos independentes de coordenadas, pois com as correspondéncias dadas pelo pullback e pelo
pushforward, os resultados da aplicacao de campos vetoriais a funcoes e formas diferenciais

a campos vetoriais sao invariantes, assim como a derivada exterior é compativel com o

21 Note que se uma funcao entre duas variedades é continua e inversivel, as duas variedades sdo topologi-
camente equivalentes. Como neste trabalho todas as fungoes sao consideradas continuas ou suaves,
essa condigao é cumprida.
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pullback. Entretanto, é importante obter expressoes que descrevam como a representacao

desses objetos se modifica quando é feita uma transformacao de coordenadas.

. i 17
Sejam {x'},.; coordenadas em M e {z"}, ; coordenadas em N. Para comparar os
dois sistemas de coordenadas é necessario utilizar o pullback. Portanto, para uma funcao

¢: M — N, compara-se {z' }zGI com {¢*x /Z}ZGZ‘

.. e /
Para comparar campos vetoriais, utiliza-se {go*@j}jej e {Gj }jej

90*83‘ (:E/Z) _ * /z Za * /Z Za * /E ( /z) ’

e portanto
n

¢*8]:Za ( * /K)ae

=1
E possivel, entdo, definir uma matriz (ou, mais precisamente, um campo matricial) de
transformacao de coordenadas D = Dfej ® ey, onde {e’} jes € uma base para os campos

de covetores e {es},., ¢ uma base para os campos de vetores, por Df =0, (gp*x’z) Assim,

=1
No caso em que N = M e ¢ =idy; € a identidade em M, Df = 8]-95’(.

Para formas diferenciais, tem-se:

©* da (9;) = da” (¢ de (¢0¢) ¢ —Zgo*ﬁg ) &

:Zae(go* /] Za */g (al)’
(=1

e entao:

3

@* da’? —Zag *27) da* = " D] da.

(=1

Claramente, D7, sao os componentes da matriz inversa D~! de D.

Para campos de k-vetores:

GP*aI — 8]‘1 A - <Z Dfl ) (Z kaa > — Z AkDgalL,

=1 l=1 LecLk

e k-formas:

prda = Y A'D] dat.

LeLk

Um caso importante é a transformacao de uma forma de volume vol, definida como

uma n-forma em um subconjunto de M tal que vol nao é nula em nenhum ponto desse
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subconjunto. E facil mostrar que, dada uma forma de volume vol, qualquer outra forma
de volume vol’ pode ser escrita como vol’ = fvol para uma funciao f que nao ¢ nula em
nenhum ponto de M. Uma forma de volume canonica pode ser obtida a partir da forma
de volume padrao em R" dada por vol, = e; A --- A e,. Entao, a forma de volume vol’
correspondente a um sistema de coordenadas {z'*} ez Pode ser comparada com a forma de

volume vol correspondente a {z'},_; da seguinte maneira:
p*vol' = N*D = det (D) vol,

mas esse resultado?? corresponde ao resultado da transformacao de coordenadas para

/V dv’ = /V det (D) dV.

1.2.4 O Teorema de Stokes em Variedades

integrais:

O resultado obtido para formas de volume indica que o teorema de Stokes em
variedades deve tomar a mesma forma daquele deduzido na subsecao 1.1.4. Entretanto, é

necessario adicionar uma hipoteses para o teorema, a de orientabilidade.

Uma variedade ¢é dita orientdvel se possui uma forma de volume definida global-
mente em M. Uma orientagcao para M é uma classe de equivaléncia de formas de volume
de maneira que vol e vol’ sao equivalente se vol' = fvol para uma funcao f estritamente
positiva. Essa classe de equivaléncia contém formas de volume ditas positivamente orienta-
das ou de mao direita. As formas de volumes nao contidas nessa classe de equivaléncia sao
ditas negativamente orientadas ou de mao esquerda. Em geral, para um atlas que contém
a carta ¢ de M, toma-se como orientagao a classe de equivaléncia gerada por ¢*vol,. O

exemplo mais conhecido de uma variedade nao orientavel é a fita de Mobius.

Para obter o teorema de Stokes, basta definir a integragao sobre variedades, visto

que toda variedade orientéavel é difeomorfa a um politopo.

Definicao 1.36 (Integragdo em Variedades). Seja M, dim (M) = p, uma variedade

k

orientavel e difeomorfa, via ¢, a um k-politopo o* em R" e w* uma k-forma em M. Entéo:

/wk ::/ go*wk:/ o wh. O
M (M) ok

Em vista dos resultados apresentados anteriormente acerca do pullback de formas
e da compatibilidade do pullback com a derivada exterior, o teorema de Stokes para
variedades é um corolario do teorema 1.1. O tnico detalhe ainda nao definido é o de
uma carta que inclua a fronteira OM de M. A definicdo para uma n-variedade M é uma

substituicao da imagem de uma carta: uma carta ¢ para a fronteira de M é tal que sua

22 No contexto da Geometria Riemanniana, escreve-se ¢*vol' = \/|det (g)|vol, onde g é a matriz de
métrica. De fato, g = DT D.
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imagem intersecta a fronteira @ (R"™! x R, ) de R"™! x R, , dada pelo hiperplano 2" = 0.

Os pontos nessa interseccao definem parte da fronteira de M.

Teorema 1.2 (Stokes). Seja ¢ uma k + 1-cadeia de variedades orientdveis e w® uma

/ wh = / dw”. (1.4)
Hck+1 ck+1

A defini¢ao de um cadeia de variedades é completamente anédloga a definicao de

k-forma. Entao:

uma cadeia de politopos.

1.3 Fibrados

A medida da variacdo de um campo vetorial ou de uma forma diferencial em uma
variedade diferencial M nao ¢ trivial, pois os espagos tangentes 7, M e cotangentes T M a
um ponto p de M nao correspondem canonicamente aos espagos Ty M e T M em outro
ponto ¢ de M. Assim, operacoes entre vetores pertencentes a dois espacos diferentes nao
sao bem definidas a priori e nao ha maneira canonica de comparar campos vetoriais e
formas diferencias em diferentes pontos. Uma tentativa de solucionar esse problema leva &
defini¢ao de fibrados. As principais referéncias para essa secao sao [23|, [25], [26], [27] e
[28].

1.3.1 Fibrados Gerais

Um fibrado é um objeto definido de maneira a generalizar o produto cartesiano
U x V de dois conjuntos U e V. A utilidade dessa defini¢cao é que, enquanto o conjunto
de espacos tangentes a R™ pode ser tomado como R™ x R" = R?", pois todos espacos
tangentes sao similares, o conjunto de espacos tangentes a uma variedades M podem

apresentar estruturas extras.

Exemplo 1.10 (O Fibrado Tangente do Circulo). Seja S* o circulo, visto como uma
variedade diferenciavel. E possivel obter S! a partir de sua imersao em R? com um sistema
de coordenadas cartesiano, com local geométrico dado por {(z,y) : 2* + y* = 1}. O espago
tangente & um ponto p é isomorfo a R (podendo ser obtido a partir da reta tangente ao
ponto associado a p pela imersao, caracterizando a uniao dos espacos tangentes como
um subconjunto de S' x R?) e é possivel organizar esses espagos de maneira canoénica,
considerando o cilindro infinito S* x R e definindo o fibrado tangente 7,S' = {p} x R C
St x R. A

Exemplo 1.11 (Fita de Mébius). Uma construgao similar ao cilindro ¢ a fita de Mdbius
infinita 9, obtida a partir do retangulo semi-infinto [0, 1] x R, identificando o ponto (0, y)
com (1,1 — y). Considerando S* C 9, obtido a partir dos pontos (x,0) € [0,1] x R com a
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(a) Os espagos tangentes do circulo S! imersos (b) Os espagos tangentes do circulo S' organi-
em R2. zados como o cilindro S x R.

Figura 2 — Duas possiveis disposicoes dos espacos tangentes do circulo S*.

identificacao (0,0) ~ (1,0), é possivel ver 9 como a uniao dos espagos tangentes de S,

com a estrutura extra da identificacao mencionada anteriormente.

(a) O cilindro S* x R, um fibrado trivial. (b) A fita de M&bius 9, um fibrado nao-trivial.

Figura 3 — Comparagao entre um fibrado trivial e um nao-trivial.

Enquanto S' x R é claramente um produto cartesiano de uma variedade por um
espago vetorial, 9 é apenas uma variedade (nao orientéavel), diferindo do cilindro apenas
por uma torcao.?® Entretanto, localmente, 9 pode ser visto como um produto cartesiano
de uma variedade por um espago vetorial. A nao trivialidade de 9, uma caracteristica

global, serve como motivacao para a definicao de um fibrado vetorial. A

Uma defini¢ao ligeiramente mais geral que a delineada no exemplo 1.11 é a de um

fibrado:

Definicao 1.37 (Fibrados). Sejam E e M variedades e 7: E — M uma fung¢ao continua
e sobrejetiva. A tripla (E, M, ) é dita um fibrado sobre M. A variedade E ¢é dita o espago
total, M ¢é dita o espaco base e m & dita a projegao. O subconjunto E, = {¢ € E : 7 (q) = p}
de E é dito a fibra sobre p. O

23 Essa torcdo, devida & identificacio mencionada, induz em 9t uma acdo do grupo Zs.
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Em geral, diz-se que 7: E — M ¢ o fibrado, ou ainda, se nao ha ambiguidades,
que E é o fibrado. Visto que E ¢ a unido das suas fibras?*, ou

E=|JE,

peEM

a interpretacao de E como uma generalizacao de espagos obtidos através de produtos
cartesianos é esclarecida: M x F' com 7 (p, f) = p é um fibrado, em que F' é uma variedade
e é dita a fibra padrao sobre M, i.e., a projecao de M x F' sobre qualquer ponto de M é F.
Um fibrado dessa forma ¢ dito um fibrado trivial. Entretanto, assim como o caso da fita
de M&bius 91 no exemplo 1.11, um fibrado F pode apresentar estruturas globais extras
e, assim como para M, é desejavel que E seja localmente trivial. A formalizacao dessa

condicao necessita o estabelecimento de um morfismo* de fibrados.

Definigao 1.38 (Morfismos entre Fibrados). Sejam 7: E — M e n': M’ — E’ fibrados.
Um morfismo entre esses fibrados é uma dupla (¢,v), com ¢: M — M' e ¢: E — F',
tal que ¢ (E,) = E(’p(p). Se ¢ e 1 sao difeomorfismos, diz-se que esse morfismo é um

isomorfismo. O

Em geral, diz-se que ¢ é o morfismo entre fibrados, pois (¢, %) é um morfismo se e
somente se p o™ = o1 e, portanto, o morfismo é totalmente determinado por . Outro
conceito necessario para uma definicao precisa de trivialidade local é o de uma restrigcao de

um fibrado. A restrigdo E|y do espago total F a uma subvariedade N de M é definida por
Eln={¢€e FE:m(q) € N}.

Assim, N ¢ o espago base de E|y e 7|y, a projegao 7 restrita ao conjunto N, é a proje¢ao

do fibrado. Essa restricao é um isomorfismo de fibrados.

Um fibrado é dito localmente trivial com fibra padrao F' se, para cada ponto p de

M, existe uma vizinhanca U e um isomorfismo de fibrados
in FE |U —UXx F s
que mapeia cada fibra de F na fibra correspondente do fibrado trivial U x F, i.e.,

Yu (Ep) = {p} x F.

O morfismo ¢y ¢é dito uma trivializacao local. Claramente, duas trivializagoes locais 1y

e 1y devem ser compativeis®, i.e., a fungdo de transicio ;' opy: VX F — U x F &

24 Esse fato é a origem da terminologia em inglés de bundles e fiber bundles, podendo ser traduzida como
feize e feixe de fibras.

25 A nocao de morfismos entre estruturas algébricas e topoldgicas, como representacoes de grupos, funcdes
lineares e morfismos de fibrados, leva ao estabelecimento da teoria de categorias[29].

26 Assim como no caso para variedades, as trivializacdes locais em conjunto com uma cobertura para a
variedade determinam um fibrado de coordenadas. Um fibrado deve ser considerado como uma classe
de equivaléncia para fibrados de coordenadas 25|, em analogia as estruturas diferenciaveis de uma
variedade.
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um difeomorfismo. Um resultado importante acerca de fibrados localmente triviais é o
lema de Ehresmann, que afirma que se a projecao n: F — M é uma submersao, i.e., seu
diferencial é sobrejetivo, se é uma fungao propria, i.e., a imagem inversa de todo conjunto
compacto ¢ um conjunto compacto®’, e se é uma funcao suave, entao o fibrado 7: £ — M

é localmente trivial.

Para compreender o comportamento de campos vetoriais e de formas diferenciais
em uma variedade, faz-se necessario o conceito de segao. Uma secao generaliza a ideia
de um grafico: o grafico® de uma funcao f: A — B entre dois conjuntos é um conjunto
f(A) C A x B que reflita a univocidade de f, i.e.,

Vee A: I (z,y) € f(A).

A caracteristica principal de uma se¢ao de um fibrado é que essa reflete as propriedades
globais do fibrado.

Definigao 1.39 (Segoes). Seja m: E— M um fibrado. Uma fungao continua s: M — E
¢ dita uma se¢do de m: E'— M se, para cada p € M, s (p) € E,. Equivalentemente, s é

uma secao de m: E — M se mo s =idy,. O

O conjunto de se¢oes de um fibrado F, quando nao ha ambiguidades, ¢ denotado
['(E). E possivel estender essa definicio para secées locais, em que s: E liCE—-UcCM
¢ uma funcao definida apenas para um subconjunto U de M e suas fibras. No caso da
defini¢ao 1.39, s é também dita uma secao global. As secoes globais contém informacao

sobre a trivialidade de um fibrado, dependendo das estruturas extras impostas nesse.

1.3.2 Fibrados Vetoriais

O primeiro exemplo de estrutura para um fibrado ¢ o de um fibrado vetorial, em

que as fibras sao espacgos vetoriais.

Definigao 1.40 (Fibrados Vetoriais). Seja 7: E — M um fibrado. Se toda fibra £, é um

espago vetorial n-dimensional V' e se hé trivializagoes locais
wU: E‘U —UxV

para cada ponto de M tais que cada ¢y mapeia a fibra E, em V' linearmente, i.e., se
Yulg,: E, — V & um mapa linear. Equivalentemente, se 1y e 1y sao trivializacoes,
Yy oy € GL (n,R), onde GL (n,R) ¢ o grupo linear geral de R™, composto das fungoes

inversiveis de R™ em R". O

27 Em um espaco euclideano, um conjunto compacto é um conjunto fechado e limitado. Em um espaco
topologico que segue o axioma de separacao de Hausdorff, a definicdo é mais complexa e envolve a
ideia de coberturas [30].

28 No contexto da Teoria de Conjuntos, essa descrigio é a definigdo de uma funcao [30].
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As segoes de um fibrado vetorial £ formam um C*°-modulo por meio de (fs) +
(97) (p) = f(»)s(p) + g(p)r(p) para todas s,7 € I'(E) e f,g € C*(M). Fibrados
vetoriais sao estruturas ricas que permitem compreender o comportamento de diversos

objetos encontrados anteriormente.

Exemplo 1.12 (Fibrados Tangentes e Cotangentes). Seja M uma n-variedade e

T™ = | | T,M.
peM
Diz-se que T'M - com projecao definida naturalmente via, para toda trivializagao 1,
7r[1/1*1 (p, v)] = p - ¢ o fibrado tangente de M e que os espagos tangentes T,M = R", para
cada p € M, sao suas fibras. Claramente, 7'M ¢é um fibrado vetorial, devido a estrutura de
variedade de M e & estrutura de espaco vetorial de cada T, M. Suas segoes sao os campos
vetoriais em M e, portanto, a notagao I' (T'M) para o conjunto de campos vetoriais é

justificada.

Da mesma maneira,
M= | | Ty M,
peM
equipado com uma projecao natural, é o fibrado cotangente de M, os espacos cotangentes
T M sdo suas fibras e suas segoes sdo as formas diferenciais, justificando a notagao I' (T M)
para o conjunto de formas diferenciais. Claramente, T*M = (T'M)*, devido a agao das
formas diferenciais sobre os campos vetoriais. Um fibrado vetorial construido a partir do

espago dual & outro fibrado vetorial E é dito um fibrado dual, e é denotado por E*.

Os fibrados k-tangentes A\* (TM) = N"T'M e k-cotangentes \* (T*M) = N*T*M
sao definidos de maneira analoga e seus conjuntos de secoes, I' ( /\kT M ) el </\kT*M >,

respectivamente, consistem dos campos k-vetoriais e das k-formas diferenciais. A

Exemplo 1.13 (Fibrado Tangente de S?). Considere a esfera S?. Seu fibrado tangente
pode ser obtido utilizando a imersao de S? em R?, dada pelo local geométrico dos pontos
{(x,y,2) : 22 + y* + 2° = 1}. Para um ponto p de S?, o plano tangente a S? em p é
isomorfico a R2. Portanto, 7°'S? é um subconjunto de S? x R?, mas nao ¢ possivel identificar
T'S? com o produto cartesiano S? x R?, em contraste com o caso de T'S*, devido ao teorema,
da esfera cabeluda, um teorema topologico que enuncia a nao existéncia de campos vetoriais
nunca nulos nas esferas S?". De fato, s6 ¢ possivel determinar campos vetoriais nunca nulos
em S9 S, S% e S7. A relacdo entre a trivialidade de um fibrado vetorial e a possibilidade

de determinar se¢oes nunca nulas é explicitada no resultado abaixo. A

Se E é um fibrado e toda se¢ao s € I' (F) pode ser escrita como

s = E s'e;,

€L
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com {s'},.; C C* (M) e {e;},.; C T (E), diz-se que {e;},.; ¢ uma base de se¢des. Se E
possui uma base de sec¢oes, a funcao v: E — M x R™ dada por

v (p,s) =) s'ei(p) =5 (p),

onde s’ sao as componentes do vetor s, & um isomorfismo de fibrados. Portanto, se um
fibrado possui uma base de secoes, esse fibrado é trivial. Claramente, se E é trivial,
a trivializacao 1) de E é da forma dada anteriormente e induz uma base de segoes. A
condigao de trivialidade local imposta em um fibrado vetorial permite obter bases locais

para computagoes.

Exemplo 1.14 (O Pullback e o Pushforward como Morfismos de Fibrados). Dada uma
funcao ¢: M — N os mapas ¢* e ¢, definidos anteriormente induzem os morfismos
de fibrados ¢*: /\kT*M — /\kT*N € Pyt /\kTM — /\kTN via a aplicacao das formas
diferenciais ou dos campos vetoriais sobre os quais os mapas atuam em pontos p de M,
gerando os mapas ¢*: /\kT;M — /\kT;‘(p)N e o N'T,M — /\kTw(p)N. A

Assim como é possivel obter fibrados vetoriais novos a partir da dualidade e do
produto exterior, é também possivel obter fibrados a partir de somas diretas e produtos

tensoriais. O fibrado de formas diferenciais em M, é definido a partir de:
AT*M = P N1 M,
k=0
enquanto o fibrado de campos de multivetores é definido a partir de:
ATM =P N'TM.
k=0

A estrutura de produto tensorial permite definir os fibrados de campos de (k, £)-tensores:
¢ k
RT*M @ " TM = (@ T*M) ® (@ TM) .
i=1 i=1

Essas estruturas esclarecem o significado da terminologia de escalares, vetores,
tensores, pseudovetores e pseudoescalares, utilizada em diversos textos e que por vezes
acarreta em confusoes. Uma terminologia menos ambigua é a de campo escalar, que
corresponde a uma seciio do fibrado A°T*R? = \°TR? =~ Q'T*R? =~ ®"TR? = R3 xR, de
campo vetorial, que corresponde a uma secao do fibrado tangente TR3, de campos tensoriais,
que corresponde a sec¢oes dos fibrados ®KT*R3 ® ®kTR3, de campo de pseudovetores, que
corresponde a uma se¢ao do fibrado /\2T]R3 e de campo pseudoescalar, que corresponde
a uma secao do fibrado /\3TR3. Essa terminologia provém da anélise da acao do grupo
ortogonal O (3) sobre esses fibrados e pode ser generalizada para a a¢ao de O (n) sobre

um fibrado vetorial qualquer.
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2 A Teoria Classica de Yang-Mills-Higgs

Teorias de Yang-Mills-Higgs sao exemplos de teorias de gauge (ou de calibre), teorias
fisicas que apresentam um elevado grau de simetria: além de simetrias globais, uma teoria
de gauge apresenta simetrias locais. A localidade das simetrias é uma restricao mais forte
que a de simetrias globais, e é a caracteristica que define as teorias de Yang-Mills-Higgs,
dentre as quais encontram-se teorias de extremo sucesso, como o eletromagnetismo, classico
e quantizado, e o modelo de Glashow-Weinberg-Salam [31] para a interagao eletrofraca,

uma teoria quantica. Nesse trabalho, considera-se apenas teorias de gauge nao-quantizadas.

2.1 Simetrias de Gauge

A principal caracteristica de uma teoria de gauge é a invariancia frente a transfor-
macoes locais, i.e., o sistema descrito se mantém invariante frente a transformacoes que
afetam o sistema de maneiras diferentes para cada ponto do espaco-tempo, em contraste
com teorias que apresentam apenas simetrias globais, i.e., o sistema descrito se mantém
invariante frente a transformagoes que afetam o sistema integralmente [32]. Uma trans-
formacao local g atuando sobre o espaco de Minkowski R, atuando sobre as variaveis
dindmicas da teoria, é dita uma transformac¢ao de gauge quando ha um grupo (G, -) tal
que g: R'® — @G, i.e., para cada ponto x € R'3, g (x) é um elemento do grupo (G, ).
O estudo de transformagoes desse tipo sobre variedades mais gerais exige a defini¢ao de
um tipo de fibrado que reflita a estrutura dessas transformacoes, o fibrado principal. As

principais referéncias para essa segao sao [23|, [25], [26] e [27]

2.1.1 Transformagoes de Gauge para o Eletromagnetismo

A noc¢ao de uma transformacao de gauge tem suas origens na teoria eletromagnética.
Como mencionado no exemplo 1.7, é possivel definir o potencial elétrico ¢ e o vetor potencial
magnético a, de maneira que o campo elétrico E seja determinado por E = —-V¢ —0;ae o
campo magnético B por B = V x a. Essas defini¢coes levam a uma liberdade na escolha dos
potenciais ¢ e a, pois, dada uma funcao A: R? x R — R, as transformacoes ¢’ = ¢ — O, A
ea’ =a+ VA levam a
E =-V¢ —0a =-V(p—9A)— 09, (a+ VA)
=-Vo¢—-0a+ 9, VA—-VoA=-V¢-—0a
=E

para o campo elétrico e, para o campo magnético,

B =Vxa=Vx((@a+VA)=Vxa+Vx(VA)=Vxa=B.
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Equivalentemente, no espaco de Minkowski R e utilizando formas diferenciais, define-se
o 4-potencial A a partir da seguinte condigao acerca do campo eletromagnético: F' = dA.

Dada uma funcao A: R'® — R, a liberdade para o 4-potencial parte da transformacao
A = A+ dA, com

F =dA' =d(A+dA)=dA+d*A=dA=F
Portanto, as variaveis dindmicas da teoria sao invariantes frente a transformacoes desse
tipo.

A liberdade na determinacao dos potenciais pode ser eliminada de maneira con-
veniente, como ¢ o caso do gauge de Coulomb, determinado por V - a = 0, 1til para a
resolucao de problemas eletrostaticos, e do gauge de Lorenz, determinado por d A = 0,
onde

5: T (/\k“T*M) T (/\kT*M)

é o codiferencial, o operador adjunto da derivada exterior, i.e, a familia de mapas tal que,

para toda k-forma w e (k + 1)-forma &,

(w,08) = (dw, &) .

Uma expressdo 1til para o codiferencial ¢ § = (—1)" % 1dx = (—1)*™* ) 54 dx. O calibre

de Lorenz permite obter a equacao de onda para o 4-potencial:
AA = pyd,

onde A :=déd + dd é o operador de Laplace-de Rham. Esse resultado provém da equagao
(1.2b), que equivale a
d*xdA = pgrxJ <= ddA = pod,

que combinada com a condi¢ao do gauge de Lorenz da a equacao de onda:
AA=déA + 0dA = 0dA = pod.
Essa equacao corresponde a equagao de onda
UA = pod

para campos vetoriais, pois no espaco de Minkowski (AA)jj = [JA.

Em uma primeira anélise, o caso citado acima nao deixa claro a relagao entre as
transformacoes dos potenciais com o tipo de transformacao definido anteriormente, nem
qual o grupo (G, -) para o eletromagnetismo. Uma descrigdo completa da teoria partindo
apenas do seu grupo de simetria (U (1), no caso do eletromagnetismo) é desejavel, e pode

ser obtida utilizando os conceitos desenvolvidos a seguir.
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2.1.2  Fibrados Principais

A estrutura de uma transformacao de gauge como uma fungao de um espaco em
um grupo pode ser generalizada para a se¢ao de um fibrado cujas fibras sejam o grupo
em questao (uma introdugao a teoria de grupos e a grupos e algebras de Lie pode ser
encontrada no apéndice C). Entretanto é também necessario considerar um fibrado no qual
suas segoes sejam os campos vetoriais de uma teoria de gauge. Para tanto, é necessario
determinar um fibrado em que um grupo de Lie G possua uma acgao sobre as fibras, obtido
com a definicao de uma G-estrutura para um fibrado, que especifica a estrutura de suas
funcoes de transigao. Retomando a subsegao 1.3.2, foi estabelecido que, para fibrados
vetoriais, as fungoes de transi¢ao tomavam valores em GL (n,R). A generalizagao dessa
ideia é a de um fibrado com grupo de estrutura G ou fibrado com G-estrutura, definido
como um fibrado localmente trivial em que as fungoes de transi¢ao avaliadas em um ponto
tomam valores em G, i.e. ¢, o wgl = Gop> €COM g5 (P) = gapp € G. Se o fibrado também
¢ um fibrado vetorial, as func¢oes de transicao podem tomar valores em uma representagao
de G na fibras, p (G). Em ambos casos, isso determina uma agao de G nas fibras, obtida,

escrevendo (p, q), = ¥, (p,q), por meio de

(P 9app?) g = (1 @) -

Para que o fibrado m: ' — M seja bem definido, as fungoes de transi¢ao avaliadas em um
ponto gog,: Uy X F' — Ug x F para uma cobertura {Uy,}, . 4 de M devem satisfazer as
condicoes de consisténcia gaap = 1 € gagp - 9svyp - Gyap = 1. A primeira condigao indica que
a um ponto de M é associado somente uma fibra, enquanto a segunda condi¢ao implica
que é possivel transicionar entre conjuntos da cobertura sem ambiguidades. Essa segunda

condicao ¢ dita a condigdo de cociclo®.

Com o conceito de uma G-estrutura é possivel construir um fibrado colando fibrados
triviais. Seja (p, q), um ponto de um espago E associado a (p, q) € U, x F. Uma projecao
|y, B — Uy x F & definida por 7|, (p,q), = p, e & possivel definir uma projecio global
para E a partir das projecoes para cada conjunto da cobertura. Funcoes de transicao
que tomam valores em G e cumprem as condi¢oes introduzidas anteriormente induzem
trivializacoes locais definidas por ¥,(p,q), = (p,q) para E. Esse processo foi ilustrado
no exemplo 1.11, em que o grupo de estrutura para a fita de Mobius é Zy = ({—1,1},-),

onde - é a multiplicacao de inteiros.

Por vezes é 1util poder lidar com transformagoes lineares atuando sobre a fibra de
um fibrado vetorial por meio de uma representacao de GG. Diz-se que uma transformacao
linear T': £ — E, definida de maneira que T (p) = T,,: £, — E, variam de maneira suave

de fibra para fibra, vive em G se T'(p,q), = (p, p (9) ¢),,- Essa definicao é independente de

L Esse tipo de condicdo é recorrente no estudo de homologia, cohomologia e geometria algébrica.
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a, mas nao é possivel determinar qual o elemento g € G, pois

Tpv)y=@:p(9) V)= (P, p(98ap) P(9) V)4
= (PP (9pap-9)V)s=,p(g") V)5 =T(p,V')s,

com V' = p(gaap)V e p(¢) = p(gsap) P (9) p(gsap) - O mesmo pode ser dito para a
algebra de Lie g de G, i.e., T vive em g se T'(p,q), = (p,dp(9)q),,

Para obter o fibrado cujas se¢oes sao as transformacoes de gauge atuando sobre
M, é preciso considerar um fibrado tal que suas fibras sejam o grupo de Lie GG, no qual
as transformacgoes tomam valores, e que apresente uma G-estrutura. Esse tipo de fibrado

¢ dito o fibrado principal de G ou G-fibrado e & denotado 7: P (G) — M. No fibrado

principal de G é definida uma agao pela direita via

q-h=(p,g-h),=1v."(p,g-h),

para ¢ = (p, g),,. Essa defini¢do independe das fungdes de transicao, pois

qh: (p7gh)a: (pvgocﬁgh)lg = (p,g/h)ﬁ

Portanto, a acao pela direita atua como uma translacao da fibra.

Dada uma se¢ao s de P (G), ha uma trivializagao canodnica 1, s: £ — U, X G
para s tal que, para ¢ = s(p) - hy € E com 7 (q) = p, Yas(q) = (p,hy). Portanto,

Yas (8) = Uy x {1}. Duas secoes s e t estao relacionadas por

S (p> = (p7 1>a,s - (pvgts (p) ’ 1)a,t - (p7 1)a,t "Gis (p) =1 (p) “Gis (p) )

e g, ¢ dita uma secdo de transicio. E, portanto, justificado escrever s =t - g, .

Um resultado interessante acerca da trivialidade de fibrados principais é dado pela
existéncia de uma se¢ao global. De fato, seja s € I' (P (G)) uma secdo global. Para todo
q € P(G) com 7 (q) =p, ¢=s(p) - hy. Entéo o mapa ¢s: P (G) - M x G, dado por

s (q) = s (5 (p) - hg) = (5 (p) , hy)

¢ a trivializagao canonica para s. Ja se ¢: P(G) — M x G é uma trivializacao, s, =

¥~ (p,g) é uma secao global.

As segbes de m: P (G) — M atuam sobre um fibrado vetorial com G-estrutura
por meio de uma representacao que vive em M. Por esse motivo, é definida a construgao
de um fibrado associado ao fibrado principal P (G) com fibra F, de maneira canonica.
Essa construgao nao sera exposta nesse trabalho. Essas se¢oes geram um grupo (G, ),
com suas operacoes definidas ponto a ponto, dito o grupo das transformacoes de gauge. E

importante distinguir o grupo de gauge G' do grupo das transformagoes de gauge G.
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2.2 Teorias de Gauge

O formalismo de transformagoes de gauge permite descrever as questoes de simetria
de uma teoria. Entretanto, o objetivo principal é encontrar uma lei de evolugao para as
variaveis dinamicas da teoria, dadas em geral por equagoes diferenciais. O desenvolvimento
de um formalismo para derivar se¢oes de fibrados, que fazem o papel dos campos na teoria,
e a obtengao das equagoes de Euler-Lagrange a partir de uma agao serao os passos tomados

para atingir esse objetivo. As principais referéncias para essa se¢ao sao [5], [23]e [25].

2.2.1 Conexoes

Tomar derivadas em um fibrado vetorial nao é trivial. De fato, operagoes algébricas
sao definidas apenas entre vetores de uma mesma fibra e, portanto, comparar vetores em
fibras diferentes pode apresentar ambiguidades. De qualquer maneira, procede-se a definir
uma conexao em um fibrado, um operador analogo ao da derivada direcional, por meio de

suas propriedades algébricas.

Definicao 2.1 (Conexoes). Seja m: E — M um fibrado vetorial. Uma conexdo de Koszul
ou, simplesmente, uma conerdo D é uma fungao que associa um campo vetorial v € I' (T'M)
a uma fungao D, : I' (F) — I' (E) com as seguintes propriedades, para todos escalares a e

b, todas fungoes f,g € C* (M), campos vetoriais v,w € I'(T'M) e segoes s, 7:

1. Linearidade nas se¢oes: D, (as + bt) = aD,, (s) + bD,, (t),
2. Lei de Leibniz: D, (fs) = v (f) s+ fDy (s),

3. C*°-Modulo para os campos vetoriais: D fyigw (8) = fDy (8) + gDy (). O

Dado um campo vetorial v e uma segao s, D, (s) é dita a derivada covariante de

s na diregao de v.

A fim de facilitar computagoes, é interessante considerar, em um sistema local

de coordenadas em U C M, a derivada covariante nas diregoes de {0, } a base dos

neEM?
campos vetoriais associada a um sistema de coordenadas {x*} uenm- A partir desse momento,
adota-se a convencao de Einstein para somas, na qual a ocorréncia de um indice covariante
igual a um contravariante na mesma expressao implica uma soma, i.e.,
G'T, =Y G,
nemM
Pondo

DN = Da‘”

¢ possivel escrever a agao dessa derivada covariante sobre uma base de se¢oes {€q},c 4 da
seguinte maneira:

D,.e, = Aﬁaeg.
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O termo Aﬁa mapeia secoes em segoes, para cada coordenada. Portanto, é natural considerar
uma secao do fibrado vetorial End(E |U) ® T*U de 1-formas tomando valores no conjunto
de endomorfismos de E|,, onde um endomorfismo é um morfismo de uma estrutura
algébrica em si mesma. Existe o isomorfismo V ® V* = End (V') para um espaco vetorial V|
mapeando v ® f na funcdo linear u — f (u) v. Esse isomorfismo induz F @ EF* = End (F),

para fibrados vetoriais.

Define-se A € T' (End(E|;) ® T*U) por
A=Al es®e” @da

A secao A é dita a forma de conexdo®. Avaliando a derivada covariante de uma secao s na

diregao de v,
D,s = Dyug, s = v"D, 5%, = v* [(8“3“) e, + Aﬁasaeg} =t (8“3“ + Azﬁsﬁ) e, = vs+A (v)s.

Pondo v = 9,,

D,s = 0,5+ Ays,

com A, = A(0,) = Aﬁaeg ® e,. Escrevendo DY = v = v#d,, é possivel obter a expressdo
D, =D} + A(v).

Claramente, D? é uma conexao, dita a conezdo plana, correspondente & derivada no espaco
euclideano e ¢ interessante considerar a obtencao de uma conexao a partir de outra, via
D' = D + A. A linearidade e a propriedade de C* (U)-modulo é trivial, pois A, é um

mapa linear para cada p. A Lei de Leibniz é verificada por:
D, (fs) =Dy (fs)+ A(v)(fs)=v(f)s+ fDys+ fA(v)s=v(f)s+ fDs.

A diferenca de duas conexoes é uma 1-forma tomando valores no espaco dos endomorfismos,

pois, além da linearidade nos campos vetoriais, ¢ um C* (U)-médulo nas segoes:
D, (fs)—D,(fs)=v(f)s+ [fD,s—v(f)s— fDys=f(D,s —D,s),

eportanto D' =D =AcT (End(E|U) ® T*U). E importante enfatizar a localidade das
formas de curvatura, pois nem sempre ¢é possivel uma conexao D como D+ A globalmente.
Entretanto, sempre é possivel definir formas de conexao em cada cojunto de uma cobertura

de M de maneira que sejam compativeis.

Quando E possui um grupo de estrutura G, exige-se que A viva em g>. Isso se

deve & maneira como transformacoes de gauge, i.e., representacoes em F de secoes de

2 No caso em que a conexao atua sobre o fibrado tangente de uma variedade Riemmaniana ou pseudo-

Riemmaniana, é livre de tor¢ao e preserva a métrica, i.e., ¢ uma conexao de Levi-Civita, os componentes
da forma de conexao sdo os simbolos de Christoffel.

Também é possivel definir A de maneira que tome valores em g. Nesse caso, A atua sobre as secoes
por meio de uma representagao.

3
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P (G), atuam sobre conexao D. Dada uma conexado D e uma transformacao de gauge
g € T'(P(G)), ha uma conexao D’ tal que

D, (p(g)s) =p(g) Dy (s).

As conexoes D’ e D sao ditas equivalentes por gauge, e é facil verificar que D’ é de fato
uma conexao. A linearidade e a propriedade de ser C*° (M )-mo6dulo sdo triviais, enquanto

a lei de Leibniz é dada por
D, (fs)=p(9)Du(p(g7") fs) =p(g)v(f)p(g™")+fr(g) Dy (p(97") 8) = v (f)+fD, (s).
Em um sistema local de coordenadas,
D, (s)=p(9)Du(p(g7")s) =p(g) D5 (p(97")s) +r(g)A(v) (p(97")s)

=p(g)v"0, (p(g7") s"ea) + p(g) v“Aﬁap (g7') s%es
=v"p(9) [(Oup (97")) s"€a +p (97") (0us) €a + Agp (97") 5" €0
[0 + () (Bup (57)) 5+ 0) Ao (57) ]
= DY +p(g) A(v)p(g™") +p(g)dp(g7") (v)] s
= [D} + A’ (v)] s,

e, portanto, D’ = DY 4+ A’, com

A =p(g)Ap(g7") +p(g)do(g7")

Esse resultado justifica a exigéncia de que A viva em g, dado que p(g)dp(g™?!) vive em g

e, se A vive em g, p(g) Ap(g~!) também vive em g.

As propriedades frente & transformacoes de gauge justificam denominar a forma de

conexao como um potencial de gauge, como ilustrado no exemplo a baixo.

Exemplo 2.1 (Potencial Eletromagnético). A notagao da forma de conexao como A
nao é acidental, pois os potenciais de uma teoria de gauge sao formas de conexao. Um
exemplo esclarecedor é o de uma conexao atuando em um fibrado vetorial 7: £ — M
com U (1)-estrutura, correspondente ao grupo de gauge do eletromagnetismo. Utilizando
a representacao natural de U (1), toda transformacio de gauge ¢ da forma g = ¢, com

0: U, — R. Atuando com essa transformacao sobre um potencial A, obtém-se o potencial
A/ — eiAAe—iA + eiAde—iA — eiAAe—iA + eiAZ'dfe—iA
Como U (1) é abeliano,
A = A +idA.
Esse potencial toma valores na édlgebra de Lie u (1) = iR de U (1), enquanto o potencial
eletromagnético toma valores em R. Definindo Ay = %A, o potencial transformado toma
a forma

Al = Ag +dA,

que corresponde a descricao dada na subsecao 2.1.1 A
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Exemplo 2.2 (Acoplamento Minimo). Uma aplica¢do interessante do formalismo de
conexoes é o acoplamento minimo para o eletromagnetismo em teorias quanticas. No caso
nao relativistico, o acoplamento minimo para um sistema com interacao eletromagnética ¢é
dado por Hw— H-— q¢ e p — p— 1a, onde Héo operador hamiltoniano do sistema e p é
o operador de momento linear. Na representagao de posicao, p = —ihV e, pela equacao de
Schrédinger, H = iho,.

A adaptacao dessa ideia para o caso relativistico é bem ilustrada por sua aplicagao

a equagao de Dirac. Para um férmion livre de massa m e carga ¢, a equagao de Dirac é:
(fy“PM — mc) P =0,

onde * sdo as matrizes de Dirac, uma representagao de SL (2,C) em C*, Péo operador
de 4-momento e 1 é o spinor do férmion. O acoplamento minimo é dado por P—P— qA,

e a equagao para a particula interagindo com um campo eletromagnético é:
[7“ (FA’“ — qA#) — mc} v =0.
No espaco de posicao,
[z’hv“ (Op +iqA,) — mcMJ = 0.
O termo 0,,+igA, corresponde as componentes de uma conexao D = D%+¢A = D°+igAg.
Portanto, a equagao de Dirac para uma particula em um campo eletromagnético pode ser

reescrita como

(thD, —mc) ¢ =0,

onde v é uma campo vetorial tomando valores na representacao de Dirac, i.e., além de ser
uma conexao no fibrado com grupo de estrutura U (1), D também é uma conexao (plana)

no fibrado de spin, que possui como grupo de estrutura Spin (1,3) = SL (2, C). JAN

A conexao também exerce a funcao de transportar vetores sobre uma variedade, i.e.,
associar dois vetores em espacos tangentes diferentes. A escolha de uma conexao dé uma
maneira de realizar esse transporte, e o tipo mais interessante é o dito transporte paralelo,
no qual a variacao do vetor deve-se apenas a estrutura geométrica da variedade. No espaco
euclideano, o transporte paralelo sobre uma curva é v: R — R” ¢ dado associando o
vetor v,y € T,(0)R" a0 mesmo vetor em outro espago tangente, v, € T5)R", para todo
t. Em uma variedade M, a estrutura geométrica impossibilita esse tipo de transporte,
mas ¢é possivel definir um analogo, de maneira que a variacao do vetor v, sobre uma
curva 7: R = U, C M corresponda a variagao de ¢,.v.(0) sobre a curva (p5*)" v (), com

Yo' M — R™ uma carta para M. O resultado do transporte paralelo é dado pela equagao
Do)y = 0.

Em coordenadas locais,

d
Dyyvye = oo +A (Y (1))
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A solugao da equacao diferencial do transporte paralelo,
A =0
S0+ AR (1) =0,

é dada pela exponencial ordenada por caminhos:

Pe= i A0/ 6Nes = ( / ne )

=1 — / A t1 dtl + / / A tl A ('7/ (t2)) d{;2dtl o

que, quando todos A (7' (t)) comutam ou independem de ¢, reduz para a exponencial de

uma transformagao linear que vive em g.

Nota 2.1 (Conexdes e Métricas). A estrutura geométrica de uma variedade é tipicamente
especificada por uma métrica, que induz produtos internos em cada espago tangente de
uma variedade. Entretanto, a escolha de uma conexao determina o transporte paralelo
de vetores na variedade e, portanto, deve induzir uma métrica. De fato, é possivel obter
uma conexao a partir de uma métrica, mas nem sempre uma métrica a partir de uma
conexao. Quando o segundo é possivel, diz-se que a conexao é uma conexdao métrica. O
formalismo de conexoes, que apresenta maior generalidade, seré utilizado neste trabalho,

em preferéncia ao formalismo da métrica.

O conceito de trasporte paralelo é importante para a interpretagao geométrica dos
conceitos introduzidos a seguir, que permitem encontrar uma equacao para os campos de

gauge, obtidos a partir da forma de conexao.

2.2.2 Curvatura

Se a conexao é o analogo em variedades da diferenciagao, a curvatura é relacionada
com derivadas segundas, medindo o quanto essas derivadas falham em comutar. O interesse
por essa quantia ¢é claro, e sua interpretagao ¢ dada considerando o transporte paralelo
de vetores sobre uma curva fechada. Esse tipo de transporte, quando avaliado para todo
campo vetorial sobre uma curva, é chamado de holonomia, e seu estudo leva a resultados
importantes para teorias fisicas.* A definicao da curvatura se da, portanto, a partir da
comutacao uma conexao avaliada em dois campos vetoriais, com um termo extra para

levar em conta a falha em comutar desses dois campos vetoriais.

Definigao 2.2 (Curvatura). Seja 7: £ — M um fibrado vetorial com uma conexao D.
A curvatura F em E é uma fungao associa dois campos vetoriais v,w € I' (T'M) a uma
fungao F (v,w) : I'(E) — I' (E) tal que, para s € " (F),

F (v,w)s =D,Dy,s —D,Dys — Dy, )8 = [Dy, Dy| 8 — Dpy )8,

Entre as teorias que se utilizam do conceito de holonomia se encontram a cromodindmica quéantica,
com os loops de Wilson [33], e a gravitagdo quintica em loops, que se utiliza da holonomia no seu
formalismo quantizacio da relatividade geral [34].

4
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onde [v,w] == vw — wv é o comutador (ou derivada de Lie) para campos vetoriais e

D, ,Dy] = D,D,, — DD, é o comutador para derivadas covariantes. O

A curvatura é antissimétrica nos campos vetoriais, pois
F (v,w) =[Dy,Dy| =Dy w) = = [Dw,Dy] = D_jw 0] = = [Dw ; Dy] + Dy )
=—F (w,v).
A propriedade de ser um C'**°-moédulo é notavel, pois vale
F(fv,w)s=F (v, fw)s=F (v,w)(fs) = fF (v,w)s.
De fato, dado que [v, fw] = v (fw) — fwv = v (f) w+ fow— fwv = f v, w|+v (f) w,

F (v, fw) = [Dy,Djw] = Dy fw] = Do (fDw) = fDwDo — Do wltv(f)w
= [DyDy + v (f) Dw — fDwDy — fDip ] — v (f) D
= f[Dy,Dw] — D )
= fF (v,w),
mas também,
F (fv,w)=—F (w, fv)=—fF (w,v) = fF (v,w).
Para as segoes,
F (v,w)(fs) =DyDyfs — DDy fs — Dy, ) fs
=D, (fDws +w (f)s) = Dy (fDus +v(f)8) — fDpws — [v,w](f) s
= fDyDys+v(f)Dys+w(f)Dys+v(w(f))s
—fDuwDys —w (f)Dys — v (f) Dws —w (v (f)) s
~[Dlow)s — [v,w](f) s
= /Dy, Du]s = fDpy s
= fF (v,w)s.

Para calculos em coordenadas locais, é 1itil obter as componentes da curvatura a

partir de um base para campos vetoriais:
F,, =F(0,,0,) =[D,,D,],

pois [0, 0,] = 0. Assim,
F (v,w) = v'w"F,

ns

e, utilizando uma base para secoes,
Fe.=D,D,e; —D,D,e; =D, (A),e3) — D, (Al es)
= (0,A7,) es + Al AL e — (0,A1,) es — A) AL e,
= [(@Aﬁa) + AP A — ((“LAffa) — A8 AY ] eg.

py e vy tpa
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Utilizando uma base para End (F),
F,=F’ e;oe®
pv ura©B )

e, visto que F,, e, = F fyaeg, vale a expressao

Floo = OMAfa - aVA;ﬁwc + AgvAZa — AL A

y7h e vy Tuot

Suprimindo os indices internos «, 3 e 7,

F

1%

= 0,A, — DA, + A A, — A A, = 0,A, — 0,A, +[A, A)]. (2.1)

Essas propriedades parecem indicar que F' é uma 2-forma tomando valores em
End (F) que pode ser obtida a partir do potencial de gauge, e que, portanto, o campo
da interacao em uma teoria de gauge é interpretado como a curvatura do fibrado que
possui como grupo de estrutura o grupo de gauge. Sendo o potencial de gauge A uma
1-forma tomando valores em End (E), é possivel obter F' da derivada exterior covariante
de A, como no caso do eletromagnetismo no espaco de Minkowski. Para tanto, é necessario
estabelecer a no¢ao de uma derivada exterior covariante, e estender essa nocao para formas

tomando valores em End (E).

Primeiramente, define-se uma k-forma tomando valores em E como uma secao de
E® /\kT*M . A nogao de um produto exterior entre k-formas tomando valores em FE e
(-formas diferenciais é obtida utilizando o fato de que toda forma diferencial tomando
valores em F pode ser escrita como uma combinagao linear dos produtos tensoriais de
secoes de F e formas em M° eg. s@w,coms € (E)ew €l (/\kT*M> Portanto, se

Eecl (/\ET*]\/[>, define-se
(sQW)NE=s®(wWAE).

E facil verificar que esse produto exterior possui todas as propriedades daquele definido para
vetores e de suas outras extensoes e, portanto, (s ® w) A € é uma segao de £ ® /\kHT*M )

Assim, é possivel definir uma derivada exterior covariante.

Definicao 2.3 (Derivada Exterior Covariante). Seja D uma conexdo em um fibrado
vetorial E. A derivada exterior covariante dp é uma mapa atuando sobre k-formas

tomando valores em E com as seguintes propriedades:

1. Quando k = 0, dp associa uma se¢ao s de F (uma 0 forma tomando valores em F)

a uma 1-forma dps, tal que, para todo campo vetorial v em F,

dps (v) = Dys.

5 Essa decomposicdo nio necessariamente é tinica, mas é possivel mostrar que os resultados deduzidos a

seguir sao independentes da escolha de decomposicao.
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2. Atuando sobre uma k-forma s ® w, dps ® w é uma k + 1-forma tal que:

dp (s @w) =dps Aw + s ® dw. O

Em coordenadas locais,

dp (s; ® da’) = dps; Ada’ + sy ®d (da') = D,s; @ da#* Ada’.

Se T € T'(End(E)), s € T (E), w € T (/\kT*M> cfel (/\ZT*M>, define-se o
produto exterior de uma forma diferencial tomando valores em End (E) por uma tomando

valores em E por:
TROw)AN(s®&) =T (s)®(wWAE).

Novamente, esse produto é de fato uma extensao do produto exterior, e (T' ® w) A (s ® &)

é uma k -+ ¢ forma tomando valores em F.

Ao definir uma 2-forma de curvatura via
1 o v 1 o v
F:§F,de Adzx :§[Du,Dy]dx Adz”,

onde a antissimetria do produto exterior é responsavel pelo fator de 1/2, é possivel obter
uma expressio para d3), com o € T’ (E ® /\kT *M > uma forma diferencial tomando valores

em £
dpa =dp (Dya; ® dz” ® dz') = D,D,ya; ® da* A dz” A da’
1

=5 [D,,D,]a; ® da* A dx” A da’

=F A .

Quando D = D°, F =0, e, portanto,
d]2:)0 — 0
Assim, escreve-se dpo = d. Portanto,

dDa:Du()q@dx“/\de: (Dg%—Au)aI@dx“/\de:da+A/\a.

Retomando as equacoes de Maxwell, nota-se que a equagao dF' = 0 é uma identidade
se FF=dA. Ao tentar avaliar a expressao equivalente em um fibrado vetorial, dp F', faz-se
necessario definir a acao da derivada exterior covariante sobre formas diferenciais que
tomam valores em End (E). Para tanto, é necessario obter uma conexao em End (E) a
partir da conexao em FE, e, portanto deve-se definir uma conexao D* em um fibrado dual

E* a partir da regra de Leibniz,

v(o(8)) =D.o (s)+ o (D,s),
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onde o € I'(E*),se'(E)ev el (T'M). Assim, D* ¢é definida via:

Do (s) =v(o(s)) — o (Dys).

v

Utilizando o isomorfismo End (F) = F® E*, basta definir uma conexdo D@D* em E® E*

a partir de uma extensao da regra de Leibniz:
(D®D"),(s®0o)=(Dys) @0 +s® (D,o).
Portanto, se utilizando do abuso de notacao D = D ® D*,
D,T (s) =D, (Ts) —TD,s

para uma forma diferencial T tomando valores em End (F).

A definicao do produto exterior para formas diferenciais tomando valores em
End (F) é dada por:
(TRw)AN(S®E)=(TS)@(wWwAE),
para T, S € I'(End (E)), w € F(/\’“T*M) e € e F(/\ET*M) Em geral, se E €
r <End (E)® /\kT*M>, o produto E A E nao é nulo, pois as componentes de = nao

comutam.

Exemplo 2.3 (Produto Exterior de uma 1-forma Tomando Valores em um Grupo Matri-

cial). Seja v a 1-forma em R tomando valores em SL (2, C) definida por:

1
’Y—E

onde v, sao as matrizes de Dirac. Entao,

rY/l dx“v

1
YAy = 5%% dz? A da”

= oy dz® Adz' + 7972 dz® A da® + qgy3 da® A da®
+7172 dzt A da? 4 y1ys dat A da® 4+ yays da? A da?,

POIS VY = — VoY S€ Y F V. A

Define-se também um comutador graduado, til para lidar com formas que vivam

em uma algebra de Lie g, por:
E2,0]=2r0 - (-1)"OAE,

para B € T <End(E) ® /\kT*M> e@®ecTl (End (B)® /\‘T*M). Se ¥ € I'(End (E) @
N"T*M ), vale a identidade de Jacobi graduada:

(D™ [E, [0, ] + (-1 [¥,|

(1]

7@]] + (_1)€k [@ ) [‘IJ ) EH =0,



64 Capitulo 2. A Teoria Cldssica de Yang-Mills-Higgs

[1

alem de [E,@]z(—l)k[@,E], E,E]=0e[E,EANE]=0.

Para formas diferenciais & € I (End (B) ® /\kT*M> e © € T'(End (E) @ T*M),

vale o seguinte resultado para a derivada exterior covariante:
dp (EAO) =dpEA O+ (-1)FEAdpO.
Em coordenadas locais, utilizando o resultado
dpE = [D,,, =] ® do* A da’,

obtém-se a expressao

(11

dpE = D)+ 4,,5/] @da* Ada! =dBE+ ANE— (-1)'EAA=dE +[A,

].
Computando d3 o, para o € T <E®/\kT*M),
dha=dp (da+AANa)=d*a+ANda+d(ANa)+ ANAAN

=ANda+dANa—-—ANda+ANANa
=(dA+ANA) N«

A equagao (2.1) implica F = dA + A A A, que concorda com a definigdo da 2-forma de

curvatura F', pois:

1 1
F = §FW dz* N dz” = 5 (0,A, — 0, A, + A, A))dat Nda” =dA + AN A

Com as defini¢oes e resultados anteriores, é possivel computar dp F":

dpF =dF +[A,F|=d(dA+ANA)+[A,dA+ AN A]
=dANA—-—ANdJdA+[A,dA]+[A,ANA]=[dA,A]+[A,dA]
=0.

Esse resultado é conhecido como a identidade de Bianchi, que pode ser escrita, em

coordenadas locais, como
dDF == D;LFV)\ + D)\F,uu + DVF)\,u = [D,u ) [Dl/ ) D)\H + [D)\ ) [D,LL ) DVH + [DI/ ) [D)\ ) D,u]] = 07

i.e., a identidade de Bianchi pode ser vista como uma identidade de Jacobi. A sua

interpretagao geométrica ¢ dada pelas holonomias em curvas que tragam arestas um cubo.

2.2.3 Teoria Cléssica de Yang-Mills

As equacoes de Yang-Mills® originam-se da tentativa de generalizar as equacoes de

Maxwell para grupos de gauge nao-abelianos [4]. A interpretagao do campo F' da teoria

6 Neste trabalho, os termos teoria de gauge e teoria de Yang-Mills sdo utilizados equivalentemente.

Historicamente, as equagoes de Yang-Mills foram deduzidas para o grupo de gauge SU (2), a 4lgebra
do isospin, quantia central no estudo da Fisica Nuclear.
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como a curvatura de um fibrado vetorial 7: £ — M associado a um G-fibrado, onde G é

o grupo de gauge, fornece importantes informagoes acerca do seu comportamento, a partir
da identidade de Bianchi:
duF =0, (2.2)

e da relacao entre a curvatura e o potencial de gauge:
F=dA+ANA, (2.3)

onde, se D = D% 4+ A, poe-se d4 = dp. Para apresentar uma descricio fisica completa da
teoria, é necessario obter uma acao a fim de, utilizando-se do principio da acao estaciondria,
obter as equacgoes de FEuler-Lagrage. Obter uma solugao dessas equagoes é equivalente a
encontrar um ponto critico da agao. Em comparacao com a eletrodinamica, deseja-se obter
a seguinte equagao:

daxF =J. (2.4)

Para tanto, faz-se necessario definir o operador dual de Hodge para formas diferenciais

tomando valores em End (E):
*(Tow)=T® *w.

Define-se também o traco tr de uma forma diferencial tomando valores em FE:
tr (T ®@w) =tr(T)w,

onde tr (T") é definido ponto a ponto, utilizando o isomorfismo End (V) = V ® V*, pelo
mapa

tr(ve f) = f(v).
Da agao para a eletrodinamica,

SEM:_/ [F/\*F—FIU()A/\*J], (25)
M

onde A toma valores reais (i.e., corresponde a Ag, definido anteriormente), obtém-se a

densidade Lagrangeana Lg:
Lry=—F N*F — igA AN *J, (2.6)
expressa em coordenadas locais, com d*x = vol, por:
Lo = —~F, Pt Ard!
EM_—ZI 1% X_MOJM z,

com a densidade Lagrangeana definida a partir de

S:/ﬁ.
M
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A acao para a teoria de Yang-Mills é seu anédlogo para grupos nao abelianos, dada,

considerando apenas a teoria livre, i.e., sem termos de correntes, por”:

1
Sym=— | tr(FAxF 2.7
Y M 22 J,, r ( ), (2.7)
onde g é a constante de acoplamento® da teoria. Portanto, a densidade Lagrangeana da

teoria é

1

O principio da acao estacionaria é dado por
0SS =0,

onde 0 é a derivada funcional, por vezes chamada de variacdo. Para obter sua definicao, se
estabelece uma 1-forma A; = A 4 sd A, onde 0 A é uma 1-forma qualquer. Entao, para

uma funcao f de A,

5f(A) = 2

= & (As)

9

s=0

se a igualdade é valida para qualquer escolha de § A. Para que a integral de acao convirja,
supoe-se que M é uma variedade compacta, mas é possivel obter os mesmos resultados do

principio da acao estacionaria considerando

(582/5£
M

ou condigoes de decaimento suficientemente fortes. A convergéncia dessa integral faz-se

necessaria, pois as solucoes aqui consideradas serao aquelas de acao finita.

Ao lidar com quantias globais, é necesséario enfatizar que nem sempre é possivel
encontrar uma conexao plana global. Entretanto, dada uma conexao DY, é possivel
encontrar sua curvatura F°, e para qualquer conexdao D = D + A, sua curvatura F ¢
dada por F = F° +dyA + A A A, onde d = dpo, pois

2=
dx=

da(dE+ANE)=d(dE+ANE)+ AdE+ANE)
=Fo+dA+ANA)NE
=FANE.

7 O sinal difere da acdo para eletrodinamica pois para essa foi adotada a convencdo de que A toma

valores reais.

Por vezes também ¢é utilizada a convengao de incluir a constante de acoplamento na conexao, além de
considerar o mapa exponencial complexo e* para obter os grupos de Lie a partir de suas algebras, para
que esses elementos das élgebras de Lie sejam hermitianos. Nessa convencao escreve-se D = Dg + igA.
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Calculando a variagao da acao:
1 1
6Syy===6 | tr(FAXF)=— [ §tr(FAXF
o QgQ/MT( *F) 2g2/M r(FAXE)
1 1
= 22 Mtr(5(FA*F))=Q—gQ/Mtr(éF/\*F—FF/\*éF)

= | [tr(6F AxF)+tr (F Ax6F)]
2g° Ju

:%/ tr (6F N+F).
g Jm

Até o momento, foram utilizadas as identidades d tr (E) = tr (0E), valida pois o trago
é uma fungao linear, § (EANO) = JEA O + (—1)k+eE A 00O, devido a lei de Leibniz, e
EAXxO = O A B, se E e O sao, respectivamente, k- e (-formas diferenciais tomando

valores em End (E), com k + ¢ = n, a dimensao de M.

Calculando a variacao de F',

d
OF = — (Fo+dAs + A N Ajg)
ds 50
d d d d
= —F, +d (—AS> + (—As> NAg + A, A (—As)
ds "], ds 40 ds s—0 ds $0
=d0A+5ANA+ANIA=dIA+[0A,A]
= da0A.
Portanto,
1 1
0SSy = —2/ tr((SF/\*F) = —2/ tI‘(dAéA/\*F)
g Jm g Jm
1 1
= —2/ dtr (0A AxF) +—2/ tr(JAANda* F),
g Jm g Jm
pois o traco é uma funcgao linear. Utilizando o teorema de Stokes,
/ dtr (0AAF) = / tr (JA AxF') =0,
M oM
pois M é uma variedade compacta e, portanto, M = 0. Assim,
1
& Jm
Para que a expressao seja valida para qualquer 0 A, deve valer
daxF =0, (2.9)

a equacao desejada.

Anteriormente, foram deduzidos resultados acerca do comportamento de conexoes

e do potencial de gauge frente a uma transformacao de gauge g, com

A =p(g)Ap(g™) +p(g)dp(g7).
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Computando a expressao de transformagao da curvatura:

F'(v,w)s = [D,,D,]s+Dj, 8
=p(g) (DvDyw —DuDy) (p(97") 8) + £ (9) D) (0 (977) 5)
=p(g) F(v,w) (p(g7') s),

e, portanto, F' = p(g) Fp(g™'). A regra de transformacao para secoes é, entao, 8’ =

p(g) s, para que

F'(v,w)s'=p(g) F(v,w) (p(97") p(g)s) =p(9) F (v,w)s = (F(v,w)s)"
A acao é uma quantidade invariante por transformagoes de gauge, pois
Sy = L tr (F' !
YM = 53 r (F'A*F)
2¢° Ju

tr(p(g) Fp(g™") A*p(g) Fp(g"))

~ 27 Jy

L [ (P AR
= — r

2g% Jy
:SYM7

visto que o traco é ciclico. Quantias que apresentam essa invaridncia sao os observaveis da

teoria, pois seu valor independe da escolha de um gauge.

No contexto fisico, outra propriedade interessante é a invariancia frente ao grupo de
Lorentz O (1, 3), em conjunto com as transla¢oes no espago de Minkowski, que constituem
o grupo de Poincaré, que consiste das isometrias do espago de Minkowski. De fato, as
equacgoes de Yang-Mills sao invariantes frente a qualquer automorfismo de fibrados, i.e.,
um isomorfismo de fibrados ¢: £ — E, que preserve a métrica, propriedade desejavel para

uma teoria de campos consistente com a Relatividade Geral.

Nota 2.2 (Teoria de Chern-Simons). As equagoes de Maxwell sdo equagoes diferenciais
parciais lineares, pois seu grupo de gauge é abeliano. Quando o grupo de gauge de uma
teoria de Yang-Mills é nao-abeliano, as equagoes sao nao-lineares, e, portanto, apresentam
caracteristicas bastante diferentes do caso abeliano, que leva a dificuldades no processo
de obter solugoes. Uma possivel estratégia, quando a dimensao de M ¢é 4, é considerar os

casos nos quais o campo é autodual ou anti-autodual, i.e., quando
*F = +F.

E claro que esses campos satisfazem as equacoes da teoria, e solugoes dessa forma sao

ditas instantons. No caso autodual, a acao toma a forma

1
S = — tr (FFAF).
YM 2g2 y Y( )
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E possivel generalizar esse resultado com a agao de Chern-Simons em 2n-variedades,

Scs = %(%)n tr </n\ F) : (2.10)

=1
A k-forma % (ﬁ)lC tr (/\kF) é dita a k-ésima classe de Chern e o resultado dessa integracao

é uma invariante topologica, tomando valores nos niimeros inteiros. O estudo dos invariantes

definida como:

topologicos obtidos de formas diferenciais como essas d& origem a teoria de Chern-Simons
[35][36], que possui importantes aplicagoes a questoes fisicas, como o estudo de monopolos
nas teorias de Yang-Mills e da topologia de 4-variedades, que, por sua vez, faz-se presente

em teorias de campos topologicas.

2.2.4 O Mecanismo de Higgs

Até o momento somente a teoria de Yang-Mills livre foi considerada. Para obter
fontes para os campos da teoria, é possivel considerar um campo escalar? ®, dito o campo
de Higgs, tomando valores em um espago vetorial L (dito o espago de simetrias internas),
dotado de uma agao de g, e acoplado a acao, realizando uma mudancga de escala apropriada,
via:

1 A
Syun = 5/ {tr (F AxF) +tr (da® A xda®) + = % (|0 — 1)°] (2.11)
M

— %
4

onde A é a constante de autoacoplamento do campo. A introducao desse campo escalar
leva ao mecanismo de geragao de massa para os campos de Yang-Mills, pois induz nesses

campos um decaimento exponencial.

A densidade Lagrangeana para um campo escalar ¢ (x) com massa m, em um

espago plano, apresenta o termo
1

Esse termo leva a um decaimento da forma e /¥, que induz uma escala de comprimento
m~! para o campo. Um campo de massa nula apresenta decaimento da forma \x|_d+2, a
solucao fundamental da equagao de Laplace. Para o caso de um campo vetorial A, o termo
de massa é

‘cm = mabAaAb>

onde my, sao as componentes da matriz de massa, com relacao a uma base {ea}aE 4 da
algebra de Lie g. Quando A é o potencial de gauge, esse termo nao é invariante frente a
uma transformacao de gauge e, portanto, nao pode ser parte da acao.

A introduc@o do campo de Higgs ® soluciona esse problema, pois, realizando uma
transformacao de gauge de maneira que ® == % seja um vetor constante em L., a densidade

9 Aqui utiliza-se a nomenclatura introduzida na subsecdo 1.3.2.



70 Capitulo 2. A Teoria Cldssica de Yang-Mills-Higgs

Lagrangeana da teoria toma a forma
1 . .
L= 5 {tr (F A+F) 4 tr (A® A d®) + | D] tr [p (A)D A*p(A) q)] + 2 * (|<I>|2 — 1)2} .

Esse processo consiste na escolha de uma direcao preferencial para o sistema, e é um

exemplo de quebra espontanea de simetria.

Escrevendo esse termo como uma forma quadratica, para o caso nao-abeliano,
tr [p (A) D AKp(A)D| = mgpA®AP,

em que o termo my, € interpretado como uma componente da matriz de massa, é possivel
calcular a matriz Hessiana dos termos sem derivadas, no minimo da ac¢ao. Esses termos
correspondem ao termo de energia potencial da densidade Lagrangeana, e os autovalores

da matriz Hessiana dao os termos de massa:
me = VA (2.12)

para o campo de Higgs, e
Maa = /Ilg (2.13)

para as componentes do potencial de gauge, onde p, é o autovalor associado ao a-ésimo
autovetor A% da matriz de massa, que, por sua vez, é associado a um dos modos do campo

de Yang-Mills. No caso abeliano,
tr [p(A) & A xp(4) B = AP,
que implica na unitariedade do termo de massa:

mAzl.

A variacao da acao de Yang-Mills-Higgs para um grupo nao abeliano, dada pela
equagao (2.11), da as seguintes equagoes para o campo:
dax F = —xp([®,dad]), (2.14)
Apsd = %@ (|8 - 1), (2.15)
onde p é uma representagao que vive em g e

AA = dAéA + (SAdA,

onde o codiferencial covariante §4 é definido analogamente ao caso plano. Para uma
0-forma como @,

Ap =0dada.
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O termo —p ([®,da®P]) pode ser interpretado como um termo de correntes J, dando a
equacao

dAF =%J.
No caso abeliano, com G = U (1) e L = C,

1

J
2

[@ (da®)" — D*d4D]. (2.16)

Exemplo 2.4 (O Modelo de Ginzburg-Landau para a Supercondutividade). Historica-
mente, o primeiro modelo fisico a apresentar um mecanismo de Higgs foi o modelo de
Ginzburg-Landau para a supercondutividade [37]. Esse fendmeno consiste na transigao de
fase de um material, ocorrendo com o resfriamento do material abaixo de uma temperatura
critica, para um estado em que sua resistividade elétrica é nula. Adicionalmente, ocorre
a expulsdo de campos magnéticos no interior do material (dito efeito Meissner), i.e., os
campos magnéticos nao penetram o material, e nao ha variagao da energia do material na

transicao de fase.

O modelo é estabelecido propondo a seguinte expansao para a densidade de energia

livre F em torno da temperatura critica da transicao de fase:

F= |Fatalaf + 51 4 o indad 4 S| FE| dx
2 2m 2110

onde @ é o campo de parametros de ordem da teoria, tomando valores em C, « e [ sao
parametros fenomenologicos, m é um termo de massa efetiva, o termo contendo —ihd P é
um termo de energia cinética, F' = B é o campo de indugao magnética e F,, é a energia
livre no estado nao-supercondutor do sistema. Fisicamente, a interpretacao do parametro
de ordem é relacionada com a fungao de onda dos elétrons no estado supercondutor.
Uma variedade particularmente interessante do modelo é a de um sistema bidimensional
estatico (dada a natureza termodindmica do problema), em que tem-se uma superficie
semi-condutora, com os campos aproximadamente nulos na dire¢ao normal e com a escolha
de gauge A3 = 0. Um estudo acerca de sistemas desse tipo sera apresentado no préoximo

capitulo.

Realizando uma transformagao de escala'’; detalhada em [38], obtém-se a seguinte

expressao para a densidade de energia livre:
1 )\ ) 2
F=5|-FARF +da® Axda® + 2« (Jo]" — 1)

Essa expressao revela os papéis do campo ® como campo de Higgs e do campo F' como
campo de Yang-Mills. Como o grupo de gauge para o eletromagnetismo ¢ U (1), o termo

de corrente é

J =Re[®" (—i) da®].

10 Adicionalmente, utiliza-se da inclusdo da constante de acoplamento na conexao.



72 Capitulo 2. A Teoria Cldssica de Yang-Mills-Higgs

E importante distinguir o mecanismo de Higgs efetivo presente no fenémeno da
supercondutividade do mecanismo de Higgs presente no Modelo Padrao. No fenémeno da
supercondutividade, o campo de Higgs é proveniente da condensagao de elétrons em pares
de Cooper, gerando um campo escalar, enquanto no Modelo Padrao o campo de Higgs é
um campo fundamental. O desenvolvimento da teoria microscopica da supercondutividade,
dita teoria BCS, é devido a Bardeen, Cooper e Schrieffer [39], enquanto o desenvolvimento

do mecanismo de Higgs no contexto da teoria quantica de campos é devido a Anderson
[40]; Brout e Englert [41]; Higgs [42] e Guralnik, Hagen e Kibble [43]. A

Um resultado importante acerca das solugoes das equagoes de Yang-Mills-Higgs é

obtido de consideracoes acerca do tensor de energia da teoria.

Teorema 2.1. Seja (A, ®) uma solugao de agao finita das equagoes de Yang-Mills-Higgs

em R%. Entdo

1. Uma teoria de Yang-Mills pura (i.e., sem um campo de Higgs) com d < 4 s6 possui

a solugao trivial F = 0.
2. Se|®|=1ed<4, entio F =0 eda® =0.
3. Sed=2e\=0, ainica solu¢io é a trivial F =0 e |®| = cst.
4. Se d >4, nao hd solugcoes nao triviais para uma teoria de Yang-Mills-Higgs

5. Sed =4, toda solucao de Yang-Mills-Higgs € equivalente a uma solucao de Yang-Mills

pura por meio de uma transformagao de gauge.

A prova e uma maijor discussao desse resultado encontra-se na segao I1.2 de [5].
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3 Vortices

A introducao do mecanismo de Higgs na subsecao 2.2.4 leva & questao da existéncia
e estabilidade de solugoes. Neste capitulo é feita uma breve exposicao de resultados
resultados obtidos acerca dessa questao, quando o grupo de gauge é abeliano e o espaco é o
euclideano de dimensao 2, pois sao consideradas apenas as solucoes estaticas. Em especial,
aqueles obtidos por Arthur Jaffe e Clifford Taubes em [5] e [44].

3.1 O Modelo Abeliano em 2 Dimensoes

Para realizar a analise do caso abeliano em 2 dimensoes, fixa-se a terminologia,
realiza-se consideracoes heuristicas com o intuito de determinar as codigoes de estabilidade
do sistema e auxiliar na apresentacao da demonstracao da existéncia e na interpretacao de

solucoes de vortices para esse sistema.

3.1.1 Consideragoes Heuristicas

Considerando a acao introduzida na secao 2.2.4, em R'? e com grupo de gauge
U (1),

S=- F/\*F—i—dA@/\*dACID—ké*((l)@*—1)2 , (3.1)
2 [0 4

onde ® toma valores em C. Adicionalmente, adota-se a convencao da exponencial complexa
para algebras de Lie, com U (1) = ¢*® ¢ u (1) = R. Portanto, A e F tomam valores em

R e D =D"—iA. A motivacio para o estudo desse caso é discutida no exemplo 2.4.

Se o a solucao do sistema é estacionaria, a a¢cao nao é finita, devido a integracao
temporal. Esse é o caso de interesse, cuja acao ¢é obtida fixando xg = 0, i.e., integrando

sobre um hiperplano espacial’:

1 A
825/ {F/\*F—i-qu)/\*qu)"i‘Z*(q)q)*_1)2 : (3.2)
RQ

para o qual obtém-se uma acao finita somente se:

lim |F AF| =0,

|x|—00
lim |da®| =0, (3.3)
|x|—00
lim |[®| =1,
|x|—00

L Aqui ocorre uma reducdo dimensional. Todos os objetos sdo redefinidos para um espaco bidimensional,

desconsiderando suas componentes temporais.
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pois R? nao é um espaco compacto.

Nesse caso, as equacgoes variacionais sao

da* F = =% [®(da®)" — ©*da®], (3.4a)

dA * dA(I) = * (CI)(I)* — 1) o, (34b)

DO > DO .

As solugdes de agao finita para uma teoria de Yang-Mills-Higgs sao ditas solitons.
No caso considerado (e no tridimensional com grupos de gauge nao abelianos), ha solugdes
fundamentais esfericamente simétricas, ditas vortices (ou monopolos no caso tridimensio-
nal), para as quais o decaimento exponencial delimita regides espaciais de escala linear
m~!, o inverso da menor das massas (nao nulas) geradas pelo mecanismo de Higgs. Essa
localizacao das solugoes leva & interpretacao dos vortices como particulas cléssicas. A ideia
¢ fortalecida por consideracoes topoldgicas: as solugoes sao classificadas por grupos de
homotopia® isomorficos a copias do conjunto dos niimeros inteiros, em que a adicao ¢ bem
definida, e solugoes de muitas particulas sao classificadas pela soma dos elementos dos

grupos de homotopia correspondendo a particulas individuais.

A existéncia de inversos aditivos nos nimeros interos leva & interpretacao de
particulas correspondendo a niimeros negativos como antiparticulas, associando esses
nimeros a uma carga. A estabilidade das solugoes depende da interacao entre essas
particulas. O potencial de interagao V entre duas particulas, 1 e 2, é definido em funcao
da energia da solugao de multiplas particulas Si2 e das soluges de particulas individuais

816‘82:
V=382—-8 —38.

Seu gradiente da a forca entre particulas, a menos de uma troca de sinal, e solugoes estaveis
sao aquelas para as quais as forcas se cancelam para cada particula. Para cargas diferentes
sinais, as forcas sao atrativas, mas para cargas de mesmo sinal existe a possibilidade de
forcas repulsivas, dependendo do valor de . Para valores acima de um valor critico A,
as forgas entre particulas de mesma carga sao repulsivas, enquanto valores abaixo do
valor critico implicam em forcas atrativas. Claramente, solugoes estaveis de multiplas
particulas (ndo acumuladas em um tnico ponto) sao possiveis apenas quando os solitons
nao interagem, i.e., para A = \., e no caso bidimensional, A, = 1. Essa interpretacao ¢é
corroborada por um estudo computacional [45]. Um caso que apresenta estabilidade para
forcas repulsivas é o de um supercondutor espacialmente limitado. Nesse caso, a solucao

estavel é dada por um reticulado triangular de vortices de mesma carga, previsto por

Abrikosov [46].

2 Um grupo de homotopia caracteriza a estrutura das classes de equivaléncia entre caminhos em um

espago topologico, em que dois caminhos sao ditos equivalentes (homotopicos) se é possivel estabelecer
deformagoes continuas entre eles.
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A interpretacao no contexto da supercondutividade dos parametro A corresponde a
classificacao de supercondutores como de tipo I, em que a transicao de fase é de primeira
ordem e ocorre expulsao total do campo de indugao magnética F' a partir de um valor
critico do campo aplicado H, ou tipo II, em que a transicao de fase é de segunda ordem e
hé dois valores criticos para o campo H, um de expulsao total e um de expulsao parcial.
O caso A < 1 descreve os supercondutores do tipo I, enquanto o caso A > 1 descreve os do

tipo 1.

Para supercondutores do tipo II, o regime de expulsao parcial é caracterizado pela
quantizacao de fluxo, na qual o campo magnético penetra o supercondutor em tubos de
fluxo que carregam quantas de fluxo da ordem de C—he, onde e é a carga do elétron, e cuja
secao transversal é um vortice. Essa quantizagao ¢ um resultado topologico, com o niimero

de quantas sendo dado pelo ntimero de vortice:

1
N=—_ | F .
2W/RQ , (3.5)

com vortices de indice nao unitario correspondendo a sobreposicao de vortices com indice
unitario. Os tubos de fluxo também permitem a interpretacao do termo de massa m4 = 1:
a escala de decaimento corresponde ao diametro dos tubos de fluxo, e m4 é chamada
de profundidade de penetracao de London, tipicamente denotada Ay, cujo valor antes da

transformacao de escala tomada no exemplo 2.4 é dado por

PP -
o || ¢

onde m = 2m, é a massa efetiva, e ¢ = 2e é a carga dos pares de Cooper. A massa mg é,

por sua vez, associada o comprimento de coeréncia, denotado por &, de valor

R _ by

2m|al  TA’

£ =

onde vy ¢ a velocidade de Fermi e A ¢ o gap de energia do semicondutor. O parametro A é
dado por
Y
=25

3.1.2 Existéncia de Solugoes

Para melhor descrever as propriedades das soluc¢oes do sistema em questao, é
introduzido um sistema de coordenadas conveniente em C =2 R?, obtido a partir de um

sistema de coordenadas cartesiano em R?:

z=x 4+ 1y,

*

ZF = — .
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Para esse sistema de coordenadas vale

O = 0 = 5 (0. +10,),

*dz = 1dz",

*dz* = —idz.
Pondo
®, == Re (D),
@, = I (©),
a :%(Al—zAz),

tem-se as seguintes identidades:

O =Dy +idy,
A =adz+ o dz",

da® = (0, —ia) Pdz + (07 — ia™) P dz",
F =dA = (0ja— 0,a")dz Adz™.

Os principais resultados acerca das solugoes de vortices sao sumarizados no seguinte

teorema:

Teorema 3.1. Sejam N € Z e (#,...,2n) uma N-upla ordenada de pontos z; € C

nao necessariamente diferentes. Entdo existe uma unica solu¢io (A, ®P) (a menos de

transformagoes de gauge) das equagoes (3.4a) e (3.4b), com A = 1, para a qual a agdo

dada pela equagao (3.2) € finita e que possui as sequintes propriedades:

1. A solugao € globalmente suave, i.e., de classe C™.

2. Os zeros de @ sdo os elementos de {2}, ;.

3. Se N >0, o comportamento local de ® em torno do zero z; € dado por

P (z,2%) ~cj(z —z)",

com ¢; # 0 e n; a multiplicidade de z; na N-upla (z,...,2n).

4. Se N <0, o comportamento local de ® em torno do zero z; € dado por

Q" (2,2%) ~ cj(z — z;)",

com ¢; # 0 e n; a multiplicidade de z; na N-upla (2, ..., 2xn).

(3.6)
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5 Se N >0,
1 1
N =— F = ;= —=3S. 3.8
27?/11{2 Z K s (38)

{Zj}jej
6. Se N <0,
1 1
N = _— F=_ = __8. 3.9
2m /R? Z " s (39)

{Zj}jgj

7. As solucoes apresentam decaimento exponencial, i.e.,

[da®| < C5 (1 — |®|) < Che™ UL (3.10)
Ademais, todo ponto critico finito da ag¢ao € uma solu¢ao dessa forma.

Esse teorema revela algumas caracteristicas das solugoes. SO existem solugoes
contendo vortices exclusivamente (N > 0) ou antivortices (N < 0) exclusivamente, i.e.,
nao ha solugoes mistas de vortices e antivortices. Quando N = 0, a tnica solugao é a

trivial A =0, ® = 1. A transformagao

é um mapa entre solugdes de vortices e de antivortices, i.e., se (A, ®) é uma solucao de

vortices, (A’ ®') ¢ uma solugao de antivortices, e vice versa.

Para estabelecer os resultados 1, 2, 3 e 4, parte-se de um resultado devido a
Bogomol'nyi [47|, dando um limite inferior para a agao a partir de uma integragao por

partes:

S = B / { [(31@1 + A1 DPs) F (02P2 — AQ@l)}2
(02D + Ay®y) + (0, Dy — A1 D) (3.11)

1 ? 1
+ [Fm + o (P74 25— 1)] }dzx + 5/ Fiad’x,
R2

onde os sinais superiores sao para solugoes de vortices e os inferiores para solucgoes de

antivortices. Claramente, essa expressao da o limite inferior
S > |N|m.

Para que a igualdade seja valida, para N > 0 (o caso N < 0 é obtido utilizando a

transformagao introduzida anteriormente), devem valer:

(31<I)1 -+ Al(pg) - ((92@2 — AQ(I)l) = 0, (312&)

(82(1)1 + AQ(I)Q) -+ (81@2 - Alq)l) == O, (312b)
1

Fip+ = (] + @3 —1) =0. (3.12¢)

2
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Nas coordenadas complexas, as partes reais e imaginarias da equagao
da® —ixda® =2(0; —ia*)Pdz" =0 (3.13)
correspondem as equagoes (3.12a) e (3.12b). Resolvendo essa equagao diferencial para o,
af = —i0; In (D).
Definindo uma fungao f, com u :=2Re (f) e ¢ := 2Im (f), por
b —of = e%(quiﬂ)’

a condicao de decaimento para ® implica

lim v =0,
|z]—o0
e valem as seguintes expressoes:
1
Al = 5 (82’& + 6119) s (314&)
1
1
F12 = —§Au (314C)
A equagao (3.12¢) toma a forma
N
—Aute"—1=4r> §(z—z), (3.15)
j=1

onde ¢ é a distribuicao delta de Dirac. Consideracoes de homotopia acerca do mapa
b (0) = lim ®(|2,0) = lim e? (|z],0),
|z| =00 |z| =00
onde 0 = arg(z), garantem que, para N # 0, ¥ nao pode ser uma fung¢ao suave em
C, levando a busca por solugoes suaves no plano complexo com N pontos removidos,
C —{%j},cs- A indeterminacao da fun¢do ¥ € uma manifestacao da invariancia de gauge

do modelo. Impondo a condicao
1 1
50 (|2],0) = 59 (|2], 6 + 2m) + 27N,

onde N ¢ o namero de vortice, igual ao indice do mapa @, e que ¥ seja de classe C*, ¢
possivel mostrar os itens 2, 3 e 4 do teorema 3.1 utilizando do fato que as singularidades

de ¥ devem corresponder aos zeros de ® e a seguinte versao do lema de Poincaré:

Lema 3.1 (0*-Poincaré). Seja a* uma fungao de classe C*° em um disco fechado B do

plano complexo. Entao a equacao diferencial

Dw(z) =ia" (z) (3.16)
tem como solucao
1 *
w(z) =5 /B (Zf(i)dg“ AdC* € 0% (B). (3.17)
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Se w é solucao da equacao diferencial dada no lema acima,
Q(z2) =e P (2)
¢é holomorfa, pois

910 = 0e 4 = e ¥ [01D — (97w) D] = e (37 —ia*) B = 0.

w

Visto que e™ nao possui raizes e que toda funcao holomorfa possui zeros isolados, ha

apenas um numero finito de raizes em um conjunto limitado. Seja z; um zero de grau n;.
Entao localmente,

Q(z) =(2—2)" Qi (2),
onde 2; ¢ uma fungao holomorfa nunca nula. Pondo h; = Q;e”,
D (2) = (2= 2)" hy (2).

Se ¢; = h; (2),
Q(z)=cj(z—2z)".

Os zeros de ® devem ser finitos, pois o decaimento exponencial de 1 — |®| implica que ® é

nunca nula fora de um conjunto limitado.

Se ® ¢ uma fungao de classe C'*°, as singularidades de ¥ devem corresponder aos

seus zeros. Similarmente, se z; ¢ um zero de ®, vale, localmente,

o (Z) _ |Z N Zj‘nj ‘hj (Z)’ einj arg(z—zj;)+iarg(h;(z)) _ e%ue%iﬁ.

Portanto, ¥ = 2n; arg (2 — z;) mod 2 localmente, e dado que h; é nunca nula e de classe
C, arg (h;) é de classe C*°, e z; deve ser uma singularidade de . Para demonstrar que

® e A sao de classe C°, considera-se a distribui¢ao

Zln <1+ p—— ) (3.18)

com 4N < p € R. Essa distribuigao satisfaz a equagao

N N
_Au0:4z H 2—47TZ(5(Z—ZJ'),
j=1 (’ j=1

2= zl* + p)

e definido fungoes gy e v da seguinte maneira:

goi=4) %LQ (3.19)

v = u — ug, (3.20)
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tem-se a condicao de decaimento

lim v = 0.
|z|—o0
A equagao (3.15) toma a forma
A'U = eeruO + gdo — 1, (321)

e é a equagao variacional do funcional

A= / [1|Vv|2 +v(go—1)+e" (e¥ —1)| d’x
re L2 (3.22)

1 (7 v
- EHVUHLQ + <go_|._eu0 - 17U>L2 + <e O’e - ]' _/U>L2’

onde V é o operador gradiente e (-, -}, denota o produto interno canénico em Lo, 0 espaco
5/ Lo 9

de fungoes quadrado-integréveis.

A existéncia das solugoes da equagao (3.21) pode ser provada utilizando métodos
variacionais classicos, enquanto a prova da regularidade dessas solugoes utiliza-se de
resultados da teoria de equagoes elipticas. Detalhes acerca desses argumentos encontram-se
em [44], que apresenta uma descri¢ao precisa do método de convexidade para a questao
da existéncia, além de um argumento detalhado para a regularidade. Os argumentos para

a prova do decaimento exponencial das solu¢oes sao dados em [5].
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Conclusao

O estudo conduzido acerca da formulagao geométrica de teorias de gauge revela
sua elegancia e generalidade. Assumir hipoteses relativamente fracas para as estruturas da
teoria - e.g., lidar com variedades diferencidveis, em contraste com espagos planos ou lidar
com grupos de Lie nao abelianos, em contraste com o caso abeliano exclusivamente - da a

teoria um alto grau de generalidade e aplicabilidade.

A adocao dos conceitos geométricos desenvolvidos no capitulo 1 permite uma
descrigao elegante, em termos de notacao, e livre de arbitrariedades, devido a independéncia

de uma escolha de coordenadas na sua formulacao.

O sucesso de modelos fisicos baseados nessa teoria - do eletromagnetismo classico
as teorias de interagao do Modelo Padrao, versoes quanticas das teorias de gauge - revelam
sua robustez do ponto de vista fisico, enquanto o estudo realizado no capitulo 3 indica a

possibilidade de obter-se rigorosidade matemética no caso classico.
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Apéndice A — O operador dual de Hodge
em R2 R3 e RLS

O objetivo desse apéndice é exemplificar computagoes do operador dual de Hodge
utilizando os casos dos trés espacos mais comumente utilizadas em problemas fisicos, R?,
R3? e R'3. Para tanto, calcula-se os duais de k-vetores de bases, pois sempre é possivel

utilizar-se da linearidade ao computar o dual de Hodge de um k-vetor arbitrario.

Exemplo A.1 (O Operador de Hodge em R?). Seja {X,y} uma base ortonormal para R?

com o produto interno canoénico, para o qual vale (x,x) = (y,y) =1¢ (x,y) =0.

Para k£ = 0, o dual de Hodge é um 2-vetor:

IAF1=(1,1)XAy = *x1 =XAy. (A.1)

Para k = 1, o dual de Hodge é um 1-vetor:

XANFX = (X, X) XAy =XANYy = *X=1Y, (A.2a)
YAXYy = (¥, V)XAYy=XAy — xy = —X, (A.2D)
(A.2¢)
Para k = 2, o dual de Hodge é um 0-vetor:
XAJAX(XAY)=XAY,XAY)XAY=XANYy = *xx Ay =1 (A.3)
A

Exemplo A.2 (O Operador de Hodge em R?). Seja {X,y,Z} uma base ortonormal para
R3 com o produto interno canénico, para o qual vale (x,X) = (y,y) = (2,2) = 1 e
(x,y)=(y,z)=(z,x) =0.

Para k = 0, o dual de Hodge é um 3-vetor:

LA+l =KAFAZ = sl =KAJAZ (A.4)

Para k =1, o dual de Hodge ¢ um 2-vetor:

Z=XANYyNZ = xX =Y N\Z, (A.5a)
X, (A.5b)
y. (A.5c)
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Para k£ = 2, o dual de Hodge é um 1-vetor:

XAYAX(XAY)=XAYANZ = *x(XA\Y) =z, (A.6a)
YAZAX(YANZ)=XAYyNZ = x(yN2Z) =X, (A.6b)
ZAXAX(ZAX)=XAYANZ = *x(ZAX) =Y. (A.6¢)

Para k = 3, o dual de Hodge é um 0-vetor:
XANYANZAX(XAYANZ)=XAYyANZ = x(XANyAz)=1. (A.7)
A

Exemplo A.3 (O Operador de Hodge em R3). Seja {Xu}ter M =1{0,1,2,3} uma base
ortonormal para RY3, o espaco de Minkowski, no qual Xg = ct, X; = X, X = ¥, X3 = 2 (onde
c é a velocidade da luz e t é o tempo), (X, ,X,) = 1w =1 (X, %X,) e n =x"@x°— > X' ®@x'.

i=1
Claramente, (-,-) nao é um produto interno, pois nao é positivamente definido. Entretanto,

mesmo para uma para uma pesudo-métrica é possivel computar o operador dual de Hodge.
Para k = 0, o dual de Hodge é um 4-vetor:
1/\*1:}20/\)21/\)22/\)23,:*1:)20/\321/\)22/\)23. (A8)

Para k =1, o dual de Hodge é um 3-vetor:

Xo A *Xg = Xo A X1 A Xa A Xg = *Xo = X1 A X2 A X3, (A.9a)
X1 A*X1 = —Xog AXp AXo A Xy = *X1 = Xo A Xa A X3, (A.9b)
Xy AxXy = —Xo AX] ARy AXg = *Xy = X0 A X3 A X, (A.9c)
X3 A*X3 = —Xg A X] A Xo A X3 = *X3 = Xg A X1 A Xo. (A.9d)

Para k = 2, o dual de Hodge é um 2-vetor:

XoAXI A% (XgAX1) = —XgAX] AXg AX3 = * (X9 A X1) = —Xo A X3, (A.10a)
Xo A Xo A% (Xg AXg) = —Xo A X3 AXg AXg = * (X9 A Xg) = —X3 A\ Xy, (A.10Db)
Xo AXg A% (XgAX3) = =X AX] AXg AXg = * (X9 A X3) = —X1 A Xo, (A.10c)
Xo A Xg A% (Xog AX3) =X AX] AXo AXg = *(Xa A X3) = Xo A X1, (A.10d)
X3 AXp A K (X3 AXy) =Ko AXp AXa AKXy = * (X3 AXy) = Xo A Xo, (A.10e)
X] A X A% (X] AXg) =Xo AXp AXg AXg = * (X A Xg) = Xo A X3 (A.10f)

Para k = 3, o dual de Hodge é um 1-vetor:

Xo A X1 A Xo Ax (X AX) A Xo Xo AX] AXg AX3 = * (X9 AX) AXg) = X3, (A.lla)

(x
)A(O/\)Aig/\f(l/\‘k( 0/\X3/\X1 )A(()/\)A(l/\f(g/\f(g — *()A(o/\f(g/\f(l):fig, (Allb)
(%

Xg A Xg A X3 A * (Xg A Xo A X3 Xo AX1 A Xy AXz — *()20/\)22/\)23):}21, (AllC)

) =
)
)
X; AXg AXg A (X1 AXg AX3) = —X9 A X3 AXg A X3

~

— *()21/\)22/\)23) = Xo.
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Para k = 4, o dual de Hodge ¢ um 0-vetor:

Xo AX) AXg AXg A*(Xg AXp AXg AX3) = —Xo A X1 A KXo A X3 (A12)

= *(Xo AX] AXa AX3) = —1.
Ha expressoes convenientes para computar os duais de Hodge em RY? a partir dos
resultados para R3. Claramente, R? é um subespaco vetorial de R3. Assim, denotando
o operador dual de Hodge em R? por *,, reservando o indice j para vetores em R3 e

realizando as associagdes X; = X, Xo =y € X3 = Z, valem as seguintes identidades:

*X; = X N *sX, (A.13a)

x (%o A %)) = —xeXj, (A.13b)
JoxgX) = %o A, (A.13c)

k(%o A xs%;) = ;. (A.13d)
A

Os exemplos acima ilustram que o operador dual de Hodge é uma involucao
graduada:
*or VP = (=) gy, (A.14)

onde s ¢é a assinatura do produto interno, dada pelo sinal determinante da matriz de
métrica, i.e., a matriz simétrica que corresponde a forma bilinear dada pelo produto interno.

Esse é um conveniente resultado para calcular o operador inverso do dual de Hodge:

w = (=) g o (A.15)
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Apéndice B — Demonstragao do Teorema

de Stokes

Esse apéndice é dedicado a apresentacao da prova do teorema de Stokes para

cadeias em R", introduzido na subsecao 1.1.4:

k

Teorema 1.1 (Stokes, para Cadeias em R"). Seja w® uma k-forma e & uma (k + 1)-

/ wh = / dw”. (1.3)
Hck+1 ck+1

Demonstracao. Considere um (k + 1)-politopo em R". Uma decomposi¢ao em (k + 1)-

cadeia. Entao:

politopos convexos é possivel considerando os k-hiperplanos gerados por suas k-faces
(também ditas facetas), que formam a fronteira do politopo. As intersecgoes das regides

delimitadas por esses k-hiperplanos e do (k + 1)-politopo original sao politopos convexos.

E possivel, ainda, decompor um (k -+ 1)-politopo convexo em (k -+ 1)-simplexos,

i.e., as regives 7"+ C R" tal que

k+1 k+1
TH = {Ztlvi >0, t = 1},
=0 1=0

onde {vi};,.; ¢ uma familia de vetores afim-independentes, i.e., {v; — Vo},c; (5, € uma
familia de vetores linearmente independentes. Um simplexo é a generalizacao de triangulos
e tetraedros. A decomposicao é dada da seguinte forma: escolhendo uma (k — 1)-face,
considere os k-hiperplanos que intersectam as outras (k — 1)-faces. As intersecgoes das
regides delimitadas por esses k-hiperplanos e do (k + 1)-politopo convexo sao (k + 1)-
simplexos. Assim, a prova do teorema depende apenas da prova para um simplexo. Uma
simplificagdo da prova é atingida se o simplexo escolhido é o (k + 1)-simplexo padrao s+
em R", em que v; = e;. Para obter o resultado geral, bata aplicar uma transformagao
linear M sobre o espago, que modifica a integral por uma constante det M.

A integral do lado direito da equagao (1.3), onde c**1 é o (k + 1)-simplexo padrao

s*1 ¢ dada - sem perda de generalidade - por

/ dwt = / d (wrda! A+ Adat) = (—1)" Oprrwtda' A+ Ada?
ck+1 ck+1

ck+1

k kézi k
S A A e T
0 sk

S

ko
xk+l:1_z zt .
=1 dx,

zh+1=0

onde foi utilizado o teorema fundamental do Calculo.
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A fronteira 9s*t! de s**! & dada pela seguinte expressao:
k+1 ’
askz-i-l _ Z (_1)]5?7
§=0

onde 5% é o k-simplexo gerado pela familia de vetores {e;},.; — {e;}.

k

Sobre o simplexo 52?, para 1 < j < p, a forma w" é nula, pois uma das coordenadas

/ w” :/ wh + (—1)k+1/ w”.
Ock+1 §16 sk

k+1

é constante. Portanto,

k

. ~k L . .
O simplexo 5}, ¢ apenas s" e, assim:

k _ k
/k w = / w ‘xlﬁlekx:O )
C sk

Para obter a integracao sobre s, basta tomar o mapeamento do simplexo & no

simplexo s*. A integral ¢ invariante sob a acdo desse mapeamento, e, portanto:

/gk W — (_1)k/sk P

0

dFx.

k
ghtl=1-3" zi
i=1

Assim,
k k41
wh = (-1) w” p dix 4 (1) w| k1cg d"x
Hck+1 sk ghtl=1-3%" a? sk =
=1

k+1 Zk: L
T =1->

k .

= (-1) wk = dhx,
k J,’k+1:0

Entao, claramente,

/ dw” = / wh,
ck+1 8ck+1

e o teorema esta provado. O]
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Apéndice C — Grupos de Lie

O estudo de simetrias em sistemas geométricos e fisicos leva a teoria de grupos, que,
em particular, formaliza os aspectos de transformacoes de simetria. A principal referéncia

para esse apéndice é [48].

Um grupo é um par (G,-), onde G é um conjunto e - é uma operagao binaria

atuando sobre os elementos de GG que possui as seguintes propriedades:

e Clausura: Vg,h e G:g-h € G,
e Associatividade: Vg, h, f € G:g-(h-f)=(g-h)- f;

e Existéncia de um elemento identidade: 31 € GVg:1-g=9g =g 1,

e Existéncia de elementos inversos: Vg € Gdg ' € G:g-g ' =1=¢g"'-g.

Diversas outras propiedades podem ser deduzidas, incluindo a unicidade do elemento
identidade e dos inversos [19][49]. Se a operagao do grupo é comutativa, i.e., se para todos
g,h € G, g-h=h-g,ogrupo é dito abeliano. Quando nao ha ambiguidades acerca da

operacao binaria em questao, diz-se que G € o grupo.

Tipicamente, a operacao binaria utilizada para o estudo de simetrias, vistas como
fungoes inversiveis atuando sobre o sistema, é a composicao de mapas o e as propriedades
que definem um grupo podem ser verificadas. Para a clausura, nota-se que se o sistema
S ¢é invariante frente a duas transformagoes g: S — S e h: S — 5, é invariante frente a
aplicagao de sua composi¢ao goh: S — S, em que os dominios e contradominios devem ser
S, para que a simetria possa atuar sobre o sistema da maneira desejada. A associatividade
¢ herdada da associatividade da composigao de fungoes. A existéncia de um elemento
identidade ¢é trivial, enquanto a existéncia de elementos inversos é justificada notando que
toda transformacao do sistema que seja uma simetria é associada a transformacgao que

desfaz o seu efeito, que, por sua vez, também é uma simetria.

E interessante considerar também grupos com um maior grau de estrutura. Um
grupo em que G também é uma variedade e a operacao -: G x G — G é uma fungao
continua é dito um Grupo de Lie'. Esses grupos possuem um elevado grau de estrutura,
pois seus espagos tangentes aos elementos identidade sao isomorfos aos espacos tangentes
a quaisquer outros pontos, e formam grupos. Esse espaco é dito a Algebra de Lie de (G, )
e é denotado (g, +).

1O estudo dessas estruturas e das Algebras de Lie iniciou-se com o trabalho de Sophus Lie [50] acerca

de transformagoes de simetria infinitesimais.
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O conjunto g é obtido considerando os vetores tangentes das curvas em G sobre 1.

A operagao +: g ® g — g ¢é obtida do diferencial de -: G x G — G, por meio de

S0 w5 W] = 570

t=0

d
141 —k

d

d
=% (t)

+ —k(t)
=g Al

’
t=0

(¢)

dt

t=0

onde 7 e k s@o caminhos em G, com v (t) = k (t) = 1. Também, considerando o caminho

inverso 41 (t) = [y ()],
d d d
=) + ) =) 141y ()
dt o dt o dt -0 dt —0
d d
- shwate)| =31 =o
a | T
onde 0 ¢ a identidade em g e portanto,
d d
S0 =-2a
dt t=0 dt t=0

Claramente, g ¢ um espaco vetorial. Todo elemento de G pode ser obtido exponenciando?
um elemento de g e é possivel denotar G = €9, onde esse mapa é definido como aquele

com as seguintes propriedades, para quaisquer escalares a, b e t e para qualquer v € g:

° e(a+b)v — ™ | ebv;

o detv

ai = .

‘t:O o
Algebras de Lie também podem ser definidas a partir de um colchete de Lie
[,]:gxg — g em um espago vetorial g, uma opera¢ao binaria com as seguintes

propriedades, para quaisquer escalares a,b e u,v,w € g:

e Linearidade na primeira variavel: [au + bv,w| = a[u,w] + b[v, w];
e Antissimetria: [u,v] = — [v,u];

e Identidade de Jacobi: [u, [v,w]] + [w, [u,v]] + [v, [w,u]] = 0.

Claramente, essas propriedades implicam que o colchete de Lie é bilinear e alternante. O

exemplo mais comum de colchete de Lie é o comutador de operadores lineares [u,v] =

uv — vu. Outros exemplos sao os produtos vetoriais em 3 e 7 dimensoes, obtidos dos

quatérnions H e octonions Q.

2 A exponencial de um elemento de um espagco vetorial com um produto entre vetores é dado pela série

de Taylor formal da exponencial em torno da origem. Essa série é sempre convergente para espagos de
dimensao finita.
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Alguns exemplos de grupos de Lie s@o os grupos matriciais, com o produto matricial
como operacao binéria, encontrados no estudo de propriedades de espagos vetoriais, como
o grupo linear geral de R", GL (n,R), composto das fungoes inversiveis de R” em R"
(ou equivalentemente, das matrizes com determinante nao nulo), o grupo linear geral
de C", GL (n,C), definido analogamente. Os grupos de isometrias com um ponto fixo
(rotagoes) em R™, O (n), chamado de grupo ortogonal (definido equivalentemente como o
grupo das transformacoes ortogonais, ou das matrizes M tais que MM?T =1, onde I ¢ a
matriz identidade) e de isometrias com um ponto fixo em C", U (n), dito o grupo unitdrio
(podendo ser definido como o grupo das transformagoes unitarias de C" em C", ou como o

grupo das matrizes M tal que MM =), também sao grupos de Lie.

Os grupos de transformagao que preservam volume em R”, SL (n,R), e em C",
SL (n,C), ditos grupos lineares especiais (definidos equivalentemente como os grupos de
matrizes com determinante igual a 1), de rotagdes proprias R™, SO (n), chamado de grupo
ortogonal especial, definido como o grupo isometrias com um ponto fixo que preservam
orientagdo (ou, equivalentemente, matrizes ortogonais com determinante igual a 1), e
unitdrio especial, SU (n), definido analogamente, sdo outros exemplos que apresentam

relagao com os descritos anteriormente.

Exemplos de algebras de Lie podem ser obtidos dos grupos mencionados anterior-

mente. Valem as seguintes igualdades:

gl(n,R)=L(R" = R"), (C.1a)
gl(n,C) = L(C" = C"), (C.1b)
sl(n,R) ={M € gl(n,R) : det (M) =1}, (C.1c)
sl(n,C) ={M € gl(n,C) : det (M) =1}, (C.1d)
o(n)={MeLR"—>R"):M=-M"}, (C.1e)
so(n)={MeLR">R"):M=-M"}, (C.1f)
un)={MeL(C"->C"):M=-M'} C.1g)
(n) ) )

A igualdade das equagao (C.le) e (C.1f) é devida ao conjunto O (n) ser desconexo e,
portanto, o espago tangente a identidade encontra-se em uma de suas duas componentes
conexas, SO (n). Essa relagao indica que, enquanto cada grupo de Lie possui apenas uma
algebra de Lie associada, uma mesma algebra de Lie pode gerar grupos diferentes que,

entretanto, apresentam similaridades.

Um fato interessante a cerca dos grupos de matrizes apresentados é a existéncia de
isomorfismos acidentais para grupos de baixa dimensao. O primeiro deles é encontrado

durante as primeiras consideracoes geométricas tomadas acerca dos niimeros complexos.
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Exemplo C.1 (O Isomorfismo S' 2 U (1) = SO (2)). O conjunto C dos nimeros comple-
X0s tem como interpretagao geométrica o plano de Argand-Gauss, em que todo z € C é da
forma

z = |z| (cos O +isenf) = |z|e®

em que 6 pode ser interpretado geometricamente como o angulo entre o eixo dos nimeros
reais e o eixo dos numeros imaginarios. Claramente, essa associacao induz o isomorfismo
entre SO (2) e U (1), visto que U (1) = {z € C: |z| = 1}. Mas U (1) é geometricamente o
circulo St e, portanto, S* = U (1) = SO (2). JAN

Exemplo C.2. Um quase isomorfismo ¢ a associagao entre SO (3) e SU (2), que é bem
ilustrada pela relagao so (3) = su (2). De fato, SU (2) é dita a cobertura dupla de SO (3),
pois ¢ possivel encontrar uma associa¢ao ¢: SU (2) — SO (3) dois-para-um continua entre

esses conjuntos, dada por sua agiao ¢ (g) T = gTg~' sobre
T =T, +T%05+ T30;,

onde {0y, 09,03} sao as matrizes de Pauli.

Essas matrizes geram o espago de todas as matrizes 2 X 2 hermitianas de trago

nulo quando T, 72, T3 € R. Esse espaco pode ser associado com R? e
3
det (0(g)T) = det (9Tg™") = det () = >_ (1) det (o) = | .
k=1

Portanto, |0 (g) T|2 = \T|2, e o é uma isometria. Como, para qualquer g € SU (2),
g = aoy + b(—ioy) + c(—iog) + d(—ioy),

com oy = I, a,b,c,d € Rea?+ b+ +d?> =1, SU(2) = 53 Essa relagao ¢ mais
explicita no conjunto H dos quatérnions, obtido associando i = —ioy, ] = —ioy, k = —i03,
com H = {al +bi+c¢j+dk:a,b,c,d € R}. Esse fato implica que, dado que S* é uma
variedade conexa e ¢ é continua, ¢ mapeia SU (2) na componente conexa de O (3) que

contém a identidade, SO (3). Esse mapa é dois-para-um, pois
0(=9)T = (=g)T(=9) " =gTg " =0(9)T,

ese 0(g) = e(h),

e, portanto, h = g~ L. A

A estrutura de cobertura dupla é recorrente no estudo de grupos de Lie, e define-se o
grupo de spin Spin (n) com a cobertura dupla de SO (n). A nomenclatura advém da algebra

de momento angular na mecanica quantica nao relativistica, dada por Spin (3) = SU (2).
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Para pseudo-métricas com p termos positivos e ¢ negativos, define-se o grupo de spin
Spin (p, q) como a cobertura dupla do grupo ortogonal especial SO (p, q). O resultado
Spin (1,3) = SL (2,C) da a algebra de espinores de Dirac. Essa conexao com os espinores
leva a seguinte questao: como encontrar uma acao de um grupo G sobre um espago vetorial
V? Como exemplo, particulas podem apresentar spin inteiro ou semi-inteiro. Entretanto,
como grupos matriciais, SU (2) e SL (2, C) atuam somente sobre vetores em C?, enquanto
os espinores de Pauli e Dirac apresentam dimensao 2s + 1, onde s é o spin da particula a

ser descrita. A solucao desse problema ¢é dada pela teoria de representacao de grupos.

Uma representagao p: G — GL (V) de dimensao n de um grupo (G,-) em um
espago vetorial V' é um homomorfismo de G em GL (V), i.e., p preserva a estrutura de

grupo. Essa condigao é equivalente as afirmagoes p(g-h) =p(g)p(h) e p(l) =1L

Exemplo C.3 (A Representagao de Spin). A representagao de spin s € %N , Us, do grupo
SU (2) em C?**! ¢ dada pela sua agdo sobre o espaco Has de polindmios homogéneos
bivariados complexos de grau 2s, i.e., polindmios de duas varidveis complexas cujos
monomios tém grau 2s. Claramente, Hos é um espacgo vetorial complexo de dimensao

25 4 1, pois tem como base os monoémios zFw’ tais que k + £ = 2s. Se f € Hos e z € C?,
Us(9) ) (z) = f(97'2).

O resultado
(Us(=1) ) (2) = [ (—2) = (-1)* [ (2),
que implica U (—1) = (—1)251, ¢ a raiz da diferenca entre bosons e férmions, pois é possivel
obter uma representacao V, de SO (3) em C?**1 a partir de U, e o: SU(2) — SO (3), o
mapa da cobertura dupla de SO (3), via

para um dos elementos g ou —g que cobrem ¢ (g), visto que 0(g) = 0(—g). No caso
bosonico, i.e., s € N, a representagao V; é unitdria, i.e. Vg € SO (3) : Vi (g) € U(2s + 1),
enquanto no fermionico, i.e., s € N +% é unitaria e projetiva, i.e., Vs (0 (1)) # I, mas
Vi(o(1)) =e"L e

Vi(o(g-h) =e’OMV, (o(g)) - Vi (o ().
De fato, para bosons, a escolha entre g e —g na definicao de V; nao afeta a representacao,

pois Uy (g) = Us (—g). O mapa V, é mesmo uma representacao, pois

Vile(g)-e(h) =Us(g-h) =Us(g)-Us(h) = Vi(a(g)) - Va(e(h)) .

Para férmions, Us (g) = —Us (—g). Visto que g - h e —g - h cobrem o (g - h),

Vilo(g)-o(h)) =Us(xg-h)==xUs(g) - Us (h) = £V (e(g)) - Vs (e (h)) -
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Nao é possivel fazer escolhas para o caso fermiénico de maneira que sempre

Vi(e(1) =Vi(elg)-e(97") = Vile(9) - Vile(9) " =1L A

Dada uma representagao p: G — GL (V'), seu diferencial dp: g — GL (V) é uma

representacao de g em V.

Algebras de Lie possuem uma representacao natural, dita representacao adjunta,
dada por ad: g — gl(g), com

ad (u) v = [u,v].

O conceito de uma derivagao pode ser generalizado para algebras de Lie, sendo definido

como um mapa linear D que obedece a lei de Lebniz para élgebras de Lie:
D(lv,w]) = [D(v) ,w] + [v,D (w)].
Assim, ad é sempre uma derivacao, pois

ad (u) [v, w] = fad (u) v, w] = [v, ad (u) w] = [u, [v, w]] = [[u,v] ;W] = [v, [u, w]

= [uv[vvw“+[w’[uav]]+[v’[w’u]] =0,

pela identidade de Jacobi. Essa representacao gera a derivada de Lie na Geometria

Diferencial, dada pelo comutador de dois campos vetoriais.
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