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Introducao:

Em 1917, Albert Einstein escreveu um artigo [1] que foi completamente ignorado por
40 anos. Nele, foi levantada uma questdo que apenas recentemente os fisicos
comecaram a se questionar: o que o caos classico, que semeia em quase qualquer de
nosso mundo, faria com a mecanica quantica, a teoria que descreve os mundos

atomicos e subatomicos?

Talvez a caracteristica mais fenomenal do mundo quantico é sua natureza suave e
ondulatdria. Essa caracteristica levou a questdo de como é possivel o caos pode
aparecer na transicdo cldssico-quantico? Como o carater irregular do caos classico
pode ser conciliado com a natureza suave e ondulatéria dos fendmenos em escala

atdbmica? Sera que o caos existe no mundo quantico?

Essas perguntas serdo respondidas sucintamente nesse trabalho, como uma
introdugao ao estudo de um fen6meno que fascina os fisicos desde o fim da década de

50: a localizacdo de Anderson.

A localizagdo de Anderson é um fendmeno fascinante e amplamente estudado desde
sua descoberta por P.W. Anderson [2] e consiste em idéias apresentadas no contexto
do estudo de fungdes de onda eletronicas em potenciais de rede desordenados,

aleatorios.

Um estudo do comeco dos anos 80 [3,4] demonstrou que é possivel modelar um
sistema, que é classicamente cadtico, (o rotor forcado) em um problema de Anderson,
e estudar a partir desse modelo mais simples uma dinamica rica em questdes em
aberto, e altamente recorrente em prestigiadas revistas internacionais, tais como a
Physical Review Letters. A contraparte quantica do rotor forcado apresenta tracos

caracteristicos de sistemas quanticos que classicamente sdo cadticos [5, 6, 7].

O cerne da questdo é que o rotor forcado é um sistema deterministico. Ndo existe
nenhum traco de aleatoriedade em seu modelo, mas mesmo assim o relacionamos

com um problema diametralmente oposto: potenciais aleatorios.




Toda a discussdo feita atualmente frente ao rotor forgado leva em consideragao
argumentos fisicos, observacdes experimentais e embasamento via teoria de Floquet.
O tratamento matematico é demasiado avangado e complexo, sendo particular para
cada potencial dado. N3o é objetivo desse trabalho demorar-se em analises
guantitativas sobre potenciais aleatdrios, o rotor forcado e a localizacdo de Anderson.
As argumentacOes serdo majoritariamente fisicas e serd deixado que as simulagdes
numéricas e os resultados experimentais existentes na literatura convengam, pelo

menos em parte, o leitor de que sim, podemos fazer uma analogia entre os sistemas.




Sistema Classico:

Iremos brevemente apresentar o sistema classico e serdo feitas algumas observagdes

frente a existéncia de caos.

O sistema fechado e ndo perturbado consiste em uma particula movendo-se ao longo

de um circulo. Tal hamiltoniana é trivial e dada por:

]2
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Onde J é o momento angular da particula e / seu momento de inércia.

Agora supomos que adicionamos uma perturbacdo externa periddica aplicada a uma
distancia / do pivO, e seu periodo é 1. Note, aqui estamos considerando que o
momento angular é constante e aumenta de acordo com o torque aplicado

(Flcose=kcose) a cada kick.

Entdo, a hamiltoniana perturbada periodicamente pode ser expressa como:

H=£—1+Kc059+26(t—nr)

Aonde temos 8 como a coordenada angular da partida.

Fazendo a escolha (por conveniéncia) I/T = 1 e utilizando-se das variaveis reescaladas

g e p (mod-1):
_ 0
1= 2n
_JT
p= 2nl

Podemos reescrever a hamiltoniana como:

p’

H= > (ZK)Z cos (27rq)z 6(t—n)

Dessa forma podemos nos utilizar das equagdes de Hamilton para obter um ‘mapa’:




t+1 = q¢ + Dt+1
K -
Pt+1 =P t %Sm (2mq,)

Esse mapa é conhecido com o mapa padrdo de Chirikov e é extensamente estudado no

contexto da teoria do caos (por exemplo, [2]).

Tal sistema é especialmente muito util no estudo das transicdes de sistemas
Hamiltonianos de comportamentos regular a cadticos, quando mudamos um

parametro de controle.

O estudo qualitativo desse mapa é feito majoritariamente via cortes no espaco de

fases para diferentes valores do parametro de controle (nesse caso, k)

Abaixo seguem algumas dessas secdes:




Fig 2.1: cortes no espago de fases do mapa de Chirikov para valores de k iguais a (a)
0.5: espaco de fases bem regular (b )1,5: espaco de fase comega a apresentar quebras
de regularidade para algumas ilhas de condigées iniciais; (c) 2,5: processo difusivo
ilimitado é possivel apds a quebra do ultimo toro de KAM; (d) 11: espaco de fases é

completamente cadtico, apesar de pequenas ilhas de estabilidade sobreviventes

Uma analise interessante e que sera de grande valia (em termos de comparac¢do mais a

frente) é a do comportamento difusivo do transporte de momento angular.

Estamos interessados aqui no transporte de um ensemble de trajetdrias no espago de
fases. Vamos nos restringir no caso de caos forte (valores elevados de k). Como quase
todo o espaco de fases é cadtico, é esperado que todas as trajetdrias “pulem”
erraticamente pelo espaco de fases de maneira aleatdria, muito parecido com o
comportamento realizado por um caminhante aleatério'. Por essa analogia,
esperamos que o transporte seja difusivo (ou seja, se considerarmos uma distribuicdo
inicial qualquer de trajetdrias no espaco de momento é esperado que tal distribuicao
tenda a uma gaussiana). Da mesma maneira, se considerarmos o valor médio da
energia cinética (ou, equivalentemente, a variancia do momento) deve crescer

linearmente com o tempo.

Podemos obter o valor médio da energia de maneira muito simples algebricamente. Se
consideramos o cendrio de caos forte, entdo a expressao para a energia média é dada

por:

(AP)? K?
Sl

En = 2 81

*n’ é o contador temporal

Podemos notar o crescimento linear da energia cinética média, como era esperado.

Na figura a seguir, tal comportamento é mostrado:

Conhecido na literatura em lingua inglesa como “random walk”.



500000 T T T T T T T T T

2650000

150000

100000 - &

o | | 1 | | 1 | | |
0 500 1000 1600 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

Fig 2.2: energia média X numero de ‘kicks’. Utilizada a condig¢do inicial

(x0,p0)=(0.751,0.123)

Podemos também calcular a distribuicdo de momentos:

Seja a distribuicdo de momentos uma medida da probabilidade de que apdés N

iteracbes (kicks) a diferenca (P, — P,) seja de AL, quantitativamente:
fn(AP) =(5(AP — Py + Py))
e Aonde estamos tirando uma média entre diferentes condigées iniciais

Utilizando propriedades da funcdo delta e as aproximacdes de que para altos valores
de Kk os sucessivos valores de g, ndo estdo correlacionados e ainda considerando que
0 regime que nos interessa é o apds muitos kicks (valor alto de N), podemos obter a

seguinte expressao:

21 412 (AP)°
fn(P) = Kmexp <_W )

A seguir plotamos para k = 7 o logaritmo da distribuicdo:
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Fig 2.3: Logaritmo da distribuicdo de momentos X momento

Podemos ver claramente o comportamento difusivo esperado tipico de um processo
do tipo random walk (coloca-se aqui um porém: o sistema é deterministico, mas ao
que concerne aos NOssos propositos comporta-se de maneira pseudo-aleatdria). O
mapa padrdo de Chirikov é um sistema cadtico tipico para altos valores do parametro

de controle k.

Como veremos a seguir, esse comportamento difusivo, quando passamos para a
contraparte quantica do sistema, ndo é observado [9], levando ao fendbmeno da

localizacdo dinamica.




Caos Quantico

Comecemos esse capitulo com uma pergunta fundamental: serd que é possivel

observarmos a existéncia de caos no mundo quéntico? [10,11]

A resposta é sim — sintomas de caos aparecem até nos padrées de onda associados aos

niveis de energia atémicos.

Esse capitulo sera dedicado a introduzir a idéia de como se procede no tratamento do
caos no mundo quantico e algumas evidéncias fortes de que sim, é possivel observar a
transicdo de comportamento entre regular e cadtico na contraparte quantica de um

sistema classicamente cadtico.

Ao pensar-se no conceito de caos, como o conhecemos mais comumente, é natural
defini-lo em termos da separagao de trajetdrias, ou seja, a existéncia de sensibilidade
exponencial as condi¢Ges iniciais. Mas quanticamente ndo existe propriamente o

conceito de trajetdria — afinal, elas ndo estdo definidas!

Foi mostrado anteriormente que uma das maneiras mais usuais de se estudar o
fendmeno de caos em sistemas hamiltonianos classicos é o estudo direto dos espacos
de fase. Quanticamente nosso espac¢o de fases fica quantizado em unidades de A

devido ao principio da incerteza!

Classicamente, um requerimento bdsico para se observar caos é que as equacdes que
regem o comportamente do sistema em questdo apresentem uma nao-linearidade.
Quanticamente, a evolucdo do sistema é dada pela equacdo de Schrodinger — uma

equacdo linear!

Poderiamos a partir dessas trés observagdes fundamentais argumentar que nao existe
caos na Mecénica Quantica — pelo menos ndo no sentido que aplicamos classicamente.
Mas entdo como fica o principio da correspondéncia de Bohr? Esse principio,
formulado por Niels Bohr em 1923, pode ser resumido em uma frase: A teoria qudntica
deve se aproximar da cldssica assintoticamente no limite de grandes numeros

qudnticos, ou seja, quando h — 0
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O fato é que o caos, quanticamente, ndo é tratado da mesma maneira que
classicamente. De fato, o estudo de caos quantico procede-se através do limite

semiclassico de sistemas cujos analogos cldssicos sejam cadticos.

Analise quantica

Assim como no estudo do sistema classico, podemos definir um “mapa” quéntico
através de um operador que é o responsavel pela evolugcdo temporal do sistema em

estudo.

Nesse trabalho propde-se o estudo de um sistema com hamiltoniano dependente do

tempo. Tal hamiltoniano é o responsavel pela evolugdo do sistema.

Serd mostrado em seguida as “assinaturas” do caos classico no sistema quantico em
questdo. Mostrar-se-d4 as propriedades universais e particulares da contraparte
guantica de tais sistemas e uma analise em um contexto aparentemente diferente sera
feita para demonstrar um resultado a principio paradoxal, além de serem utilizados
argumentos fisicos, resultados numéricos e dados experimentais (existentes na
literatura) para fazer um paralelo com outro problema fisico de grande interesse: a
localizagao de Anderson. Tais resultados sao obtidos essencialmente estudando-se o
espectro de auto-energias e autofun¢des de um operador que comuta com o

hamiltoniano: o operador de Floquet.

11
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Mapa Quantico

O hamiltoniano do sistema quantico é obtido através do hamiltoniano cldssico,
simplesmente transformando as coordenadas g e p em operadores, e tomando-se o

tempo como parametro.

Sendo assim, obtemos o hamiltoniano quantico:

jom—dar O K2 )) 8 —n)
=" emiig T e cos(2mq n
Onde hsr = ﬁ é a constante de Planck reescalada, obtida através da regra de

guantizagao:

h
lq,p] = im = [hess

O ponto importante aqui é que o hamiltoniano depende explicitamente do tempo, ou
seja, ndo podemos mais resolver a equacdo de Schrodinger independente do tempo
em termos de um ansatz de separag¢ao da forma

i

l/)n(x’ t) = exp ( hEnt> wn(x)
E, consequentemente, a energia E ndo é mais uma constante de movimento.

Mas o hamiltoniano ainda é invariante frente um shift discreto de tempo T. Isso nos
possibilita achar solugdes 1, (x,t) da equagdo de Schrédinger depedente do tempo
que sdo simultaneamente autofungdes do operador de shift correspondente F;. Esse
operador é o chamado operador de Floquet, e é um operador unitdrio, isso implica que
seus autovalores s3o da forma 1,, = e~'?n, ou seja, estdo distribuidos ao longo de um

circulo unitario.

A expressdo para o operador de Floquet é dada por:

i ! !
at'H(t
fff )

F=e¢ he
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Devido ao fato da interacdo da forca externa ser instantanea, pode-se aproximar o
operador de Floquet como o produto de operadores evolugdo, onde um corresponde a

livre-rotagdo e o outro a interagéol:

F = B(q)G(p)

Teremos a expressao geral para F como sendo:

Fo i K (210) i T )
= exp heff 2m)? cos(2mq) |exp heff 2p

Expressando na base de momento: |n) = e~"274

Obtemos:

I 7 L K
Tnm = (nl?—"lm) = exp <— hgffzﬂ’lz) i n]m_n <W)

Nessa base apenas os elementos matriciais perto da diagonal principal serdo
significativos, visto que as fungdes de Bessel decaem rapidamente com o aumento de

sua ordem.

Nesse trabalho, por questdes numéricas, utilizaremos a expressao de F na base de
posicao:
) < |f‘ | > 1 [in G — ) ikN (27‘[ )]
g = \qjr i)=—=exp|—=0( — — ——cos|—
NJqrq QJ N QJ \/N p N ] 2 N ]
*onde |q j) € um autoestado discreto de posi¢éo com autovalor associado q; = J / N com

j=1,2,3,....,N

O numero N de autoestados de posicao discretos determina a dimensdo da matrix de
Floquet. Devido ao fato do espacgo de fases ser um torus bidimensional, as fungdes de
onda devem satisfazer condi¢des periddicas de contorno: Y(q +j) = Y(q) e P(p + k) =

P(p), aonde j e k s3o numeros inteiros. Devido & quantizacio do espago de fases, o

valor efetivo da constante de Planck serd igual a 1/27TN

Com a expressdao dada acima, podemos acompanhar a evolu¢do de uma funcdo de

onda inicial qualquer no espago de posic¢ao.

1 . . . ~ ~

Aqui frisa-se que o operador de Floquet é da forma e4*E, onde A e B séo operadores que ndo comutam,
logo, ndo é possivel, rigorosamente, realizar a fatoracdo e“e®, mas fazemos uso do fato da interagdo ser
instantdnea, realizamos tal aproximagéo



Utilizando métodos numéricos estudamos essa evolucao através de propriedades
espectrais: autovalores (que fazem o papel de quasi-energias) e autovetores (que

formam uma base para os autovetores do hamiltoniano).

Um ponto importante, e que deve ser analisado antes de ser dada continuidade é em
relacdio a paridade dos autovetores. O sistema em si é simétrico frente a uma

transformacdo de paridade, logo, os autoestados do operador de Flogquet devem

. +
satisfazer: lpa(—qj) = _lpa(qj)
Como a fungao de onda deve satisfazer condi¢cdes de contorno periddicas, temos que:
¥(=q;) =¥(1-q;) = ¥(an-)

Como a paridade é um “bom” numero quantico, as quasi-energias que obtemos
diagonalizando a matriz de Floquet formam uma mistura de sequéncias
independentes. Faz-se importante, entdo, utilizarmos apenas autoestados de mesma

paridade para realizarmos a estatistica.

N-1
- 2
Utilizando-se do critério de que a soma: Z].ilhpa(qj) + l,lia(q,v_]-)| sera nula se o

autoestado for par, separamos as autoenergias correspondentes aos estados pares,

apenas. Assim, a estatistica sera feita somente sobre os autovalores pares.

Em seguida, mostramos alguns resultados numéricos da distribuicdo estatistica dos

autovalores de F, para diferentes casos de valores do parametro de controle k:

14
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Fig 4.1: (a) k=1; (b) k=2.5; (c) k=5; (d) k=7.

O que foi calculado foi a probabilidade de encontrarmos valores consecutivos das

quasi-energias préoximos ou afastados.

Note que para valores baixos de k (que correspondem ao caso regular, sem caos) as
quasi-energias tendem a ficarem préximas. Enquanto que para o caso de k elevado
(que corresponde ao caso da existéncia de caos forte no sistema cldssico) os

autovalores tendem a se repelir.

De uma maneira um tanto quanto paradoxal quando a contraparte classica do sistema
é ndo-cadtica os niveis de energia estdo distribuidos aleatoriamente e sem correlagao,
enguanto que os niveis energéticos de um sistema quantico cuja contraparte classica é
cadtica exibem uma forte correlagdo. Os niveis do sistema regular costumam estar
perto uns dos outros, devido ao fato de um sistema regular ser composto por
subsistemas menores que sdo completamente desacoplados. Os niveis energéticos de
um sistema cadtico, entretanto, quase que parecem saber da existéncia uns dos

outros, e tentam manter distancia entre si.

O espectro das quasi-energias no caso fortemente cadtico segue a distribuicdo de
Wigner (originaria da fisica nuclear, utilizada para estudar as propriedades estatisticas
do espectro nuclear), que é dada por:

I

P(s) = 5 exp (—%sz)
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Ja quando o valor do parametro é baixo, observamos que a distribuicdo espectral

segue uma distribuicdo de Poisson, dada por:
P(s) =e”5

Note a seguir a concordancia quando sobrepomos os resultados:

o . . . . . . . e g
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(a) (b)
Fig 4.2: (a) Poisson e ‘k’ baixo,; (b) Wigner e k’ alto

E interessante notar como as estatisticas, inicialmente obedecendo uma distribuicdo
de Poisson, acabam indo em direcdo a distribuicdo de Wigner quando variamos o valor
do parametro k. Essa diferenca nas estatisticas nos fornece um insight sobre a
manifestacdo de caos em sistemas qudanticos cujas contrapartes classicas sejam
cadticas, ja que variando o parametro k no sistema classsico passamos de um regime

regular a um que é completamente cadtico.

Esse assunto é extenso na literatura e boas referéncias podem ser obtidas na

bibliografia ao final desse trabalho.

O efeito mais significativo que serd analisado por esse trabalho é o da localizagdo

dindmica. Esse efeito foi originalmente descoberto em estudos desse mesmo modelo

[9].

16
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Foi calculado anteriormente, para o sistema classico, a difusdo da energia para o caso
em que o valor do parametro k é elevado (caos forte). Foi visto que o rotor comporta-

se, para nossos fins, como um processo random-walk.

17
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Localizacdao de Anderson

Serd dada agora uma breve introducdo [12] sobre um assunto aparentemente sem
relacdo com o sistema do rotor forcado: o estudo de func¢des de onda eletronicas em
uma rede cristalina desordenada. Comegamos com uma rede unidimensional com
atomos igualmente espacados a uma distancia ‘d’. O hamiltoniano desse sistema é

dado por:

2 2
H=-2"2 vk 5.1

2m, dx?

Aonde V(x) é o potencial na rede. Resolvemos esse hamiltoniano aplicando uma
aproximagdo de ligagcdo forte: assumimos que o elétron interage fortemente com um
atomo por vez em um dado tempo, enquanto que a interagdo com os outros atomos é
fraca. Entdo a funcdo de onda eletrénica pode ser expressa em termos de uma

combinagao linear das autofung¢des de um uUnico atomo:

Y(x) = X anPo(x — nd) 5.2

Onde a soma é feita sobre todas as posi¢cGes da rede. Se utilizarmos esse ansatz na
equacdo de Schrodinger, e considerarmos que o overlap das funcbes de onda sobre

diferentes sitios pode ser desprezado:

[ st = ndypoe = maydx = S
obtemos:

Yken Wrax + Ena, = Eay, 5.3

Aonde:

EQ = f Yo(x — nd)Hpo(x — nd)dx

Wi = fl/)é(x —nd)H,(x — kd)dx

18
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Para potenciais periddicos, E_ é independente de n, e os valores de W, dependem
exclusivamente da diferenca (n — k). Nesse caso a fun¢do de onda pode ser escrita

como uma funcdo de Bloch:

P(x) = e uy(x)

*u, (x) é uma fungdo periddica.

Levando ao bem conhecido modelo eletronico de bandas de um sdlido cristalino

(potenciais periddicos na rede levando a fungGes de onda periddicas no espaco).

Se o arranjo periédico é perturbado por uma desordem, entdo estamos frente ao
modelo de Anderson [2]. Ha na literatura uma vastiddo de artigos sobre o modelo de
Anderson, aqui serd apresentado apenas o principal resultado sobre o modelo: em
sistemas unidimensionais, todas as fungdes de onda estdo localizadas em uma regiao
da rede, mesmo com uma desordem quase-nula. A localizacdo é causada por
interferéncia destrutiva quantica devido a um retroespalhamento coerente pelas

impurezas.

Em meados de 1982-1984 foi mostrado [3,4] que é possivel modelarmos o rotor
forcado como um problema de Anderson e estudarmos nesse modelo (simples e
completamente diferente) diversos fenémenos que intrigam a drea do caos quantico.
Especificamente, o fendbmeno de localizacdo dinamica, que foi citado na analise

cldssica do sistema, esta fortemente ligado com a localizagdo de Anderson [3].
Comecemos com um hamiltoniano de Floquet genérico:
H@) =Kp) +V(g) Xnd(t—n) 5.4

Onde K(p) e V(q) sdo fungdes arbitrdrias de momento angular e angulo,

respectivamente. O operador de Floquet correspondente é dado por:

T — e_iV(Q)e_iK(p)
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Na base de ‘p’ os elementos matriciais de F serdo dados por:

Fam = e_iK(m)]n—m

1 (2
Com Jp-m = = "

—Js e~ V(@) ping dq

A notagdo indica que J, pode ser considerada como uma fungdo de Bessel

generalizada. Para o rotor forgado, /,, se reduz em uma fun¢do de Bessel ordinaria.

Agora, vamos assumir que

E um autovetor de F associado a autofase ¢, ou seja:

FA=e V@ KP4 = ¢~id4 5.5

Se realizarmos a seguinte substitui¢do:

1+iW(q)

e—iV(@) =
1-iW(q)

Com W(q) = —tan@

Entdo a equacdo de autovalores de F pode ser expressa como:
(14 iW)el®K4 =1 -iw)A 5.6
Se introduzirmos um novo vetor:
A= (e®0 +1)4
Que é o antigo autovetor transladado pelo operador el(¢=K) Dessa forma, obtemos:

gl _1
WA-FlWA =0

Ou, equivalentemente:

20
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tan (ﬂ)ﬁ +WA=0 5.7
2
E se nos utilizarmos de uma transformada de Fourier em W:
1 .
W, = [ w@emmdg
0

Podemos reescrever a equacao (5.7) como:

Yken Wnoik @ + Exa, = Eay, 5.8
Onde E? e E sdo dados por:
—K(n
E? = tan <¢—())
2
e
E = _WO

A equagao (5.8) corresponde a um hamiltoniano fortemente ligado com forgas de
ligacdo W,,_, dependendo apenas da distancia entre os sitios vizinhos ‘n’ e ‘k’, e com

energias dependentes dos sitios EJ.

2
Note que se utilizarmos K(p) = p? eV(g) = %COS(ZTL’C[) estamos no caso do rotor

forcado. Dessa maneira, fomos capazes de modelar o rotor forcado em um modelo de

Anderson.

Os potenciais aleatdrios presentes no modelo de Anderson aqui se fazem aparecer na
sequéncia pseudo-aleatéria {E0}. As diversas simula¢des numéricas e dados
experimentais sugerem que o efeito de localizagdo aparece no sistema do rotor,
mesmo que a sequéncia seja pseudo-aleatéria e nao aleatéria como demonstrado

inicialmente por Anderson em seu famoso artigo [2].

O fendmeno de localizagdo dinamica (ou localizacdo de Anderson) é facilmente visto
no rotor forcado se agora procedermos com o calculo do valor esperado do operador

P? (assim como foi feito para o caso classico).
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Podemos observar que a difusdo quantica ‘segue’ a cldssica até certo ponto [9],

quando comega seu processo de saturagao, até finalmente parar.

Note que, diferentemente do caso classico, a distribuicio de momentos angulares

possui uma forma do tipo exponencial [13,14]:

1

fu(P) = —exp (-

2|P|>
ls

Com um comprimento de localizagdo ;.

E possivel realizar uma andlise qualitativa dessa saturacdo da difusdo. Se

diagonalizamos o operador de Floquet por meio de uma transformacgao unitaria:

Fin = z e U Upy
X

O valor esperado de P? apds N ‘kicks’ é dado por:
(P?) = Al P2Ay 5.9
E como também temos que Ay = FNA, , entdo a expressio geral do valor esperado
sera:
(P?) = B* ¥ e (FM) i FN) [ amay, >5.10

Agora aplicamos a transformagao unitdria e consideramos que o rotor encontra-se

inicialmente no estado [ = 0, entdo a, = 1 e todos os outros a,, sdo zero:

(P)=h*Y ki 12eN @) Ur Uy o U Us o 5.11
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Para um numero grande de kicks, as fases de Floquet (q,')j) oscilam rapidamente e, na

média, apenas os termos k=k’ sobrevivem. Assim, no regime N muito grande:
(P?) = 1% Xk P|Uk|*|Uol? 5.12

E obtivemos uma expressdo que independe de N. Ou seja, a difusdo é interrompida. O
comprimento de localizagdao é o limite em que o sistema segue a difusao cldssica, a

partir desse limite, a difusdo comeca a cessar.

O fato mais intrigante (e que ainda tenta-se entender) é: como um sistema
deterministico e simples pode apresentar um comportamento oriundo de um sistema
desordenado? Note que no modelo de Anderson tratamos com potenciais aleatorios,
enquanto que no rotor forcado o mais proximo que chegamos de aleatoriedade sdo as
quasi-energias do operador de Floquet, e que na realidade sdo pseudo-aleatdrias. Ha
uma conexao entre os modelos, sem duvida; desde o trabalho de Fishman, Grempel e
Prange [3,4] que se estuda o rotor forcado em uma tentativa de entender como o
efeito de localizacdo pode aparecer nesse sistema. Uma compreensao definitiva do

fendmeno é um dos grandes desafios modernos do estudo do caos quantico.
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6. Observacdes experimentais de Localizacao:

O rotor forcado é um problema interessante porque ele pode facilmente ser realizado
experimentalmente. Abaixo, dois experimentos que comprovam a existéncia do
fendmeno de localizagdo em tal sistema, e que demonstram a importancia do estudo

desse sistema.

Atomos ultra-frios em armadilhas magneto-Opticas

Uma realizacdo de localizacdo dindmica de atomos foi obtida por Raizen e
colaboradores [15]. Os experimentos foram realizados com atomos de sédio a
temperaturas da ordem de pK. Os atomos foram presos e simultaneamente resfriados
em uma armadilha magneto-dptica por uma interacdo combinada de um campo

magnético inhomogéneo e um campo eletromagnético de um laser forte.

No experimento, aproximadamente 10° 4tomos foram aprisionados dentro de um
volume de didmetro de 0.3mm a temperatura de 17 pK. Ao fim do procedimento de
preparacao a armadilha foi desligada e um campo de luz estacionario e modulado foi
ligado por tempos tipicos de 10 ps. O hamiltoniano da interagao do atomo de sddio

com o campo de luz é dado por:

2

Ho=H, + Zp_M + eF cos{k,[x — AL sin(wt)]} cos(w,t)

2
. ~ . A . -, .
Onde H,; descreve a interagdo do elétron de valéncia com o atomo, oy € @ energia

cinética do atomo, e o ultimo termo descreve a interagdo de dipolo elétrico do campo
de luz com o elétron, onde w; e w sdo, respectivamente, a frequéncia do laser e a
frequéncia angular de modulagdo. As ondas estaciondrias foram geradas direcionando
dois feixes de laser de direcbes opostas na armadilha, a modulacdo foi obtida
passando um feixe através de um modulador de fases eletro-dptico. A frequéncia do
laser foi escolhida como perto da transigdo (3Si/2, F=2) - (3P3/, F=3) da linha D,

(A=589 nm) do dtomo de sddio.
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Realizando mudangas de varidveis apropriadas e manipulando o hamiltoniano via
equacoes de Hamilton, podemos obter um mapeamento semelhante ao mapa de

Chirikov:

Xn+1 = Xn + 2TPp4q

21 T\ |
Pn+1 = Pn — 2K TCOS ()L - Z) sin x,,

hk? 02

M m; Q: frequéncia de Rabi
0—wWL

Onde A = 2k;ALe K =

Ha um detalhe, esse mapeamento acaba considerando que o sistema sofre dois ‘kicks’
no intervalo de um periodo. Como estamos interessados no estudo qualitativo do

sistema, ndao nos aprofundaremos mais do que isso, matematicamente.

Como obtivemos um mapeamento semelhante ao mapa de Chirikov é de se esperar
que, se os resultados anteriores estiverem corretos, seremos capazes de obervar os

fendmenos discutidos previamente.

Abaixo, do original de [15], na mesma figura os resultados tedricos e experimentais,

para diferentes do parametro de controle dado por A:

I'Ogm[f(P)]
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O painel superior mostra espacos de fase para diferentes valores de A
(respectivamente, 0; 1.5; 3.0 e 3.8), no painel do meio o logaritmo da distribuicdo de
momentos classica é mostrada como obtida do espaco de fases. O ultimo painel
mostra o logaritmo da distribuicido de momentos obtida experimentalmente
sobreposta com a predicdo de um calculo de Floquet. Um comparativo entre as duas
Ultimas séries mostra que todos os resultados, exceto para A = 3, concordam com a
predigdo cldssica. Para A = 3 localizagdo dinamica ocorre. Classicamente notamos que
o momento esta distribuido mais ou menos uniformemente sobre o espaco de fases
acessivel (o pequeno pico central é causado por um pequena ilha de regularidade
sobrevivente), experimentalmente, assim como via cdlculos de Floquet, uma

localizagao exponencial dos momentos é observada.

Atomos de hidrogénio em campos de radiofrequéncia intensa

O atomo de hidrogénio em um campo de microondas forte foi o primeiro exemplo
experimental mostrando localizagdo dinamica (vide [12]). Todos os aspectos discutidos
nos capitulos anteriores, tais como difusdo classica na regido semiclassica e supressao

quantica da difusdo na regido de localizagao dinamica sdo encontrados nesse sistema.

A equacdo de Schrodinger descrevendo a dindmica de um elétron sob a influéncia
combinada da interacdio Coulombiana com as interagcdes com o nucleo e

eletromagnética com as microondas é dada por:

2
.ha_t/)_(p

e
= ——+zF t
i 3t am, 7 + zF cos(w )>1/J

O numero quantico principal ‘n’ ird aparecer na expressdo da energia do sistema.

Valores altos indicam uma aproximacdo do regime semiclassico.

E possivel medir as probabilidades de ionizacdo dos 4tomos, e quais valores de campos

de microondas serdao necessarios para tal feito.
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Podemos também manipular a equacdo de Schrédinger e obtermos um mapeamento
semelhante ao mapa standard, da mesma maneira que foi feito no exemplo anterior.
Tal manipulagdo nado sera feita aqui, visto que o que nos interessa mesmo s3ao 0s
resultados experimentais e suas comprovacées da existéncia de localizagdo dinamica,

tal qual previsto pela teoria de Floquet.

O campo de microondas possui frequéncia angular igual a w. Quando o valor esperado
do campo necessario para ionizar os atomos foi medido, observou-se que ele era
maior do que o esperado teoricamente para um valor acima de limite de w. Mas

abaixo desse limite, a teoria concordava perfeitamente com os experimentos.

A explicagdo veio com a conexao com o rotor: a proporcionalidade entre o
comprimento de localizacdo e constante de difusdo cldssica. No atomo de hidrogénio o
papel do momento angular é feito pelo nimero de fétons absorvidos ou emitidos, e
consequentemente tomamos ‘D’ (a constante de difusdo classica) como a constante de
difusdo do numero de fdétons. Se for feita a conexdo, a defasagem observada
experimentalmente é explicada e ainda obtemos um indicio ainda maior que o rotor

forcado apresenta localizagdo dinamica.
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