
UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL                                         
INSTITUTO DE FÍSICA 

Caos quântico e localização 
de Anderson em um rotor 

perturbado
 
 

Max Akira Endo Kokubun 

 
 

 

 

   

Trabalho de Conclusão de Curso  realizado sob a orientação da professora Sandra Prado e 
financiado pelo programa de bolsas de iniciação científica PIBIC‐CNPQ 



 

Índice: 

 

  1. Introdução..............................................................................................3 

  2. Sistema clássico......................................................................................5 

  3. Caos quântico.......................................................................................10 

  4. Mapa quântico.....................................................................................12 

  5. Localização de Anderson e analogia com o rotor forçado..................18 

  6. Observações experimentais de localização.........................................24 

  Bibliografia...............................................................................................28 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  2 



Introdução: 

 

Em 1917, Albert Einstein escreveu um artigo [1] que foi completamente  ignorado por 

40  anos.  Nele,  foi  levantada  uma  questão  que  apenas  recentemente  os  físicos 

começaram a se questionar: o que o caos clássico, que semeia em quase qualquer de 

nosso  mundo,  faria  com  a  mecânica  quântica,  a  teoria  que  descreve  os  mundos 

atômicos e subatômicos? 

Talvez  a  característica mais  fenomenal  do mundo  quântico  é  sua  natureza  suave  e 

ondulatória.  Essa  característica  levou  à  questão  de  como  é  possível  o  caos  pode 

aparecer  na  transição  clássico‐quântico?  Como  o  caráter  irregular  do  caos  clássico 

pode  ser  conciliado  com  a  natureza  suave  e  ondulatória  dos  fenômenos  em  escala 

atômica? Será que o caos existe no mundo quântico? 

Essas  perguntas  serão  respondidas  sucintamente  nesse  trabalho,  como  uma 

introdução ao estudo de um fenômeno que fascina os físicos desde o fim da década de 

50: a localização de Anderson. 

A  localização de Anderson é um fenômeno fascinante e amplamente estudado desde 

sua descoberta por P.W. Anderson [2] e consiste em  idéias apresentadas no contexto 

do  estudo  de  funções  de  onda  eletrônicas  em  potenciais  de  rede  desordenados, 

aleatórios.  

Um  estudo  do  começo  dos  anos  80  [3,4]  demonstrou  que  é  possível modelar  um 

sistema, que é classicamente caótico, (o rotor forçado) em um problema de Anderson, 

e  estudar  a  partir  desse modelo mais  simples  uma  dinâmica  rica  em  questões  em 

aberto,  e  altamente  recorrente  em  prestigiadas  revistas  internacionais,  tais  como  a 

Physical  Review  Letters.  A  contraparte  quântica  do  rotor  forçado  apresenta  traços 

característicos de sistemas quânticos que classicamente são caóticos [5, 6, 7]. 

O  cerne da questão é que o  rotor  forçado é um  sistema determinístico. Não existe 

nenhum  traço  de  aleatoriedade  em  seu modelo, mas mesmo  assim  o  relacionamos 

com um problema diametralmente oposto: potenciais aleatórios.  
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Toda  a  discussão  feita  atualmente  frente  ao  rotor  forçado  leva  em  consideração 

argumentos físicos, observações experimentais e embasamento via teoria de Floquet. 

O  tratamento matemático é demasiado avançado e complexo,  sendo particular para 

cada  potencial  dado.  Não  é  objetivo  desse  trabalho  demorar‐se  em  análises 

quantitativas sobre potenciais aleatórios, o rotor forçado e a localização de Anderson. 

As  argumentações  serão majoritariamente  físicas  e  será  deixado  que  as  simulações 

numéricas  e  os  resultados  experimentais  existentes  na  literatura  convençam,  pelo 

menos em parte, o leitor de que sim, podemos fazer uma analogia entre os sistemas. 
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Sistema Clássico: 

Iremos brevemente apresentar o sistema clássico e serão feitas algumas observações 

frente a existência de caos. 

O sistema fechado e não perturbado consiste em uma partícula movendo‐se ao longo 

de um círculo. Tal hamiltoniana é trivial e dad  por: a

଴ܪ ൌ
ଶܬ

 ܫ2

Onde J é o momento angular da partícula e I seu momento de inércia. 

Agora supomos que adicionamos uma perturbação externa periódica aplicada à uma 

distância  l  do  pivô,  e  seu  período  é  τ.  Note,  aqui  estamos  considerando  que  o 

momento  angular  é  constante  e  aumenta  de  acordo  com  o  torque  aplicado 

(Flcosө=kcosө) a cada kick. 

Então, a hamiltoniana perturbada periodicamente pode ser expressa como: 

ܪ ൌ
ଶܬ

ܫ2 ൅ ߠݏ݋ܿߢ ൅෍ߜሺݐ െ ݊߬ሻ
௡

 

Aonde temos ߠ como a coordenada angular da partida. 

Fazendo a escolha (por conveniência) ܫ ߬ൗ ൌ 1 e utilizando‐se das variáveis reescaladas 

q e p (mod‐1):  

ݍ ൌ
ߠ
 ߨ2

݌ ൌ
߬ܬ
 ܫߨ2

Podemos reescrever a hamiltoniana  omo: c

ܪ ൌ
ଶ݌

2 ൅
ߢ

ሺ2ߨሻଶ cos ሺ2ݍߨሻ෍ߜሺݐ െ ݊ሻ 

Dessa forma podemos nos utilizar das equações de Hamilton para obter um ‘mapa’: 
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ݍ ൌ ݍ ൅ ௧ାଵ ௧ାଵ݌ ௧

௧ାଵ݌ ൌ ௧݌ ൅
ߢ
ߨ2 sin ሺ2ݍߨ௧ሻ 

o dEsse mapa é conhecido com o mapa padrã e Chirikov e é extensamente estudado no 

contexto da teoria do caos (por exemplo, [2]). 

Tal  sistema  é  especialmente  muito  útil  no  estudo  das  transições  de  sistemas 

Hamiltonianos  de  comportamentos  regular  à  caóticos,  quando  mudamos  um 

parâmetro de controle. 

O  estudo  qualitativo  desse mapa  é  feito majoritariamente  via  cortes  no  espaço  de 

fases para diferentes valores do parâmetro de controle (nesse caso, ߢ) 

Abaixo seguem algumas dessas seções: 

 

(a)            (b) 

 

      (c)                                             (d)   
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Fig 2.1: cortes no espaço de fases do mapa de Chirikov para valores de ߢ  iguais à (a) 

0.5: espaço de fases bem regular (b )1,5: espaço de fase começa a apresentar quebras 

de  regularidade  para  algumas  ilhas  de  condições  iniciais;  (c)  2,5:  processo  difusivo 

ilimitado é possível após a quebra do último  toro de KAM;  (d) 11: espaço de  fases é 

completamente caótico, apesar de pequenas ilhas de estabilidade sobreviventes 

 

 

Uma análise interessante e que será de grande valia (em termos de comparação mais a 

frente) é a do comportamento difusivo do transporte de momento angular. 

Estamos interessados aqui no transporte de um ensemble de trajetórias no espaço de 

fases. Vamos nos restringir no caso de caos forte (valores elevados de ߢ). Como quase 

todo  o  espaço  de  fases  é  caótico,  é  esperado  que  todas  as  trajetórias  “pulem” 

erraticamente  pelo  espaço  de  fases  de  maneira  aleatória,  muito  parecido  com  o 

comportamento  realizado  por  um  caminhante  aleatório1.  Por  essa  analogia, 

esperamos que o transporte seja difusivo (ou seja, se considerarmos uma distribuição 

inicial qualquer de trajetórias no espaço de momento é esperado que tal distribuição 

tenda  a  uma  gaussiana).  Da mesma maneira,  se  considerarmos  o  valor médio  da 

energia  cinética  (ou,  equivalentemente,  a  variância  do  momento)  deve  crescer 

linearmente com o tempo. 

Podemos obter o valor médio da energia de maneira muito simples algebricamente. Se 

consideramos o cenário de caos forte, então a expressão para a energia média é dada 

por: 

௡ܧ ൌ ۃ
ሺ∆ܲሻଶ

2
ۄ ൌ

ଶߢ

ߨ8
݊ 

*‘n’ é o contador temporal 

Podemos notar o crescimento linear da energia cinética média, como era esperado. 

Na figura a seguir, tal comportamento é mostrado: 
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Fig 2.2: energia média X número de ‘kicks’. Utilizada a condição inicial 

(x0,p0)=(0.751,0.123) 

 

Podemos também calcular a distribuição de momentos: 

Seja  a  distribuição  de  momentos  uma  medida  da  probabilidade  de  que  após  N 

iterações (kicks) a diferença  ௡  ሺܲ െ ଴ܲሻ seja de ∆ܮ, quantitativamente:

ே݂ሺ∆ܲሻ ൌ ܲ∆ሺߜۃ െ ேܲ ൅ ଴ܲሻۄ 

• Aonde estamos tirando uma média entre diferentes condições iniciais 

Utilizando propriedades da função delta e as aproximações de que para altos valores 

de ߢ os sucessivos valores de ݍ௡ não estão correlacionados e ainda considerando que 

o regime que nos  interessa é o após muitos kicks (valor alto de N), podemos obter a 

seguinte expressão: 

ே݂ሺܲሻ ൌ
ߨ2

ܰߨ√ߢ
݌ݔ݁ ൭െ

ଶሺΔܲሻߨ4
ଶܰߢ

ଶ

൱ 

A seguir plotamos para 7 = ߢ o logaritmo da distribuição: 
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Fig 2.3: Logaritmo da distribuição de momentos X momento 

 

Podemos ver claramente o comportamento difusivo esperado  típico de um processo 

do  tipo  random walk  (coloca‐se aqui um porém: o  sistema é determinístico, mas ao 

que  concerne  aos  nossos  propósitos  comporta‐se  de maneira  pseudo‐aleatória).  O 

mapa padrão de Chirikov é um sistema caótico típico para altos valores do parâmetro 

de controle ߢ .  

Como  veremos  a  seguir,  esse  comportamento  difusivo,  quando  passamos  para  a 

contraparte  quântica  do  sistema,  não  é  observado  [9],  levando  ao  fenômeno  da 

localização dinâmica. 
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Caos Quântico 

Comecemos  esse  capítulo  com  uma  pergunta  fundamental:  será  que  é  possível 

observarmos a existência de caos no mundo quântico? [10,11]  

A resposta é sim – sintomas de caos aparecem até nos padrões de onda associados aos 

níveis de energia atômicos. 

 

Esse capítulo será dedicado a introduzir a idéia de como se procede no tratamento do 

caos no mundo quântico e algumas evidências fortes de que sim, é possível observar a 

transição de comportamento entre  regular e caótico na contraparte quântica de um 

sistema classicamente caótico. 

Ao pensar‐se no  conceito de  caos,  como o  conhecemos mais  comumente, é natural 

definí‐lo em termos da separação de trajetórias, ou seja, a existência de sensibilidade 

exponencial  às  condições  iniciais.  Mas  quanticamente  não  existe  propriamente  o 

conceito de trajetória – afinal, elas não estão definidas! 

Foi  mostrado  anteriormente  que  uma  das  maneiras  mais  usuais  de  se  estudar  o 

fenômeno de caos em sistemas hamiltonianos clássicos é o estudo direto dos espaços 

de  fase.  Quanticamente  nosso  espaço  de  fases  fica  quantizado  em  unidades  de  ԰ 

devido ao princípio da incerteza! 

Classicamente, um requerimento básico para se observar caos é que as equações que 

regem  o  comportamente  do  sistema  em  questão  apresentem  uma  não‐linearidade. 

Quanticamente,  a  evolução  do  sistema  é  dada  pela  equação  de  Schrödinger  –  uma 

equação linear! 

Poderíamos a partir dessas três observações fundamentais argumentar que não existe 

caos na Mecânica Quântica – pelo menos não no sentido que aplicamos classicamente. 

Mas  então  como  fica  o  princípio  da  correspondência  de  Bohr?  Esse  princípio, 

formulado por Niels Bohr em 1923, pode ser resumido em uma frase: A teoria quântica 

deve  se  aproximar  da  clássica  assintoticamente  no  limite  de  grandes  números 

quânticos, ou seja, quando ԰ ՜ 0  
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O  fato  é  que  o  caos,  quanticamente,  não  é  tratado  da  mesma  maneira  que 

classicamente.  De  fato,  o  estudo  de  caos  quântico  procede‐se  através  do  limite 

semiclássico de sistemas cujos análogos clássicos sejam caóticos. 

 

Análise quântica 

Assim  como  no  estudo  do  sistema  clássico,  podemos  definir  um  “mapa”  quântico 

através de um operador que é o responsável pela evolução  temporal do sistema em 

estudo.  

Nesse trabalho propõe‐se o estudo de um sistema com hamiltoniano dependente do 

tempo. Tal hamiltoniano é o responsável pela evolução do sistema. 

Será mostrado em seguida as “assinaturas” do caos clássico no sistema quântico em 

questão.  Mostrar‐se‐á  as  propriedades  universais  e  particulares  da  contraparte 

quântica de tais sistemas e uma análise em um contexto aparentemente diferente será 

feita para demonstrar um  resultado  a princípio paradoxal,  além de  serem utilizados 

argumentos  físicos,  resultados  numéricos  e  dados  experimentais  (existentes  na 

literatura) para  fazer um paralelo  com outro problema  físico de  grande  interesse:  a 

localização de Anderson.   Tais resultados são obtidos essencialmente estudando‐se o 

espectro  de  auto‐energias  e  autofunções  de  um  operador  que  comuta  com  o 

hamiltoniano: o operador de Floquet. 
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Mapa Quântico 

O  hamiltoniano  do  sistema  quântico  é  obtido  através  do  hamiltoniano  clássico, 

simplesmente  transformando as coordenadas q e p em operadores, e  tomando‐se o 

tempo como parâmetro. 

Sendo assim, obtemos o hamiltoniano quântico: 

࣢ ൌ െ
԰௘௙௙
ሺ2ߨሻଶ

߲ଶ

ଶݍ߲ ൅
ߢ

ሺ2ߨሻଶ cos
ሺ2ݍߨሻ෍ߜሺݐ െ ݊ሻ 

Onde ԰௘௙௙ ൌ
԰

ሺଶగሻమ
  é a constante de Planck reescalada, obtida através da regra de 

quantização: 

ሾݍ, ሿ݌ ൌ ݅
԰

ሺ2ߨሻଶ ൌ ݅԰௘௙௙ 

O ponto importante aqui é que o hamiltoniano depende explicitamente do tempo, ou 

seja, não podemos mais  resolver a equação de Schrödinger  independente do  tempo 

em termos de um ansatz de separação da forma 

߰௡ሺݔ, ሻݐ ൌ ݌ݔ݁ ൬െ
݅
԰ܧ௡ݐ൰߰௡ሺݔሻ 

E, consequentemente, a energia E não é mais uma constante de movimento.  

Mas o hamiltoniano ainda é  invariante  frente um shift discreto de  tempo  τ.  Isso nos 

possibilita   achar soluções ߰௡ሺݔ,  ሻ da equação de Schrödinger depedente doݐ tempo 

que são simultaneamente autofunções do operador de shift correspondente  ఛ࣠. Esse 

operador é o chamado operador de Floquet, e é um operador unitário, isso implica que 

seus autovalores são da forma ߣ௡ ൌ ݁ି௜థ೙, ou seja, estão distribuídos ao longo de um 

círculo unitário.  

A expressão para o operador de Floquet é dada por: 

࣠ ൌ ݁
ି ௜
԰೐೑೑ ׬

ௗ௧ᇲ࣢ሺ௧ᇲሻ
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Devido  ao  fato  da  interação  da  força  externa  ser  instântanea,  pode‐se  aproximar  o 

operador de Floquet como o produto de operadores evolução, onde um corresponde à 

livre‐rotação e o outro a interação1: 

࣠ ൌ ࣜሺݍሻܩሺ݌ሻ 

Teremos a expressão geral para ࣠ como sendo:  

࣠ ൌ ݌ݔ݁ ቆെ
݅

԰௘௙௙
ߢ

ሺ ଶ cosሺ2ݍߨሻቇ ݌ݔ݁ ቆെ
݅

԰௘௙௙
߬
2 ݌

ଶቇ 2ߨሻ

Expressando na base de momento: |݊ۄ ൌ ݁ି௜௡ଶగ௤ 

Obtemos: 

௡࣠௠ ൌ ۧ݉|࣠|݊ۦ ൌ ݌ݔ݁ ቆെ
݅

԰௘௙௙
߬
2݉

ଶቇ ݅௠ି௡ܬ௠ି௡ ቆ
ߢ

ଶ԰௘௙௙ߨ4
ቇ 

Nessa  base  apenas  os  elementos  matriciais  perto  da  diagonal  principal  serão 

significativos, visto que as funções de Bessel decaem rapidamente com o aumento de 

sua ordem. 

Nesse  trabalho, por questões numéricas, utilizaremos  a expressão de ࣠ na base de 

posição: 

ሺ࣠ேሻ௤ᇱ௤ ൌ ൻݍ௝ᇱห ෠࣠ேหݍ௝ൿ ൌ
1
√ܰ

݌ݔ݁ ൤
ߨ݅
ܰ
ሺ݆ᇱ െ ݆ሻଶ െ

ܰߢ݅
ߨ2 cos ൬

ߨ2
ܰ ݆൰൨ 

*onde |ݍ௝ۄ é um autoestado discreto de posição com autovalor associado ݍ௝ ൌ
݆
ܰൗ  com 

j=1,2,3,....,N 

O número N de autoestados de posição discretos determina a dimensão da matrix de 

Floquet. Devido ao fato do espaço de fases ser um torus bidimensional, as funções de 

onda devem satisfazer condições periódicas de contorno: ߰ሺݍ ൅ ݆ሻ ൌ ߰ሺݍሻ e  ෠߰ሺ݌ ൅ ݇ሻ ൌ

෠߰ሺ݌ሻ, aonde  j e k  são números  inteiros. Devido à quantização do espaço de  fases, o 

valor efetivo da constante de Planck será igual à  1 ൗܰߨ2  

Com  a  expressão  dada  acima,  podemos  acompanhar  a  evolução  de  uma  função  de 

onda inicial qualquer no espaço de posição. 
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logo, não é possível, rigorosamente, realizar a fatoração ݁஺݁஻, mas fazemos uso do fato da interação ser 
instantânea, realizamos tal aproximação 



Utilizando  métodos  numéricos  estudamos  essa  evolução  através  de  propriedades 

espectrais:  autovalores  (que  fazem  o  papel  de  quasi‐energias)  e  autovetores  (que 

formam uma base para os autovetores do hamiltoniano). 

Um ponto importante, e que deve ser analisado antes de ser dada continuidade é em 

relação  a  paridade  dos  autovetores.  O  sistema  em  si  é  simétrico  frente  à  uma 

transformação  de  paridade,  logo,  os  autoestados  do  operador  de  Floquet  devem 

satisfazer:     ߰ఈ൫െݍ௝൯ ൌ
൅
െ߰ఈ൫ݍ௝൯ 

Como a funçao de onda deve satisfazer condições de contorno periódicas, temos que: 

߰൫െݍ௝൯ ൌ ߰൫1 െ ௝൯ݍ ൌ ߰൫ݍேି௝൯ 

Como  a  paridade  é  um  “bom”  número  quântico,  as  quasi‐energias  que  obtemos 

diagonalizando  a  matriz  de  Floquet  formam  uma  mistura  de  sequências 

independentes. Faz‐se  importante, então, utilizarmos apenas autoestados de mesma 

paridade para realizarmos a estatística. 

Utilizando‐se  do  critério  de  que  a  soma: ∑ ห߰ఈ൫ݍ௝൯ ൅ ߰ఈ൫ݍேି௝൯ห
ଶ

ಿషభ
మ

௝ୀଵ   será  nula  se  o 

autoestado  for  par,  separamos  as  autoenergias  correspondentes  aos  estados  pares, 

apenas. Assim, a estatística será feita somente sobre os autovalores pares. 

Em  seguida, mostramos  alguns  resultados  numéricos  da  distribuição  estatística  dos 

autovalores de ࣠, para diferentes casos de valores do parâmetro de controle ߢ:  

 

 

 

 

 

 

                       (a)                      (b) 
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              (c)                      (d) 

Fig 4.1: (a) k=1; (b) k=2.5; (c) k=5; (d) k=7. 

O  que  foi  calculado  foi  a  probabilidade  de  encontrarmos  valores  consecutivos    das 

quasi‐energias próximos ou afastados.  

Note que para valores baixos de ߢ  (que correspondem ao caso regular, sem caos) as 

quasi‐energias  tendem a  ficarem próximas. Enquanto que para o  caso de ߢ elevado 

(que  corresponde  ao  caso  da  existência  de  caos  forte  no  sistema  clássico)  os 

autovalores tendem a se repelir. 

De uma maneira um tanto quanto paradoxal quando a contraparte clássica do sistema 

é não‐caótica os níveis de energia estão distribuídos aleatoriamente e sem correlação, 

enquanto que os níveis energéticos de um sistema quântico cuja contraparte clássica é 

caótica  exibem  uma  forte  correlação. Os  níveis  do  sistema  regular  costumam  estar 

perto  uns  dos  outros,  devido  ao  fato  de  um  sistema  regular  ser  composto  por 

subsistemas menores que são completamente desacoplados. Os níveis energéticos de 

um  sistema  caótico,  entretanto,  quase  que  parecem  saber  da  existência  uns  dos 

outros, e tentam manter distância entre si. 

O  espectro  das  quasi‐energias  no  caso  fortemente  caótico  segue  a  distribuição  de 

Wigner (originária da física nuclear, utilizada para estudar as propriedades estatísticas 

do espectro nuclear), que é dada por: 

ܲሺݏሻ ൌ
ߨ
2 s exp  ቀെ

ߨ
4 ݏ

ଶቁ 
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Já  quando  o  valor  do  parâmetro  é  baixo,  observamos  que  a  distribuição  espectral 

segue uma distribuição de Poisson, dada por: 

ܲሺݏሻ ൌ ݁ି௦ 

Note a seguir a  concordância quando sobrepomos os resultados: 

 

 

 

 

 

 

                                      (a)                   (b) 

Fig 4.2: (a) Poisson e ‘k’ baixo; (b) Wigner e ‘k’ alto 

É  interessante notar como as estatísticas,  inicialmente obedecendo uma distribuição 

de Poisson, acabam indo em direção à distribuição de Wigner quando variamos o valor 

do  parâmetro   .ߢ Essa  diferença  nas  estatísticas  nos  fornece  um  insight  sobre  a 

manifestação  de  caos  em  sistemas  quânticos  cujas  contrapartes  clássicas  sejam  

caóticas, já que variando o parâmetro ߢ no sistema clásssico passamos de um regime 

regular à um que é completamente caótico. 

Esse  assunto  é  extenso  na  literatura  e  boas  referências  podem  ser  obtidas  na 

bibliografia ao final desse trabalho. 

 

O  efeito mais  significativo  que  será  analisado  por  esse  trabalho  é  o  da  localização 

dinâmica. Esse efeito foi originalmente descoberto em estudos desse mesmo modelo 

[9].  
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Foi calculado anteriormente, para o sistema clássico, a difusão da energia para o caso 

em que o valor do parâmetro ߢ é elevado (caos forte). Foi visto que o rotor comporta‐

se, para nossos fins, como um processo random‐walk. 
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Localização de Anderson 

Será  dada  agora  uma  breve  introdução  [12]  sobre  um  assunto  aparentemente  sem 

relação com o sistema do rotor forçado: o estudo de funções de onda eletrônicas em 

uma  rede  cristalina  desordenada.  Começamos  com  uma  rede  unidimensional  com 

átomos  igualmente  espaçados  a  uma  distância  ‘d’. O  hamiltoniano  desse  sistema  é 

dado por: 

࣢ ൌ െ ԰మ

ଶ௠೐

ௗమ

ௗ௫మ
൅ ܸሺݔሻ                                                    5.1 

Aonde  V(x)  é  o  potencial  na  rede.  Resolvemos  esse  hamiltoniano    aplicando  uma 

aproximação de  ligação forte: assumimos que o elétron  interage fortemente com um 

átomo por vez em um dado tempo, enquanto que a interação com os outros átomos é 

fraca.  Então  a  função  de  onda  eletrônica  pode  ser  expressa  em  termos  de  uma 

combinação linear das autofun n oções de um ú ic  átomo: 

߰ሺݔሻ ൌ ∑ ܽ௡߰଴ሺݔ െ ݊݀ሻ௡                                                 5.2 

Onde a  soma é  feita  sobre  todas as posições da  rede. Se utilizarmos esse ansatz na 

equação de Schrödinger, e  considerarmos que o overlap das  funções de onda  sobre 

diferentes sítios pode ser desprezado: 

න߰଴כሺݔ െ ݊݀ሻ߰଴ሺݔ െ ݉݀ሻ݀ݔ ൌ  ௡௠ߜ

obtemos: 

∑ ௡ܹ௞ܽ௞ ൅ ௡଴ܽ௡ܧ ൌ ௡௞ஷ௡ܽܧ                                            5.3 

 

Aonde: 

௡଴ܧ ൌ න߰଴כሺݔ െ ݊݀ሻ࣢߰଴ሺݔ െ ݊݀ሻ݀ݔ 

௡ܹ௞ ൌ න߰଴כሺݔ െ ݊݀ሻ࣢߰଴ሺݔ െ ݇݀ሻ݀ݔ 
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Para potenciais periódicos, ܧ௡଴ é  independente de n, e os valores de  ௡ܹ௞ dependem 

exclusivamente da diferença ሺ݊ െ ݇ሻ. Nesse caso a  função de onda pode  ser escrita 

como uma função de Bloch: 

߰

 .ሻ é uma função periódicaݔ௞ሺݑ*

ሺݔሻ ൌ ݁௜௞௫ݑ௞ሺݔሻ 

 

Levando  ao  bem  conhecido  modelo  eletrônico  de  bandas  de  um  sólido  cristalino 

(potenciais periódicos na rede levando à funções de onda periódicas no espaço). 

Se  o  arranjo  periódico  é  perturbado  por  uma  desordem,  então  estamos  frente  ao 

modelo de Anderson [2]. Há na  literatura uma vastidão de artigos sobre o modelo de 

Anderson,  aqui  será  apresentado  apenas  o  principal  resultado  sobre  o modelo:  em 

sistemas unidimensionais, todas as funções de onda estão  localizadas em uma região 

da  rede,  mesmo  com  uma  desordem  quase‐nula.  A  localização  é  causada  por 

interferência  destrutiva  quântica  devido  à  um  retroespalhamento  coerente  pelas 

impurezas. 

 

Em  meados  de  1982‐1984  foi  mostrado  [3,4]  que  é  possível  modelarmos  o  rotor 

forçado  como  um  problema  de  Anderson  e  estudarmos  nesse modelo    (simples  e 

completamente diferente) diversos fenômenos que  intrigam a área do caos quântico. 

Especificamente,  o  fenômeno  de  localização  dinâmica,  que  foi  citado  na  análise 

clássica do sistema, está fortemente ligado com a localização de Anderson [3]. 

Comecemos com um ham ailtoni no de Floquet genérico: 

࣢ሺݐሻ ൌ ሻ݌ሺܭ ൅ ܸሺݍሻ∑ ݐሺߜ െ ݊ሻ௡                                            5.4 

Onde   ሻ݌ሺܭ e  ܸሺݍሻ  são  funções  arbitrárias  de  momento  angular  e  ângulo, 

respectivamente. O operador de  corre ondente é dado por: Floquet  sp

࣠ ൌ ݁ି௜௏ሺ௤ሻ݁ି௜௄ሺ௣ሻ 
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Na base de ‘p’ os elementos matriciais de   serão dados por: ࣠

ൌ ݁ି௜௄ሺ௠ሻܬ௡ି௠ ௡࣠௠

Com  ܬ௡ି௠ ൌ ଵ
ଶగ ׬ ݁ି௜௏ሺ௤ሻ݁௜௡௤݀ݍଶగ

଴   

A  notação  indica  que   ௡ܬ pode  ser  considerada  como  uma  função  de  Bessel 

generalizada. Para o rotor forçado, ܬ௡ se reduz em uma função de Bessel ordinária. 

Agora, vamos assumir que 

ܣ ൌ ቌ
ܽଵ
ܽଶ
...
ቍ 

É um autovetor de ࣠ associado à autofase φ, ou seja: 

ܣ࣠ ൌ ݁ି௜௏ሺ௤ሻ݁ି௜௄ሺ௣ሻܣ ൌ ݁ି௜థ5.5                                         ܣ 

 

Se realizarmos a seguinte substituição: 

݁ି௜௏ሺ௤ሻ ൌ
1 ൅ ܹ݅ሺݍሻ
1 െ ܹ݅ሺݍሻ 

Com  ܹሺݍሻ ൌ െ tan ௏ሺ௤ሻ
ଶ
 

Então a equação de autovalores d    pode ser  xpressa  e ࣠ e  como:

ሺ1 ൅ ܹ݅ሻ݁௜ሺథି௄ሻܣ ൌ ሺ1 െ ܹ݅ሻ5.6                                              ܣ 

Se introduzirmos um novo vetor: 

ҧܣ ൌ ൫݁௜ሺథି௄ሻ ൅ 1൯ܣ 

Que é o antigo autovetor transladado pelo operador ݁௜ሺథି௄ሻ. Dessa forma, obtemos:  

݁௜ሺథି௄ሻ െ 1
݁௜ሺథି௄ሻ ൅ 1

ҧܣ ൅ ҧܣܹ݅ ൌ 0 

Ou, equivalentemente: 
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tan ቀథି௄
ଶ
ቁܣҧ ൅ ҧܣܹ ൌ 0                                                  5.7 

E se nos utilizarmos de uma transformada de Fourier em ܹ: 

௡ܹ ൌ න ܹሺݍሻ݁ି௜௡ଶగ௤݀ݍ
ଵ

଴
 

Podemos reescrever a equação (5  co.7) mo: 

∑ ௡ܹି௞ܽ௞തതത ൅ ௡଴ܽ௡തതതܧ ൌ ௡തതത௞ஷ௡ܽܧ                                                5.8 

 

Onde ܧ௡଴ e ܧ são dados por: 

௡଴ܧ ൌ tan ൬
߶ െ ሺ݊ሻܭ

2 ൰ 

e 

ܧ ൌ െ ଴ܹ 

A  equação  (5.8)  corresponde  a  um  hamiltoniano  fortemente  ligado  com  forças  de 

ligação   ௡ܹି௞  dependendo apenas da distância entre os sítios vizinhos ‘n’ e ‘k’, e com 

energias dependentes dos sítios ܧ௡଴.  

Note que se utilizarmos ܭሺ݌ሻ ൌ ௣మ

ଶ
 e ܸሺݍሻ ൌ ఑

ଶగ
cosሺ2ݍߨሻ   estamos no caso do rotor 

forçado. Dessa maneira, fomos capazes de modelar o rotor forçado em um modelo de 

Anderson. 

Os potenciais aleatórios presentes no modelo de Anderson aqui se fazem aparecer na 

sequência  pseudo‐aleatória  ሼܧ௡଴ሽ.  As  diversas  simulações  numéricas  e  dados 

experimentais  sugerem  que  o  efeito  de  localização  aparece  no  sistema  do  rotor, 

mesmo  que  a  sequência  seja  pseudo‐aleatória  e  não  aleatória  como  demonstrado 

inicialmente por Anderson em seu famoso artigo [2]. 
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O  fenômeno de  localização dinâmica  (ou  localização de Anderson) é  facilmente visto 

no rotor forçado se agora procedermos com o cálculo do valor esperado do operador 

ܲଶ (assim como foi feito para o caso clássico). 



 

 

 

Podemos  observar  que  a  difusão  quântica  ‘segue’  a  clássica  até  certo  ponto  [9], 

quando começa seu processo de saturação, até finalmente parar.  

Note  que,  diferentemente  do  caso  clássico,  a  distribuição  de momentos  angulares 

possui uma forma do tipo exponencial [13,14]: 

ே݂ሺܲሻ ൌ
1
݈௦
݌ݔ݁ ൬െ

2|ܲ|
݈௦

൰ 

Com um comprimento de localização ݈௦. 

É  possível  realizar  uma  análise  qualitativa  dessa  saturação  da  difusão.  Se 

diagonalizamos o operador de Floquet por meio de uma transformação unitária: 

௟࣠௡ ൌ ෍݁ି௜థೖܷ௞௟כ ܷ௞௡
௞

 

O valor esperado de ܲଶ após N ‘kicks’  é dado por: 

ܲۃ ۄ

E como também temos que ܣே ൌ ࣠ேܣ଴ , então a expressão geral do valor esperado  

ଶ ൌ ேܣ
ற ܲଶܣே                                                          5.9 

será: 

ۄଶܲۃ ൌ ԰ଶ ∑ ሺܨேሻ௟௠ሺܨேሻ௟௡כ ܽ௠ܽ௡כ௟,௠,௡                                       5.10 

Agora  aplicamos  a  transformação  unitária  e  consideramos  que  o  rotor  encontra‐se 

inicialmente no e d ntão ଴ ൌ 1 e todo s s     são zero: 
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sta o ݈ ൌ 0, e  ܽ s o  outro ܽ௡

ۄଶܲۃ ൌ ԰ଶ ∑ ݈ଶ݁௜ேሺథೖିథೖᇲሻܷ௞௟כ ܷ௞଴ܷ௞ᇱ௟ܷ௞ᇱ଴כ௟,௞,௞ᇱ                            5.11 



Para um número grande de kicks, as fases de Floquet ൫߶௝൯ oscilam rapidamente e, na 

média, apenas os termos k=k o m. A s , no gi e N muito grande: ’ s brevive s im  re m

ۄଶܲۃ ื ԰ଶ ∑ ݈ଶ|ܷ௞௟|ଶ|ܷ௞଴|ଶ௟,௞                                            5.12 

E obtivemos uma expressão que independe de N. Ou seja, a difusão é interrompida. O 

comprimento de  localização é o  limite em que o  sistema  segue a difusão  clássica, a 

partir desse limite, a difusão começa a cessar.  

O  fato  mais  intrigante  (e  que  ainda  tenta‐se  entender)  é:  como  um  sistema 

determinístico e simples pode apresentar um comportamento oriundo de um sistema 

desordenado? Note que no modelo de Anderson tratamos com potenciais aleatórios, 

enquanto que no rotor forçado o mais próximo que chegamos de aleatoriedade são as 

quasi‐energias do operador de Floquet, e que na realidade são pseudo‐aleatórias. Há 

uma conexão entre os modelos, sem dúvida; desde o trabalho de Fishman, Grempel e 

Prange  [3,4]  que  se  estuda  o  rotor  forçado  em  uma  tentativa  de  entender  como  o 

efeito  de  localização  pode  aparecer  nesse  sistema. Uma  compreensão  definitiva  do 

fenômeno é um dos grandes desafios modernos do estudo do caos quântico. 
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6. Observações experimentais de Localização: 

O rotor forçado é um problema interessante porque ele pode facilmente ser realizado 

experimentalmente.  Abaixo,  dois  experimentos  que  comprovam  a  existência  do 

fenômeno de  localização em tal sistema, e que demonstram a  importância do estudo 

desse sistema. 

 

Átomos ultra‐frios em armadilhas magneto‐ópticas 

Uma  realização  de  localização  dinâmica  de  átomos  foi  obtida  por  Raizen  e 

colaboradores  [15].  Os  experimentos  foram  realizados  com  átomos  de  sódio  à  

temperaturas da ordem de µK. Os átomos foram presos e simultaneamente resfriados 

em  uma  armadilha  magneto‐óptica  por  uma  interação  combinada  de  um  campo 

magnético inhomogêneo e um campo eletromagnético de um laser forte. 

No  experimento,  aproximadamente  105  átomos  foram  aprisionados  dentro  de  um 

volume de diâmetro de 0.3mm à temperatura de 17 µK. Ao  fim do procedimento de 

preparação a armadilha foi desligada e um campo de  luz estacionário e modulado foi 

ligado por  tempos  típicos de 10 µs. O hamiltoniano da  interação do átomo de sódio 

com o campo de luz é dado  r: po

࣢଴ ൌ ࣢௘௟ ൅
ଶ݌

ܯ2 ൅ ܨ݁  cosሼ݇௅ሾݔ െ Δܮ sinሺ߱ݐሻሿሽ cosሺ߱௅ݐሻ 

Onde ࣢௘௟ descreve a  interação do elétron de valência com o átomo, 
௣మ

ଶெ
 é a energia 

cinética do átomo, e o último termo descreve a interação de dipolo elétrico do campo 

de  luz  com o elétron, onde ߱௅ e ߱  são,  respectivamente, a  frequência do  laser e a 

frequência angular de modulação. As ondas estacionárias foram geradas direcionando 

dois  feixes  de  laser  de  direções  opostas  na  armadilha,  a  modulação  foi  obtida 

passando um  feixe através de um modulador de  fases eletro‐óptico. A  frequência do 

laser  foi  escolhida  como  perto  da  transição  (3S1/2,  F=2)  →  (3P3/2,  F=3)  da  linha  D2 

(λ=589 nm) do átomo de sódio. 
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Realizando  mudanças  de  variáveis  apropriadas  e  manipulando  o  hamiltoniano  via 

equações  de  Hamilton,  podemos  obter  um mapeamento  semelhante  ao mapa  de 

Chirikov: 

௡ାଵݔ ൌ ௡ݔ ൅  ௡ାଵ݌ߨ2

௡ାଵ݌ ൌ ௡݌ െ ඨܭ2
ߨ2
ߣ cos ቀߣ െ

ߨ
4ቁ sin  ௡ݔ

Onde ߣ ൌ 2݇௅Δܮ e ܭ ൌ ԰௞ಽ
మ

ଶெ
Ωమ

ሺఠబିఠಽሻఠమ ;         Ω: frequência de Rabi 

Há um detalhe, esse mapeamento acaba considerando que o sistema sofre dois ‘kicks’ 

no  intervalo  de  um  período.  Como  estamos  interessados  no  estudo  qualitativo  do 

sistema, não nos aprofundaremos mais do que isso, matematicamente. 

Como obtivemos um mapeamento semelhante ao mapa de Chirikov é de se esperar 

que,  se os  resultados anteriores estiverem  corretos,  seremos  capazes de obervar os 

fenômenos discutidos previamente. 

Abaixo, do original de  [15], na mesma  figura os  resultados  teóricos e experimentais, 

para diferentes do parâmetro de controle dado por ߣ: 
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O  painel  superior  mostra  espaços  de  fase  para  diferentes  valores  de   ߣ

(respectivamente, 0; 1.5; 3.0 e 3.8), no painel do meio o  logaritmo da distribuição de 

momentos  clássica  é  mostrada  como  obtida  do  espaço  de  fases.  O  último  painel 

mostra  o  logaritmo  da  distribuição  de  momentos  obtida  experimentalmente 

sobreposta com a predição de um cálculo de Floquet. Um comparativo entre as duas 

últimas séries mostra que  todos os resultados, exceto para ߣ ൌ 3, concordam com a 

predição clássica. Para ߣ ൌ 3 localização dinâmica ocorre. Classicamente notamos que 

o momento está distribuído mais ou menos uniformemente sobre o espaço de  fases 

acessível  (o  pequeno  pico  central  é  causado  por  um  pequena  ilha  de  regularidade 

sobrevivente),  experimentalmente,  assim  como  via  cálculos  de  Floquet,  uma 

localização exponencial dos momentos é observada. 

 

 

Átomos de hidrogênio em campos de radiofrequência intensa 

O  átomo de hidrogênio em um  campo de microondas  forte  foi o primeiro exemplo 

experimental mostrando localização dinâmica (vide [12]). Todos os aspectos discutidos 

nos capítulos anteriores, tais como difusão clássica na região semiclássica e supressão 

quântica da difusão na região de localização dinâmica são encontrados nesse sistema. 

A  equação  de  Schrödinger  descrevendo  a  dinâmica  de  um  elétron  sob  a  influência 

combinada  da  interação  Coulombiana  com  as  interações  com  o  núcleo  e 

eletromagnética com as microondas  dada por:  é  

݅԰
߲߰
ݐ߲ ൌ ቆ

ଶ݌

2݉௘
െ
݁
ݎ ൅ ܨݖ cosሺ߱ݐሻቇ߰ 

O  número  quântico  principal  ‘n’  irá  aparecer  na  expressão  da  energia  do  sistema. 

Valores altos indicam uma aproximação do regime semiclássico. 

É possível medir as probabilidades de ionização dos átomos, e quais valores de campos 

de microondas serão necessários para tal feito. 
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Podemos também manipular a equação de Schrödinger e obtermos um mapeamento 

semelhante ao mapa standard, da mesma maneira que foi feito no exemplo anterior. 

Tal manipulação  não  será  feita  aqui,  visto  que  o  que  nos  interessa mesmo  são  os 

resultados experimentais e suas comprovações da existência de  localização dinâmica, 

tal qual previsto pela teoria de Floquet. 

O campo de microondas possui frequência angular igual à ω. Quando o valor esperado 

do  campo  necessário  para  ionizar  os  átomos  foi medido,  observou‐se  que  ele  era 

maior  do  que  o  esperado  teoricamente  para  um  valor  acima  de  limite  de  ω. Mas 

abaixo desse limite, a teoria concordava perfeitamente com os experimentos. 

A  explicação  veio  com  a  conexão  com  o  rotor:  a  proporcionalidade  entre  o 

comprimento de localização e constante de difusão clássica. No átomo de hidrogênio o 

papel do momento angular é  feito pelo número de  fótons absorvidos ou emitidos, e 

consequentemente tomamos ‘D’ (a constante de difusão clássica) como a constante de 

difusão  do  número  de  fótons.  Se  for  feita  a  conexão,  a  defasagem  observada 

experimentalmente é explicada e ainda obtemos um  indício ainda maior que o rotor 

forçado apresenta localização dinâmica. 
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