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Cromodinâmica Quântica ∗

Danusa Bueno Esṕındola
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Resumo

Neste trabalho, realizamos um estudo sobre a produção de glúınos no LHC. Os glúınos
são part́ıculas de Majorana, e sua existência é predita pelos modelos supersimétricos de
f́ısica de part́ıculas, como o MSSM.

Inicialmente, motivamos o estudo sobre supersimetria mostrando algumas soluções de
problemas usando esta teoria e que não são posśıveis de explicar a partir do Modelo Padrão
de f́ısica de part́ıculas. Trabalhamos também os conceitos fundamentais para a construção
de extensões supersimétricas, como a definição de superespaço e supercampos. Com a
introdução do conceito de supercampos, mostramos que o espectro de part́ıculas do Modelo
Padrão é duplicado, com a inclusão dos parceiros supersimétricos aos campos usuais.

Demonstramos como são constrúıdos dois importantes exemplos de teorias supersimétri-
cas, a Eletrodinâmica Quântica Supersimétrica (super QED ou SQED), e a Cromodinâmica
Quântica Supersimétrica (super QCD ou SQCD). Para isso, constrúımos as lagrangeanas
destas teorias e obtivemos as regras de Feynman, em ordem dominante (LO), para os prin-
cipais vértices da SQED e SQCD. Mostramos também como são introduzidos os superpar-
ceiros das part́ıculas usuais da QED, ou seja, o selétron (superparceiro do elétron) e o fotino
(superparceiro do fóton), e da QCD, ou seja, o squark (superparceiro do quark) e o glúıno
(superparceiro do glúon).

Como o fotino e o glúıno são part́ıculas de Majorana, mostramos um conjunto de regras
que tratam de part́ıculas de Majorana e de Dirac de forma simples e análoga. Com estas
regras, vimos como é posśıvel fazer os cálculos para espalhamentos do tipo e−e+ → γ̃γ̃ e
para os canais básicos da produção de glúınos a partir de colisões próton-próton (pp).

Na última parte do trabalho, analisamos a produção de glúınos em colisões pp, bem
como em colisões próton-núcleo (pA) e núcleo-núcleo (AA) no LHC, onde obtivemos que,
em colisões nucleares, a produção de glúınos pode ser enaltecida ou suprimida dependendo
da magnitude dos efeitos nucleares, e do cenário para quebra de SUSY.



Abstract

In this work we perform a study about gluino production at the LHC. The gluinos are
Majorana particles and their existence is predicted by supersymmetric models of particle
physics, such as the MSSM.

Initially, we motivate the study about supersymmetry by showing how it solves some
problems that could not be explained by the Standard Model of particle physics. We also
work the fundamental concepts such as the definition of superspace and superfields in order
to construct supersymmetric extensions. With the introduction of superfields, we show
that the particle spectrum of the Standard Model is duplicated, with the inclusion of the
supersymmetric partners of usual fields.

We demonstrate how to build two important examples of supersymmetric theories, na-
mely the Supersymmetric Quantum Electrodynamics (super QED or SQED), and the Su-
persymmetric Quantum Chromodynamics (super QCD or SQCD). To do this, we build the
lagrangians of these theories and obtain the Feynman rules, in leading order (LO), of the
main vertices of SQED and SQCD. We also show how to introduce the superpartners of
the usual particles - in SQED, one has the seletron (eletron superpartner) and the photino
(photon superpartner), and in SQCD, one has the squark (quark superpartner) and the
gluino (gluon superpartner).

Since the photino and the gluino are Majorana particles, we show a set of rules that deal
with Majorana and Dirac particles in a simple and analogous way. By using these rules,
we make a full calculation of the processes e−e+ → γ̃γ̃ and of the basic channels of gluino
production in proton-proton (pp) collisions.

In the last part of this work, we analyse the gluino production in proton-proton, proton-
nucleus (pA) and nucleus-nucleus (AA) collisions at the LHC, and show that in the collisions
involving nuclei, the production of gluinos might be enhanced or suppressed depending on
the magnitude of the nuclear effects and on the scenarios for the SUSY breaking mechanism.
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Introdução

O Modelo Padrão (SM) [1–5] da f́ısica de part́ıculas é uma teoria das interações forte, fraca
e eletromagnética. Embora esta seja uma teoria que explica todos os dados experimentais
obtidos até agora, exceto para massa dos neutrinos [6], há muitos motivos que levam a não
se tratar de uma teoria final para f́ısica de part́ıculas. Entre estes motivos estão questões
como: há um bóson de Higgs? Por que há somente seis quarks e seis léptons? Podem
diferentes interações serem unificadas? Surge então a necessidade de uma f́ısica além do
Modelo Padrão. Um dos principais candidatos a “nova f́ısica” é a extensão supersimétrica
do Modelo Padrão, na qual o número das part́ıculas conhecidas é duplicado, introduzindo
parceiros supersimétricos às part́ıculas usuais, com os mesmos números quânticos, mas com
estat́ıstica oposta, ou seja, para cada férmion do Modelo Padrão há um parceiro bosônico,
e vice-versa.

Um aspecto interessante da supersimetria (SUSY) [7–11], é o fato de que, para muitos
f́ısicos, ela resolve vários problemas para os quais não foi introduzida para resolver [12].
Exemplos destes problemas resolvidos em SUSY são

• o problema de hierarquia [13–15],

• a unificação da constante de acoplamento [16–19],

• a existência de um canditato para a matéria escura [20, 21],

• previsão nos anos 1980 de que o quark top seria pesado [22, 23],

• SUSY gera massa para os neutrinos [20, 21],

e muitos outros [12, 20, 21]. Portanto, apesar de não haver hoje nenhuma indicação direta
da exitência de SUSY, acreditamos que SUSY realmente faz parte da descrição da natureza.

Uma das principais motivações dos experimentos no Large Hadron Collider (LHC) é
a descoberta das part́ıculas supersimétricas. Até hoje nenhuma das part́ıculas previstas
por SUSY foi encontrada em experimentos. Nos colisores como Fermilab Tevatron collider
[24–26], CERN Spp̄S [27, 28], HERA [29, 30] e LEP [31], estão sendo realizadas pesquisas
extensivas por sinais de SUSY. Com sinais negativos, limites inferiores sobre as massas das
part́ıculas de SUSY são tomados.

O LHC foi desenvolvido para operar com energia máxima do centro de massa de 14 TeV
em colisões próton-próton. Acredita-se que o glúıno seja uma das part́ıculas supersimétricas
mais pesadas, com previsão de massa, por modelos de quebra de SUSY, que não deve ser
menor que aproximadamente 0.5 TeV. Logo, se estas part́ıculas existirem, elas podem ser
encontradas no LHC. O LHC ainda não opera com energia máxima, mas recentes dados
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para energia do centro de massa de 7 TeV [32] foram analisados com objetivo de encontrar
sinais para glúınos e squarks, e, nestas análises, os dados foram consistentes com o Modelo
Padrão.

O glúıno é um férmion de Majorana superparceiro do glúon (bóson de gauge da QCD).
Assim como o glúon, o glúıno é um octeto de cor. O superparceiro do fóton, bóson de
gauge da QED, é conhecido como fotino e também é um férmion de Majorana. Como os
superparceiros possuem mesmos números quânticos das part́ıculas usuais, eles são eletri-
camente neutros. Estes dois férmions são conhecidos como gauginos. Outro superparceiro
fermiônico previsto em SUSY é o higgsino, superparceiro do bóson de Higgs. A mais simples
extensão supersimétrica do SM é o Modelo Padrão Supersimétrico Mı́nimo (MSSM) [33–36].
Neste modelo, a quebra espontânea de SU(2)L ⊗ U(1)Y implica que estados com mesma
carga elétrica, cor e spin se misturam. Logo, o fotino se mistura com os higgsinos neu-
tros formando os neutralinos [20, 21, 37]. Na maioria das discussões fenomenológicas do
MSSM, o neutralino mais leve χ̃0

1 é assumido como sendo a part́ıcula supersimétrica mais
leve (LSP) [20]. Como SU(3)C não é quebrada, o glúıno não pode se misturar com qualquer
outro férmion, e deve ser um autoestado de massa.

Neste trabalho, nós analisamos a produção de glúınos no LHC, para colisões próton-
próton (pp) com

√
s = 14 TeV. Motivados pelo fato de que se os glúınos forem produzidos

em colisões próton-próton no LHC, também serão produzidos em colisões próton-núcleo
(pA,

√
s = 8.8 TeV) e núcleo-núcleo (AA,

√
s = 5.5 TeV) no LHC, no último caṕıtulo

realizaremos uma análise inédita da influência de efeitos nucleares na produção de glúınos
em colisões pA e AA.

Para chegarmos no objetivo principal do trabalho, que é a análise fenomenológica da
produção de glúınos (caṕıtulos 5 e 6), faremos no caṕıtulo 1 uma revisão da teoria quântica
de campos, principalmente dos aspectos das teorias da Eletrodinâmica Quântica (QED) e da
Cromodinâmica Quântica (QCD). No final do caṕıtulo 1, como motivação à SUSY, mostrare-
mos como ocorre a unificação da constante de acoplamento em SUSY. No caṕıtulo 2, iremos
introduzir conceitos básicos de teorias supersimétricas como a definição de superespaço e
supercampos. Encontraremos também a forma mais geral de uma lagrangeana invariante
sob transformações supersimétricas. A partir da definição de supercampos e da lagrangeana
de SUSY, no caṕıtulo 3 demonstraremos a construção da extensão supersimétrica da QED
(super QED ou SQED) e da QCD (super QCD ou SQCD). Também mostraremos como
os superparceiros selétron (superparceiro do elétron), e fotino (do fóton) são introduzidos à
SQED e os superparceiros squark (quark) e glúınos (glúon) são introduzidos à SQCD. Fi-
nalmente, mostraremos as lagrangeanas das teorias. Com estas lagrangeanas, iremos obter
as regras de Feynman (em mais baixa ordem) para os principais vértices resultantes destas
teorias.

No caṕıtulo 4, definiremos um conjunto de regras de Feynman para tratar de part́ıculas
do tipo Dirac e Majorana de maneira análoga. Com este conjunto de regras e termos de
vértice definidos no caṕıtulo 3, realizaremos no caṕıtulo 5, no contexto da SQED, o cálculo
completo das amplitudes de probabilidade para criação de fotinos em processos e−e+ → γ̃γ̃
com troca de selétrons. Historicamente a produção de fotinos no processo e−e+ → γ̃γ̃ foi
um dos primeiros estudos fenomenológicos realizados sobre part́ıculas supersimétricas [38].
Em alguns cenários do modelo mSUGRA (modelo de quebra de SUSY) [39–42] a LSP
pode ser o fotino leve [43–45], com aceitável abundância cosmológica [46]. Definindo a
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massa do fotinos como sendo a dos neutralinos mais leves, de acordo com [43–45], nós
analisaremos a produção de fotinos em colisões e−e+ para o International Linear Collider
(ILC). Introduziremos também no caṕıtulo 5 o cálculo das amplitudes de probabilidade para
produção de glúınos em colisões pp no LHC, considerando os subprocessos básicos qq̄ → g̃g̃,
gg → g̃g̃ e qg → q̃g̃. Comparamos os cálculos com aqueles fornecidos pelo programa
FeynArts [47], com o código em MSSM [48]. Os resultados das seções de choque diferencial
dos subprocessos da produção de glúınos foram usados em concordância com os resultados
apresentados em [21]. Na seção 5.2.2, mostraremos resultados numéricos (obtidos de [49])
para o comportamento da seção de choque diferencial usando os diferentes valores de massa
preditos por modelos de quebra de SUSY para os glúınos e squarks.

No caṕıtulo 6, analisaremos a influência de efeitos nucleares na produção de glúınos no
LHC. Demonstramos que dependendo da magnitude dos efeitos nucleares, a produção de
glúınos pode ser enaltecida ou suprimida comparada com a produção em colisões próton-
próton. Os resultados obtidos no caṕıtulo 6 são inéditos e estão submetidos para publicação
[50].



Caṕıtulo 1

Teoria de Campos de Gauge

O Modelo Padrão (SM) [1–5] para f́ısica de part́ıculas é formado pelo conjunto de part́ıculas
elementares e forças fundamentais (excluindo a gravitacional). Pode-se dizer que o Modelo
Padrão é constrúıdo baseado em três pilares: teoria quântica de campos, simetrias de gauge
e quebra espontânea de simetria.

A teoria quântica de campos é a aplicação da mecânica quântica para sistemas de campos
dinâmicos relativ́ısticos. Através desta abortagem, temos a possibilidade de partir de uma
determinada lagrangeana, derivar as regras de Feynman correspondentes e calcular a seção
de choque para diferentes processos. As simetrias de gauge são prinćıpios fundamentais do
Modelo Padrão que nos guiam a escrever a lagrangeana que caracteriza o modelo, pois são
elas que ditam a forma das interações. Finalmente, o mecanismo de quebra espontânea de
simetria é responsável por introduzir massa para as diferentes part́ıculas.

O grupo de simetria de gauge no qual é baseado o Modelo Padrão é SU(3)C ⊗SU(2)L ⊗
U(1)Y , onde os ı́ndices subscritos C, L, Y se referem respectivamente a cor, quiralidade
de mão esquerda e hipercarga fraca. Esta estrutura do modelo é dividida em duas partes
que são a Teoria Eletrofraca e a Cromodinâmica Quântica (QCD). A Teoria Eletrofraca é
descrita pelo grupo de gauge SU(2)L ⊗ U(1)Y e unifica (parcialmente1) as forças fracas e
eletromagnéticas. A Cromodinâmica Quântica (grupo SU(3)C) é a teoria que descreve as
interações fortes.

A lagrangeana do Modelo Padrão LSM reúne as interações forte e eletrofraca, e contém
como graus de liberdade fundamentais os campos dos quarks e léptons de spin 1/2, dos
bósons de gauge de spin 1 e o campo do bóson de Higgs de spin zero. O bóson de Higgs é
considerado como responsável pela geração de massa dos férmions no Modelo Padrão [51–53].
Ele não foi encontrado experimentalmente, e sua descoberta é o principal objetivo do Large
Hadron Collider (LHC).

Neste caṕıtulo não faremos um estudo detalhado sobre a construção do Modelo Padrão,
e aspectos como o mecanismo de quebra de simetria. Para um estudo mais completo sobre
o assunto ver [54–56]. Nosso objetivo aqui é fazer uma breve revisão de conceitos básicos
dentro da teoria quântica de campos, e descrever duas teorias de gauge, fundamentais na
construção do SM, que são a Eletrodinâmica Quântica (QED) e Cromodinâmica Quântica
(QCD).

Neste trabalho, os ı́ndices de Lorentz são representados por letras latinas (m,n, ...).

1 Não houve uma verdadeira unificação porque ainda existem duas constantes de acoplamento, uma para
o eletromagnetismo e outra para interação fraca, em vez de uma como esperamos de uma teoria unificadora.
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1.1 Equações de Campos Livres e Quantização

Em f́ısica de part́ıculas elementares estamos interessados em estudar processos em escalas
muito pequenas (mecânica quântica) e com altas energias (relatividade). A primeira equação
de onda para part́ıculas relativ́ısticas foi escrita em 1926 por Klein e Gordon, para descrever
uma única part́ıcula de spin 0

(

� +
m2c2

~2

)

φ(x) = 0 (1.1)

onde � = ∂m∂
m é o operador D’Alembertiano, φ(x) é uma função de x = (~x, t) e m é

a massa da part́ıcula. A interpretação da equação (1.1) como uma equação de onda para
uma única part́ıcula apresenta alguns problemas. Estes estão relacionados à possibilidade da
existência de estados com energia negativa e também ao fato de que para E < 0 a densidade
de probabilidade ρ seria negativa, o que é incompat́ıvel com a interpretação estat́ıstica de
ψ, a qual diz que ρ = |ψ|2 é a probabilidade de encontrar uma part́ıcula no ponto (x, y, z).

Em 1927, na tentativa de resolver esses problemas, Dirac apresentou uma equação de
onda relativ́ıstica linear em ∂/∂t e ∇ para part́ıculas de spin 1/2

(i~γm∂m −mc)ψ(x) = 0 (1.2)

Com esta equação, Dirac solucionou o problemas das densidades de probabilidade nega-
tiva [57], e em 1930 postulou a existência de anti-part́ıculas (part́ıculas com cargas opostas)
para explicar o aparecimento das soluções com energia negativa.

Embora a equação de onda de Dirac para uma única part́ıcula relativ́ıstica não apre-
sente os problemas encontrados com a equação de Klein-Gordon, não podemos assumir
que qualquer processo relativ́ıstico possa ser explicado em termos de uma única part́ıcula.
Isto porque quanto mais energia é colocada no sistema mais graus de liberdade podem
ser excitados. Por exemplo, para qualquer processo de espalhamento em QED, durante o
espalhamento pode haver criação de pares e−e+, que não são part́ıculas iniciais do processo.
Logo, os sistemas f́ısicos relativ́ısticos devem ser descritos pela teoria quântica de campos
(sistemas cont́ınuos com infinitos graus de liberdade).

Nesta abordagem, as equações de Klein-Gordon e de Dirac não são equações de ondas
relativ́ısticas, mas sim equações de campos para campos escalares e espinoriais. Estes cam-
pos devem ser quantizados e seus mais baixos estados de excitação comportam-se como
part́ıculas massivas com spin 0 (para campo escalar) e spin 1/2 (para campo espinorial).

Para começarmos nossa discussão sobre equações de campos é importante salientar que os
sistemas dinâmicos devem ser descritos por equações de campos locais, ou seja, por equações
que relacionem as funções de campos ψα(~x, t) (α: ı́ndice discreto e ~x: ı́ndice cont́ınuo) e suas
variações ponto a ponto. Também devemos requerer a macrocausalidade, a qual significa
que se conhecermos as funções de campos (e suas derivadas) em determinado instante nós
podemos determinar o campo em todos os pontos em qualquer instante posterior.

Além destas imposições para a determinação das equações de campos, outras restrições
sobre os campos são impostas por considerações de simetria. Uma simetria é um grupo de
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trasformações que levam as equações de campos a serem invariantes2. A simetria funda-
mental que sempre deve ser assumida é a invariância de Poincaré (ver apêndice A).

Neste seção vamos estudar algumas caracteŕısticas dos campos para part́ıcula escalar
real, para part́ıcula escalar complexa (campo de Klein Gordon complexo que descreve um
campo com carga elétrica), para o fóton (campo eletromagnético), campo espinorial de Dirac
e de Majorana.

Neste estudo, trabalharemos em unidades naturais, onde c = 1 e ~ = 1.

1.1.1 Campo Escalar de Klein-Gordon

Campo Escalar Real

Campos escalares são descritos por uma função de campo φ(x) com uma única componente.
A equação de Klein-Gordon (1.1) é a equação de movimento para o campo φ(x). Ela é uma
equação invariante sobre transformações de Lorentz, e sua derivação segue da densidade
lagrangeana3

L =
1

2
(∂mφ) (∂mφ) − 1

2
m2φ2, (1.3)

onde φ e seu conjugado π(x) = ∂L
∂φ̇

= φ̇ satisfazem as seguintes relações de comutação:

[φ (~x, t) , π (~x′, t)] = iδ (~x− ~x′) ,

[φ (~x, t) , φ (~x′, t)] = [π (~x, t) , π (~x′, t)] = 0. (1.4)

O conjunto completo de soluções da equação de Klein-Gordon é

φ(x) = φ+(x) + φ−(x), (1.5)

onde

φ+ =
∑

~k

(

1

2V ω~k

)1/2

a
(

~k
)

e−ikx (soluções de frequência positiva) (1.6)

φ− =
∑

~k

(

1

2V ω~k

)1/2

a†
(

~k
)

eikx (soluções de frequência negativa) (1.7)

onde ω~k é a frequência de um oscilador linear

ω~k =
(

m2 + ~k2
)1/2

= k0; (1.8)

k é o quadri-vetor da onda de uma part́ıcula de massa m e momento ~k.

2 Por exemplo, se φ é um campo ou uma coleção de campos e D é algum operador diferencial, então
a afirmação “Dφ = 0 é relativisticamente invariante” significa que se φ(x) satisfaz esta equação, e nós
realizarmos uma rotação ou translação para um sistema de referência diferente, então o campo transformado,
no novo sistema de referência, satisfaz a mesma equação.

3 A equação de campos é automaticamente invariante de Lorentz se ela segue de uma lagrangeana que é
um escalar de Lorentz. Isto é consequência direta do prinćıpio de mı́nima ação. Para mais detalhes ver [59].
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Substituindo (1.6) e (1.7) em (1.4), obtemos as relações de comutação entre os operadores
a† e a.

[

a
(

~k
)

, a†
(

~k′
)]

= δk,k′,
[

a
(

~k
)

, a
(

~k′
)]

=
[

a†
(

~k
)

, a†
(

~k′
)]

= 0. (1.9)

As relações de comutação acima (1.9) correspondem à estat́ıstica de Bose-Einstein para
part́ıculas de spin 0. Os operadores a† e a são, respectivamente, operadores de criação e
aniquilação de part́ıculas de massa m e momento ~k.

O propagador do campo escalar ∆F (x− x′) é definido como sendo o valor esperado no
vácuo do produto ordenado no tempo

Tφ(x)φ(x′) = θ(t− t′)φ(x)φ(x′) + θ(t′ − t)φ(x′)φ(x), (1.10)

onde

θ(t) =

{

1, se t > 0
0, se t < 0

(1.11)

Logo,
∆F (x− x′) ≡ 〈0|T{φ(x)φ(x′)}|0〉 (1.12)

Vamos visualizar o significado de ∆F , usando a equação acima (1.12). Se t > t′, este
valor esperado no vácuo se torna 〈0|φ(x)φ(x′)|0〉. Nós podemos pensar que esta é a expressão
para uma part́ıcula escalar criada em x′, que viaja para x, e é aniquilada em x. A expressão
correspondente para t′ > t, 〈0|φ(x′)φ(x)|0〉, admite uma interpretação similar como uma
part́ıcula escalar criada em x′, e se propaga para x onde é absorvida.

Frequentemente, nós precisamos da representação do propagador no espaço de momento.
Para isso, usamos da definição para ∆F como

∆F (x) =
1

(2π)4

∫

d4ke−ikx

k2 − µ2 + iε
(1.13)

Logo, a partir da transformada de Fourier de ∆F obtemos

∆F (k) =
i

k2 − µ2 + iǫ
(1.14)

Campo Escalar Complexo

O campos escalar complexo φ(x) descreve part́ıculas carregadas [58,59]. Ele é muito parecido
com o campo escalar real. Vamos mostrar aqui suas principais caracteŕısticas.

A lagrangeana para o campo escalar complexo é

L =
(

∂mφ
†) (∂mφ) −m2φ†φ (1.15)

O campo φ e seu adjunto φ† são tratados como campos independentes. Da lagrangeana,
seguem as equações de Klein-Gordon

(

� +m2
)

φ(x) = 0,
(

� +m2
)

φ†(x) = 0. (1.16)
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Os conjugados dos campos para φ e φ† são

π(x) = φ̇†(x), π†(x) = φ̇(x), (1.17)

e as relações de comutação entre φ e π são

[φ(~x, t), π(~x′, t)] =
[

φ†(~x, t), π†(~x′, t)
]

= iδ(~x− ~x′), (1.18)

com todas as outras relações nulas.
Analogamente a (1.6) e (1.7), nós escrevemos a expansão de Fourier dos campos como

φ(x) = φ+(x) + φ−(x) =
∑

~k

(

1

2V ω~k

)1/2
[

a(~k)e−ikx + b†(~k)eikx
]

(1.19)

e

φ†(x) = φ†+(x) + φ†−(x) =
∑

~k

(

1

2V ω~k

)1/2
[

b(~k)e−ikx + a†(~k)eikx
]

(1.20)

As relações de comutação entre os operadores de criação e aniquilação são

[

a(~k), a†(~k′)
]

=
[

b(~k), b†(~k′)
]

= δ~k~k′ (1.21)

e os comutadores de todos os outros pares de operadores são nulos.
O propagador do campo escalar complexo no espaço de momento é o mesmo do campo

escalar real Eq. (1.14).

1.1.2 Campo Eletromagnético

A primeira quantização do campo eletromagnético foi realizada em 1926 por Born, Heisen-
berg e Jordan. Eles representaram a radiação do campo eletromagnético como um infinito
conjunto de osciladores harmônicos e quantizaram estes osciladores. Dos resultados, eles
fundamentaram que as excitações dos osciladores se comportavam como uma part́ıcula livre
sem massa (os fótons). O número de fótons não era fixo, ou seja, estes eram criados e
destrúıdos por part́ıculas carregadas. A idéia f́ısica dos fótons como o quanta do campo ele-
tromagnético foi introduzida por Einstein vinte anos antes deste artigo, quando da análise
estat́ıstica da lei da radiação de Planck e das energias do efeito fotoelétrico ele concluiu
que não era meramente o mecanismo atômico de emissão e absorsão da radiação que era
quantizado, mas a própria radiação eletromagnética consistia de fótons.

A densidade lagrangeana para o campo eletromagnético pode ser escrita como

L = −1

4
Fmn(x)Fmn(x) − jm (x)Am (x) , (1.22)

onde o tensor eletromagético é dado por Fmn = ∂mAn − ∂nAm. A lagrangeana acima foi
escrita com a condição de gauge ∂mA

m = 0. Desta lagrangeana podemos obter as equações
de Maxwell não homogêneas

�Am = jm (1.23)
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Para jm = 0, podemos notar que a equação acima se reduz a equação de Klein-Gordon
para um campo de massa nula, neste caso o fóton.

Uma forma mais geral da equação de Klein-Gordon vetorial para um campo vetorial
qualquer vm(x) com massa m pode ser escrita como

(

� +m2
)

vm(x) = 0, (1.24)

onde m = 0, 1, 2, 3.
O campo eletromagnético Am(~x, t) e seu conjugado πm = ∂L

∂ ˙Am

satisfazem as seguintes
relações de comutação

[πm (~x′, t) , An (~x, t)] = igmnδ (~x− ~x′)

[Am (~x, t) , An (~x′, t)] = [πm (~x, t) , πn (~x′, t)] = 0 (1.25)

A expansão de Fourier para campo vetorial Am(x) em termos dos operadores de criação
a†(k) do fóton e aniquilação a(k) pode ser escrita como

Am(x) ∼
∑

~k

3
∑

λ=0

[

a(λ)(~k)ε(λ)
m (~k)e−ik·x + a(λ)†(~k)ε(λ)∗

m (~k)eik·x
]

, (1.26)

onde ε
(λ)
m são os quadrivetores de polarização [60, 61].

As relações de comutação entre os operadores a† e a, são análogas as do campo escalar
(1.9).

Concluindo, o campo eletromagnético é constituido por fótons, que são bóson de spin 1
(para argumentação sobre spin do fóton ver por exemplo [58]).

Para obtermos o propagador do fóton, uma escolha de gauge é requerida [54]. Devemos
então adicionar à lagrangeana um termo de “gauge fixo” (−1/2ξ)(∂mA

m)2, ou seja,

Lfóton = −1

4
Fmn(x)Fmn(x) −

(

1

2ξ

)

(∂mA
m)2 (1.27)

Desta lagrangeana obtemos a equação de movimento

�An −
(

1 − ξ−1
)

∂n (∂mA
m) = jn (1.28)

O propagador do fóton fica definido como [54, 60].

−i [gmn + (ξ − 1)qmqn/(q2 + iε)]

q2 + iε
(1.29)

Temos então o gauge de Feynman (ou Lorentz) para ξ = 1 e o gauge de Landau para
ξ = 0.
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1.1.3 Campo Espinorial de Dirac

O campo espinorial de Dirac é denotado por ψα (α = 1, 2, 3, 4), sendo definido pela proprie-
dade de tranformação de Lorentz

ψ′(x′) = Lψ(x), (1.30)

onde L é uma matriz 4 × 4 determinada como a solução de

L−1γmL = ωm
n γ

n (ωm
n : coeficiente de transformação de Lorentz) (1.31)

Um férmion livre é descrito pela lagrangeana

LDirac = iψ̄Dγ
m∂mψD −mψ̄DψD (1.32)

A equação de campo correspondente é a equação de Dirac

(iγm∂m −m)ψ(x) = 0, m = 0, 1, 2, 3, (1.33)

onde γm são matrizes 4 × 4 que obedecem as relações de comutação

[γm, γn] = 2gmn. (1.34)

A equação de Dirac possui 4 soluções independentes. Elas podem ser escritas como

ur(~p)
e−ipx

√
V
, vr(~p)

eipx

√
V
, r = 1, 2 (1.35)

onde ur(~p) e vr(~p) são espinores que satisfazem as equações

(6p −m)ur(~p) = 0, (6p +m)vr(~p) = 0, r = 1, 2 (1.36)

onde
6p = γmpm (1.37)

Podemos expandir o campo de Dirac em termos do conjunto completo de estados de
onda plana:

ψ(~x, t) = ψ+(x) + ψ−(x)

=
∑

rp

(

m

V E~p

)2
[

cr(~p)ur(~p)e
−ipx + d†r(~p)vr(~p)e

ipx
]

, (1.38)

e o campo conjugado ψ̄ = ψ†γ0

ψ̄(~x, t) = ψ̄+(x) + ψ̄−(x)

=
∑

rp

(

m

V E~p

)2
[

dr(~p)v̄r(~p)e
−ipx + c†r(~p)ūr(~p)e

ipx
]

, (1.39)

onde ūr = u†rγ
0, ~p é o momento, r classifica o spin (ou helicidade) e E~p = (m2 + ~p2)

1/2
.
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A equação de Dirac descreve part́ıculas de spin 1
2
, tal como os elétrons, os quais obedecem

estat́ısticas de Fermi-Dirac. Devemos, então, impor as seguintes relações de anti-comutação
aos coeficientes da expansão

{cr(~p), c†s(~p′)} = {dr(~p), d
†
s(~p

′)} = δ(~p− ~p′)δrs (1.40)

e todas os outros anticomutadores são nulos

{cr(~p), cs(~p′)} = {c†r(~p), c†s(~p′)} = ... = 0 (1.41)

cr(~p) é interpretado como sendo um operador que destroi uma part́ıcula de quadri-momento
p e spin s e d†s(~p) cria a part́ıcula correspondente.

De acordo com (1.38) e (1.39) e com as relações de anti-comutação definidas acima,
temos que as relações de anti-comutação dos campo ψ e ψ̄ são

{ψα(x), ψβ(x′)} = {ψ̄α(x), ψ̄β(x′)} = 0 (1.42)

e
{ψ±

α (x), ψ̄∓
β (x′)} = (i 6p +m)αβ ∆±(x− x′), (1.43)

onde ∆±, vem da definição

∆F (x) = ±∆±(x), se t ≷ 0, (1.44)

ver Eq. (1.12).
O propagador do campo de Dirac é definido pelo valor esperado no vácuo do produto

ordenado no tempo

〈0|T{ψ(x)ψ̄(x′)}|0〉 =

{

ψ(x)ψ̄(x′), se t > t′

−ψ̄(x′)ψ(x), se t′ > t
(1.45)

Logo, podemos escrever

〈0|T{ψ(x)ψ̄(x′)}|0〉 = SF (x− x′) , (1.46)

onde SF é definida por

SF (x) = (i 6p +m) ∆±(x), (1.47)

ou na forma integral

SF (x) =

∫

d4p

(2π)4
e−ipx 6p +m

p2 −m2 + iǫ
(1.48)

Fazendo a trasformada de Fourier, temos o propagador no espaço de momento, como mostra
o diagrama abaixo

x′ x → SF (p) =
i (6p +m)

p2 −m2 + iǫ
(1.49)

Vamos interpretar SF (x). Para t′ < t, a contribuição para o propagador fermiônico (1.46)
toma a forma 〈0|ψ(x)ψ̄(x′)|0〉 que é interpretado como a criação de um elétron em x′, que
se propaga para x e é aniquilado em x. Já para t′ > t temos a contribuição 〈0|ψ̄(x′)ψ(x)|0〉
que é interpretado como a emissão de um pósitron em x, e sua propagação para x′ onde é
aniquilado.
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1.1.4 Campo Espinorial de Majorana

Como mencionamos anteriormente, a equação de Dirac foi a primeira que levou ao con-
ceito de part́ıculas e anti-part́ıculas, sendo o pósitron (elétron de carga positiva) o primeiro
canditado à anti-part́ıcula. Os pósitrons são claramente distintos dos elétrons pelas suas
propriedades eletromagnéticas, no entanto não é óbvio que part́ıculas neutras sejam diferen-
tes de suas anti-part́ıculas. O ṕıon neutro, por exemplo, foi encontrado como sendo idêntico
à sua anti-part́ıcula.

O conceito de part́ıculas que são idênticas as suas anti-part́ıculas foi introduzido formal-
mente por Majorana em 1937 [62]. Assim, nos referimos a tais part́ıculas como part́ıculas
de Majorana. As part́ıculas que são distintas das suas anti-part́ıculas são chamadas de
part́ıculas de Dirac.

Devido a esta caracteŕıstica do campo de Majorana, ψM deve satisfazer:

ψM = ψc
M ≡ Cψ̄T

M , (1.50)

onde ψc é o conjugado de carga do campo ψ (ver apêndice B) e a matriz conjugação de
carga C satisfaz as seguintes propriedades

C† = C−1, (1.51)

CT = −C, (1.52)

e

C−1ΓiC = ηiΓ
T
i , para Γi = 1, iγ5, γmγ5, γm, σmn =

1

2
i [γm, γn] , (1.53)

onde ηi = +1 para as seis primeiras Γi e ηi = −1 para as dez últimas Γi.
Os espinores u e v são relacionados via

u(k, λ) = Cv̄T (k, λ), v(k, λ) = CūT (k, λ) (1.54)

e o conjugado de carga do campo de Dirac (1.38) pode ser escrito como

ψc(~x, t) =
∑

r~p

(

m

V E~p

)1/2
[

dr(~p)ur(~p)e
−ipx + c†r(~p)vr(~p)e

ipx
]

(1.55)

Como para o campo de Majorana as part́ıculas e anti-part́ıculas são indistingúıveis,
temos que d†r = c†r (e dr = cr). Podemos então, usando (1.38), escrever a expansão do
campo de Majorana em ondas planas como

ψM(~x, t) =
∑

r~p

(

m

VE~p

)1/2
[

cr(~p)ur(~p)e
−ipx + c†r(~p)vr(~p)e

ipx
]

, (1.56)

que satisfaz (1.50). Os operadores c e c† satisfazem relações usuais de anti-comutação (1.40)
e (1.41).

Como vimos anteriormente o propagador de um campo escalar real φ(x) é dado por
〈0|T{φ(x)φ(x′)}|0〉, e para um campo de Dirac ψ(x) 〈0|T{ψα(x)ψ̄β(x′)}|0〉. Pode-se dizer
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que um campo de Majorana comporta-se como um campo de Dirac, por ser um campo espi-
norial, e também como um campo escalar, porque neste caso também não há distinção
entre part́ıculas e anti-part́ıculas. A consequência disto é que há três expressões para
o propagador: em adição a do propagador tipo Dirac 〈0|T{ψα(x)ψ̄β(x′)}|0〉, há também
〈0|T{ψα(x)ψβ(x′)}|0〉 e 〈0|T{ψ̄α(x)ψ̄β(x′)}|0〉.

Podemos escrever a duas últimas relações em função da primeira. Para isso vamos
reescrever (1.50) como

ψM = C
(

ψ†γ0
)T

= Cγ0ψ†T
M (1.57)

Em termos dos componentes

ψMδ = Cδαγ
0
αβψ

†
Mβ

= ψ†
Mβγ

0
βαC

T
αδ

= ψ̄MαC
T
αδ (1.58)

Logo, podemos escrever

〈0|T{ψα(x)ψβ(x′)}|0〉 = 〈0|T{ψα(x)ψ̄δ(x
′)}|0〉CT

δβ = Sαδ (x− x′)CT
δβ , (1.59)

onde usamos o resultado (1.46).
Podemos interpretar este resultado como: para t′ < t a contribuição para o propagador

〈0|T{ψα(x)ψβ(x′)}|0〉 é 〈0|ψα(x)ψβ(x′)|0〉, há criação de um pósitron (ou elétron) em x′, que
se propaga para x e é aniquilado em x. Podemos representar diagramaticamente como

x′ x
=

−i (6k +m)C

k2 −m2 + iǫ
(1.60)

onde usamos (1.52).
Analogamente, podemos escrever

ψ̄MC
T = ψT

M

ψ̄MC
−1 = ψT

M

ψ̄M = ψT
MC, (1.61)

escrevendo em termos das componentes

ψ̄Mδ = ψMδCδγ

= CT
γδψMδ = C−1

γδ ψMδ (1.62)

Logo, podemos escrever

〈0|T{ψ̄α(x)ψ̄β(x′)}|0〉 = C−1
αδ 〈0|T{ψδ(x)ψ̄β(x′)}|0〉 = C−1

αδ Sαδ (x− x′) (1.63)

De forma diagramática

x′ x
=

iC−1 (6k +m)

k2 −m2 + iǫ
(1.64)

Podemos perceber que os dois útimos propagadores não conservam o número fermiônico
(carga).
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1.2 Eletrodinâmica Quântica (QED)

A eletrodinâmica quântica é a teoria que descreve a interação eletromagnética dos quarks e
léptons, sendo o fóton o quantum, ou mediador, do campo eletromagnético. Ela é conside-
rada a teoria de campos de gauge mais simples e mais familiar, e foi primeiramente usada
para descrever a interação entre elétrons e fótons. Esta interação é a mais fundamental da
teoria e é representada diagramaticamente por

e γ

e
tt

Nesta seção vamos estudar algumas das principais caracteŕısticas da QED. Mais detalhes
sobre o assundo podem ser encontrados, por exemplo, em [61].

1.2.1 Lagrangeana da QED

Como já mencionamos, a partir de prinćıpios de simetria de gauge nós podemos definir qual
a forma das interações e determinar a dinâmica de uma teoria.

Usando este prinćıpio vamos analisar agora a eletrodinâmica para férmions de Dirac.
Como vimos na seção anterior, a lagrangeana para um férmion livre de Dirac é

L = iψ̄(x)γm∂mψ(x) −mψ̄(x)ψ(x) (1.65)

É trivial mostrar que a lagrangeana acima é invariante sobre tranformação de fase global

ψ(x) → eiαψ(x), (1.66)

onde α não depende do espaço-tempo x.
A famı́lia de transformações de fase U(α) ≡ eiα, onde um único parâmetro α pode

ser cont́ınuo sobre números reais, forma um grupo abeliano unitário conhecido como o
grupo U(1). O grupo é abeliano pelo fato de possuir propriedade comutativa, ou seja,
U(α1)U(α2) = U(α2)U(α1).

Estamos interessados aqui em analisar a Eq. (1.65) sob uma transformação de fase local,
onde α(x) agora depende do espaço-tempo x, ou seja,

ψ(x) → eiα(x)ψ(x) (1.67)

Sobre esta transformação a derivada parcial ∂mψ(x) da lagrangeana se torna

∂mψ → eiα(x) [∂mψ(x) + i (∂mα(x))ψ(x)] , (1.68)

Logo, sob a transformação dada pela Eq. (1.67) a lagrangeana da Eq. (1.65) transforma-
se em

L′ = iψ̄γm(∂m + i∂mα(x))ψ(x) −mψ̄(x)ψ(x) (1.69)
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Podemos perceber que o termo ∂mα(x) quebra a invariância, portanto a lagrangeana
para um férmion livre de Dirac não é invariante sob transformação de gauge local (1.67).
Para impor esta invariância, vamos introduzir o campo eletromagnético Am(x), substituindo
o gradiente ∂m pela derivada covariante de gauge

Dm = ∂m − ieAm, (1.70)

onde e é a carga em unidades naturais da part́ıcula descrita por ψ e o campo Am se trans-
forma como

Am → Am +
1

e
∂mα, (1.71)

de maneira que o termo indesejado da equação (1.69) desapareça.
Logo, podemos escrever a lagrangeana invariante como

L = iψ̄γmDmψ −mψ̄ψ

= ψ̄ (iγm∂m −m)ψ + eψ̄γmψAm

= ψ̄ (iγm∂m −m)ψ − jmAm, (1.72)

onde jm é a densidade de corrente.
Como podemos notar, se nós requerermos que a densidade lagrangeana seja invariante

sob trasformações de gauge local, nós somos forçados a introduzir um campo vetorial Am,
conhecido como campo de gauge, o qual acopla-se ao campo de Dirac. O campo vetorial
Am descreve os fótons livres.

Para encontrarmos a lagrangeana completa para QED resta somente adicionar um termo
de energia cinética para o campo vetorial Am. A lagrangeana (1.22) que leva às equações
de Maxwell é invariante sob a trasformação de gauge local (1.67).

Logo, podemos escrever a Lagrangeana da QED como

LQED = ψ̄ (iγm∂m −m)ψ + eψ̄γmψAm − 1

4
FmnF

mn, (1.73)

onde Fmn = ∂mAn − ∂nAm. O termo de massa do fóton teria a forma 1
2
m2AmAm, a qual

violaria a invariância de gauge local pois

AmAm → (Am − ∂mα) (Am − ∂mα) 6= AmAm (1.74)

Assim, nós conclúımos que a invariância de gauge local leva à existência de um fóton
sem massa.

Um resumo das regras de Feynman para QED é mostrado na Fig. (1.1).

1.2.2 Constante de acoplamento variável da QED

Para processos em QED de ordem mais baixa, a constante de acoplamento é assumida como
sendo constante e pequena. Para processos de ordens mais altas, outros diagramas de Feyn-
man devem ser considerados, como por exemplo, para o propagador do fóton; considerando
processos de segunda ordem, temos que levar em conta a correção de um loop como mostra
a Fig. (1.2).
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elétron → u ū

pósitron → v̄ v

fóton → εm ε∗m

(−igmn)
k2+iε
(

i(6p+m)
p2−m2+iǫ

)

mn

ieγm

Fig. 1.1: Regras de Feynman da QED.

−

Fig. 1.2: Correção de segunda ordem para o fóton.

Ocorre que para o segundo diagrama a direita desta figura, os cálculos levam à inte-
grais divergentes. Estas divergências podem ser eliminadas incorporando a este processo
propriedades do elétron f́ısico. Este processo é chamado de renormalização [58].

Com o processo de renormalização, a constante de acoplamento da QED é dada por [54]:

αR(q2) = αR(m2)

[

1 +
αR(m2)

3π
log

(−q2

m2

)

+ O(α2
R)

]

(1.75)

De acordo com a equação (1.75) podemos perceber que a carga elétrica efetiva aumenta
logaritmicamente com −q2.

A carga elétrica efetiva também aumenta a pequenas distâncias. Isto ocorre devido à
polarização do meio, como mostra a Fig. (1.3). Este efeito é conhecido como blindagem de
carga.

Veremos na próxima seção que o comportamento da constante de acoplamento na QCD
é diferente, resultando no que chamamos de liberdade assintótica dos quarks e glúons.
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Fig. 1.3: Blindagem da carga do elétron.

1.3 Cromodinâmica Quântica (QCD)

A cromodinâmica quântica é a teoria das interações fortes entre quarks e glúons (mediadores
da força forte entre quarks). Assim como a QED, esta é uma teoria de gauge e a forma
das interações é ditada por prinćıpios de simetria. Das propriedades f́ısicas dos quarks, os
quais diferenciam-se dos léptons por possuirem número quântico de cor (ou carga de cor),
a construção da teoria das interações fortes é baseada no grupo simetria de gauge de cor
local SU(N), com N = 3 (número de cores) pois os quarks são tripletos de cor.

Vamos estudar aqui alguns aspectos importantes sobre a QCD. Um estudo mais completo
pode ser encontrado, por exemplo, em [63].

1.3.1 Lagrangeana da QCD

Analogamente ao que fizemos na QED, a construção da QCD segue da imposição de que
a lagrangeana para o campo de quarks livres seja invariante sobre transformação de gauge
SU(3). Este grupo é não-abeliano e a teoria de gauge baseada em um grupo não-abeliano é
conhecida como teoria de gauge de Yang-Mills. Não faremos a demonstração detalhada da
construção desta teoria (para mais detalhes, ver, por exemplo, Cap. 4 de [54]).

O campo de quark será denotado por ψj(x)
i, onde j é o ı́ndice de sabor e i é o ı́ndice

de cor. Usa-se também “vermelho”, “azul”e “verde”(red, blue e green) para denotar as três
diferentes cargas de cor. Logo, podemos escrever a Lagrangeana para o quark livre como

L = ψ̄j(x) (iγm∂m −m)ψk(x) (1.76)
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e o espinor para quarks tripleto de cor

ψ =





qred

qblue

qgreen



 . (1.77)

A forma de transformação de fase local do campo do quark é

ψ(x) → ei
P

N
2−1

a=1
(αa(x)Ta)ψ(x) (1.78)

onde Ta é um conjunto de matrizes 3× 3 linearmente independentes (geradores do grupo) e
αa são os parâmetros do grupo. Como na QCD N = 3, temos que a = 1, ..., 8. Uma escolha
conveniente para Ta são as matrizes λa/2, onde λa são as matrizes de Gell-Mann [54], que
possuem as seguintes propriedades

Tr(λa) = 0 (1.79)

Tr(λaλb) = 2δab (1.80)
[

λa, λb
]

= 2ifabcλc, (1.81)

onde fabc são constantes reais, conhecidas como constantes de estrutura do grupo.
Com a imposição de que a lagrangeana (1.76) seja invariante sob (1.78), nós introdu-

zimos à teoria o campo de gauge octeto de cor, Aa
m, conhecido como glúon. Analogamente

ao campo do fóton na QED, podemos escrever para os glúons a seguinte lei de transformação

Aa
m → Aa

m − 1

g
∂mαa (1.82)

e uma derivada covariante
Dm = ∂m + igTaA

a
m (1.83)

Devido ao grupo de trasformação ser não abeliano (geradores λ não comutam) a com-
ponente do tensor campo de força é dada por

F a
mn = ∂mA

a
n − ∂nA

a
m + gfabcAb

mA
c
n (1.84)

Logo, a lagrangeana da QCD é

Linvar = ψ̄j(x) (iγmDm −m)ψk(x) −
1

4
F a

mnF
mn
a , (1.85)

O tensor de força do campo F a
mn, (l = a, ..., 8), tem uma nova propriedade devido ao

termo extra em (1.84). Devido ao aparecimento deste termo (que se deve a necessidade de
que a lagrangeana seja invariante sob transformação de gauge local), o termo de energia
cinética da lagrangeana (1.85) não é mais puramente cinético como na QED, mas inclui
interações entre bósons de gauge, como mostramos em forma de diagramas na Fig. (1.4).

Podemos ver que os termos da primeira linha e o primeiro termo da segunda linha na
Fig. (1.4) são análogos aos da QED. Eles descrevem o propagador livre dos quarks e glúons
e a interação quark-glúon. Os últimos dois termos na segunda linha representam a interação
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ψ̄(x) (iγmDm)ψ(x) →

−1

4
Al

mn(Al)mn →

Fig. 1.4: Termos da lagrangeana da QCD

entre 3 e 4 glúons na QCD e refletem o fato dos glúons carregarem carga de cor. Esta nova
caracteŕıstica surge devido ao grupo de gauge da QCD ser não-abeliano.

Para definir o propagador do glúon, nós temos que especificar um gauge. Devemos
então adicionar à densidade lagrangeana um termo Lf.g. Vamos defińı-lo de forma análoga
ao termos de gauge fixo para o fóton (1.27)

Lf.g = − 1

2λ
(∂mAa

m) (1.86)

A escolha do gauge covariante introduz graus de liberdade não-f́ısicos [54, 64], que con-
tribuem para os laços fechados. Isto ocorre pois em QCD temos vértices adicionais (ver Fig.
(1.4)), resultando em laços adicionais, como por exemplo o da figura abaixo

Para cancelar o aparecimento destas contribuições gluônicas não-f́ısicas é introduzido
um campo complexo χa chamado de fantasma de Faddeev-Popov. Como exemplo de um
gráfico que contém um campo fantasma, mostramos na figura abaixo um gráfico que cancela
a contribuição gluônica não-f́ısica mostrada na figura acima.

O termo de contribuição dos campos fantasmas de Faddeev-Popov é

Lf.p = (∂mχ
a∗)
(

∂mδq
c − gfabcAb

m

)

χc (1.87)

Logo, a lagrangeana efetiva da QCD pode ser escrita como

Leff
QCD = Linvar + Lf.g + LF.P (1.88)

A regras de Feynman da QCD são apresentadas na figura (1.5).
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= �ab ��g�� + (1� �) p�p�p2 + i�� ip2 + i�= �ab ip2 + i�= �ik i=p�m+ i� ����mn= �gSfabc hg��(p� q)
 + g�
(q � r)� + g
�(r � p)�i
= �ig2Sfxacfxbd �g��g
� � g��g�
��ig2Sfxadfxbc �g��g
� � g�
g����ig2Sfxabfxcd �g�
g�� � g��g�
�
= gSfabc q�
= �igStaki 
�mn

Fig. 1.5: Regras de Feynman para a QCD em um gauge covariante. Os glúons são represen-
tados por espirais, férmions por linhas sólidas e fantasmas por linhas tracejadas.
Nesta figura os ı́ndices de Lorentz estão representados por letras gregas.

1.3.2 Constante de acoplamento variável da QCD

Assim como na QED, a constante de acoplamento em processos na QCD de ordem mais
baixa é assumida como sendo constante e pequena.

Em processos de segunda ordem na QCD, temos as correções mostradas na Fig. (1.6)
para o propagador do glúon e do quark.

A constante de acoplamento é dada por [54]

αs(q
2) = αs(µ

2)

[

1 +
αs(µ

2)

12π
log

(−q2

µ2

)

(2nf − 11N) + O(α2
s)

]

(1.89)

onde nf é o número de sabores de quarks e N é o número de cores.
De acordo com (1.89) a contribuição de um laço de férmions tem qualitativamente o

mesmo efeito que na QED, ou seja, um termo de polarização do vácuo que tende a aumentar
a constante de acoplamento efetiva a pequenas distâncias ou grandes valores de q2. A
contribuição devido à interação de três glúons é de sinal oposta e, consequentemente, a
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Fig. 1.6: Diagramas contribuindo para as auto-energias do glúon (a,b,c,f), quark (d) e
campos fantasmas (e).

força de interação à pequenas distâncias tende a decrescer devido a propriedade de anti-
blindagem da carga de cor. Para explicar este processo, vamos pensar em uma carga teste
como sendo um quark de cor azul na origem do sistema (ver Fig. (1.7)) e em uma sonda
(que medirá a carga) como sendo um glúon de cor vermelha anti-azul. Pode acontecer que
na medida em que a sonda se aproxima da origem, o quark azul irradie um glúon virtual
azul-antiverde, e assim flutue em um quark verde. Logo, em vez de ficar concentrado na
origem, a carga ponto de cor se dispersará ao redor da núvem de glúons. Assim, somente
a inspeção à grandes distâncias é capaz de medir o efeito completamente. A combinação
do efeito de laços de quarks e laços de glúons resulta em uma competição entre blindagem
e anti-blindagem. Logo, como 11N é maior que 2nf a anti-blindagem tem contribuição
dominante e a constante de acoplamento se torna menor em pequenas distâncias, ou em
grandes valores de q2.

B

(a)RB̄ (b)

G

RB̄

BḠ

Fig. 1.7: Em (a) um glúon RB̄ (sonda) incidente sobre um quark azul pode encontrar (b)
uma carga verde dispersada como resultado das flutuações do vácuo.

Na QCD (N = 3) podemos escrever (1.89) como

αs(q
2) =

αs(µ
2)

1 + (b1/4π)αs(µ2) log(−q2/µ2)
(ordem mais baixa), (1.90)

onde definimos
b1 = (33 − 2nf )/3 (ordem mais baixa) (1.91)
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Ou em termos de uma única variável

αs(q
2) =

4π

b1 log(−q2/Λ2)
, (1.92)

onde Λ = µe−2π/(b1αS(µ)) é um parâmetro da ordem de umas centenas de MeV. Para colisões
com altas energias definimos a variável cinemática Q2 = −q2. Logo,

αs(Q
2) =

4π

b1 log(Q2/Λ2)
(1.93)

A dependência da constante de acoplamento com Q2 pode ser vista na Fig. (1.8) para
diferentes escolhas do parâmetro Λ, definidas de acordo com [65].
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Fig. 1.8: Comparação entre dados para o acoplamento forte extráıdos de vários processos
(espalhamento profundamente inelástico (DIS), e+e−, colisões hadrônicas) e a
evolução da constante de acoplamento αs(−q2 = Q2) [65].

A Fig. (1.8) mostra que a constante de acoplamento decresce com o aumento da energia.
Para grandes valores de energia Q, temos um regime em que αs(Q

2) << 1, implicando em
um domı́nio no qual a teoria perturbativa da QCD é válida. Esta propriedade das teorias
de gauge não-abelianas é conhecida como liberdade assintótica [66, 67]. Podemos ver no
gráfico também que para valores baixos de energia a constante de acoplamento cresce, o
que impossibilita tratar os quarks e glúons como livres. Este regime é conhecido como
confinamento, e o método da QCD perturbativa não pode mais ser aplicado.

Vamos escrever (1.92) de forma mais geral usando a definição da função β(g) [68]

β(g) = −g
[

αs

4π
b1 +

(αs

4π

)2

b2 + ...

]

, (1.94)

com b1 para mais baixa ordem (LO), b2 próxima ordem mais baixa (NLO), etc e αs = g2
s/4π.

Por exemplo, para QCD, b1 é dado pela Eq. (1.91).
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Logo,

αs(Q
2) =

4π

bi log(Q2/Λ2)
, (1.95)

com

βi =
g3

i

16π2
bi (1.96)

Em LO, para o grupo SU(N) β(g) [21] pode ser escrita como

β(g) = − g3

16π2

[

11

3
N − 1

3
nF − 1

6
nH

]

, (1.97)

onde nF é o número de espécies de férmions e nH é o número de escalares complexos. Para
o grupo U(1)Y , temos [21]

β(g) =
g3

16π2

[

2

3

∑

F

(

YF

2

)2

+
1

3

∑

H

(

YH

2

)2
]

, (1.98)

onde Y é a hipercarga,
∑

F é a soma sobre todos os férmions e
∑

H sobre todos os escalares.
Para o Modelo Padrão, em um laço, há 3 constantes de acoplamento gs (SU(3)C), g

(SU(2)L) e g′ (U(1)Y ). Os coeficientes b são dados por





bg′

bg
bgs



 =





0
−22/3
−11



+ nG





4/3
4/3
4/3



 + nH





1/10
1/6

0



 , (1.99)

onde nG é o número de gerações (ou famı́lias) e nH é o número de dubletos de Higgs (nH = 1
no SM). Logo,

bg′ =
12

3
+

1

10
=

41

6

bg = −22

3
+

12

3
+

1

6
= −19

6

bgs
= −11 +

12

3
+ 0 = −7

A evolução 1/α(Q2), para cada uma das constantes de acoplamento do Modelo Padrão
(usando escalas de referência Λ definidas de acordo com [69]) é mostrada na Fig. (1.9), onde
podemos perceber que na escala de grande unificação (1015 GeV) não há convergência das
constantes de acoplamento.

1.4 Teoria de unificação das constantes de gauge

A filosofia da Grande Unificação é baseada na hipótese de que todas as interações conhecidas
são as ramificações de uma única interação associada a um único grupo de gauge [70]. Vimos
que, de acordo com as equações do grupo de renormalização, no Modelo Padrão não há uma
unificação da constante de acoplamento.
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Fig. 1.9: Evolução dos inversos das três constantes de acoplamentos no Modelo Padrão
(esquerda) e no Modelo Padrão Supersimétrico Mı́nimo (direita) [69].

Como veremos no próximo caṕıtulo, em teorias supersimétrica associamos a cada part́ıcula
usual um superparceiro com os mesmos números quânticos destas part́ıculas, mas com es-
tat́ıstica oposta. No modelo de extensão supersimétrica mı́nima do SM, conhecido como
Modelo Padrão Supersimétrico Mı́nimo (MSSM), também baseado nos grupos SU(3)C ⊗
SU(2)L ⊗ U(1)Y , são adicionados ao espectro de part́ıculas do Modelo Padrão os glúınos,
squarks, charginos e neutralinos. Logo, neste modelo, as funções β são modificadas pelas
contribuições destes superparceiros.

No MSSM, em LO, as expressõe para os b’s são dadas a partir de [21]





bg′

bg
bgs



 =





0
−6
−9



+ ng





2
2
2



+ nH





3/10
1/2

0



 , (1.100)

Como no MSSM ng = 3 e nHiggs = 2, temos bg′ = 33/5, bg = 1 e bgs
= −3.

Um gráfico com a evolução 1/αs(Q), no MSSM, é mostrado na Fig. (1.9). Este gráfico
mostra uma convergência do valor das constantes de acoplamento em ∼ 2× 1016 GeV. Isto
indica que no MSSM ocorre, em altas energias, a unificação das constantes de gauge.

Conclusão

Neste caṕıtulos fizemos uma breve revisão de teoria de campos. Estudamos exemplos de
campos e falamos sobre QED e QCD. Mostramos também o comportamento das constantes
de acoplamento do Modelo Padrão em função da energia e como ocorre a unificação das
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constates de acoplamento no MSSM. A unificação das constantes de acoplamento é um dos
principais exemplos de problemas solucionados em SUSY.

Os conceitos relembrados neste caṕıtulo serão necessários para o entendimento dos
caṕıtulos 2, onde mostraremos algumas idéias fundamentais para construção de teorias
supersimétricas, e 3, onde estudaremos a extensão supersimétrica da QED (SQED) e da
QCD (SQCD).



Caṕıtulo 2

Supersimetria

2.1 Introdução

Acredita-se que o Modelo Padrão, aumentado pela massa dos neutrinos, descreve com su-
cesso a f́ısica nas energias acesśıveis hoje, mas para maiores escalas de energia uma nova
f́ısica é necessária. Um dos candidatos a f́ısica além do Modelo Padrão é a supersimetria
(SUSY).

A supersimetria é a simetria que relaciona os férmions e bósons da f́ısica de part́ıculas
elementares. O operador que gera a transformação de estados bosônicos em fermiônicos, e
vice-versa, é um espinor anti-comutante Q, com

Qα|bos〉 = |ferm〉α ; Qα|ferm〉α = |bos〉 ; (2.1)

Os espinores são objetos intrinsecamente complexos, logo o conjugado hermitiano de Qα,
(Qα)† = Q̄α̇

1, também é um gerador de supersimetria. Como os geradores Q e Q̄ trocam o
estado de spin por 1/2, eles são operadores fermiônicos. Com estes novos geradores temos
uma extensão supersimétrica da álgebra de Poincaré2 conhecida como super álgebra de
Poincaré. As relações de comutação e anticomutação da super álgebra de Poincaré para
N = 1 (número de geradores Qα de supersimetria) estão no apêndice (A).

Como consequências da álgebra de SUSY [20,71] temos:

• Cada supermultipleto3 contém o mesmo número de graus de liberdade bosônicos e
fermiônicos

nB = nF (2.2)

• As massas de todos os estados em um supermultipleto são degeneradas, logo as massas
dos bósons e férmions pertencentes ao mesmo supermultipleto são iguais.

• Em uma teoria supersimétrica, qualquer estado possui energia definida como sendo
positiva.

1 Usaremos a notação em que (Qα)† = Q̄α̇, onde α, α̇ ∈ {1, 2}, o operador Q apresenta ı́ndice sem ponto
e seu complexo conjugado Q̄ apresenta ı́ndice com ponto.

2 Esta extensão não trivial da álgebra de Poincaré é permitida a partir do teorema de Haag-Lopuszanski-
Sohnius [72], o qual é uma extensão do teorema de Coleman-Mandula [73]

3 Como veremos neste caṕıtulo os supermultipletos contém estados fermiônicos e bosônicos usuais mais
seus correspondentes superparceiros com estat́ıstica oposta.
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Como resultado da segunda consequência da álgebra listada acima, as massas das part́ıculas
usuais do Modelo Padrão deveriam ser iguais as de seus superparceiros supersimétricos, o
que é incompat́ıvel com a realidade pois os superparceiros já teriam sido detectados expe-
rimentalmente. Isto indica que se supersimetria for a teoria apropriada para descrever a
f́ısica de part́ıculas ela deve ser uma simetria quebrada [74].

Neste caṕıtulo apresentaremos conceitos básicos de supersimetria, como superespaço e
supercampos. Veremos que a partir da definição dos supercampos surge, em SUSY, para
cada part́ıcula usual do Modelo Padrão um parceiro supersimétrico com estat́ıstica oposta.
Também mostraremos a forma mais geral de uma lagrangeana supersimétrica.

Nos cálculos usamos a notação do livro Wess-Bagger [71], onde os ı́ndices de Lorentz
são denotados pelas letras latinas (m,n, ...), os ı́ndices espinoriais são denotados pelas letras
gregas (α, β, ...) e a métrica é definida por ηmn = ηmn = diag [−1, 1, 1, 1].

2.2 Motivações

Existem muitas motivações teóricas para a supersimetria. Uma destas motivações foi abor-
dada no caṕıtulo 1, onde mostramos que SUSY prevê uma unificação das constantes de
acoplamento em ∼ 1016 GeV. Outro importante resultado de SUSY é a solução do pro-
blema da hierarquia, ou seja, o fato da escala eletrofraca ser extremamente menor que a
escala de Planck (escala da gravidade) e da grande unificação

mW

mPlanck
∼ 102

1019
= O(10−17)

mW

mGUT
∼ O(10−13) (2.3)

mP lanck = c2(~c/GNewton)
1/2 ≈ 1019 GeV (2.4)

Este problema se torna claro quando analisamos as correções radioativas das massas das
part́ıculas escalares (bóson de Higgs) de altas ordens em teoria de perturbações.

As correções radioativas de um laço para massas escalares (ver Fig. 2.1) são quadrati-
camente divergentes e dadas por [75]

δm2
H = O

(

g2

16π2

)
∫ Λ

d4k
1

k2
= O

(α

π

)

Λ2 (2.5)

onde o “cutoff” Λ na integral representa a escala na qual o Modelo Padrão permanece válido.
Se nós pensarmos em Λ ≃ mP lanck ou na escala da grande unificação, as correções quânticas
(2.5) são muito maiores que o valor f́ısico de mH ∼ 100 GeV.

No entanto, a escala de Planck mP lanck é a única candidata que nós temos para escala de
massa fundamental em f́ısica, pois nesta escala esperamos que a gravidade se torne tão forte
como as outras interações das part́ıculas, ou seja, a troca do gráviton (quanta do campos
gravitacional) em 1019 GeV seria comparável a troca de γ ou Z0.

Uma estratégia para resolver este problema é usar o fato de que as correções envolvendo
férmions tem sinal oposto ao das correções envolvendo bósons. Em supersimetria, podemos
usar esta caracteŕıstica já que para cada bóson e férmion há um superparceiro, e a part́ıcula e
o superparceiro possuem acoplamentos idênticos, logo as divergências quadráticas em (2.5)
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se cancelariam (ver Fig. 2.1). Diferentemente das correções de um laço para part́ıculas
escalares, as correções para um férmion são proporcionais a própria massa do fermion mf e
logaritmicamente divergentes [75]

δmf = O
(

g2

16π2

)

mf

∫ Λ

d4k
1

k4
= O

(α

π

)

mf ln
Λ

mf
(2.6)

Esta correção não é numericamente muito maior que o valor f́ısico, para qualquer Λ .
mP lanck. Logo, usando supersimetria podemos assegurar que a massa natural dos bósons
(bóson de Higgs ou bósons W± e Z0) seja pequena δm2

H,W . m2
H,W . Podemos então escrever

as correções quânticas para a massa do bóson de Higgs em SUSY como

δm2
H = −

(

g2
F

16π2

)

(Λ2 +M2
F ) +

(

g2
B

16π2

)

(Λ2 +M2
B) = O

( α

4π

)

|m2
B −m2

f | (2.7)

g2 gauge. boson+ . gaugino= 0g g�2 . boson+ . fermion= 0� �
Fig. 2.1: Cancelamento de divengências quadráticas.

Visto que mh ∼ 102 GeV e g ∼ 10−1, de acordo com (2.7), devemos ter

|m2
B −m2

F | . 1 TeV2 (2.8)

Logo, conclúımos que a escala de massa de SUSY deve ser MSUSY ∼ 103 GeV.
Este resultado mostra que a partir de 1 TeV o Modelo Padrão falha e uma nova f́ısica é

necessária, sendo SUSY uma boa candidata.
Os modelos supersimétricos possuem várias outras predições e explicações para algumas

falhas do Modelo Padrão, as quais hoje costuma-se dizer que são evidências indiretas de
supersimetria, tais como:

• Previu no começo dos anos de 1980 que o quark top é pesado;

• Gera massas para os neutrinos;

• Possui candidato para matéria escura;
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• Pode explicar a assimetria matéria-antimatéria no universo,

e muitas outras [12, 20, 21].
Um dos argumentos experimentais que indicam que o Modelo Padrão é incompleto são

as observações (que tiveram ińıcio em 1933) de flutuações no espectro de reĺıquias de micro-
ondas do Big Bang, que têm estabelecido a existência de matéria escura no universo para a
qual não há candidato no Modelo Padrão.

Em extensões supersimétricas do Modelo Padrão existe uma part́ıcula massiva, neutra
e estável que é excelente canditada à matéria escura observada no universo. Esta part́ıcula
é estável por consequência da introdução do número quântico de simetria R4.

A simetria R é introduzida para eliminar os termos que violam número leptônico (L) e
bariônico (B). A paridade R de um estado está relacionado ao spin (S), a L e B de uma
dada part́ıcula, através da seguinte relação:

Rp = (−1)2S (−1)3B+L . (2.9)

Uma consequência imediata da expressão acima é que todas as part́ıculas do Modelo
Padrão (incluindo os bósons de Higgs) são de paridade R par, enquanto seus superparceiros
são de paridade R ı́mpar. Como resultado as “novas” part́ıculas supersimétricas podem
ser produzidas apenas em pares, e todo decaimento tem que conter um número ı́mpar de
part́ıculas supersimétricas. Isto implica que a part́ıcula supersimétrica mais leve, conhecida
como “Lighest Supersymmetric Particle” (LSP), tem que ser estável, pois ela não tem canal
de decaimento permitido. Esta part́ıcula é candidata a matéria escura.

2.3 Superespaço e Geradores

Como vimos no caṕıtulo anterior, em teoria quântica de campos nós escrevemos uma la-
grangeana para um determinado sistema como uma função dos campos φ(x). Estes campos
possuem certas propriedades de transformação sobre transformações de Poincaré [59], mos-
tradas no apêndice A. Nós impomos que as lagrangeanas devem ser invariantes sobre estas
transformações.

Em teorias supersimétricas nós devemos aumentar o grupo de simetria com a introdução
de geradores fermiônicos Q e Q̄. Logo, é conveniente introduzir coordenadas fermiônicas
que variem de certa maneira sobre as transformações de SUSY. Estas novas coordenadas
fermiônicas são denotadas por θα e θ̄α̇. A inclusão destas novas coordenadas implica em
ampliar o espaço de coordenadas para Z = (xm, θα, θ̄α̇)5. Este é conhecido como superespaço
e os campos que dependem dessas coordenadas são chamados de supercampos Ω(xm, θ, θ̄).

Nós tomaremos aqui que as coordenadas θα trasformam-se como um espinor de Weyl de
duas componentes6, e que θ̄α̇ = (θα)∗. Logo

θα =

(

θ1

θ2

)

, θ̄α̇ =

(

θ̄1

θ̄2

)

(2.10)

4 Em extensões supersimétricas do SM surgem teorias que violam número leptônico e bariônico [74].
5 Como α = 1, 2 (α̇ = 1, 2), a introdução dessas variáveis espinoriais aumenta a dimensão do espaço-tempo

de 4 para 8 dimensões.
6 Por comveniência, já que trabalharemos com espinores de Dirac e Majorana como espinores de Weyl

de 2 componentes.
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As componentes dos espinores fermiônicos de Dirac são anti-comutantes, logo as com-
ponentes dos espinores acima são números de Grassmann anti-comutantes, ou seja,

{θα, θβ} = {θ̄α̇, θ̄β̇} = {θα, θ̄β̇} = 0 (2.11)

Outra importante caracteŕıstica dos números de Grassmann é o fato deles também anti-
comutarem com operadores fermiônicos (ex. {θα, ξ} = 0, {θα, Qα} = 0), mas comutarem
com operadores bosônicos (ex. [θα, φ] = 0 e [θα, Pm] = 0). Identidades envonvendo variáveis
de Grassmann estão no apêndice B.2.

Usando os espinores de Grassmann nós podemos escrever a álgebra de super Poincaré
em função apenas de comutadores. Para isto, vamos escrever

[

θQ, θ̄Q̄
]

≡
[

θαQα, θ̄α̇Q̄
α̇
]

= θαQαθ̄α̇Q̄
α̇ − θ̄α̇Q̄

α̇θαQα, (2.12)

onde Q e Q̄ são os geradores da álgebra de SUSY (ver apêndice A).
Como as variáveis de Grassmann comutam com variáveis fermiônicas, temos

[

θQ, θ̄Q̄
]

= θαθ̄α̇QαQ̄
α̇ − θ̄α̇θ

αQ̄α̇Qα = θαθ̄α̇Qαǫ
α̇β̇Q̄β̇ − θ̄α̇θ

αǫα̇β̇Q̄β̇Qα

= θαθ̄β̇QαQ̄β̇ − θ̄β̇θαQ̄β̇Qα (2.13)

Usando {θ̄β̇ , θα} = 0 e {Q̄β̇, Qα} = 2σm
αβ̇
Pm, podemos escrever

[

θQ, θ̄Q̄
]

= 2θασm
αβ̇
θ̄β̇Pm ≡ 2θσmθ̄Pm, (2.14)

logo temos um resultado somente em função de termos que comutam.
Em analogia com a teoria quântica de campos, em teorias supersimétricas os campos

devem possuir certas propriedades de transformação sobre trasformações de super-Poincaré.
Lembramos que o operador Pm = i∂m gera um deslocamento a no argumento espaço-

tempo de φ, ou seja,

φ(x) → U(a)φ(x)U−1(a) = eiamPmφ(x)e−iamPm = φ(x+ a) (2.15)

Em SUSY nós devemos construir operadores unitários análogos para Q e Q̄, os quais
teriam efeito de deslocamento similar sobre os argumentos espinoriais dos campos. Devido
a relação algébrica entre geradores de SUSY e o gerador de translação no espaço-tempo Pm

(Eq. (A.9)), vamos escrever um operador unitário S para uma transformação de SUSY da
forma

S (a, ε, ε̄) ≡ ei(amPm+εαQα+ε̄α̇Q̄α̇), (2.16)

Vamos combinar duas transformações de SUSY e analisar quais trasformações são indu-
zidas nas coordenadas espaço-tempo e nas coordenadas espinoriais. Temos que

S (a, ε, ε̄)S
(

x, θ, θ̄
)

= ei(amPm+εαQα+ε̄α̇Q̄α̇)ei(xmPm+θαQα+θ̄α̇Q̄α̇)

(2.17)
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Definindo A = i
(

amPm + εαQα + ε̄α̇Q̄
α̇
)

e B = i
(

xmPm + θαQα + θ̄α̇Q̄
α̇
)

, e usando as
relações de comutação (A.9), temos que

[A,B] = −
[

amPm + εαQα + ε̄α̇Q̄
α̇, xmPm + θαQα + θ̄α̇Q̄

α̇
]

(2.18)

= −
[

εQ, θ̄Q̄
]

+
[

θQ, ε̄Q̄
]

, (2.19)

Usando a fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff7, e o fato de que que [A,B] comuta com
A e B, podemos escrever

S (a, ε, ε̄)S
(

x, θ, θ̄
)

= ei{(xm+am)Pm+(εα+θα)Qα+(ε̄α+θ̄α)Q̄α+ i

2
[εαQα,θ̄α̇Q̄α̇]− i

2
[θαQα,ε̄α̇Q̄α̇]} (2.20)

De acordo com (2.14), podemos escrever

[

εαQα, θ̄α̇Q̄
α̇
]

= 2εσmθ̄Pm e
[

θαQα, ε̄α̇Q̄
α̇
]

= 2θσmε̄Pm, (2.21)

portanto

S (a, ε, ε̄)S
(

x, θ, θ̄
)

= S
(

xm + am + iεσmθ̄ − iθσmε̄, θ + ε, θ̄ + ε̄
)

(2.22)

Como resultado de S(a, ε, ε̄)S(x, θ, θ̄), são induzidas as seguintes trasformações

xm → xm + am + iεσmθ̄ − iθσmε̄ (2.23)

θ → θ + ε (2.24)

θ̄ → θ̄ + ε̄ (2.25)

Como podemos ver, as transformações no espaço-tempo ocorrem mesmo se am = xm = 0.
Finalmente, para um supercampo Ω

(

x, θ, θ̄
)

no superespaço, sobre uma transformação
de SUSY S (am, ε, ε̄) resulta em

Ω
(

xm, θ, θ̄
)

→ Ω
(

xm + am + iεσmθ̄ − iθσmε̄, θ + ε, θ̄ + ε̄
)

(2.26)

Para manipular as propriedades de trasformação dos campos é conveniente conhecer qual
a representação diferencial dos geradores de SUSY. Vamos então fazer uma transformação
infinitesimal sobre o supercampo

Ω → Ω′ = Ω + δΩ. (2.27)

Sendo Ω′ = e−i(εαQα+ε̄α̇Q̄α̇+amPm)Ω infinitesimal, temos

Ω → Ω′ = Ω − i
(

εαQα + ε̄α̇Q̄
α̇ + amPm

)

Ω (2.28)

Se a, ε e ε̄ forem infinitesimalmente pequenos, podemos expandir (2.26) em série de
Taylor8 para obter

Ω′ = Ω +
(

am + iεασm
αα̇θ̄

α̇ − iθασm
αα̇ε̄

α̇
)

∂mΩ + εα∂αΩ + ε̄α̇∂̄
α̇Ω (2.29)

7 Na expressão eAeB = eC , se A e B são operadores, o operador C é dado por: C = A + B + 1
2 [A, B] +

1
12 ([A, [A, B]] + [[A, B], B]) + ...

8 Série de Taylor na forma vetorial: ξ (~r + ~a) =
∑∞

n=0
1
n! (~a · ▽)

n
ξ (~r).
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Comparando (2.28) e (2.29)

−iamPmΩ = am∂mΩ (2.30)

−iεαQαΩ =
(

εα∂α + iεασm
αα̇θ̄

α̇∂m

)

Ω (2.31)

−iε̄α̇Q̄
α̇Ω =

(

ε̄α̇∂̄
α̇ − iθασm

αα̇ε̄
α̇∂m

)

Ω =
(

ε̄α̇∂̄
α̇ + iε̄α̇σmT

α̇α θ
α∂m

)

Ω (2.32)

Da Eq. (2.32) verificamos que uma das contribuições para Q̄ é

Q̄α̇ = i∂̄α̇, (2.33)

a qual, usando ǫβ̇α̇∂̄
α̇ = −∂̄β̇ (ver identidades envolvendo derivadas de variáveis de Grass-

mann no apêndice B), pode ser escrita como

Q̄β̇ = −i∂̄β̇ . (2.34)

A segunda contribuição é dada por:

Q̄α̇ = σmT
α̇α θ

α∂m = θασm
αα̇∂m, (2.35)

já que ε̄α̇Q̄
α̇ = −Q̄α̇ε̄

α̇.
Logo, de (2.30), (2.31), (2.32), (2.34) e (2.35), podemos escrever

Pm = i∂m (2.36)

Qα = i∂α − σm
αα̇θ̄

α̇∂m (2.37)

Q̄α̇ = −i∂̄α̇ + θασm
αα̇∂m (2.38)

As equações acima nos fornecem a forma diferencial para os geradores da álgebra de
SUSY, Pm, Q e Q̄. É posśıvel verificar que estes operadores satisfazem a álgebra super-
simétrica (A.9).

Como veremos na próxima seção é conveniente introduzirmos também derivadas covari-
antes, as quais anticomutam com os geradores de SUSY Q e Q̄. Estas, podem ser escritas
como:

Dα = ∂α − iσm
αα̇θ̄

α̇∂m, D̄α̇ = ∂̄α̇ − iθασm
αα̇∂m, (2.39)

onde ∂α = ∂/∂θα e ∂̄α̇ = ∂/∂θ̄α̇.

2.4 Supercampo

Como mencionamos anteriormente, uma transformação supersimétrica sobre um campo al-
tera seu spin. É conveniente combinar campos de diferente spins (fermiônicos e bosônicos)
em um único “supercampo”. Este supercampo deve ser invariante sob transformações su-
persimétricas. No entanto, não é posśıvel simplesmente adicionarmos campos fermiônicos e
bosônicos pois estes se transformam diferentemente sob transformações de Lorentz. Logo,
vamos introduzir ao supercampo os espinores fermiônicos θα e θ̄α̇, de modo que possamos
combiná-los com campos fermiônicos e bosônicos como mostraremos a seguir.
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O supercampo será escrito como uma expansão de Taylor em potências de θ e θ̄. Como
já hav́ıamos definido, os θ são espinores de Weyl de 2 componentes, logo θθ = −2θ1θ2 e

θθθα = −2θ1θ2θ
α = −2θ1θ2ǫ

αβθβ = −2θ1θ2ǫ
21θ1 − 2θ1θ2ǫ

12θ2 = 0, (2.40)

onde usamos ǫ12 = −ǫ21. O mesmo ocorre para θ̄θ̄θ̄α̇. Logo, a expansão de Taylor incluirá
somente termos proporcionais à θθ e θ̄θ̄. Portanto, definiremos9 o supercampo como

Ω(x, θ, θ̄) = f(x) +
√

2θξ(x) +
√

2θ̄χ̄(x) + θθm(x) + θ̄θ̄n(x) +

θσmθ̄vm(x) + (θθ)θ̄λ̄(x) + (θ̄θ̄)θζ(x) +
1

2
(θθ)(θ̄θ̄)d(x) (2.41)

Os coeficientes foram colocados por conveniência. O supercampo Ω contém espinores de
Weyl de mão esquerda ξ(x) e ζ(x), espinores de Weyl de mão direita χ̄(x) e λ̄(x), campos
escalares f(x), m(x), n(x) e d(x) e um campo vetorial vm. Se considerarmos que todos os
campos são complexos, temos que o supercampo Ω possui oito graus de liberdade fermiônicos
e oito graus de liberdade bosônicos. Pelo fato do supercampo conter uma coleção de campos
componentes, ele é chamado de supermultipleto.

Da Eq. (2.41), podemos notar que a dimensão de massa das coordenadas Grasmannianas
é [θ] = [θ̄] = −1/2.

Representações irredut́ıveis do supercampo (2.41) são as menores coleções posśıveis de
componentes dos campos que se transformam neles próprios sob transformações super-
simétricas. Estes são blocos de construção mais simples, e são obtidos impondo v́ınculos,
como veremos nas próximas subseções.

2.4.1 Supercampo Quiral

Vamos definir aqui a forma do supercampo quiral de mão esquerda, que denotaremos por
Φ e de mão direita (Φ†), que são blocos de construção irredut́ıvel do supercampo (2.41).

Ficará claro a seguir que o supercampo quiral de mão esquerda satisfaz a seguinte relação
de v́ınculo

D̄α̇Φ = 0 (2.42)

Vamos encontrar a solução para esta equação de v́ınculo. Para isto é conveniente defi-
nirmos coordenadas no superespaço quirais de mão esquerda como

ym = xm + iθσmθ̄ (2.43)

Nestas novas variáveis os operadores Q e Q̄ são escritos como:

Qα = i∂α (2.44)

Q̄α̇ = −i∂̄α̇ + 2iθασm
αα̇∂m (2.45)

Usando a Eq. (2.39) e a definição (2.43), temos

D̄α̇θ
α = 0 (2.46)

D̄α̇y
m =

(

∂̄α̇ − iθασm
αα̇∂m

)

ym = iθασm
αα̇∂̄α̇θ̄

α̇ − iθασαα̇∂mx
m = 0 (2.47)

9 Como usado em [20].
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Logo, para satisfazer (2.42), Φ deve ser função de ym e θα. Podemos escrever Φ(y, θ)
como

Φ(y, θ) = φ(y) +
√

2θξ(y) + θθF (y), (2.48)

onde φ(y), F (y) são campos escalares complexos e ξ(y) é um espinor de Weyl complexo de
mão esquerda. A dimensão de massa de Φ é [Φ] = 1. Logo, as dimensões de massa dos
campos componentes de (2.48) são [φ] = 1, [ξ] = 3/2 e [F ] = 2. Podemos notar que φ e ξ
possuem a dimensão de massa esperada, mas F não. O campo F é conhecido como campo
auxiliar e sua introdução é apenas para garantir que nB = nF .

Podemos expandir o supercampo (2.48) em termos das coordenadas do super-espaço
(x, θ, θ̄). Para isso, vamos fazer uma expansão de Taylor10 de φ(y) em torno do ponto x

φ(y) = φ(x) + (ym − xm)∂mφ(x) +
(ym − xm)(yn − xn)

2
∂m∂nφ(x) + ... (2.49)

Como ym = xm + iθσmθ̄, temos:

φ(y) = φ(x) + iθσmθ̄∂mφ(x) +
1

2

(

iθσmθ̄
) (

iθσnθ̄
)

∂m∂nφ(x) + ... (2.50)

Usando θσmθ̄θσnθ̄ = −(1/2)θθθ̄θ̄ηmn, temos:

φ(y) = φ(x) + iθσmθ̄∂mφ(x) +
1

4
θθθ̄θ̄∂m∂

mφ(x) + ... (2.51)

Fazendo a expansão para ξ(y) e F (x) temos

ξ(y) = ξ(x) + iθσmθ̄∂mξ(x) +
1

4
θθθ̄θ̄∂m∂

mξ(x) + ... (2.52)

F (y) = F (x) + iθσmθ̄∂mF (x) +
1

4
θθθ̄θ̄∂m∂

mF (x) + ... (2.53)

Substituindo (2.51), (2.52) e (2.53) em (2.48), e mantendo somente os termos até θθ e
θ̄θ̄, temos:

Φ(x, θ, θ̄) = φ(x) + iθσmθ̄∂mφ(x) +
1

4
θθθ̄θ̄∂m∂

mφ(x) +
√

2θξ(x)

+ i
√

2θσmθ̄θ∂mξ(x) + θθF (x), (2.54)

onde
θσmθ̄θ∂mξ(x) = θασαα̇θ̄

α̇θλ∂mξλ. (2.55)

Como

θαθλ = −1

2
ǫαλθθ, (2.56)

θασm
αα̇θ̄

α̇θλ∂mξλ = −1

2
θθσm

αα̇θ̄
α̇ǫαλ∂mξλ = −1

2
θθ∂mξ

ασm
αα̇θ̄

α̇ = −1

2
θθ∂mξ(x)σ

mθ̄, (2.57)

10 Expansão de Taylor: f(x) = f(a) + (x − a)f ′(a) + (x−a)2

2! f ′′(a) + ..
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podemos escrever (2.54) como:

Φ(x, θ, θ̄) = φ(x) +
√

2θξ(x) + θθF (x) + iθσmθ̄∂mφ(x)

− i√
2
θθ∂mξ(x)σ

mθ̄ +
1

4
θθθ̄θ̄∂m∂

mφ(x). (2.58)

Este campo satisfaz a equação de v́ınculo (2.42). Devido ao fato deste supercampo ser
escrito somente em termos de um espinor de Weyl ξ(x) de mão esquerda (ver apêndice B),
ele é conhecido como supercampo quiral de mão esquerda.

Vamos aplicar uma transformação de supersimetria infinitesimal δΦ = −i
(

εQ+ ε̄Q̄
)

Φ
no supercampo acima. Usando (2.45)

δΦ(x, θ, θ̄) = −i
(

εαQα + ε̄α̇Q̄
α̇
)

Φ(x, θ, θ̄) = −i
(

εαQα − ε̄α̇Q̄α̇

)

Φ(x, θ, θ̄)

=
(

εα∂α + ε̄α̇∂̄α̇ + 2iθασµ
αα̇ε̄

α̇∂m

)

Φ(x, θ, θ̄)

=
√

2εα∂αθ
βξβ + εα∂α(θθ)F (x) + iεα∂αθ

βσm
ββ̇
θ̄β̇∂mφ(x)

− i√
2
εα∂α(θθ)∂mξ(x)σ

mθ̄ +
1

4
εα∂α(θθ)(θ̄θ̄)∂m∂

mφ(x)

+ iε̄α̇∂̄α̇θ
βσββ̇ θ̄

β̇∂mφ(x) − i√
2
ε̄α̇∂̄α̇(θθ)∂mξ

βσm
ββ̇
θ̄β̇

+
1

4
ε̄α̇∂̄α̇(θθ)(θ̄θ̄)∂m∂

mφ(x) + ...

=
√

2εξ + 2εθF (x) + iεσmθ̄∂mφ(x) − 2i√
2
εθ∂mξ(x)σ

mθ̄ +
1

2
εθ(θ̄θ̄)�φ(x)

+ iθσmε̄∂mφ(x) +
i√
2
θθε̄σ̄m∂mξ(x) −

1

2
ε̄θ̄(θθ)�φ(x) + ... (2.59)

Comparando com

δΦ(x, θ, θ̄) = δφ(y) +
√

2θδξ(y) + θθδF (y) + ... (2.60)

temos as seguintes variações:

δεφ =
√

2εξ (2.61)

δεξ =
√

2εF + i
√

2σmε̄∂mφ (2.62)

δεF = i
√

2ε̄σ̄m∂mξ (2.63)

Como esperávamos, a troca na componente bosônica (fermiônica) é proporcional ao
campo fermiônico (bosônico). Outra caracteŕıstica importante que podemos observar é que
a variação de F sob transformações supersimétricas corresponde a um divergente total.
Veremos na seção (2.5) que esta caracteŕıstica é importante na construção das lagrangeanas
supersimétricas.

Podemos também obter um supercampo de mão direita a partir do v́ınculo

DαΦ†(ȳ, θ̄) = 0. (2.64)
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Este supercampo pode ser definido por

Φ†(ȳ, θ̄) = φ∗(ȳ) +
√

2θ̄ξ̄(ȳ) + θ̄θ̄F ∗(ȳ); ȳ = xm − iθσmθ̄, (2.65)

e, em termos das variáveis x, θ e θ̄, pode ser escrito como

Φ†(x, θ, θ̄) = φ∗(x) +
√

2θ̄ξ̄ + θ̄θ̄F ∗(x) − iθσmθ̄∂mφ
∗(x)

+
i√
2

(

θ̄θ̄
)

θσm∂mξ̄ +
1

4

(

θ̄θ̄
)

(θθ) �φ∗(x). (2.66)

Podemos perceber que o campo acima é escrito em termo de espinores de Weyl ξ̄ de mão
direita (ver apêndice B).

Estes supercampos quirais podem ser usados para descrever bósons de spin 0 e férmions
de spin 1/2, como por exemplo o bóson de Higgs e os quarks e léptons do Modelo Padrão.

2.4.2 Supercampo real

Os supercampos definidos na seção anterior não possuem como componentes um campo
vetorial. Logo, vamos introduzir aqui um supercampo, chamado de supercampo vetorial,
que contém um campo vetorial como componente para descrever bósons de spin 1. Este
supercampo é definido a partir do v́ınculo

V (x, θ, θ̄) = V †(x, θ, θ̄) (2.67)

Tomando o complexo conjugado de (2.41), temos

Ω†(x, θ, θ̄) = f ∗(x) +
√

2θ̄ξ̄(x) +
√

2θχ(x) + θ̄θ̄m∗(x) + θθn∗(x)

+ θσmθ̄v∗m(x) + θ̄θ̄θλ(x) + θθθ̄ζ̄(x) +
1

2
θθθ̄θ̄d∗(x) (2.68)

Comparando (2.41) com (2.68), notamos que para (2.67) ser satisfeita é necessário que
f(x) = f ∗(x) ≡ C, χ(x) = ξ(x), m(x) = n∗(x), vm(x) = v∗m(x), λ̄(x) = ζ̄(x) e d(x) =
d∗(x) ≡ D(x). Logo,

V (x, θ, θ̄) ∼ C(x) +
√

2θχ(x) +
√

2θ̄χ̄(x) + θθm(x) + θ̄θ̄m∗(x)

+ θσmθ̄vm(x) + θθθ̄λ̄(x) + θ̄θ̄θλ(x) +
1

2
θθθ̄θ̄D(x), (2.69)

onde C(x), vm(x) e D(x) são campos reais, m(x) é um campo escalar complexo e λ e χ são
campos espinoriais complexos.

Para definir completamente a forma do supercampo, vamos usar o fato deste poder ser
constrúıdo a partir de Φ + Φ†, onde Φ é um supercampo quiral.

Usando (2.58) e (2.66), temos

Φ + Φ† = φ(x) +
√

2θξ(x) + θθF (x) + iθσmθ̄∂mφ(x)

− i√
2
θθ∂mξ(x)σ

mθ̄ +
1

4
θθθ̄θ̄�φ(x)

+φ∗(x) +
√

2θ̄ξ̄ + θ̄θ̄F ∗(x) − iθσmθ̄∂mφ
∗(x)

+
i√
2

(

θ̄θ̄
)

θσm∂mξ̄ +
1

4
θθθ̄θ̄�φ∗(x) (2.70)
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onde φ(x) = ℜeφ(x) + iℑmφ(x) e φ∗(x) = ℜeφ(x) − iℑmφ(x). Logo,

Φ + Φ† = 2ℜeφ(x) +
√

2θξ(x) +
√

2θ̄ξ̄ + θθF (x) + θ̄θ̄F ∗(x) − 2θσmθ̄∂mℑmφ(x)

+
i√
2
(θθ)θ̄σ̄m∂mξ(x) +

i√
2

(

θ̄θ̄
)

θσm∂mξ̄ +
1

2
θθθ̄θ̄�ℜeφ(x) (2.71)

Comparando (2.69) com (2.71), identificamos C com 2ℜeφ(x), χ com ξ, m(x) com
F (x), vm com −2∂mℑmφ(x). Também podemos ver que D está vinculado com o termo
ℜeφ(x) e λ com ε. Fazendo as substituições λ+ iσm∂mχ̄/

√
2 → λ, λ̄ + iσ̄m∂mχ/

√
2 → λ̄ e

D+ (1/2)�C → D, o supercampo vetorial pode ser escrito de uma forma mais geral como:

V (x, θ, θ̄) = C(x) +
√

2θχ(x) +
√

2θ̄χ̄(x)

+ θθM(x) + θ̄θ̄M∗(x) + θσmθ̄vm(x) + θθθ̄

[

λ̄+
i√
2
σ̄m∂mχ

]

+ θ̄θ̄θ

[

λ+
i√
2
σm∂mχ̄

]

+
1

2
θθθ̄θ̄

[

D(x) +
1

2
�C(x)

]

(2.72)

Podemos ver que Φ + Φ† (eq. 2.71) é um caso especial de (2.72), ou seja, também é um
supercampo vetorial, com D e λ iguais a zero.

Na forma como está escrito o supercampo vetorial, Eq. (2.72), podemos notar que
além do campo vetorial (bosônico) vm, o qual nós desejávamos encontrar, o supercampo
vetorial possui também dois campos componentes espinoriais (fermiônicos) com quiralidades
misturadas. Analisando a dimensão de massa de todos os campos componentes, [C] = 0,
[χ] = 1/2, [v] = [N ] = 1, [λ] = 3/2 e [D] = 2, percebemos que somente vm e λ possuem a
dimensão de massa esperada. Logo conclúımos que todos os outros campos componentes de
V são não f́ısicos. Um campo usual que possui quiralidade misturada é o campo de Majorana
(um campo de Majorana de mão esquerda é igual ao de mão direita, como mostrado no
apêndice (B)). Logo o campo espinorial f́ısico λ, componente espinorial do supercampo V ,
deve ser uma férmion de Majorana.

Como vm descreve um bóson de gauge, postulamos então que V deve ser invariante
sobre uma transformação de gauge abeliana, e definimos a generalização supersimétrica
desta transformação como:

V → V + Φ + Φ†, (2.73)

visto que esta resulta nas seguintes transformação da componente vetorial:

vm → vm − ∂mΛ onde Λ = i (φ− φ∗) , (2.74)

que é a invariância de gauge usual, e usando (2.71) e (2.72) a transformação das outras
componentes fica

C → C + φ+ φ∗

χ → χ+ ε

M → M + F

λ → λ

D → D (2.75)
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Como a maioria dos campos são não f́ısicos, vamos analisar aqui somente a transformação
do campo componente D (da Eq. (2.72)) sobre tranformações de SUSY (2.28). Temos o
seguinte resultado:

δεD = ε̄σ̄∂mλ− εσm∂mλ̄ = ∂m

(

εσmλ̄+ λσmε̄
)

, (2.76)

o qual mostra que a componente D do supercampo vetorial trasforma-se em uma derivada
total, tal como o campo F do supercampo quiral. Este resultado junto ao resultado (2.63)
é de fundamental importância para construção das lagrangeanas supersimétricas, como ve-
remos na seção (2.5).

Gauge de Wess-Zumino

Escolhendo C, χ, M como nulos, a Eq. (2.75) se reduz a um gauge especial, chamado gauge
de Wess-Zumino. Neste gauge o supercampo vetorial pode ser escrito como:

VWZ

(

x, θ, θ̄
)

= θσmθ̄vm(x) + θθθ̄λ̄(x) + θ̄θ̄θλ(x) +
1

2
θθθ̄θ̄D(x) (2.77)

Com o campo não f́ısico D o supercampo VWZ satisfaz nF = nB.
Neste gauge, podemos escrever também

V 2
WZ = −1

2
θθθ̄θ̄vmvm, (2.78)

V n
WZ = 0, (2.79)

onde n ≥ 3.

2.4.3 Definindo part́ıculas em SUSY a partir dos supercampos

Nas Eqs. (2.4.2) e (2.4.1), mostramos três supercampos básicos: supercampo quiral de mão
esquerda, supercampo quiral de mão direita e o supercampo vetorial. Estes são formados
por mais graus de liberdade do que os campos usuais do Modelo Padrão. Os campos usuais
dependem somente de xm (por exemplo, o elétron). Na extensão supersimétrica do Modelo
Padrão os campos usuais são apenas campos componentes dos supercampos, assim como os
campos que não dependem somente xm, mas também de θα e θ̄α̇.

O supercampo quiral de mão esquerda é constitúıdo por um escalar φ e um férmion de
mão esquerda ξ e o supercampo quiral de mão direita por um escalar φ∗ e um férmion de
mão direita ξ̄. O supercampo vetorial consiste de um bóson vetorial vm , um espinor de
Weyl λ e seu conjugado λ̄. Não falamos dos campo F e D, porque não são campos f́ısicos.

Resumindo, no Modelo Padrão temos: férmions de mão esquerda ξf , que é uma compo-
nente do supercampo Φ = (φ, ξf), férmions de mão direita ξ̄f , que é um campo componente
do supercampo Φ† = (φ∗, ξ̄f), bósons de Higgs φh (Φh = (φh, ξh)) e φ∗

h (Φ∗
h = (φ∗

h, ξ
∗
h)) e

bósons de gauge vm, que pertence a V = (vm, λ, λ̄).
Na extensão supersimétrica da f́ısica de part́ıculas, temos que os léptons e quarks (ξf

e ξ̄f) serão parte de um supercampo quiral (Φ e Φ†) assim como seus parceiros escalares,
denominados de sléptons e squarks (φf e φ∗

f). Os bósons de gauge vm serão uma parte
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do supercampo vetorial V e também seus parceiros, conhecidos como gauginos (λ e λ̄).
Finalmente, os bósons de Higgs (φh e φ∗

h) serão a parte escalar de um supercampo quiral
(Φh e Φ†

h) assim como seus parceiros fermiônicos, os higgsinos (ξh e ξ†h). Veremos exemplos
desta extensão no próximo caṕıtulo, onde trataremos da SQED e SQCD.

2.5 Lagrangeanas Supersimétricas

Vamos agora construir a lagrangeana da teoria de campos supersimétrica. Nós queremos
que a ação seja invariante sob transformações supersimétricas, ou seja,

δε

∫

d4xL(x) = 0 (2.80)

Se a lagrangeana variar por uma derivada total, a ação é invariante. Como vimos os
termos F do supercampo quiral (componente θθ do supercampo quiral de mão esquerda
ou θ̄θ̄ do supercampo quiralidade de mão direita) e os termos D do supercampo vetorial
(componente θθθ̄θ̄) são candidatos para densidade lagrangeana supersimétrica já que sob
trasformações de SUSY eles se transformam como divergentes totais. Logo, podemos escre-
ver a ação como:

S =

∫

d4x

(
∫

d2θLF +

∫

d2θd2θ̄LD

)

, (2.81)

onde LF é constitúıdo de termos F do supercampo quiral e LD de termos D do supercampo
vetorial.

Como veremos no próximo caṕıtulo, as lagrangeanas das teorias supersimétricas são
constrúıdas em termos de produtos de supercampos quirais. Vamos agora analisar alguns
destes produtos que usaremos no próximo caṕıtulo. Para dois supercampo quirais de mão
esquerda Φi e Φj temos:

Φi(y, θ)Φj(y, θ) =
(

φi(y) +
√

2θξi(y) + θθFi(y)
)(

φj(y) +
√

2θξj(y) + θθFj(y)
)

= φi(y)φj(y) +
√

2θ (φi(y)ξj(y) + ξi(y)φj(y))

+ θθ (φi(y)Fj(y) + Fi(y)φj(y) − ξi(y)ξj(y)) , (2.82)

onde usamos θαξαθ
βξβ = θαθβξαξβ = −(1/2)ǫαβθθξαξβ = −(1/2)θθξξ.

Podemos notar que o último termo em θθ na expressão (2.82) parece com um termo de
massa dos férmions, tal como em Eq. (1.65).

Para três supercampos quirais de mão esquerda Φi, Φj e Φk:

Φi(y, θ)Φj(y, θ)Φk(y, θ) = φi(y)φj(y)φk(y)

+
√

2θ [φi(y)φj(y)ξk(y) + φi(y)ξj(y)φk(y) + ξi(y)φj(y)φk(y)]

+ θθ[φi(y)φj(y)Fk(y) + φi(y)Fj(y)φk(y) + Fi(y)φj(y)φk(y)

− φi(y)ξj(y)ξk(y) − ξi(y)ξj(y)φk(y) − ξi(y)φj(y)ξk(y)] (2.83)

Notamos que os três últimos termos na equação acima descrevem interações de Yu-
kawa [58] entre um escalar e dois férmions. Não podemos multiplicar mais do que três
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supercampos quirais, pois a lagrangeana resultante teria dimensão de massa maior que 4, e
seria não renormalizável.

Dos produtos de 2 e 3 supercampos quirais de mão esquerda encontramos termos que
podem ser relacionados a massas dos férmions e interações de Yukawa. Precisamos agora
encontrar termos de energia cinética para os campos φ e ξ. Para encontrarmos estes termos
vamos analisar o produto Φ†

iΦj , onde usaremos Φj(x, θ, θ̄) (Eq. 2.58) e Φ†
i (x, θ, θ̄) (Eq. 2.66).

Φ†
i (x, θ, θ̄)Φj(x, θ, θ̄) = φ∗

iφj +
√

2θξjφ
∗
i + θθφ∗

iFj + iθσmθ̄φ∗
i∂mφj −

i√
2
θθφ∗

i ∂mξjσ
mθ̄

+
1

4
θθθ̄θ̄φ∗

i �φj +
√

2θ̄ξ̄iφj + 2θ̄ξ̄iθξj +
√

2θ̄ξ̄iθθFj + i
√

2θ̄ξ̄iθσ
mθ̄∂mφj

− iθ̄ξ̄iθθ∂mξjσ
mθ̄ + θ̄θ̄F ∗

i φj +
√

2θ̄θ̄F ∗
i θξj + θ̄θ̄θθF ∗

i Fj

− iθσmθ̄∂mφ
∗
iφj − i

√
2θσmθ̄∂mφ

∗
i θξj + θσmθ̄∂mφ

∗
i θσ

mθ̄∂mφj

+
i√
2
θ̄θ̄θσm∂mξ̄iφj + iθ̄θ̄θσm∂mξ̄iθξj +

1

4
θ̄θ̄θθ�φ∗

iφj . (2.84)

Vamos escrever o primeiro termo da segunda linha da expressão acima como

− i√
2
θθφ∗

i ∂mξjσ
mθ̄ = − i√

2
θθφ∗

i∂mξ
α
j σ

m
αα̇θ̄

α̇ =
i√
2
θθθ̄α̇σmT

α̇α φ
∗
i∂mξ

α
j , (2.85)

logo

− i√
2
θθφ∗

i ∂mξσ
mθ̄ =

i√
2
θθθ̄α̇σm

αα̇φ
∗
i ∂mξ

α. (2.86)

O segundo termo da quarta linha da expressão (2.84) pode ser escrito como

−i
√

2θσmθ̄∂mφ
∗
i θξj = −i

√
2θασm

αα̇θ̄
α̇∂mφ

∗
i θ

βξjβ =
i√
2
θθ∂mφ

∗
i ξ

α
j σ

m
αα̇θ̄

α̇

= − i√
2
θθθ̄α̇σmT

α̇α ∂mφ
∗
i ξ

α
j , (2.87)

portanto

−i
√

2θσmθ̄∂mφ
∗
i θξj = − i√

2
θθθ̄α̇σm

αα̇∂mφ
∗
i ξ

α
j . (2.88)

Também podemos reescrever o primeiro e o segundo termo da terceira linha de (2.84)
como

i
√

2θ̄ξ̄iθσ
mθ̄∂mφj = i

√
2
(

−θ̄β̇ ξ̄iβ̇

)

θασm
αα̇θ̄

α̇∂mφj = − i√
2
θ̄θ̄θασm

αα̇ξ̄
α̇
i ∂mφj (2.89)

−iθ̄ξ̄iθθ∂mξjσ
mθ̄ = −iθθ

(

−θ̄β̇ ξ̄iβ̇

)

∂mξ
α
j σ

m
αα̇θ̄

α̇ =
i

2
θθθ̄θ̄∂mξ

α
j σ

m
αα̇ξ̄

α̇
i = − i

2
θθθ̄θ̄ξ̄iσ̄

m∂mξj

(2.90)
E reescrevemos o segundo termo da quinta linha como:

iθ̄θ̄θσm∂mξ̄iθξj = iθ̄θ̄θασm
αα̇∂mξ̄

α̇
i θ

βξjβ = − i

2
θ̄θ̄θθξα

j σ
m
αα̇∂mξ̄

α̇
i =

i

2
θ̄θ̄θθ∂mξ̄iσ̄

mξj (2.91)
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Substituindo (2.86), (2.88), (2.89), (2.90) e (2.91) na expressão (2.84):

Φ†
i (x, θ, θ̄)Φj(x, θ, θ̄) = φ∗

iφj +
√

2θξjφ
∗
i +

√
2θ̄ξ̄iφj + θθφ∗

iFj + θ̄θ̄F ∗
i φj

+θαθ̄α̇
[

iσm
αα̇ (φ∗

i∂mφj − ∂mφ
∗
iφj) − 2ξ̄iα̇ξjα

]

+θθθ̄α̇

[

i√
2
σm

αα̇

(

φ∗
i∂mξ

α
j − ∂mφ

∗
i ξ

α
j

)

−
√

2Fj ξ̄iα̇

]

+θ̄θ̄θα

[

− i√
2
σm

αα̇

(

ξ̄α̇
i ∂mφj − ∂mξ̄

α̇
i φj

)

+
√

2F ∗
i ξjα

]

+θθθ̄θ̄

[

F ∗
i Fj +

1

4
φ∗

i �φj +
1

4
�φ∗

iφj −
1

2
∂mφ

∗
i ∂

mφj +
i

2
∂mξ̄iσ̄

mξj −
i

2
ξ̄iσ̄

m∂mξj

]

. (2.92)

Podemos notar que nos coeficientes de θθθ̄θ̄, há termos de energia cinética para a com-
ponente escalar φ e para componente fermiônica ξ.

Concluindo, para construirmos a lagrangeana supersimétrica estamos interessados nos
coeficientes de θθ, que aparecem em (2.82) e (2.83), e nos referimos como termos F , assim
como nos coeficientes de θθθ̄θ̄, que aparecem em (2.92), e nos referimos como termos D.
Logo, usando (2.51), (2.52) e (2.53) podemos escrever:

[

Φi

(

x, θ, θ̄
)

Φj

(

x, θ, θ̄
)]

F
= φi(x)Fj(x) + Fi(x)φj(x) − ξi(x)ξj(x) (2.93)

[

Φi

(

x, θ, θ̄
)

Φj

(

x, θ, θ̄
)

Φk

(

x, θ, θ̄
)]

F
= φi(y)φj(y)Fk(y) + φi(y)Fj(y)φk(y)

+Fi(y)φj(y)φk(y) − φi(y)ξj(y)ξk(y) − ξi(y)ξj(y)φk(y) − ξi(y)φj(y)ξk(y) (2.94)

[

Φ† (x, θ, θ̄
)

Φ
(

x, θ, θ̄
)]

D
= F ∗

i (x)Fj(x) +
1

4
φ∗

i (x)�φj(x) +
1

4
�φ∗

i (x)φj(x)

−1

2
∂mφ

∗
i (x)∂

mφj(x) +
i

2
∂mξ̄i(x)σ̄

mξj(x) −
i

2
ξ̄i(x)σ̄

m∂mξj(x), (2.95)

onde na última equação usamos ξ̄ζ̄χτ = 1
2
ξ̄σ̄µχζ̄σ̄µτ̄ .

A Eq. (2.95) pode ser escrita também como:

[

Φ† (x, θ, θ̄
)

Φ
(

x, θ, θ̄
)]

D
= F ∗

i (x)Fj(x) + φ∗
i (x)�φj(x) + i∂mξ̄i(x)σ̄

mξj(x), (2.96)

onde usamos

∂m

(

ξ̄iσ̄
mξj
)

= ∂mξ̄iσ̄
mξj + ξ̄iσ̄

m∂mξj,

∂m (∂mφ∗
iφj) = �φ∗

iφj + ∂mφ
∗
i∂

mφj ,

∂m (φ∗
i∂

mφj) = φ∗
i �φj + ∂mφ

∗
i∂

mφj , (2.97)

e desprezamos o termos de superf́ıcie ∂m

(

ξ̄iσ̄
mξj
)

e ∂m (∂mφ∗
iφj).

Vamos definir então uma lagrangeana supersimétrica de uma forma geral como:

L = LF + LD, (2.98)



Caṕıtulo 2. Supersimetria 42

sendo
LF = [W (Φi) + h.c.]F , LD =

[

Φ†
iΦi

]

D
(2.99)

onde W (Φi) é o superpotencial definido por:

W (Φi) ≡ aiΦi +
1

2
mijΦiΦj +

1

3!
fijkΦiΦjΦk (2.100)

com os Φi sendo todos supercampos quirais de mão direita e as ai, mij e fijk são constantes
com dimensões de massa 2, 1, 0, respectivamente.

Conclusão

Neste caṕıtulo vimos conceitos de SUSY como o superespaço e os supercampos. Mostramos
como são introduzidos os superparceiros ao espectro de part́ıculas usuais do Modelo Padrão.
Definimos também qual é a forma de uma lagrangeana invariante sobre transformações
supersimétricas. Mostramos que esta lagrangeana é constrúıda em termos de produtos de
supercampos quirais.

No próximo caṕıtulo usaremos as definições de supercampo quiral e vetorial para cons-
truirmos as extensões supersimétricas da QED e da QCD. Encontraremos também as la-
grangeanas invariantes sobre SUSY e sobre transformações de gauge destas teorias.
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Como vimos no caṕıtulo anterior, a lagrangeana invariante sob transformações supersimétricas
deve possuir a forma dada pela Eq. (2.98), a qual é escrita em termos de produtos de super-
campos quirais. Como resultado destes produtos (Eqs. (2.93), (2.94) e (2.96))), aparecem
campos espinoriais ξ, campos escalares φ e campos vetoriais vm.

Na extensão supersimétrica da f́ısica de part́ıculas usual, associamos a cada part́ıcula
conhecida um superparceiro com estat́ıstica diferente. Por exemplo, ao elétron (férmion)
introduzimos o selétron ẽ (bóson).

Neste caṕıtulo vamos estudar a versão supersimétrica da eletrodinâmica quântica (SQED)
e da Cromodinâmica Quântica (SQCD), que são ingredientes fundamentais do Modelo
Padrão Supersimétrico Mı́nimo (MSSM) [33,34,36]. Mostraremos como surgem as part́ıculas
e seus parceiros supersimétricos. Encontraremos as lagrangeanas destas teorias e suas res-
pectivas regras de Feynman.

Como a SQED é uma extensão supersimétrica da QED, o supercampo quiral usado
para construirmos a lagrangeana terá como um de seus componentes um campo espinorial
de Weyl que descreverá o elétron (férmion usual da QED) assim como um campo escalar
componente φ que descreverá um selétron (bóson). O campo vetorial vm, componente do
supercampo vetorial, descreverá o fóton (bóson de gauge da QED) e a componente espinorial
do campo descreverá o fotino, que é o campo fermiônico superparceiro do fóton.

Analogamente, na SQCD o supercampo quiral conterá como componente um campo
espinorial que descreverá o quark (férmion) assim como um campo escalar para o squark
(bóson). O supercampo vetorial será constitúıdo pelo campo vetorial vm que descreverá o
glúon (bóson de gauge da QCD) e um campo espinorial que descreverá o superparceiro do
glúon, conhecido como glúıno.

3.1 Eletrodinâmica Quântica Supersimétrica (SQED)

Para uma extensão supersimétrica da QED, é necessário combinar a simetria de gauge U(1)
(seção (1.2)) com supersimetria.

Da definição (Eq. (2.98)) para uma lagrangeana supersimétrica, LD possui termos de
energia cinética para os campos espinorial ξ e escalar φ. Estes dois campos são componen-
tes de um supercampo quiral de mão esquerda Φ. Na extensão supersimétrica da QED, o
campo espinorial ξ deve representar um elétron e o campo escalar φ o selétron (superpar-
ceiro do elétron). Devemos encontrar agora os termos de energia cinética para os campos
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vetorial vm
1 e espinorial λ, que são componentes do supercampo vetorial V e, em SQED,

representam o fóton e fotino (superpaceiro do fóton), respectivamente. Vamos encontrar
este termo de energia cinética da lagrangeana da SQED em função de um tensor de campo
eletromagnético, em analogia à FmnF

mn da QED (seção (1.2)). Devemos lembrar que este
deve ser invariante sob uma transformação de supergauge abeliana.

Para um supercampo vetorial V (x, θ, θ̄), vamos definir

Wα = −1

4
D̄D̄DαV, W̄α̇ = −1

4
DDD̄α̇V (3.1)

Como D̄α̇D̄D̄ = 0, temos que D̄α̇Wα̇ = 0, logo Wα é um supercampo quiral de mão
esquerda. Similarmente, W̄α é um supercampo quiral de mão direita. Podemos mostrar que
Wα e W̄α são invariantes sob a transformação de gauge abeliana (2.73), ou seja,

Wα → −1

4
D̄D̄Dα(V + Φ + Φ†) = Wα − 1

4
D̄D̄Dα(Φ) pois DαΦ† = 0 (3.2)

Podemos escrever

D̄D̄DαΦ = D̄β̇D̄
β̇DαΦ = −D̄β̇D̄β̇DαΦ = −D̄β̇

(

D̄β̇Dα +DαD̄β̇

)

Φ pois D̄β̇Φ = 0 (3.3)

Logo (3.2) fica

Wα → Wα +
1

4
D̄β̇{D̄β̇, Dα}Φ

= Wα +
1

4
D̄β̇
(

−2(σm)ββ̇Pm

)

Φ

= Wα − 1

2
(σm)ββ̇

(

D̄β̇Pm − PmD̄
β̇
)

Φ

= Wα − 1

2
(σm)ββ̇

[

D̄β̇, Pm

]

Φ

= Wα, (3.4)

onde usamos [D̄β̇, Pm] = 0, pois {D̄β̇, Dα} = −2(σm)αα̇Pm.

A partir da definição (3.1), é posśıvel encontrar expressões para Wα e W̄α̇ como demons-
trado no apêndice C.

Usando as expressões (C.19) e (C.20) do apêndice C, podemos escrever o termo de energia
cinética para o supercampo vetorial vm, constrúıdo a partir dos supercampos espinoriais de
mão esquerda Wα e de mão direita W̄α̇, como

1

4

[

W αWα + W̄α̇W̄
α̇
]

F
=

1

2
D2(x) − 1

4
Fmn(x)Fmn(x) − iλ(x)σm∂mλ̄(x), (3.5)

onde Fmn = ∂mvn − ∂nvm. Podemos ver que os dois últimos termos desta equação represen-
tam os termos de energia cinética para o fóton vm e para um férmion de Majorana λ. Como
vimos anteriormente, o campo D não é um campo f́ısico, ele é introduzido para garantir a
igualdade de graus de liberdade bosônicos e fermiônicos.

1 O campo vetorial que descreve o fóton foi definido no caṕıtulo 1 como Am. Aqui, vamos usar a notação
do Wess-Bagger [71] e definir o campo vetorial do fóton como vm.
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Continuaremos nossa procura por uma expressão para a lagrangeana supersimétrica
invariante sob transformações de gauge local U(1). Como fizemos na QED, vamos primei-
ramente analisar a seguinte transformação de gauge global sobre um supercampo quiral de
mão esquerda:

φ→ φ′ = e−iΛφ, (3.6)

onde Λ é constante e real. Nós podemos promover Λ a um supercampo quiral, com proprie-
dade Λ = Λ† (supercampo quiral de mão esquerda igual ao de mão direita). Este seria um
caso especial de supercampo quiral, já que ele satisfaz o v́ınculo D̄α̇Λ = DαΛ = 0, que é a
condição de quiralidade. Assim, teŕıamos uma transformação de mão esquerda como

φ→ φ′ = e−iΛφ, (3.7)

e uma transformação de mão direita

φ† → φ′† = eiΛ†

φ† = eiΛφ†. (3.8)

Logo
φ′†φ′ = φ†eiΛe−iΛφ = φ†φ (3.9)

Conclúımos então que φ†φ é invariante sob uma transformação de gauge global.
Se pretendemos tratar com a invariância de gauge local, Λ deve ser função de x. Vamos

também definir Λ como sendo uma supercampo quiral de mão esquerda e Λ† de mão direita,
assim como φ′ e φ′†. Como neste caso Λ depende de x, é imposśıvel que o supercampo quiral
de mão esquerda seja igual ao de mão direita (Λ 6= Λ†), logo

φ′†φ′ = φ†eiΛ†

e−iΛφ 6= φ†φ (3.10)

Percebemos então que φ†φ não é invariante sob transformação de gauge local. Como
vimos na seção (1.2), a lagrangeana de Dirac também não é invariante sob tranformações
de gauge local. Para obtermos a lagrangeana invariante da QED, foi necessário introduzir
um campo de gauge, Am. Vamos então realizar um procedimento análogo e introduzir o
supercampo vetorial de gauge, V , que se transforma como:

eV → e−iΛ†(x)eV eiΛ(x) (3.11)

No caso abeliano todos os supercampos comutam; logo, de acordo com a fórmula de
Baker-Campbell-Hausdorff, podemos escrever

V → V ′ = V − iΛ†(x) + iΛ(x) (3.12)

Temos então que

φ†eV φ→ φ′†eV ′

φ′ = φ†eiΛ†(x)e−iΛ†(x)eV eiΛ(x)e−iΛ(x)φ = φ†eV φ (3.13)

Finalmente, o produto de supercampos quirais definido por φ†eV φ é invariante sob trans-
formações de gauge local.
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No espectro de part́ıculas da SQED temos o elétron. Podemos pensar no elétron como
uma combinação linear complexa de 2 espinores de Weyl. Devemos então construir a la-
grangeana da SQED em termos de dois supercampos quirais de mão esquerda Φ+ e Φ− com
respectivas cargas q, −q e que se transformam sob transformações de gauge como

Φ′
+ = e−2iqΛ(x)Φ+, Φ′

− = e2iqΛ(x)Φ− (3.14)

Aqui Φ+ contém a componente quiral de mão esquerda do campo fermiônico e Φ− e a
do campo anti-fermiônico, enquanto Φ†

− contém a componente de mão direita do campo

fermiônico e Φ†
+ a do campo anti-fermiônico. Com as transformações de gauge sobre os

campos definidas em (3.14), vamos agora encontrar quais os termos da expressão geral para
a lagrangeana de teorias supersimétricas (ver Eq. (2.98)), ou seja,

L =
1

4

(
∫

d2θW αWα +

∫

d2θ̄W̄ α̇W̄α̇

)

+

∫

d4θΦ̄ie
2gtiV Φi

+

[
∫

d2θ

(

hiΦi +
1

2
mijΦiΦj +

1

3!
fijkΦiΦjΦk

)]

, (3.15)

são invariantes sob transformações de gauge.
Temos que

Φ†
ie

2qV Φi → Φ†
+e

2iqΛe2qV e−2iqΛΦ+ = Φ†
+e

2qV Φ+ para g = q e t = 1 (3.16)

Φ†
ie

−2qV Φi → Φ†
−e

−2iqΛe−2qV e2iqΛΦ− = Φ†
−e

−2qV Φ− para g = q e t = −1 (3.17)

ΦiΦj = Φ+e
−2iqΛe2iqΛΦ− = Φ+Φ− (3.18)

ΦiΦj = Φ−e
2iqΛe−2iqΛΦ+ = Φ−Φ+ (3.19)

Como Φi e ΦiΦjΦk não são invariantes, a lagrangeana da SQED é dada por:

LSQED =
1

4

(
∫

d2θW αWα +

∫

d2θ̄W̄ α̇W̄α̇

)

+

∫

d4θΦ†
+e

2qV Φ+

+

∫

d4θΦ†
−e

−2qV Φ− +
1

2
M

(
∫

d2θΦ+Φ− +

∫

d2θ̄Φ†
+Φ†

−

)

(3.20)

Como demonstrado no apêndice (C.2), podemos escrever

[

Φ†e2qV Φ
]

θθθ̄θ̄
= F ∗F + φ∗�φ− iξσm∂mξ̄ − qvm

(

ξ̄σ̄mξ + iφ∗∂mφ− i∂mφ
∗φ
)

−
√

2qλ̄ξ̄φ−
√

2qλξφ∗ + q (D − qvmv
m)φ∗φ (3.21)

Os supercampos quirais de mão esquerda Φ+ e Φ−, constituintes da lagrangeana da
SQED (3.20), podem ser definidos como

Φ+(y, θ) = φ+(y) +
√

2θξ+(y) + θθF+(y)

Φ−(y, θ) = φ−(y) +
√

2θξ−(y) + θθF−(y) (3.22)
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Logo,

[

Φ†
+e

2qV Φ+

]

θθθ̄θ̄
= F ∗

+F+ + φ∗
+∂m∂

mφ+ − iξ+σ
m∂mξ̄+

− qvm
(

ξ̄+σ̄
mξ+ + iφ∗

+∂mφ+ − i∂mφ
∗
+φ+

)

−
√

2qλ̄ξ̄+φ+ −
√

2qλξ+φ
∗
+ + q (D − qvmv

m)φ∗
+φ+ (3.23)

[

Φ†
−e

−2qV Φ−

]

θθθ̄θ̄
= F ∗

−F− + φ∗
−∂m∂

mφ− − iξ−σ
m∂mξ̄−

+ qvm
(

ξ̄−σ̄
mξ− + iφ∗

−∂mφ− − i∂mφ
∗
−φ−

)

+
√

2qλ̄ξ̄−φ− +
√

2qλξ−φ
∗
− − q (D + qvmv

m)φ∗
−φ− (3.24)

Em analogia à Eq. (2.93), podemos escrever também

[Φ+Φ−]θθ = φ+F− + F+φ− − ξ+ξ− (3.25)

[

Φ†
+Φ†

−

]

θ̄θ̄
= φ∗

+F
∗
− + F ∗

+φ
∗
− − ξ̄+ξ̄− (3.26)

Substituindo (3.5), (3.23), (3.24), (3.25) e (3.26) em (3.20), temos

LSQED =
1

2
D2(x) − 1

4
Fmn(x)Fmn(x) − iλ(x)σm∂mλ̄(x) + F ∗

+F+ + F ∗
−F−

+ φ∗
+∂m∂

mφ+ + φ∗
−∂m∂

mφ− − i
(

ξ+σ
m∂mξ̄+ + ξ−σ

m∂mξ̄−
)

− qvm
(

ξ̄+σ̄
mξ+ − ξ̄−σ̄

mξ− + iφ∗
+∂mφ+ − iφ∗

−∂mφ− + i∂mφ
∗
−φ− − i∂mφ

∗
+φ+

)

−
√

2q
(

λ̄ξ̄+φ+ − λ̄ξ̄−φ− + λξ+φ
∗
+ − λξ−φ

∗
−
)

+ qD
(

φ∗
+φ+ − φ∗

−φ−
)

− q2vmv
m
(

φ∗
+φ+ + φ∗

−φ−
)

+ m
(

φ+F− + F+φ− − ξ+ξ− + φ∗
+F

∗
− + F ∗

+φ
∗
− − ξ̄+ξ̄−

)

. (3.27)

Os campos auxiliares podem ser eliminados usando as equações de v́ınculo

∂L
∂F+

= 0 → F ∗
+ +mφ− = 0 (3.28)

∂L
∂F−

= 0 → F ∗
− +mφ+ = 0, (3.29)

logo

F ∗
+,− = −mφ−,+. (3.30)

Também podemos obter, através de equações de v́ınculo, que:

F+,− = −mφ∗
−,+ (3.31)

D = −q
(

φ∗
+φ+ − φ∗

−φ−
)

(3.32)
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Logo, a Eq. (3.27) pode ser escrita como

LSQED = −1

4
Fmn(x)Fmn(x) − iλ(x)σm∂mλ̄(x) −m2

(

|φ+|2 + |φ−|2
)

+ φ∗
+ (∂m + iqvm) (∂m + iqvm)φ+ + φ∗

− (∂m − iqvm) (∂m − iqvm)φ−

− iξ+σ
m (∂m + iqvm) ξ̄+ − iξ−σ

m (∂m − iqvm) ξ̄−

−
√

2q
(

λ̄ξ̄+φ+ − λ̄ξ̄−φ− + λξ+φ
∗
+ − λξ−φ

∗
−
)

− q2

2

(

|φ+|2 − |φ−|2
)2 −m

(

ξ+ξ− + ξ̄+ξ̄−
)

, (3.33)

onde usamos

φ∗
+ (∂m + iqvm) (∂m + iqvm)φ+ = φ∗

+

(

∂m∂
m + iq∂mv

m + iqvm∂
m − q2vmv

m
)

φ+

= φ∗
+

(

∂m∂
m − iqvm∂m + iqvm∂

m − q2vmv
m
)

, (3.34)

pois ∂m

(

φ∗
+v

mφ+

)

= vmφ+∂mφ
∗
+ + φ∗

+∂m(vmφ+) e consideramos o termo de superf́ıcie
∂m
(

φ∗
+vmφ+

)

nulo.
Vamos definir o espinor de Dirac de quatro componentes como

ψ =

(

ξ+α

ξ̄α̇
−

)

, ψ̄ = −
(

ξβ
− ξ̄+β̇

)

, (3.35)

e para campos de gauginos definimos

λM =

(

λα

λ̄α̇

)

, λ̄M = −
(

λβ λ̄β̇

)

. (3.36)

No apêndice (C.3) encontram-se as equações necessárias para reescrevermos a lagran-
geana (3.33) em termos destes espinores.

Usando as Eqs. (C.39), (C.41) e (C.44) podemos escrever (3.33) como

LSQED = −1

4
Fmn(x)Fmn(x) − i

2
λ̄Mγ

m∂mλM −m2
(

|φ−|2 + |φ+|2
)

+ φ∗
+DmDmφ+ + φ∗

−D†
mDm†φ− + iψ̄γmDmψ

+
√

2q
(

ψ̄PRλMφ+ − λ̄MPRψφ− + λ̄MPLψφ
∗
+ − ψ̄PLλMφ

∗
−
)

− q2

2

(

|φ+|2 − |φ−|2
)2

+mψ̄ψ, (3.37)

onde Dm = ∂m + iqvm e os operadores PL e PR são operadores projeção definidos conforme
mostra o apêndice B (Eqs. (B.7) e (B.8)). A lagrangeana acima, Eq. (3.37), descreve a
eletrodinâmica quântica supersimétrica. Comparando com a lagrangeana da QED (seção
1.2) podemos perceber que os campos ψ, φ possuem massa e carga elétrica, enquanto os
campos λ e vm não são massivos. A teoria consiste então de férmions de Dirac descritos
por um campo ψ, de sférmions de quiralidade esquerda descritos por um campo escalar
complexo φ+ (e φ∗

+), de sférmions de quiralidade direita descritos por um campo escalar
complexo φ∗

− (e φ−), de fótons γ descritos pelo campo vetorial vm e de fotinos γ̃ descritos
por um campo Majorana de quatro componentes λM .

Da lagrangeana da SQED (3.37) podemos escrever as regras de Feynman para os vértices
(iLint). Na figura (3.1), mostramos as regras de Feynman para alguns vértices da SQED.
Para um conjunto mais completo de regras dos termos de vértice ver [20, 76].
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γ

f

f

−iqγm

f̃L/R

f

γ̃

(+/−)i
√

2qPL/R

γ

f̃L(pf)

f̃L(pi)

+iq (pi + pf)m

f̃L,R

f̃L,R

f̃L,R

f̃L,R

−2iq2

γ

γ

f̃L,R

f̃L,R

2iq2gmn

Fig. 3.1: Regras de Feynman da SQED. Usamos linhas cont́ınuas para férmions de Dirac
e de Majorana e linhas tracejadas para os superparceiros bosônicos. Para mais
detalhes sobre a convenção usada nesta figura, ver caṕıtulo 4.

3.2 Cromodinâmica Quântica Supersimétrica

(SQCD)

Assim como a QCD, a super QCD é uma teoria de gauge não-abeliana. Para construirmos
a super QCD nós temos que combinar a simetria de gauge SU(3) com supersimetria. Aqui
vamos considerar uma representação fundamental do grupo SU(3) com oito geradores T a

e seus correspondentes supercampos V a (que contém o glúons va
m

2 como componente). A
tranformação de gauge é dada como na equação (3.11) para o caso abeliano

eV → eV ′

= e−iΛ†

eV eiΛ

e−V → e−V ′

= e−iΛe−V eiΛ†

. (3.38)

2 O campo vetorial que descreve o glúon foi definido no caṕıtulo 1 como Aa
m. Aqui, vamos seguir usando

notação do Wess-Bagger [71] e definir o campo vetorial do glúon como va
m.
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Fazemos as seguintes generalizações para o caso não abeliano

V → V aT a

Λ → T aΛa

[

T a, T b
]

= ifabcT c (3.39)

Não é posśıvel usarmos a Eq. (3.12), pois neste caso temos termos que não comutam
na fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff. Aplicando esta fórmula na Eq. (3.38), podemos
encontrar a transformação não-abeliana

e−iΛ†

eV ′

eiΛ = e−iΛ†(x)eV +iΛ+ i

2
[V,Λ]

= e−iΛ†+V +iΛ+ i

2
[V,Λ]+ 1

2
[−iΛ†,V +iΛ+ i

2
[V,Λ]]

= e−iΛ†+V +iΛ+ i

2
[V,Λ]+ i

2
[V,Λ†]

= eV +i(Λ−Λ†)+ i

2
[V,Λ+Λ†], (3.40)

onde consideramos o gauge de Wess-Zumino. Logo, podemos escrever

V ′ − V = i
(

Λ − Λ†)+
i

2

[

V,Λ + Λ†] . (3.41)

Na SQCD o supercampo vetorial é formado pelo campo vetorial do glúon va
m e pelo

campo espinorial λa, que representa o glúıno. Assim como na SQED, temos que encontrar
os termos de energia cinética da lagrangeana para estes campos e estes termos devem ser
invariantes sob transformações de gauge não-abelianas. Os supercampos dados pelas Eqs.
(3.1) não são invariantes no caso não-abeliano. Vamos definir o supercampo análogo para
o caso não-abeliano como

Wα ≡ − 1

8g
D̄D̄e−2gVDαe

2gV , W̄α̇ ≡ 1

8g
DDe2gV D̄α̇e

−2gV (3.42)

Para demonstrar que estas equações são invariantes sob transformações de gauge, vamos
usar a Eq. (3.38), ou seja, vamos escrever

W ′
α = − 1

8g
D̄D̄e−2igΛe−2gV e2igΛ†

Dαe
−2igΛ†

e2gV e2igΛ (3.43)

Das propriedades quirais de Λ e Λ† (D̄Λ = DΛ† = 0
)

, temos que

W ′
α = − 1

8g
e−2igΛD̄D̄e−2gVDαe

2gV e2igΛ

= − 1

8g
e−2igΛD̄D̄e−2gV {

[

Dαe
2gV
]

+ e2gVDα}e2igΛ

= e−2igΛWαe
2igΛ − 1

8g
e−2igΛD̄D̄Dαe

2igΛ (3.44)
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Vamos agora demonstrar que o último termo da equação acima é nulo. Podemos rees-
crevê-lo como:

D̄D̄Dαe
2igΛ = D̄α̇D̄

α̇Dαe
2igΛ = −D̄α̇D̄α̇Dαe

2igΛ

= −D̄α̇{D̄α̇, Dα}e2igΛ + D̄α̇DαD̄α̇e
2igΛ

= 2 (σm)αα̇ D̄
α̇Pme

2igΛ

= 2 (σm)αα̇ PmD̄
α̇e2igΛ

= 0 (3.45)

Na segunda linha usamos {D̄α̇, Dα} = 2 (σm)αα̇ Pm e D̄α̇Λ = 0. Na terceira usamos
[

D̄α̇, Pm

]

= 0. Logo, os supercampos Wα e Wα̇ transformam-se como

W ′
α = e−2igΛWαe

2igΛ e W̄ ′α̇ = e2igΛW̄ α̇e−2igΛ (3.46)

No apêndice C.4 demonstramos como chegar nas expressões para W a
α e W̄α̇. A partir

das expressões (C.77) e (C.78) obtidas no apêndice C.4, podemos escrever, para o caso
não-abeliano, o termos de energia cinética para os campos va

m e λa

1

4

[

W αaW a
α + W̄ a

α̇W̄
α̇a
]

F
=

1

2
DaDa(x) − 1

4
F a

mn(x)Fmna(x) − iλaσmDmλ̄
c, (3.47)

onde F a
mn = ∂mv

a
n − ∂nv

a
m − gfabcvb

mv
c
n.

Assim como introduzimos supercampos quirais Φ+ e Φ− para SQED, vamos introduzir
dois supercampos quirais Φ+ e Φ− de mão esquerda, que se transformam como um tripleto
e anti-tripleto de cor SU(3) respectivamente, para descrever um quark. Estes supercampos
transformam-se sob transformações de gauge não-abelianas como

Φ′
+ = e−2igsT aΛa

Φ+, Φ′
− = e2igsT̄ aΛa

Φ−, (3.48)

onde gs é o acoplamento da QCD.
A lagrangeana invariante é dada por

L =
1

4

(
∫

d2W αaW a
α +

∫

d2θ̄W̄ α̇aW̄ a
α̇

)

+

∫

d4θΦ†
+e

2gs(T aV a)Φ+

+

∫

d4θΦ†
−e

−2gs(T aV a)Φ− +
1

2
M

(∫

d2θΦT
−Φ+ +

∫

d2θ̄ΦT
+Φ−

)

(3.49)

Podemos escrever os termos da lagrangeana acima, usando (C.36), como

[

Φ†
+e

2gs(T aV a)Φ+

]

θθθ̄θ̄
= F ∗

+F+ + φ†
+∂m∂

mφ+ − iξ+σ
m∂mξ̄+

− gsT
avma

(

ξ̄+σ̄
mξ+ + iφ†

+∂mφ+ − i∂mφ
†
+φ+

)

−
√

2gsT
aλ̄aξ̄+φ+ −

√
2gsT

aλaξ+φ
†
+

+
(

gsT
aD − g2

sT
aT bvmav

mb
)

φ†
+φ+ (3.50)
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[

Φ†
−e

−2gs(T aV a)Φ−

]

θθθ̄θ̄
= F ∗

−F− + φ†
−∂m∂

mφ− − iξ−σ
m∂mξ̄−

+ gsT
avma

(

ξ̄−σ̄
mξ− + iφ†

−∂mφ− − i∂mφ
†
−φ−

)

+
√

2gT aλ̄aξ̄−φ− +
√

2gsT
aλaξ−φ

†
−

−
(

gsT
aD + g2

sT
aT bvmav

mb
)

φ†
−φ− (3.51)

[

ΦT
−Φ+

]

θθ
= φT

−F+ + F T
−φ+ − ξ−ξ+ (3.52)

[

Φ∗
−Φ†

+

]

θ̄θ̄
= φ∗

−F
†
+ + F ∗

−φ
†
+ − ξ̄−ξ̄+ (3.53)

A lagrangeana para SQCD pode ser escrita como:

LSQCD =
1

2
DaDa(x) − 1

4
F a

mn(x)Fmna(x) − iλaσmDmλ̄
c + F ∗

+F+ + F ∗
−F− +

+ φ†
+∂m∂

mφ+ + φ†
−∂m∂

mφ− − i
(

ξ+σ
m∂mξ̄+ + ξ−σ

m∂mξ̄−
)

− gsT
avma

(

ξ̄+σ̄
mξ+ − ξ̄−σ̄

mξ+ + iφ†
+∂mφ+ − iφ†

−∂mφ− + i∂mφ
†
−φ− − i∂mφ

†
+φ+

)

−
√

2gsT
a
(

λ̄aξ̄+φ+ − λ̄aξ̄−φ− + λaξ+φ
†
+ − λaξ−φ

†
−

)

+ gsT
aDa

(

φ†
+φ+ − φ†

−φ−

)

− g2
sv

a
mv

mbT aT b
(

φ†
+φ+ + φ†

−φ−

)

+ m
(

φT
−F+ + F T

−φ+ − ξ−ξ+ + φ∗
−F

†
+ + F ∗

−φ
†
+ − ξ̄−ξ̄+

)

(3.54)

Das equações de v́ınculo

F ∗
+ = −mφT

− F ∗
− = −mφ+ (3.55)

F+ = −mφ∗
− F− = −mφ†

+ (3.56)

Da = −gsT
a
(

φ†
+φ+ − φ†

−φ−

)

, (3.57)

podemos escrever

LSQCD = −1

4
F a

mn(x)Fmna(x) − iλaσmDmλ̄
c −m2

(

φ†
+φ+ + φ†

−φ−

)

+ (Dmφ+)† (Dmφ+) + (Dmφ−)† (Dmφ−)

− iξ+σ
m (∂m + igsv

a
mT

a) ξ̄+ − iξ−σ
m (∂m − igsv

a
mT

a) ξ̄−

−
√

2gsT
a
(

λ̄aξ̄+φ+ − λ̄aξ̄−φ− + λaξ+φ
†
+ − λaξ−φ

†
−

)

− 1

2
g2

s

∑

a

(

φ†
+T

aφ+ − φ†
−T

aφ−

)

−m
(

ξ−ξ+ + ξ̄−ξ̄+
)

, (3.58)

onde usamos

(Dmϕ)† (Dmϕ) = −ϕ†∂m∂
mϕ− gsT

avma
(

iϕ†∂mϕ− i∂mϕ
†ϕ
)

+ g2
sT

aT bva
mv

bmϕ†ϕ (3.59)

Vamos definir o espinor de Dirac de quatro componentes para o quark como

ψ =

(

ξ+α

ξ̄α̇
−

)

, ψ̄ = −
(

ξβ
− ξ̄+β̇

)

, (3.60)
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e para campos de glúınos definimos

λa
M =

(

λa
α

λ̄α̇a

)

, λ̄b
M = −

(

λβb λ̄b
β̇

)

. (3.61)

De maneira análoga a como procedemos na SQED, podemos reescrever (3.58) como

LSQCD = −1

4
F a

mn(x)Fmna(x) − iλaσmDmλ̄
c −m2

(

φ†
+φ+ + φ†

−φ−

)

+ (Dmφ+)† (Dmφ+) + (Dmφ−)† (Dmφ−) + iψ̄γmDmψ

+
√

2gs

(

ψ̄PRT
aλa

Mφ+ − λ̄a
MT

aPRψφ− + λ̄a
MT

aPLψφ
†
+ − ψ̄PLλ

a
MT

aφ∗
−

)

− 1

2
g2

s

∑

a

(

φ†
+T

aφ+ − φ†
−T

aφ−

)

−mψ̄ψ, (3.62)

onde as derivadas covariantes atuam como

Dmλ
a = ∂mλ

a − gsf
abcvb

mλ
c

Dmψ = ∂mψ + igsv
a
mT

aψ

Dmφ = ∂mφ+ igsv
a
mT

aφ (3.63)

Esta lagrangeana descreve a SQCD para um único sabor. O quark q (e anti-quark q̄) é
descrito por um campo de Dirac tripleto de cor ψ, o squark de mão esquerda q̃L é descrito
pelo campo complexo tripleto de cor φ+ (e φ∗

+) e o squark de mão esquerda q̃R é denotado
pelo campo φ∗

− (e φ−). Os glúons octetos de cor são descritos pelo campo va
m, e seus parceiros

supersimétricos, os glúınos, são denotados pelos campos de Majorana λa
M .

Da lagrangena (3.62), podemos obter as regras de Feynman para os vértices da SQCD.
Como esta lagrangeana possui termos análogos aos da lagrangeana da QCD, temos os
vértices usuais da Fig. (1.5) e também vértices das interações entre as part́ıculas usuais
e os superparceiros glúıno e squark. Mostramos alguns destes vértices na Fig. (3.2). Para
um conjunto completo das regras de Feynman para os termos de vértices da SQCD, ver [20].

f̃L/R

f

g̃

(+/−)i
√

2gsT
aPL/R g

f̃L(pf)

f̃L(pi)

+igsT
a (pi + pf)m

g

g̃

g̃

−gst
abcγm

f̃L,R

f̃L,R

g

g

+ig2
s{T a, T b}gmn

Fig. 3.2: Regras de Feynman da SQCD. Usamos linhas cont́ınuas para férmions de Dirac
e de Majorana e linhas tracejadas para os superparceiros bosônicos. Para mais
detalhes sobre a convenção usada nesta figura, ver caṕıtulo 4.
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Conclusão

Vimos neste caṕıtulo como são introduzidos na SQED e SQCD os superparceiros do elétron
e do fóton (campos usuais da QED), e do quark e glúon (campos usuais da QCD). Os super-
parceiros dos elétrons e quarks são conhecidos como selétrons e squarks e os superparceiros
do fóton e glúon são o fotino e glúıno.

Encontramos as lagrangeanas que descrevem a SQED e SQCD, bem como as regras de
Feynman para os principais vértices de interação das teorias. Usaremos estas regras para
calcular as seções de choque para produção de fotinos e glúınos no próximo caṕıtulo.



Caṕıtulo 4

Regras de Feynman para Part́ıculas
do tipo Majorana

Como vimos no caṕıtulo anterior, no espectro de part́ıculas da SQED e SQCD ocorre o
aparecimento de espinores de Majorana que descrevem por exemplo o fotino e o glúıno. No
entanto, na maioria dos livros de teoria quântica de campos estuda-se mais sistematicamente
regras de Feynmam para férmions do tipo Dirac. Antes de procedermos com os cálculos das
seções de choque no próximo caṕıtulo, vamos estabelecer um conjunto de regras de Feynman
para teorias superimétricas de forma diagramática que tratem de férmions do tipo Dirac e
Majorana de forma simples e análoga.

Para aplicação destas regras, na seção (5.1) do próximo caṕıtulo e no apêndice D mos-
tramos o cálculo completo da amplitude de probabilidade do processo e−e+ → γ̃γ̃ com troca
de slétrons. Na seção (5.2) introduzimos também os cálculos para produção de glúınos em
colisões pp. Usaremos resultados do caṕıtulo anterior para os termos de vértice da SQED e
SQCD.

4.1 Introdução

Para construirmos as regras de Feynamn vamos considerar aqui a seguinte lagrangeana [81]

L =
1

2
λ̄a (ıγm∂m −Ma)λa + ψ̄a (ıγm∂m −ma)ψa +

1

2
gi

abcλ̄aΓiλbΦc +
1

2
gi∗

abcλ̄bΓiλaΦ
∗
c

+ κi
abcλ̄aΓiψbΦ

∗
c + κi∗

abcψ̄bΓiλaΦc + hi
abcψ̄aΓiψbΦc, (4.1)

onde Γi = 1, iγ5, γmγ5, γm, σmn, e obedecem C−1ΓiC = ηiΓ
T
i . As gi

abc, κ
i
abc e hi

abc são
constantes de acoplamento.

A expressão acima contém a lagrangeana livre para férmions de Majorana λ e de Dirac
ψ (primeiro e segundo termos, respectivamente), termos de interação puro entre férmions
do tipo Majorana, termos de interação entre férmions do tipo Majorana e de Dirac e um
termo de interação puro entre férmions do tipo Dirac. O campo Φ caracteriza um campo
bosônico de spin 0 (escalar) ou spin 1 (vetorial) os quais podem ou não ser complexos.

Na seção (1.1.4), vimos que o campo de Majorana satisfaz

ψM = ψc
M ≡ Cψ̄T

M , (4.2)

ou seja, para campos de Majorana não há distinção entre part́ıculas e anti-part́ıculas. Vimos
também que para campos de Majorana há três expressões para propagadores: uma igual ao



Caṕıtulo 4. Regras de Feynman para Part́ıculas do tipo Majorana 56

propagador do campo tipo Dirac 〈0|T (ΨM(x1)Ψ̄M(x2))|0〉, e também 〈0|T (ΨM(x1)ΨM(x2))|0〉
e 〈0|T (Ψ̄M(x1)Ψ̄M(x2))|0〉, sendo que os dois últimos propagadores violam a conservação do
número fermiônico (carga). As expressões para os propagadores do tipo Majorana são mos-
tradas na Fig. (4.1).

β α

(

i(6p + m)

p2 − m2 + iǫ

)

αβ

p

β α

(

iC−1(6p + m)

p2 − m2 + iǫ

)

αβ

p

β α

(

−i(6p + m)C

p2 − m2 + iǫ

)

αβ

Fig. 4.1: Regras de Feynman para propagadores fermiônicos de Majorana.

Seguindo a referência [80], vamos primeiramente atribuir a todos os férmions externos
uma linha sólida com uma seta. Para férmions de Dirac a seta indicará o fluxo do número
fermiônico e para férmions de Majorana, que não conservam número fermiônico, a direção
será arbitrária.

Para encontrarmos as regras de Feynman para interações de um campos bosônico (escalar
ou vetorial) com férmions de Majorana (λ), vamos usar o terceiro e o quarto termo da
lagrangeana (4.1). Os termos de interação das regras de Feynman são iguais a iLint, como
mostra a Fig. (4.2).

Nos diagramas (a) e (d) (igual ao complexo conjugado de (a)) desta figura, as regras
são obtidas da mesma forma que para férmions do tipo Dirac. Para encontrarmos a regra
mostrada em (b) nós reescrevemos

gi
abcλ̄aΓiλbΦ

∗
c = −gi

abcλ
T
a

(

C−1Γi

)

λbΦ
∗
c (4.3)

onde usamos as propriedades (4.2) e (B.29). Em analogia, podemos encontrar a regra (e)
fazendo

gi∗
abcλ̄bΓiλaΦc = gi∗

abcλ̄b (ΓiC) λ̄T
a Φc, (4.4)

ou calculando o conjugado hermitiano de (4.3).
Em resumo, podemos concluir, a partir das Figs. (4.1) e (4.2), que as regras de Feynman

para part́ıculas de Majorana incluem propagadores e combinações de vértices nos quais
linhas se cruzam (violando o fluxo do número fermiônico) resultando no aparecimento de
matrizes conjugação de carga C. No entanto, podemos perceber que há uma ambiguidade
nas regras de Feynman mostradas na Fig. (4.2). Por exemplo, para o vértice mostrado em
(c), é posśıvel escrever

igi
abc(ΓiC)αβ = igi

abc(ΓiC)T
βα = −igi

abc(CΓT
i )βα = −iηig

i
abc(ΓiC)βα

igi
abc(ΓiC)αβ = −igi

bac(ΓiC)βα, (4.5)
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igi∗
abc (ΓiC)βα
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c

b, β
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a, α

λ

−igi∗
abc (C−1Γi)βα

(f )

Fig. 4.2: Regras de Feynman para interação de um campo scalar ou vetorial (Φc) com dois
campos fermiônicos de Majorana (λ).

onde usamos CT = −C e ηiΓiC = CΓT
i . Esta ambiguidade nas regras de Feynman resulta

em uma ambiguidade no sinal dos elementos de matriz M [80]. Nesta referência também
se demonstra que definindo no ińıcio do cálculo qual a part́ıcula de Majorana será escolhida
como sendo a e qual será b, o sinal do elemento de matriz será amb́ıguo, mas o sinal relativo
entre os diagramas de interferência será bem definido. Deste modo, não há problemas
no cálculo das amplitudes de espalhamento. As regras de Feynman obtidas em [80] são
consideradas como as convencionais para férmions de Majorana.

Outro método utilizado para calcular as amplitudes de espalhamento de processos en-
volvento part́ıculas de Majorana pode ser encontrado em [81, 82]. Nesta abordagem, foi
estabelecido um conjunto de regras de Feynman muito semelhantes às regras padrão para
férmions de Dirac encontradas na maioria dos livros de teoria quântica de campos. Nesta
seção vamos descrever rapidamente o conjunto de regras obtidas em [81, 82], as quais usa-
remos na próxima seção para cálcular o processo e−e+ → γ̃γ̃.

Este método tem como idéia básica manter um fluxo cont́ınuo de férmions. Convenciona-
se que todos os férmions são denotados por linhas sólidas, sendo que férmions de Dirac
carregam uma seta que indica o fluxo de carga e férmions de Majorana não carregam seta.
Logo, podemos escrever os vértices das interações previstos na lagrangeana (4.1) como
mostra a coluna (a) da Fig. (4.3).

É posśıvel escrever uma lagrangeana reversa para cada termo de interação. Para de-
monstrar isto, vamos usar um termo de interação geral χ̄Γχ, onde χ pode representar um
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Fig. 4.3: Regras de Feynman para os vértices de interação.

campo de Dirac ou de Majorana.

χ̄Γχ = gi
abcΦcχ̄aΓχb = −gi

abcΦcχ
T
b ΓT

i χ̄a = gi
abcΦcχ̄

c
bCΓT

i C
−1χc

a

= gi
abcΦcχ̄

c
bηiΓiχ

c
a = χ̄cΓ′χc (4.6)

Para todos os vértices, deverá haver uma direção do fluxo de carga e uma direção do
fluxo de férmions sobre um canal. Quando o fluxo de férmions for paralelo ao fluxo de carga,
ou quando não há fluxo de carga (tratando somente de férmions de Majorana) o termo do
vértice é iΓ (ver Eq. 4.6). Se o fluxo de cargas for anti-paralelo ao fluxo de férmions, o termo
do vértice será iΓ′. Denotamos com uma linha ao longo do canal fermiônico aos posśıveis
sentidos do fluxo fermiônico como mostramos nas colunas (b) e (c) da Fig. (4.3).

O propagador também será escolhido determinando se o fluxo fermiônico é paralelo ao
fluxo de carga (se houver fluxo de carga) ou anti-paralelo, de acordo com a Fig. (4.4), onde
S(p) é o propagador de uma part́ıcula do tipo Dirac definido no caṕıtulo 1.

iS(p)

iS(−p)

iS(p)

Fig. 4.4: Regras de Feynman para os propagadores.
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A expressão anaĺıtica para cada fluxo externo de férmions será determinada em cada
cadeia de reação de acordo com a convenção mostrada na Fig. (4.5). Podemos ver que
os espinores relacionados a cada linha de férmions externa são determinados baseados so-
mente na direção do fluxo de férmions e independente do tipo de férmion. Esta é a mesma
convenção usada na Ref. [83].

ū(p) u(p)

p

v(p) v̄(p)

Fig. 4.5: Regras de Feynman para as linhas de férmions externas.

4.2 O Conjunto das Regras

Dos ingredientes da seção anterior, as amplitudes de Feynman são obtidas da seguinte
maneira:

• Desenha-se todos os posśıveis diagramas de Feynman para um dado processo;

• Fixa-se uma orientação arbitrária (fluxo de férmion) para cada canal de férmions;

• Começa-se a escrever as amplitudes no sentido oposto ao escolhido para o fluxo de
férmions. Escreve-se os termos de espinor externo, o termo de vértice e o propagador
de acordo com as convenções das Figs. (4.3), (4.4) e (4.5).

Se mais de um diagrama contribuir para um determinado processo, por exemplo, canal
s e t, temos que a matriz S correspondente a amplitudes destes canais é

Ms → 〈χcχd|χcχdχbχa|χaχb〉 → +1 (4.7)

Mt → 〈χcχd|χcχaχbχd|χaχb〉 → −1 (4.8)

Podemos perceber que o sinal de menos surge devido a permutação ı́mpar dos campos
fermiônicos (que anti-comutam). Logo,

• Para processos com mais de um diagrama de contribuição, escolhe-se um diagrama cuja
ordem dos espinores seja adotada como referência, e para todas as outras contribuições
que apresentem ordem com permutação ı́mpar da ordem de referência, adiciona-se um
fator −1 à amplitude.
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Conclusão

Neste caṕıtulo, nós mostramos um conjunto de regras de Feynman para tratar, além de
part́ıculas de Dirac, das part́ıculas de Majorana as quais estão presentes no espectro de
part́ıculas de modelos supersimétricos, como MSSM.

Este conjunto de regras de Feynman apresenta vantagens com relação ao método usado
em [80] já que não há aparecimento de matrizes conjugação de carga nos termos de vértice
e dos propagadores. Além disto, o sinal relativo entre diferentes diagramas corresponden-
tes ao mesmo processo é determinado de forma simples, pois as amplitudes obtidas são
independentes da orientação do fluxo de férmions escolhida. Este conjunto de regras foi
desenvolvido para incorporar o modelo padrão supersimétrico ao programa FeynArts [47],
o qual é um gerador de amplitudes e regras de Feynman. Nós usamos este programa para
verificar os cálculos das amplitudes de processos de produção de fotinos e glúınos.



Caṕıtulo 5

Produção de Fotinos e Glúınos

A SQED e SQCD, estudadas no caṕıtulo anterior, são ingredientes fundamentais para se
construir uma extensão supersimétrica do Modelo Padrão. Há diferentes versões super-
simétricas do Modelo Padrão. Uma destas é conhecida como Modelo Padrão Supersimétrico
Mı́nimo (MSSM). O nome mı́nimo, se deve a este ser formado pelo número mı́nimo de cam-
pos e parâmetros necessários para construir um modelo reaĺıstico de quarks e léptons.

O grupo de simetria de gauge do MSSM é o mesmo do Modelo Padrão, SU(3)C ⊗
SU(2)L ⊗ U(1)Y . A quebra espontânea de SU(2)L ⊗ U(1)Y implica que estados com a
mesma carga elétrica, cor, e spin se misturem. Isto significa que os gauginos e higgsinos
não podem ser part́ıculas f́ısicas com massa definida. Ao contrário, os campos fermiônicos
neutros se misturam formando autoestados de massa fermiônicos neutros, os neutralinos,
enquanto os campos carregados positivamente (negativamente) e combinações lineares λ̄±1

se misturam formando os charginos positivos (negativos). Como vimos na seção (2.4.3), o
fotino e os higgsinos são férmions neutros, logo, no MSSM, eles se misturam formando os
neutralinos. Como SU(3)C não é quebrado, o glúıno (octeto de cor) não se mistura com
nenhum outro férmion, logo é um autoestado de massa.

Há diferentes mecanismos de quebra de SUSY [20,21]. Os mais populares são supergra-
vidade mı́nima (mSUGRA) [39–42], quebra de SUSY mediada por gauge (GMSB) [77], e
quebra de SUSY mediada por anomalia (AMSB) [78,79]. Estes mecanismos reduzem dras-
ticamente o número de parâmetros comparados aos do MSSM. Os “Snowmass Points and
Slopes” (SPS) [43] são uma série de pontos de referência e linhas de parâmetros no espaço
de parâmetros do MSSM que correspondem a vários cenários de quebra de supersimetria
(Veja [44] para mais detalhes). Os diferentes cenários correspondem aos três diferentes tipos
de modelos de quebra de SUSY citados. Os pontos conhecidos como SPS 1-6 correspondem
aos cenários que usam o modelo mSUGRA, SPS 7-8 correspondem ao modelo GMSB e SPS
9 ao modelo de quebra de simetria mAMSB ( [43–45]).

O objetivo principal deste trabalho é fazer um estudo fenomenólogico da produção de
glúınos, portanto não entraremos em maiores detalhes sobre os mecanismos de quebra de
SUSY e a construção do MSSM, ou de outros modelos supersimétricos.

Neste caṕıtulo faremos primeiramente (seção (5.1)) um cálculo detalhado da produção de
fotinos a partir do processo e+e− → γ̃γ̃. Também faremos uma análise gráfica da produção
dos fotinos. Na seção (5.2) introduziremos os cálculos das amplitudes de probabilidade para
produção de glúınos em colisões pp. No final do caṕıtulo, mostraremos resultados [49] para

1 Definição de um campo gaugino carregado: λ± = (λ1∓iλ2)√
2

, ver [20, 21]
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o comportamento da seção de choque de produção de glúınos no LHC (
√
s = 14 TeV).

5.1 Produção de Fotinos

O fotino, γ̃, parceiro supersimétrico do fóton, é uma part́ıcula do tipo Majorana que pode
ser produzida a partir do espalhamento e+e−, como mostra a Fig. (5.1).

e+(P2)e−(P1)

γ̃(K1)

γ̃(K2)

θ

Fig. 5.1: Cinemática do processo e−e+ → γ̃γ̃ no referencial do centro de massa. Os quadri-
momenta estão especificados entre parênteses.

Usaremos o método descrito no caṕıtulo 4 para calcular a seção de choque diferencial
deste processo (e+e− → γ̃γ̃), no contexto da SQED. O espalhamento e+e− → γ̃γ̃ ocorre via
os canais t e u com a troca de selétrons ẽL e ẽR como mostra a Fig. (5.2).

γ̃(K2)e+(P2)

ẽL

γ̃(K1)e−(P1)

(a)

γ̃(K2)e+(P2)

ẽR

γ̃(K1)e−(P1)

(b)

γ̃(K2)e+(P2)

ẽL

γ̃(K1)e−(P1)

(c)

γ̃(K2)e+(P2)

ẽR

γ̃(K1)e−(P1)

(d)

Fig. 5.2: Diagramas de Feynman para o processo e−e+ → γ̃γ̃. Fixamos a orientação do
fluxo fermiônico como sendo a mesma dada pelo elétron.

Como vimos na seção (3.1), as regras de Feynman para interações entre campos do
tipo Dirac-Majorana-bóson escalar são escritas, de acordo com a Eq. (3.37), a partir da
lagrangeana de interação

Lint =
√

2q
(

λ̄MPLψφ
∗
+ − λ̄MPRψφ− + h.c.

)

+ ... (5.1)

Para o processo e−e+ → γ̃γ̃, o termo ψ da lagrangeana descreve o elétron (e−) e o
pósitron (e+) (férmions de Dirac), o λ os fotinos (férmions de Majorana), φ∗

+ descreve o
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selétron de mão esquerda ẽL (bóson escalar) e φ− o selétron de mão direita ẽR (bóson
escalar), que são as part́ıculas de troca do processo de espalhamento.

As regras de Feynman (usando [81,82]) para os vértices de interação, iLint, são mostradas
na Fig. (5.3).

ẽ−R

e−

α

γ̃

β

−i
√

2e (PL)αβ

(a)

ẽ−R

e−

α

γ̃

β

−i
√

2e (PR)βα

(b)

ẽ−L

e−

α

γ̃

β

i
√

2e (PR)αβ

(c)

ẽ−L

e−

α

γ̃

β

i
√

2e (PL)βα

(d)

Fig. 5.3: Regras de Feynman para interação de um campos escalar (φ) com um férmion de
Majorana (λ) e um férmion de Dirac (ψ) na SQED.

Usando as regras de Feynman descritas no caṕıtulo 4, com os termos de vértice definidos
na Fig. (5.3) e a definição do propagador para um campo escalar (1.14), podemos escrever
as amplitudes de probabilidade para os diagramas da Fig. (5.2) como:

Ma = −e
2

2
ū(K1)(1 − γ5)u(P1)

1

t−M2
ẽL

v̄(P2)(1 + γ5)v(K2),

Mb = −e
2

2
ū(K1)(1 + γ5)u(P1)

1

t−M2
ẽR

v̄(P2)(1 − γ5)v(K2),

Mc =
e2

2
ū(K2)(1 − γ5)u(P1)

1

u−M2
ẽL

v̄(P2)(1 + γ5)v(K1),

Md =
e2

2
ū(K2)(1 + γ5)u(P1)

1

u−M2
ẽR

v̄(P2)(1 − γ5)v(K1). (5.2)

As expressões para as amplitudes Mb e Md são as mesmas que aquelas obtidas no
apêndice E de [80]. Aqui usamos a notação onde t, u são variáveis de Mandelstam [84],
definidas pelas seguintes relações

t = (P1 −K1)
2 = (P2 −K2)

2,

u = (P1 −K2)
2 = (P2 −K1)

2. (5.3)

A amplitude total do processo e−e+ → γ̃γ̃ pode ser escrita como

|M(e−e+ → γ̃γ̃)|2 =
1

8

∑

spin

{|Ma|2 + M†
aMb + M†

aMc + M†
aMd + M†

bMa + |Mb|2

+ M†
bMc + M†

bMd + M†
cMa + M†

cMb + |Mc|2 + M†
cMd

+ M†
dMa + M†

dMb + M†
dMc + |Md|2}, (5.4)
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onde o fator (1/8) corresponde a média sobre os spins iniciais (1/4) e ao fato das part́ıculas
no estado final serem idênticas (1/2).

O cálculo dos termos da Eq. (5.4) estão demonstrados em detalhes no apêndice D. A
fórmula geral para a seção de choque diferencial de um espalhamento como o mostrado na
Fig. (5.1) é dada por [60]

(

dσ

dΩ

)

CM

=
| ~K1|
| ~P1|

1

64π2s
|M|2 (5.5)

Substituindo as amplitudes de (D.10), obtidas no apêndice D, na equação da amplitude
total (5.4) e usando o resultado na equação acima, temos que a seção de choque diferencial,
no limite de M2

ẽL
= M2

ẽR
= M2

ẽ , para o espalhamento e−e+ → γ̃γ̃ é dado por

dσ

dΩ
(e−e+ → γ̃γ̃) =

α2

4s

√

s− 4M2
γ̃

s− 4m2
e

[

(

t−M2
γ̃ −m2

e

t−M2
ẽ

)2

+

(

u−M2
γ̃ −m2

e

u−M2
ẽ

)2

+

(

2meMγ̃

t−M2
ẽ

)2

+

(

2meMγ̃

u−M2
ẽ

)2

+

(

16m2
eM

2
γ̃ − 2s(m2

e +M2
γ̃ )

(t−M2
ẽ )(u−M2

ẽ )

)

]

.

(5.6)

Para analisarmos este resultado, atribúımos às massas dos fotinos os valores de massas
dados nos cenários SPS [43] para os neutralinos, como mostra a Tab. (5.1). Esta tabela
também apresenta valores para as massas dos selétrons.

Cenário mγ̃ (GeV) mẽ (GeV)

SPS1 96 202

SPS2 79 1456

SPS3 160 287

SPS4 118 448

SPS5 119 256

SPS6 189 264

SPS7 161 261

SPS8 137 356

SPS9 175 319

Tab. 5.1: Os valores das massas dos fotinos e selétrons nos cenários SPS.

Definimos as variáveis de Mandelstam (usando [84]) em função do ângulo de espalha-
mento θ como

s = E2
cm (5.7)

t = m2
e +mγ̃

2 − 2E2 + 2E
[

E2 −m2
γ̃

]1/2
cos θ (5.8)

u = m2
e +mγ̃

2 − 2E2 − 2E
[

E2 −m2
γ̃

]1/2
cos θ, (5.9)
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500 1000 1500

s
1/2

 (GeV)

10
-1

10
0

10
1

dσ
/d

Ω
 (f

b/
sr

) SPS1
SPS2
SPS3
SPS4
SPS5
SPS6
SPS7
SPS8
SPS9

Fig. 5.4: Seção de choque diferencial para produção de fotinos (η = 0) em função da
energia do centro de massa, nos diferentes cenários SPS.

onde E é a energia do elétron e do fotino (Ee = Eγ̃ =
√

s
2

= E).
O ângulo θ com relação ao centro de massa e a seção de choque diferencial podem ser

escritos em termos da variável pseudorapidez η = − ln tan(θ/2), a qual é uma observável
experimental.

Mostramos na Fig. (5.4), o comportamento da seção de choque diferencial para produção
de fotinos em função da energia do centro de massa do sistema. Faremos a análise para até
1.5 TeV de energia de centro de massa, de acordo com o projeto do ILC, e em diferentes
cenários SPS. Podemos ver que a seção de choque diferencial apresenta um comportamento
análogo nos diferentes cenários SPS, exceto para o cenário SPS2, no qual notamos uma
grande diferença de magnitude em relação aos outros cenários SPS, ou seja, a seção de
choque diferencial possui valores muito menores que nos outros cenários. Isto se explica
pelo fato de a massa do selétron no cenário SPS2 ser muito maior que nos outros cenários,
como mostra a Tab. (5.1).

Na Fig. (5.5), mostramos (gráfico à esquerda) como a seção de choque varia com a massa
do fotino, atribuindo mẽ = 200 GeV para massa do selétron. No gráfico à direita, fixamos
uma massa de 79 GeV para o fotino e analisamos a variação da seção de choque diferencial
com a massa do selétron. Nos dois gráficos escolhemos fazer a análise para os valores de
0.5 TeV, 1 TeV e 1.5 TeV de energia do centro de massa e para η = 0 (θ = π/2). Podemos
perceber que a seção de choque diferencial em função da massa do fotino é praticamente
constante para os valores mais altos da energia do centro de massa (1 e 1.5 TeV), como
mostra o gráfico à esquerda. Para energia do centro de massa de 0.5 TeV a seção de choque
diferencial diminui com valores maiores para massa do fotino, como se esperava. Isto ocorre
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porque o valor de 0.5 TeV para energia do centro de massa é mais próximo dos valores de
massa atribúıdos ao fotino (ver Tab. 5.1). Logo o comportamento da seção de choque para
esta energia é mais senśıvel à variações dos valores das massas dos fotinos. Na figura à
direita, podemos ver que a seção de choque decresce (mais abruptamente para 0.5 e 1 TeV)
com a massa do selétron para os três valores de energia do centro de massa estipulados.
Para grandes valores da massa do selétron (próximos a 1.5 TeV) a seção de choque tende à
valores constantes. Novamente vemos uma maior sensibilidade do comportamento da seção
de choque diferencial para energias mais próximas aos valores esperados para massa do
selétron (ver Tab. 5.1).
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Fig. 5.5: Seção de choque diferencial para produção de fotinos em função da: (a) massa
do fotino, (b) massa do selétron.

Se desprezarmos a massa do elétron na Eq. (5.6), obtemos a seguinte expressão

dσ

dΩ
(e−e+ → γ̃γ̃) =

α2

4s

√

1 −
(

2Mγ̃√
s

)2
[

(

t−M2
γ̃

t−M2
ẽ

)2

+

(

u−Mγ̃

u−M2
ẽ

)2

−
2sM2

γ̃

(u−M2
ẽ )(t−M2

ẽ )

]

, (5.10)

que é o resultado apresentado em [80,90]. Fazendo também Mγ̃ = 0 obtemos

dσ

dΩ
(e−e+ → γ̃γ̃) =

α2s

16

[

(1 − cos2 θ)2

(

M2
ẽL

+ s
2
(1 − cos2 θ)

)2 +
(1 + cos2 θ)2

(

M2
ẽR

+ s
2
(1 + cos2 θ)

)2

]

. (5.11)

Este resultado é o mesmo apresentado por Fayet em 1982 na referência [38].
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5.2 Produção de Glúınos

A produção de glúınos e de squarks em colisores hadrônicos ocorre dominantemente via
interação forte. Assim, podemos esperar que suas taxas de produção sejam maiores em
comparação a taxa de produção de spart́ıculas via interação eletrofraca [20, 21].

Somente colisões hadrônicas resultam na produção primária de glúınos em mais baixa
ordem (LO). Nesta seção, nós estudaremos a produção de glúınos, em LO, em colisões
próton-próton no LHC (14 TeV).

5.2.1 Produção de Glúınos em Colisões pp

Em geral, os glúınos são as part́ıculas supersimétricas preditas com o maior valor de massa
no MSSM. Nos cenários SPS [43], a predição da massa do glúıno vai de 595 GeV (cenário
SPS1a) a 1.275 TeV (cenário SPS9), conforme mostrado na Tab. 5.2. Podemos ver também
nesta tabela que os valores de massa esperados para os squarks são, na maioria dos cenários,
próximos aos valores das massas dos glúınos. Logo, a produção de glúınos e squarks deverá
ocorrer em processos em altas energias. Em colisores hadrônicos de altas energias a produção
das part́ıculas deverá ocorrer através de colisões entre os constituintes dos hádrons: os
quarks, antiquarks e glúons. Para encontrar a seção de choque, vamos usar a abordagem
da fatorização colinear [85], onde a seção de choque para o processo

a+ b→ c+ d+X, (5.12)

no qual hádrons a e b interagem, produzindo as part́ıculas supersimétricas c e d, mais um
estado não identificado X, é dada por [86]

dσ(ab→ cdX) =
∑

i,j

∫ 1

0

dxa

∫ 1

0

dxbfi(xa, Q
2)fj(xb, Q

2)dσ̂(ij → cd), (5.13)

Na expressão acima, fi(xa, Q
2) denota a densidade de probabilidade de encontrar um

párton i com com fração de momento xa do hádron a, fj(xb, Q
2) é a densidade de proba-

bilidade de encontrar um párton j com com fração de momento xb do hádron b, Q2 é a
escala dura do processo e dσ̂(ij → cd) é a seção de choque partônica da interação entre os
constitúıntes i e j dos hádrons a e b,

i+ j → c+ d. (5.14)

A escala dura Q2 entra como parâmetro na constante de acoplamento da QCD, e as distri-
buições partônicas evoluem em Q2 segundo as equações de evolução DGLAP [87–89].

Para cálculos da produção de glúınos via colisões pp, vamos considerar as seguintes
reações

pp→ g̃g̃, g̃q̃ +X, (5.15)

onde X representa diferentes tipos de fragmentos hadrônicos. Os subprocessos básicos para
produção de um par de glúınos [20] são

qiq̄i → g̃g̃, (5.16)

gg → g̃g̃, (5.17)
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Cenário mg̃ (GeV) mq̃ (GeV)

SPS1a 595.2 539.9

SPS1b 916.1 836.2

SPS2 784.4 1533.6

SPS3 914.3 818.3

SPS4 721.0 732.2

SPS5 710.3 643.9

SPS6 708.5 641.3

SPS7 926.0 861.3

SPS8 820.5 1081.6

SPS9 1275.2 1219.2

Tab. 5.2: Os valores das massas dos glúınos e squarks nos cenários SPS.
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Fig. 5.6: Diagramas de Feynman para produção de um par de glúınos em LO: (a) estado
inicial quark-antiquark, (b) estado inicial glúon-glúon.

onde i é o ı́ndice de sabor dos quarks. A produção de um único glúıno associado a um
squark ocorre via espalhamento

gqi → g̃q̃i. (5.18)

Para cada um dos subprocessos acima temos diagramas de contribuições para a ampli-
tude no canal s, t e u, como mostram as Figs. (5.6) e (5.7).

Vamos escrever os subprocessos de produção de glúınos na forma geral

i+ j → c+ d. (5.19)

Consideramos c = g̃ como sendo o glúıno e d como sendo um glúıno ou um squark.
Logo, se o glúıno produzido g̃ é identificado no ângulo θ em relação ao referencial do

centro de massa com momento tranverso pT , e x⊥ = 2pT√
s
, a seção de choque invariante para
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Fig. 5.7: Diagramas de Feynman para produção de squark-glúıno em LO.

a reação (5.15) pode ser escrita como [90]

E
dσ

d3p
=
∑

ij

∫ 1

xmin

dxaf
(a)
i (xa, µ)f

(b)
j (xb, µ)

xaxb

xa − x⊥
(

ζ+cos θ
2 sin θ

)

dσ̂

dt̂
(ij → g̃d), (5.20)

onde fi,j são as distribuições partônicas do prótons iniciais e dσ̂
dt̂

é a seção de choque partônica
em LO para os subprocessos envolvidos.

As grandezas cinemáticas invariantes da reação elementar (5.19) são dadas por

ŝ = xaxbs,

t̂ = m2
g̃ − xax⊥s

(

ζ − cos θ

2 sin θ

)

,

û = m2
g̃ − xbx⊥s

(

ζ + cos θ

2 sin θ

)

. (5.21)

com

xb =
2υ + xax⊥s

(

ζ−cos θ
sin θ

)

2xas− x⊥s
(

ζ+cos θ
sin θ

) ,

xmin =
2υ + x⊥s

(

ζ+cos θ
sin θ

)

2s− x⊥s
(

ζ−cos θ
sin θ

) ,

ζ =

(

1 +
4m2

g̃ sin2 θ

x2
⊥s

)1/2

,

υ = m2
d −m2

g̃, (5.22)

onde mg̃ e md são as massas das part́ıculas supersimétricas produzidas.
Devemos relembrar que o ângulo θ com relação ao centro de massa e a seção de cho-

que diferencial podem facilmente ser escritos em termos da variável pseudorapidez η =
− ln tan(θ/2), a qual é uma observável experimental 2.

A seguir apresentaremos os cálculos para cada subprocesso descritos acima. Na seção
(5.2.2), vamos mostrar alguns resultados numéricos da seção de choque total e diferencial

2 Como os glúınos são pesados, sua rapidez e pseudorapidez não são iguais.
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para produção de glúınos. Nos cálculos dos subprocessos foi assumido que os quarks (in-
cluindo o quark b) que interagem inicialmente são não massivos, de modo que restam ns = 5
sabores leves. No estado final, considerou-se somente os squarks correspondentes aos sabo-
res leves, e mq̃ igual para todos os squarks3. Não foi considerada em detalhes a produção
do squark top pois não podemos assegurar estas suposições.

Subprocesso qq̄ → g̃g̃.

Os diagramas de Feynman que contribuem para a produção de um par de glúınos via o
espalhamento qq̄ são mostrados na Fig. (a) de (5.6). Vamos aqui usar a convenção adotada
na seção (4.1), onde as part́ıculas de Majorana (neste caso o glúıno) são representadas nos
diagramas de Feynman por uma linha cont́ınua e sem direção definida.

A cinemática da reação é idêntica a apresentada na Fig. (5.1) com as trocas: e− → q,
e+ → q̄ e γ̃ → g̃. Como para este processo temos contribuições nos três canais, o canal s, t
e u, a amplitude total deste processo é dado por

M = Ms + Mt + Mu. (5.23)

As variáveis de Mandelstam satisfazem a seguinte relação

s+ t+ u = 2M2
g̃ , (5.24)

onde desprezamos a massa dos pártons iniciais. Para o cálculo da seção de choque diferencial
dos subprocessos, nós precisamos encontrar o quadrado da amplitude, ou seja

1

8

∑

a,b,c,d,e

1

2

∑

s1,s2

|Ms + Mt + Mu|2 , (5.25)

onde as frações (1/2) e (1/8) são devido a média sobre os spins e cores iniciais, respectiva-
mente, e os somatórios são sobre os spins e cores finais.

De acordo com as regras de Feynman para os vértices na SQCD, mostradas na Fig.
(3.2), nós desenhamos os diagramas de Feynman para o subprocesso qq̄ → g̃g̃, com os seus
respectivos termos de vértice, como mostra a Fig. (5.8).

Escolhemos o fluxo de férmions como sendo o mesmo fluxo de carga dos quarks. Para en-
contrar as amplitudes referentes aos diagramas de (5.8), vamos seguir as regras de Feynman
descritas na seção (4.1). Lembrando que para especificar um estado fermiônico de quarks
e glúınos nós devemos considerar, além dos espinores u e v (ver Fig. 4.5) (que carregam
informações sobre momento e spin), a função de onda de cor w(c), que especifica a cor c
do quark, e Ωa(c) (a = 1, 2, ...8), que é a função de onda de cor para o glúıno. Também
devemos usar a definição do propagador do glúon dada no caṕıtulo (1) na Fig. (1.5) (para
λ = 1) para o diagrama (a) e a definição do propagador escalar nos diagrams (b) e (c), dada
em (1.14).

3 Os L-squarks e R-squarks podem ser degenerados em massa e experimentalmente indistingúıveis
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Fig. 5.8: Diagrama de Feynman para o processo q̄q → g̃g̃. Fixamos a orientação do fluxo
fermiônico para cada diagrama nesta reação como sendo a mesma do fluxo de
carga do quark q.

Logo, podemos escrever as expressões matemáticas para as amplitudes do processo qq̄ →
g̃g̃ como:

Ms = (−igs)
(

w†(b)v̄(P2, s2)T
aγmw(a)u(P1, s1)

)

(

gmnδae

s

)

(−igs) ·

·
(

Ω†(d)ū(P4, s4)f
ecdγnΩ(c)v(P3, s3)

)

= −g
2
s

s
(v̄(P2, s2)γmu(P1, s1)) (ū(P4, s4)γ

mv(P3, s3))
(

w†(b)T aw(a)
)

facdΩ†(d)Ω(c).

Mt = (i
√

2gs(PL − PR))
(

w†(a)v̄(P1, s1)T
aΩ(c)u(P3, s3)

)

(

ıδae

t−M2
q̃

)

(i
√

2gs(PL − PR)) ·

·
(

Ω†(d)ū(P4, s4)T
ew(b)u(P2, s2)

)

Mt = − 4ig2
s

t−M2
q̃

(v̄(P2, s2)u(P3, s3)) (ū(P4, s4)u(P1, s1))w
†(b)w(a)Ω†(d)T aΩ(c) (5.26)

Mu = (i
√

2gs(PL − PR))
(

w†(b)v̄(P2, s2)T
aΩ(c)u(P3, s3)

)

(

ıδae

u−M2
q̃

)

(i
√

2gs(PL − PR)) ·

·
(

Ω†(d)ū(P4, s4)T
ew(a)u(P1, s1)

)

= − 4ig2
s

u−M2
q̃

(v̄(P2, s2)u(P3, s3)) (ū(P4, s4)u(P1, s1))w
†(b)w(a)Ω†(c)T aΩ(d) (5.27)
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Checamos estes resultados com os fornecidos usando o programa FeynArts [47], com o
código no MSSM [48]. Como resultado final nós usamos:

dσ

dt̂
(q̄q → g̃g̃) =

8πα2
s

9ŝ2







4

3

(

M2
g̃ − t̂

M2
q̃ − t̂

)2

+
4

3

(

M2
g̃ − û

M2
q̃ − û

)2

+
3

ŝ2

[

(M2
g̃ − t̂)2 + (M2

g̃ − û)2 + 2M2
g̃ ŝ
]

− 3

[

(M2
g̃ − t̂)2 +M2

g̃ ŝ

ŝ(M2
q̃ − t̂)

]

− 3

[

(M2
g̃ − û)2 +M2

g̃ ŝ

ŝ(M2
q̃ − û)

]

+
1

3

M2
g̃ ŝ

(M2
q̃ − t̂)(M2

q̃ − û)

}

,

(5.28)

que estão de acordo com os apresentados em [21, 90].

Subprocesso gg → g̃g̃.

Os diagrams de Feynman para produção de glúınos a partir da fusão de glúons, e os termos
de interação dos vértices (de acordo com a SQCD), estão desenhados na Fig. (5.9).
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Fig. 5.9: Diagrama de Feynman para produção de um par de glúınos produzidos a partir
do estado inicial glúon-glúon.

A amplitude total é dada por

M = Ms + Mt + Mu, (5.29)

e as variáveis de Mandelstam estão relacionadas como na Eq. (5.24).
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Logo, temos as seguintes amplitudes para os diagramas de (5.9)

Ms = (−igsf
abe)

(

ǫm(P1)a
a(c)ǫ∗na

b(c)
)

(

gmnδef

t

)

(−igsf
cdf)
(

Ω†(c)ū(P3)Ω(d)u(P4)
)

· [gmn(P1 − P2)r + gnr(P2 +Q)m − grm(Q+ P1)r]

Mt = (−igsf
bde)

(

ǫm(P2)a
b(c)u(P4)Ω(d)

)

(

i(6 q +Mg̃)

t−M2
g̃

δdegmn

)

(−igsf
bcf)

· (ǫn(P1)a
a(c)u(P3)Ω(c))

Mu = (−igsf
bce)
(

ǫm(P2)a
b(c)u(P3)Ω(c)

)

(

i(6 q +Mg̃)

t−M2
g̃

δdegmn

)

(−igsf
bdf )

· (ǫn(P1)a
a(c)u(P4)Ω(d)) , (5.30)

onde usamos a definição do propagador de Majorana conforme dada na figura (4.4).
A seção de choque final é dada por:

dσ

dt̂
(gg → g̃g̃) =

9πα2
s

4ŝ2

{

2(M2
g̃ − t̂)(M2

g̃ − û)

ŝ2
+

(M2
g̃ − t̂)(M2

g̃ − û) + 2M2
g̃ (M2

g̃ + t̂)

(M2
g̃ − t̂)2

+
(M2

g̃ − t̂)(M2
g̃ − û) + 2M2

g̃ (M2
g̃ + û)

(M2
g̃ − û)2

+
M2

g̃ (ŝ− 4M2
g̃ )

(M2
g̃ − t̂)(M2

g̃ − û)

+
(M2

g̃ − t̂)(M2
g̃ − û) +M2

g̃ (û− t̂)

ŝ(M2
g̃ − t̂)

+
(M2

g̃ − t̂)(M2
g̃ − û) +M2

g̃ (û− t̂)

ŝ(M2
g̃ − û)

}

,

(5.31)

conforme apresentado em Ref. [21, 90].

Subprocesso qg → q̃g̃.

As regras de Feynman para produção de glúınos a partir do espalhamento Compton qg estão
desenhadas em Fig. (5.10).

Neste caso as variáveis de Mandelstam satisfazem:

s + t+ u = M2
g̃ +M2

q̃ . (5.32)

A amplitude de probabilidade total é

M = Ms + Mt + Mu, (5.33)
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Fig. 5.10: Diagramas de Feynman para produção de squark–glúıno.

onde

Ms = i
√

2gs(PL − PR)
(

w†(d)T fw(c)u(P3, s3)
)

(

i(6 q +Mg̃)

s
δfe

)

(−igsf
eac) ·

·
(

Ω†(a)ū(P1, s1))T
eγmǫn(P2)a

e(b)
)

Mt = i
√

2gs(PL − PR)
(

w†(d)T fw(b)u(P2, s2)
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(

i(6 q +Mg̃)
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δfe
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(−igsf
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· (ǫµ(P1)a
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Mu = i
√

2gs(PL − PR)
(
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δfe

)

(−igsf
eac) ·
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A seção de choque diferencial para esta reação é dada por:

dσ

dt̂
(qg → q̃g̃) =

πα2
s

24ŝ2

{[

16
3
(ŝ2 + (M2

q̃ − û)2) + 4
3
ŝ(M2

q̃ − û)

ŝ(M2
g̃ − t̂)(M2

g̃ − û)

]

×
(

(M2
g̃ − û)2 + (M2

q̃ −M2
g̃ )2 +

2ŝM2
g̃ (M2

q̃ −M2
g̃ )

(M2
g̃ − t̂)

)}

, (5.35)

de acordo com a Ref. [21, 90].
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5.2.2 Produção de Glúınos no LHC

Como mencionamos anteriormente, o glúıno é um dos superparceiros que espera-se possuir
a maior massa do MSSM; logo, sua produção só é viável em colisores de altas energias
como o LHC. As massas dos glúınos e squarks (ver Tab. (5.2)) não são ainda parâmetros
conhecidos, mas elas não podem ser menores que aproximadamente 0.5 TeV, como predito
por vários modelos de quebra de SUSY (cenários SPS) [45].

O canal de produção dominante de part́ıculas supersimétricas com carga de cor no LHC
é a produção de pares squark-squark, squark-glúıno e glúıno-glúıno. Com as primeiras
operações do LHC em colisões pp com energia do centro de massa de 7 TeV, já foram
realizadas pesquisas por estas part́ıculas supersimétricas [32]. No entanto, até o momento,
estas part́ıculas não foram encontradas, sendo a análise dos dados consistentes com os
resultados esperados do Modelo Padrão [32]. Em breve o LHC rodará em operação completa
com energia de 14 TeV, com o objetivo principal de encontrar a part́ıcula de Higgs, e as
buscas por part́ıculas supersimétricas serão ampliadas.

Nesta seção, vamos analisar algumas predições para produção de glúınos em colisões pp
no LHC, com energia do centro de massa de 14 TeV [49].

Na Fig. (5.11), temos a seção de choque total (que inclui todos os subprocessos gg →
g̃ + g̃, qq̄ → g̃ + g̃ e qg → g̃ + q̃) em LO para produção de glúınos no LHC (

√
s = 14 TeV).

Esta seção de choque total foi obtida a partir da integração numérica da Eq. (5.20), onde
foram usadas as densidades partônicas CTEQ6L1 [91]. Os resultados foram apresentados
para duas suposições sobre a massa dos squarks e escolha da escala dura µ (curvas). A figura
também mostra (pontos) os resultados numéricos para seção de choque total dos glúınos
em LO fixando as massas de acordo com os valores fornecidos pelos cenários SPS (ver Tab.
(5.2)).

A partir da Fig. (5.11) podemos perceber que a seção de choque total de produção
de glúınos apresenta uma forte dependência com as massas dos glúınos e squarks. Vemos
também que para valores degenerados em massa (mq̃ = mg̃) a seção de choque é maior
(resultado que está de acordo com [21]). A maioria dos pontos SPS estão próximos da curva
de linha cont́ınua (mq̃ = mg̃, µ = mg̃).

A produção de glúınos e squarks, assim como suas possibilidades da detecção, dependerá
dos valores reais das massas destas part́ıculas. Logo, é importante analisarmos o compor-
tamento das distribuições diferenciais nos diferentes cenários SPS.

Na Fig. (5.12), mostramos as distribuições em função do momento transverso pT do
glúıno para produção dupla de glúınos (consideramos os subprocessos gg → g̃g̃ e qq̄ → g̃g̃),
nos diferentes cenários SPS. Escolhemos µ2 = m2

g̃ + p2
T como uma escala dura. Podemos ver

um comportamento similar das distribuições diferenciais nos diferentes cenários SPS com o
momento transverso pT , mas há uma enorme diferença de magnitude entre, por exemplo,
o cenário SPS1a (mSUGRA), que fornece os maiores valores, e o cenário SPS9 (AMSB),
com os menores valores. Em alguns cenários nós encontramos valores muito próximos das
distribuições diferenciais, como para SPS1b (mSUGRA), SPS3 (mSUGRA) e SPS7 (GMSB),
o que torna dif́ıcil discriminar os modelos mSUGRA e GMSB. O mesmo ocorre para SPS5
e SPS 6, ambos baseados no modelo mSUGRA.

Através deste estudo notamos que a análise da produção de glúınos pode ser útil para
determinação do cenário correto de quebra de SUSY, embora não seja um bom processo
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Fig. 5.11: Seção de choque para produção de glúınos no LHC em função das massas dos
glúınos. Densidade partônica: CTEQ6L1, com duas suposições sobre as massas
dos squarks e escolhas da escala dura (curvas). A sensibilidade com a escala
dura é presente também no caso mq̃ = mg̃. Os pontos são resultados numéricos
para pontos SPS como explica o texto [49].

para discriminar os modelos supersimétricos [49].

Conclusão

Aplicamos as regras de Feynman obtidas no caṕıtulo anterior para os processos e−e+ → γ̃γ̃
com a troca de selétrons e para subprocessos da reação pp→ g̃d, onde d pode ser um glúıno
ou um squark. Fizemos uma análise da seção das choque de produção de fotinos (para
energias do ILC) e de glúınos (para o LHC) nestes processos.

Do comportamento da seção da choque diferencial para produção de glúınos nos dife-
rentes cenários de quebra de SUSY, conclúımos que a análise deste processo pode ser útil
para se determinar o cenário correto de quebra de SUSY.

No próximo caṕıtulo nós estudaremos os efeitos nucleares na produção de glúınos em
colisões nucleares no LHC. Para isso, usaremos o resultado da seção de choque diferencial
para produção de glúınos obtida a partir de (5.20), substituindo a distribuição partônica no
próton f p

i (usamos aqui a [91]) pela distribuição partônica nuclear fA
i .
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Neste resultado foram usadas as densidades partônicas CTEQ6L1, e a escala
dura como sendo µ2 = m2
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T [49].



Caṕıtulo 6

Produção de Glúınos em Colisões
Nucleares no LHC

Como mencionamos na introdução, pesquisas extensivas por sinais de SUSY têm sido re-
alizadas em colisores com altas energias. Recentemente, pesquisas por supersimetria com
conservação de paridade R foram realizadas em colisões pp no LHC, com energia do centro
de massa de 7 TeV [32], e, até o momento, nenhum sinal de SUSY foi encontrado.

A produção de pares squark-squark, glúıno-squark e glúıno-glúıno são os canais de
produção dominante das part́ıculas supersimétricas com carga de cor e pesadas no LHC. O
LHC em breve irá entrar em operação completa com energia de centro de massa na colisão
de pp de 14 TeV. Como este valor é várias vezes maior que as massas dos glúınos e squarks,
espera-se que estas part́ıculas, se elas existem, sejam encontradas.

Se os squarks e glúınos forem encontrados em colisões próton-próton no LHC (
√
s =

14 TeV) e se suas massas não forem muito maiores que 1 TeV, elas poderão também ser
produzidos em colisões envolvendo núcleos, ou seja, colisões do tipo próton-núcleo (

√
s =

8.8 TeV) e núcleo-núcleo (
√
s = 5.5 TeV), as quais também serão realizadas no LHC. Nestes

casos, os efeitos nucleares devem ser considerados.
Neste caṕıtulo, vamos analisar a influência dos efeitos nucleares na produção de glúınos

em colisões no LHC, e demonstrar que dependendo da magnitude dos efeitos nucleares, a
produção de glúınos pode ser enaltecida comparada à produção em colisões próton-próton.

6.1 Efeitos Nucleares de Sombreamento

O efeito nuclear de sombreamento é um dos efeitos de estado inicial (antes da colisão) sobre a
distribuição dos pártons. Num núcleo constitúıdo tipicamente por muitos nucleons (prótons
e nêutrons), as distribuições dos quarks e glúons são modificadas devido a correlações e
efeitos de alta densidade do meio nuclear. Assim, as funções de distribuição partônicas no
núcleo (nPDF’s) diferem das superposições das distribuições partônicas em seus nucleons.

As nPDF’s são definidas por

fA
i (x,Q2

0) = RA
i (x,Q2

0)f
p
i (x,Q2

0), (6.1)

onde RA
i são as razões de modificação nuclear, as quais parametrizam os efeitos nucleares.

Existem várias parametrizações das PDF’s nucleares, baseadas em diferentes suposições
e técnicas para uma análise global de diferentes conjuntos de dados experimentais usando
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as equações de evolução DGLAP [87–89]: EKS98 [92, 93], DS [94], HKN [95], EPS08 [96]
e EPS09 [97], onde as duas últimas incluem dados do RHIC pela primeira vez, e a EPS09
também inclui uma banda de incerteza ao redor do valor central. O comportamento t́ıpico
em x das razões de modificação nuclear é o seguinte: uma supressão para x . 10−2 (sombrea-
mento), seguido por um enaltecimento ao redor de 10−1 (anti-sombreamento), novamente
uma supressão para x & 0, 3 (efeito EMC), e um maior enaltecimento quando x se aproxima
de 1 (movimento de Fermi). Ao todo o efeito é usualmente chamado de sombreamento.

Para ilustrar como o efeito de sombreamento pode influenciar na quantidade dos pártons
no meio nuclear, nós mostramos na Fig. 6.1 os resultados para algumas razões de modi-
ficações nuclear para os glúons Rg, os quarks de valência (uv, dv) e do mar (us, ds, s). A
escala dura Q = 595 GeV é a massa do glúıno (cenário SPS1a, mostrado na Tab. (5.2)
do caṕıtulo anterior), que é bem alta. Nós não inclúımos a parametrização EKS em nossas
análises, pois esta não é definida para valores tão altos de Q2. De acordo com o gráfico
para Rg, o sombreamento usual (supressão) para x muito pequeno está presente em todas
as parametrizações, sendo muito pequeno para DS (supressão de 5% em x ≃ 10−5, com-
portamento aproximadamente constante), mais forte para EPS08 (supressão de 25% em
x ≃ 10−5) e moderado para HKN e EPS09 (supressão de 15% em x ≃ 10−5). No entanto,
para os processos considerados neste trabalho, a região de pequeno x não contribui devido
a grande massa dos glúınos em comparação com a energia de centro de massa, logo nós só
mostramos o domı́nio de x relevante. O sombreamento é muito pequeno para x & 10−3,
a DS e EPS estando dentro da banda de erro da EPS na maioria das regiões de x (exceto
para x muito alto). Por outro lado, para maiores valores de x, o antisombreamento (enalte-
cimento) está presente em EPS08, EPS09 (x ≤ 10−1) e HKN (grande x), mas não em DS.
O comportamento com aumento de x é também diferente, tendo um crescimento mais acen-
tuado para EPS08, e suavizado em EPS09. As razões de modificação nucleares são muito
similares para todos os pártons, exceto no caso da HKN, a qual tem diferentes efeitos: para
valores moderados de x, os quarks d de valência e os glúons são enaltecidos, o quark u de
valência é suprimido, enquanto o quark u do mar tem um enaltecimento seguido de uma
supressão.

O quark charme não está inclúıdo na parametrização DS, e o quark bottom não está
inclúıdo nas parametrizações DS e HKN. Na Fig. (6.2), mostramos resultamos para razões
de distribuição nuclear para os quarks charme (para HKN, EPS08 e EPS09), e bottom
(para EPS08 e EPS09). Podemos notar que o comportamento das parametrizações EPS08
e EPS09 é análogo ao comportamento dos quarks leves, enquanto que na parametrização
HKN vemos um comportamento diferente em relação aos outros sabores de quarks.

Existe uma grande quantidade de estudos sobre produção inclusiva de quarks pesados,
quarkonium (estado ligado de 2 quarks pesados) e produção de fótons em colisões centrais
próton-núcleo e núcleo-núcleo (ver por ex. Refs. [98–107]), as quais tentam ajudar a limitar
as nPDF’s utilizando os vários observáveis. A variedade de efeitos nucleares pode também
ser relevante para produção de glúınos, visto que os diagramas que contribuem apresentam
(anti)quarks e glúons no estado inicial.

No caso da produção de glúınos, devido às grandes massas destas part́ıculas, os valores
sondados de x tendem a ser moderados (x & 10−2), e então o anti-sombreamento pode ser
importante (dependendo da região cinemática e da PDF nuclear), enaltecendo a taxa de
produção do glúıno comparada com a obtida para a colisão de um único nucleon na mesma
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Fig. 6.1: Razões Rf para quarks do mar, de valência e glúons, preditas pelas parame-
trizações DS [94], HKN [95], EPS08 [96] e EPS09 [97] em Q = 595 GeV e
A = 208 (massa atômica do chumbo). A banda de incerteza é mostrada para as
nPDF’s EPS09.

energia. Portanto, considerando que as menores energias do centro de massa (5.5 TeV (AA)
e 8.8 TeV (pA)) reduzirá a taxa de produção de glúınos (comparada a 14 TeV (pp)), poderá
haver um enaltecimento devido a quantidade de quarks e glúons no meio nuclear comparada
com a distribuição partônica de nucleons sobre um único próton, devido a efeitos da alta
densidade nuclear. Neste trabalho, nós investigaremos se este enaltecimento (ou supressão)
é presente ou não.

6.2 Produção de Glúınos em Colisões Nucleares

Vamos agora analisar a produção de glúınos em colisões nucleares. O cálculo da seção
de choque diferencial é feito como explicado na seção (5.2.1), substituindo as distribuições
partônicas do nucleon livre (f p

i na Eq. (5.20)) pela correspondente distribuição partônica
nuclear fA

i (para a PDF do próton usamos a CTEQ6L1 [91]). Os efeitos nucleares são
estudados comparando as diferentes nPDF’s (por consistência, nós usamos a versão LO para
todas as nPDF’s). Para garantirmos que as nPDF’s estão dentro da região de validade, nós
usamos Q = mg̃ para escala dura (como feito em [20]). Outra escolha posśıvel seria uma
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Fig. 6.2: Razões Rf para o quark charm, predita pelas parametrizações HKN [95], EPS08
[96] e EPS09 [97] e para o bottom, predita pelas parametrizações EPS08 [96] e
EPS09 [97], em Q = 595 GeV e A = 208. A banda de incerteza é mostrada para
as nPDF’s EPS09.

escala variável com pT , Q = mg̃ + pT . Com esta escala algumas nPDF’s sairiam de suas
regiões de validade (EPS08 e EPS09 são congeladas em Q = 1000 GeV para valores acima
desta escala, ao passo que a DS não é válida nesta região). Por isso, não consideramos a
parametrização DS no cenário SPS 9 (ver Tab. (5.2)), com massa do glúıno maior do que 1
TeV. Nós consideramos o cenário SPS1a como uma primeira (a mais otimista) escolha para
as massas dos glúınos e squarks.

Na Fig. (6.3) nós mostramos nossos resultados para a dependência do momento trans-
verso do fator de modificação nuclear definido por

RpA ≡ d2σ(pA)

dηdpT
/A

d2σ(pp)

dηdpT
, (6.2)

para produção do glúıno nas colisões próton-núcleo no LHC (
√
s = 8.8 GeV). Nós notamos

que para baixo pT as nPDF’s DS e EPS08 estão dentro da banda de incerteza de EPS09, com
quase nenhum efeito nuclear, RpA ∼ 1. Para pT > 500 GeV, as EPS’s começam levemente
suprimidos (aumentando com pT ), enquanto a DS começa levemente enaltecido (aumen-
tando com pT ). Para a distribuição HKN, há um maior enaltecimento de 10%, aumentando
lentamente com pT . Isto significa que a quantidade correta de (anti)sombreamento é in-
definida. De fato, como pT cresce os valores sondados de x aumentam, e as nPDF’s EPS
entram na região EMC, enquanto que este efeito não aparece para as outras nPDF’s.

Na Fig. (6.4) nós apresentamos uma análise similar para dependência do momento
transverso do fator modificação nuclear definido por

RAA =
d2σ(AA)

dηdpT
/A2d

2σ(pp)

dηdpT
, (6.3)

para produção de glúınos em colisões núcleo-núcleo no LHC (5.5 TeV). Neste caso, os
efeitos nucleares são amplificados pela presença de dois núcleos. Além disso, os valores de
x sondados são muito mais altos devido a energia do centro de massa ser menor. De fato,
a supressão para EPS aumenta com pT de uma maneira mais forte que no caso pA (por
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volta de 15% para pT mais alto). A nPDF DS tem um enaltecimento padrão, aumentando
com pT . Notamos que esta distribuição alcança o efeito de movimento de Fermi no lado
direito da Fig. (6.1). O enaltecimento é também maior para HKN, acima de 20% com um
aumento muito pequeno com pT . Nós podemos ver que, se a mais recente nPDF EPS09
é a mais correta distribuição, a produção de glúınos será levemente suprimida comparada
com colisões pp na mesma energia, enquanto que a DS e HKN sugerem que haverá algum
enaltecimento na produção de glúınos em colisões nucleares.

O posśıvel aumento da taxa de produção de glúınos em colisões nucleares (comparado
com colisões pp na mesma energia) mostrado nas Figs. (6.3) e (6.4) é de fato muito pequena
para melhorar realmente a viabilidade da detecção de glúınos quando vamos de pp para pA
e AA. De fato, a multiplicidade de part́ıculas produzidas é consideravelmente maior em
colisões nucleares, o que faz com que a detecção dos glúınos seja mais dif́ıcil. Além disso,
as menores energias do centro de massa dispońıveis produzem um número menor de glúınos
comparado a colisões pp com 14 TeV. A luminosidade que espera-se ser alcançada em
colisões AA (LNN ≈ 1027A2 cm−1s−1) [109] é sete ordens de magnitude menor que no modo
pp (Lpp ≈ 1034 cm−1s−1), e esta é a principal limitação para detecção de glúınos nucleares.
No modo pA, espera-se uma luminosidade de LpA ≈ 7.4 × 1029 cm−1s−1 [110], a qual se
torna 7.4 pb−1 assumindo um ano inteiro (107 s) de funcionamento do LHC no modo ı́on
(usualmente, considera-se a duração de um mês (106 s) para o modo ı́on). Somente com
nossa estimativa em LO, e considerando a parametrização EPS09, mais suprimida, obteria-
se então 31 glúınos produzidos no modo pA para todo espectro em pT ; assim a estat́ıstica
é realmente limitada. Existem sugestões de que a luminosidade pA poderia eventualmente
ser aumentada para LpA ≈ 1031 cm−2s−1 [111], neste caso nossa estimativa aumentaria para
430 glúınos em um ano de funcionamento no modo ı́on. Para estimativas mais realistas, as
correções em NLO ainda aumentariam a seção de choque dos vários subprocessos um fator
menor do que 2 [112], e assim o para o número de glúınos detectados.

Não somente o sombreamento nuclear mas também os parâmetros de quebra de SUSY
afetam as razões nucleares. Esta dependência é indireta, visto que as massas do glúıno
e squark (mg̃, mq̃) são os únicos parâmetros que realmente afetam os resultados, mas es-
sas massas são consequências de diferentes parâmetros de quebra de SUSY em diferentes
cenários SPS. Isto é mostrado na Fig. (6.5), onde diferentes cenários SPS fornecem dife-
rentes valores absolutos para as taxas nucleares RAA (isto pode ser visto comparando, por
exemplo, os pontos iniciais de cada curva). O crescimento em pT para a nPDF DS é igual-
mente mais profundo para o cenários SPS de maior massa (maior x). Para o cenário SPS
9, os resultados não são muito confiáveis, visto que a maioria das parametrizações não são
válidas nesta região: o HKN prediz um enaltecimento essencialmente constante com pT , e
as EPSs (congelada acima de 1 TeV) predizem uma supressão decrescente com pT . Devido
a combinação das incertezas nos efeitos nucleares e nos cenários de quebra de SUSY, é ne-
cessário uma melhor determinação das PDF’s nucleares antes de descrevermos precisamente
a produção de glúınos em colisões nucleares. Além disso, a descoberta e medida das massas
dos glúınos e squarks será importante nas pesquisas por spart́ıculas produzidas em colisões
nucleares, já que os efeitos nucleares também depedem dessas massas.
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Fig. 6.3: Dependência com o momento transverso do fator de modificação nuclear RpA para
produção inclusiva de glúınos em colisões pA no LHC (

√
s = 8.8 TeV, |η| ≤ 2.5),

para distintas nPDF’s.

6.3 Conclusão

Neste caṕıtulo estudamos efeitos nucleares na produção de glúınos em colisões pA e AA no
LHC. Nós mostramos diferentes resultados de enaltecimento e supressão, dependendo das
PDF’s nucleares. Vimos que os efeitos nucleares são menores em interações próton-núcleo
e maiores em colisões entre núcleos. Provavelmente, os glúınos serão produzidos em grande
quantidade em colisões pp a 14 TeV. Uma vez que os detalhes na produção forem conhecidos
em interações pp, o estudo da produção de glúınos em colisões pA e AA poderia fornecer
v́ınculos sobre as nPDF’s em regiões de Q2 elevado, ainda não exploradas.

Incertezas sobre as nPDF’s (e efeitos de materia fria em geral), e sobre as massas dos
glúınos e squarks (cenários SPS) podem tornar a detecção dos glúınos nucleares muito
dif́ıcil. Logo, é necessário desemaranhar estes dois tipos de efeitos em futuras pesquisas.
Para colisões de núcleos pesados, onde é esperada a formação do plasma de quarks e glúons,
podem aparecer outros canais onde o glúıno é produzido. Aqui nós somente investigamos
os efeitos de matéria fria conhecidos como sombreamento das distribuições nucleares. Por
exemplo, não levamos em conta efeitos de perda de energia dos pártons ao atravessar o meio
nuclear. No caso de os glúınos serem descobertos em colisões pp no LHC, eles também serão
produzidos em colisões pA e AA. No entanto, a capacidade de detectá-los dependerá de um
melhor entendimento dos efeitos nucleares corretos.
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Fig. 6.4: Dependência do momento transverso do fator de modificação nuclear RAA para
produção inclusiva de glúınos em colisões AA no LHC (
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s = 5.5 TeV, |η| ≤ 2.5),

para distintas nPDF’s.
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Fig. 6.5: Dependência do momento transverso da razão RAA na produção de glúınos no
LHC (

√
s = 5.5 TeV ), para diferentes escolhas das distribuições partônicas: DS

[94], HKN [95], EPS08 [96] e EPS09 [97],em diferentes cenários SPS.



Conclusões e Perspectivas

Neste trabalho realizamos um estudo sobre a produção de glúınos no LHC, em colisões
próton-próton (

√
s = 14 TeV), próton-núcleo (

√
s = 8.8 TeV) e núcleo-núcleo (

√
s =

5.5 TeV). No estudo sobre a produção de glúınos em colisões nucleares, investigamos a
influência dos efeitos nucleares. Nós demonstramos que dependendo da magnitude dos
efeitos nucleares, a produção de glúınos pode ser enaltecida ou suprimida comparada à
produção em colisões próton-próton. Este estudo, foi uma contribuição inédita e nossos
resultados estão apresentados no caṕıtulo 6. Parte desta contribuição foi publicada em
um proceedings [108], e um trabalho com o estudo completo do assunto foi publicado na
Ref. [50].

O glúıno é uma part́ıcula do tipo Majorana, predita por modelos de extensão super-
simétrica do Modelo Padrão, como o MSSM. Como tratamos de um parceiro supersimétrico,
fizemos um estudo sobre ideias básicas de supersimetria no caṕıtulo 2. Inicialmente mo-
tivamos o estudo sobre supersimetria mostrando algumas soluções de problemas usando
esta teoria que não são posśıveis de se explicar a partir do Modelo Padrão de f́ısica de
part́ıculas. Trabalhamos também neste caṕıtulo os conceitos fundamentais para construção
de extensões supersimétricas, como a definição de superespaço e supercampos. Com a in-
trodução do conceito de supercampos, mostramos que o espectro de part́ıculas do Modelo
Padrão é duplicado, com a inclusão de parceiros supersimétricos aos campos usuais. Mos-
tramos no caṕıtulo 3 como são constrúıdos exemplos de teorias supersimétrica. Para isso,
constrúımos a lagrangeana da super QED e da super QCD. A partir das lagrangeanas da
SQED e da SQCD obtidas no caṕıtulo 3, encontramos as regras de Feynman, em LO, para
os principais vértices da SQED e SQCD. Mostramos também, como são introduzidos os
superparceiros das part́ıculas usuais da QED, ou seja, o selétron (superparceiro do elétron),
o fotino (superparceiro do fóton), e os superparceiros da QCD, o squark (superparceiro do
quark) e o glúıno (superparceiro do glúon). O fotinos, assim como os glúıno, são part́ıculas
de Majorana.

Para calcular a produção de glúınos e fotinos, no caṕıtulo 4 mostramos um conjunto de
regras de Feynman, que se aplicam tanto para part́ıculas do tipo Dirac como para part́ıculas
de Majorana, baseadas na Ref. [81]. Esta é uma importante contribuição deste trabalho já
que a maioria dos livros de teoria de campos tratam somente de part́ıculas do tipo Dirac.
Com este conjunto de regras de Feynman e termos de vértice obtidos no caṕıtulo 3 para
SQED e SQCD, no caṕıtulo 5 fizemos o cálculo completo da seção de choque para produção
de fotinos no processo e−e+ → γ̃γ̃, bem como o cálculo das amplitudes para produção de
glúınos nos subprocessos da colisão pp, gg → g̃g̃, gg → g̃g̃ e gg → g̃g̃. Com aux́ılio do
programa FeynArts confirmamos nossos resultados para as amplitudes.

Na seção (5.2.2) do caṕıtulo 5, nós começamos os estudos fenomenológicos para produção
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de glúınos. Fizemos a análise do comportamento da seção de choque nos diferentes cenários
SPS, a partir de resultados obtidos na Ref. [49], e notamos que a magnitude na produção
de glúınos depende fortemente da massa destas part́ıculas nestes cenários.

No último caṕıtulo, realizamos um estudo sobre a produção de glúınos em colisões pA e
AA no LHC e notamos que, devido a magnitude dos efeitos nucleares, pode haver enalteci-
mento ou diminuição na produção de glúınos nestas colisões, comparando-se com colisões pp
na mesma energia. Os efeitos nucleares podem dificultar na procura por glúınos produzidos
em colisões pA e AA, e devem ser levados em conta em tais buscas. Além disso, as energias
do centro de massa das colisões nucleares serão inferiores aos 14 TeV de colisões pp, o que
diminui a taxa de produção de glúınos comparado ao modo pp. Conclúımos então que os
enaltecimentos indicados em alguns dos posśıveis cenários não são suficientes para melhorar
a viabilidade de se encontrar glúınos em colisões nucleares. Mas o fato é que se os glúınos
existem, e suas massas não forem muito maiores que 1 TeV, eles também serão produzidos
nestas colisões.

Para complementar este trabalho, pretendemos estendê-lo para o estudo da produção
de squarks em colisões hadrônicas, bem como o de levar em conta as contribuições na
próxima ordem de teoria de perturbação (NLO). Estudos de outras extensões do Modelo
Padrão também são relevantes na busca de part́ıculas supersimétricas no LHC e em colisores
futuros.



Apêndice A

Álgebras

Os ı́ndices de Lorentz são representados por letras latinas (m,n, ...) e os ı́ndices espinoriais
são representador por legras gregas (α, β, ...). Também trabalhamos com unidades naturais,
onde c = 1 e ~ = 1.

A.1 Álgebra de Poincaré

O grupo de Poincaré contém como subgrupo o grupo de Lorentz, com trasformações definidas
por

xm → x′m = ωmnxn, (A.1)

onde xm = (x0, x1, x2, x3) são coordenadas no espaço de Minkowski. O grupo de Lorentz
contém 6 parâmetros (3 parâmetros de boost e 3 ângulos de rotação), escritos em termos de
um tensor anti-simétrico ωmn = −ωnm. Assim, as transformações de Lorentz envolvem 6
geradores, 3 para rotação e 3 para boosts. Para um campo espinorial de spin 1/2 podemos
escrever os geradores do grupo de Lorentz em termos do tensor anti-simétrico Mmn = −Mnm

como

Mmn = i (xm∂n − xn∂m) +
1

4
[γm, γn] , (A.2)

Se o campo for escalar o último termo (que corresponde ao spin) é nulo.
O grupo de translação também é um subgrupo do grupo de Poincaré, com 4 parâmetros,

definido de acordo com a transformação

xm → x′m = xm + am, (A.3)

onde am são os parâmetros de translação. O grupo de translação requer 4 operadores Pm,
um para cada direção. A forma de um gerador de translação é dada por

Pm = i∂m. (A.4)

Logo, o grupo de Poincaré consiste de transformações de Lorentz e translações:

transformação de Poincaré : xm → x′m + ωmnxn + am (A.5)

A trasformação de um campo arbitrário Φ sobre (A.5) pode ser escrita como:

translação : Φ(x) → Φ′(x) = eiamPmΦ(x) (A.6)

transformação de Lorentz : Φ(x) → Φ′(x) = e
i

2
ωmnMmnΦ(x) (A.7)
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Os geradores do grupo de Poincaré satisfazem a seguinte álgebra

[Pm, P n] = 0 ,

[Mmn, P r] = i(ηnrPm − ηmrP n) ,

[Mmn,M rs] = −i(ηmrMns − ηmsMnr − ηnrMms + ηnsMmr) . (A.8)

A.2 Super Álgebra de Poincaré ou Álgebra

Supersimétrica

A álgebra da supersimetria é uma extensão da álgebra de Poincaré, com a introdução de
dois geradores espinoriais Q e Q̄, conhecida como super álgebra de Poincaré. A extensão
da álgebra de Poincaré é assegurada pelo teorema de Haag-Lopuszanski-Sohnius [72]. Con-
siderando apenas um gerador de supersimetria Qα (N = 1)1, a álgebra é dada por

{Qα, Q̄β̇} = 2σm
αβ̇
Pm ,

{Qα, Qβ} = {Q̄α̇, Q̄β̇} = 0 ,

[Qα, Pm] = [Q̄α̇, Pm] = 0 ,

[Qα,M
mn] = σmn

α
βQβ ,

[Q̄α̇,Mmn] = σ̄mnα̇
β̇Q̄

β̇ ,

[Pm, P n] = 0 ,

[Mmn, P r] = ı(ηnrPm − ηmrP n) ,

[Mmn,M rs] = −ı(ηmrMns − ηmsMnr − ηnrMms + ηnsMmr) . (A.9)

Como vimos no caṕıtulo 2, considerando ωmn como zero, obtemos as seguintes trans-
formações supersimétricas no superespaço Z = (xm, θ, θ̄)

xm → xm + am + iξσmθ̄ − iθσmξ̄ (A.10)

θ → θ + ξ (A.11)

θ̄ → θ̄ + ξ̄, (A.12)

onde am, ξ e ξ̄ são os parâmetros da álgebra de SUSY. Obtivemos também seguintes as
definições para operadores de SUSY

Pm = i∂m (A.13)

Qα = i∂α − σm
αα̇θ̄

α̇∂m (A.14)

Q̄α̇ = −i∂̄α̇ + θασm
αα̇∂m. (A.15)

A partir da definição destes operadores é posśıvel demonstrar algumas das relações de co-
mutação de (A.9).

1 Para um maior número de geradores N > 1 as teorias supersimétricas não admitem representações
quirais que são cruciais para fenomenologia.



Apêndice B

Notação Espinorial e Convenções

B.1 Notação espinorial de Weyl

Para derivarmos as lagrangeanas supersimétricas, é conveniente utilizar espinores de Weyl
de duas componentes. Vamos mostrar qual a correspondência entre espinores de Weyl de
duas componentes e a notação espinorial de Dirac e de Majorana de quatro componentes.

Um fermion livre é descrito pela lagrangeana

LDirac = iΨ̄Dγ
m∂mΨD −mΨ̄DΨD, (B.1)

Por conveniência vamos usar a seguinte representação para as matrizes γm [71]

γm =

(

0 σm

σ̄m 0

)

γ5 =

(

1 0
0 −1

)

(B.2)

onde

σ0 =

(

−1 0
0 −1

)

, σ1 =

(

0 1
1 0

)

, σ2 =

(

0 −i
i 0

)

, σ3 =

(

1 0
0 −1

)

, (B.3)

onde as matrizes σ1, σ2 e σ3 são as matrizes de Pauli.
Os espinores de Dirac ΨD podem ser constrúıdos a partir de dois espinores de Weyl de

duas componentes da seguinte maneira:

ΨD =

(

ξα
χ̄α̇

)

(B.4)

Logo, o espinor adjunto Ψ̄D é dado por

Ψ̄D ≡ Ψ†
Dγ

0 =
(

ξ̄α̇ χα
)

(

0 −1
−1 0

)

(B.5)

Ψ̄D = −
(

χα ξ̄α̇
)

, (B.6)

onde χα = [χ̄α̇]† e ξ̄α̇ = [ξα]†.
Sabemos que para um férmion massivo nós definimos a projeção 1

2
(1± γ5)ϕ como sendo

as componentes de mão esquerda e mão direita de ϕ. Definimos os operadores projeção da
seguinte forma

PL ≡ 1

2

(

1 + γ5
)

=
1

2

[(

1 0
0 1

)

+

(

1 0
0 −1

)]

=

(

1 0
0 0

)

(B.7)
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PR ≡ 1

2

(

1 − γ5
)

=
1

2

[(

1 0
0 1

)

−
(

1 0
0 −1

)]

=

(

0 0
0 1

)

(B.8)

Logo, usando espinores de Weyl, da Eq. (B.4) temos:

PLΨ =

(

1 0
0 0

)(

ξα
χ̄α̇

)

=

(

ξα
0

)

(B.9)

PRΨ =

(

0 0
0 1

)(

ξα
χ̄α̇

)

=

(

0
χ̄α̇

)

(B.10)

Assim, ξα e χ̄α̇ são chamandos de espinores de Weyl de mão esquerda e mão direita,
respectivamente.

Os ı́ndices espinoriais são levantados e abaixados com o seguinte tensor métrica

ǫαβ = ǫα̇β̇ =

(

0 −1
1 0

)

= −iσ2, (B.11)

ǫαβ = ǫα̇β̇ =

(

0 1
−1 0

)

= iσ2. (B.12)

O levantamento e abaixamento dos ı́ndices ocorre da seguinte maneira:

ξα = ǫαβξβ (B.13)

ξ̄α̇ = ǫα̇β̇ ξ̄
β̇ (B.14)

Definimos então:
ξχ ≡ ξαχα = −ξαχα = χαξα ≡ χξ (B.15)

ξ̄χ̄ ≡ ξ̄α̇χ̄
α̇ = −ξ̄α̇χ̄α̇ = χ̄α̇ξ̄

α̇ ≡ χ̄ξ̄ (B.16)

Com essas definições podemos escrever

Ψ̄DΨD = −
(

χα ξ̄α̇
)

(

ξα
χ̄α̇

)

= −χαξα − ξ̄α̇χ̄
α̇ = −

[

χξ + ξ̄χ̄
]

(B.17)

Ψ̄DΨD = −
[

χξ + χ̄ξ̄
]

(B.18)

Ψ̄Dγ
mΨD = −

(

χα ξ̄α̇
)

(

0 σm
αβ̇

σ̄mα̇β 0

)(

ξβ
χ̄β̇

)

= −
(

χα ξ̄α̇
)

(

σm
αβ̇
χ̄β̇

σ̄mα̇βξβ

)

= −χασ̄m
αβ̇
χ̄β̇ − ξ̄α̇σ

mα̇βξβ = −
[

χασ̄m
αβ̇
χ̄β̇ + ǫα̇β̇ ξ̄

β̇σ̄mα̇βǫβαξ
α
]

= −
[

χασ̄m
αβ̇
χ̄β̇ − ξ̄β̇ǫβ̇α̇σ̄

mα̇βǫβαξ
α
]

(B.19)

Como
ǫβ̇α̇σ̄

mα̇βǫβα = σ̄m
β̇α
, (B.20)
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logo

Ψ̄Dγ
mΨD = −

[

χασ̄m
αβ̇
χ̄β̇ − ξ̄β̇σ̄m

β̇α
ξα
]

= −
[

χασ̄m
αβ̇
χ̄β̇ − ξασm

αβ̇
ξ̄β̇
]

Ψ̄Dγ
mΨD = −

[

χσ̄mχ̄− ξσmξ̄
]

. (B.21)

Usando (B.18) e (B.21) podemos escrever a lagrangeana (B.1) como:

LDirac = −iχσ̄m∂mχ̄+ i (∂mξ)σ
mξ̄ +m

[

χξ + χ̄ξ̄
]

(B.22)

Podemos escrever

∂m

(

ξσmξ̄
)

= (∂mξ)σ
mξ̄ + ξσm

(

∂mξ̄
)

,

logo,
(∂mξ)σ

mξ̄ = −ξσm
(

∂mξ̄
)

+ ∂m

(

ξσmξ̄
)

. (B.23)

Como a derivada total ∂m

(

ξσmξ̄
)

não afeta a ação, podemos escrever (B.22) como:

LDirac = −iχσ̄m∂mχ̄− iξσm∂mξ̄ +m
[

χξ + χ̄ξ̄
]

(B.24)

O espinor conjugado de carga é definido por

Ψc = CΨ̄T (B.25)

Na representação de Weyl, a matriz conjugação de carga é definida por

C =

(

ǫαβ 0

0 ǫα̇β̇

)

(B.26)

É posśıvel demontrar que nesta representação a matriz conjugação de carga satisfaz as
seguintes propriedades

C−1γmC = (−γm)T (B.27)

C† = C−1, (B.28)

C = −C−1 = −C† = −CT (B.29)

Usando (B.26), podemos escrever o espinor de conjugado de carga de Dirac como:

Ψc
D = CΨ̄T

D =

(

ǫαβ 0

0 ǫα̇β̇

)

[

−
(

χα ξ̄α̇
)]T

= −
(

ǫαβ 0

0 ǫα̇β̇

)(

χα

ξ̄α̇

)

= −
(

ǫαβχ
α

ǫα̇β̇ ξ̄α̇

)

= −
( −ǫβαχ

α

−ǫβ̇α̇ξ̄α̇

)

(B.30)

Ψc
D =

(

χβ

ξ̄β̇

)

(B.31)

Podemos perceber que o operador conjugação de carga na representação de Weyl dos
espinores de Dirac troca ξ por χ e vice-versa.
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Como vimos na seção (1.1.4) para campos de Majorana temos que as part́ıculas e as anti-
part́ıculas são indistingúıveis. Logo, o espinor de Majorana ΨM possui a seguinte condição

ΨM = Ψc
M (B.32)

Para que isto ocorra é necessário que ξα = χα e χ̄α̇ = ξ̄α̇. Logo, podemos escrever o
espinor de Majorana ΨM como:

ΨM =

(

ξα
ξ̄α̇

)

(B.33)

Fazendo uma comparação entre ΨD e ΨM , podemos notar que há quatro modos fisica-
mente distingúıveis em um campo de Dirac, ou seja, elétrons de mão direita e esquerda e
pósitrons de mão direita e esquerda, e para campos de Majorana temos somente dois modos
distingúıveis, já que as part́ıculas são iguais as suas anti-part́ıculas.

A lagrangeana para um férmion do tipo Majorana é dada por

LMajorana =
i

2
Ψ̄Mγ

m∂mΨM − 1

2
mΨ̄MΨM (B.34)

Usando notação de Weyl podemos escrever

LMajorana = −iξ̄σ̄m∂mξ +
1

2
m
(

ξξ + ξ̄ξ̄
)

(B.35)

Ao contrário dos espinores de Dirac, necessitamos de apenas um espinor de Weyl de
duas componentes para construir um espinor de Majorana de quatro componentes.

B.2 Identidades envolvendo variáveis de Grassmann

B.2.1 Derivação de variáveis de Grassmann

Consideraremos os espinores de Weyl de duas componentes θ e θ̄ e definiremos

∂α ≡ ∂

∂θα
, ∂α ≡ ∂

∂θα

∂̄α̇ ≡ ∂

∂θ̄α̇

, ∂̄α̇ ≡ ∂

∂θα̇
(B.36)

A diferenciação com relação a θ é definida como

∂αθ
β =

∂

∂θα
θβ = δβ

α,

∂αθβ =
∂

∂θα
θβ = δα

β , (B.37)

e para θ̄

∂̄α̇θ̄
β̇ =

∂

∂θ̄α̇
θ̄β̇ = δβ̇

α̇,

∂̄α̇θ̄β̇ =
∂

∂θ̄α̇

θ̄β̇ = δα̇
β̇
. (B.38)
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Usando o tensor métrico para levantar ou abaixar ı́ndices, podemos escrever as seguintes
relações:

ǫαβ∂β = −∂α,

ǫα̇β̇∂̄
β̇ = −∂̄α̇,

∂α = −ǫαβ∂
β ,

{∂α, ∂β} = 0,

{∂̄α̇, ∂̄β̇} = 0,

{∂̄α̇, θ
β} = 0,

{∂α, θ̄
β̇} = 0,

∂α (θθ) = 2θα,

∂̄α̇
(

θ̄θ̄
)

= 2θ̄α̇,

∂2 (θθ) = 4,

∂̄2
(

θ̄θ̄
)

= 4. (B.39)

B.2.2 Integração de variáveis de Grassmann

As integrações envolvendo variáveis de Grassmann obedecem às seguintes identidades

∫

dθ1

∫

dθ2 1 = 0 ,
∫

dθ1

∫

dθ2 θ1 = 0 ,
∫

dθ1

∫

dθ2 θ2 = 0 ,
∫

dθ1

∫

dθ2 θ1θ2 = −1 . (B.40)

Para mais detalhes ver [20].
Aqui usamos a seguinte notação para integrais de funções que definem os supercampos

∫

φ(θ)d2θ = [φ(θ)]θθ = f (B.41)

∫

Ω(θ, θ̄)d2θd2θ̄ =
[

Ω(θ, θ̄)
]

θθθ̄θ̄
= d, (B.42)

onde f é o termo proporcional a θθ em uma função φ(θ) e d é o termo proporcional a θθθ̄θ̄
em uma função Ω(θ, θ̄).
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Algumas identidades espinoriais úteis são listadas abaixo:

θαθβ = −1

2
ǫαβθθ

θαθβ =
1

2
ǫαβθθ

θ̄α̇θ̄β̇ =
1

2
ǫα̇β̇ θ̄θ̄

θ̄α̇θ̄β̇ = −1

2
ǫα̇β̇ θ̄θ̄

(θχ)(θψ) = −1

2
(θθ)(χψ)

(θ̄χ̄)(θ̄ψ̄) = −1

2
(χ̄ψ̄)(θ̄θ̄)

χσmψ̄ = −ψ̄σ̄mχ

(θσmθ̄)(θσnθ̄) = −1

2
ηmn(θθ)(θ̄θ̄) (B.43)

Um conjunto mais completo de idêntidades envolvendo variáveis de Grassmann e notação
espinorial pode ser encontrado, por exemplo, no apêndice A de [71].



Apêndice C

Demonstrações caṕıtulo 3

C.1 Análogo Fmn da SQED

Vamos encontrar uma expressão para WA computando seus componentes no gauge de Wess
Zumino VWZ(x, θ, θ̄). Como WA é um supercampo quiral de mão esquerda, temos que
WA = WA(y, θ). Logo, para escrever WA no gauge de Wess Zumino devemos fazer a seguinte
substituição de coordenadas xm = ym − iθσµθ̄ em VWZ(x, θ, θ̄), ou seja,

VWZ

(

x, θ, θ̄
)

= VWZ

(

y − iθσµθ̄, θ, θ̄
)

(C.1)

Fazendo esta substituição em (2.77), usando (2.51), (2.52), (2.53) e a expansão vm(x) =
vm(y) − iθσnθ̄∂nvm(y) + 1

4
θθθ̄θ̄∂n∂

nvm(y), temos

VWZ

(

y, θ, θ̄
)

= θσmθ̄vm(y) + θθθ̄λ̄(y) + θ̄θ̄θλ(y) +
1

2
θθθ̄θ̄{D(y) + iηmn∂(y)

n vm(y)}, (C.2)

onde usamos
(

θσmθ̄
) (

θσnθ̄
)

= −1
2
θθθ̄θ̄ηmn.

Wα pode ser encontrado substituindo a expressão acima em (3.1). Primeiramente vamos

calcular D
(y)
α VWZ

(

y, θ, θ̄
)

onde D
(y)
α = ∂α + 2iσm

αα̇θ̄
α̇∂m

D(y)
α VWZ

(

y, θ, θ̄
)

=
(

∂α + 2iσn
αα̇θ̄

α̇∂n

)

VWZ

(

y, θ, θ̄
)

= δβ
ασ

m
ββ̇
θ̄β̇vm + 2θαθ̄λ̄(y) + θ̄θ̄δβ

αλβ + θ̄θ̄{D(y) + i∂mvm}θα

+ 2iσn
αα̇θ̄

α̇θβσm
ββ̇
θ̄β̇∂nvm + 2iσn

αα̇θ̄
α̇θθθ̄β̇∂nλ̄

β̇, (C.3)

Podemos escrever os dois últimos termos como:

2iσn
αα̇θ̄

α̇θβσm
ββ̇
θ̄β̇∂nvm = −2iσn

αα̇θ̄
α̇θ̄β̇θβσm

ββ̇
∂nvm

= −iθ̄θ̄σn
αα̇ǫ

α̇β̇θβσm
ββ̇
∂nvm = −iθ̄θ̄σn

αα̇ǫ
α̇β̇ǫβλθλσ

m
ββ̇
∂nvm

= iθ̄θ̄σn
αα̇ǫ

α̇β̇ǫλβσm
ββ̇
θλ∂nvm = iθ̄θ̄σn

αα̇σ̄
mα̇λθλ∂nvm (C.4)

2iθθσn
αα̇θ̄

α̇θ̄β̇∂nλ̄
β̇ = 2iθθσn

αα̇θ̄
α̇ǫβ̇λ̇θ̄

λ̇∂nλ̄
β̇

= iθθθ̄θ̄σn
αα̇ǫβ̇λ̇ǫ

α̇λ̇∂nλ̄
β̇ = iθθθ̄θ̄σn

αα̇ǫβ̇λ̇(−ǫλ̇α̇)∂nλ̄
β̇

= −iθθθ̄θ̄σn
αα̇δ

α̇
β̇
∂nλ̄

β̇. (C.5)
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Logo,

D(y)
α VWZ

(

y, θ, θ̄
)

= σm
αβ̇
θ̄β̇vm + 2θαθ̄λ̄(y) + θ̄θ̄λα + θ̄θ̄{D(y) + i∂mvm}θα

+ iθ̄θ̄σn
αβ̇
σ̄mβ̇βθβ∂nvm − iθθθ̄θ̄σn

αα̇∂nλ̄
α̇ (C.6)

Juntando os termos θ̄θ̄θβ , temos:

θ̄θ̄{δβ
αD(y) + iδβ

αη
mn∂nvm + i (σnσ̄m)β

α ∂nvm}θβ (C.7)

Usando (σmσ̄n + σnσ̄m)β
α = −2ηmnδβ

α, podemos escrever

θ̄θ̄{δβ
αD(y) − i

2
(σmσ̄n + σnσ̄m)β

α ∂nvm + i (σnσ̄m)β
α ∂nvm}θβ

= θ̄θ̄{δβ
αD(y) − i

2
(σmσ̄n)β

α ∂nvm +
i

2
(σnσ̄m)β

α ∂nvm}θβ (C.8)

Fazendo n↔ m no último termo,

θ̄θ̄{δβ
αD(y) − i

2
(σmσ̄n)β

α ∂nvm +
i

2
(σmσ̄n)β

α ∂mvn}θβ

= θ̄θ̄{δβ
αD(y) +

i

2
(σmσ̄n)β

α (∂mvn − ∂nvm)}θβ (C.9)

Substituindo (C.9) em (C.6), temos

D(y)
α VWZ

(

y, θ, θ̄
)

= σm
αβ̇
θ̄β̇vm + 2θαθ̄λ̄(y) + θ̄θ̄λα(y)

+ θ̄θ̄{δβ
αD(y) +

i

2
(σmσ̄n)β

α Fmn}θβ − iθθθ̄θ̄σn
αα̇∂nλ̄

α̇, (C.10)

onde Fmn = (∂mvn − ∂nvm) é o tensor do campo eletromagnético como na seção (1.2).
Aplicando −1

4
D̄(y)D̄(y), temos

−1

4
∂̄α̇∂̄

α̇Wα = −1

4
∂̄α̇∂̄

α̇{σm
αβ̇
θ̄β̇vm + 2θαθ̄λ(̄y) + θ̄θ̄λα(y)

+ θ̄θ̄

[

δβ
αD(y) +

i

2
(σmσ̄n)β

α Fmn

]

θβ − iθθθ̄θ̄σαα̇∂mλ̄
α̇(y)} =

− 1

4
{−4λα(y) − 4

[

δβ
αD(y) +

i

2
(σmσ̄n)β

α Fmn

]

θβ

+ 4iθθσm
αα̇∂mλ̄

α̇(y)}, (C.11)

pois ∂̄α̇∂̄
α̇
(

θ̄θ̄
)

= −4.
Logo,

Wα = λα(y) +

[

δβ
αD(y) +

i

2
(σmσ̄n)β

α Fmn

]

θβ − iθθσm
αα̇∂mλ̄

α̇(y) (C.12)
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Como Wα é quiral, a componente θθ de W αWα será quiral e escalar. Vamos então
encontrar a expressão W αWα = ǫαβWβWα,

ǫαβWβWα = ǫαβ{λβ + θβD +
i

2
(σpσ̄q)γ

β Fpqθγ − iθθσp

ββ̇
∂pλ̄

β̇}

× {λα + θαD +
i

2
(σmσ̄n)δ

α Fmnθδ − iθθσm
αα̇∂mλ̄

α̇}

= ǫαβ{−iθθλβσ
m
αα̇∂mλ̄

α̇ +D2θβθα

+
i

2
(σmσ̄n)δ

α θβθδDFmn +
i

2
(σpσ̄q)γ

β θγθαDFpq

− 1

4
(σpσ̄q)γ

β (σmσ̄n)δ
α θγθδFpqFmn − iθθσp

ββ̇
∂pλ̄

β̇λα

+ termos não proporcionais à θθ} (C.13)

Considerando somente termos proporcionais à θθ

ǫαβWβWα = −iθθλασ
m
αα̇∂mλ̄

α̇ +D2θαθα + iθθ (σmσ̄n)δ
α ǫ

αβǫβδDFmn

+iθθ (σpσ̄q)γ
β ǫ

αβǫγαDFpq −
1

2
θθ (σpσ̄q)γ

β (σmσ̄n)δ
α ǫ

αβǫγδFpqFmn + iθθσp

ββ̇
∂pλ̄

β̇ǫβαλα

= −iθθλασ
m
αα̇∂mλ̄

α̇ +D2θθ + iθθ (σmσ̄n)δ
α δ

α
δ DFmn

+iθθ (σpσ̄q)γ
β δ

β
γDFpq −

1

8
θθ (σpσ̄q)γ

β (σmσ̄n)δ
α

(

δα
δ δ

β
γ − δα

γ δ
β
δ

)

FpqFmn − iθθλβσp

ββ̇
∂pλ̄

β̇(C.14)

Podemos escrever

(σmσ̄n)δ
α δ

α
δ Fmn = (σmσ̄n)α

α = Tr (σmσ̄n)Fmn = 2ηmnFmn = 0 (C.15)

e

(σpσ̄q)γ
β (σmσ̄n)δ

α

(

δα
δ δ

β
γ − δα

γ δ
β
δ

)

FpqFmn =
(

(σpσ̄q)β
β (σmσ̄n)α

α − (σpσ̄q)α
β (σmσ̄n)β

α

)

FpqFmn

= (Tr (σpσ̄q)Tr (σmσ̄n) − Tr (σpσ̄qσmσ̄n))FpqFmn

= −2 (−ηpmηqn + ηpnηqm + iǫpqmn)FpqFmn

= 2FmnFmn − 2F nmFmn − 2iǫpqmnFpqFmn

= 4FmnFmn − 2iǫpqmnFpqFmn, (C.16)

onde usamos as propriedades

Tr (σmσ̄n) = 2ηmn (C.17)

Tr (σpσ̄qσmσ̄n) = 2 (ηpqηmn − ηpmηqn + ηpnηqm + iǫpqmn) , (C.18)

e o fato de Fmn ser antisimétrico sobre a troca m↔ n.
Logo (C.14) fica

W αWα|θθ = −2iλασm
αα̇∂mλ̄

α̇ +D2 − 1

2
FmnFmn +

i

4
ǫpqmnFpqFmn (C.19)
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Analogamente, chegamos em

W̄α̇W̄
α̇|θ̄θ̄ = 2i∂mλ

ασm
αα̇λ̄

α̇ +D2 − 1

2
FmnFmn − i

4
ǫpqmnFpqFmn (C.20)

Logo, o termo de energia cinética da lagrangeana da SQED para o fóton e o fotino pode
ser escrito como

1

4

[

W αWα + W̄α̇W̄
α̇
]

F
=

1

2
D2(x) − 1

4
Fmn(x)Fmn(x) − iλ(x)σm∂mλ̄(x) (C.21)

C.2 Termo Φ†e2qVΦ da Lagrangeana da SQED

Como eX = 1 +X + X2

2!
+ ..., temos que

Φ†e2qV Φ = Φ†Φ + 2qΦ†VΦ +
(2q)2

2
Φ†V 2Φ (C.22)

Usando V no gauge de Wess-Zumino

Φ†e2qV Φ = Φ†Φ + 2qΦ†V Φ + (2q)2Φ†V 2Φ

= Φ†{1 + 2q

[

θσmθ̄vm + θθθ̄λ̄+ θ̄θ̄θλ+
1

2
θθθ̄θ̄D

]

+
4q2

2

(

−1

2
θθθ̄θ̄vmv

m

)

}Φ

= Φ†Φ + 2q
(

θσmθ̄vm

)

Φ†Φ + 2q
(

θθθ̄λ̄
)

Φ†Φ + 2q
(

θ̄θ̄θλ
)

Φ†Φ

+ qθθθ̄θ̄ (D − qvmv
m) Φ†Φ (C.23)

Queremos as componentes em θθθ̄θ̄. Usando (2.96), podemos escrever o primeiro termo
como

[

Φ†Φ
]

θθθ̄θ̄
= F ∗(x)F (x) + φ∗(x)�φ(x) − iξ(x)σm∂mξ̄(x) (C.24)

Como queremos termos em θθθ̄θ̄, vamos usar o termo proporcional a θθ̄ de Φ†Φ (Eq.
(2.92)) no segundo termo de (2.92). Logo

2q
(

θσmθ̄vm

)

Φ†Φ = 2qθασm
αα̇θ̄

α̇vmθ
β θ̄β̇

[

iσn
ββ̇

(φ∗
i ∂nφj − ∂nφ

∗
iφj) − 2ξ̄iβ̇ξjβ

]

(C.25)

Usando

θαθα = −1

2
ǫαβθθ, θ̄α̇θ̄β̇ =

1

2
ǫα̇β̇ θ̄θ̄ e {θ̄α̇, θβ} = 0, (C.26)

escrevemos (C.25) como:

2q
(

θσmθ̄vm

)

Φ†Φ =
q

2
ǫαβǫα̇β̇σm

αα̇θθθ̄θ̄vm

[

iσn
ββ̇

(φ∗
i ∂nφj − ∂nφ

∗
iφj) − 2ξ̄iβ̇ξjβ

]

=
q

2
iǫαβǫα̇β̇σm

αα̇σ
n
ββ̇
θθθ̄θ̄vm (φ∗

i∂nφj − ∂nφ
∗
iφj) − qǫα̇β̇ǫαβσm

αα̇θθθ̄θ̄vmξ̄iβ̇ξjβ (C.27)

Usando
σ̄mβ̇β = ǫα̇β̇ǫαβσm

αα̇ (C.28)
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2q
(

θσmθ̄vm

)

Φ†Φ =
q

2
iσ̄mβ̇βσn

ββ̇
θθθ̄θ̄vm (φ∗

i∂nφj − ∂nφ
∗
iφj) − qθθθ̄θ̄vmξ̄iβ̇σ̄

mβ̇βξjβ

=
q

2
iT r (σ̄mσn) θθθ̄θ̄vm (φ∗

i ∂nφj − ∂nφ
∗
iφj) − qθθθ̄θ̄ξ̄iσ̄

mξjvm

= −iq (ηmn) θθθ̄θ̄vm (φ∗
i∂nφj − ∂nφ

∗
iφj) − qθθθ̄θ̄ξ̄iσ̄

mξjvm (C.29)

Logo, podemos escrever

[

2q
(

θσmθ̄vm

)

Φ†Φ
]

θθθ̄θ̄
= −qvn

(

ξ̄iσ̄
nξj + iφ∗

i∂nφj − i∂nφ
∗
iφj

)

(C.30)

No terceiro termo de (C.23) temos que encontrar Φ†Φ proporcional a θ̄. De (2.92)
podemos perceber que este termo é

√
2θ̄ξ̄φ, logo

2q
(

θθθ̄λ̄
)

Φ†Φ = 2
√

2q(θθθ̄λ̄)(θ̄ξ̄φ) = 2
√

2qθθ(θ̄α̇λ̄
α̇)(θ̄β̇ ξ̄

β̇)φ = −2
√

2qθθ(θ̄α̇θ̄β̇λ̄
α̇ξ̄β̇)φ

=
√

2qθθθ̄θ̄(ǫα̇β̇λ̄
α̇ξ̄β̇)φ =

√
2qθθθ̄θ̄(−ǫβ̇α̇λ̄

α̇ξ̄β̇)φ. (C.31)

Logo,
[

2q
(

θθθ̄λ̄
)

Φ†Φ
]

θθθ̄θ̄
= −

√
2qλ̄ξ̄φ (C.32)

Analogamente, o quarto termo de (C.23), pode ser escrito como

2q
(

θ̄θ̄θλ
)

Φ†Φ = 2
√

2q
(

θ̄θ̄θλ
)

θξφ∗ = 2
√

2qθ̄θ̄(θαλα)(θβξβ)φ∗ =
√

2qθ̄θ̄θθ(ǫαβλαξβ)φ∗

=
√

2iqθ̄θ̄θθ(−ǫβαλαξβ)φ∗ = −
√

2iqθ̄θ̄θθ(λαξα)φ∗. (C.33)

Logo,
[

2q
(

θ̄θ̄θλ
)

Φ†Φ
]

θθθ̄θ̄
= −

√
2qλξφ∗ (C.34)

No quinto termo de (C.23), é necessário que Φ†Φ seja independente das variáveis de
Grassmann. Logo, de (2.92) temos que

[

qθθθ̄θ̄ (D − qvmv
m) Φ†Φ

]

θθθ̄θ̄
= q (D − qvmv

m)φ∗φ (C.35)

Usando (C.24), (C.30), (C.32), (C.34) e (C.35) podemos escrever (C.23) como

[

Φ†e2qV Φ
]

θθθ̄θ̄
= F ∗F + φ∗�φ− iξσm∂mξ̄ − qvm

(

ξ̄σ̄mξ + iφ∗∂mφ− i∂mφ
∗φ
)

−
√

2qλ̄ξ̄φ−
√

2qλξφ∗ + q (D − qvmv
m)φ∗φ (C.36)

C.3 Definindo espinores de Dirac de 4 componentes

Vamos definir o espinor de Dirac de quatro componentes como

ψ =

(

ξ+α

ξ̄α̇
−

)

, ψ̄ = −
(

ξβ
− ξ̄+β̇

)

, (C.37)

e para campos de gauginos definimos

λM =

(

λα

λ̄α̇

)

, λ̄M = −
(

λβ λ̄β̇

)

. (C.38)
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Para reescrevermos a lagrangeana (3.33) em termos destes espinores, vamos usar

iλσm [∂m] λ̄ =
i

2
λσm

(

∂mλ̄
)

− i

2
(∂mλ) σmλ̄

=
i

2
λσm

(

∂mλ̄
)

+
i

2
λ̄σ̄m (∂mλ)

=
i

2
λBσm

BȦ
∂mλ̄

Ȧ +
i

2
λ̄Ḃσ̄

mḂA∂mλA

= − i

2
λ̄Mγ

m∂mλM , (C.39)

pois

γm =

(

0 σm

σ̄m 0

)

(C.40)

Com Dm = ∂m + iqvm, também podemos escrever

−iξ̄+σ̄mDmξ+ − iξ̄−σ̄
mD†

mξ− = −iξ̄+σ̄mDmξ+ − iξ̄−σ̄
m∂mξ− + qξ̄−σ̄

mvmξ−

= −iξ̄+σ̄mDmξ+ + i∂mξ−σ
mξ̄− − qξ−σ

mvmξ̄−

= −iξ̄+σ̄mDmξ+ − iξ−σ
m∂mξ̄− − qξ−σ

mvmξ̄−

= −iξ̄+σ̄mDmξ+ − iξ−σ
mDmξ̄−

= −i
(

ξ̄Ḃ+σ̄
mḂADmξA+ + ξB

−σ
m
BȦ

Dmξ̄
Ȧ
−

)

= iψ̄γmDmψ (C.41)

Definindo

ψL ≡ PLψ =

(

ξ+
0

)

, ψR ≡ PRψ =

(

0
ξ̄−

)

, (C.42)

e

ψ̄L = ψ†
Lγ

0 =
(

ξ̄+ 0
)

(

0 −1
−1 0

)

= −
(

0 ξ̄+
)

,

ψ̄R = ψ†
Rγ

0 =
(

0 ξ−
)

(

0 −1
−1 0

)

= −
(

ξ− 0
)

. (C.43)

Logo,

λ̄MψL = −
(

λ λ̄
)

(

ξ+
0

)

= −λξ+ = λ̄MPLψ

λ̄MψR = −
(

λ λ̄
)

(

0
ξ̄−

)

= −λ̄ξ̄− = λ̄MPRψ

ψ̄LλM = −
(

0 ξ̄+
)

(

λ
λ̄

)

= −ξ̄+λ̄ = ψ̄PRλM

ψ̄RλM = −
(

ξ− 0
)

(

λ
λ̄

)

= −ξ−λ = ψ̄PLλM (C.44)
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C.4 Análogo F a
mn (F a)mn da SQCD

Expandindo os expoentes em (3.42), considerando o gauge de Wess-Zumino temos

e−2gVWZDαe
2gVWZ =

(

1 − 2gVWZ + 2g2V 2
WZ

)

Dα

(

1 + 2gVWZ + 2g2V 2
WZ

)

= 2gDαVWZ + 2g2DαV
2
WZ − 4g2VWZDαVWZ − 4g3VWZDαV

2
WZ

+ 4g3V 2
WZDαVWZ + 4g4V 2

WZDαV
2
WZ (C.45)

Como V 3
WZ = VWZDαV

2
WZ = V 2

WZDαVWZ = V 2
WZDαV

2
WZ = 0, podemos escrever

e−2gVWZDαe
2gVWZ = 2gDαVWZ + 2g2DαV

2
WZ − 4g2VWZDαVWZ

= 2gDαVWZ + 2g2VWZDαVWZ + 2g2 (DαVWZ)VWZ − 4g2VWZDαVWZ

= 2gDαVWZ + 2g2 (DαVWZ)VWZ − 2g2VWZDαVWZ

= 2gDαVWZ + 2g2 [DαVWZ , VWZ ] (C.46)

Temos uma equação análoga para

e2gVWZ D̄α̇e
−2gVWZ = −2gDαVWZ + 2g2

[

D̄α̇VWZ , VWZ

]

(C.47)

Logo, podemos reescrever (3.42) como:

Wα ≡ −1

4
D̄D̄ (DαV + g [DαV, V ]) , W̄α̇ ≡ −1

4
DD

(

D̄α̇V − g
[

D̄α̇V, V
])

(C.48)

Portanto, no caso abeliano as Eqs. (3.42) se reduzem a (3.1).
Vamos agora encontrar a expressão para Wα no caso não-abeliano. Para isso vamos

definir W a
α a partir de

Wα = W a
α = W a

αT
a (C.49)

Vamos também expandir o termo e−2gVDαe
2gV da Eq. (3.42) com V = VWZ

e−2gVDαe
2gV =

(

1 − 2gT aV a +
(−2g)2

2
T aT bV aV b

)

Dα

(

1 + 2gT cV c +
(2g)2

2
T cT dV cV d

)

=
(

1 − 2gT aV a + 2g2T aT bV aV b
) (

2gT cDαV
c + 2g2T cT dDαV

cV d
)

= 2gT cDαV
c + 2g2T cT dDαV

cV d − 4g2T aT cV aDαV
c − 4g3T aT cT dV aDαV

cV d

+ 4g3T aT bT cV aV bDαV
c + 4g4T aT bT cT dV aV bDαV

cV d (C.50)

Como V DαV
2 = V 2DαV = V 2DαV

2 = 0, temos

e−2gVDαe
2gV = 2gT cDαV

c + 2g2T cT dDαV
cV d − 4g2T aT cV aDαV

c

= 2gT aDαV
a + 2g2T aT bDαV

aV b − 4g2T aT bV aDαV
b

= 2gT aDαV
a + 2g2T aT b

[

Dα

(

V aV b
)

− 2V aDαV
b
]

(C.51)

Podemos escrever o primeiro termo do lado direito da equação acima em analogia a Eq.
(C.10) para o caso não-abeliano como:

DαV
a = −σm

αβ̇
θ̄β̇va

m(y) + 2iθαθ̄λ̄
a(y) − iθ̄θ̄λa

α(y)

+ θ̄θ̄{δγ
αD

a(y) − i

2
(σmσ̄n)γ

α (∂mv
a
n(y) − ∂nv

a
m(y))}θγ

+ θθθ̄θ̄σn
αα̇∂nλ̄

aα̇(y) (C.52)



Interações dos Bósons de Gauge em SUSY 103

E, de acordo com (2.79), temos para o caso não-abeliano que

V a = V aV b = −1

2
θθθ̄θ̄va

m(y)vbm(y), (C.53)

logo

DαV
aV b =

(

∂α + 2iσm
αα̇θ̄

α̇∂m

)

(

−1

2
θθθ̄θ̄va

m(y)vbm(y)

)

= −θαθ̄θ̄v
a
m(y)vbm(y) (C.54)

O último termo é dado por

V aDαV
b = −1

2
θ̄θ̄θαv

a
m(y)vbm(y) + θ̄θ̄ (σnm)γ

α θγv
a
m(y)vb

n(y)

− i

2
θθθ̄θ̄σm

αα̇

(

λ̄α̇b(y)va
m(y) − λ̄α̇a(y)vb

m(y)
)

. (C.55)

Usando (C.52), (C.54) e (C.55), podemos reescrever (C.51) como

e−2gVDαe
2gV = −2igθ̄θ̄T aλa

α + 2gθ̄θ̄T a

[

δγ
αD

a − i

2
(σmσ̄n)γ

α (∂mv
a
n − ∂nv

a
m)

]

θγ

+2g2T aT b
[

−θαθ̄θ̄v
a
mv

bm + θ̄θ̄θαv
a
mv

bm − 2θ̄θ̄ (σnm)γ
α θγv

a
mv

b
n + iθθθ̄θ̄σm

αα̇

(

λ̄bα̇va
m − λ̄aα̇vb

m

)]

,(C.56)

onde mantivemos somente os termos em θ̄θ̄ pois em seguida iremos calcular D̄D̄. Podemos
reescrever a equação acima como

e−2gVDαe
2gV = 2gθ̄θ̄{−iT aλa

α + T a

[

δγ
αD

a − i

2
(σmσ̄n)γ

α (∂mv
a
n − ∂nv

a
m)

]

θγ

+θθT aσn
αα̇∂nλ̄

α̇a + gT aT b
[

−2 (σnm)γ
α θγv

a
mv

b
n + iθθσm

αα̇

(

λ̄α̇bva
m − λ̄α̇avb

m

)]

}. (C.57)

Vamos escrever o último termo usando
[

T a, T b
]

= ifabcT c

T aT b
[

−2 (σnm)γ
α θγv

a
mv

b
n + iθθσm

αα̇

(

λ̄α̇bva
m − λ̄α̇avb

m

)]

= ifabcT c
[

−2 (σnm)γ
α θγv

a
mv

b
n + iθθσm

αα̇

(

λ̄α̇bva
m − λ̄α̇avb

m

)]

+T aT b
[

−2 (σnm)γ
α θγv

a
mv

b
n + iθθσm

αα̇

(

λ̄α̇bva
m − λ̄α̇avb

m

)]

. (C.58)

Podemos perceber que o último termo é anti-simétrico sob as transformações m ↔ n e
a↔ b, pois σnm = −σmn, logo podemos reescrever a equação acima como:

2T aT b
[

−2 (σnm)γ
α θγv

a
mv

b
n + iθθσm

αα̇

(

λ̄α̇bva
m − λ̄α̇avb

m

)]

= ifabcT c
[

−2 (σnm)γ
α θγv

a
mv

b
n + iθθσm

αα̇

(

λ̄α̇bva
m − λ̄α̇avb

m

)]

. (C.59)

Podemos reescrever o primeiro termo do lado direito da equação acima como

−2i (σnm)γ
α θγf

abcT cva
mv

b
n = −2i (σnm)γ

α θγ

(

f cab
)

T cva
mv

b
n

= −2i (σnm)γ
α θγf

abcT avb
mv

c
n, (C.60)
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onde na última linha fizemos c → a, a → b e b → c. E o último termo do lado direito da
equação (C.59) fica:

−θθσm
αα̇f

abcT c
(

λ̄α̇bva
m − λ̄α̇avb

m

)

= −θθσm
αα̇

[(

f cab
)

T cλ̄α̇bva
m −

(

−f cba
)

T cλ̄α̇avb
m

]

= −θθσm
αα̇

[(

fabc
)

T avb
mλ̄

α̇c +
(

fabc
)

T avb
mλ̄

α̇c
]

= −2θθσm
αα̇f

abcT avb
mλ̄

α̇c (C.61)

Substituindo (C.60) e (C.61) em (C.59), temos

T aT b
[

−2 (σnm)γ
α θγv

a
mv

b
n + iθθσm

αα̇

(

λ̄α̇bva
m − λ̄α̇avb

m

)]

= T a
[

−i (σnm)γ
α θγf

abcvb
mv

c
n − θθσm

αα̇f
abcvb

mλ̄
α̇c
]

= T a
[

i (σmn)γ
α θγf

abcvb
mv

c
n − θθσm

αα̇f
abcvb

mλ̄
α̇c
]

. (C.62)

Usando este resultado na Eq. (C.57), temos

e−2gVDαe
2gV = 2gθ̄θ̄{−iT aλa

α + T a

[

δγ
αD

a − i

2
(σmσ̄n)γ

α (∂mv
a
n − ∂nv

a
m)

]

θγ

+θθT aσn
αα̇∂nλ̄

α̇a + gT a
[

i (σmn)γ
α θγf

abcvb
mv

c
n − θθσm

αα̇f
abcvb

mλ̄
α̇c
]

}. (C.63)

Vamos usar

(σmσ̄n)γ
α (∂mv

a
n − ∂nv

a
m) = (−ηmnδγ

α + 2 (σmn)γ
α) (∂mv

a
n − ∂nv

a
m)

= −ηmn (∂mv
a
n − ∂nv

a
m) δγ

α + 2 (σmn)γ
α (∂mv

a
n − ∂nv

a
m)

= 2 (σmn)γ
α (∂mv

a
n − ∂nv

a
m) , (C.64)

pois (∂mv
m − ∂mvm = 0). Logo, podemos reescrever (C.63) como

e−2gVDαe
2gV = 2gθ̄θ̄{−iT aλa

α + T a [δγ
αD

a − i (σmn)γ
α (∂mv

a
n − ∂nv

a
m)] θγ

+ θθT aσm
αα̇∂mλ̄

α̇a + gT a
[

i (σmn)γ
α θγf

abcvb
mv

c
n − θθσm

αα̇f
abcvb

mλ̄
α̇c
]

}
= 2gθ̄θ̄{−iT aλa

α + T a
[

δγ
αD

a − i (σmn)γ
α

(

∂mv
a
n − ∂nv

a
m − gfabcvb

mv
c
n

)]

θγ

+ θθT aσm
αα̇

(

∂mλ̄
α̇a − gfabcvb

mλ̄
α̇c
)

} (C.65)

Definindo
F a

mn(y) = ∂mv
a
n(y) − ∂nv

a
m − gfabcvb

m(y)vc
n(y), (C.66)

e
(

Dmλ̄
a
)α̇

= ∂mλ̄
α̇a − gfabcvb

mλ̄
α̇c, (C.67)

temos

e−2gVDαe
2gV |θ̄θ̄ = 2gT a{−iλa

α(y) + [δγ
αD

a(y) − i (σmn)γ
α F

a
mn(y)] θγ

+ θθσm
αα̇

(

Dmλ̄
a
)α̇} (C.68)
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Usando a definição (C.49) e substituindo o resultado acima em (3.42), temos

W a
αT

a = −2g

8g
T aD̄D̄{θ̄θ̄{−iλa

α(y) + [δγ
αD

a(y) − i (σmn)γ
α F

a
mn(y)] θγ

+ θθσm
αα̇

(

Dmλ̄
a
)α̇}}

= −1

4
T a{−4{−iλa

α(y) + [δγ
αD

a(y) − i (σmn)γ
α F

a
mn(y)] θγ

+ θθσm
αα̇

(

Dmλ̄
a
)α̇}} (C.69)

Logo,

W a
α = −iλa

α(y) + [δγ
αD

a(y) − i (σmn)γ
α F

a
mn(y)] θγ

+ θθσm
αα̇

(

Dmλ̄
a
)α̇
, (C.70)

pois D̄D̄θ̄θ̄ = ∂̄α̇∂̄
α̇θ̄θ̄ = −4.

Em analogia com a QCD, em SQCD o traço TrW αWα = 1/2 (W a)αW a
α é invariante de

gauge. Logo, para encontrarmos a lagrangeana da SQCD vamos encontrar a expressão para
1/2 (W a)αW a

α = 1/2ǫαβW a
βW

a
α

ǫαβW a
βW

a
α = ǫαβ{−iλa

β + θβD
a − iθγ (σmn)γ

β F
a
mn + θθσm

ββ̇

(

Dmλ̄
a
)β̇} ×

{ − iλa
α + θαD

a − iθδ (σpq)δ
α F

a
pq + θθσp

αα̇

(

Dpλ̄
a
)α̇}

= ǫαβ{−iθθλa
βσ

p
αα̇

(

Dpλ̄
a
)α̇ − iθθσm

ββ̇

(

Dmλ̄
a
)β̇
λa

α

+ θβθαD
aDa − iθβθδD

a (σpq)δ
α F

a
pq − iθγθα (σmn)γ

β F
a
mnD

a

− θγθδ (σmn)γ
β (σpq)δ

α F
a
mnF

a
pq + termos não proporcionais à θθ} (C.71)

Logo,

ǫαβW a
βW

a
α = −iθθǫαβλa

βσ
p
αα̇

(

Dpλ̄
a
)α̇

+ iθθσm
ββ̇

(

Dmλ̄
a
)β̇
ǫβαλa

α

+ ǫαβθβθαD
aDa − iǫαβθβθδD

a (σpq)δ
α F

a
pq − iǫαβθγθα (σmn)γ

β F
a
mnD

a

− ǫαβθγθδ (σmn)γ
β (σpq)δ

α F
a
mnF

a
pq + termos não proporcionais a θθ(C.72)

Podemos reescrever em termos de

(σmn)γ
β F

a
mn =

1

4
(σmσ̄n − σnσ̄m)γ

β F
a
mn

(σnσ̄m)γ
β F

a
mn = (σnσ̄m)γ

β

(

∂mv
a
n − ∂nv

a
m − gfabcvb

mv
c
n

)

= (σmσ̄n)γ
β

(

∂nv
a
m − ∂mv

a
n + gfacbvb

nv
c
m

)

(m↔ n)

= − (σmσ̄n)γ
β

(

∂mv
a
n − ∂nv

a
m − gfabcvb

mv
c
n

)

(b↔ c)

= − (σmσ̄n)γ
β F

a
mn

(σmn)γ
β F

a
mn =

1

2
(σmσ̄n)γ

β F
a
mn (C.73)
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Logo,

ǫαβW a
βW

a
α = −iθθλαaσp

αα̇

(

Dpλ̄
a
)α̇

+ iθθσm
ββ̇

(

Dmλ̄
a
)β̇
λβa

+ θθDaDa − i

4
ǫαβǫβδθθD

a (σpσ̄q)δ
α F

a
pq −

i

4
ǫαβǫγαθθ (σmσ̄n)γ

β F
a
mnD

a

− 1

8
eαβǫγδθθ (σmσ̄n)γ

β (σpσ̄q)δ
α F

a
mnF

a
pq + ...

= −2iθθλαaσm
αα̇

(

Dmλ̄
a
)α̇

+ θθDaDa − i

4
δα
δ θθD

a (σpσ̄q)δ
α F

a
pq −

i

4
δβ
γ θθ (σmσ̄n)γ

β F
a
mnD

a

− 1

8

(

δα
δ δ

β
γ − δα

γ δ
β
δ

)

θθ (σmσ̄n)γ
β (σpσ̄q)δ

α F
a
mnF

a
pq + ...

(C.74)

Escrevemos o último termo como:

−1

8
θθ{δα

δ δ
β
γ (σmσ̄n)γ

β (σpσ̄q)δ
α − δα

γ δ
β
δ (σmσ̄n)γ

β (σpσ̄q)δ
α}F a

mnF
a
pq

= −1

8
θθ{(σmσ̄n)β

β (σpσ̄q)α
α − (σmσ̄n)γ

δ (σpσ̄q)δ
γ}F a

mnF
a
pq

=
1

8
θθ{Tr (σmσ̄nσpσ̄q) − Tr (σmσ̄n)Tr (σpσ̄q)}F a

mnF
a
pq

=
1

8
θθ{2 (gmngpq − gmpgnq + gmqgnp + iǫmnpq) − 4gmngpq}F a

mnF
a
pq}

=
1

4
θθ{−gmpgnq + gmqgnp + iǫmnpq}F a

mnF
a
pq}

=
1

4
θθ{−F a

mn(F a)mn + F a
mn(F a)nm + iǫmnpqF a

mnF
a
pq}

=
1

4
θθ{−F a

mn(F a)mn − F a
mn(F a)mn + iǫmnpqF a

mnF
a
pq}

= −1

2
θθF a

mn(F a)mn +
i

4
θθǫmnpqF a

mnF
a
pq, (C.75)

pois gmnFmn = gpqFpq = 0, já que gmn é simétrico sobre m ↔ n e Fmn é anti-simétrico.
Podemos reescrever (C.74) como

ǫαβW a
βW

a
α = −2iθθλαaσm

αα̇

(

Dmλ̄
a
)α̇

+ θθDaDa − i

4
θθDa (−2ηpq)F a

pq −
i

4
θθ (−2ηmn)F a

mnD
a

− 1

2
θθF a

mn(F a)mn +
i

4
θθǫmnpqF a

mnF
a
pq

= −2iθθλαaσm
αα̇

(

Dmλ̄
a
)α̇

+ θθDaDa

− 1

2
θθF a

mn(F a)mn +
i

4
θθǫmnpqF a

mnF
a
pq (C.76)

Logo

[W aW a]θθ = −2iλaσmDmλ̄
a +DaDa − 1

2
F a

mn(F a)mn +
i

4
ǫmnpqF a

mnF
a
pq (C.77)
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A partir da equação acima podemos também escrever

[

W̄ aW̄ a
]

θ̄θ̄
= +2iDmλ

aσmλ̄a +DaDa − 1

2
F a

mn(F a)mn − i

4
ǫmnpqF a

mnF
a
pq (C.78)

Logo,

1

4

[

W αaW a
α + W̄ a

α̇W̄
α̇a
]

F
=

1

2
DaDa(x) − 1

4
F a

mn(x)Fmna(x) − iλaσmDmλ̄
c, (C.79)



Apêndice D

Demonstrações caṕıtulo 5

D.1 Cálculo da amplitude de probabilidade total do

processo e−e+ → γ̃γ̃

Usando as seguintes relações

(ū(P1)PLu(P2))
† = ū(P2)PRu(P1),

(ū(P1)PRu(P2))
† = ū(P2)PLu(P1), (D.1)

nas expressões para Ma, Mb, Mc e Md (Eqs. (5.2)), obtemos

|Ma|2 =
e4

4(t−M2
ẽL

)2
{Tr[u(P1)ū(P1)(1 + γ5)u(K1)ū(K1)(1 − γ5)]

× Tr[v(K2)v̄(K2)(1 − γ5)v(P2)v̄(P2)(1 + γ5)]} ,

M†
aMb = M†

bMa =
e4

4(t−M2
ẽL

)(t−M2
ẽR

)
{Tr[u(P1)ū(P1)(1 + γ5)u(K1)ū(K1)(1 + γ5)]

× Tr[v(K2)v̄(K2)(1 − γ5)v(P2)v̄(P2)(1 − γ5)]} ,

M†
aMc = M†

cMa =
e4

4(t−M2
ẽL

)(u−M2
ẽL

)

{

Tr[(1 − γ5)u(P1)ū(P1)(1 + γ5)u(K1)v
T (K1)

· (1 + γ5)
T v̄T (P2)v

T (P2)(1 − γ5)
T v̄T (K2)ū(K2)]

}

,

M†
aMd = M†

dMa =
e4

4(t−M2
ẽL

)(u−M2
ẽR

)

{

Tr[(1 + γ5)u(P1)ū(P1)(1 + γ5)u(K1)v
T (K1)

· (1 − γ5)
T v̄T (P2)v

T (P2)(1 − γ5)
T v̄T (K2)ū(K2)]

}

,

|Mb|2 =
e4

4(t−M2
ẽR

)2
{Tr[u(P1)ū(P1)(1 − γ5)u(K1)ū(K1)(1 + γ5)]

× Tr[v(K2)v̄(K2)(1 + γ5)v(P2)v̄(P2)(1 − γ5)]} ,

M†
bMc = M†

cMb =
e4

4(t−M2
ẽR

)(u−M2
ẽL

)

{

Tr[(1 − γ5)u(P1)ū(P1)(1 − γ5)u(K1)v
T (K1)

· (1 + γ5)
T v̄T (P2)v

T (P2)(1 + γ5)
T v̄T (K2)ū(K2)]

}

,

(D.2)
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M†
bMd = M†

dMb =
e4

4(t−M2
ẽR

)(u−M2
ẽR

)

{

Tr[(1 + γ5)u(P1)ū(P1)(1 − γ5)u(K1)v
T (K1)

· (1 − γ5)
T v̄T (P2)v

T (P2)(1 + γ5)
T v̄T (K2)ū(K2)]

}

,

|Mc|2 =
e4

4(u−M2
ẽL

)2
{Tr[u(P1)ū(P1)(1 + γ5)u(K2)ū(K2)(1 − γ5)]

× Tr[v(K1)v̄(K1)(1 − γ5)v(P2)v̄(P2)(1 + γ5)]} ,

M†
cMd = M†

dMc =
e4

4(u−M2
ẽR

)(u−M2
ẽL

)
{Tr[u(P1)ū(P1)(1 + γ5)u(K2)ū(K2)(1 + γ5)]

× Tr[v(K1)v̄(K1)(1 − γ5)v(P2)v̄(P2)(1 − γ5)]} ,

|Md|2 =
e4

4(u−M2
ẽR

)2
{Tr[u(P1)ū(P1)(1 − γ5)u(K2)ū(K2)(1 + γ5)]

× Tr[v(K1)v̄(K1)(1 + γ5)v(P2)v̄(P2)(1 − γ5)]} . (D.3)

Os operadores de projeção satisfazem a seguinte álgebra (para mais detalhes ver [113]):

∑

spins

u(s)(P )ū(s)(P ) = 6P +m,

∑

spins

v(s)(P )v̄(s)(P ) = 6P −m,

∑

spins

u(s)(P )v(s)T (P ) = (6P +m)CT ,

∑

spins

v̄(s)T (P )ū(s)(P ) = C−1(6P +m). (D.4)

Logo, podemos escrever:

|Ma|2 =
e4

4(t−M2
ẽL

)2
{Tr [( 6P1 +me)(1 + γ5)(6K1 +Mγ̃)(1 − γ5)]

· Tr [( 6K2 −Mγ̃)(1 − γ5)(6P2 −me)(1 + γ5)]} ,

M†
aMb = M†

bMa =
e4

4(t−M2
ẽL

)(t−M2
ẽR

)
{Tr [( 6P1 +me)(1 + γ5)(6K1 +Mγ̃)(1 + γ5))]

· [( 6K2 −Mγ̃)(1 − γ5)(6P2 −me)(1 − γ5)]} ,

M†
aMc = M†

cMa =
e4

4(u−M2
ẽL

)(t−M2
ẽL

)
{Tr [(1 − γ5)(6P1 +me)(1 + γ5)(6K1 +Mγ̃)

· CT (1 − γ5)
T (6P2 −me)

T (1 + γ5)
TC−1(6K2 +Mγ̃)

]}

,

M†
aMd = M†

dMa =
e4

4(t−M2
ẽL

)(u−M2
ẽR

)
{Tr [(1 + γ5)(6P1 +me)(1 + γ5)(6K1 +Mγ̃)

· CT (1 − γ5)
T (6P2 −me)

T (1 − γ5)
TC−1(6K2 +Mγ̃)

]}

,

(D.5)
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|Mb|2 =
e4

4(t−M2
ẽR

)2
{Tr [( 6P1 +me)(1 − γ5)(6K1 +Mγ̃)(1 + γ5)]

· Tr [( 6K2 −Mγ̃)(1 + γ5)(6P2 −me)(1 − γ5)]} ,

M†
bMc = M†

cMb =
e4

4(t−M2
ẽL

)(u−M2
ẽR

)
{Tr [(1 − γ5)(6P1 +me)(1 − γ5)(6K1 +Mγ̃)

· CT (1 + γ5)
T (6P2 −me)

T (1 + γ5)
TC−1(6K2 +Mγ̃)

]}

,

M†
bMd = M†

dMb =
e4

4(u−M2
ẽR

)(t−M2
ẽR

)
{Tr [(1 + γ5)(6P1 +me)(1 − γ5)(6K1 +Mγ̃)

· CT (1 − γ5)
T (6P2 −me)

T (1 + γ5)
TC−1(6K2 +Mγ̃)

]}

,

|Mc|2 =
e4

4(u−M2
ẽL

)2
{Tr [( 6P1 +me)(1 + γ5))(6K2 +Mγ̃)(1 − γ5)]

· Tr [( 6K1 +Mγ̃)(1 − γ5)(6P2 −me)(1 + γ5)]} ,
(D.6)

M†
cMd = M†

dMc =
e4

4(t−M2
ẽL

)(u−M2
ẽR

)
{Tr [( 6P1 +me)(1 + γ5)(6K2 +Mγ̃)(1 + γ5)]

· Tr [( 6K1 −Mγ̃)(1 − γ5)(6P2 −me)(1 − γ5)]} ,

|Md|2 =
e4

4(u−M2
ẽR

)2
{Tr [( 6P1 +me)(1 − γ5))(6K2 +Mγ̃)(1 + γ5)]

· Tr [( 6K1 −Mγ̃)(1 + γ5)(6P2 −me)(1 − γ5)]} ,
(D.7)

Usando as propriedades da matriz conjugação de carga

CT = −C,
C−1γmC = −γT

m,

C−1γ5C = γT
5 , (D.8)

obtemos as seguintes relações

CT (1 + γ5)
T (6P2 −me)

T (1 − γ5)
TC−1 = (1 + γ5)(6P2 +me)(1 − γ5),

CT (1 − γ5)
T (6P2 −me)

T (1 − γ5)
TC−1 = (1 − γ5)(6P2 +me)(1 − γ5),

CT (1 + γ5)
T (6P2 −me)

T (1 + γ5)
TC−1 = (1 + γ5)(6P2 +me)(1 + γ5),

CT (1 − γ5)
T (6P2 −me)

T (1 + γ5)
TC−1 = (1 − γ5)(6P2 +me)(1 + γ5).

(D.9)

A partir da técnica padrão do traço e das relações (D.9), podemos reescrever as amplitudes
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como:

|Ma|2 =
16e4

(t−M2
ẽL

)2
(P1 ·K1)(P2 ·K2)

=
4e4

(t−M2
ẽL

)2

(

t−m2
e −M2

γ̃

)2
,

M†
aMb = M†

bMa =
e4

4(t−M2
ẽL

)(t−M2
ẽR

)
(8meMγ̃)

2,

M†
aMc = M†

cMa = −
8e4M2

γ̃

(u−M2
ẽL

)(t−M2
ẽL

)
(P1 · P2)

= −
32e4M2

γ̃

4(u−M2
ẽL

)(t−M2
ẽL

)

(s

2
−m2

e

)

,

M†
aMd = M†

dMa = − e4

4(t−M2
ẽL

)(u−M2
ẽR

)
(8meMγ̃)

2,

|Mb|2 =
16e4

(t−M2
ẽR

)2
(P1 ·K1)(P2 ·K2)

=
16e4

(t−M2
ẽR

)2

(

t−m2
e −M2

γ̃

)2
,

M†
bMc = M†

cMb =
e4

4(t−M2
ẽR

)(u−M2
ẽL

)
(8meMγ̃)

2,

M†
bMd = M†

dMb = −
8e4M2

γ̃

(u−M2
ẽR

)(t−M2
ẽR

)
(P1 · P2)

= −
32e4M2

γ̃

8(u−M2
ẽR

)(t−M2
ẽR

)

(s

2
−m2

e

)

,

|Mc|2 =
16e4

(u−M2
ẽL

)2
(P1 ·K2)(P2 ·K1)

=
4e4

(u−M2
ẽL

)2
(u−m2

e −M2
γ̃ )2,

M†
cMd = M†

dMc =
e4

4(u−M2
ẽR

)(u−M2
ẽL

)
(8meMγ̃)

2,

|Md|2 =
16e4

(u−M2
ẽR

)2
(P1 ·K2)(P2 ·K1)

=
4e4

(u−M2
ẽR

)2
(u−m2

e −M2
γ̃ )2.

(D.10)
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<http://arxiv.org/abs/hep-ph/9709356v5>. Acesso em: 28 nov. 2009.

[122] DRESS, M. An introduction to supersymmetry. Dispońıvel em:
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