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Resumo

Seguindo os trabalhos de William Parry e Mark Pollicott, analisamos ex-
pressoes de funcoes zeta dinamicas e construimos probabilidades envolvendo
somas em Orbitas periddicas, que chamamos de zeta-medidas. Mostramos
que as zeta-medidas sao ferramentas tteis para aproximar o equilibrio de um
potencial Holder e que podem ser usadas para aproximar a probabilidade
maximizante. Para alguns casos, mostramos que esta convergéncia satisfaz
um principio dos grandes desvios sem assumir unicidade da probabilidade
maximizante.

Como as iteragoes do Operador de Ruelle podem ser usadas para aproxi-
mar o equilibrio de um potencial Holder, tomando um limite em duas variaveis,
mostramos que elas podem ser usadas para aproximar a probabilidade ma-
ximizante. Supondo a unicidade da probabilidade maximizante, mostramos
que esta convergencia satisfaz um principio dos grandes desvios com o mesmo
funcional obtido por Baraviera-Lopes-Thieullen, para as medidas de equilibrio.
Mostramos antes que este funcional difere do obtido para zeta-medidas.

Em uma secao independente, construimos um ponto cujo w-limite nao
contém pontos peridédicos. Este w-limite pode ser aproximado exponencial-

mente em N por orbitas periédicas de tamanho menor ou igual a V.



Abstract

We follow the works of William Parry and Mark Pollicott considering
expressions of dinamical zeta functions and construct probabilities over sum
on periodic orbits, that we call zeta-measures. We show that zeta-measures
are useful tools to approximate the equilibrium measure of a Holder potential
and also they can be used to approximate the maximizing measure. In some
cases, we show that this convergence satisfies a Large Deviation Principle
(LDP) without assuming unicity of the maximizing measure.

The Ruelle Operator can be used to approximate the equilibrium mea-
sure of a Holder potential, so taking a limit on two variables, we show that
they can be used to aproximate the maximizing measure. When there is a
unique maximizing measure, we show that this convergence satisfies a LDP
with the same functional given by Baraviera-Lopes-Thieullen, for equilib-
rium measures. We have shown before that this functional isn’t the same for
zeta-measures.

In a independent section we construct a point such that the w-limit set
doesn’t have periodic points. This w-limit set can be approximate exponen-

cialy in N by periocic orbits with period smaller than N.
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1 Introducao

Em todo este trabalho X denotard um subshift do tipo finito contido em
{1,...,d}", dado por uma matriz (Agxa, a;; € {0,1}) irredutivel e aperiédica,
ou seja, existe uma poténcia de A com todas as entradas positivas. Um ponto
T =x1Ty... estd em X se a0, = 1,1=1,2,3,... .

Fixado 6 € (0, 1), colocamos em X a métrica d = dy dada por:

d(ﬂiay) = 9N> r = ($1132-~-);y = (yly2~-~) TNyl F YN41 € T =y;,J = 1,...,N.

Denotamos por Fjy o conjunto dos potenciais f : X — R lipschitz com as

notacoes:

|f(x) = f(y)]
d(z,y)

Como observado em [18], (Fp, |||l,) é um espaco de Banach e um potencial

[flo == sup o A floo = sup[f(@)]; N fllg = [flo + | flo-
TH£Y zeX

f é a-Holder (a € (0,1)) para a métrica dy se e somente se f é lipschitz
para a métrica dga. Neste trabalho, quando dizemos f é Holder, estamos
considerando o = 1.

Consideramos a sigma-algebra de Borel em X e denotamos por M o

conjunto das probabilidades invariantes para o shift . Usaremos as notacoes

B(f) = max u(f),

HEM
Mipaa(f) == {p € M u(f) = B(f)}

Para y € M, denotamos® por h(u) sua entropia. A pressao de um po-

tencial f é definida por

P(f) := sup (h(p) + pu(f))-

neM

2Denotando por C,, um cilindro qualquer de tamanho n, pelo Teorema de Kolmogorov-

Sinai A(u) = lim, e —1 > ¢, H(Cn)log(u(Ch)).
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Para f € Fj existe uma tnica 1y € M, chamada o equilibrio de f que
atinge este supremo (ver [18]).

O trabalho que vamos desenvolver esta contido no que chamamos “For-
malismo Termodinamico no caso de temperatura zero”. Uma introducao ao
Formalismo Termodinamico pode ser encontrada em [18]. Fixado um po-
tencial f € Fy, para cada ¢ > 0 consideramos o potencial cf. Em seguida
tratamos de questoes relativas ao formalismo termodinamico, considerando o
parametro ¢ em dire¢ao a +o0o. O parametro ¢ é interpretado como o inverso
a temperatura c = % Um dos mais conhecidos resultados neste contexto
afirma que quando ¢ — 400, todo ponto de acumulagao do equilibrio p.¢ na
topologia Fraca™ estd em M,,..(f) (ver [9]). Assim obtemos uma primeira
relagdo entre o Formalismo Termodinamico e a Otimizagao Ergddica (ver
8], [9]).

Na primeira parte deste trabalho, fixado um potencial f > 0 em Fj vamos

analisar a expressao da fungao zeta dinamica (ver [18])

>~ 1 : )
C(S, z) = exp <Z ﬁ Z ecsf (z)—n P(c f)+zk (m)) :

n=1"" z€Fizn,

onde ¢ > 0, s € (0,1), 2~ 0, f,ke€ Fy, fr=f+fooc+ ..+ foo"!
(analogamente k") e Fix, = {r € X : ¢"(z) = z}. Em seguida vamos
derivar desta a seguinte probabilidade invariante, que chamaremos uma zeta-

medida:

o cs f(z)—n P(c f) k™ (z
/ kdu = Z:”=1 ZxEFixne Fr(@)=nP( f)%
’ Dot 2oveFin, ecs fr(@)—nP(cf)

Mostraremos que quando s — 1 as probabilidades (. s convergem para o
equilibrio de ¢f na topologia Fraca®™. Além disso, quando ¢ — oo e s — 1
todo ponto de acumulac@o de p. s na topologia Fraca*™ é uma probabilidade
maximizante para f. Em seguida vamos analisar o comportamento desta

convergéncia, mostrando que ¢ satisfeito (quando ¢(1 —s) — L > 0) um

8



Principio dos Grandes Desvios onde o funcional de desvio ¢ finito nos pontos
periodicos:
I(z) = n.0(f) — f*(z), v € PER, n, := mino"(z) = x.
n
Também estudaremos as zeta-medidas definidas por

ZN,I Z i ecfM(@)—nP(cf) k™ (x)
/ kdren = == z€Fizn . —
Zn:l erszn €Cf (x)fn P(Cf)

)

N c fr(x) k™ (z)
_ . €
/kdnc7N = ZniJlVZJZEszn n .
Zn:l ZzGFiwn €Cf (@)
onde ¢ >0, N € N.

Podemos ainda tomar aproximacoes f) para f quando trabalhamos com
zeta-medidas. Como aplicagao, vamos mostrar que se fy — f (A — oo) uni-
formemente entao todo ponto de acumulacao de fi.f, (¢, A — 00) na topologia
Fraca* é uma probabilidade maximizante para f.

Na segunda parte deste trabalho vamos estudar o operador de Ruelle
Ly : Fy — Fy definido por:
(Lyw)(z) ==Y " Pu(y).
oYy=x
Vamos mostrar que para ¢., a normalizada de cf, e x € X fixado, todo ponto

de acumulagao de
| N
N Z(LZC())('T)7 CaN — OQ,
n=1

na topologia Fraca® é uma probabilidade maximizante para f (o mesmo vale
para aproximacoes f\ de f na norma ||||,). Além disso, supondo a unici-
dade da probabilidade maximizante vamos mostrar que essa convergéncia
satisfaz um Principio dos Grandes Desvios com o mesmo funcional obtido
por Baraviera-Lopes-Thieullen em [2]. Este funcional difere do obtido para

zeta-medidas.



Na parte final vamos tratar de um assunto um pouco diferente e apresen-
tar um exemplo “concreto” de ponto x € {0, 1} cujo w-limite ndo contém
pontos periédicos. Vamos mostrar que este w-limite pode ser aproximado
exponencialmente por orbitas peridédicas, no seguinte sentido:
existe uma sequéncia de orbitas periddicas X, X, ... irredutiveis, com periodos

np < ng < ... tal que para cada j existe x; € X; satisfazendo
d(x;,w(z)) < 67,

Essa aproximacao esta relacionada com a questao de aproximar um potencial
Holder por potenciais com maximizante suportada em 6rbita periddica (ver
[5], [11], [16]).

Os pesquisadores de areas mais aplicadas, que tentam estimar alguma
propriedade de um sistema dinamico via o uso de um software, costumam
afirmar que a informacao basica para se obter algo pratico e til é obtida
quase sempre através da andlise das orbitas periddicas, ou seja, daquelas
orbitas finitamente determinadas. Desta forma, as zeta-medidas possuem um
interesse especial, podendo aproximar tanto estados de Gibbs a temperatura
finita, quanto medidas maximizantes.

Destacamos ainda que o resultado acima mencionado, em que uma fungao
f é aproximada por uma outra f, além das propriedades de aproximacao
por zeta-medidas, também é muito 1til do ponto de vista computacional em
aplicagoes. Um potencial f que depende de infinitas coordenadas pode ser
aproximado por um f, que depende de finitas coordenadas no shift. Para este
ultimo tipo de potencial o Teorema de Ruelle é apenas o Teorema de Perron
para matrizes positivas, facilitando o cdlculo do maior autovalor e conse-
quentemente da pressao, que aparece nas zeta-medidas. Assim, as questoes
relativas ao cédlculo das medidas que aproximam a medida de Gibbs ou a

maximizante recaem num problema de Algebra Linear.
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Ainda, um funcional de desvio que pode ser calculado a partir de in-
formagao contida apenas em 6rbitas periédicas (serd o caso das zeta-medidas)

é mais pratico do ponto de vista operacional.
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2 Zeta-medidas

Em todas as secoes deste capitulo estara fixado um potencial f > 0 em Fp.
Em varias provas e até algumas definigoes a hipotese f > 0 serd de extrema

importancia.

2.1 Resultados auxiliares sobre funcoes zeta dinamicas

Nesta secao apresentamos alguns resultados e ideias contidos em [18], entre-
tanto algumas expressoes e provas sao diferentes.
Poderiamos inicialmente tentar associar a f o nimero
C(f) = exp (f: 1 Z 6f"(ac)) .
n=1 "' wcFiz,
No entanto é conhecido (ver [18] pag. 74) que
1

n

log Y "W = P(f) (n— oc0),

rzeFixy,
seguindo pelo teste da raiz que ((f) < oo se P(f) < 0 e ((f) = oo se
P(f) > 0. Ainda para P(f) = 0 podemos fazer uso do seguinte lema:

Lema 1 Considere gy € Fp um potencial fizado.
a) Se P(go) <0, entdo, para g proximo de gy (na norma Lipschitz)
S @ <o
n -
n=1 x€ Fizy,
b) Se P(go) =0, entdo, para g préximo de gy (na norma Lipschitz)

i 1 S @ P
n

n=1 x€ Fixy,

< Q.

Prova: Para a) ver pag. 80, Teo 5.4 [18] e para b) ver pag. 81 Teo. 5.5
(i) [18].
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Note que para um potencial real g temos que o raio espectral do operador de

Ruelle ¢ dado por p(L,) = €9 (ver [18] ). m

Observagao: Decorre também deste lema que ((f) = oo se P(f) = 0.
Além disso, como a prova do item a) deste lema é feita pelo teste da raiz e
(%)% — 1, concluimos também que se P(g) < 0 entao

>y e

n=1 x€Fix,

Agora consideramos, para cada ¢ > 0, o potencial ¢f. Para s € (0,1)
temos P(csf — P(cf)) < 0, além disso, para k € Fy fixado

Z Z csfr+zk™— P(cf)

szn
¢ analitica para s € (0,1) e |z| pequeno (em uma pequena regiao que depende
de sec).
Segue que a fungao

C(S Z = exp (Z Z csfr4zk™ — cf)n>

n=1 Fizy,
é ndo nula em z = 0, e analitica para s € (0,1) e |z| pequeno (em uma regiao

que depende de s e ¢).

Lema 2 Denotando por (3 a derivada parcial de ((s,z) na varidvel z temos:

CQ S, 0 Z Z csf"—nP cf) k

n=1 z€Fizr,
¢ analitica para s € (0,1).
Lema 3 Para cada ¢ > 0:
i) A fungao
als, 2) = exp (i 1 [(Z ecsf"Jrzk”P(cf)n) B enp(csf+zkp(cf))]>
=1 "' | \Fiz,

13



¢ analitica para s € (0,1] e z em uma pequena regiio que depende de s e c.

ii) Para s € (0,1) e z em uma pequena regiao que depende de s e ¢
a(s, z) = ((s,2)(1 = eI HA=PED),

Prova: Para ii) usamos que
Z—z = —log(l —2),|z| < L.

Além disso, para s € (0,1) temos P(csf + zk — P(cf)) < 0, (2 pequeno).

P(csf+zk—P(cf

Em particular, e ) < 1 e podemos escrever

o0

log(1 eP(cstrzka(cf))) - _ Z lenP(cstrzka(cf)).
n

n=1

Decorre que:

— exp ( [( csf”+zk"P(cf)n> . enP(csf+sz(cf))]>
Fixy

Z Z csf+zk™— P(cf)n) exp( f: 1 n (csf+zk— P(cf)))
n

Fz.tn n=1

P(csf+zk—P(cf))
S,Z) log(1—e

(S, P ( eP(csf—‘rzk—P(cf))).

Prova de i):
Quando s € (0,1), usamos ii) e que P ¢ analitica. Quando s = 1 usamos o

Lema 1 (b) e que exp é analitica. m

Como «(s,0) # 0, podemos calcular %:

iz((;’oo)) ¢ analitica para s € (0,1].

Lema 4 A funcao
Para s € (0,1)

as(s,0)  Go(s,0) el =P /kducsf,

a(s,0)  ((s,0) 1 —ePlesH=Plef)

onde picsp € o equilibrio de csf.

14



OP(csf+zk)
0z

Prova: Iniciamos observando que

= [ kdpesg (ver [18]

pag. 60).
Para s € (0,1) temos

a(s,z) =C((s,2)(1 — eP(CSHZk_P(cf))),

entao
esJ)—1rie csf)—P(c OP(c zk
as(s, 0) Cals,0)(1 — ePesN=PEDY — ¢ (s, 0)ePlesH=P(eh) % _
a(s,0) C(s,0)(1 — ePesh—P(e)
_ Go(s,0) PPN 9P (esf + zk)
" ((5,0) 1= ePN Pl 07 _
0 P(esf)—P(cf)
o kdptesy.
((5,0)  1— ePlesH-P(ef)
u
Observacoes:

Em [18] é considerado um potencial f > 0, no entanto aparecem expressoes

do tipo

1
— e s
n

n=1 Fizy,

onde s > 1 e P(g—cf) = 0. Em tal contexto ¢ é obtido a partir de g pela
relacdo P(g—cf) = 0. Aqui, queremos fazer ¢ — oo e entdo a fungao g precisa
ser colocada em fungao de ¢. Uma forma simples é tomando g = P(cf), de
onde decorre ¢g" = nP(cf). Também em tal contexto é importante a forma
como estao dispostos os sinais para garantir que quando s > 1 a expressao é
analitica, uma vez que os autores estao interessados em construir uma funcao
analitica em Re(s) > 1 e com mais argumentos envolvidos poder aplicar um
Teorema Tauberiano. Aqui nao teremos tal necessidade de onde podemos

nos permitir a troca de sinais e considerar s < 1, como acima.
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2.2 Aproximando o equilibrio por zeta-medidas

Nesta secao aplicamos os resultados obtidos na se¢ao anterior para construir

medidas que aproximam o equilibrio de c¢f, ¢ > 0 fixado.

Proposicao 5 Quando s — 1, as probabilidades invariantes pi.s definidas

por

o cs fr(z)—nP(c f) k" (z)
/ kdpes := 2one ZazEFixne @) ( f)T

D et Do Fin ecs fr(x)—nP(cf)

convergem para o equilibrio p.s de cf na topologia Fraca™.

Prova: Iniciamos observando que as expressoes acima estao bem definidas
devido ao Lema 2.

Fixada uma funcao k € Fy, sabemos que

- csf"—nP(cf)ﬁ_ CZ(S’O)
Z Z ‘ n  ((s0)

n=1 ze€Fix,
v S, O eP(CSf)fp(cf)
_ (s0) + — kdpiesy-
05(57 0) 1 — eP(esf)—P(cf)

Assim
1—6 (esf)— k»n 1_€P(csf) (Cf)a/ (3 O)
csf"—nP cf) 2\
eP(esf)— Z Z ePlesf)—P(cf) a(s’O) +/kd'ucsf

n=1 zeFix,

Podemos também considerar kK = 1. Tomando o quociente temos:

L—eP(esH=P(eh) as(s,0)
[ = DD al0) + [ kdptesy )
fhe,s (k) = 1_eP(esH—P(cf) Ba(5,0) 1 ) (1)
PGP —PED  B(s,0)

onde ( representa a funcao o quando k = 1.
E conhecido que fixado ¢, o valor [ kdy.s; depende continuamente de s

(é a derivada em z =0 de P(cs f+zk)). Entao fazendo s — 1 em (1) temos
£1_IH fhe,s (k) = picy (k).

16



Por fim se k£ é uma funcao continua, como X é compacto, dado ¢ > 0 exis-
tem funcoes kq, ko € Fy (da forma combinagoes lineares de caracteristica de
cilindros) tal que

k1§k§k2§k1+€.

Segue que
preg (k) =& < prep(kr) < Timinf pie s(k) < lim sup fes(K) < pep(k2) < pep(k)+e.

Fazendo ¢ — 0, concluimos o desejado. m

As zeta-medidas acima serao de nosso interesse ainda nas préximas secoes.
No entanto apresentamos aqui outras formas de aproximar o equilibrio com
expressoes que envolvem somas em Orbitas periddicas. Explicitamente, a-

presentamos também as zeta-medidas 7.y € 7. n, ¢ € R e N € N, dadas

por
ZnN:I D veFin ec " @)—nPlef) (x)
7TC,N<k) = ZN i cf*(z)—nP(cf)
(§]
N cfr(z) k" (z
Ui N(k) — Zn:l erFz’xne /o ”5 :

N n
Zn:l ZmGFizn eCf (@)

Vamos provar:
Proposicao 6 Fizado ¢ > 0, para toda funcao continua k : X — R:

lim 7. (k) = ]\}lgl)O Nen (k) = pep(k),

N—o0

onde p. s € o equilibrio de cf.

Prova: Comecamos fixando k € Fy, k > 0. Pelo Lema 4 a funcao

az(s.0) _ § frenpen K Pesf)-nP( f)/
— cs nP(cf)™ | _ _nP(csf)—nP(c kd os
s 3 | (et »

n=1 Fizxy

¢é analitica em s = 1.

17



—00 < —O;2<(11’7(§])) = Z [(Z ecfnnp(cf)%> — /kd,ucf] < 0.

n=1 Fix
Assim
n k™ n—oo
<Z ocf nP(cf)_> — /kd,ucf- (2)
n

Fixn
Entao,

ZFm ecf"—nP(cf) k" e

e L
(§]

EF' €Cfnﬁ n—o0

1Tn —

S
Fixy,

Agora usamos o seguinte resultado de anélise:

“Sejam a, e b, sequéncias de numeros reais > 0. Suponhamos que $* — L,
e que existe ¢ > 0 tal que a,, >ceb, >, n>>0.

N
Entao % — L quando N — o0.”
n=1"n"

Temos que (usando (2) para obter a hipdtese > ¢) para k > 0:

SN S gefrenPlen) B
_ .. €
lim 7Tc,N<]f) = lim n7V1 Fian L :/k’d,ucf,
N—o00 N—00 § et E Fix ecf'ﬂfnP(Cf)

N Cfn kn
_ N e
lim 77(:,N<k) — lim Zn;\fl Zszn n_oo_ /kd,ucf
N—oo N—oo Zn:l ZFiwn ecl™

Somando uma constante a k o resultado final continua valido. Segue que o
resultado vale para toda k € Fy. Quando k : X — R é continua, podemos

usar argumentos de aproximacao, como na proposi¢ao anterior. m

18



2.3 Aproximando probabilidades maximizantes

Iniciamos definindo uma funcao I em pontos periddicos. Essa funcao estard
relacionada com o principio dos grandes desvios das zeta-medidas em algumas

situacoes.

Definigao 7 Definimos a fungao I(x) em pontos periddicos x € PER por:

[ (e
1) =, (50 - 12,
Ny
onde n, € o menor periodo de x.
Inicialmente vamos mostrar que
Lema 8
inf I(z) =0.

rePER

Para isso vamos fazer uso do seguinte resultado (ver [1], [15]):

Lema 9 Dado um conjunto mensurdvel (Borel) A, uma fun¢io continua
f: X — R, e uma probabilidade ergédica v, com v(A) > 0, existe p € A tal

que para todo € > 0, existe um inteiro N > 0 satisfazendo o™ (p) € A e

i (o) - N / fdv

O conjunto de tais p € A possui a medida de A.

< €.

Agora apresentamos a prova do Lema 8

Prova:

Moz (f) é um compacto e convexo que contém pelo menos uma proba-
bilidade ergddica v (ver [9]).
Entao,

8= [tav e 1@ =1r(a) = n [ sa.

19



Assim é suficiente mostrar que para qualquer € > 0, existe + € PER tal
que

I(x) =|f"(x) — nx/fdl/| < €.
Como f € Fy, existe uma constante C' > 0 tal que para =,y € X:
|f(x) = f(y)l < Cd(z,y).
Fixamos j tal que

cy’

2.
1_9<€/

Existe um cilindro k; de tamanho j tal que v(k;) > 0. Usando o lema

anterior com A = k; obtemos um ponto p € k; e um inteiro N > 0 tal que
oN(p) € k; e

> o) = N [ fav

Entao p ¢ da forma p = p;...pnp1...p;.... Consideramos o ponto periddico

x dado por repeticoes da palavra

<e/2.

r=pi...PN-
Dai:
Zf(ai(p)) P f(a’(fﬂ))‘ < | f(0"(p)) — f(o'(2))]

< OWdo(p,2) + o+ do(™ L), oV (@) < OOV 4. 4 6)

< COA+0+..) = Cejife <  g/2
Segue que
1) = | Y f0' @) —ne [ gav] < |3 fo@) - N [ sav
< | e - Y 5o @)| + X 5w - N [ san
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como desejado. m
Notacao: Denotamos por hy := supuen,...r)P(1)-

O préximo resultado, pode ser encontrado em [9], [19].

Lema 10
P(cf) = cB(f) + e,
onde . € mondtona ndo crescente e converge a hy quando ¢ — oo.
Quando ¢ — oo, todo ponto de acumulagao do equilibrio ji.f, na topologia

Fraca™, estd em M. (f) e possui entropia igual a hy.

Lema 11 Seja py uma familia de probabilidades. Suponhamos que para toda

funcao continua g : X — R

Jim (ua(g) = pa(g 0 0)) = 0

liminf px(f) = B(f).
Entao, quando N\ — oo, todo ponto de acumulagao de py na topologia Fraca

estd em Mya:(f).

*

Prova: Seja g um ponto de acumulagao de p, (A — o0) na topologia
Fraca*. Entao p é linear, u(1l) = 1 e u(g) > 0 para toda funcdo continua

g > 0. Além disso para toda funcao continua g:

p(g) = plgoo) = lim (ur(g) — pr(g 0 0)) = 0.

Entao p é uma probabilidade invariante. Por fim,

u(f) > iminf pa(f) > B().

A—00

Entao 1 € My (f) - ®

Agora estamos em condigoes de apresentar o seguinte
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Teorema 12 Quando ¢ — 00 e s — 1, todo ponto de acumulagao de . s na

topologia Fraca™ estd em Mpq.(f).

Prova: Como i, s sao probabilidades invariantes, pelo Lema 11 basta
provar a
Afirmacao:

liminf p1e.(f) > B(F). (3)

c—00,5—

Para isso, fixamos € > 0 e definimos

A, ={xz € Fiz, : " < B(f) —¢e},
B, = e Fir,: T > 5(p) - )

Segue que para ¢ >> 0:

f: § e onPed) < i $ (e nes(f) ne.

n=1 zcA, n=1xzcA,
00 o0
— E E enc(sfl)ﬂ(f)7ncs€fnz-:C < § § e nese
n=1 z€A, n=1xz€A,

e—csa+log(d)

(9]

< 2 —nese+nlog(d) _

- € 1 — e—csetlog(d)’
n=1

e com argumentos analogos

e—csa—i—log(d)

csfnfnP(cf)ﬁ B
Z Z ‘ n = 1 — e—csetlog(d) (ﬂ<f) 5) .

n=1z€A,

Por outro lado, pelo Lema 8, existe um ponto peridédico x tal que:

I(z) = n, (ﬁ(f) - fn—”) s

T
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Além disso,

Z Z ecsf”—nP(cf) > ecsfnz(at)—nxP(cf)

n=1 z€B,
st @) =nacB(f)—nse (4)
_ omesme (BN =TT ) re(s—Dma () —nece (5)
— p—osl(@)te(s—naf(f)—naee (6)

> efcss/ZJrc(sfl)nzﬁ(f) —NzEe

Y

e analogamente

= csf"—nP(c fn —cse c(s—1)n —Ng€
Zze f P(f)?z6 /2+c(s—1)naB(f) e (B(f) —€).

n=1 x€B,
Segue que

Pont Dven, €7D ¢

m —cse+log(d) 1
n
2;310:1 erBn ecsf"—nP(cf)fT" — 1 — e—csetlog(d) p—cse/2+c(s—1)naB(f)—nacc

e—cs€+log(d)+cs€/2—c(s—l)nzﬂ(f)—i-nzsc

1— e—csa-i—log(d)
670(55/2+(5*1)”Iﬁ(f))+1og(d)+nzgc s—1,c—00

- 1 — e—csetlog(d) - 0.

Da mesma forma
n_pp
S Saen, D

li
e DD D T O
Segue que
0 csfr—nP(cf) 0 csfr—nP(cf)
_ .. € _ e
lim inf Zn;} eran Csfn,np(cf)n = liminf Zn;} Z¢U€Bn csf”fnP(cf)n
¢—00,5—1 Zn:l ZxEFia:n € 00,81 Zn:l erBn €
> B(f) —e.

Como € > 0 é qualquer, obtemos

. . Zn—l ZmGF'L’x eCan_nP(Cf) ]:L
- . N
Chm 715nf1 S ZmEFix cosfrnP(ef) = B(f),

provando a afirmagao. m
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Teorema 13 Quando ¢, N — oo, todo ponto de acumulagao de m.n € NN

na topologia Fraca™ estao em M. (f).

Prova:

Comecgamos com 7, y. Pelo Lemma 11 basta mostrar que

liminf 7. 5 (f) > B(f).

c,N—o0

Usando as mesmas notagoes e ideias do teorema anterior, apenas precisamos

mostrar que dado € > 0:

N cf"—nP(cf
Zn:l erAn € (cf) c,N_—;oo

N — 0.
D on=1 2wen, € nPlef)

Para ¢ >> 0:
N N
Z Z ecf"—nP(ef) < Z Z eC(B(f)—e)—neB(f)—nec
n=1 xcA, n=1x€A,

N N +nlog(d) e—cetlog(d)
o —NCE—MNEe —nce+nlog
- Z Z € S Z € S 1 — e—ca—i—log(d) :
n=1z€A, n=1
Por outro lado, pelo Lema 8, existe um ponto periédico x tal que:
S (@)
1) =, (94) - <ef2

T

Além disso, se N > n,

N
Z Z ecfn—nP(cf) Z ecf”w(z)—an(cf) _ e—cl(r)—nxec Z 6—05/2—n16c'
n=1 ze€B,

Segue que

Z’r]:]:l ZmeAn ecfn*nP(Cf) 6—c5+10g(d) 1
ZN . E B ecfr—nP(cf) — e—Ce/2—nzec | — p—cetlog(d)
n= TEDLN
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Consideramos agora 7, n:

Seguindo os mesmos argumentos, notacgoes e ideias, basta mostrarmos que

para € > 0:
27]:]:1 erAn el” &,N—o00 0
ijﬂ > ven, € ‘
Temos
N N
Z Z "< Z Z en(B(f)—e) < Zecn (B(f)—e)+nlog(d)
n=1z€A, n=1z€cA,

eN (ﬁ(f)*5)+N log(d) _ 1

_ e(B()—e)+log(d)
B —2) Hog(d) — |

Por outro lado existe um ponto periédico x tal que:

fre (@
9> by </
Ny
Além disso, se N > n,
N [N/7z] [N/na
D OIED SRS

n=1 $€Bn

—e/2
cena(B()—¢/2) € el / A7 -1
= ccna(B(N—</2) — |

Segue que

N cfm c(B(f)—e)+log(d) ecN B —e)+ Nlog(d) |
Zn IerA € ! € ec(B(f)—e)+log(d) _1

N ofn — . 2 ecIN/nzlng (B(f)—e/2) _1
2on=1 2sen, € e B e

N (B()—e)+Nlog(d) _ | e(B(f)—e)Hlog(d)  pena(B(f)—</2) _ q
= elN/nalna (BN —¢/2) _ | ecB)—o)Hog(d) — | eena(B())—/2)

Como

ecne(B(f)=¢/2) _ 1 cc(B()—€)Hog(d)

N e B L ¢ N G e — ] &

resta mostrar que
ecN(B(f)—e)+Nlog(d) _ 1

N B —1
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Temos:

C eNBU—oNlg@d) _ ] N (B() =)+ N log(d)
0 <liminf e —m 1 = lfvligf N/ lna (B () —</2)
N (B(f)—e)+N log(d) e (B()—e)+ N log(d)

e D (B2 = lfﬁiﬂf N (B —</2)—cna(B(/)—</2)

< lim sup

¢, N—oo €

S hm sup 6—cN5/2+N 10g(d)+cnm(ﬁ(f)_5/2) — O’

c,N—o0

concluindo o desejado. m

2.4 Principio dos Grandes Desvios para zeta-medidas

Seguindo [2], dizemos que uma familia de probabilidades pu. satisfaz um
Principio dos Grandes Desvios com funcao de desvio I, se para todo
cilindro ¥ C X

lim 1log pe(k) = —inf I(z),

c—o0 C z€k

para alguma funcao I > 0 semicontinua inferiormente.

Uma referéncia para Principio dos Grandes Desvios em contextos gerais
é [10].

Observacao: Aqui estaremos considerando familias de probabilidades
que dependem de dois parametros ¢ e s. Os resultados que seguem também
podem ser interpretados como um Principio dos Grandes Desvios sobre ca-

minhos (¢, s(¢)), que dependem apenas de um parametro c.
Lema 14 Fizxado L > 0, para todo cilindro k C X

1
lim —log(pics(k)) = — _ inf  I(z),

c—00,s—1,c(l—s)—L C r€k,x€PER

onde I(z) = n.06(f) — f"*(x), = € PER.

O mesmo se verifica supondo:

liminf ¢(1—s)=1L > 0.

c—00,5—1
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Prova: Denotaremos por k£ um cilindro fixado e também sua funcao

caracteristica. Aplicando o Lema 8 é suficiente mostrarmos que

li - 1 csf™(y)—nP(cf)™v \I/ . f I )
" 1£n_)L ~ log E E e in (x)

ek, rePER
n=1 yeEFiry,

Iniciamos mostrando a desigualdade:

k™
liminf 1 esf"=nP Cf> inf  I(x).
c(llms;r—l»LC og Z Z e in (x)

zek ,€PER
n=1 yeFizy,

(Para esta parte podemos tomar livremente ¢ — co e s — 1.)

Consideramos um ponto qualquer x € k que pertence a uma 6rbita periddica

{z,..,c==Vz}. Temos:

f: T ecsf"(y)—nP(cf)knT(y) > Y erenrenk”

n=1 yeFizy, {z,...,cnz=1g}
Z ecsfnl (z)—ngz P(cf) ke (1’) Z ecsf"z (z)—na P(cf)
_ e—csl(a:)—&-nwc(s—l)ﬂ(f)—nwac (pOI‘ (4)7 (5)7 (6))
Segue que
liminf — logz Z oSt np(ef) k
c(1-s)—LcC
n=1 yeFixy,
> liminf llog( _CSI(an“”C(S_lm(f)_n“”sc)
~ c(l-s)—=L C
. . nmgc
> liminf —sI(x) +n.(s —1)B(f) — = —I(z).
c¢(1—s)—L C
Como x é um ponto periddico qualquer em k:
liminf — logz Z ecs!" Pl Cf) L inf  I(z).
c(l s —>L C z€k, rePER
n=1 yeFizy
Agora vamos mostrar a segunda desigualdade:
lim sup — logz Z eosf"—n( Cf) Moo inf  I(x).
e(1—s)—L € €k, r€PER

n=1 yeEFizy
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Para isso vamos denotar  inf  I(x) por I.
z€k, rePER

Iniciamos fixando um 6 > 0. Como f > 0 e f é continua, existe uma
constante | f|_ > 0tal que f > |f|_. Como ¢(1—s) — L > 0 (ou considerando
liminf ¢(1 — s) = L > 0) existe 1) > 0 tal que para c suficientemente grande,
vale ¢(1 — s) > 2¢p. Como e, = P(cf) — c¢f(f) decresce para hy, podemos
também supor que c é tal que e.s < hy+1|f|-. Assim, existe ¢, tal que para
c > cy

c(1=s)|fl-+hp>hp+20|f|- > ecs + Y f]-

Entao para ¢ > cy:

Z T e e k" () Z T el D0 n(B(f)-ne. K" (Y)

n
n=1 yeFixy n=1 yEFiry,

i Z —en(B(F)~ 1) —c(1—s)nl |- —nhy K" (Y)
n=1 yeFiz n

Z —cn(,ﬁ(f) L00) (1-8)+8)—c(1-s)nl |- —nhy K" ()
cFix

IN

IN

n

IN

||M8 ||M8

Z —el(1=8)—en(B(f)~ L2 ) 5—c(1-s)nlf|- —nhy K" (y)
n
cFix

efcmfa)z Z e (BN =5 ) —necos—mif|-

n=1 yeFiz,
< ecl1-9) i Z e—ncoa(,a — LY e s—nplfI-

n=1 yeFizy,

< 6701(1*5)2 Z eC08f" (y)—nP(cod f)—ny|f|-

n=1 yeFizy,
Como
P(codf — Peodf) —lf|-) = —¢[f]- <0,
a série

i Z 00/ (y)—nP(cod f)—ny| f|-

n=1 yEFizy,
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converge para uma constante 7' < oo (ver observagao apds o Lema 1). Segue
que
csf"—nP(cf k
lim sup log Z Z
c(l=s)—L n= lyEszn

< limsup —log (e_CI(l_‘S)T) = —I(1-)9).
c(1—-s)—L C

Agora fazendo o — 0, concluimos o desejado. =
No que segue, queremos mostrar que I pode ser estendida para uma
funcao I definida em todo o X , Nao negativa, semicontinua inferiormente e
com a propriedade
inf I=infl.
z€PERNk zek

Por definicao I : X — RU{oo0} é semicontinua inferiormente se para todo

xr € X e sequéncia x,, — x,
lim inf () > I(z).
Definigao 15 Definimos I : X — R U {co} por
I(z) = lli% (inf{I(y) :y € PER, d(y,z)<¢e}).
Comol>0e

g1 < ey = inf{l(y) : d(y,z) < e1} > inf{I(y) : d(y,x) < e},

garantimos que I estd bem definida. Vamos inicialmente mostrar que I

estende I, ou seja que as fungoes coincidem em pontos periédicos.
Lema 16 Suponhamos x € PER e I(x) # 0. Entdo

llir(l) (inf{I(y) : 0 < d(y,x) < e}) = +oc.
Como uma consequéncia:

I(z)=1(z), =€ PER.
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Prova: Suponhamos x € PER e I(z) # 0. Fixado j, seja
Yi:={ye PER:y#x e d(z,y) <6}
E suficiente mostrarmos que

lim inf I(y) = +o0.

J—ooyeY;
Seja
Vi ={yeY;:n,<j} e Y7 :={yeY;:n, >j}

Vamos mostrar que

lim inf I(y) = lim inf I(y) = occ.

j=00 ey j—00 yey+
Suponhamos inicialmente que y € Y;~. Por hipétese f € Fy, entao existe

C > 0 tal que

fr(y) = fy) + fle(y) + [0 @) + ..+ f(e™H(y))

< (f(z)+ CO) + (f(o(z)) + COY + ..+ (Flo™ Nz)) + CH ™+
< frua) + C%e'
Escrevemos n, = a(y)n, + b(y), 0 < b(y) < n,. Entao

1) = mB() — ) = mB(F) ~ (@)~ O

= (a(y)ns + b(y))B(f) — fAO"=H0) (z) - c&
= a(y)(nB(f) — [ (x)) + b(y)B(f) — fP@(x) — Cm

0
> a(y)l (@) = nalfloo = C1—

= a(y)I(z) = C,

onde C}] nao muda com y e j. Entao

lim inf I(y) > lim inf a(y)l{(z) — C; = oo,

Jj—00 yGY]-_ j—00 yGYj_
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porque

lim inf{n, :y € Y; } = c0.
j—o0

Para o segundo caso, lembramos inicialmente que a matriz A que define
o subshift X é irredutivel e aperiddica. Seja ng tal que todas as entradas de

A™ sao positivas.

Suponhamos que y € Y;-*. Entao ny, = j +14, 4> 0, e podemos escrever

Y =Y1---Y5jY541---Yj+is

e definir

2 =Yj+1---Yj+iR1---2Zng
onde z...z,, € uma palavra admissivel no subshift, de tamanho ny, ligando

Yj+i até Yj+1- EIlt?lO,

Fio? (W) = (o) + f(@" (y) + - + F(o” " (y))

< (f(2)+CON+ (f(a(2)+COY) + ...+ (f(c"1(2)) + C0)
0

< f'(z) +Cm,

e também

Fy)=Ffw)+ floy) + f(o* @) + ..+ fF(0 ' (v))

< (f(2) +CONY+ (flo(@))+CO N+ ...+ (f(o? Hx)) + C0)
0

Assim

FH) = F) + Fio’ () < fi(z) + fi(z) +2C %
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Escrevemos j = a(j)n, +b(j), 0 <b(j) < n,. Entao

I(y) = (j +9)B(f) = [T (y)
0

> (j+D)B(f) = F(0) = fi(z) — 207

> iB(f) = f(2) +B(f) = f(z) — 20%
0

> 1(2) = (oB(f) + ol floe) +38(f) = F(x) = 207—5
0

—(noB(f) + 1ol flos) +iB(f) — f(z) — QCTQ
(a(j)na + b(5))B(f) — foOm ) (2) — CTE
> a(j)n.B(f) —a(j) f* (z) = CTE

= a(j)I(z) - CTE,

Vv

v

onde CTE nao muda com y e j. Entao, finalmente

lim inf I(y) > lim a(j)I(x) — CTE = cc.

j—00 ye§/j+ j—00

Lema 17 A funcao I: X —>RU {0} € nao negativa, semicontinua inferi-
ormente e para todo cilindro k

inf/ = inf [.
k KNPER

Prova: Por definicao 1>0.
Vamos mostrar que I é semicontinua inferiormente. Para isso, suponhamos
que z e {z,,} em X sdo tais que z,, — 2. Se I(z) = 0 ndo hé o que provar.
Suponhamos I(z) > 0. Seja § > 0 tal que I(z) > é. Por definicao de I(z),
existe € > 0 tal que para todo y € PER com d(z,y) < ¢, temos que I(y) > 0.

Se m >> 0, d(z,, x) < /2. Segue que para m >> 0
inf{I(y) : d(y,z,m) < e/2} > inf{I(y) : d(y,x) < e} > 0.
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Assim, I(x,,) > ¢, e entdao concluimos que liminf I(z,,) > 0. Como § < I(x)
m—0o0
é qualquer, temos que liminf I(x,,) > I(z), provando que I é semicontinua
m—o0
inferiormente.

Agora, fixado um cilindro k, vamos mostrar que:

inf I = inf 1.
k ENPER

Sabemos que para qualquer y € kN PER, I(y) = I(y). Entao

inffg inf = inf I.
k kNPER kNPER

Resta mostrar que

inf I > inf 1.
k kNPER

Considere z,, uma sequéncia de elementos em k tal que I(x,,) — infy /.
Denotamos por z € k um ponto de acumulagao de {z,,}. Entao, como Ié

semicontinua inferiormente

f(m) < liminf I(z,,),

ou seja,
I(x) = ir]if I

Por defini¢ao de I(z), existe {y,,} em kNPER tal que y,, — x € I(ym) —
(). Segue que

inf I = I(z) > inf 1.
k kNPER

Com este lema e com o Lema 14 finalmente concluimos que

Teorema 18 As probabilidades ji.s satisfazem um Principio dos Grandes

Desvios com funcao de desvio I: Fizado L > 0, para todo cilindro k C X

1
lim —log pis(k) = —inf I(z),

c—00,5—1,c(1—s)—L C zek
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onde I € semicontinua inferiormente e nao negativa.

O mesmo € verdade supondo:

liminf ¢(1—s)=1L > 0.

c—00,5—1

Uma questao interessante é o que ocorre quando ¢(1 —s) — 0. Se tomar-
mos o limite s — 1 e em seguida o limite ¢ — 0, obtemos o Principio dos
Grandes Desvios para as medidas de equilibrio (devido a Proposi¢ao 5). Em
[2] é provado, sob a hipétese de unicidade da probabilidade maximizante, que
as medidas de equilibrio satisfazem um Principio dos Grandes Desvios com
um funcional Iz, diferente do obtido acima. De fato, exceto talvez em uma
érbita periddica, Ippr(x) = 400, (x € PER) (no préximo capitulo, vamos

ver isso em detalhes). Assumindo isso momentaneamente obtemos:

Corolario 19 Suponhamos f admite uma unica probabilidade mazimizante
foo € Mpaz(f). Quando ¢ — 00,5 — 1, ¢(1 —s) — L > 0, as probabilidades
le,s Satisfazem um Principio dos Grandes Desvios com funcional de Desvio
I diferente de Igpr. Eziste um cilindro k tal que

infj:<ianBLT.
r€k zck

Prova:
Seja x € PER, x = x125... tal que Ippr(x) = 0o, e para cada m consi-

deramos o cilindro k,, = [z;...2,,]. Temos
I(z)=1I(z) <o e Ippr(z)=o0.

Como para cada m
iknf 1< 1I(z),

basta provar a seguinte:

Afirmacgao: existe m tal que infy, Igrr > I(x).

34



Para isso, por contradi¢ao, suponhamos que para todo m, temos infy, Igpr <
I(z). Para cada m seja yy, € (kn,) realizando infy, Ip.p. Claramente y,, —

x, e por hipotese

hmHLlo%f IBLT(ym) < [(,CE) < IBLT(x),
contrariando o fato de Igrr ser semicontinua inferiormente. m

Podemos nos perguntar o que ocorre quando ¢ — 00, s — lec(l—s) — 0.
Iniciamos observando que se a maximizante de f é tnica

1 1
lim lim — log(pcs(k)) = lim —log(u.(k)) = — in£ Igrr(z).
Te

c—o0 s—1 C c—00 C

Temos ainda a seguinte

Proposicao 20 Suponhamos unicidade de pioo € Mpae(f). FExiste uma
aplicacio ¢ — s, tal que s, “— 1, c(1l—s.) =0 e para todo cilindro

o1 1 .
lim -~ log(pe,s. (k) = lim —log(pcs(k)) = —inf Ippr(z).

c—o0 C

O mesmo vale para aplicagoes ¢ — .. satisfazendo s. < s, <1 Ve >> 0.

Prova: Seja ki, ko, ... uma enumeracao de todos os cilindros. Fixamos
inicialmente um cilindro k; desta lista.

Fixado ¢, sabemos pela proposicao 5 que pi.s(k;) — fier(ki) quando s — 1.
Como p.s é Gibbs (ver [18]) temos pi.¢(k;) > 0. Logo existe s’ tal que para
1>s5>4

1

§M6f(ki) < ,UC,S(ki) < QMCf(ki)'

Concluimos que para qualquer aplicagdo ¢ — 2! tal que 1 > 2! > s Ve >> 0,

1 1 .
lim —log(/chzé(ki)) = lim —log(ucf(k;)) = — inf Igpr(z).

c—o00 C c—o0 C x€k;
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Este argumento foi para k; fixado. Para cada k; temos uma associacao ¢ — sf/,

como acima. Tomamos agora a associacao ¢ — z., onde para cada inteiro

n > 0:
ce€nn+1)=z= sup s. <1
i€{1,...,n}
Por fim tomamos a associacdo ¢ — s. onde s, := max{z., 1 — C%} Entao

C—00 C— 00

se — lec(l—s.) — 0. Além disso, para cada cilindro k; temos que
c>1i= 8. < s, logo para todo cilindro k;

1 1
lim —log(fic,s. (k;)) = lim —log(pc(ki)) = — inf Iprr(z).

c—oo C c—00 C z€k;

Claramente o mesmo vale para qualquer aplicagdo ¢ — s, tal que s. < s/, <
1 Ve>>0. m
Destes fatos podemos concluir que no caso ¢(1 — s) — 0, é complicado

fazer um estudo completo do Principio dos Grandes Desvios. De fato:

Corolario 21 Suponhamos a unicidade de pioo € Mypar(f). Seja k um cilin-
dro satisfazendo

inf I < inf I

ekt St

Seja A um real entre os valores acima. Entdo existem c¢; — oo, s; — 1

satisfazendo

lim L log (e, , () = —A.

J—0 Cj

Prova: Por (1) (prova da Proposicao 5) p.s(k) é continua como funcao

de ¢, s. Entao
1
E log(NC,S(k»

depende continuamente de ¢, s. Sejam A; e A, satisfazendo:

—inflgr < Ay < —A< Ay < —inf 1.
x€k €k
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Tomamos ¢; := j. Pela Proposigao 20 existe j, e sequéncia s;— 1 tal que
para j > jo

1

Z IOg(lLCj,sJ*- (k)) < Ay

7
Da mesma forma, pelo Teorema 18, existe j; e sequéncia sj* — 1 tal que

para j > ji

1
— log(ﬂc]',s;f* (k) > As.
G

Da continuidade em s obtemos para cada j > maz{ji,jo} um s; entre s} e
57 (logo s; — 1) tal que

1
Z log(MCj7Sj (k)) = —A.

J

Entao claramente

1
lim — log(/’LC]‘,Sj (k)) = —A

Jj—oo Cj

Podemos nos perguntar o que ocorre com as zeta-medidas 7. n € 7., n com
relacao ao Principio dos Grandes Desvios. Quanto a 7.y podemos ainda

mostrar

Proposicao 22 Para todo cilindro k C X

lim 1log(7rc,N(k)) =— inf [(x) = —infI(x).

c,N—>oo,%—>0 C z€k,z€PER x€k

Prova: Vamos repetir as ideias usadas na prova do Lema 14. E suficiente
mostrarmos que
1 al kn
lim —lo It PEN ) = — inf  I(x).
=1 z€Fixn
Iniciamos mostrando que

N
1 k"
poely efrnPeN ) S e I(2).
L O SRl ERARE

n=1 xeFix,
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Fixamos um ponto periédico o € k pertencendo a uma 6rbita {z, ..., ™1z},

Para N >> 1 temos:
N n Nz
> ecf"nP(Cf)% > Y eCf"znzP(Cf)l;_
n=1 z€Fiz, {337,_,70(7%*1)3;} r
— eI (@)=naP(cf) fna (z)
> ool (@) =naPlcf)

_ e—c](w)—nwac )

N
1 kn
lim inf = 1 cft=nPefZ | > _I(x).
ipint | los (Z Y e

n=1 zeFix,

Agora vamos mostrar que

N
limsup —log ( E E et ”P(Cf);> <— inf I(x).

C z€k, rePER
¢,N—00,N/c—0 n=1 zeFix,

Denotamos  inf  I(z) por I. Entao:
z€k,zePER

N N
" k" —en(B(£)~ ) ~nec K"
3 5 ol 55 el )k
n=1 z€Fiz, n n=1 xze€Fix, n
N . N
< Z Z e—cl nack_ < Ze—cl—nec-i-nlog(d) < 6—cINe—ac+Nlog(d)‘
n=1 zeFiz, n n=1

Segue que

N
lim sup — log ( E E el _”P(Cf)—> < -1,
n

C
N/c=0 n=1 z€Fix,

concluindo a prova. m

Vamos fazer uma tltima observacao sobre a fungao I: como vimos, I (x) <
400 para x € PER. Podemos afirmar que Ié sempre finita? Segue abaixo

um contra-exemplo:
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Consideramos X = {0,1} e f € Fy positiva. Denotamos 0 := 0000...,
a sequéncia formada por zeros. Suponhamos I(0%°) := G(f) — f(0*) > 0.
Seja m; uma sequencia crescente tal que S; := (ng + ... + n;) + j satisfaz

Sv
2. — (. Defina
j+1

<

|
—_
=
o
—_
)
(@)
[u—y
@)
(@)
—_

Afirmacgao:

Prova: Seja x € PER tal que d(x,y) < 6%. Observamos que pela
construcao de y é garantido que n, > S;. Escrevemos n, = S; + a. Seja z a

6rbita periddica de tamanho a que coincide com % (x) em a letras. Temos:

fre(e) = 1) + f(0% (@) < £ () + 1) + 151l
< (851 + DIl + 0% @) + S2(2) + 151
< (Sjoa DIl + F5(0%) + £(2) + 1l
Segue que
(@) = na(7) — /(@)
> (851 + 1 ny + @)30) — (St + Dlflee = F20%) = () = 1517l
= (551 + D) ~ | floe) + s (5(7) — FO) + 1) ~ 2y

Como isso vale para todo z € PER tal que d(x,y) < 6%, temos:

I(x) := lim inf{I(x) : x € PER, d(z,y) < 0%}

> timn, ((sj_l + 1><fj<f> V) | 0y — (0™)) — (12_|f0|§nj)
= +00.
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2.5 O caso fy, — f uniformemente

Nas secoes anteriores, mostramos formas de aproximar o equilibrio e a pro-
babilidade maximizante por expressoes aparentemente “mais simples”, por
envolver somas em 6rbitas periddicas. Um problema que podemos encontrar
¢é a estimativa da pressao que aparece em algumas zeta-medidas. Uma outra
questao para analise é a tentativa de aproximar f por fungoes mais simples.
Em aplicagoes muitas vezes ¢ 1til considerar aproximacoes e analisar se as
propriedades fundamentais passam ao limite. Vamos explorar um pouco mais

esta ideia nesta secao.
Nesta secao tomamos uma familia de fungoes f) > 0 em Fj.

Proposicao 23 Suponhamos que fy converge a f em norma lipschitz. Entao

fs, — g na topologia Fraca™.

Prova: A funcao P : Fy — R é analitica® (ver cap. 4 e apéndice V em
[18]). Segue que, para k € Fy

LD

é continua em f. Entao

oP k oP k
pg (k) = (f(;;z ), (];jz ) = piy (k).

Por fim, se k£ é uma funcao continua, tomando aproximagoes por funcoes

lipschitz obtemos o desejado (ver final da prova do Lema 5). =

Podemos tomar aproximacoes de f quando utilizamos zeta-medidas para

aproximar a probabilidade maximizante, como vemos abaixo:

3Seja V um espaco de Banach complexo. ¢ : C — V ¢é analitica se po¢ : C — C
é analitica para todo funcional linear limitado v : V' — C. n : V — C é analitica se

no¢:C — C é analitica para toda ¢ : C — V analitica.
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Lema 24 Fizadas f, f\ € Fy com fy Azpe f uniformemente, definimos

N n(e)—nP(c k™
Zn:l erFizn ecfX (@) =nP(cfr) & (z)

n

Zi:’:l erﬂm ec fR(x)—nP(cfy)

Quando \,c, N — o0, todo ponto de acumulagcdo de m.n s, na topologia

TerN’f)\ (k) =

Fraca™ estd em Mpa:(f).

Prova:
Vamos usar as mesmas ideias da prova do Teorema 49 . Em particular,

fixamos € > 0 e definimos

A, ={x € Fiz, : —— < B(f) — €},

B, ={x € Fiz, :

Queremos mostrar que

N cfx—nP(cfx)
Zn:l ZIEAW, € A C,NLHOO

St g, €T

Para isso, inicialmente observamos que podemos escrever fy, = f + g, com

0.

|gx|oo — 0. Segue que

Logo é suficiente mostrar que

N cf"—nP(cf)+2en|g,|

N cfr—nP(cf)—2cn
anl ZxEBn el (cf) g7 loo

Lembramos que P(cf) = ¢B(f) + €., onde e, — hy. Iniciamos com uma

0.

estimativa para A,: Para ¢, A\ >> 0
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N
Z Z ecf”fnP(cf)+20n\g)\\oo <

n=1 acGAn

Z )—neB(f)—nec+2en|galoo
€A,

E e cne— nec+2en|galoo
€A,

ecnetn log(d)+2cn|gx oo

MS ||M2 ||M2

IN

3
Il
i

o=+ 2clga oo Hlog(d)

1 — e—cet2clgalootlog(d) *

Por outro lado, existe um ponto periddico x de periodo n, tal que:

e (800 - 280 <2

x

Assim, para N >> 1

$° S st onPlen) enlgnl > gef " (o) Plef)~2enelo |
n=1 z€B,

> ec(nxﬁ(f)_€/2)_Cnfcﬁ(f)_nxfc—anm‘g)\‘oo

> e—ce/2—nzec—20nz\g)\\m

Concluimos que

N cf"—nP(cf)+2cn|gn] —ce+2¢|gx|oo+log(d
Done1 Dwea, € > e 7l Hoeld) 1

<
Z L Z B ecf"—nP(cf)—cn|grlo T 1 — e—cet2c|galootlog(d) p—ce/2—nzec—2¢cne|grloo
n= TEDN
o—ce+2elgn oo +log(d)

1 ¢,N,A—00
= 0.
— e—ca/Z—nzac—chz|g)\|oo 1 — e—ca+2c|g,\|w+log(d)

Corolario 25 Se f, Azge f uniformemente, entao quando A\, c — 00, todo

ponto de acumulagdo de pi.s, na topologia Fraca™® estd em My, (f)
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Observacao: Podemos utilizar argumentos analogos no estudo das zeta-

medidas fic s € 7.

Cabe ainda a pergunta: Se y.y — v quando ¢ — 00, ocorre que fi.f, — V
quando ¢, A — 00?

A resposta é negativa, como pode ser observado em [3].
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3 O Operador de Ruelle

3.1 Construindo sub-acoes calibradas

A prova do préximo Teorema pode ser encontrada no capitulo 2 em [18].

Teorema 26 (Ruelle - Perron - Frobenius):
Dado um potencial f € Fy, o Operador de Ruelle Ly : C(X) — C(X)
definido por

Lik) @)= ) e/Vk(y)

o(y)==

possui um autovalor mazximal 3 > 0 associado a uma autofuncao h > 0 em
Fy. O resto do espectro de Ly : Fy — Fy estd contido em um disco de raio
menor que 3 (Isso nao vale para o espectro de Ly : C(X) — C(X), ver cap.
10 em [18]).

Além disso existe uma unica probabilidade (que chamamos a medida de Gibbs
de f) v tal que para toda funcao continua k, v(Lg(k)) = PBr(k). Se “nor-
malizarmos” h por v(h) =1 (vamos sempre considerar esta situac¢ao) temos
também que para qualquer k continua

@L’}(k’)(w) "= h(x)v (k)

uniformemente.

Além disso, o potencial g := f+log(h)—log(hoo)—log() (a normalizada
de f) possui o autovalor maximal 1, associado a autofuncao constante igual
a 1. O Gibbs de g é dado por p onde u(k) = v(h.k). p é uma probabilidade

invariante e o equilibrio de f e g.

Além disso: para qualquer ponto z € X
Ly (k) () "= (k).
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Concluimos entao que fixado qualquer ponto x € X, a sequéncia de proba-

bilidades
Ly()(z)

converge (quando n — oo) para o equilibrio de f na topologia Fraca™*.

Consideramos uma familia de fungoes f, € Fyp convergindo a f (quando
A — 00) na norma lipschitz. Para cada ¢, consideramos o potencial cf).
Sejam Bz, Re, Vers Gen, tex definidas como acima. Estamos interessados

em entender o que acontece com os elementos da equacao

Gex = cfx +10g(hex) —1og(hey 0 o) —log(fen)
quando ¢, A — o0.

Vamos seguir as ideias da Proposicao 29 de [8]. No entanto nosso potencial
nao estard fixado, ou seja vamos trabalhar com fy — f em |||,. Além
disso aqui estamos trabalhando com um subshift, diferentemente de [8]. Em
um subshift, dois pontos x,y € X podem ter um nimero diferente de pré-
imagens, quando d(z,y) = 1. Vamos fazer as devidas modificagoes da prova
original, para contemplar o caso do subshift. Além disso vamos apresentar

mais detalhes da prova.

Definicao 27 V € Fy ¢ chamada uma sub-ac¢ao calibrada para f se sa-
tisfaz:

1)Ry=f+V —-Voo—p(f) <0.

2) para todo z € X existe y € o~ *(z) tal que Ry(y) = 0.

Observacao: Tradicionalmente, os sinais na defini¢ao de R sao contrérios

e Ry > 0. Aqui sempre vamos considerar R; < 0 dada pela defini¢ao acima.
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Lema 28 Defina V. := %log hex. Entao existe uma constante M > 0, tal

que para c, A >> 0, V. \ estao contidos no conjunto
K ={veFy: |vlow<M e |v[p <M}

que € fechado, convexo e sequencialmente compacto para a topologia da con-
vergéncia uniforme.
Além disso, todo ponto de acumulagao de V. na topologia da convergéncia

uniforme define uma sub-acdao calibrada para f.

Prova: Definimos L. ) o operador de Ruelle sobre cfy —log(/.,x). Como
X é um subshift do tipo finito dado por uma matriz A irredutivel e aperiédica,

existe ng tal que (A™) possui todas as entradas positivas.

Seja C.» o conjunto das fungoes h € C(X) satisfazendo:
1) fthCV/\ = 1,

2) Para quaisquer z,y € X com d(z,y) < 1:
h(z) < h(y)edfx\eﬁd(x,y)

3) Para quaisquer x,y € X com d(z,y) = 1:

h(x) < h(y)e("O—l)10gd+2(n0—1)0|f/\|oo+c|fA|eﬁ.

Denotamos por a, := (ng — 1)logd + 2(ng — 1)c| frloo + €| frlot5-
Afirmacao 1: Se h € C, ) entao e % < h < e,

De fato:
Fixado € > 0, como [ hdv.) = 1, existe € X tal que h(z) > 1 — . Seja
y € X tal que d(z,y) < 1. Entao

[

(1—¢) < h(z) < h(y)eclfxleﬁd(w,y) < h(y)eclf)\‘gfe < h(y)e.
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O mesmo para o caso d(z,y) = 1. Segue que para todo y € X:
h(y) > (1 —g)e %,

Fazendo € — 0 concluimos a primeira desigualdade. A segunda segue argu-

mentos analogos.

Afirmacao 2: C, ) ¢ fechado na topologia da convergéncia uniforme.
De fato: Seja h,, — h uniformemente com h,, € C, .
1) Dado ¢ existe n tal que h,—e < h < h,+e. Entdo 1—e < [ hdv.) < 1+e.
Logo fhduq,\ =1.
2) Se d(x,y) < 1 ent@o

h(z) = lim h,(z) < lim hﬂ@)g\fxle%d(xyy) _ h(y)60|fx|9%d(l‘vy).
3) é andloga.

Afirmacao 3: LZ&(C’C,,\) C Cen.
De fato, fixada h € C, »:
1)

Como v, 5 é o Gibbs de cf), pelo Teorema 26 temos

/Lc)\hdyc,)\ = /hdyq)\ =1.

O mesmo vale para LS.
2)
Para z,y € X, com d(z,y) < 1 temos uma correspondéncia biunivoca entre

o™ (x) e o " (y), tal que dois pontos z e 2’ associados iniciam pelas mesmas

47



no letras. Usando isso temos:

LZ‘z\h(J:) _ Z eCffo(Z)*nolog(ﬁc,A)h(Z)
om0 (z)=x
< Z eCf;LO(Z’)Jrc\fx|9(9"0+...+9)d(xvy)*no10g(ﬂc,x)h<2’)eclfx\e%(enod(%y))
"0 (2" )=y
-y (e ()0 108(Ben) (1) el Ao (UG () el falo 15 (670 )
om0 (z')=y
— (L7 () ()" o) (O 1)
= (LI (B)(y))e Do s,

3)
Sejam x,y € X, com d(x,y) = 1. Por I; denotamos uma palavra de tamanho
no — 1 ligando 7 a . Por J; denotamos uma palavra de tamanho ng — 1
ligando i a y. Por (i...) denotamos qualquer ponto de X iniciando por i.

Temos:

Lijh(z) = ) eNOmminalp(z)

o™0(z)=x

d

— Z Z efi° (iliz)—no log(ﬂm)h(i_fix)
i=1

I;

d
Z Z €Cf>‘ (iL;z)+(no—1)c| faloo—m0 IOg(ﬁca)‘)h(i]iI)

=1 I;
< Zdno 1gefali-)+6cl fxlo+(no—1)e| fxloo—no log(Be, )\)h(z ) )eC\fx\e%
5 d
< e(”o*l)10gd+9C|fA|0+(n071)c|f,\\oo+c\fx\e1979 Z eca (i) =no IOg(’BCv)‘)h(i...)
=1

_ pten—(no- 1c\fA\wZ ofri-)=nolog(Ber) (5. .)
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d
< e (no—1)c|fxloo Z Z eI (iiy)—no 1°g(56»*)h(i<]iy)
i=1 J;

d
< el Z Z oI (i) =m0 o8B n) y (. J.0))

i=1 J;
= L™\ h(y)etn.

Afirmacgao 4: A autofuncao h. de cfy estd em C. .
De fato, a funcao constante 1 estd em C, . Pela Afirmacao 3, para cada n
temos que L.\°1 estd em C.y. Pelo Teorema 26 temos que L]\°1 — h, .

Pela Afirmacao 2, concluimos o desejado.

Definimos V, » := %log he-
Afirmacao 5: Parac, A >> 0, existe M > 0 tal que os V.., estao contidos
no conjunto

K :={v € Fy : |v]oo, |v]o < M}.

De fato:

Usando as Afirmacoes 1 e 4 temos:

1 no —1)logd 0
Vir 2 flogerees = — (P08 4oty — I+ ey ).

Entao, como f\ — f em [|||,, dado € > 0, para ¢, A >> 0

‘/07)\ Z — (2(77,0 — 1)|f‘oo + |f’9 ) —e=CTE.

1—-6

Usando a segunda desigualdade da Afirmacao 1 obtemos também

no — 1)logd 0
Vr = (0= B s = DAk + il )

Dai para ¢, A >> 0
Ver < CTE.
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Sejam z,y € X. Se d(x,y) < 1:

1 1 0 s
Veal) = ~loghea(@) < ~log(hea(y)e™ N m000) =V, (y)+ frlo 7= (. y),

1—40
logo, se ¢, A >> 0

[Vea(z) — Vea(y)l

— CTE.
d(z,y)

< |fxlo

1-46
Analogamente, se d(z,y) =1 e ¢, A >> 0 entao

Ver(z) = Ve ()]
d(z,y)

Tomando M maior que as constantes acima, obtemos o desejado.

= |Vea(z) — Veuly)| < CTE.

Afirmacao 6: K é fechado, convexo e sequencialmente compacto para a
topologia da convergéncia uniforme.
De fato, ser fechado e convexo sao verificacoes imediatas. Ser sequencial-

mente compacto é consequéncia do Teorema de Arzela-Ascoli?.

Afirmacao 7: Todo ponto de acumulagao de V. na topologia da con-
vergéencia uniforme define uma sub-acao calibrada para f.

De fato, iniciamos definindo a normalizada

Ge 1= cfy +1og hey — log(hc,A o) — log Be-

Lembramos que L, ,1 =1 e entao g, < 0. Além disso para todo x € X

Z edery) — 1.

o(y)=2

Ge, A

4Se f, : X — R é uma familia de funcdes satisfazendo:
i. para todo € > 0 existe § > 0 tal que d(z,y) < = |fn(z) — fn(v)] < e,Vn
i, |fnloo < CTE,

entao f, possui uma subsequéncia que converge uniformemente.
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Segue que para pelo menos um y temos log(1/d) < g.A(y) < 0.
Seja V' um ponto de acumulagao de V. ) na topologia da convergeéncia uni-

forme. Entao, V' € Fy, e existe sequéncia c;, A\, tal que

1
—loghe; \;, — V-
€

Como

SP(ef) = 1f ~ fole £ L Plef) < SP(ef) +1f ~ il
garantimos que
108 5, — ().

J

Entao cijg% », — R satisfazendo:
R=f+V —-Voo—p(f).

Claramente R < 0. Resta mostrar que dado x € X existe y € o~ !(z) tal que

R(y) = 0.

Pelo que vimos acima, para cada j existe um y; € o~ !(z) tal que mg(cw <
J
M < 0. Como o~ *(z) é finito, algum y aparece infinitas vezes como y;.

log(1/d) . 935 (¥)
o ST

Cj

Entao para uma subsequéncia j; temos < 0. Segue que

% Ji

R(y) — lim TPy (y) _ hm Geji M, (y)

Jj—00 Cj Ji—00 Cj,

k3

= 0.

3.2 Aproximando a probabilidade maximizante usando

o Operador de Ruelle

Dada uma familia f, € Fjy, definimos, como no inicio da se¢ao anterior,

ﬁc,)\a hc,)\) Vexs Gens € He ) Para Cf)\.
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Pelo que vimos no inicio da sec¢ao anterior, dados f\ € Fjy, para cada c fixado

temos que: fixado qualquer ponto z € X, a sequéncia de probabilidades

Ly ()(x)
converge (quando n — oo) para o equilibrio de cfy na topologia Fraca™.

Teorema 29 Fizamos f, f € Fy, com ||fx — fll, = 0 (A — o0) e definimos

as probabilidades 1. x» poT

wcnkx = Z

=1

Entao, quando c,n, A — 00, todo ponto de acumulagao de ., », na topologia

Fraca™ estd em Mpq.(f).
O resto desta secao é dedicado a prova deste teorema.

Lema 30 Para toda fun¢ao continua k:

lim Yeprz(koo—k)=0.

C,N,A—00

Prova: Temos

n

1 .
Venralkoo —k) =~ L} (koo —k)(x)

J=1

(ZL (koo)( ZLQM )
(S 00300

7=0

1
n
1
n

(k@) - L, (k)@ >) .
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Segue que

1 2
Im |Yenrz(koo—k)| = lm —|k(x)—L) (k)(z)| < lim [Foc

c,n,A—00 c,n,A—00 T e, A cn,A—o00 N

=0.

Prova do Teorema
Seja v um ponto de acumulagao de ., »,. Entdo v é linear, v(1) =1 e
v(k) > 0 para toda fungao continua k& > 0. Segue do lema anterior que v é

uma probabilidade invariante. Fixamos sequéncias c¢;, nj, A; tais que

im e, 5, 0,,2(f) = v(f)-

J—00

Para uma subsequeéncia c;, n;, A; de c¢j,n;, Aj, temos que Cl log he, », con-
verge uniformemente para uma funcao V. Esta funcao V' é uma sub-agao
calibrada para f. Fixamos a funcdo Ry := f+V —V oo — ((f). Pelo Lema

anterior
Vamos mostrar que

lim inf wci7ni,>\i,x(Rf) Z 0,

decorrendo v(f) > B(f), ou seja v € Mpaz(f)-
Resta entao mostrar que

lim inf 9)e, n, 2,0 (Ry) > 0.

Como

1
wci,m,)\i,w(Rf) = n_z Z L;Ciﬁi (Rf)(x)a
j=1
basta mostrarmos que

liminf L

7,M—00 i

(Rp)(x) = 0.
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De fato,

1—00

|_10g n; )J

|
— liminf — Z L (Rp)(x) + Z Ly, ., (Rp)(x)

[log(ni)]+1
1 - :
> liminf - | [log(ni)] Ryl + S (R)@)
[log(ni)]+1

> liminf  inf (L" (Rf)(:c)>

t—00  log(n;)<n<n; Geinhi

> liminf Ly (Ry) ().

[ ,N—00

Vamos agora mostrar que

liminf L) (Ry)(z) > 0.

1,n—00 Geiihg

Escrevemos log h., », = ¢;V +6; e fr, = f + s; onde

)

—0 e [8iloc — 0.

Em seguida escrevemos

ci f log(he. x. —log(he, ., (z
zony:me IR (W) +log(he, x; () —log(he; x, ( ))k(y)

L (@)= 3 enry) =

ony=x

Za‘”y:x em'f;i (Z/)-HOg(hCi’)\i (y))k(y)
Z e f;i (y)+Hlog(he; x; ()
O'ny:,z’

D oCif; W) Hog(he, 5, (v) —log(he, 5, (2))
oy=x

Zo‘"y:x ecz'ffi (Y)+e:V(y)+6i(y)—ciV(z)—ciB(f) L <y)

Z ecz'ffi (W) +c:V(y)+6i(y)—ciV (z)—c: B(f)
o"hy=x

5y €T O W T W )
Z eCiR}l(y)-f—&i(y)"'CiS?(y)
ohy=x
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Fixamos € > 0 e definimos os conjuntos:

Hy :={ye X :0"(y) =z},
A, ={y € H,: Rs(y) < —¢},
By :={y € Hn: R(y) > —¢},
Cn:={y € Hy: Ry(y) = 0}.

E claro que C, C B,,.
Como a sub-acao V é calibrada, dado z € X existe pelo menos um y € o~z
tal que R;(y) = 0. Observamos que A, U B, = 07 'H,,_; e que para cada
z € H,_; existe pelo menos um elemento y € C,, tal que o(y) = z. Como
X C {1,...,d}" concluimos que cada elemento possui no maximo d pré-

imagens. Segue que
#An S (d - 1)#[—[7171 € #Cn 2 #anl-
Entao:

Z eCilt} () +eisi (y)+8i(y) Z €Cin(y)+C¢Si(y)+5¢(y)eCiR’}fl(U(y))+6i8?71(0(y))
yEA, YEAR

< E e*C¢€+Ci\Sz‘|ooH5i|oo eciR?_l(U(y))-FCiS?_l(U(y))

yEAn
< e—ci€+cz‘\8i|oo+\5i|oo E eciR?fl(U(y))JFCiS?fl(U(y))
YyEAn

< e*Ci€+Ci\3i|oo+\5i|oo(d _ 1) E eCiR}hl(z)—i—cisy’l(z)
z€H, 1
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Z eCiltf () +eisi (y)+0i(y) — Z ecin(y)+cisi(y)+6i(y)eciR?_1(a(y))—l—cis?_l(cf(y))
yE€Bn, yEBy,
> Z ecin(y)+8i5i(y)+5i(y)eciR?q(U(y))+cis?71(0(y))

yeChp,
ZE efcz'\sz'loo*\éilooeCiR771(U(y))+CiS?71(U(y))
yeCy
> e Cilsiloo =00 E ecz‘R?_l(U(y))-i'cis?_l(g(y))
yECn
> e~ Cilsiloo—13ilo E eciR?fl(Z)+C¢S?71(Z)‘
z€H, 1
Segue que
eCilty (y)+eisi (y)+8i(y) eCilty (y)+eisi (y)+8i(y)
0 < liminf =454 < lim sup =24
- ci R} (y)+eisy (y)+6i(y) — ciR% (y)+eis (y)+0:(y)
7,N—00 ZyEBn (& f 7,M—00 yEBn e f
e_ci5+ci|5i‘oo+‘5i|°°
< limsup(d — 1) < (d — 1) lim sup e~ et 2¢ilsiloot210¢; |
- e—Cilsiloo—[0iloc  — .
1,m—00 1,m—00
[6c; oo
. (— 2 . 2 2
= (d — 1) limsup (et Asiloot2 =07 0,

2,M—00

e da mesma forma

eciR}”(y)JrciS?(y)Mi(y)Rf(y)

.. ZyeAn
0< lzllgljgof Gl (W) Feisi (y)+0i(y) (—e)

oG} (W) Feist (y)+0: () Ry(y)

in—oc0 JeB eCilty (y)teisi (y)+oily (—e)
RT(y)+c; :L +0;
< limsup ehn €T Ry )
T in—oo Ve eCiR?(y)‘FCiS?(y)'f‘éi(y)(_8)

Usando estes limites e denotando

VVzn(y) — eciR?(y)-&-cis?(y).;_(si(y)

temos:
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> gy Win(y) Ry (y)
liminf Lj, = Ry(z) = lim inf —"Z——
i,n—00 cidit 4,n—00 Zo‘"y:x VVi,n (y)

i v, Win@WBr () + e, Win(y)(=2)
e zyGA in(y )_'_EyEB in(Y)

eAntvzn<)Rf@o
b ing 2wes Win(y) (=) S en Wonw(a) T

)

1,n—00 ZyEBn z,n(y) ZyEAn Win(y) + 1
)
(

ZyEBn Wi,n (y)

i i 2B Win(¥) (=€)
1,n—00 ZyEBn in y)

= —¢&.

Como € é arbitrario, concluimos o desejado. B

3.3 Principio dos Grandes Desvios

Vamos supor nesta se¢ao que a probabilidade maximizante de f é tnica e
denota-la por . k vai denotar um cilindro e sua fungao caracteristica.

Como mostrado em [2], quando a probabilidade maximizante de f é uinica,
duas sub-agoes calibradas diferem por uma constante. Em particular existe
uma tUnica funcao R = Rj associada. Temos R < 0 e denotamos R> =
Yoo a’.

O objetivo desta secao é provar o seguinte

Teorema 31 (Principio dos Grandes Desvios)

Fizado um ponto base x qualquer, para todo cilindro k temos:

lim —log((L” k)(z)) = sup R®(z) = — inf(—R>(2)),

c,n—o0 C 2k z€k

onde a funcao —R> € semicontinua inferiormente.

Como coroldrio obtemos o resultado contido em [2]:
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Corolario 32 Fazendo n — oo e depois ¢ — oo, para todo cilindro k:

lim 1log(/ kdp.) = — inf(—R>(2)),

c—00 C z€k
onde a fung¢ao —R>™ é semicontinua inferiormente.

Observacao: Esta funcao —R™ é a que chamamos por Ig;7 no capitulo

anterior.

Corolario 33 Fizado um ponto base x € X, e definindo as probabilidades

Vena(k) =1 > iy L] K (x) temos: para todo cilindro k

)

lim L log(Yena(k)) = — inf(—R*(2)),

c,n—o00 C z€k

onde a fung¢ao —R>™ é semicontinua inferiormente.

Prova:

e | 1 :
lim inf — log(®cn (k) = liminf — log(ﬁ Z L] k(x))

c,n—oo C cn—oo C -
7=1
1 i eo .
Z 1clgl—l>1c’>lof E log(log(il)’lgfjgn Léck(x)) T: B lI€1£(_ROO(Z))

De forma anéloga

1 1 ; o .
lim sup ~ log(Ye (k) < limsup —log(  sup L] k(x)) Teo _ inf(—R>(2)).

cen—oo C en—oo € log(n)<j<n €k
||

A prova do teorema sera dividida em varios resultados:
Lema 34 A funcao —R* ¢ semicontinua inferiormente.

Prova: Sejam z,z; € X com z; — 2. Queremos mostrar que

liminf —R*(z;) > —R>(z).

J—o0
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O caso —R*(z) = 0 é imediato.

Primeiro caso: —R>(z) = 0.

Dado M > 0, sejan tal que —R™(z) > 2M. Fixamos n; tal que (1—79})2# < 1.
Seja ng tal que para j > ng temos d(zj, z) < (1_9)&+W. Daf para j > ny:

—R"(2) = —R"(2) — |Rlo(d(z}, 2) + ... + d(0" 7 (25),0" " 2))
0" M
| Rlo

> 2M — |Rlo( )= M.

Segue que

lim inf —R*(z;) > M.

J—00

Como M ¢ arbitrario, concluimos que

lim inf —R*(z;) = +o00.

J—0

Segundo caso: —R*(z) = M > 0.

Fixado € > 0, existe n tal que —R"(z) > M — /2. Seja ng tal que para

J > ng temos d(zj,2) < (12](2‘99”5. Dai para j > ng:
€
—R"(z;) > (M —¢/2) — |R —— | =M —=.
() 2 (O = 2/2) = 1Rl ()

Segue que

liminf —R*(z;) > M —e.
j—00
Como ¢ é arbitréario, concluimos que
liminf —R>(z;) > M.

J—00

Lembramos que pelo Lema 10, P(cf) = ¢G(f) + €¢, onde e, — h(piso)-

39



Lema 35

c,n—00

lim (élog«Lle)(x)) - ”) 0,

em particular, fizado m
. 1 n ]' n-+m
i~ log (1) () — - log((L™1)(x)) = 0.

n.€c
c )

Prova: Seja a um ponto de acumulagao de X log((L7;1)(z))— quando

c,n — o0o. Entao existem c;,n; — oo tal que

Cj

1 e n;.Ec,
lim <—10g((LC7R1)(x)) - J—) = a.
Jj—0o0 \ G 7
N 1
Pelo Lema 28, podemos tomar uma subsequéncia {j;} tal que — log(hcji)
Ji
converge uniformemente para uma funcao V. Ainda, pelo Lema 28, V é
uma sub-agao calibrada para f. Garantimos entao a existéncia de sequéncias

¢, n; — oo satisfazendo:

1 e !
lim (—log((LZiRl)(:v)) - K) =a e —log(h,) — V.

i—o0 \ ¢ C; C;

Denotamos log(h,,) = ¢;V + 6., onde |0, |o0/c; — 0. Temos:

0 = Tim — log((L 1)(x))

i—00 C;

o™i(z)=x

1 g
li 1 ciR"i(z)—n;ec,
= lim o og( E e )

"i(z)=x

1 s N;E,,
— i -1 e RM(z)y _ [M=ci |
im - og( E e ) a,

1—00 C;
omi(z)=x

mostrando que todo ponto de acumulagao € igual a zero. m
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Primeira desigualdade do Teorema 31:

Proposicao 36
. 1
lim sup ~ log((Ly k) (7)) < sup R(z).
c,n—oo C i 2€k
Prova: Fixamos inicialmente um m. Dai:

n+m
1 1 nima—y €F k(2
lim sup—log((ngmk)(x)) = lim Sup—log(z tm(z)= (2)

+
e;n—oo C e;n—oo C ZU"*’"(Z):x ecRM M (2)

cR"+m(z)k
1 onTM(z)=x € .
:hmsup—log(z ) &)

)

)

en—oo C Za" (v)=z ecl™(y)
1 Zo"( - ecR"(y) (Zom(z): ecRm(Z)]{;(Z»
= lim sup — log( g 7 ).

c,n—oo C Zo‘"(y):x eCR (v)

Agora
Z GCRm(z)k(Z) < @M eCSPzek Rm(z)’
o™ (z)=y

entao

1 log(d
lim sup — log((Ly k)(x)) < lim sup (w + sup Rm(z)> = sup R™(2).
c

cn—oo C ¢,n—00 z€k z€k
Para cada m fixo temos que R™ é continua e entao existe y,, € k tal que

sup,c, R™(2) = R™(ym). Definimos

Y,, :={y € k : limsup % log((Ly k)(z)) < R™(y)}-

c,n—00

Entao Y,, é fechado e nao vazio pois y,, € Y,,. Como R < 0 temos que
YioY: 2.

Como sdo todos fechados e nio vazios, existe algum zq € (1,5, Yin. Entdo

para todo m temos

lim sup ! log((Ly k)(z)) < R™(x0).

cn—oo C
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Como R™(zg) — R*>(x¢) concluimos que
1
lim sup — log((Ly k)(x)) < R*(x) < sup R™(2).
cn—oo C z€k
A segunda desigualdade do Teorema 31

E ttil denotarmos por mgy o tamanho do cilindro k£ somado a poténcia

que faz a matriz A (que define o subshift) ter todas as entradas positivas.

Lema 37 Para todo m > mgy fizo, temos que

liminfllog((LZCk’)(x)) > inf ( sup)_ Rm(z)> :

Gn—oo € YEX \ zek,0m(z)=

Prova: Fixado m > mg temos:

1 1 Y gnyme €O )=y € DR(2))
1. . f—l Ln—i—mk :1 . f—l o \y)=x o (z)=Y
im inf = log((Lg""F)()) = lim inf —log( S s W

).
Agora:

> eMEE(z) > inf eeSPeenamo= FTG),
v on(y)=z

Entao
1
lim inf ~log((Ly™k)(x)) > liminf inf sup R™(z) > inf sup R™(2).
Gn—oo C ) =00 oM(Y)=T sek o™ (2)=y YEX zek,om(2)=y
u

Agora estudamos a sequéncia

yeX \ zekiom (2

F(m) := inf < sup . Rm(z)) :

Lema 38 {F(m)}m>m, € limitada (superiormente) por zero e nao decres-

cente. Em particular ¢ uma sequéncia convergente.
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Prova: Que é limitada por zero é decorréncia imediata do fato de R < 0.
Vamos mostrar que F'(m) < F(m + 1):
Para todo yp € X fixado e y; sua pré-imagem anulando R (sub-ac@o cali-

brada) temos:

sup R™Yz)>  sup  R™MYz)= sup R™(z)
z€k:omt1(2)=yo z€k:o™(2)=y1 z€k:o™ (2)=y1
> inf sup  R™(2) | = F(m).
yeX z€k:0™ (2)=y

Tomando o infimo em 1y na expressao da esquerda obtemos o desejado. m
Corolario 39 Seja F' = lim,, .., F'(m). Entao

1

liminf —log ((L} k)(x)) > F.

c,n—o0 C

Pelo corolario acima ¢ suficiente mostrarmos que F' > sup,, R*(z), para

concluirmos a desigualdade desejada do principio dos grandes desvios.
Lema 40 FEuxiste yo tal que
F := lim inf sup R™(z) | = lim sup  R™(2) | .
m—oo yeX z€kio™ (2)=y m—00 \ 2ek:0™(2)=yo
Em particular

lim inf sup  R™(z) | = inf lim sup  R™(z) |.
m—0yeX \ sckiom(z)=y YEX M—00 \ sckiom(z)=y

Prova: Para cada m seja y,, satisfazendo:

1
F(m) = inf m mi) | — =
(m) = il (zek;izz):ﬁ <Z>) - (()R <z>) "
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Seja yp um ponto de acumulacao de y,,. Temos que

1
F :=limsup inf ( sup Rm(z)) > lim sup ( sup  R™(z) — —)

m—oo YE€EX \ zekiom(z)=y m—o0 z€k:0™ (2)=ym m

= limsup ( sup Rm(2)> > liminf ( sup Rm(z)>
Ym

m—00 z€k:o™(2)= M—=00  \ zek:io™(2)=ym

> liminf inf ( sup Rm(z)) = F

m—o0 YeX \ ckiom(z)=y

Entao

m—=0o0 \ z2€k:io™(2)=ym

lim ( sup Rm(z)> =F (%)

E claro que

m—oo yeX \ sekiom(z m=eo  \ zekiom(z

F :=liminf inf ( sup Rm(z)) < lim inf ( sup Rm(z)> :
)=y )=y0

Usando (*) resta mostrar que

lim sup  R™(z) | > limsup sup  R™(z) ] .
M—=00 \ z2€k:0™(2)=ym m—00 z€k:o™(2)=yo

Como {o~™(yo)} é um conjunto finito, podemos fixar z,, € k tal que 0™ (z,,) =
Yo €

R™(zp) = < sup Rm(z)> :

z€k:o™ (z)=
Denotamos z,, := i1...imYo, onde ¢; € {1,...,d}. Definimos 2}, == i1...00, Y-

Temos entao

. ’R|9d(ym7y0)

R™(25) > R™(2m) — | Rlg(0+0*+...40™)d(Ym, o) > R"™(2) o
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Entao

lim sup ( sup Rm(z)> > limsup R™(z})
)=Ym

m—00 z€k:0™ (2 m—00

1-46

m—00

> lim sup (Rm(zm) — M)

= limsup R™(2)

m—0o0

= lim sup ( sup Rm(z)) .

m—00 z€k:o™(2)=yo

A partir de agora vamos deixar fixo o ponto yy dado no lema acima. O

proximo lema esta contido em [2] prova da proposigao 5.

Lema 41 Seja p um ponto do suporte de ji. Seja y, uma sequéncia sa-
tisfazendo o(y,) = yn_1,n = 1,2,... ¢ 0 = R(y1) = R(y2) = ... (sub-ag¢do

calibrada). Entao p é um ponto de acumulagao de {y,}.

Prova: Seja A o conjunto dos pontos de acumulagao de {y,}. Entao A é
fechado, e 0(A) = A. Entao temos um sistema dinamico (4,0 : A — A, d),
com A compacto. Logo existe uma probabilidade invariante v para este
sistema. A inclusao de A em X garante que v se estende a uma probabilidade

invariante 5 para X pela regra: ¢ : X — R continua entao

va(¢) = v(9]a)-

Como R é Lipschitz continua e R(y,) = 0,n = 1,2, ... garantimos que R|4 =
0. Em particular 15(R) = 0 e entao vy = pis. Segue que o suporte de fis

estd contido em A. m

Observacao: Uma prova alternativa para este resultado consiste em

k(y1)+...+k(yn)

mostrar que as probabilidades v, (k) := convergem a [l ha

topologia Fraca*, que é consequéncia de v,(R) =0,n=1,2,....
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O préximo lema é baseado no Lema 18 de [13]:

Lema 42 Se R®(z) > —oo entao as probabilidades v,, definidas por ¢ —

%Z;:& #(07(2)) convergem a pis na topologia Fraca™.

Prova: Observamos que todo ponto de acumulacao de v, é uma probabili-

dade invariante, restando mostrar que
1 n—1
liminf — d/(2)) > pso(f).
1 in n;f( (2)) > poo(f)

Seja M = R*(z). Entéo, para todo n temos, R"(z) > M, assim:

V(z) = VIo"(2) ~ mine(£) + 3 S((2)) = Y R(7(2) = R'(2) 2 M.
Entao -
I ey 2 L ),

Tomando lim inf obtemos o desejado. m

n—oo

Corolario 43 Se R®(z) > —o0 e p € supp(lieo) entao p é um ponto de

acumulagdo de o"(z).

Prova: Seja p € supp(u) € € > 0. Consideramos B(p,¢) := {x € X :
d(xz,p) < €}. Como p estd no suporte, garantimos que o (B(p,e)) > 0.

Segue do lema anterior que {¢"(2)} estd na bola para infinitos valores n. m

Lema 44
sup R*(z) < F

z€k
Prova: Fixamos p € supp(ue) € 2o € k tal que R®(z)) > —oo e de-
notamos zy = r175.... Dado t seja n(t) tal que d(c"®(z),p) < 6 e tal

que as coordenadas x1Zs...7Tn(;) garantem que 2o € k. Assim, vamos denotar
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também 2 := T1...Ty)P1P2PTn(t)4t41---, onde p 1= pipa....

Pelo lema 41 existe uma pré-imagem de y, (0 ponto Yeti(r)) da forma

P1--Prai(r)---a1(Yo),

tal que R (y,14)) = 0. Definimos um ponto z(¢) por

2(t) i= @1.. Tp@P1---Prai)---a1 (Yo)-
Temos entao:

sup Rt+l(t)+n(t) (Z) > Rt+l(t)+n(t) (Z(t))
2€k:at ) +n(t) (2)=yq

= R"®O(2(t)) + Rt+l(t)(yt+l(t)) = R"(z(1))

> R"®(z) — |R|p(6" + 6" 4 .. 4 o1Hn)
0| R|y 0"\ R|y

Pelo Lema 40, quando ¢ — oo a expressao da esquerda converge a F' (é

uma subsequéncia de sequéncia que converge). Ao mesmo tempo, claramente

a expressao da direita converge a R™(zy). Entao F' > R™(z). Como 2, é
qualquer satisfazendo R*>°(z) > —oo, concluimos que

sup R*(z) < F.
z€k

Juntando este lema com o Corolario 39 concluimos que

Proposicao 45

1
liminf —log((Lj k)(z)) > sup R>(z).
Cc,n—00 C zEk
Comentarios:

Com a hipdtese de unicidade da probabilidade maximizante para f existe
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uma unica R e obtemos um Principio dos Grandes Desvios. Sem a hipétese
de unicidade da probabilidade maximizante nao sabemos se existe o limite
de g./c, onde g. é a normalizada de c.f. Caso existam dois limites, pode-
mos garantir que as medidas de equilibrio nao satisfazem um Principio dos
Grandes Desvios. De fato, isso é consequéncia dos resultados abaixo:

Fixamos um ponto x € X, da forma x = xqz;....

Lema 46 Se f € Fy € normalizada e pi.5 € seu equilibrio temos:

e (1.0a]) = /[ Ay
T0...Tn

Em particular
(Lt ) ucfm...xnnsMcf<[x1...xn]>s( s ]e—f> peg ([zo.-22])
ZE|TQ...Tn, zZE|xQ...Tn

Prova: Ver Parry-Pollicott pag 37 prova da prop. 3.2. m

Denotamos por g. a normalizada de cf, u. o equilibrio de ambas e h. a

autofuncao associada ao autovalor maximal do Operador de Ruelle associado

a f.

Proposicao 47 Se clilog(hci) — Vi quando ¢; — oo, entao chamando Ry :=
f+Vi—Vioo—p(f) temos:

1 o T p
lim L log Mool
Ci,n—00 C; He; [xlxn]

= Ry(z).

Prova: Pelo lemma anterior aplicado a g,

< [inf e_gci) e, ([0 n]) < e, ([21...25]) < ( sup e_g%) te; ([o...20))-
€ ]

z€[z0...Tn] 2€[z0...Tn

Como log é crescente:

e 1 S o
inf —&S—log—“ixl ’ _a

< sup .
z€[xg..xn] G C; He; [ Zo---Tny z€[zo...xn]  Ci

[ARY Faa—
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Dado € > 0, para ¢ >> 0 temos:

1% _ Ryl < e
Segue que para ¢; >> 0
, 1 e, |1 )
inf —Ri(z)—e< —log———= < sup —Ri(z)+e.
2€[x0.--Tn] C; He; [xO- - In 2€[z0..Tn)]

Como Ry € Fy temos que

[inf ]—Rl(z) > —Ri(z) — |R|p0" e  sup —Ri(z) < —Ri(x) + |R|0"
z€[xo...Tn 2€[x0...7n]
Segue que para ¢; >> 0

1 Nz,
Ry(x) — | Rl — & < L 1og Ml ]

< —Ri(x) + |R|p0" + €.
Ci o e [To- ]

Entao

1 peferean] 1 pelrre
—Ry(x)—e < liminf—logM < limsup — log poi [T ]

< —Ry(z)+e.
Ci;n—00 C; He; | T0---Lp, ci;n—oo Cj He; [l'ol'n]

Como € > 0 é arbitrario

1 e |T1--- T
lim L og Helfte gy
cim—00 C;  fhe; [To---Tp)
Isso equivale a
1 e
lim L log Helfotnl g oy
ci;n—00 C; e, |1 )

Corolario 48 Se existem dois limites:

Cj

Jes —>R1 e g_HRQ
C; Cj

Com Ry # Ry, nao pode existir

lim ~ log(s.())

c—o0 C

para todo cilindro k.
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Prova: Fixa x e € tal que R;(z) + & < Ry(x). Pela proposigao anterior,

existe n >> 0 tal que

1 o
lim sup — log Hes[To-+-2n) < Ri(z) + °
oo Ci o fhe; [T1.e ) 2
e
1 ci 10Ty
lim inf —logM > Ro(z) — cs Ry(x) + %

¢j—0 ¢ fhe; [T1.. 7] 2

Isso mostra que nao podem existir

lim 2 log(jie([z0..7a])) € lim ~ log(tte([z1...2n])-

c—o0o C c—oo C
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4 Sobre as maximizantes

Como mostrado em [11] as fungdes em Fy que possuem uma probabili-
dade maximizante suportada em uma érbita periddica formam um conjunto
aberto em Fy. Além disso se f € Fp possui uma tunica maximizante fi
com suporte nao intersectando PFER, entao existe f, — f em Fjp, onde
too(frn) < B(fn). Denotamos por Fyp(PER) o conjunto das fung¢oes em
Iy que possuem uma probabilidade maximizante suportada em uma orbita
periddica. Uma questao aberta é a possibilidade de Fyp(PER) ser denso em
Fy com a norma ||||, (ver [7],[16], [11],[8],[5]).

Em [8] é provado que se f € Fy com 0’ < 0, entao f pode ser aproximada
por fungoes de Fy(PER) com a norma ||||,. No entanto existem funcoes f €
Fy que néo estao em Fy , para escolha alguma de 0" < 6 (abaixo apresentamos
um exemplo). Uma questao relacionada com o problema acima ¢ a estimativa
do erro da aproximagao de (f) por integrais de f sobre medidas com suporte

em Orbitas periddicas (ver [11], [5], [7], [16].)

4.1 Um Teorema sobre aproximacoes

Nesta secao vamos apresentar o seguinte

Teorema 49 Seja X, um conjunto fechado satisfazendo: o(Xy) = Xy e XoN
PER = @. Suponha existir uma sequéncia de orbitas periodicas Xy, Xo, ...
wrredutiveis, com periodos ny < ng < ... satisfazendo:

FExiste ¢ > 2 tal que, para cada j exviste x € X; tal que
d(x, Xy) < 0.

Entao a funcao h(.) := —dy(., Xo) satisfaz:
I)hng €h¢F9/, 0 <0
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2) p(h) =0,
3) M@ <0 para todo x € Fiz,, n=1,2,3,..

n

4) h pode ser aprozimada por funcoes de Fy(PER) com a norma ||||,.

Na secao seguinte apresentamos um exemplo concreto e simples de ponto
x tal que seu w—limite satisfaz o teorema acima. Vamos dedicar o resto desta

secao a
Prova do Teorema 49

Como

|d(z, Xo) — d(y, Xo) < d(z,y) + d(y, Xo) — d(y, Xo)|
d(x,y) - d(x,y) ’

garantimos que h € Fy. Se y, é uma sequéncia de pontos periédicos que se

aproximam de Xj, tomando uma sequéncia z, de pontos em X, (fechado)
satisfazendo d(yn, zn) = d(yn, Xo) temos

1 |d9(ynaX0) - dG(Zn7X0)| . d9<ynazn)
11m =
n—0o0 d@’ (y’m Zn) d@’ (y’m Z’n)

= 400,
mostrando que h ¢ Fy e concuindo o primeiro item.

Como Xy N PER = @, obtemos o terceiro item.
Por hipétese, para todo z € X; temos dy(x, Xo) < ™. Entao
h"i (X;)

1

Jj—oo

> —0" =" 0,
de onde concluimos o segundo item do teorema.

Para provarmos o quarto item, iniciamos provando alguns lemas auxi-

liares:

Lema 50 Dada uma orbita periddica irredutivel {xq,...,x,}, o(x;) = miq1,
temos que para i # j

d(ﬂfi, Z’j) Z 9n—2.
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Prova: E claro que se

d(CL’Z‘,ZL'j> S 9”,
entao a Orbita nao seria irredutivel. Vamos supor que
(w1, Tpgr) = 0"

e chegar a um absurdo.
Denotando por aj...a, o periodo de x; temos que ay1...a,a1...a; é o periodo

de zj.1. Por hipdtese, para i < n temos que

Q; = Ak+i(modn)

ap, # ag.

Iniciamos agora uma série de igualdades iniciando por ay:
A = A2k (modn) = ---
Essa série ¢ indexada por {ik (modn)}i—123. 4., onde
ip =1inf{i > 1:ik (modn) =n} <n.

Temos entao que
A = A2k (modn) = -+ = Qigk (modn),

0 que garante que

Absurdo. =

Lema 51 Sejam {y1,...,yn} € {x1,...,2n} duas érbitas periddicas distintas

e irredutiveis. Entao para algum y; temos que
d(yi, {z1, ..y xm}) > 0™
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Prova: Suponha o contrario. Entao para algum z;
d(yl,l'j> S om.

Pelo Lema anterior x; ¢ tinico e por reordenagao podemos supor j = 1.

Vamos denotar por a;...a,, o periodo de z;. Entao fica claro que
Y1 = Q1. Q...
Usando o Lema anterior e a hipdtese de que
d(yi, {1, .cyxm}) < O™ Vi,

concluimos que

Y2 = A2...Qyp, A7 ...

e sucessivamente até chegar em
Yp = Ap...A0p A7...Ap_1-..,

onde estamos considerando os indices dos a;’s em congruéncia mod n. Mas

dai obtemos

Y = Apt1---Qpp A1...Qp...

Tomando as duas estimativas de y; garantimos que

Ani1---Qpp A7...Ap

aq...Qym,

coincidem em todas as m letras. Pelo Lema anterior isso s é possivel se n é

miultiplo de m. Além disso, como para todo j =0,....,n — 1

d(Uj (yl), O'j (ﬁl)) S 9m7
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garantimos que

d(y1,x1) < 0",

mostrando que xi...Tp,...T1...7, (n letras) é o periodo de y;. Pela hipdtese

de irredutibilidade y; = 1. =

Agora podemos apresentar a prova do quarto item do teorema.

Queremos mostrar que a fungao
h(z) := —dp(z, Xo).

pode ser aproximada por fun¢ées de Fy(PER) com a norma ||||,.

Tomamos as perturbacoes

1
gj(z) = —;d(:c,Xj).

Entao claramente f; := h + g; satisfaz:

Hfj - h”g = ||gj||9 < ; — 0.

O préximo lema conclui a prova do Teorema 49.

Lema 52 Com as hipdteses do teorema, se j € suficientemente grande entao
para qualquer orbita periddica {yi, ..., yn} diferente de X; temos que

f]n(yl) < fjj(Xj).

n nj

Prova: Reordenando a érbita {y,...,y,}, podemos supor que o(y;) =

Yi+1 € que

d(Yn, X;) > 0™.
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Ordenamos também a érbita X; = {21, ..., 2y, }, por z;41 = o'(x;). Sejam

a; = logy < inf d(:vi,Xo)> > cnj.

T, €X;

B; = logy (sup d(xi,X0)> )

IiEXj
E claro que

B < a; < B +ny.

Tomamos inicialmente s = 1.

Inicio do Procedimento
Se d(ys, X;) < 6% aplicamos o procedimento A abaixo, caso contréario

aplicamos o procedimento B abaixo.

Procedimento A
Pelo Lema 50 existe um tnico z; tal que d(ys, X;) = d(ys, z;). Claramente,
paral=0,1,...n; —1

2a;
S eajJrcnjfnj S eajJrnj'

d(y8+l7 mi+l> <

Segue que

d(Ys+1, Xo) = d(xi1q, Xo).

Substituimos s por s + n;.

Fim do Procedimento A

Procedimento B
Se d(ys, X;) > 0™, repassamos s por s + 1.

Se 0% < d(ys, X;) < 6™, entao pelo Lema 50 existe um tnico z; satisfazendo

d(ySa xz) = d(ys> X])
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Repito esse argumento para ys.1,...,Ysix, onde k& é o maior possivel tal que
d(ysi1, Xj) < 6™ paral € {0,..., k}.
Repassamos s por s + k + 1.
Fim do Procedimento B
Se s = n + 1 paramos. Se s < n Repetimos o procedimento acima. Em

algum momento vamos chegar em s = n + 1 pela hipdtese

d(yn, X;) > 0™,

Sejam ys, ..., Ysin,—1 um dos grupos obtido no Procedimento A:

Temos entao que

fj(%) +...+ fj(ys+n]-—1) < h(ys) + ... + h(yS—l—n]-—l)
o h(ys) + .t h<ys+nj—1)
= (n) "
n; . nj X
h (X]) _ (nj)fj ( J)_

N 1

= (n;)

Sejam ysq, ..., Ysik um dos grupos obtido no Procedimento B.

Temos entao que

1
E@J+W+E@Hw<w@9+m+%wﬁw§—?w
Jjlk+1)

oni

2jOéj '

=—(k+1)

< —(k+1)

Por outro lado, sabemos que

17 (X)

U2

> —0% > -
Pela hipétese do teorema sabemos que
a5 = (2+cj)nj, cj > 0> 0.
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Segue que para j >> 0

goi—ni — gite)n; < o™ = 0" )
- 2] (2+cj)nj 2j0€j

Concluimos que também em ys, ..., Ys1x, um dos grupos obtido no proce-

dimento B, se 7 >> 0

(X
0]+ e Fiera) < (4 1)
Segue que N
Fm) + ot Fi) _ S 05)
n nj '
|

4.2 Construindo um w—limite que nao intersecta PER

Vamos apresentar um exemplo de conjunto X, com as propriedades do Teo-

rema 49:

Considere a sequéncia de palavras a seguir:

0k+1 = OkOklk, 1k+1 = Oklk

Em seguida definimos o ponto formado listando estas palavras:
¢ :=00lg 0;1; 091y 03l3...=01 00101 0010010100101 ...
E o seu w-limite:

Xo=w(¢) ={z:3 d"(¢) — z}.
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Proposicao 53 O conjunto Xy definido acima satisfaz a hipotese do Teo-

rema 49.
Iniciamos mostrando o seguinte
Lema 54 ¢ € w(¢).
Prova: Por definicao
¢ = 0plg 0117 0215 ...,

sendo suficiente provarmos a seguinte

Afirmacgao: Para cada n, a palavra 0ylg0;1;0215...0,1,, estd contida no
final da palavra 0,,111,41.

Vamos provar a afirmagao acima por indugao em n. Claramente 01 esté con-
tida no final de 001 01. Suponhamos por inducao que 0glg0;1; 0215 ...0,1,

estd contida no final da palavra 0,11,4+1. Segue que
00100111 0a15 - 0y Oy iy

estd contida no final de

0n+1 1n+1 0n+1 ]-n+1

que esta contida no final de

0n+10n+11n+1 On—l—l 1n+1 = 0n+21n+2-

Dedicamos o resto desta secao a prova da Proposicao 53.
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Resultados auxiliares

Lema 55 Para j > 1

#0; = o5 e F#1; = Pgj_1,

onde
P1=2,02=3 € Qi1 =0¢;+¢j1

€ a sequéncia de Fibonacci.
Prova: Iniciamos observando que
#01=3=¢2 e #L1=2=¢.
Suponhamos agora por inducao que
#0; =95 e  F#1; = Pgj_1.

Entao

#1010 = #0; + #1; = ¢oj_1 + P25 = P21 = Po(j41)—1-

#0010 = #0; + #0; + #1; = #0; + #1401 = P25 + G211 = P2(j+1)-

Lema 56 -
1-0; e 1; diferem apenas na dltima letra de 1;.
2 - 0;0;0; e 0j41 diferem apenas na ultima letra de 0j41.

3 -0;0; e 1,41 diferem apenas na ultima letra de 1;44.
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Prova:
Prova de 1 :

Iniciamos observando que
0p=0,1p=1 e 0;=001,1; =01,

entao nestes casos a afirmacao é verdadeira.
Por indugao suponhamos que 0;_; e 1;_; diferem apenas no tltima letra de
1j—1'

Temos agora que
0; =0;210;4121 e 1, =011
e aplicando a hipétese de inducao concluimos o desejado.
Prova de 2 : Basta escrever 0;; = 0;0;1; e aplicar 1.
Prova de 3 : Basta escrever 1;1; = 0;1; e aplicar 1. m

Denotamos por 07 a érbita periddica de periodo formado pela palavra 0;.
Analogamente para 1;.
Fixado 1 < j < n e uma palavra ay...a,, denotamos por o’ay...a, a palavra

CLj...CLn.

Lema 57 Para j > 1 e 0 < i < #0; temos que 0; e o'0; diferem antes
ou exatamente na iltima letra de ¢'0; (ndo coincidem em todas as letras de

O'i()j).

Prova: Iniciamos com 0; = 001. Neste caso o resultado é claro. Supo-
nhamos agora que o resultado ¢ valido para 0;. Vamos provar sua validade

para 041 = 0;0,1;.
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- Para 0 <7 < #0, o resultado ¢ valido por inducao em j.

- Para i = #0; temos que
0i0j+1 = U#0j0j+1 = Ojlj

difere de 0;4; = 0,0;1; exatamente na ultima letra de 0;1; (por 1 - do lema
anterior).

- Para #0; < i < 2(#0,), novamente o resultado é vélido por inducao em j.
- Para i = 2(#0,) temos que 0'0;41 = 1; difere de 0,,; = 0,0,1; exatamente
na tltima letra de 1; (por 1 - do lema anterior).

- Para 2(#0,) < i < #0,41 temos que ¢ = [+2(#0;) com 0 < < #1;. Neste

caso:
i 1 _ 1 _ I4+#0,_ _ I4#0,
g 0j+1 =0 1j =0 Oj—l]-j—l =0 #0; 1Oj_10j_11j_1 =0 #0; 10j7

e por indugao difere de 0; (logo de 0;1; = 0,0;1;) antes ou exatamente na

tltima letra de o'*#0%-10; = 0%0,,,. m

Corolario 58 Para 0 < i < #1; temos que 0; e ¢'l; diferem antes ou

ezatamente na 4ltima letra de o'1;.
Prova: Basta escrever
o'l = Uz‘+#0j_1oj
e aplicar o lema anterior. m

Lema 59 0;0;0; e 1,;1;1; ndo aparecem ao escrevermos qualquer elemento

de Xo.

Prova: Para 0y = 0e 15 = 1 a prova decorre de uma verificacao. Fixamos

agora 0;,j > 1. Todo elemento de X estd no w—limite de

Aj = 0j+21j+2 0j+31j+3
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e s6 precisamos verificar que 0;0;0; nao aparece em A;. Primeiro observamos
que 0j42 = 0,0,;1,0;0;1;0;1; e 1,40 = 0;0;1;0,1, e que as demais palavras
na construgao de A; envolvem repetigoes de 0,49 € 1,45. Logo basta verificar

que 0;0;0; nao ocorre em 042049, 0421549 € 1,490;40.
Pelo Lema 56 e pelo lema e corolario anteriores 0;0;0; nao ocorre em

ou

Oj+21j+2 = OjOjlj Ojojlj Ojlj Ojojlj Ojlj

ou

1420542 = 0,0;1;0;1;  0;0,1;0,;0;1;0,1;.

Agora passamos ao estudo de 1;,7 > 1. Por um argumento andlogo
ao acima, s precisamos verificar que 1;1;1; nao aparece em 0;410;4; ou

0j+11,410j41. Para isso escrevemos:

1J1]1j = 0j,11j,1 Oj,lljfl Ojflljfl,
05410541 = 05-105-11;-10;-10; 1151 01151 0;-105-11;-1 0105111 051154
e

0j+11j410541 = 0105211521 05105-1 150 050150 0510520151 05115

Oj_loj_l lj_l Oj_10j_11j_1 Oj_l 1j_1.

Lema 60 Seja q € Xy. Suponha que em algum momento da expansao de q
aparece 0 ou 1. Entao ela € sequida de 0, ou 1. Além disso 01y € sequido

apenas por O.
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Prova: E claro que 0 e 1 sao seguidos por 0 ou 1. Da mesma forma
001 e 01 s6 podem ser seguido por 01 ou 001, pois 11 e 000 nao ocorrem na
expansao de g. Além disso 00101 nao pode ser seguido de 01 pelo Lema 59
aplicado em 1;1;1; = 0101 01. Logo 001 01 ¢é seguido apenas por 001. Entao

o resultado ¢ valido para k =0, 1.

Suponhamos o resultado verdadeiro para k = 0,1, ..., j e vamos mostrar
para k = j + 1. Iniciamos com 1,;; = 0;1;. Por inducao 0,1, é seguido
apenas por 0;. Entao em ¢ aparece 0;1; seguido por 0;. Por sua vez 0;1;0;
nao pode ser seguido por 0;0; pois contraria o Lema 59. Segue que 0;1; é
seguido por 0,0,1; ou 0;1;, ou seja:

141 ¢ seguido por 0,41 ou 1;4;.

Agora consideramos 0;41. Como 0,41 = 0;1,41 obtemos a mesma con-
clusao anterior:

0j41 € seguido por 0j41 ou 1.

Por fim vamos mostrar que 0,411;41 s6 pode ser seguido de 0;,;:
Para isso escrevemos 041141 = 0;1,411;11. Do que ja sabemos ele s6 pode
ser seguido por 0;41 ou 1;41, mas pelo Lema 59 ele nao pode ser seguido de

1j4+1. Concluimos que 041141 s6 pode ser seguido de 0;4;. m
Lema 61 Na ordem Lexicogrdfica temos:
05 <07 <03 <03 < ...

Ig>17 > 15> 15 > ...

e para quaisquer i,j

0; <17
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Prova: Temos que 0;;; = 0;0,1;. Pelo Lema 56 ele difere de 0;0;0; ape-

nas na tultima letra de 0,41 que claramente é 1. Entao na ordem lexicografica
OjOjOj < 0j+1
0 que garante que
07 <074

Em seguida escrevemos 1;;1; = 0;1; e novamente pelo Lema 56 sabemos que

0; < 1; ouseja 1,41 < 1;, portanto
* *
1;>1

J+1-

Por fim dados 0; e 1;, se ¢ < j temos que 07 < 07, se ¢ > j temos que 17 < 17.

Logo podemos supor que ¢ = j, sendo suficiente mostrar que
0; <17.

Mas isso é uma consequéncia imediata do Lema 56. m

Lema 62 X, nao intersecta PER

Prova: Um ponto periddico estd em Xj se e somente se sua orbita esta
em Xj, assim dada uma érbita periddica {p,...,p,} podemos supor que
p1 = (r1..x,...) tem a menor expressao em ordem lexicografica. Vamos
mostrar que p; nao esta em Xj.

Dividimos a prova em alguns casos:

Primeiro caso:

Vamos trabalhar com a seguinte:
Hipédtese: Existe j tal que
07 <p1 <07
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Com isso vamos mostrar que p; ¢ Xj.
Observamos que supor que p; = 0} para algum j garante que p; ¢ X

pelo Lema 59.

Temos que 0j1; = 0;0;1;. Pelo Lema 56 sabemos que as letras de 0;4,

coincidem com 0;0;0; exceto na ultima letra de 0;4,. Da desigualdade
05 <p1 <0j44,
sabemos que p; se iguala a 0;1; exceto talvez na ultima letra de 0;44.

Suponhamos que p; se iguala a 0;4; também na ultima letra de 0;4.
Como p; < 0741, garantimos que para algum j > 0 temos:
Uj(#0j+1)pl < 0j41
na ordem lexicografica. Isso garante que

na ordem lexicografica, o que é um absurdo, pois p; tem a menor expressao

em ordem lexicografica de sua orbita.

Concluimos que p; se iguala a 0;1; exceto (com certeza) na tltima letra
de 0j+l~
Suponhamos inicialmente que 7 = 0. Neste caso, pelo que vimos, ja

sabemos as trés primeiras letras de ps:
p1 = 000...
e pelo Lema 59 concluimos que p; ¢ Xp.
Supondo também j = 1 vem que
001 001 001...<p; <001 001 O1...

86



ou seja

p1 =001 001 00...

Qualquer que seja a préxima letra de p; teremos que p; ¢ X pelo Lema 59.
Suponhamos agora que j > 2.
Temos

0j+1 = OjOjlj = OjOj Oj_llj_l = OjOj Oj_l Oj_glj_g.

Suponhamos por absurdo que p; € Xy. Entao podemos aplicar o Lema 60:

Como p; coincide com 0,4, exceto na ultima letra de 0,41 temos
P1 = OjOj 03;1 Oj,Q...

Pelo Lema 60 a expansao de p; continua com 0;_5 ou 1;_5. Mas 1,_5 nao ¢

permitido pois coincidiria com 0;4; inclusive na tltima letra de 0;4;. Entao
p1=0;0;0,_1 0;_90;_5...
Aplicando agora os Lemas 59 e 60 concluimos que
p1=20;0;0;_1 0;_90;_21;_5...
Aplicando o Lema 60 em 0;_51;_ temos que
p1=0;0; 0,1 0;_90;_201;_2 0j_o...

ou seja

P1 = OjOj Oj_l Oj_l 0]‘_2...

Pelo Lema 59 esta expressao nao pode ser seguida por 0;_20;_5. Também

nao pode ser seguida por 0;_»1;_, pois apareceria

Ojfl Oj,1 0]?20]?21]'72 :Oj,le,loj,l.
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Segue que

P1 = OjOj Oj_l Oj_l Oj_g 1j—2--'

ou seja

P1 = OjOj 0]’,1 Ojfl 1]',1... = OjOjOj

o que é um absurdo com o Lema 59 pois supomos que p; € Xj.
Segundo caso:
Agora vamos trabalhar com a
Hipédtese: existe j tal que
Ly <p <1}

Queremos mostrar que com esta hipétese p; ¢ Xj.
Observamos que supor que p; = 17 para algum j garante que p; ¢ X

pelo Lema 59.

Escrevemos 1;1; = 0;1;. Pelo Lema 56 concluimos que 1;; coincide com
1, exceto na tltima letra de 1,. Entdo p; coincide com 1, exceto (talvez) na
ultima letra de 1;.
Com o mesmo argumento da se¢ao anterior garantimos que p; coincide com

1, exceto na tultima letra de 1;.

Suponhamos inicialmente que j = 0. Neste caso

111... > p; > 010101...

e pelo que vimos

Il
e

Y4
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Como p; > 01 temos
P1 = 01...

Suponhamos por absurdo p; € Xy. Pelo Lema 60 garantimos que
p1 = 010...
Usando que p; > 07 e o Lema 60 concluimos que
p1 = 010101... = 0,0,0y...
contrariando o Lema 59.

Suponhamos agora j > 1
Escrevendo

1j - Oj—llj—l

concluimos que
P1 = Oj_l...

Suponhamos por absurdo que p; € X,. Entao segue do Lema 60 que p; =
0;-10;-1... ou py = 0;11;_;.... Como p; difere de 1; garantimos que p; =

0j—10;-1.... Pelo Lema 59 garantimos que
P1 = Oj_10j_11j_1 = 0]

Pelos lemas 59 e 60 garantimos que p; = 0;0;1;... ou p; = 0;1;0;.... Como

1711 = 051;... < py garantimos que
p1 = 0;150,...
Usando repetidamente o Lema 60 e que 17, ; < p; acabamos concluindo que
p1=0;1;0;1;0;1;.. = Ll lin

89



contrariando o Lema 59.
Terceiro caso:
Resta trabalharmos com a seguinte
Hipdtese: p; > 07 e p; < 1} para todo j.

Consideramos os seguintes intervalos em ordem lexicografica:

Ag := [0, 1o},

Al = [017 11],
e em geral

Ak = [Ok, 1kz]

Temos que Ag D A; D Ay D ... Além disso Ay, = [05_10x_11x_1, 0k_11%_1]
estd contido no cilindro [0x_;] que possui diametro m — 0. Segue que
existe no maximo um ponto ¢ na intersecao

k>0
Por hipotese este ponto é p;. Vamos mostrar que isso contraria a periodici-

dade de p;.

E facil ver que para cada j as 2¢,; primeiras letras de ¢ (ou seja p)
coincidem com 0;0;. Pelo Lema 57 garantimos que p; nao pode ter periodo
menor que #0; = ¢9;. Como j é qualquer concluimos que p; nao é periddico,

o que é um absurdo. m

Lema 63 Seja ¢ > 2 uma constante tal que ¢ < (numerode ouro)?.

k>>0e0; € PER temos:

Para

d( 27X0) < 9¢2k+2—1 < QC¢21¢‘
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Prova: E claro que X contém pontos da forma g = 0,0,1%.... Pelo Lema

56 fica claro também que para pontos desta forma temos:
d(o’];7 Q) — Q¢72k+2—17
pois Ogy1 = 0x0xly possui @opi1) = @orio letras. Uma importante pro-

priedade da sequéncia de Fibonacci afirma que,

¢k+1

D

de onde segue o desejado. m

— (numerode ouro),

Prova da Proposigao 53

E claro que Xy, 0 w—limite de ¢ é fechado e satisfaz o(Xo) = Xo. Com

isso, a conclusao da prova é consequéncia dos dois lemas anteriores.
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