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RESUMO

Neste trabalho, aborda-se o problema de estabilizacdo de sistemas lineares com atra-
sos nos estados e sujeitos a acdo de atuadores saturantes. Em particular, sdo propostos
métodos para a sintese de leis de controle estabilizantes do tipo realimentacdo de esta-
dos, realimentacdo dindmica de saida, bem como para a sintese de compensadores de
“anti-windup” estéticos e dinamicos.

Como objetivo de sintese consideram-se duas possibilidades, que o sistema esteja livre
ou nio de perturbacdes. No primeiro caso, determina-se uma lei de controle estabilizante
de tal forma a maximizar um conjunto de condi¢des iniciais admissiveis Z. No caso do
conjunto ¥ ser dado, a lei de controle estabilizante que se determina, deve garantir esta-
bilidade assintética do sistema em malha-fechada para toda condi¢@o inicial pertencente
a 2. No segundo caso, considerando-se os problemas de atenuagdo e tolerincia a per-
turbagdo, as leis de controle s@o obtidas com o intuito de minimizar o ganho-.% entre a
perturbacio e a saida regulada do sistema ou de maximizar o limite superior da norma .2,
das perturbagdes admissiveis, para as quais garante-se que as trajetdrias do sistema em
malha-fechada permane¢am limitadas.

Condig¢des locais e globais de estabilizacdo sdo obtidas a partir da teoria de Lyapunov
e da modelagem por zona-morta da saturagdo, com a conseqiiente aplicacdo de uma condi-
cdo de setor generalizada. Em se tratando de sistemas continuos, para que as condicdes
obtidas sejam dependentes do atraso, combinam-se estas ferramentas com a representagcao
do sistema através de sistema descritor. Ja no caso de sistemas discretos, combinam-se es-
tas duas ferramentas com a utiliza¢do do Lema de Finsler. A utilizacdo destas ferramentas
possibilita que as condi¢des obtidas sejam na forma de desigualdades matriciais lineares
(LMT’s) ou quase lineares, permitindo assim, a formulacdo de problemas de otimizagao
Convexos.

Palavras-chave: Sistemas de controles lineares, atraso no tempo, saturacao, “anti-
windup’’, controladores dinamicos, LMIs.



ABSTRACT

In this work, we deal with the problem of stabilization of linear systems with delayed
state and saturating inputs. Specifically, methods are proposed for the synthesis of stabi-
lizing control laws of state feedback and dynamic output feedback types, as well as for
the synthesis of static and dynamic anti-windup compensators.

Regarding synthesis objectives two possibilities were considered, that the system is
free or not of disturbances. In the first case, the stabilizing control law is computed
considering the maximization of the set of admissible initial conditions Z. In the case
the set & is given, this stabilizing control law should guarantee asymptotic stability of
the closed-loop system. In the second case, considering the problems of tolerance and
disturbance attenuation, the control laws are proposed in order to minimize the %> gain
between to disturbance and the regulated output of system, or in order to maximize the
bound on the admissible disturbances for which the trajectories are bounded.

Local and global conditions for stabilization are obtained from the theory of Lya-
punov and the modeling of the saturation by means of deadzone nonlinearities and the
consequent application of a modified sector condition. For continuous systems, in order
to obtain delay dependent conditions, these tools are combined with descriptor approach.
In the case of discrete-time systems, these two tools are combined with the utilization of
Finsler’s Lemma. The use of these leads to the conditions in the form of Linear Matrix
Inequalities (LMI’s) or almost linear, allowing the formulation of convex optimization
problems.

Keywords: linear control systems, time delay, saturation, anti-windup, dynamic con-
trollers, LMI’s.
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1 INTRODUGCAO

Com o advento da Revolucdo Industrial, a tecnologia passou cada vez mais a fazer
parte da vida do ser humano. Este, por sua vez, exige que essas tecnologias se desen-
volvam, com o objetivo de trazer-lhe maior comodidade, seguranca, informacdo, entre-
tenimento e comunicagdo, ou seja, para que produzam uma reestruturacdo do mundo do
trabalho e do lazer. Com isso, a industria se v€ obrigada a lancar mao de equipamentos
de alta tecnologia visando a busca de rendimento, produtividade, confiabilidade e de-
sempenho. Para que estes equipamentos atinjam o objetivo esperado, faz-se necessério
o desenvolvimento de técnicas de controle que levem em conta todas as particularidades
do sistema fisico envolvido. Neste sentido, destaca-se o interesse pelo estudo de sistemas
fisicos que estejam sujeitos a atrasos no tempo e satura¢ao nos atuadores.

A saturacio, em um sistema fisico, nada mais € do que uma restri¢do de ordem tec-
noldgica, fisica ou mesmo de seguranga. Quando essa restricdo € modelada para construir
o modelo matemadtico do sistema, ela se traduz na limitacdo do sinal de controle, entre
valores méximos e minimos. Também pode se traduzir em limitagcdes sobre as varidveis
de estado do sistema. O problema de restri¢cdes sobre a amplitude do sinal de controle
se faz presente em todos os sistemas de controle industriais. Como exemplos citam-
se saturacdes que ocorrem em: vdlvulas proporcionais, atuadores de aquecimento e/ou
resfriamento, amplificadores eletronicos e circuitos de acionamento de motores. Mui-
tos problemas indesejaveis podem surgir em um sistema de controle devido a saturacao.
Quando um sistema satura, ele passa a se comportar como se estivesse operando em malha
aberta. O comportamento nao-linear pode causar uma degradacao significativa no desem-
penho do sistema, tanto em regime permanente, com a perda do seguimento de referéncia
ou a ndo atenuacgdo assintdtica de perturbacdes constantes, como no periodo transitorio,
com o aparecimento de respostas lentas e oscilatérias. Outro fato que se pode observar
caso tal ndo-linearidade ndo for levada em conta, € um efeito “windup” do controlador ou
ainda a ocorréncia de ciclos limites, de instabilidade e de pontos de equilibrio parasitas.

Por outro lado, o atraso no tempo € uma caracteristica comumente encontrada em pro-
cessos bioldgicos, econdmicos, fisicos, quimicos, fisiolégicos, de dinamicas populacio-
nais e ainda em diversos sistemas de engenharia, tais como sistemas mecanicos, sistemas
elétricos de poténcia, sistemas de telecomunicagdes, redes de comunicagdo de dados, etc.
A origem do atraso no tempo nestes sistemas pode ser intencional, quando € introduzido
de maneira a melhorar o desempenho do sistema, ou ndo intencional, quando o atraso
tem origem em uma caracteristica intrinseca do sistema. E um fato bastante conhecido
que a presenca de atraso no tempo em sistemas de controle freqiientemente causa ins-
tabilidade ou um desempenho indesejavel (veja (KOLMANOVSKII; RICHARD, 1999),
(NICULESCU, 2001, vol. 269),(RICHARD, 2003) e suas referéncias).

A maioria dos sistemas citados acima, além de apresentarem atrasos no tempo, estd
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sujeita ainda a restrigdes nos atuadores. Tais fendmenos podem gerar conseqiiéncias de-
sastrosas para o sistema de controle, como o surgimento de ciclos limites, pontos de
equilibrio parasitas e instabilidade do sistema em malha-fechada. Dessa forma, o desen-
volvimento de técnicas de andlise e sintese de sistemas de controle apresentando atrasos
e sujeitos a saturacio nos atuadores tornou-se cada vez mais alvo de preocupagdo para
diversos pesquisadores, como se observa por exemplo nos seguintes trabalhos: (CHEN;
WANG; LU, 1988), (TISSIR; HMAMED, 1992), (OUCHERIAH, 1996), (NICULESCU;
DION; DUGARD, 1996), (TARBOURIECH; GOMES DA SILVA JR., 2000), (CAO;
LIN; HU, 2002), (FRIDMAN; PILA; SHAKED, 2003) e (TARBOURIECH; GOMES
DA SILVA JR.; GARCIA, 2004).

Com o objetivo de analisar a estabilidade destes sistemas, muitas sdo as abordagens
empregadas. Dentre elas, pode-se citar o critério de Popov, o qual fora utilizado in-
icialmente para sistemas do tipo SISO (“Single Input Single Output”’) (GLATTFELDER;
SCHAUFELBERGER, 1983), o conceito de desigualdades de norma, que fora utilizado
por (CHEN; WANG:; LU, 1988) e (TISSIR; HMAMED, 1992), o conceito de medidas
matriciais e a teoria da comparacao, utilizada por (CHOU; HORNG; CHEN, 1989) no
projeto de compensadores de realimentacdo dindmica, o conceito de modelagem polito-
pica do sistema, que fora utilizado por (TARBOURIECH; GOMES DA SILVA JR., 2000),
(CAO; LIN; HU, 2002) e (FRIDMAN; PILA; SHAKED, 2003). Em (TARBOURIECH;
GOMES DA SILVA JR.; GARCIA, 2004), foi apresentada uma nova metodologia para
tratar a saturacao, utilizando uma condic¢ao de setor generalizada, a qual abrange a condi-
cdo de setor classica aplicada a sistemas nao lineares. Esta nova metodologia permitiu a
formulacao das condicdes de estabilidade na forma de Desigualdades Matriciais Lineares
(LMIs), mesmo levando-se em conta os efeitos ndo lineares provocados pela saturagdao
dos atuadores. A importancia de tal formulagdo deve-se ao fato de que os algoritmos
empregados na solu¢do de uma LMI sdo, em geral numericamente eficientes, como pode
ser visto em (BOYD et al., 1994).

Considerando-se a questdo do atraso, dois tipos de condi¢gdes de estabilidade podem
ser obtidos, um de estabilidade dependente e outro de estabilidade independente do atraso.
Outro fato importante em se tratando de estabilidade € o critério utilizado, ou seja, pode-
se utilizar o critério de Lyapunov-Razumikhin, que utiliza uma fun¢do de Lyapunov, e o
critério de Lyapunov-Krasovskii, que utiliza um funcional de Lyapunov (HALE; LUNEL,
1993).

Em relagdo a estabilidade de sistemas com atrasos e saturagdes, pode-se estar interes-
sado em garantir:

e Estabilidade global; ou seja, deseja-se que as trajetdrias do sistema convirjam as-
sintoticamente para a origem, para toda condi¢do inicial.

e Estabilidade local; ou seja, deseja-se que as trajetdrias do sistema convirjam assin-
toticamente para a origem, para toda condi¢@o inicial definida em &. Neste caso,
define-se um dominio de estabilidade.

O fato de a estabilidade ser global/local pode depender muitas vezes do tipo de modela-
gem que € utilizado para a saturacdo, conforme podera ser visto no Capitulo 2 da presente
tese.

Em se tratando de sistemas que estejam sujeitos a acdo de perturbagdes, fica prati-
camente impossivel determinar condi¢des de estabilidade assintética, pois a origem do
sistema pode deixar de ser um ponto de equilibrio. Também as solu¢des do sistema per-
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turbado podem ndo se aproximar da origem quando ¢ — oo, dessa forma, trata-se do pro-
blema da estabilidade entrada-estado. Considerando-se que a perturbacdo seja limitada
em norma %>, deve-se garantir que as trajetdrias deste sistema permanecam confinadas
em uma determinada regido, a qual esta inclusa na regiao de atra¢do do sistema. Outro
problema de interesse consiste na estabilidade entrada-saida. Neste caso, estuda-se o ni-
vel de atenuacdo e tolerancia a perturbacdo que o sistema apresenta, também utilizando,
por exemplo, a norma .%.

Outro importante problema consiste em minimizar os efeitos do “windup” (diferenca
entre os sinais de entrada do atuador e de saida do atuador) causados pela saturacdo.
Como conseqiiéncia do “windup”, tem-se que o sistema deixa de responder de acordo
com o sinal de controle aplicado, provocando efeitos indesejdveis no desempenho do sis-
tema. A estratégia de “anti-windup” € a adi¢do de uma estrutura (estdtica ou dinamica)
a um sistema realimentado por uma lei de controle projetada, desprezando qualquer nao-
linearidade do atuador, a fim de eliminar a diferenca entre a entrada e a saida do atua-
dor, sempre que ela existir. A estratégia de “anti-windup” pode entdo ser vista como a
introducao de um laco adicional de realimentag@o para corrigir desvios entre os dois si-
nais. Este topico € a base de muitos trabalhos, dentre as quais podem-se citar (TEEL;
KAPOOR, 1997), (KOTHARE; MORARI, 1999), (SAEKI; WADA, 2000), (CAO; LIN;
WARD, 2002), (GRIMM; TEEL; ZACCARIAN, 2003), (GRIMM et al., 2003), (GOMES
DA SILVA JR.; TARBOURIECH; REGINATTO, 2002), (GOMES DA SILVA JR.; TAR-
BOURIECH; GARCIA, 2004), (HU; TEEL; ZACCARIAN, 2005), (GOMES DA SILVA
JR.; TARBOURIECH, 2005).

A finalidade deste documento € apresentar um estudo sobre o problema de controle de
sistemas com atraso e saturacao, bem como o desenvolvimento de novos métodos que pos-
sibilitem a determina¢do de estimativas da regido de atragdo, a sintese de leis de controle
estabilizantes, assim como a sintese de malhas de “anti-windup” para sistemas com atra-
sos e saturacdo. Implicitamente nesta proposta estd o uso de técnicas de LMIs, da utiliza-
cdo da condic¢do de setor generalizada e o uso de funcionais de Lyapunov-Krasovskii, na
busca de novas condi¢des tedricas ou de condigdes tedricas menos conservadoras que as
encontradas atualmente na literatura.

O presente documento € dividido nos seguintes capitulos:

e Capitulo 2 - Apresenta-se uma breve revisao sobre os critérios de estabilidade para
sistemas com atrasos, utilizando-se funcionais de Lyapunov. Deseja-se, assim, ca-
racterizar os funcionais que serdo utilizados para garantir as condi¢des de estabi-
lidade e a obten¢do de estimativas de regido de atragdo. Além disto, enunciam-
se o Lema de Finsler, condi¢des de estabilidade absoluta de sistemas tipo Lure,
baseadas nas condi¢des de setor cldssicas e na condi¢do de setor generalizada, a
serem utilizadas para levar em conta os efeitos ndo lineares provocados pela satu-
racdo de atuadores. Com o objetivo de obter-se condi¢des dependentes do atraso
apresentam-se algumas formas utilizadas para reescrever o sistema, como exemplos
pode-se citar sistemas escritos com atrasos distribuidos, onde utiliza-se a férmula
de Newton/Leibnitz e a representacdo através de sistema descritor. Apresenta-se
também um indice de atenuag@o e tolerincia a perturbacéo, utilizando a norma .%5.
Finalmente, apresentam-se duas maneiras utilizadas na literatura para modelar sis-
temas com saturagdo: politépica e por zona-morta (condi¢do de setor).

e Capitulo 3 - Neste capitulo apresenta-se um breve estado da arte sobre a estabili-
dade de sistemas de controle lineares com atraso e satura¢do nos atuadores. Aqui
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sdo formulados a maioria dos problemas que serdo abordados nos Capitulos 4, 5,
6 e 7. Em particular, sdo apresentados os problemas de sintese, de tolerincia e
atenuacgdo a perturbacao e de “anti-windup”. Para cada um dos problemas formula-
dos, alguns dos artigos encontrados na sec¢do 3.1.1 sdo analisados criticamente, ou
seja, € mostrado como estes problemas sao resolvidos, com a finalidade de poder
comparar com a resolug@o que se apresenta nos capitulos que seguem.

Capitulo 4 - O objetivo deste capitulo € o de apresentar um estudo mais aprofun-
dado para o problema de sintese, definido no Capitulo 2, ou seja, dedica-se ao es-
tudo do problema de estabilizacdo por realimentacdo de estados, tanto para o caso
independente como dependente do atraso, utilizando-se o funcional de Lyapunov-
Krasovskii, a fungao de Lyapunov-Rhazumikhin e a condi¢do de setor generalizada,
apresentados no Capitulo 2. Para poder obter condicdes dependentes do atraso,
reescreve-se o sistema utilizando-se uma das formas apresentadas na secdo 2.1.2.
As condig¢des para estabilizagdo globais e locais que se obtém estdo em forma de
LMIs. Em se tratando de estabilizacdo local, determinam-se estimativas de regides
de atragdo. Considerando que o sistema esteja sujeito a perturbagdo, faz-se uma
andlise da estabilidade entrada-estado e da estabilidade entrada-saida. Para este
ultimo caso, estuda-se o nivel de atenuacdo e tolerancia a perturbacdo que o sis-
tema apresenta. Utiliza-se a norma %, para ambas as andlises. Com o objetivo
de mostrar-se como utilizar os Teoremas apresentados no Capitulo, formulam-se
problemas de otimizagao e apresentam-se exemplos.

Capitulo 5 - Neste capitulo propde-se uma metodologia de projeto de controladores
dinamicos a fim de estabilizar o sistema por realimentacdo de saida. O controlador
que se projeta é do tipo ndo racional, ou seja, apresenta atrasos nos estados com
a adi¢do de um termo estdtico de “anti-windup”, com os objetivos de amenizar os
efeitos negativos causados pela saturacdo dos atuadores e de aumentar a regidao de
atracdo do sistema em malha-fechada. Como considera-se a possibilidade de atua-
rem perturbagdes que sejam limitadas em norma %5, objetiva-se garantir a estabi-
lidade entrada-estado e entrada-saida. Analogamente ao Capitulo 4, formulam-se
problemas de otimizagdo e apresentam-se exemplos.

Capitulo 6 - Neste capitulo continua-se desenvolvendo a questdo da estabilizagdo
por realimentacdo de saida, porém, agora utilizam-se controladores estdticos e es-
tratégias de “anti-windup”, com o objetivo de amenizar os efeitos negativos causa-
dos pela saturacdo dos atuadores e para aumentar a regido de atracdo do sistema em
malha-fechada. Considera-se neste caso um compensador dindmico pré-calculado,
desconsiderando a presenga de saturacdo. Num primeiro momento, trata-se entao
do projeto de compensador estatico de “anti-windup” acoplado a um controlador
racional dado. Num segundo momento, aborda-se o problema da estabilizacdo
via controlador dindmico nao racional, também dado e, compensador dindmico de
“anti-windup”, o qual serd projetado. Para cada um destes problemas, formulam-se
condig¢des de estabilizacio interna, entrada-estado e entrada-saida, para sistemas de
controle com atraso e saturacdo nos atuadores apresentando perturbagdo limitada
em norma .%,. Também formulam-se problemas de otimizagdo e apresentam-se
exemplos.

Capitulo 7 - Visando apresentar como trabalhar a questao da estabilizagdo para o
caso discreto, estuda-se o problema considerando-se atrasos incertos e variantes no
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tempo, ou seja, atrasos que variam entre um valor minimo e um valor maximo.
Utiliza-se a abordagem de Finsler, juntamente com um funcional de Lyapunov-
Krasovskii. Para obterem-se as condi¢des de estabilizacdo, para o caso em que o
atraso € variante no tempo e incerto, faz-se necessario o uso da desigualdade de Jen-
sen. Analogamente aos capitulos anteriores, formulam-se problemas de otimizacdo
e apresentam-se exemplos.

No ultimo capitulo sdo apresentadas as conclusdes juntamente com as contribui¢des
e futuros encaminhamentos que possam ser dados as pesquisas.
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2 RESULTADOS PRELIMINARES E
FERRAMENTAS MATEMATICAS

O objetivo deste capitulo é o de apresentar alguns resultados preliminares e ferramen-
tas matemadticas que servem como base para os resultados a serem apresentados ao longo
da tese. Inicialmente, apresentam-se a funcdo de Lyapunov-Razumikhin e o funcional
de Lyapunov-Krasovskii, bem como os teoremas de estabilidade, a definicdo da regido
de atrac@o associada aos sistemas com atrasos € o enunciado do Lema de Finsler. Para
o caso dos sistemas estarem sujeitos a perturbacdo limitada pela norma %>, define-se o
problema de estabilidade entrada-estado e entrada-saida e sua relagdo com a teoria de
Lyapunov. Sao apresentados também os problemas de atenuagdo e tolerancia a perturba-
cdo. Em seguida, enunciam-se condicdes de estabilidade para sistemas tipo Lure. Por fim,
apresentam-se as maneiras mais utilizadas para se modelar sistemas apresentando satura-
cdo de controle. Nesta ltima secdo, encontra-se também a modelagem por zona-morta e
a conseqiiente aplicac@o da condicao de setor generalizada, a qual é uma forte ferramenta
a ser utilizada ao longo deste trabalho.

2.1 [Estabilidade de Sistemas com Atrasos

Lyapunov, em 1899, desenvolveu dois métodos para investigar a estabilidade de um
sistema. O primeiro método indireto de Lyapunov permite investigar a estabilidade local
de um sistema ndo linear através de seu modelo linearizado. O segundo método, conhe-
cido como método direto de Lyapunov, é baseado em um conceito andlogo ao de energia.
Estes métodos sd@o de grande relevancia pratica, pois servem de base para o projeto de
controladores estabilizantes para sistemas dinadmicos.

Destacam-se aqui duas maneiras de aplicar o segundo método de Lyapunov, a fim de
garantir a estabilidade de sistemas com atrasos:

e A primeira delas € interpretar a evolucao das solucdes no espaco das funcdes, o que
leva a formulacdo do chamado teorema de Lyapunov-Krasovskii.

e A segunda € interpretar a solucao do sistema como evoluindo no espago Euclidiano,
o que leva a formulagdo do teorema de Lyapunov-Razumikhin.

Abaixo apresentam-se estes dois teoremas de estabilidade, os quais sdo de funda-
mental importancia na andlise de estabilidade de sistemas com atrasos, bem como para a
sintese de controladores para estes sistemas. Com esse objetivo, seja a seguinte equagao
diferencial funcional:!

x(t) = ft,x) t > 19. (1)

'x;(-), corresponde a restrigio de x(-), no instante #, ao intervalo [t — 7,]
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Devido a presenca de atrasos, a solucao de (1) ndo pode ser unicamente determinada
a partir dos valores das varidveis de estado do sistema no instante ¢ = fy. Assim, a solu¢do
a partir de um instante inicial #y € caracterizada de forma unica pelo conhecimento dos
valores assumidos pelo vetor de estado no intervalo [ty — 7,%y], ou seja, a condi¢@o inicial
deixa de ser um ponto no espago R” para ser uma funcgéo nesse espago.

Assim, a condi¢@o inicial x;,, € ¢; que se utiliza é dada por uma fun¢do continua
definida sobre o intervalo [—1,0],

x,(0) =x(to+0)=¢(0), 6 € [-1,0]. (2)
2.1.1 Teoremas de Estabilidade no Sentido de Lyapunov

Teorema 1 (Lyapunov-Krasovskii) Sejam Vi, V> e Vo : RT — R, ou seja, sdo funcoes
tais que Vi(r) >0, Va(r) >0 e V3(r) >0, Vr>0. Se existir um funcional continuo
V:RXx D — R, tal que:

L Vi(leO)l) <V(z,0) <Va(ll9lle),
2. V(t,x) < =Va([lx(@)])-

Entdo a solugdo identicamente nula de (1) é uniformemente assintoticamente estdvel.

A demonstracdo e maiores comentdrios sobre este teorema podem ser encontrados, por
exemplo, em (HALE; LUNEL, 1993), (IVANESCU; DUGARD; DION, 2000),
(NICULESCU, 2001, vol. 269), (GU et al., 2003).

Note que neste caso, V : R x Z — R, sendo ¥ C 6} ¢é definida sobre o espaco das
funcdes ¢ definidas no intervalo [r — 7,7], por isso costuma-se chamar na literatura Fun-
cional de Lyapunov.

Teorema 2 (Lyapunov-Razumikhin) Suponha que u, v, we p: RT — R sejam fungées
continuas, ndo decrescentes, u(s), v(s), w(s) positivas para s > 0. Se existir uma fungdo
continuaV : R x R"* — R, tal que:

Lou(||x|]) <V(t,x) <v(||x|lc) VteR, xR,
2. V(t,x) < —w(||x(@)]]) se V(t+0,x(t+0)) < p(V(t,x(t))) VO € [—7,0].
Entdo a solugdo identicamente nula de (1) é uniformemente assintoticamente estdvel.

Maiores detalhes sobre este teorema podem ser encontrados em (HALE; LUNEL, 1993),
(NICULESCU, 2001, vol. 269). Perceba-se que agora’ V(-,-) é uma fungdo, pois é
definida sobre o espago vetorial euclidiano R x R".

2.1.1.1 Regido de atracdo
Segundo (VIDYASAGAR, 1993), a Regido de Atracao do sistema (1) é dada por:

Zo = {¢ € Cx; lim x(1,¢) = 0},

ou seja, € o conjunto de condicdes iniciais @, tais que as trajetdrias correspondentes do
sistema (1), x(z,¢) convergem para zero.

Deve-se notar que, para um sistema genérico dado por (1), o cdlculo analitico da regido
de atracdo €, em geral, impossivel. Neste caso, calculam-se estimativas para a regido de
atracao.

>Nos préximos capitulos utiliza-se V (x(t)) quando V for uma funcio de Lyapunov-Razumikhin, para
evitar confusdes.
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2.1.2 Condicoes de Estabilidade Dependentes x Independentes do Atraso

Ao utilizar-se o segundo método de Lyapunov para garantir-se a estabilidade, pode-
se encontrar condi¢des que sejam dependentes ou independentes do atraso. Para que as
condicdes sejam independentes do atraso, faz-se necessdrio que as condi¢des de estabi-
lidade do sistema sejam garantidas, ndo importando o valor do atraso ao qual o sistema
esteja submetido. Ja para o caso dependente do atraso, as condi¢Oes de estabilidade
dependem explicitamente do valor do atraso.

2.1.2.1 Caso independente do atraso

Com o objetivo de exemplificar como se utiliza o funcional de Lyapunov-Krasovskii
para provar a estabilidade assintdtica, considera-se o seguinte sistema linear

x(t) = Ax(t) + Agx(t — 1) 3)
com o funcional de Lyapunov-Krasovskii dado por:
V(t,x) =X (t)Px(t)+ [° ¥ (0)Sx(6)d6, P=P >0, S=5>0. )

Este funcional pode ser utilizado para derivar uma condi¢do suficiente de estabilidade
para o sistema. De fato, avaliando-se V (¢,x;) ao longo das trajetérias de (3) tem-se que:

V(t,x)) = x'(t)(A'P+PA+S)x(t)+x (t)PAsx(t — T) +x'(t — T)ALPx(1)
—x'(t —1)Sx(r — 7).

Portanto, a condicdo 2 do Teorema 1 € satisfeita se for verificada a LMI:

AP+PA+S PAs] _
AyP - )

que € independe do atraso 7. A condi¢do 1 do Teorema 1 é também verificada, pois
tem-se:

Zonin(PY19 (O] SV (1,0) < (Aomax(P) + Thunax($)) [ 917

2.1.2.2 Caso dependente do atraso

A fim de obterem-se condi¢des dependentes do atraso, autores como (KOLMANOVS-
KII; RICHARD, 1999), (KHARITONOV; MELCHOR-AGUILAR, 2000), (NICULESCU,
2000) e (FRIDMAN, 2001) utilizam transformag¢des do sistema original, juntamente com
o Teorema de Lyapunov, para analisar a estabilidade dependente do atraso de sistemas
com atraso no tempo. A seguir, sdo descritos dois destes métodos de transformacao.

e O primeiro método utiliza a férmula de Newton/Leibnitz,

/t " 4(0)d0 = x(t) — x(t — 7). )

-7

para tranformar o sistema (3) num sistema equivalente com atrasos distribuidos,
conforme segue,

x(t) = (A+Ay)x(t) — Ay /_OTAx(t +0)+Aux(t+6—1)do. (6)
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De acordo com (NICULESCU, 2001, vol. 269), a estabilidade de (6) implica na
estabilidade de (3), porém, a reciproca nio € verdadeira. Um exemplo de funcional
de Lyapunov-Krasovskii (HALE; LUNEL, 1993) utilizado é dado por:

V(t,x) = x(t)Px(t)+ [0, [}, o[Ax(B) + Agx(B — 7)) X ' [Ax(B)+
Agx(B—1)|dBdO + [' . x(B)'Sx(B)dp,
P=P>0,§=8>0eX=X">0.

Derivando-se o funcional V (¢,x;) com relagdo ao tempo e utilizando-se a relagdo
2u'v < u'Mu+ v’M_lv,
para eliminar os termos cruzados, tem-se:

V(t,x) < X(t)[tP(A+Ag)+(A+Ay)P+TAXA+ TPAX 1AL P+ S)x(t)
+2x (1) A'XAgx(t — T) + ' (t — T)AL XA x(t — ) — X/ (1 — 7)Sx (¢ — 7).

Escrevendo-se essa expressdo na forma matricial, obtém-se:

@) 1T  1tAXA, x(t)
- 1) « AlXAg—S || x(t—71)
comI'=P(A+A,)+ (A+Ay)P+S+TPAX AP+ TA'XA

Portanto, a condi¢@o 2 do Teorema 1 serd satisfeita se a seguinte desigualdade ma-
tricial se verificar:

V(t,x) < { x,zctl

* A;XAd -8

Pode-se transformar a desigualdade acima em uma LMI através da utilizacido do
complemento de Schur, ou seja,

!/
[r rAXAd} 0.

P(A+Ay)+(A+Ay)P+TA'XA;+S TA'XA, TPA,
* rA;XAd -S 0 < 0.
* * —1X

Observa-se assim que o atraso T aparece explicitamente na condicdo LMI a ser sa-
tisfeita. Por outro lado, tem-se que a condi¢c@o 1 do Teorema 1 € também verificada,
pois:

Azmin(P) ||¢(O)||2 < V(l;, (p) < (A'max(P) + Tz—zlmax(AlxilA)—F
5 Amax(A'X 71 Aq) + 5 Amax(AgX 71 Ag) + Thmax(5)) [ 012

O segundo método que se utiliza, transforma o sistema (3) na forma de sistema
descritor, proposto em (K. TAKABA; KATAYAMA, 1995);

)= 0 o
0= —y(t)+(A+Ay)x(t) —Ay [l y(s)ds

e utiliza um funcional de Lyapunov-Krasovskii, da forma:

V(t,5) = TO)EPE(1)+ [°, [l ¥ (1)RY(s)dsd® + [ X' (s)Sx(s)ds ®
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sendo

x(r):{;g”,E:[lg S}P:P’>O,R:R’>0eS:S’>O. ©)

Abaixo apresenta-se uma adaptagdo do teorema proposto por (FRIDMAN; SHAKED,
2002a) para garantir condi¢des de estabilidade dependentes do atraso, utilizando a repre-
sentagdo por sistema descritor. Analogamente ao comentdrio feito no item anterior, tem-se
que se o sistema (7) € estavel entdo o sistema (3) também €, porém, a reciprocra ndo €
verdadeira.

Teorema 3 O sistema (3) com um atraso T, é assintoticamente estdvel, se, para algum
escalar positivo €, existirem matrizes simétricas definidas positivas P e Z € R S e
R € R tais que o seguinte conjunto de desigualdades matriciais seja satisfeito:

b i S 0 0 &A, 0 0\ -
AP+PA+’L'Z+(0 &) Lo o' )PP ea, o EPAL | _,

* -S

(i)

. | R €AlP
iy | 5

- 0 1 - 0 _
comA—{A+Ad —I]’Ad_[Ad]eg_S_l'

Demonstracao: Para demonstrar o Teorema 3, basta calcular a derivada do funcional de
Lyapunov-Krasovskii (9) com relagdo ao tempo e utilizar a relacao:

—z/b’Na</ b1'[R M=N][b
Q ~—Jol| a * Z a |’
com b =y(s),a=x(t), M =A,Pe N =€A,P.

Esta majoracao € sugerida em (MOON et al., 2001) e (FRIDMAN; SHAKED, 2002a),
com o objetivo de eliminar os termos cruzados. Obtém-se assim:

V(t,x)) < x'(t)[A’P+ PA+tZ|x(t) +2x (1) (e — 1)A,Px(r)—
2d (1 — 1) (e — 1)A!Px(t) + x' (1) Sx(t) + ' (1) TRy(t) — X' (t — T)Sx(t — 7).

Escrevendo-se essa expressao, em forma matricial, obtém-se

/
. x(1) — | x(r)
< =
Vitx) < [x(t—f)} [x(t—’b’) }
sendo Z a matriz da desigualdade (i). Logo se (i) é verificada tem-se, V (¢,x;) < 0.

Portanto, para que o sistema (3) seja assintoticamente estdvel dependente do atraso 7,
falta provar a condi¢do 1 do Teorema 1, a qual € verificada pois:

Ronin) |9 O)> <V (2,6(8)) < (omar(P) + 5 Amar(R) + TAmar(5)) [ 02

E importante notar que, para que (i) e (ii) sejam LMISs, é necessério fixar-se €.
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2.1.3 Estabilidade via Lema de Finsler

De acordo com (BOYD et al., 1994), o Lema de Finsler pode ser utilizado com o
objetivo de obterem-se novas condi¢des de estabilidade em forma de LMI, diferentes das
condicdes ja obtidas diretamente pelo Teorema de Lyapunov, porém equivalentes. Na
seqli€éncia enuncia-se este Lema:

Lema 1 (Lema de Finsler) Seja £ € R", Q = Q' € K" ¢ B € R"™" tais que
posto(B) < n. Entdo as seguintes assertativas sdo equivalentes:

i) $'Q& <0, V& tal que BE =0, & #0.
i) BL'QB < 0.

i) JueR:Q—uB'B<0, u>0.
iv) IRe R : Q+RB+B'R <0.

A prova do Lema 1 pode ser encontrada, por exemplo, em (OLIVEIRA; SKELTON, New
York: Springer-Verlang, 2001, v. 268.).

Na seqii€ncia, enuncia-se um teorema que exemplifica a utilizacdo do Lema 1 para
provar a estabilidade do sistema (3)3.

Teorema 4 Se existir uma matriz P € R" simétrica definida positiva, matrizes F, G, e
H € R", satisfazendo a LMI abaixo

—F—-F FA-'G+P FA;—H'
«  GA+A'G+0 GA+AH | <0
* * HA;+AH —Q

entdo, o sistema (3) é assintoticamente estdvel e além disso o funcional

V(t,x) =x'(t)Px(t) + l X' (0)0x'(0)d0,

—7
€ um funcional de Lyapunov-Krasovskii para o sistema (3).

Demonstracao: SejaV : R x Z — R, um candidato a funcional de Lyapunov-Kraso-

viskii, dado por
1

V(t,x,) =x'(t)Px(t) + ¥ (6)0x(0)d6.

-7

Calculando-se a derivada de V (¢, x,) tem-se:
V(t,x)) = X (t)Px(t)+x'(t)Px(t) +x' (t)Ox(t) — x'(t — T) Ox(t — 7). (10)
Sejam x(¢), B e Q definidos por:

0
0

-0
30utros exemplos da utilizacdo do Lema de Finsler para obterem-se condig¢des de estabilidade para

sistemas com atrasos e sujeitos a suturacio nas entradas, inclusive para sistemas que possuam incertezas,
podem ser vistos em (VALMOGORBIDA, 2006).

0
)=[H1) ¥@) ¥Y(t—7)]|:B=[—-1 A Ag]eQ=|P
0

=N g
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Se V(t,x;) em (10) for negativa ao longo das trajetdrias do sistema, ou seja, se
x'(1)Qx(t) < 0, Vx(t) # 0 tal que Bx(¢) =0, (11)

pode-se aplicar o Lema 1. Assim, tem-se que (11) € satisfeita se existir uma matriz X tal
que:
Q+XB+BX <0.

Definindo-se, X' = [ F' G H } e resolvendo-se
Q+XB+BX,
obtém-se a matriz da desigualdade matricial (4) do Teorema 4, o que garante que
V(t,x,) <0, V(t,0)€eRxD.
Como V(t,x;) <0e

Dmin(P)[|¢(0)[|) < ¢'(0)PP(0) <V (t,0) = ¢'(0)P(0) + J/_,9'(6)09(6)d6
< (Anax(P) + Thmax(Q)[| 0 [l

pode-se concluir, a partir do Teorema 1, que V (¢,x(¢)) é um funcional de Lyapunov para
o sistema (3), e portanto, este € assintoticamente estavel.

O

2.1.4 Estabilidade Entrada-Estado do Sistema com Perturbacao

Como um dos objetivos deste trabalho de tese € analisar a questdo da atenuacdo e da
tolerancia a perturbacdes, considera-se agora, que atue sobre o sistema (3) uma perturba-
cdo. Seja entdo, o seguinte sistema:

x(t) = Ax(t)+Agx(t—7)+Bw(t)
2(t) = Cx(t)+Dw(r) (12)
x,(0) = ¢(0), V0 € [—-1,0],

)
sendo w(r) € RP uma perturbacio e z(t) € R? a saida regulada.

Quando um sistema de controle estd sujeito a acdo de perturbacdes, nao se pode espe-
rar que a solugdo do sistema perturbado se aproxime da origem quando ¢ — oo. O melhor
que se pode fazer € minimizar a influéncia desta perturbagdo na trajetoria do sistema.
Neste caso, a idéia consiste em garantir que qualquer trajetéria x(¢,¢) seja limitada, para
perturbagdes w(r) também limitadas.

Em particular, neste trabalho, interessa-se por perturbagcdes limitadas em energia, ou
seja:

4 1 1
Iwlla =/ [ wiem(eir < = Yo <, & <o (13)

logo, w(t) € £, ou seja, w é uma fun¢do quadrado integravel, cuja norma é menor que
1
g com o > 0. o ' . o ‘
Neste caso, a fim de fazer com que as trajetdrias do sistema sejam limitadas, considera-
se um funcional de Lyapunov-Krasovskii, tal que

V(t,x) >0, V(t,x,) < B, (14)
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e que sua derivada no tempo, ao longo das trajetérias do sistema (12), satisfaca
V(t,x) <w(t)w(t) (15)

para todo w(r) sujeito a (13) e x4, (0) = ¢(0) € Z, VO € [—1,0], Z é um conjunto de
condigdes iniciais, limitado e que pertence a regiao de atragdo de (12), ou seja ¥ C 2.

Se (15) € satisfeita, aplicando-se a formula de Newton/Leibnitz a esta desigualdade,
obtém-se:

t
V(t,x) — V(0,3 < / W (T)w()dT, Yo, € D et > 0.

fo

Devido ao fato de assumir-se (13) e (14), pode-se escrever que:

t

V(t,x,)g/ w’(r)w(r)dt—i—V(O,xm)gﬁ—i—%.

Io

Esta desigualdade garante que as solug¢des ou trajetérias sdo limitadas dentro de um
conjunto

1
E={0cC;V(t,x)) <P+ 5},
ou seja, x; € &, Vt > 0.

2.1.5 Estabilidade Entrada-Saida

Em muitos problemas de controle, o sistema é representado como uma aplicacao
entrada-saida, de uma perturbacdo w para uma saida controlada z. Caso a norma .Z),
de w seja limitada z deve possuir uma norma .Z), limitada, para que o sistema seja dito
entrada-saida estavel. Uma definicdo para a estabilidade entrada-saida € enunciada em
(VIDYASAGAR, 1993), a qual é dada abaixo:

Definicdo 1 Suponha que R seja uma relagdo bindria em .Z),. Entdo, R é dito ser:

[ ] g 'estd el se.
p V

® R é Z),-estavel com ganho finito: se R é Z)-estdvel, e além disto existirem Yy, b, €
R tais que:

(W7Z) € R7 we gp = HZHP S YP“WHP—’_bP'

e R é Z)-estavel com ganho finito e zero bias: R é £}, estdvel, e além disto exitir
Yy € R tal que:

(w.z) €R, we Ly = lzflp < 1plwllp-

Com o objetivo de se analisar a estabilidade entrada-saida, neste trabalho escolhe-se
a norma .%5. Neste caso, considera-se que a entrada do sistema seja limitada em energia
e deseja-se que

2ll2 < viiwll2,

Y € entdo, dito um limite superior para o ganho-.%5.
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2.2 Estabilidade Absoluta de Sistemas do tipo Lure
2.2.1 Problema de Lure

Seja o seguinte sistema linear:

x(t) = Ax(t)+ Bu(r)
y(r) = Cx(r)
com x(t) € R", u(t) e y(t) € R™. A e B sdo matrizes constantes, tais que, (A, B) é controla-
vel e (A,C) é observivel.
Defina u(t) como sendo:

(16)

u(t) = —y(r,y) 17
sendo ¥ : [0,00) x R™ — R™ uma fungdo ndo linear, sem memdria, descentralizada, conti-
nua por partes e localmente Lypschitz em y.

Sejam agora, a e b € R™, tais que a(;y <0 < b, Vi=1,...,m, entdo pode-se definir
0 seguinte conjunto:

A m
I={y(r) € R";a0) <y (1) < bg}, (18)

perceba-se que o conjunto I' é conexo e contém a origem.
Se a funcdo y satisfizer a condi¢cdo (19), dada a seguir, entdo Yy € dita uma ndo-
linearidade de setor.

Definicao 2 Sejam Ky e Kyax matrizes diagonais, tais que K = Ky,ux — Kpin seja defi-
nida positiva. Entdo, Yy € I C R™, y(t,y) é dita pertencer ao setor (Kyin, Kinax) se

[l/’(tay> - Kminy]/[l//(tay) - Kmaxy] < 07 Vi = 0. (19)

Se T estd estritamente contido em R™, diz-se que a condicdo de setor (19) é verificada
localmente, e se I' = R™ esta é verificada globalmente.

Observacao 1 O conjunto I definido acima é chamado de regido de validade da condi-
¢do de setor.

Fazendo-se a conexdo do sistema (16) com a ndo-linearidade (17), satisfazendo (19),
obtém-se o seguinte sistema ndo-linear em malha-fechada:

X(t) = Ax(t)—By(t,y(1))
W) = Cx(r). ’ (20

O sistema (20), o qual pode ser observado na Figura 1, é conhecido na literatura como
sistema do tipo Lure e o estudo de sua estabilidade como problema de Lure ou problema
de estabilidade absoluta.

A partir da Defini¢do 2, pode-se definir estabilidade absoluta (KHALIL, 1996).

Definicao 3 O sistema (20) é dito:

e localmente absolutamente estdvel: se o sistema (20) é localmente assintoticamente
estdavel, para toda ndo-linearidade y, verificando localmente a condi¢cdo de setor
(19);

e globalmente absolutamente estdvel: se o sistema (20) é globalmente assintotica-
mente estdvel, para toda ndo-linearidade v, verificando globalmente a condi¢cdo
de setor (19).
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\

_n t
(O SISTEMA LINEAR Y

y(4y) ELEMENTO | V
NAO LINEAR

Figura 1: Conexao realimentada de um sistema linear e um elemento ndo-linear.

Na Figura 2, representam-se os graficos de setor de ndo-linearidades, na Figura 2(a)
representa-se um grafico onde a nao-linearidade y : R — R pertence ao setor (o, fB)
localmente, pois o dominio de validade da condi¢do de setor é dado por

I'={yeR,a<y<b}.

Ja na Figura 2(b), representa-se um grafico onde a ndo-linearidade y : 8 — R pertence
ao setor (o, B) globalmente, pois I' = R.

(a) Condicdo de setor verificada local- (b) Condicao de setor verificada
mente. globalmente.

Figura 2: Grdficos de setor de ndo-linearidades.

2.3 Modelagens de Sistemas com Saturacao

Os sistemas fisicos reais apresentam restricdes que se traduzem na possibilidade de
aplicacao de sinais de controle limitados entre valores maximos e minimos. Os sistemas
de controle que ndo levam em conta estes limites podem ter a ocorréncia imprevista da
saturacdo, que pode levar o sistema a instabilidade ou ao aparecimento de respostas inde-
sejaveis, inerentes ao comportamento nao linear do sistema em malha-fechada, tais como,
pontos de equilibrio parasitas e ciclos limite. Logo, a modelagem das saturag¢des, no sen-
tido de considera-las explicitamente no projeto do controlador, ¢ muito importante a fim
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de que se evitem estes comportamentos indesejdveis, ou, pelo menos, que se avaliem
os seus efeitos sobre a estabilidade, o desempenho e a robustez do sistema em malha-
fechada.
Nas subse¢des que seguem, apresentam-se as defini¢des dadas para cada um dos tipos
de modelagens, que sdo utilizadas na literatura, para sistemas sob saturagc@o nos atuadores.
Para tanto, considere o seguinte sistema linear, sujeito a uma saturagcao de entrada,

x(t) = Ax(t) + Bsat (u(t)), (21)

com
u(t) = Kx(r)

sendo x(7) € R" o vetor de estado. A e B sdo matrizes reais constantes de dimensdes
apropriadas. Suponha que sat(-) seja uma func@o vetorial tal que para cada i = 1,...,m
define-se:
—ug, se Kux(t) < —up,
sat (Kx(t)) = 9 Kupx(r) se —uo, < Kpx(t) <ug, . (22)
l/t()m se K() ( ) >l/t()l

2.3.1 Modelagem Politopica

A representacdo da saturacdo através da modelagem politopica foi introduzida por
(MOLCHANOV; PYATNITSKII, 1989) para resolver problemas especificos do sistema
(21). Na drea de sistemas com atrasos no tempo e saturacdo nos atuadores, também
sdo encontrados alguns trabalhos que utilizam a modelagem politopica para a saturagao,
dentre estes se destacam: (TARBOURIECH; GOMES DA SILVA JR., 2000), (CAO; LIN;
HU, 2002), (OUCHERIAH, 2003) e (FRIDMAN; PILA; SHAKED, 2003).

2.3.1.1 Modelagem direta

Em seguida, descreve-se como reescrever a saturacao utilizando o modelo politdpico,
apresentado em (TARBOURIECH; GOMES DA SILVA JR., 2000).
Note que cada componente da funcao saturagdo pode ser escrita como:

sat(Kx(t)) = D(o(x(t)))Kx(t); D(a(x(1))) € R™*", (23)
)

nesta equagio D(0o(x(t))) é uma matriz diagonal, na qual os elementos o;)(x()) sdo
definidos para cada iu(¢)Kx(¢t) = 1,...,m como:

Koy °€ Kiyx(1) < —uo,,
o) (x(t)) = 1 se —ug, < Kpx(t) <uo, (24)
Ul se K(,-)x(t) > Uuop

()

e 0 < ay;(x(#)) < 1. O coeficiente o, (x(¢)) pode ser visto como um indicador do grau
da saturacdo da i — ésima entrada do vetor de controle.
Utilizando essa representagdo, o sistema (21) € descrito por:

i(1) = (A +BD(au(x(1)))K)x(t). (25)
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Considerando-se agora um conjunto compacto® .7, C R”, segue que Vx(t) € ., pode-
se definir uma cota inferior para ;) (x(¢)) como:

amin(i> = mil’l{(X(i) (x(t)); Vx(t) € yo}.

Portanto, Vx(t) € .7, tem-se Onin;,, < 0(;)(x(r)) < 1.
Definam-se agora matrizes A, j=1,...,2™, como segue:

Aj=A+BD(Y)K, (26)

com D(y;) é uma matriz diagonal de escalares positivos Yj, para i=1,...,m, 0 qual toma
valores 1 ou Cimin; - Logo, Vx(t) € S, o sistema (21) pode ser representado pelo modelo
politépico

2]7[

(1) = Zl Aj(x(1))Ajx(1) 27)
p=

2"1
com Y Aj(x(t)) =1e A;(x(t)) > 0. Note que as matrizes A sdo os vértices de um poli-
J=1

topo convexo de matrizes, e para x(r) € % tem-se (A+BD(a(x(t)))K) € co{Ay,...,Am}.
Note também, que Cimin i=1,...,m, define o conjunto poliédrico
o A n . o . .
S (Kug) ={x € R"; |[K;x| < ug,» = 1,....m};
A Uog; . . . . .
com u&) = a#, i=1,...,m. O conjunto . (K, u§ ) é o maior conjunto no qual o modelo
1 mm<i>
(27) representa o sistema (21), e € chamado de regido de validade da modelagem.

Dessa forma, o sistema (27) pode ser usado para analisar o comportamento do sis-
tema (21), se x(t) € (K, ug), Vt > 0. Neste caso, forcosamente .y C .7 (K, uf), po-
rém x(0) € /) ndo implica necessariamente que x(r) € (K, uf). Portanto, para que o
sistema (21) seja localmente estdvel, deve-se considerar que o conjunto .7} seja positiva-
mente invariante. Assim, conclui-se, que o sistema (27) pode ser utilizado para represen-
tar o comportamento do sistema (21). Conseqiientemente, provando-se a estabilidade de

(27), esta provada a estabilidade de (21).

2.3.1.2 Modelagem generalizada

Em (CAO; LIN; HU, 2002), apresenta-se uma generalizacio para o modelo politépico
apresentado na secdo 2.3.1, a qual passa a ser descrita.
Seja H € R™*", pode-se definir ./ (H,up) como,

S (H,up) 2 {xe R%:[Hpx| <ugy, i=1,....,m}

)
e considerando-se matrizes

D;e R™" j=1,..,2",
sendo D; uma matriz diagonal, com

d,-,-:Ooud,-i: 1,

4Compacto em R” significa fechado e limitado.
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P; (V) 4
A
Pi —Pi

\ 4

Pi yi =-Kix

Figura 3: Fung¢do zona-morta.

definindo-se
D; porD; =I-Dj.

Pode-se enunciar o seguinte Lema:
Lema 2 Sejam K,H € R"™*". Se x(t) € . (H,uy), entdo

sat(Kx(t)) € co{D;jKx+D; Hx;j € [1,2"]}.

Supondo-se que as hipéteses do Lema 2 sejam satisfeitas, entdo o sistema (21) pode ser

reescrito como:
2"1

(1) = Zf;-(x(r))A;-x(t% (28)
=

com %1 A;(x(1)) = 1 e A;(x(t)) > 0, e A; = (A+B(D,K + D; H)).
-

Percebe-se que esta maneira de representar politopicamente o sistema (21) € mais
geral do que a representacao (27). A generalizacao reside no fato do produto das matrizes
D(y;)K poder ser escrito como uma soma de dois produtos de matrizes, D ;K e D H onde
H= Diag(aminl Uminy --- aminm)K-

2.3.2 Modelagem por Nao-linearidade do tipo Zona-morta

Com o objetivo de reescrever-se o sistema como uma conexao entre um sistema linear
e uma nao-linearidade de setor (problema de Lure), utiliza-se uma fungao y : R — R™
definida por:

Y(Kx(t)) = Kx(t) — sat(Kx(t)), (29)
com y (Kx(1)) = [ wi (Kayx(1)) w5 (Kyx(1)) -+ W, (Kimyx(1)) }/. Observe-se que:
Kyx(t) +uo, se Kyx(t) < —uo,,

Vi) (K(z)x(t)) = 0 se  —uo, < K(i)x(t) < uo, i=1,....m (30)

Kjx(t) —uo, se Kjyx(t) > ug

(U] ()

¢ uma funcd@o zona-morta, a qual esta representada na Figura 3.
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Utilizando-se (29), o sistema (21), pode ser reescrito como:
(1) = (A+BK)x(1) — By(Kx(1)), 31

com A + BK Hurwitz’.

Observe que o sistema (31) encontra-se agora na forma de Lure, conforme visto na
secdo 2.2. As seguintes condi¢des de setor podem entao ser utilizadas na prova de estabi-
lidade de (31).

2.3.2.1 Condigdo de setor cldssica

Defindo-se o seguinte conjunto:

S(K,ul) 2 [x e K",

Kox| <ul i=1,..,m}, (32)

(@)

comut = ) e0<An<l,i=1 m
Oy — T=Ag ~ - =) = 5 7 BT

As seguintes consideragdes a respeito do conjunto . (K, u(’}), levando-se encontra os
valores de l(i), podem ser feitas:

e Ay)=0 = S (K,ul) = . (K,up), entdo o conjunto . (K, u}) corresponde a re-
gido de linearidade do sistema (31).

e Ay — 1, tem-se que (K, ugp) — R".

Observe-se que a fun¢do y, definida em (30) é uma ndo-linearidade sem memoria,
descentralizada, continua por partes e Lypschitz em x. Prova-se agora que y é uma nao-
linearidade de setor.

De fato, se x(t) € y(K,u%), a fungdo y(Kx(t)) verifica a condi¢do de setor (19)
(KIYAMA; IWASAKI, 2000) (GOMES DA SILVA JR.; TARBOURIECH, 2003), com

Knin = 07 Kinax = Aa

A € uma matriz diagonal, com A;; = A e y = Kx(t).
Logo, a condi¢do de setor clédssica, definida em (19), passa a ser definida por:

W' (Kx(1)) [y (Kx(t)) — AKx(1)] <0, (33)

quando y for uma ndo-linearidade do tipo zona-morta.

Perceba-se que o conjunto .¥ (K ,ué) corresponde ao conjunto I' definido em (18),
portanto, a regido de validade da condicdo de setor, quando Y for uma nao-linearidade do
tipo zona-morta, ¢ definida por:

(K, ugp) 2 {xe R

Kijyx| < U, i = 1,...,m}. (34)

Observacao 2 De acordo com a Definicdo 2, se A =1, a condicdo de setor (33) é verifi-
cada globalmente, i.e. ./ (K,up) = R".

>Uma matriz quadrada A é dita Matriz Hurwitz se a parte real de todos os autovalores de A forem
estritamente negativos, isto é, Re[A;] < 0, para cada autovalor A;.
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2.3.2.2 Condigdo de setor generalizada

Considerando o caso particular em que ¥ € uma fun¢do zona-morta, em (GOMES
DA SILVA JR.; TARBOURIECH, 2003) é proposta uma generalizacdo para a condi¢do
de setor (33), a idéia bésica consiste na substitui¢do do produto das matrizes AK por uma
matriz G € R™*™ livre.

Para enunciar a nova condig¢do de setor, considera-se uma matriz G € R"*" e define-se
0 seguinte conjunto

= {x e K| (K — G| woyy i=1,m . (35)

O Lema que se enuncia abaixo fornece a condic@o de setor generalizada, o qual é vélido
apenas para as nao-linearidades do tipo zona-morta.

Lema 3 (Condicao de setor generalizada) Considere a funcdo v definida em (29). Se
x(t) € 7, a relagdo:
' (Kx)T [y (Kx(t)) — Gx(t)] < 0 (36)

é vdlida para ¥ T > 0 € R™" diagonal.

A demonstracdo do Lema, bem como seu enunciado, podem ser encontrados em (TAR-
BOURIECH; GOMES DA SILVA JR.; GARCIA, 2004).
Note que se G = AK, entdo (36) torna-se:

v (Kx(t))T[w(Kx(t)) — AKx(t)] <O0. (37)
Conclui-se assim que (33) € um caso particular de (36).

Observacao 3 A utilizacdo da condigcdo (36), permite que se obtenham condi¢des menos
conservadoras e em forma de LMIs, vide discussdo detalhada em (GOMES DA SILVA
JR.; TARBOURIECH, 2005).

2.3.2.3 Aplicacdo de condicoes de setor a prova de estabilidade

Considera-se agora que o sistema (31) esteja sujeito a atrasos nos estados, ou seja,
x(t) = (A+BK)x(t) + Agx(t — T) — By(Kx(t)). (38)

Com o objetivo de garantir-se a estabilidade no sentido de Lyapunov para o sistema (38),
com Y uma nao-linearidade do tipo zona-morta, mostra-se na seqiiéncia como podem ser
utilizados o funcional de Lyapunov-Krasovskii e a condi¢cao de setor generalizada (36).

SejaV : R x €Y — R um funcional de Lyapunov-Krasovskii, € V (¢,x;) a derivada de
V ao longo das trajetdrias do sistema. Do Lema 3, segue que se x(7) € . a condigdo
(36) é verificada. Logo, aplicando-se a .#’-procedure (BOYD et al., 1994) a seguinte
desigualdade

V(t,5:) — 29/ (Kx(1)) Ty (Kx(1)) — Gx(t)] < 0

pode-se concluir que V (¢,x;) < 0, Vx(t) € ..
Assim, a condi¢do 2 do Teorema 1 € satisfeita localmente. Para que a condicdo 2 do

Teorema 1 seja satisfeita globalmente, deve-se tomar G = K. Neste caso, entdo, (36) serd
valida Vx(r) € R".
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3 ESTABILIDADE DE SISTEMAS COM ATRASOS E SA-
TURACAO DE CONTROLE

3.1 Introducao

Neste capitulo apresentam-se metodologias que servem de motivacao e de base para
o desenvolvimento dos resultados a respeito da estabilizacdo de sistemas com atraso e
saturacdo de controle, a serem vistos nos capitulos seguintes. Apresentam-se também, os
principais problemas e as respectivas técnicas utilizadas no trato destes sistemas.

Inicialmente, apresentam-se brevemente os primeiros € mais relevantes trabalhos que
foram feitos nos ultimos anos na area de sistemas de controle com atraso no tempo e
saturacdo nos atuadores. Num segundo momento, apresentam-se alguns dos trabalhos que
tém uma ligacao direta com esta tese. O objetivo dessa apresentacdo € o de poder realizar
comparacdes entre os métodos de andlise e estabilizacdo apresentados nestes trabalhos,
procurando destacar as principais diferencas que existem entre cada uma das abordagens,
seus pontos fortes e deficiéncias.

3.1.1 Breve Estado da Arte

Nas tltimas duas décadas, varios pesquisadores tém se preocupado com o problema de
estabilizacdo de sistemas com atraso no tempo e satura¢do nos atuadores, como exemplo
citam-se os trabalhos de (CHEN; WANG; LU, 1988), (CHOU; HORNG; CHEN, 1989),
(TISSIR; HMAMED, 1992), (NICULESCU; DION; DUGARD, 1996), (OUCHERIAH,
1996), (PARK; CHOI; CHOO, 2000), (TARBOURIECH; GOMES DA SILVA JR., 2000),
(CAO; LIN; HU, 2002)) e (GOMES DA SILVA JR.; TARBOURIECH; GARCIA, 2003a).
Nesses trabalhos, sdo propostas diversas maneiras de obterem-se condi¢des de estabili-
dade, tanto em ambito local como global. Descreve-se a seguir, sucintamente, a maneira
pela qual cada um dos autores supracitados obtém suas condi¢des de estabilidade.

A desigualdade de norma € um dos critérios utilizados com o objetivo de tratar a sa-
turacdo. Seguindo esta abordagem, em (CHEN; WANG; LU, 1988) sdo propostas condi-
coes (dependentes e independentes do atraso) suficientes para garantir a estabilizacao
global dos sistemas lineares com atraso e saturacao, utilizando realimentacao de estados.
Em (CHOU; HORNG; CHEN, 1989) ¢ desenvolvido um compensador de realimenta-
cdo dinamica de saida, com o objetivo de fornecer condicdes suficientes para estabilizar
globalmente sistemas incertos com atraso e saturagao, através do conceito de medida de
uma matriz! e da teoria da comparacdo. Em (TISSIR; HMAMED, 1992) sao fornecidas
condi¢des de estabilidade assintética independentes do atraso, utilizando o conceito de de-
sigualdade de norma e o conceito da medida de uma matriz. Os resultados obtidos neste,

|l /+€A|—1
€

Define-se t(A) = lim,_ g+ , como sendo a medida de uma matriz A.
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sdo menos conservadores que os obtidos em (CHEN; WANG; LU, 1988). Em (NICU-
LESCU; DION; DUGARD, 1996) ¢ estudada a estabilizacdo global robusta de sistemas
incertos com atraso e saturacdo. As condi¢des obtidas sdo independentes do atraso. No
entanto, ¢ obtido um limite superior para o atraso admissivel. Também sao obtidas condi-
coes dependentes do atraso, porém, somente para o caso em que nao ha restricoes nas
entradas. Para obter as condic¢des de estabilizacdo sio utilizados o Teorema de Lyapunov-
Razumikhin e equacdo de Riccati. No trabalho (OUCHERIAH, 1996) € proposta a sintese
de um observador linear assinttico com um grau de estabilidade pré-estabelecido, com o
objetivo de estabilizar globalmente o sistema. Neste € utilizada a equagao de Lyapunov e
o funcional de Lyapunov-Krasovskii. Em (PARK; CHOI; CHOO, 2000) é apresentado um
método de “anti-windup” dindmico, com o objetivo de minimizar os efeitos indesejaveis
produzidos pela saturacdo. Nesse trabalho sido considerados atrasos apenas nas entradas
e saidas da planta.

Ressalta-se que as condicdes para estabilizacao obtidas até aqui tinham carater global.
Somente em (TARBOURIECH; GOMES DA SILVA JR., 2000) sao fornecidas condi¢des
para a estabilizac@o local, ou seja, os autores, através do método de sintese, procuram
caracterizar um conjunto de condi¢des iniciais admissiveis. As condi¢des introduzidas
sdo na forma de BMIs (Desigualdades Matriciais Bilineares). Para obter esta formulagao,
utiliza-se um modelo politépico definido na Secdo 2.3.1 e um funcional de Lyapunov-
Krasovskii. Além de garantir a estabilizac@o local, as condi¢des obtidas satisfazem al-
guma especificagdo de desempenho em funcdo da taxa de decaimento.

Em (CAOQO; LIN; HU, 2002), baseado nas idéias de (TARBOURIECH; GOMES DA
SILVA JR., 2000), obtém-se condi¢des de estabilidade (independentes e dependentes do
atraso) utilizando a formulagdo politépica apresentada na secdo 2.3.1.2, uma funcdo de
Lyapunov-Razumikhin e um funcional de Lyapunov-Krasovskii. Devido a utilizagdo do
modelo politépico 2.3.1.2, obtém-se neste trabalho condicdes menos conservadoras que
em (TARBOURIECH; GOMES DA SILVA JR., 2000) e diretamente na forma de LMIs.
Ja em (FRIDMAN; PILA; SHAKED, 2003), a formulagado politdpica 2.3.1.2 € utilizada
para obter uma lei de controle de realimentacdo de estado que estabilize localmente o
sistema, que garanta um certo nivel de desempenho pré-definida para perturbagdes limi-
tadas em amplitude?, e garanta que as trajetérias do sistema em malha-fechada sejam
limitadas. As condic¢Ges para estabilizacdo e ganho-.% do sistema sdo obtidas pela uti-
lizagcdo do funcional de Lyapunov-Krasovskii e pela representacdo via modelo descritor
do sistema, ao passo que as condi¢des para encontrar o elipséide que limita o conjunto
de estados que sao atingiveis sdo obtidas via uma funcdo de Lyapunov-Razumikhin. As
condigdes resultantes sdo expressas em termos de LMIs. E importante ressaltar que, de-
vido aos modelos politdpicos utilizados em (TARBOURIECH; GOMES DA SILVA JR.,
2000), (CAO; LIN; HU, 2002) e (FRIDMAN; PILA; SHAKED, 2003) para representar a
saturacdo, s6 € possivel obterem-se condi¢des para o caso de estabilidade local.

Nos artigos (GOMES DA SILVA JR.; TARBOURIECH; GARCIA, 2004) e (TAR-
BOURIECH; GOMES DA SILVA JR.; GARCIA, 2004), € apresentada uma nova meto-
dologia para tratar a saturacdo, utilizando a representacao por zona-morta e a condi¢dao
de setor generalizada, vista na secdo 2.3.2.2. Essa nova maneira de tratar a saturacio,
permite que tanto condi¢des locais como globais sejam obtidas para a estabilidade de
sistemas com atraso e saturagdes, usando a modelagem por nao-linearidade do tipo zona-
morta. Em tais artigos, foca-se o estudo e a caracterizacdo de regides de estabilidade
através de estratégias de “anti-windup”, que sio utilizadas com o objetivo de maximizar

2Um vetor x é limitado em amplitude quando x'x < k, com x € R" e k € R.
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a regido de condi¢des iniciais admissiveis. As condicdes de estabilidade (dependentes e
independentes do atraso) sdo obtidas através dos funcionais de Lyapunov-Krasovskii e
sdo formuladas na forma de LMIs.

Nas secOes subseqiientes apresentam-se detalhadamente os trabalhos
(TARBOURIECH; GOMES DA SILVA JR., 2000), (CAO; LIN; HU, 2002), (FRIDMAN;
PILA; SHAKED, 2003) e (GOMES DA SILVA JR.; TARBOURIECH; GARCIA, 2004),
os quais tém uma relacdo direta com as abordagens adotadas na tese. Para isso, formulam-
se dois problemas:

e Andlise de Estabilidade e Estabilizac¢ao;

e Problema de Tolerancia e Atenuacdo a Perturbacao.

3.2 Anailise de Estabilidade e Estabilizacao
Considere o seguinte sistema linear continuo:
x(t) = Ax(t) +Agx(t — T) + Bu(r) (39)
com condi¢ao inicial:
x,(0) = ¢(0), VO € [—1,0], (t9,9) € RT x €Y,

sendo x(r) € R" e u(t) € R™ respectivamente os vetores de estado e de controle e T 0
atraso no tempo. A, A; e B sdo matrizes reais constantes de dimensdes apropriadas.

O termo u(t) é uma entrada de controle saturante, expresso como uma fungéo linear
do estado, ou seja, u(t) = sat(Kx(t)), cada componente de u(z) é definida por:

—ug,, se Kapx(t) < —uo,
() =4 Kox(t) se —uo, <Kpx(t) < wuo, Vi=1,..m.  (40)
U, se Kyx(t) > ug,

Sob estas suposi¢des, tem-se 0 seguinte sistema ndo linear em malha-fechada:
X(t) = Ax(t) + Aygx(t — t) + Bsat (Kx(r)). 41)

O sistema (41) é dito globalmente assintoticamente estdvel, se para toda condi¢do in-
icial satisfazendo ||¢||. < v, para v finito, as trajetdrias do sistema convergem assintotica-
mente para a origem (NICULESCU; DION; DUGARD, 1996). A respeito da estabilidade
para o caso livre do atraso (7 = 0), em (LIN; SABERI, 1993) pode-se ver que a determi-
nacao de um controle globalmente estabilizante somente € possivel quando algumas supo-
si¢des de estabilidade sdo verificadas para o sistema em malha aberta (u(z) = 0), segundo
(LIN; SABERI, 1993), quando estas hipéteses nao sao verificadas, somente é possivel
garantir estabilidade local confome pode ser visto em (TARBOURIECH; GOMES DA
SILVA JR., 2000). Por outro lado, o sistema (41) é dito localmente assintoticamente esta-
vel, se para toda condi¢@o inicial ¢ € %7 pertencente a uma determinada regido no espago
de funcgdes, as correspondentes trajetdrias do sistema (41) convergem assintoticamente
para a origem do sistema (TARBOURIECH; GOMES DA SILVA JR., 2000).

Considerando-se o sistema (41), dois tipos de problemas podem ser formulados:
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Problema 1 (Problema de Andlise): Dado K, deve-se determinar conjuntos de condi-
coes iniciais admissiveis &, para os quais a convergéncia das trajetorias respectivas do
sistema saturado para a origem € garantida, isto é, N9 € P C €y, o sistema € assinto-
ticamente estdvel. Neste caso, 9 é dito uma estimativa da regido de atragdo do sistema
em malha-fechada.

Problema 2 (Problema de Sintese): Dado um conjunto de condigoes iniciais admissiveis
9, no qual deseja-se garantir a estabilidade assintotica do sistema em malha-fechada,
deve-se determinar uma matriz K, tal que toda trajetoria do sistema (41) inicializada
nesse conjunto convirja assintoticamente para a origem. QOu ainda, determinar K de
forma que se obtenha um conjunto de condicdes iniciais admissiveis o maior possivel.

A seguir sdo descritas as abordagens propostas em (TARBOURIECH; GOMES DA
SILVA JR., 2000), (CAO; LIN; HU, 2002), (FRIDMAN; PILA; SHAKED, 2003) e
(GOMES DA SILVA JR.; TARBOURIECH; GARCIA, 2004), para resolver os Proble-
mas 1 e/ou 2 acima.

3.2.1 Abordagem Proposta em (TARBOURIECH; GOMES DA SILVA JR., 2000)

Em (TARBOURIECH; GOMES DA SILVA JR., 2000) € tratado o problema da esta-
bilizagcdo de sistemas com atrasos nos estados e saturacdo nos atuadores. Sdo fornecidas
condicdes suficientes para a estabilizacao local na forma de BMIs.

Para resolver o Problema 2, utiliza-se a representacdo politdpica para a saturacio,
conforme apresentado no Capitulo 2, secdo 2.3.1. Assim, se x(t) € .(K,ug) o sistema
(41) pode ser descrito pelo seguinte modelo politdpico (2.3.1):

2m
x(t) = Z Aj(0)Ajx(t) + Agx(t — 1), (42)
j=1
Aj=A+BD(Y;))K, D(vj) =Diag(vj;)) i=1,....m, Yjiy=1 0u Q).  (43)

Adicionalmente, a matriz de ganho K deve ser tal que o modelo linear do sistema (41)
seja estavel com taxa de decaimento f3.

Considerando um vetor iy, tal que cada componente ;). satisfaga 0 < 0,,;,(;) < 1
i=1,...,me, definindo o conjunto

S =1j€,2"]; D)) # In},

0 que permite que se considerem todas as matrizes A ; descritas em (43), exceto a matriz
A+ BK, o seguinte teorema é enunciado como resultado principal.

Teorema 5 Se existirem matrizes W,R >0 € R, Y € R™*" e escalares positivos Oy,
i=1,...,me K solucdes das desigualdades matriciais:

Ok
(0 WA' + AW +Y'B' +BY +2BW +R ePtAa,w ~0
ePTwAl —R

/ !/ . / .
(i) { WA’ + AW +Y D‘(;/IJLX)IB +BD(y))Y +R Adfev ] <0, vje g
: _
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entdo a matriz de realimentagdo de estado K = YW~ garante a estabilidade assintética
do sistema (41) em malha-fechada, para toda condicdo inicial na bola:

B(8) = {9 € €7:ll9lle < 8},

com

K.fl

SZAWMW“U+¢LMAW4RW”y

Demonstracao: Considerando o funcional de Lyapunov-Krasovskii,

V(t,x,) =x'(t)Px(t) + t ¥ (6)Sx(0)d6, PS> 0. (44)

—7
e As desigualdades (i) e (ii) garantem que V (¢,x;) < 0,

e A desigualdade matricial (i) garante a estabilidade do sistema com taxa de decai-
mento B e convergéncia exponencial dentro da regido de linearidade do sistema.

e A desigualdade matricial (iii) garante que &(W~!,x~!) C .7 (K,u$). Utilizando-
se deste fato, juntamente com a desigualdade matricial (ii), garantem-se que as
trajet6rias do sistema ndo saem do conjunto elipsoidal & (W~!, k1) parat > 0, se

0 € B.(5).
O

Perceba-se que o Teorema 5 fornece condi¢des para que sejam obtidos tanto a matriz de
ganho K quanto o raio da bola de condigdes iniciais %z (0), o qual depende do tamanho
do atraso 7. O conjunto #.(6) pode ser maximizado através minimizagdo de x ou da
minimizacio do termo A (W) + TAua (W HR(W 1), porém essa minimizagio pode
ser dificil e as vezes até impossivel de ser obtida diretamente. Assim, consideram-se
algumas BMIs, as quais impdem condi¢des para maximizar os autovalores de W' e R,
sugere-se dessa forma o seguinte problema de otimizagao:

((61>0,0,>0,W>0,R>0, k> 0;

oll, I,
> .
min(o] + €K) { L, W } =0;
sujeito a ol,—R > 0;

O] = 02;
e as desigualdades matriciais (i) (ii) e (iii) do Teorema 5.

\

Observe que na desigualdade (i), a bilinearidade ndo aparece diretamente em fungdo de
Y € O4yin, porém, ela econtra-se indiretamente no termo Y’ D(}/j)B’ , uma vez que,

D(y;) = Diag(y;)

e para cada j = 1,...,2™" y; € formado pelas combinagdes de 1 ou Cimin; -

Logo, para poder obter-se a matriz Y e o vetor Qiy,,, faz-se necessdrio resolver este pro-
blema de otimizagdo iterativamente: primeiro fixa-se Cmin Vi=1,...,m e encontra-se Y,
e depois fixa-se Y e encontra-se o vetor Oyy,.
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3.2.2 Abordagem Proposta em (CAO; LIN; HU, 2002)

Em (CAO; LIN; HU, 2002), trata-se a questdo da estabilidade do sistema (41), uti-
lizando a modelagem politopica generalizada para a saturagdo, vista na Secdo 2.3.1.2,
um funcional de Lyapunov-Krasovskii, uma func¢io de Lyapunov-Razumikhin e técnicas
de LMIs. As condi¢des obtidas em (CAO; LIN; HU, 2002) sdo tanto dependentes como
independentes do atraso. Assim, como em (TARBOURIECH; GOMES DA SILVA JR.,
2000), também € obtida uma regido de estabilidade %;(J) que serve como estimativa do
dominio de atragdo do sistema em malha-fechada. Com o objetivo de projetar uma lei
de controle linear no estado, tal que a estimativa do dominio de atragdo seja maximizada,
formula-se um problema de otimizacao com restricdes em forma de LMIs.

Com o objetivo de fornecer as condi¢Oes de estabilidade, considera-se a modelagem
generalizada 2.3.1.2, sendo:

Aj=A+B(D;K+D;H) j=1,..2", (45)

o conjunto . (H,ugp) e o conjunto ¥ como definidos no Capitulo 2. Num primeiro mo-
mento, sdo fornecidas condi¢des de estabilidade independente do atraso, utilizando as
abordagens de Lyapunov-Razumikhin e Lyapunov-Krasovskii. Ambos os teoremas sdao
apresentados a seguir, respectivamente:

Teorema 6 Seja K € R"™*". Para uma matriz P > 0 € R"™*" e um niimero p > 0, consi-
dere o conjunto

My(p) = {9 € G: 0(0) € £(P,p) ¥6 € [~,0]}.
Se existirem duas matrizes H € R™*" e § > 0 € R"*", tais que:

ALP+PAj+PASALP+P <0Vj=1,..,2"

P>s1 (46)

e &(P,p) C S (H,up), i.e, |hjx| <1Vx€ E(Pp), i=1,....,m, comA; definida em (45),
entdo a solucdo x(t) = 0 é assintoticamente estdvel para o sistema (41) e o conjunto
My (p) é um conjunto invariante dentro do dominio de atragdo.

Demonstracao: A demonstracdo deste teorema pode ser encontrada em (CAQO; LIN; HU,
2002). Segue-se com alguns comentarios a respeito.

O

Observacao 4 Devido ao fato de utilizar-se uma fungdo de Lyapunov-Razumikhin qua-
drdtica para garantir a estabilidade do sistema, obtém-se o elipsdide & (P,p) como esti-
mativa para a regido de atracdo.

Observe-se que o conjunto My (p) estd contido no dominio de atragdo Z(. Assim,
define-se uma nova varidvel

ar(&(P,p)) = sup{a > 0; a&(P,p) C 20},

a qual determina o tamanho do conjunto £y com respeito a &'(P,p), definindo-se ainda
uma matriz G = HQ e xy, ..., x; alguns pontos dados do R”", tais que &' (P, 1) = co{x1,...,x; }.
Dessa forma, em (CAO; LIN; HU, 2002), formula-se um problema de otimizacdo que
maximiza ag(&(p,P)).
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( /
l L0 ] >0,i=1,..1:
X

i) @
ming>p>0.G Y- QA' +AQ +A WA + O+
sujeito a: +B(D;KQ+D;G)+(D;KQ+D;G)B' <0, j=1,..,2™;
1 ,
[ , gg } >0i=1,..m.
L L83

As condigdes, do problema de otimizac¢do, sao utilizadas respectivamente com o ob-
jetivo de:

e maximizar o conjunto o (& (p, P)), através da maximizagdo de . Para isso, utiliza-

se £(Q,7),sendoy= e Q= (p~'P)"";
e satisfazer a condicdo (46) do Teorema 6;
e garantir que &(P,p) C % (H,up).

Utilizando o mesmo funcional de Lyapunov-Krasovskii que (TARBOURIECH; GOMES
DA SILVA JR., 2000), o seguinte Teorema, o qual fornece condi¢des independentes do
atraso para que o sistema (41) seja estdvel, € obtido.

Teorema 7 Seja K € R™*" uma matriz de ganho. Para P, S >0 e p > 0, considere o
conjunto:

0
Lv(p) = {9 € €:: ¢'(0)PO(0) + [ 0/(5)50(s)ds < p}.
Se existir uma matriz H € R™*" tal que a desigualdade abaixo acontece:

A'P+PA;+S PAy
J J i m
ALP g <0,j€[1,2"]
e &(P,p) C S (H,uy), entdo a solucdo x(t) = 0 do sistema (41) é assintoticamente estd-
vel. Além disso, o conjunto Ly (p) é um conjunto invariante dentro do dominio de atra¢do

20.

Demonstracio: A demonstracdo pode ser encontrada em (CAQO; LIN; HU, 2002). Na
sequéncia sdo feitos comentarios a respeito desta.

Perceba-se que o conjunto

L(p)= (0 €2 00)P00) + [ 9'(5)50(5)ds < p)

no Teorema 7, é uma estimativa do dominio de atragcdo, e depende nao apenas de P, mas
também de uma integracdo sobre o intervalo [—7,0]. Isto faz com que a estrutura de
Ly (p) seja mais complicada do que o conjunto invariante My (p) no Teorema 6.

Devido ao fato da dificuldade em encontrar-se a medida do conjunto Ly (p ), encontra-
se uma estimativa para o conjunto de condic¢des iniciais admissiveis, de maneira que seja
tratdvel em forma de LMIs.
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Dessa forma, observe que

0'OPO0) + [ 0/(5150(5)ds < (hnax(P) + Thna(S) 012

entdao o seguinte conjunto

1

J— : 2 =
#:(8) = {9 € G0l <8, 8 = 7 — 5

2

pode ser tomado como estimativa para o conjunto de condi¢des iniciais admissiveis, para
as quais a estabilidade do sistema em malha-fechada € garantida.

Assim, de maneira andloga ao proposto em (TARBOURIECH; GOMES DA SILVA
JR., 2000), propde-se em (CAO; LIN; HU, 2002) o seguinte problema de otimizacdo
convexo:

y (1+ ’L’S)x’(i)
| (1+7e)xg)  (1+7)Q
QA" +AQ + A XAl +
ming~0 x>0,G,p V- B(D)kQ +D6)G)+ 0
sujeito a (D KO+ D, G)'B
0 —X
] A =1,....,m.

} >0,0<eX,i=1,...1;

<0,i=1,..,2™m

, 8(i)
L L&y ¢

As condi¢des do problema de otimizagdo, sao utilizadas respectivamente com o obje-
tivo de:

e maximizar o raio da bola %;(0), ou seja, maximizar a estimativa do conjunto de

condi¢es iniciais admissiveis, sendo y = %, 0= (p_lP)_l eX =pS!;

e satisfazer a condicao (46) do Teorema 6, com G = HQ;
e garantir que &(P,p) C L (H,1).

Em (CAO; LIN; HU, 2002) € feita também uma andlise para o caso dependente do
atraso, utilizando a fun¢do de Lyapunov-Razumikhin. Para poder fazer esta andlise, o
sistema (41) é reescrito utilizando a abordagem por atrasos distribuidos (NICULESCU,
2001, vol. 269), ou seja,

t

(1) = (A+Ag)x(r) — Ay / #(s)ds + Bu(t).

-7

Abaixo apresenta-se o teorema de estabilidade para o caso dependente do atraso.

Teorema 8 Seja K a matriz de ganho de realimentacdo de estado. Considere o elipsoide
E(P,p). Se existirem matrizes H € R™*", P.P|,P, >0 € R"" e 19 > 0 tais que ¥V j =
1,..,2™M:
ALP+PAj+ tPA4(P1 + P2)ALP+27P < 0
ALPTA <P (47)
—1
APy A <P
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e &(P,p) C S (H,ug), entdo x(t) = 0 do sistema (41) é assintoticamente estdvel depen-
dente do atraso. Além disso, para T < Ty e para toda condigdo inicial

0(0) e &(Pp), VO € [—1,0], llimx(t) =0.
Com A j definido por
Aj=A+A;+B(D;K+D;H).

Demonstraciao: A demonstracdo pode ser encontrada em (CAO; LIN; HU, 2002). Na
sequéncia sdo feitos comentdrios a respeito desta.

O

Se Q=pP !, G=HQ, A; =A+B(D;K+D;H)eA;=A+A, as desigualdades
acima sdo equivalentes as LMIs:

QA', +A;0+ 1A (P + P2)A; + 270+ 0.
B(DjKQ+D; G)+(D;KQ+D;G)'B' ’

{ Q (AQ+B(D;KQ.D; G)) } > 0:
(AQ+B(DjKQ+D; G)) Py =
0 QA
{AdQ Py ] =0

onde P; e P, foram trocados por Py /p e P»/p.

Perceba-se que as desigualdades matriciais apresentadas acima sao efetivamente LMIs,
o que nao ocorre em (TARBOURIECH; GOMES DA SILVA JR., 2000), onde € necessa-
rio fixar a priori 0y,;,, conforme visto em na se¢do 3.2.1. Assim, é proposto o seguinte
problema de otimizagdo convexa, para estimar o dominio de atracdo do sistema (41), para
qualquer atraso 7 < 1.

( /
{ L0 } >0,i=1,..1I;
: X Q]
ming p p,>0,GY 1 g
sujeito a: [ , (1) } >0i=1,...,m;
8(i) 0
| LMIs do Teorema 8.

Perceba-se que € possivel trata-se também do problema de estabilizacao, para isto bata
tomar ¥ = KQ de forma a se obter LMIs em (47).

Deve-se perceber que a utilizacao da modelagem politdpica, tanto a modelagem direta
2.3.1 como a modelagem generalizada 2.3.1.2, as quais foram utilizadas em (TARBOU-
RIECH; GOMES DA SILVA JR., 2000) e em (CAO; LIN; HU, 2002) respectivamente,
para o problema:

e Apresentam a necessidade de testar a validade das LMIs para cada um dos vértices
do politopo;

e Naio fornecem condicdes para estabilidade global.

Na secao 3.4.2, ver-se-a que estes problemas podem ser contornados através da utili-
zacdo da modelagem por ndo-linearidade do tipo zona-morta vista na se¢ao 2.3.2.
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3.3 Problema de Tolerancia e Atenuacao a Perturbacao

3.3.1 Formulacao do Problema

Considere-se o seguinte sistema:

x(t) = Ax(t)+Agx(t — )+ Buu(t) +B,w(t)
z(t) = Cx(t)+ Dysat(Kx(t)) + Dy,w(t) (48)
x(to+0)= ¢(0)V0 c[-h0lto cR,0,€C)

com uR" uma entrada de controle sujeita a saturagdes.
u(t) = sat(Kx(t)),

sendo x(¢) € R" o vetor de estado, w(r) € £[0,00) um sinal de perturbagdo exégeno
e z(t) € R? a saida controlada, A, Ay, By, By, C, D, e D,,, sdo matrizes constantes de
dimensdes apropriadas. Considera-se que D,, = 0, tp = 0. Supde-se ainda que e o atraso
seja variante no tempo, satisfazendo:

0<t(t)<h (49)

t)<d<1 (50)

considera-se que & e d sejam dados.

Conforme visto no Capitulo 2, hd duas maneiras de analisar a estabilidade de sistemas
perturbados, uma delas € utilizando-se a estabilidade entrada-estado e a outra € a esta-
bilidade entrada-saida. Na secdo 3.3.2 apresentam-se as conclusdes e andlises feitas em
relacdo ao artigo (FRIDMAN; PILA; SHAKED, 2003).

Problema 3 (Problema de Tolerancia a Perturbacao) Determinar uma cota superior
para ||w||2, tal que as trajetdrias do sistema permanecem limitadas.

3.3.2 Abordagem Proposta em (FRIDMAN; PILA; SHAKED, 2003)

Em (FRIDMAN; PILA; SHAKED, 2003) ¢ estudada a estabiliza¢do do sistema (48)
considerando perturbacdes limitadas em amplitude. Assim como em (TARBOURIECH;
GOMES DA SILVA JR., 2000) e em (CAO; LIN; HU, 2002), também modela-se a satura-
cdo através de um politopo convexo de matrizes, utilizando o modelo politépico descrito
na secdo 2.3.1.2. Com o objetivo de demonstrar a estabilidade dependente do atraso,
reescreve-se 0 modelo através de sistema descritor, ao invés de utilizar o modelo com
atrasos distribuidos, procurando diminuir o conservadorismo imposto pelas trajetorias
adicionais do modelo. Também utilizam-se o funcional de Lyapunov-Krasovskii, para
obter as condi¢des de estabilidade.

Considerando o problema (48) e o conjunto . (H, uy), utiliza-se o Lema 2 e procede-
se de maneira andloga a (CAQO; LIN; HU, 2002) para reescrever o sistema (48) com uma
representacao politdpica:

X(t) = 2311 Aj(l‘)ij(l‘)—{—Adx(t—f)_|_BWW(t) .
Z(t> = 2311 Aj(l‘)ij(t) —|—wa<[) (5D

com
Aj=A+B,DjK+D;H)eCj=C+Dy(D;K+D;H) j=1,..,2",
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Z?L )=1, A;(t) >0Vt >0,

ou de maneira equivalente

X(r) = A(0)x(r) +Agx(t — ) + Byw(t) (52)
z(t) = C(t)x(t) + Dyw(r)
com A e C definidas por:
om om
A= Z lj(l‘)Aj eC= Z }Lj(l)Cj.
=1 j=1

Com a finalidade de fornecer condi¢des para a estabiliza¢do dependente do atraso para
o sistema (52), este sistema € reescrito utilizando-se a representacao por sistema descritor,
ou seja:

(1) = y()
0= (1) +(A+A0x(0) = Ad [ 3(5)ds-+ Buw(0) .
x(s)= (s

)= ¢(s)
y(s)= 9¢(s), s€[~h,0].
Considerando-se ainda o conjunto 3&” s, definido por:

Zs={9 € Cx:[0llc < 01,9 < &},

apresenta-se o seguinte resultado.

Teorema 9 Quando w(t) =0, o sistema (48) com o atraso T e sua taxa de varia¢do
T satisfazendo (49) e (50) é assintoticamente estdvel com Zs contido no dominio de
atragdo, i.e. Zs C Xy, se, para algum escalar positivo €, existirem matrizes simétricas
definidas positivas Q1, S, R, Z| e Z3 € R"*", e ainda matrizes Q», Q3, Z, € R"*",
Y, G € R"™" e um escalar B € R que satisfazem o seguinte conjunto de desigualdades:

0>+ 05 +hz, X hQ» 0 01
* —Q03— Q/3 + hZ3 /’ZQ3 (8 — I)AdS 0
(i) * * —hR 0 0 <0, j=1,..,2"
* * x  —(1=d)s 0
* * * * )
R 0 ¢€RA
(i) | « Z1 2 >0
* % Z3

(iv) 8t[6(Q, ") +he(SH]+ %5226(R1) <p~!

sendo
Lj=03—0,+0i1(A" +eAy) + (Y'D;j+G'D;)B, +hZy, (54)

entdo a matriz do ganho de realimentacdo, que estabiliza o sistema é dada por K =Y Q;l.
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Demonstracao: Em (FRIDMAN; PILA; SHAKED, 2003) ¢ utilizado o seguinte funcio-
nal de Lyapunov-Krasovskii, para demonstrar este Teorema:

V(e.5) = SOEPS)+ [% gy OR5(5)dsd + [ X ()5 x(5)ds s

com,i(r):[;CE;”,E:{lg 8],13:{2 1(33} eP =P >0.

Este funcional permite que as condi¢des obtidas sejam dependentes de /4, valor maxi-
mo do atraso, e d, variacdo maxima para o atraso.

O

Observe que para se ter LMIs em (i) e (ii), é necessdrio fixar-se €.
Comparando-se as abordagem de (FRIDMAN; PILA; SHAKED, 2003) e de (CAO;
LIN; HU, 2002), percebem-se as seguintes diferencas:

e em (FRIDMAN; PILA; SHAKED, 2003) utiliza-se o modelo descritor para obte-
rem-se condi¢des dependentes do atraso, o que leva a uma reducdo do conservado-

rismo imposto pela representac@o por atrasos distribuidos utilizada em (CAO; LIN;
HU, 2002);

e essa representacdo para o sistema faz com que apareca a dependéncia de ¢ no
conjunto de condi¢des iniciais admissiveis.

Com o intuito de considerar o caso em que ha perturba¢cdes limitadas em amplitude, atu-
ando no sistema, ou seja, para w(t) # 0, define-se o seguinte conjunto

W ={weRLw'w < w}.

Entdo, utilizando um sistema equivalente, com atrasos distribuidos (NICULESCU, 2001,
vol. 269), enuncia-se o Lema 4 abaixo, o qual € utilizado conjuntamente com o Teorema
10, com o objetivo de garantir condi¢gdes para estabilidade entrada-estado.

Lema 4 Dados P >0 € R, K € R"*" e escalares positivos B e w, as trajetorias do
sistema (48) permanecem dentro do elipséide & (P,) para todo w(t) € #, $(0) =0 e
um atraso T que satisfaz (49), se existirem matrizes W € R"™", G € R™" e escalares
positivos Y, k=0,...,3 e A, A1 e Ay que satisfazem o seguinte conjunto de desigualdades

¥ PB, PA;,—W hW(A -I-BM(DJ-K-I—D;H)) hWA,; hWB,, ]
x  —Ml 0 0 0 0
. * * —%P 0 0 0 <
(@) x ok * —hy P 0 0 =0,
* * * * —hpP 0
| x * * * * —hysl |

(ii) (A2 +ph)wp — A1 <0,

B s»P
* u% P
()

(iii) >0,i=1,..,m

com
¥ =P(A+By(DjK+D;H)+(A+By(D;K+D;H)'P))+
WAW' + (A +h(n+ )P j=1,..2"
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Demonstracao: A demonstragdo deste Lema pode ser encontrada em (FRIDMAN; PILA;
SHAKED, 2003). Na seqiiencia seguem-se alguns comentarios a respeito desta.

O

Perceba-se que € necessdrio fixar-se ¥, k =0,...,3, com o objetivo de obterem-se LMIs.
O Lema 4 garante condi¢des para que as trajetérias x(¢) do sistema em malha-fechada
permanegam limitadas no elipséide & (P, ), quando ¢(6) =0, V6 € [—1,0]. Utilizando-
se 0 Teorema de estabilidade de Lyapunov-Razumikhin, tem-se que se a condigdo (i) for
satisfeita, entdo a desigualdade

V(x(t))+MV(x(t) <0, (56)
também € satisfeita e, uma vez que A,w'w + hy3w > 0, pode-se escrever
V(x(@)+ MV (x(t)) — w'w—hpw <0, (57)
agora utilizando-se a condigdo (ii) em (57), obtém-se
V(x(1) + A (V(x(1) = B~ + Ao (0 —w'w) <0 (58)

Observe que esta desigualdade garante que V(x(t)) < 0, Vx(¢) € d&(P,B) desde que
w € # . Conclui-se assim que para ¢ (6) = 0 as trajetérias ficam confinadas em &' (P, 3).

Similarmente ao Teorema 9, o teorema que € enunciado abaixo tem por objetivo obter
condigdes tanto para a limitagio dos estados como para o ganho-.%. Para isso considera-
se a seguinte desigualdade:

V(x(t)) +2'(1)z(t) = VW' (t)w(r) <0, (59)
sendo V dado por (55).

Teorema 10 Dados escalares positivos Y e w, existe um ganho de realimentacdo de es-
tado K que estabiliza (48) internamente e implica em

A
T= 23 =7 w3 <0, Yw#0 € # ,x, = $(0) =0, V6 € [-7,0] (60)

para todo atraso T que satisfaz (49) e (50), se para pardmetros de ajuste € e € existirem
matrizes simétricas definidas positivas Q1, S, R, Z e Z3 € R"*", matrizes Q, Q3 € R
e matriz G € R™*" e ainda escalares positivos B, v, k =0,...,3 e A que satisfazem as
seguintes desigualdades matriciais para j =1,...2"

_ Lo -
( Qihz?z ) 2 01 hQ, X 0 0
. O3+ Q/3 / s _
* ( hZs 0 hQ; O B, (E—1)A;S
(i) * * -S 0 O 0 0 <0
* * * —hR 0 0 0
* * * x =1 0 0
* * * * x =7 0
i * * * * * * —(1-4)s |
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R 0 ERA/
(i) | x Z1 Z» >0
* ok Z3

[ Wi, Bw (1—€)A; €h(AQ|+B.(D;Y +D;G)) €hAqQ1 ¢€hB, |
x  —Al 0 0 0 0
* ¢ — 001 0 0 0 <
N —hnQi o o |=°
* * * * —hp0i 0
| x * * * * —hyl |

. B g .
v 2 >0,i=1,....m
(i) [ £,

com

W= (A+eAq)01 + Q1 (A" +€A)) +Bu(D;Y +D; G)+(Y'D;j+G'D; B+
(A +hy)WB +%+h(n+%))01P,

X ; como definido em (54) e Xp; = Q1C" + (Y'D; + G’D;)D;.
Assim, se existir uma solugdo, a matriz de ganho de realimentacdo que garante o desem-
penho desejado é dada por K =Y Qfl.

Demonstracao: A demonstracdo do Teorema pode ser encontrada em (FRIDMAN; PILA;
SHAKED, 2003). Na seqiiencia seguem-se alguns comentdrios a respeito das condi¢des

(i) - (iv).

O

As condigdes (i) e (ii) fazem com que a lei de controle de realimentacdo de estados
garanta que as trajetérias do sistema permane¢am limitadas ao elipséide &'(P,3), para
todo w(t) € # . Estas condi¢des sdo obtidas utilizando-se a fun¢do de Lyapunov-Razu-
mikhin. J4 as condi¢es (iii) e (iv) sdo utilizadas com o objetivo de garantir o ganho-.%,
e sdo obtidas através da utiliza¢do do funcional de Lyapunov-Krasovskii.

3.4 Problema de “Anti-windup”

3.4.1 Formulaciao do Problema

Segundo (ZACCARIAN; NESIC; TEEL, 2005) a estratégia de “anti-windup” consiste
em projetar um compensador, o qual é conectado a um controlador existente em uma
planta que esta sujeita a entradas saturadas. Tal estratégia, € indicada para controladores
que tenham sido projetados sem considerar os efeitos da saturacdo, seu objetivo pode ser
recuperar da melhor maneira possivel a performance do sistema.

A estratégia de “anti-windup” pode entdo ser vista como a adicdo de uma estrutura
(estatica ou dindmica) a um controlador pré-calculado ou projetado (sem levar em conta as
nao-linearidades dos atuadores), de forma a minimizar os efeitos indesejaveis provocados
por estas ndo-linearidades no comportamento do sistema em malha-fechada.
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Com o objetivo de formular o problema de “anti-windup”, considera-se o seguinte
sistema

(61)
com condig¢des iniciais
x(fo+0) = ¢.(0), VO € [-7,0],¢, € €,

sendo y(¢) € R? o vetor de saida do sistema. Seja agora um compensador de estabilizacao
dindmica de saida de ordem n., dado por:

n(tr) = Acn(t)+Bey(t)
ye(t) = Cen(t) +Dey(t) (62)

com 1 (t) € R" o estado do controlador, u.(t) = y(t) € R a entrada de controle e y.() €
R"™ a saida de controle. Este controlador é projetado com o objetivo de garantir um
certo nivel de desempenho e a estabilidade do sistema em malha-fechada, na auséncia de
saturacdo de controle.

Considera-se que o sinal de controle € saturante,

u(t) = sat(ye(r))- (63)

Adiciona-se entdo um compensador de “anti-windup” estético, dado por:
E.(sat(y.(t)) — yc(t)), com E, € R">™

ao controlador, com o objetivo de amenizarem-se os efeitos de “windup” causados pela
saturacdo. Assim, o sistema em malha-fechada serd dado por:

(64)

Problema 4 (Problema de anti-windup) Dado um conjunto de condicoes iniciais ad-
missiveis 9, no qual deseja-se garantir a estabilidade assintética do sistema em malha-
fechada, deve-se determinar um ganho de “anti-windup” E. de forma a:

e Aumentar a regido de estabilidade (estimativa da regido de atragdo) do sistema em
malha fechada,
ou

e Dado um conjunto 9 de condicdes iniciais admissiveis, garantir que toda a tra-
Jetoria do sistema inicializada em 9 convirja assintoticamente para a origem.

Na secdo 3.4.2 descreve-se a abordagem apresentada em (GOMES DA SILVA JR.; TAR-
BOURIECH; GARCIA, 2004) e em (GOMES DA SILVA JR.; TARBOURIECH; GAR-
CIA, 2006), a qual utiliza a estratégia de “anti-windup”, com o objetivo de aumentar a
regido de estabilidade do sistema em malha-fechada.
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3.4.2 Abordagem Proposta em (GOMES DA SILVA JR.; TARBOURIECH; GAR-
CIA, 2004)

Com o objetivo de estimar e/ou maximizar o conjunto de condicdes iniciais para o
sistema (61) e ainda melhorar seu desempenho dindmico, em (GOMES DA SILVA JR.;
TARBOURIECH; GARCIA, 2004) e em (GOMES DA SILVA JR.; TARBOURIECH;
GARCIA, 2006), € sintetizado um laco de “anti-windup”, o qual € adicionado a um
controlador dindmico pré-calculado. As técnicas empregadas garantem estabilidade local
ou global. Nesse trabalho, destaca-se a modelagem da saturacdo, por uma nao-linearidade
tipo zona-morta (29), e a utilizagdo da condi¢cdo de setor generalizada, apresentada em
2.3.2.2. As condig¢des fornecidas sdo tanto dependentes como independentes do atraso.
Para a obtencdo de tais condicdes, utiliza-se um funcional de Lyapunov-Krasovskii.

Considerando o sistema (64), sdo definidos um vetor estendido e as seguintes matrizes,
respectivamente:

5@:{)60) };A: A+BD.C BC], , [ A 0];

n() BC A |’ 0 0
B 0
B:[O];R:[lnc};K:[DcC Ce |.

Assim, o sistema em malha-fechada (64) ¢ dado por:

§(1) =AS(t) +AaS (1 — 1) — (B+RE)w(KG (1)) (65)

com condig¢do inicial

so+0)=o(0)= | M0 |- &[5 0clrl
Sendo
WRE (1)) = yelr) — sar(ve(0)) = KE(r) — sar (KE (1))

uma nao-linearidade do tipo zona-morta, como definida em (29), satisfazendo entdo a
relacdo

V(KE)TW(KE) —FE] <0,VE € #(K— F,up), VT > 0 diagonal,  (66)

com
S(K —F,up) 2 {x e R";

(K=F)@plx<uo,, i=1,....m}. (67)

Perceba-se que a equagdo (66) € uma condi¢do de setor generalizada, conforme visto
no Capitulo 2.

Diferentemente de (CAO; LIN; HU, 2002) e (FRIDMAN; PILA; SHAKED, 2003),
ao invés da funcdo de Lyapunov-Razumikhin, em (GOMES DA SILVA JR.; TARBOU-
RIECH; GARCIA, 2004), enuncia-se uma condi¢cdo de estabilidade independente do
atraso, utilizando-se o seguinte funcional de Lyapunov-Krasovskii:

V&) =E'OPEW) + [ E'(8)SE(8)d6

t—7

comP=P >0,S=5>0.
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Teorema 11 Se existirem matrizes simétricas definidas positivas W e R € R1+7e)x (ntne)

uma matriz diagonal definida  positiva G € R matrizes
Y € Rmx(ntne) o 7 ¢ Ruexm gatisfazendo:

WA+ AW +R AW BG+RZ-Y’
(i) * —R 0 <0
* * -2G

*

W WK/ —-Y/

i W "0 >0,i=1,...m
“o(i)

entdo, para E. = ZG™", segue que todas as condicées iniciais ¢ € HB(8), com

1

0= Aomax (W) Ty (W TRW 1)

(68)

as correspondentes trajetorias do sistema (65) convergem assintoticamente para a ori-
gem.

Demonstracao: A demonstracdo pode ser encontrada em (GOMES DA SILVA JR.; TAR-
BOURIECH; GARCIA, 2004). Na sequéncia faz-se alguns comentarios a respeito desta.

O

Agora, apresentam-se as condi¢des obtidas por (GOMES DA SILVA JR.; TARBOU-
RIECH; GARCIA, 2004) para a estabilidade dependente do atraso do sistema (65). As-
sim como (TARBOURIECH; GOMES DA SILVA JR., 2000), (CAO; LIN; HU, 2002)
em (GOMES DA SILVA JR.; TARBOURIECH; GARCIA, 2004) também reescreve-se o
sistema com atrasos distribuidos, ou seja:

E(N)= (A+A)EN) — (B+RE)W(KE®)) — [0 AgAE(t+ B —1)dp
— [ [AGAE (14 B) — Ay(B+RE.) y(KE(r + B)))dp

com condi¢ao inicial

(69)

E(tp+0)=9¢(0), 6 € [-21,0].

Neste caso, o seguinte funcional de Lyapunov-Krasovskii € considerado:

V(,&) = E@)PEW)+ [0 [1i 0 (s)(AX 1A+ AR A4)E (5)dsdO
+ [0 L o E'(s)(B+RE.)H ' (B+RE,)Edsd®

sendo P, R~1, X~ ! e H! matrizes definida positivas.

Teorema 12 Dado T > 0, se existirem matrizes simétricas definidas positivas W, X,
R e H € RUtn)x(ntne) - yuma matriz diagonal definida positiva G € R"™™, matrizes
Y € Rmx(ntne) o 7 ¢ Rrexm gatisfazendo:

W(A+Ay)+ BG+
(A+AyH)W+ TWA' WA, < RZ_ Yy ) 0
TAy(X +R+H)A,
(i) * —1X 0 0 0 <0
* * —TR 0 0
* * * -2G 7(GB' +Z'R)
i * * * * —TH
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W WK/ Y/
(i) [ @ "0 ] >0,i=1,..m,

* l/t()(i)

entdo, para E. = ZG~', segue que para toda condigdo inicial ¢ € B>.(8) com

2 2
+ 5 Amax((B+RE) H™ (B+RE)) [YW ' |2) 7,
as trajetorias correspondentes ao sistema (65) convergem assintoticamente para a ori-
gem.

Demonstracao: A demonstracdo pode ser encontrada em (GOMES DA SILVA JR.; TAR-
BOURIECH; GARCIA, 2004).

O

Observe-se que os Teoremas 11 e 12 garantem condi¢Oes para estabilidade local. Com
o objetivo de garantirem estabilidade global, em (GOMES DA SILVA JR.; TARBOU-
RIECH; GARCIA, 2004) sao enunciados Corolérios, respectivamente para o caso depen-
dente do atraso e independente do atraso. Para o caso de estabilidade global, os Teoremas
11 e 12 apresentam apenas a condi¢@o (i), sendo ¥ = KW. Convém destacar que os re-
sultados obtidos em (GOMES DA SILVA JR.; TARBOURIECH; GARCIA, 2004) sdo
vélidos para atrasos invariantes no tempo.

3.5 Conclusao

Conforme visto neste capitulo, inicialmente os primeiros trabalhos tratavam da estabi-
lidade de sistemas com atraso no tempo e saturagao nos atuadores, utilizando a estratégia
da desigualdade de norma ou de medidas matriciais para tratar a saturacdo, juntamente
com a equagdo de Riccati para garantir a estabilidade do sistema. Cabe ressaltar que os
atrasos eram considerados invariantes no tempo. As condicdes obtidas eram tanto de-
pendentes do atraso como independentes e eram garantidas somente em ambito global.
Uma das desvantagens desses métodos € o fato das condi¢des ndo serem convexas e outra
€ o conservadorismo imposto pelo utilizagdo da desigualdade de norma e pelas medidas
matriciais.

Num segundo momento, os trabalhos comecam a utilizar fungdes de Lyapunov-Razu-
mikhin e funcionais de Lyapunov-Krasovskii, para garantir a estabilidade e estimar conjun-
tos de condigdes iniciais admissiveis. Com o objetivo de tratar a saturacdo de maneira a
garantir a estabilidade local, sdo utilizadas a modelagem politépica e a politdpica gene-
ralizada para a saturacdo, com as quais obtém-se condicdes em forma de BMIs e LIMs
respectivamente. Uma desvantagem que se tem com a utilizacdo destas modelagenens €
o nimero de inequagdes que se resolve para garantir a estabilidade.

Somente numa terceira fase das pesquisas, é que consegue-se garantir a estabilidade
tanto num ambito local quanto global e obterem-se condi¢des na forma direta de LMlIs,
isso gracas a modelagem da saturagc@o por fun¢do zona-morta e a conseqiiente utilizacdo
da condi¢do de setor generalizada.

Viu-se também que se o sistema estd sujeito a perturbagdes, entdo € utilizado como
hipétese o fato destas serem limitadas em amplitude, a fim de garantir a estabilidade
entrada-estado.
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Outro fato que pode ser percebido € que ja havia preocupacdes com os efeitos de “win-
dup” causados pela saturacdo, entdo estes eram levados em conta através de estratégias
de “anti-windup”.

Percebeu-se também que nenhum dos trabalhos desenvolvidos até o presente mo-
mento obtém condicdes para estabilizacdo local e global para sistemas em que o atraso
seja variante no tempo, bem como a possibilidade de considerar que as perturbagdes que
atuassem sobre o sistema fossem limitadas em norma .%.

Constatou-se também que nao sdo encontrados na literatura trabalhos que investiguem
a estabilizacdo por realimentacdo dindmica de saida, bem como da sintese de compensa-
dores de “anti-windup” estaticos ou dinamicos para sistemas apresentando atrasos nos
estados, capazes de garantir estabilidade entrada-estado e entrada-saida nos ambitos lo-
cais e globais em forma direta de LMIs.

Em se tratando de sistemas discretos, também encontram-se questdes ainda nao in-
vestigadas como a formaliza¢do do problema da estabilizacdo local e global, juntamente
com a possibilidade da estimativa de conjuntos de condi¢des iniciais admissiveis, a partir
de LMIs, para o caso de atrasos variantes no tempo e/ou incertos.

Dessa forma, nos préximos capitulos procura-se atacar estes problemas, apresentando
condi¢des na forma de inequacoes matriciais lineares (LMIs) ou quase lineares, o que
possibilita obter solugdes a partir da resoluc@o de problemas de otimizacao convexos.
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4 ESTABILIZACAO POR REALIMENTACAO DE ESTADOS

4.1 Introducao

Neste capitulo, apresentam-se os resultados obtidos em relagdo ao problema de sin-
tese, ou seja, o problema de estabilizagdo por realimentacio de estados. Para a obtencdo
das condi¢Oes de estabilizacdo, utilizam-se funcionais de Lyapunov-Krasovskii e fun-
coes de Lyapunov-Razumikhin, a representacdo de sistema descritor (FRIDMAN; PILA;
SHAKED, 2003) e a condicdo de setor generalizada, vista na se¢do 2.3.2.2. Estas fer-
ramentas permitem que se obtenham condicdes tanto locais quanto globais, dependentes
ou independentes do atraso. Em particular, no caso de estabilizacdo local, as condi¢des
que se obtém fornecem estimativas da regido de atra¢do do sistema em malha-fechada.
Considerando-se que o sistema esteja sujeito a perturbacdes, determinam-se condicdes
para a estabilidade entrada-estado e entrada-saida, ou seja, estuda-se o nivel de atenuacdo
e tolerancia a perturbagdo. Para fazer este estudo utiliza-se a norma .%5.

4.2 Estabilizacao Interna
Considere o sistema:
x(t) = Ax(t) + Agx(t — T) + Bu(t). (70)
Supde-se que a entrada de controle esteja sujeita a saturacdes, ou seja
u(t) = sat(Kx(t)).

Utilizando a defini¢do para y(Kx(t)), apresentada na secdo 2.3.2, onde y é uma ndo-
linearidade do tipo zona-morta descentralizada, pode-se reescrever o sistema (70) como:

i(t) = (A +BK)x(t) + Agx(t — ©) — By(Kx(t)). (71)

Assim, o objetivo deste capitulo € determinar uma matriz K, tal que toda trajetdria
do sistema (70) inicializada em um conjunto & convirja assintoticamante para a origem.
Este problema pode ser visto como um problema de sintese, apresentado na se¢ao 3.2.

Considera-se assim, dois tipos de conjuntos:

o B:(8)= {9 G
[—7,0].

() ||z < 8}, definido no espaco das fungdes definidas no intervalo

o £(P) = {x € R"; X' Px < 1}, definido no espago R".
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Considerando-se uma matriz G € R"*", a defini¢do do conjunto .¥ = .% (K — G, up)
dada em (35) e através da utilizagao Lema 3, enunciam-se teoremas que fornecem con-
dicdes de estabiliza¢do independente/dependente do atraso, para os casos local e global,
utilizando as abordagens de Lyapunov-Razumikhin e Lyapunov-Krasovskii.

4.2.1 Condicoes Independentes do Atraso

Assim como em (CAQO; LIN; HU, 2002), enuncia-se um teorema baseado na aborda-
gem de Lyapunov-Razumikhin, o qual fornece condi¢des necessdrias de estabilidade do
sistema, para toda condi¢do inicial

9(0)=x(t+06)ec&(P), Vo € [—1,0].

Por serem independentes do atraso, as condi¢des obtidas implicam na possibilidade do
atraso poder ser variante no tempo e a estabilidade poder ser garantida para qualquer
valor do atraso.

Antes de enunciar-se o teorema, deve-se lembrar que para um sistema ser estavel,
independentemente do atraso, faz-se necessario que as matrizes A + A, sejam Hurwitz e
que a matriz A — Ay ndo seja estritamente instavel (NICULESCU, 2001, vol. 269).

Teorema 13 (Razumikhin-Local - IA) Se existir uma matriz simétrica definida positiva
W € R uma matriz diagonal definida positiva U € R™*", matrizes Y € R™"*" e H €
R satisfazendo:

. [ WA'+AW +Y'B'+BY +W + A, XA; —BU+H'
(i) <0
« —2U
(i) X —-W >0
W Y. —H.
(iii) O, 70 >0  Vi=1,..,m
* MG

entdo, considerando-se K =YW ™! para todas as condicoés iniciais ¢, tais que
x(to+0) € &£(P), VO € [—1,0],

as trajetorias do sistema (71) em malha-fechada convergem assintoticamente para a ori-
gem.

Demonstracao: Seja V : R"” — R definida por:
V(x(t)) = x'(t)Px(t). (72)
Considerando-se o conjunto .# e o Lema 3, Vx(¢) € .7 tem-se que:

V(x(t)) < 2¢(t)(A+ BK)'Px(t) +2¢ (t — T)A Px(t) +
29/ (Kx(1)) (TG — B'P)x(t) — 29/ (Kx(t)) T w(Kx()).

Utilizando-se a desigualdade 2u'v < /M~ u+v'Mv, tem-se:

V(x(t)) < 2¢(t)(A+BK)Px(t) + X (t — T)Mx(t — T) +x'(t)PAGM A", Px(t) —
29/ (Kx(t)) Ty (Kx(1)) + 2y (Kx(1)) (TG — B'P)x(t).
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Seja:
J Y= x'(t)[(A+BK)'P+P(A+BK)+PA;M A/, Plx(t)+
2y/(Kx(1))(TG — B'P)x(1) — 2y (Kx(1)) T y(Kx(t)).
Note-se que
V(x(t)) < Y4 (r—7)Mx(r — 7).

Se P=W~leM ! =X, de (ii) obtém-se que
Xt —1)Mx(t— 1) <X'(t —7)Px(t — 1)
e, portanto:
V(x(t) <Y+V(x(t—1)). (73)
Definindo-se P=W~ !, U=T"!, K=YW !, G=HW ' e X =M~ e pré e pés
multiplicando-se (i) por Diag(P, T) o resultado sera:

(A+BK)'P+P(A+BK)+P+PAXA,P —PB+G'T

. or <0. (74)

Assim, se (74) é satisfeita, segue que Y +x'(r)Px(t) < 0, logo existe § > 0 tal que:

Y+x'(t)Px(t) < —20x'(t)Px(t) <

Y+ (1+ 8)X(1)Px() < —8x (1) Px(t). (75)

Da abordagem de Razumikhin, conforme visto na se¢do (2.1.1), para provar-se a estabili-
dade do sistema € suficiente garantir que
V(x(t)) <0

para x(t) tal que
V(x(t+0)) <eV(x(t)), 6 € [—7,0].

Neste caso, considerando-se € = 1 + 6, de (73) e de (75) tem-se que:

V(x(t)) < —6x'(t)Px(t) — ex'(t)Px(t) + X' (t — T)Px(t — 7), (76)
e portanto
V(x(t)) <0, Vx(t) € &, se V(x(t+0)) < eV(x(t)), 6 € [-1,0]. (77)
Agora, pré e p6s multiplicando-se a condi¢do (iii) por Diag(P, I), tem-se:
P K ) % |50 viel..m
IO

Desta desigualdade, conclui-se que &(P) C . (BOYD et al., 1994). Da defini¢do de
V(x(t)) tem-se:
Ponin) [[X(0) 12 <V (x(8)) < Ay 16(0) |-
Por outro lado, V@, tal que,
9(0)=x(1p+0) € &P), VO € [—7,0],
tem-se que x(0) € . e entdo efetivamente
V(x(t)) < =8V (x(t)) <0, Vt > 0.

Logo, pelo Teorema de Razumikhin, conclui-se que a estabilidade assintética da origem
é garantida V¢ tal que x(1p+0) € &, V6 € [—1,0] .
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O

Abaixo enunciam-se condi¢des independentes do atraso para a estabilidade global do sis-
tema (71).

Corolario 1 (Razumikhin-Global - TA) Se existir uma matriz simétrica definida posi-
tiva W € R™", uma matriz diagonal definida positiva U € R™ ™, matrizes Y € R™*" ¢
H € R™" satisfazendo as desigualdades (i) e (ii) do Teorema 13, com H = GW, entdo,
considerando-se K = YW ™!, a origem do sistema (71) é globalmente assintoticamente
estavel.

Demonstracio: E suficiente considerar-se H = GW na demonstragio do Teorema 13.
Neste caso, a desigualdade do Lema 3 € verificada para todo x(z) € R”", e, portanto,
garante-se a estabilidade assintdtica global da origem.

O

Utilizando-se o Teorema de estabilidade de Lyapunov-Krasovskii, Teorema 1, enuncia-
se um resultado andlogo ao do Teorema 13. Observe-se que para este caso a regidao de
estabilidade serd dada por uma bola no espago de fungdes sobre o intervalo [—7,0], e ndo
mais por um elipséide. Observe-se também que apesar da condi¢do de estabilizagdo ser
independente do atraso, a regido de estabilidade dependera do mesmo.

Teorema 14 (Krasovskii-Local - IA) Se existirem matrizes simétricas definidas positi-
vas W e R € R™", uma matriz diagonal definida positiva U € R"™*™, matrizes Y € R"™*"
e H € R™*" satisfazendo:

WA'+AW +Y'B'+BY +R —BU+H' AW

(i) * —2U 0 <0
* * —R
W Y. —H
(ii) @, 0 1>0 Vi=1,...m
B0

entdo, considerando-se K =YW, para todas as condigcoés iniciais ¢ pertencentes ao
conjunto HB(0), com

8 = (Aax(W ™) + (W RW 1)) 7,

as trajetorias do sistema do (71) em malha-fechada convergem assintoticamente para a
origem.

Demonstracao: SejaV : R x ¥ — R definida por:

V(t,x) =x'(t)Px(t) + t x'(0)Sx(0)d6. (78)

-7

A derivada de V (z,x,) ao longo das trajetérias do sistema € entdo dada por:

Vi) = 2(X(0)(A+BK) — v (Kx(t))B +x (t — T)AL)Px(t) + 2 (1)Sx(r)—

(6 —1)Sx(t — 7). (79
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Pela desigualdade
[x(r —7) =S ALPx(1)] S [x(r — 7) — S ALPx(1)] > 0,
a qual € equivalente a
—x/(t — T)Sx(r — T) + 2¢/ (1) PAgx(t — T) < X (1)PA,S 1A/ Px(¢)
e, utilizando-se o Lema 3, Vx(z) € .¥ segue que:

V(t,x) < 2(x(t)(A+BK) — v/ (Kx(1))B' +x'(t — T)A!) Px(t)+

X (0)Sx(t) — ¥ (1 — )Sx(t — T) — 29 (Kx(0) T[w(Kx() — Gx(1)]. O

Definindo-se agora K =YW, U=T"!, G=HW !, R=WSW, W =P leprée
p6s multiplicando-se (i) por Diag(P, T, P), segue que a satisfacdo de (i) é suficiente para
garantir que:

2(x'(t)(A+BK) — v/ (Kx(t))B' +x'(t — )AL Px(t) +x'(t)Sx(1)—

X (t—1)8x(t — 1) +2xX' (t) G’ TBy(Kx(t)) — 2y (Kx(t)) Tw(Kx(t)) <0
e, portanto,

V(t,x) <0, Vx(t) € 7.

De (ii) segue-se que &'(P) € . (BOYD et al., 1994).
Seja agora, x,,(0) = ¢(60), V € [—1,0], para ¢ € B.(5). Se V(t,x) <0, para t > 1y,
tem-se:

YOPK() < V(t0,5) < V(1,9) = 2(10)Px(to) + [[©_, x(5) Sx(s)ds <

(Amax(P) + Thnax(S)) 9117 < (Amax(P) + TAmax(5)) = 1.

Logo segue que, se ¢ € HB.(0), entdo
x(t) e &(P) C 7, ¥t > 1y,
e, efetivamente,
V(t,x) <0, Vt>0.

Como

Anin(P)19 (10) | <V (2,0) < (Amax(P) + TAmax(S)) |2,

as condi¢oes do Teorema 1 sdo satisfeitas V¢ € %(5) e, por conseguinte, as correspon-
dentes solucdes do sistema em malha-fechada convergem assintoticamente para a origem.

O

Analogamente ao caso Razumikhin-Global, € possivel enunciar condicdes de estabilidade
Global.

Corolario 2 (Krasovskii-Global - IA) Se existirem matrizes simétricas definidas positi-
vas W e R € R"™", uma matriz diagonal positiva U € R"™*™, matrizes Y e H € R™*" satis-
fazendo a condicéo (i) do Teorema 14, com H = GW, entdo considerando-se K =YW !,
a origem do sistema (71) é globalmente assintoticamente estdvel.

Demonstraciio: E suficiente considerar-se H = GW na demonstracio do Teorema 14.
Neste caso, a desigualdade do Lema 3 é verificada para todo x(z) € R”", e, portanto,
garante-se a estabilidade assintdtica global da origem.

O
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4.2.2 Condicoes Dependentes do Atraso

Como bem pode-se observar, os Teoremas 13 e 14 ndo apresentam nas LMIs a de-
pendéncia do atraso, ainda que a regidao de estabilidade seja dependente do mesmo. Para
elaborar condi¢cdes dependentes do atraso nas LMIs, trabalha-se com o sistema transfor-
mado, o qual apresenta atrasos distribuidos.

Considerando-se o sistema (71) com 6 € [—7,0] e utilizando-se a férmula de New-
ton/Leibnitz, obtém-se o sistema transformado, (NICULESCU, 2001, vol. 269):

t
x(t) = (A+BK+Ay)x(t) — Ay / [(A+BK)x(s) +Agx(s — ) — By(Kx(s))|ds — By(Kx(t)),
-7 81
com condigéo inicial x;,(0) = ¢(0), V0 € [-27,0], (f0,9) € R* x 4.
Esta mesma transformagao fora utilizada em (CAQO; LIN; HU, 2002) e em (GOMES DA
SILVA JR.; TARBOURIECH; GARCIA, 2004) para obter condi¢des de estabilidade de-
pendentes do atraso.

Teorema 15 (Krasovskii-Local - DA) Se existirem matrizes simétricas definidas positi-
vas W, P, P, Ps e R € R"™", uma matriz diagonal definida positiva U € R™*™ e matrizes
Y e H € R"™*", satisfazendo:

¥ 0 H-BU t(WA'+Y'B) 0 0
x* —R 0 0 WA, 0
Wl —2U 0 0  tUB | _,
* ok * —TP 0 0
* % * * —th 0
. * * 0 —Th3 |
W Y. —H,
(ii)[ W70 >0 Vi=1,..,m,
* ”0(;‘)

comEL=W(A+A;) +(A+A,)W +Y'B' +BY + R+ 1A;(P1 + P, + P;)A), entdo con-
siderando-se K = YW ™', para todas as condigdes iniciais ¢ pertencentes ao conjunto

P (8), com

8 = (Domax(W 1) 4 Thmae (W RW 1) + 5 A (A + BK)' P (A + BK))
2 _ 2 _ _ _
+%Amax(AldP2 lAd)—i_%)Lmax(B/P?) IB)HHW 1”2) 17

as correspondentes trajetorias do sistema (71) em malha-fechada, convergem assintoti-
camente para a origem.

Demonstracao: Seja V(t,x,) = Vi+Vo+V3+Vs+Vs , com:
Vi =X (t)Px(t),
0
Va = / X (t+0)Sx(t+6)do,
—T

Vs :/_Or/liex’((:)(A—l-BK)’Pl_](A—i—BK)x(C)dCdG,

0 t
Vy = /_ T /Hex’(g —D)ALP Agx(C — T)dCd6,
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0 pt
Vo= [ W Ke(O)BP Bu(Kx(E))dCds.
Calculando-se V; , obtém-se:

Vi= 2(x'(t)(A+BK+Ag)' — y'(Kx(t))B')P ()+ZfLTX’(G)(A+BK)’A&PX(t)d9+

2 (X (60— T)AL, 4+ y'(s)B')A!,Px(t)d 6
(82)
Aplicando-se a majoragdo

—2u'v < p'Xju+vX;ly
para j = 1,2,3, aos termos cruzados de (82), obtém-se:

Vi< (2X(t)(A+BK+A;) — 2y (Kx(t))B")Px(t) + ' (t)PA4 (X1 + X2 + X3)A!, Px(t)
+ [0 X (t+6)(A+BK)X[ ' (A+BK)x(t + 0)ds+ [° X (1 + 6 — 7)A/,
X, 'Agx(t+ 60 —1)d0 + [0 v/ (Kx(t +0))B'X; By (Kx(t +6))d6.

Calculando-se as derivadas de V,, V3, V4 e V5, obtém-se:
Vo =X (1)Sx(t) — X/ (t — 7)Sx(t — 7),
Vi =1 (1)(A+BK)' P (A+BK)x(t) — [/ ¥ (8)(A+BK)'P[ ' (A+BK)x(6)d8,

Vy =1 (t — T)ALP Agx(t — ) — [0 X (1 + 0 — 0)AL Py Agx(t + 6 — 1)d,

Vs =ty (Kx(1))B'Py ' By (Kx(1)) — [, v/ (Kx(t + 6))B'P; ' By(Kx(t + 6))d6.
Definindo-se Pj_l = Xj_1 para j = 1,2,3, entdo,

V(t,x) < 2xX'(t)((A+BK+Ay) P)x(t) + T (1) PAq(Py + Py + P3) A/ Px(t) + ' (1) Sx(r)
—X/(t — 7)Sx(t — 7) + 7' (t — T)AL, Py Agx(t — T) — 29/ (Kx(t))B'Px(t) +
' (t)(A+ BK)'P; ' (A+ BK)x(t) + Ty (Kx(t))B'P; ' By (Kx(t)).
(83)
Se x(t) € .7, aplicando-se o Lema 3 e escrevendo-se (83) em forma de produto matricial,
tem-se V (¢,x,) < @'Z0O, com

0'=[ (1) Y1) V(Kx(1) ]

(A+BK+A;)'P+P(A+BK+A,)+

S+ TPA4(Py + P, + P3)AL, P+ 0 —PB+G'T
E= 7(A+BK)'P[ ' (A+ BK)
x TALP Ay — S 0
% * tB'Py'B-2T

Suponha que & < 0, entdo, aplicando-se complemento de Schur, a LMI obtida seguida da
pré e p6s multiplicacdo por
Diag(W, W, U, I, 1, 1)

e definindo-se ainda

R=WSW,P=W ', T=U"'", H=GWeY =KW,
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obtém-se a LMI (i) do Teorema 15, o que permite concluir que:
V(t,x) <0, Vx(t) € 7.

A demonstragio de que se ¢ € Ho(5), entdo V(t,x;) < 0, Vt > 1y, e as correspondentes
trajetérias do sistema (71) estdo no conjunto & (P) C . é andloga a do Teorema 14.
Da defini¢do de V(z,x;), pode-se concluir que:

Poninp)[19/(0 >H2<V(t 9) < (Anar(P) + 5 Aar(A+ BK)' P (A+ BK) )+
2 Do ALP5  Ad) + S Do (B'Py B [H'W |2 T () 0|2

Com isso, V (¢,x;) é um funcional de Lyapunov-Krasovskii. Logo,
Vo € Bor(8), V(t,x;) <0
e as trajetdrias do sistema convergem assintoticamente para a origem.

d

Corolario 3 (Krasovskii-Global - DA) Se existirem matrizes simétricas definidas posi-
tivas W, P,,P>,P; e R € R"™"" e uma matriz diagonal definida positiva U € R, satis-
fazendo a condigdo (i) do Teorema 15, com H = GW, entdo considerando-se K =Y w1
a origem do sistema (71) é globalmente assintoticamente estdvel.

Demonstracao: A demonstracido é andloga a do Corolario 2.
U

Com o objetivo de diminuir o conservadorismo inserido pelos funcionais de Lyapunov
ao sistema transformado (81), uma nova representacio do sistema, utilizando-se o modelo
de sistema descritor (FRIDMAN; SHAKED, 2002b), conforme visto na secao 3.3.2, é
considerada:

X(t)= (A+BK+Ay)x(t)—By(Kx(t))—Ay [l .y(0)d6
y(t)= x(1)

com x;,(0) = ¢(0), V60 € [—7,0], (19,¢9) € R x €.
Dessa forma, obtém-se o seguinte resultado:

(84)

Teorema 16 (Sistema Descritor - Local) Se existirem matrizes simétricas definidas po-
sitivas Q1,L1,L3,J,X € R"™", matrizes Qa,Q3,Ly € R"*" e matrizes Y,H € R"™*", uma
matriz U € R"™™ diagonal definida positiva e um escalar € satisfazendo:

[ / Q1A' +Y'B |
( N ) +03— 04+ o H 0 10
eQ1A) + *c/L’2
0 % ( %TL3Q3 > (1-€)A;X —BU 0 104 ~0

* * —X 0 0 0
* * * =20 0 0
* * * * -X 0

i * * * x =1 |
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(i) {i J[oLeAglwzo

Y, —H,
aiy | €00 | Sovict, m
o g

entdo, considerando-se K =Y Q;l, para todas as condi¢oés iniciais ¢ € €y satisfazendo

Aonar(QT D12+ T (X O 12+ 5 Amax(T D [S]2 < 1, (85)

as correspondentes trajetorias do sistema em malha-fechada (71) convergem assintotica-
mente para a origem.

Demonstraciao: Reescrevendo o sistema (71) na forma de sistema descritor, conforme
proposto em (FRIDMAN; SHAKED, 2002b), segue que:

10 x(t) | 0 I x(t) 0 t 0
[0 0} [y'(t) ] - [A+BK+Ad —1] [y(t) } - [ Ay ]fz_cy(S)ds— [ B ] w(Kx(r)).
(86)
Define-se agora o seguinte conjunto de matrizes:

o - . - P 0 o 01 0 _1_ -1
x_[x y},E—Dlag(I;O)JP_|:P2 P3:|_|:Q2 Q3:| -0

Observe que se (i) ¢ satisfeito, tem-se que —Q3 — Q4 < 0, o que implica que Q3 é ndo-
singular. Se Q7 > 0, segue que a matriz Q definida acima € inversivel.
Considere o funcional de Lyapunov-Krasovskii

V(t,x;) =Vi+Vo+Vs,

com
Vi = ¥ EPX,

Vy = /Z X' (6)Sx(0)de,

t—

T
0 t
v3:/ / V/(8)Ry(0)d6ds, ¢ R, S > 0.
—TJt+s

Calcula-se agora V(t,x,) ao longo das trajetorias do sistema. Para isso, define-se o
seguinte conjunto de matrizes:

] 0 17 0] ~ [0
A= {A+BK+Ad —I]’Ad_{Ad} eB_{—B}’
segue que
t

Vi =28 (DAPR(t)—2 [y (s)A,Px(t)ds + 2 (Kx(t))B'Pi(t).

—7

Garantindo que { I: M } > 0, obtém-se (MOON et al., 2001) que

Z

J/J’Mg/g{ﬂl[f M;NHZ;}.
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Aplicando este resultado com
b=y(s), M =¢€A,P, N=A\Pea=xt)

obtém-se (FRIDMAN; SHAKED, 2002b):

/ 1\ 4/
Vi <2%(t)A'PE(t) + 2y (Kx(¢))B'Px(t) + [, { i_((g } [lj (€ ;)Adp} {Y(S) }ds.
Note que considerando

L, L
_ p—1 Y _ 1 2
J=R ,L—QZQ—{* LJ,

e pré e pos-multiplicando (ii) por Diag(R, Q' _1) e sua transposta respectivamente, segue
que

R €A,P
* Y4

|=0
Entdo, garantindo que (ii), é satisfeita e definindo € = € — 1, conclui-se que:

Vi < 28 (0)A'PR(r) + 2/ (Kx(r))B'Pi(r) + T2 () Zx(1)
+ 1V (5)Ry(s)ds +2X (1) A Px(t) — 2x' (t — T) (EA/,P)x(1),

(
Vi < 2% ()A'Px(t) + 2y (ve)B' Px(t) + &' (t) Zx(t)

e ORsoas 1280 | F a0 2000 | FF |50

Agora calcula-se V5 e V3

Voo < 1y (0)Ry(r) — J[ oY (s)Ry(s)ds
= () { 8 3? })E(t) —f[t_ry’(s)Ry(s)ds.

Vs

IN

X (£)Sx(t) —x'Sx(t — 1)
— () { 00 1;20) _#(t—1) [ o0 ]X(t— o).
Suponha que x(7) € ., do Lema 3, entdo
V(t,%) < V(t,x) =2y (Kx(1))T (w(Kx(r)) — Gx(1)),
obtém-se,
V(t,x) < 2% (t)A'Px(t) + 2y (Kx(t))B Px(t) + tx (t) Zx(t)
0| 5 g |50 r200] FGF s -2xe-n | Fe” |5
—P(—1) [ - } £t — 7) — 29 (Kx(0)T (w(Kx(1)) — Gx(1)).

ou equivalentemente V (¢,x;) < 0’26, com 6 e Z dados por:

o'=[x'(t) X(t—1) W (Kx(r)) ],
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_— ] < 0 -
A’P+P’A+rZ+< ) ,
Sil p O_ R [ —&P'A; 0] {GOT ] +PB
= _ +( S )+(5P’Ad 0)
-5 0
* { 0 0] 0
i * * —2T ]

Suponha que E < 0. Entdo pré e p6s multiplicando por Diag(Q’,X,U) e sua trans-
posta, respectivamente, definindo-se

o=pP ' s '=x,R'=J,U=T"",GOy=HeY =KQ,

e aplicando complemento de Schur a desigualdade matricial obtida, pode-se concluir que
esta é equivalente a condi¢do (i) do Teorema 16. Logo, as condi¢des (i) e (ii) garantem
que V (t,x;) < 0, contanto que x(¢) € .. Da defini¢do de V(z,x;), pode-se concluir que:

ZoninPr[|9 (0)[| < ¢ (0)P19(0) < V(2,6) < 9/(0)P19(0) +{f_f¢’(8)_5¢ (s)ds
+ 22 L O (R (5)ds < (AmaxPt + ThnaxS)I91IZ + 5 AmaxRI| 9 I7-

Com isso, V (¢,x;) € um funcional de Lyapunov-Krasovskii. Logo,
Vo €6y, Vit,x) <0
e as trajetdrias do sistema convergem assintoticamente para a origem.

O

Corolario 4 (Sistema Descritor - Global) Se existem matrizes definidas positivas Qj,
Ly, L3, X, J,€ R, matrizes Qa, O3, Ly € R, H e Y € R™*", uma matriz diagonal
U € R, e escalares € e y > 0, satisfazendo as desigualdades (i) e (ii) no Teorema 16,
com H = GQ,, entdo considerando-se K = YQI_1 a origem do sistema (71) é globalmente
assintoticamente estdvel.

Demonstracao: A demonstracdo é analoga a do Corolario 2.

4.2.3 Problemas de Otimizacao

Nesta se¢do, mostra-se como utilizar as condi¢des apresentadas nos Teoremas 13, 14
e 16, para a maximizagdo dos conjuntos &(P) ou ;(d), ou ainda a maximizacdo do
atraso admissivel para & (P) ou %;(9) dados.

4.2.3.1 Maximizacdo do conjunto de estados iniciais admissiveis
A) Caso independente do atraso
e Lyapunov-Razumikhin: No caso do Teorema 13, utiliza-se uma func¢do de
Lyapunov-Razumikhin para provar a estabilidade, sendo assim, o conjunto

de condigdes iniciais admissiveis € o elipséide & (P). Para isso, considera-
se, por exemplo, a maximizac¢do do eixo menor de &'(P), a partir do seguinte
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problema':
min Ay
sujeito as relagdes: (i), (ii), (iii) do Teorema 13 e
Awl I (87)
) >
(iv) [ 1w } > 0.

e Lyapunov-Krasovskii: Para o Teorema 14, é necessiario maximizar a bola
P:(6). A idéia neste caso é minimizar o valor de

(ﬁl 2'max(vv_l) + ﬁZﬂfmax(R)%

com f3; e 3, parAmetros de ajuste. Isto pode ser indiretamente feito, conside-
rando o seguinte problema de otimiza¢do convexo:

min B Aw + B2Ar
sujeito as relagdes (i), (ii) do Teorema 14 ¢
Awl 1

w

(iii) l ; o

]zo, Axl > R.

B) Caso dependente do atraso

e Sistema escrito com atrasos distribuidos: Utilizando-se as condi¢des do Teo-
rema 15, uma maneira de maximizar % (6) é considerar o seguinte critério:

min ﬁllmax(‘/vil) + ﬁZlmaxR —+ ﬁ3lmax((A +BK)P171 (A +BK)>+
B4)Lmax (A&PZ_ lAd) + BSArmax (B,PS_IB) .

Entretanto, tal critério ndo € convexo. Alternativamente esta minimizacao
pode ser indiretamente feita considerando-se o seguinte problema de otimiza-
¢ao convexo’:

min 31 Aw + PoAg + B3Ap, + BaAp, + BsAp,
sujeito as relagdes (i), (if), (iif) do Teorema 15 e

AT A, Al

)| 7 w20 A0 Arl > R, (89)
Ap I WA'+Y'B' o [ Ml B >0.
* Pl ’ S P3

e Sistema descritor: Com o objetivo de garantir a estabilidade do sistema (71)
em malha-fechada, pelo uso do Teorema 16, as condic¢des iniciais ¢ precisam
verificar a condicdo (85). Dessa forma, assume-se que

1912 < 81 ell9]I? < &

Neste caso, o objetivo é maximizar os limites para ; e ;. Formula-se assim
o seguinte problema de otimizagio®:

"Note que a LMI (iv), bem como a LMI (iii) do problema (88) sdo equivalentes a Ay > Ao (W™1).

Isto deve-se ao fato de que as LMI’s da condi¢io (88) serem respectivamente equivalentes a
AIW > 2fma)c("vil)s 2sz > 2fr7zcl.vc(A:1I)271Ad), 2fR > 2fma)c(R)7 2fPl > 2fmax((A +BK)Pf1(A +BK)) € }LP3 >
Amax(B'P; 'B).

3Neste caso, as LMI's da condigo (iv) sdo respectivamente equivalentes a Ao, > lmax(QI’l), Ax >

Ama.x (Xil )a 2fl Z )vmax (J)
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minﬁllQl + BoAx + B3y

sujeito as relagdes (i), (if), (iii) e

[ Al T AxI 1 Ml T

(90)

4.2.3.2 Maximizacdo do atraso admissivel para um dado conjunto de estados iniciais
admissiveis

A idéia aqui é encontrar o intervalo mdximo do atraso [0, %], para o qual é possivel
encontrar um conjunto de condicdes iniciais garantindo a estabilidade assintdtica local.
Considera-se entdo o seguinte problema, para cada um dos Teoremas 14, 15 e 16:

maxh 1)
sujeito as desigualdades matriciais dos respectivos Teoremas.

Por outro lado, considerando dado um conjunto de condic¢des iniciais admissiveis para
as quais deve-se garantir estabilidade, pode-se calcular o méximo atraso tolerado. Neste
caso, restricoes adicionais a (91) devem ser consideradas, para cada um dos casos, como

segue:

A) Caso independente do atraso:

e Lyapunov-Krasovskii: Mesmo que as LMIs do Teoremas 14 sejam indepen-
dentes do atraso, o conjunto de condi¢des iniciais admissiveis é dependente,
entdo € possivel calcular o atraso mdximo A, visando a garantia de estabili-
dade especificamente para ||¢||2 < §, com § dado, a restricdo (iii) de (88) e a
restricao

(lw + TAR>5 <1

que devem ser adicionadas ao problema de otimizacao (91).

B) Caso dependente do atraso:

Para este caso, tanto as desigualdades matriciais quanto o conjunto de condig¢des
iniciais admissiveis, depende do atraso #.

e Sistema escrito com atrasos distribuidos: Neste caso, calcula-se &, visando a
garantia de estabilidade especificamente para ||¢||2 < §, com & dado, a restri-
¢do (iv) de (89) e a restrigao

2 2 2
(lw—i-TAR-f-%)LPI —|—%7LP2+ %)Lp3||G||2)5 <1

devem ser adicionadas ao problema de otimizagdo (91).

Perceba-se que além de fixar & € necessdrio que se fixe Ap,. Assim, faz-se uma
busca iterativa em 4 e Ap, em uma busca sobre uma grade bidimensional, para
poder resolver este problema.

e Sistema descritor: Aqui o conjunto de condicOes iniciais admissiveis depende
também de (]5, assim, considerando calcular o maximo /4, visando a garantia de
estabilidade especificamente para ||¢[|2 < 8; e ||¢]|2 < &, com §; e &, dados,
arestri¢do (iv) de (90) e a restrigdo

(Ao, +T2x)61 + S A8 < 1

devem ser adicionadas ao problema de otimizagao (91).
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Observacao 5 Se comparados os problemas de otimizagdo acima com os obtidos em
(TARBOURIECH; GOMES DA SILVA JR., 2000) e em (CAO; LIN; HU, 2002), percebe-
se que estes sdo obtidos diretamente na forma de LMIs, as quais sdo em menor niimero.
Isto se deve ao fato de utilizar-se a condi¢do de setor generalizada para ndo-linearidades,
tipo zona-morta, para modelar a saturacdo, ao inves da abordagem politopica.

Observacao 6 Em se tratando do caso de andlise de estabilidade, no artigo (GHIGGI;
GOMES DA SILVA JR., 2006a) sdo apresentados exemplos com o objetivo de mostrarem-
se as vantagens obtidas com a utilizacdo da fungdo de Lyapunov-Razumikhin sobre o
funcional de Lyapunov-Krasovskii, no caso independente do atraso, e as vantagens do
Sistema Descritor sobre a representagdo do sistema com atrasos distribuidos, utilizando o
funcional de Lyapunov-Krasovskii. Para o caso de estabilizacdo essas vantagens poderdo
ser percebidas no Exemplo 1 a seguir.

4.3 Tolerancia e Atenuacao de Perturbacoes

4.3.1 Resultados Teoricos

Considere o seguinte sistema com atraso no tempo:

x(t) =Ax(t)+Ayx(t — ) — Buu(t) + By,w(r)

z(t) =Cx(t) — Dyu(t) + Dy,w(t) 92)

novamente supde-se que a entrada esteja sujeita a satura¢des u(r) = sat(Kx(t)). Utilizando-
se a funcao zona-morta definida em (29) para modelar a saturagdo, t€ém-se:

#(1) = (A+BuK)x(t) + Agx(t — 7) — Buw(Kx(t)) + Buw(r)

z2(t) = (C+D,K)x(t) — Dyy(Kx(t)) 4+ Dyw(r) (93)

sendo x(7) € R", w(t) € R? os vetores do estado e da perturbagio, respectivamente. z(7) €
R? corresponde a saida medida e z(z) € R" é a saida regulada. A, Ay, By, By, C, D, ¢
D,, sdo matrizes constantes de dimensdes apropriadas. Supde-se que o par (A,B) seja
controlavel e o par (C,A) seja observavel. T é o atraso no tempo, suposto constante e
conhecido.

Nesta secdo, diferentemente do artigo (GHIGGI; GOMES DA SILVA JR., 2006a) e
da secdo 4.2, considera-se que o sistema esteja sujeito a perturbacoes limitadas em norma
2, ou seja, assume-se que

1
= (94)

w3 = /O "W (w(n)dr <

Conforme comentado no Capitulo 2, dois problemas sao de interesse neste caso: a estabi-
lizagdo estrada-estado e a estabilizac@o entrada-saida. Sendo assim, o objetivo neste caso
consiste em calcular um ganho de realimentacao, tal que:

e as trajetorias do sistema em malha-fechada permanecam limitadas, considerando-se
um limite superior para a norma .%> da perturbagao;

e 0 ganho-.% entre a perturbacio e a saida controlada seja minimizado.
Considera-se também que o atraso possa ser variante no tempo, neste caso assume-se que

0<7t(t)<h

t(t) <d < 1. ©3)



67

Os resultados a seguir apresentados podem também ser encontrados em (GOMES DA
SILVA JR.; GHIGGI; TARBOURIECH, 2006).

Teorema 17 Se existirem matrizes simétricas definidas positivas Q1,Ly,L3,X,J € R,
matrizes Qy,03,Lr € R, H e Y € R"™", uma matriz diagonal definida positiva U €
R e escalares positivos € e Y, tais que as seguintes desigualdades sejam verificadas

i H' 0 01 hQ, '\ |
wom () (e) 2 (9) (3)
x —(1—d)X 0 0 0 0 0
. * * —2U 0 ~UD, 0 0
(@) * * * —1 D,, 0 0 <0
* * * * —vI 0 0
* * * * -X 0
| * * * * —hJ ]

com
+Q1A/+Y/B/
/ ]’lL Q3 u
v, = | 2t Qathl ( —Qh+eQiAL +hLy ) |,
* —Q0,— 03+ hLs3
o 0 . Q1C’—|—Y’D;
Zz_[(e—l)AdX}eEG_[ 0 )

entdo, considerando que ¢(0) =0, V0 € [-1,0, |[w|f <@ 'eK=YQ['

1. astrajetorias do sistema (93) em malha-fechada permanecem limitadas no conjunto

O o HYexeRyo k<o Y,

2. ||zl3 < ¥lIwli3,

3. sew(t) =0,Vt >1 >0, x(t) converge assintoticamente para a origem.

Demonstracao: Reescrevendo-se o sistema (48) na forma de sistema descritor, proposto
em (FRIDMAN; SHAKED, 2002b), segue que:

H) 8 } Hg; } N {%+Bu(;<+Ad —11 U X(;; } - [fd } ey ¥(s)ds—
{ "’ } - { N %)
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Note que se (i) ¢ satisfeito, tem-se —Q3 — Q4 < 0, o que implica que Q3 é ndo-singular.
Como Q; > 0, segue-se que a matriz Q definida acima, € inversivel.
Seja o funcional de Lyapunov-Krasovskii

1
V(t,%) = ¥ (1 EPX(t) + / /+ 0)dods+ [ (8)Sx(6)d6
S

t—1(t)

comS=S,R=R >0.
Defina agora

YT =V(t,x)—w(t)w(t)+ %/z’(t)z(t). 97)

Se Y < 0, obtém-se

T
/Ydt:V(T,xT)—V(O,xo)—/ £)dt 4~ / f)dt <0.  (98)
0 0

Supondo-se que ¢(0) =0, VO € [—1,0], segue que V(0,0) = 0 e, portanto, de (98) pode-
se concluir que:

X (T)Q;'x(T) < V(T,xr) < @', VT > 0, i.e. as trajetérias do sistema em malha-
fechada ndo saem do conjunto &(Q !, @), para w(t) satisfazendo (94),

o para T — o: [|z]|3 < 7]|wlj3,

e sew(t)=0,Vr>1 >0ouselim_w(t) — 0, entdo V(t,x) < —%z’(r)z(r) <0,0
que garante neste caso que x(¢) — 0, quando t — oo.

Calcula-se agora I ao longo das trajetérias de (48). Para tanto, definem-se as seguintes
matrizes:

_ 0 1 - 0 - 0 = 0
P Rt R A P
Considerando Vi (r) = ¥ (¢t)EPx(t) entdo,

t

Vi(t) = 2% (t)A'Px(t) — 2 ( )y’(s)A;Pi(t)ds + 2y (Kx(t))B'Px(t) + 2w (t)B,,Px(t).
t—71(t
Garantido que
R M 0
* Z Y

tem-se que

/
e Lo [V [2]
Q ol a * VA a
(MOON et al., 2001). Aplicando este resultado com

b=y(s), M =€A,P, N=A\Pea=xt)

],

1 Px(1).

(FRIDMAN; SHAKED, 2002b), obtém-se:

Vi) < 22 OAPR0 T L, [ﬁ_ﬁf
2/ (Kx(1) BPE(1) + 20/ (1)

£ R[5 o

)
)
B
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Considerando-se

J=R ' L=070= [Ll Lz ]

*L3

e pré e pés-multiplicando-se (ii), por Diag(R,(Q')~!) e Diag(R,Q~!), segue que

R eAlP
IRAE

Entdo, garantindo que (if) é satisfeita, conclui-se que:

Vi(t) < 28 (0)A'Px(t) + 2y (Kx(1))B'Pi(t) +2w' (1) B, Px(t) + hi (1) Zx(r) +
[ (5)Ry(s)ds + +2x'(t) (e — 1) AL Px(t) — 2x/ (t — ©(¢)) (€ — 1) AL Px(t).

99)
Sejam .
v = [ [ Y©Rs(O)0ds
e
Va(1) = /tr(t)x'(G)Sx(G)dG,
calculando-se agora V, e V3, obtém-se:
Val) < YR — [y (5)Ry(s)ds
= 70| o e | 7O~ K ORI (100
Vi(t) < X(t)Sx(t) — (1 —d)x'(t —©(¢))Sx(t — 7(t))
S 0 (101)

- )?’(t)[ 0 0]X(t)—Jx’(t—r(t))Sx(t—T(t)).

Suponha que x(¢) € .. Neste caso, usando-se o fato que y(Kx(t)) satisfaz a condi¢do
(36) e levando-se em consideracdo que

2(t) =] C+D,K 0 |x(t)—Dyy(Kx(t)) + Dyw(t) = C. — D,y (Kx(t)) + Dyyw(t)
obtém-se que

Y <026, com 0’ = [7(r) ¥(t—1(r)) v (Kx(t)) W ()]

€
i , -
I (e— PAy <GOT>+P’B—71,C;DM P'B, +1CD,
| o —dS 0 0
T —2T ~1py
* ’ <+Y‘1D;Du> Dby
| * * * (y"'D,,Dy —1) |
com
Y - (e—1)ALP  \pz S 0
I = AP+PA+[ 0 +[ (e-DPA 0] +hZ+| o 0

} +2CIC..



70

Aplicando-se complemento de Schur, nota-se que = < 0 € equivalente a:

B / / Y T
o (e—1)PAy P’B+< GOT) PB, (C+§Du) ((’)) (;l)]>
* —dS 0 0 0 0 0
* * —2T 0 -D), 0 0
* * * —1 D, 0 0 <0
* * * * —vI 0 0
* * * * * —s1 0
* * * * * * —hR!
i ) (102)
(e—1)ALP

com[} =A'P+PA+ { 0 } +[ (e—=1)PA; O0]+hZ

Definindo-se
Q=P ', S'=X,R'=J,U=T",GOi=HeY =KQ,

e pré e p6s multiplicando-se (i) respectivamente por Diag(P,S,T,I,1,1,I) e sua trans-
posta, segue que (102) é equivalente a (/). Dessa forma, pode-se concluir que (i) e (if)
asseguram que Y < 0, desde que x(¢) € .. Por outro lado, pré e pds multiplicando-se
(iii) respectivamente por Diag(P;,1) e sua transposta, segue que

-G

()~ % ] -0,

P K/
* (D'uo(,-)

o que implica que & (QI_1 ,@ 1) C.7. Entio, estd garantido que as trajetérias do sistema
nunca saem de & (Qfl ,@ 1), e portanto Y < 0, se satisfeitas as desigualdades matriciais
(1), (if) e (iii).

O

Observacio 7 Perceba-se que no Teorema 17 hd a dependéncia de d, na posicdo (2,2)
da desigualdade matricial (i), isto deve-se ao fato de ter-se imposto a condi¢do (95).

Abaixo enunciam-se condi¢cdes que garantem que o sistema seja globalmente assinto-
ticamente estdvel e que o sistema seja .Z5-estavel*, Yw € .%5.

Corolario 5 Se existirem matrizes simétricas definidas positivas Q1,Ly,L3,X,J € R,
matrizes Qy,03,Lr, € RV, H e Y € R™", uma matriz diagonal definida positiva U €
R e escalares € e Y positivos, tais que as desigualdades (i) e (ii) do Teorema 17
com H = GQ1, sejam satisfeitas, entdo considerando-se K =Y Ql_l, para todo w(t) € £
tem-se que:

1. sew#0:

a. as trajetorias do sistema (93) em malha-fechada permanecem limitadas.

b. l2[I3 < ¥Iwl3+V(0,0),

2. sew(t) =0, a origem do sistema em malha-fechada é globalmente assintoticamente
estavel.

4Conforme visto na Defini¢do 1 de Zp-estavel.
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Observacao 8 Considerando-se que a taxa de variagdo do atraso seja d > 1, condigoes
semelhantes as do Teorema 17 podem ser obtidas. Basta considerar o seguinte funcional
de Lyapunov-Krasovskii:

V(t,x) = £(t) EPE(t) + / Oh /tjrsy'(e)Ry(G)des

com R > 0. Para este funcional e € = 1, a condi¢do (i) do Theorema 17 é simplificada e
torna-se independente de d, conforme abaixo:

[ H' 0 hQs \ ]
5w ) (5) 2 (i)
0 0 0 0

*
(i) * —2U 0 ~UD, 0 <0
* * —1 D), 0
* * * —vI 0
* * * * —hJ

As condigoes (ii) e (iii), permanecem as mesmas.

4.3.2 Problemas de Otimizacao

A partir das condi¢cdes do Teorema 17, podem ser formulados problemas de otimi-
zacdo para a determinacdo do ganho K com os objetivos de: maximizar a perturbacdo
admissivel, minimizar o ganho .% e maximizar o limite superior para o atraso.

4.3.2.1 Maximizacdo da perturbacdo admissivel

Deseja-se neste caso, maximizar a tolerncia a perturbacdo. Considerando ||WH% < % a
idéia é maximizar o limite da perturbacao %, para a qual pode-se garantir que as trajetorias
do sistema (93) permanecam limitadas. Isto pode ser resolvido pelo seguinte problema de
otimizacao.

min O

sujeito as relagdes (i), (ii) e (iii). (103)

Observacao 9 Note que neste problema de otimizagdo nenhuma restricdo é imposta
sobre a vardvel Y, podendo essa assumir qualquer valor positivo.

4.3.2.2 Minimizacdo do ganho &>

Neste caso, deseja-se resolver o problema de atenuacio a perturbagdo, ou seja, dado
um limite (1/®) para a perturbagio admissivel, a idéia ¢ minimizar o limite superior /¥
do ganho-.%%;

miny
sujeito as relagdes (i), (if) e (iii). (104)

4.3.2.3 Maximizar o limite superior para o atraso

Dados o limite (1/®) para a perturbacdo admissivel, o limite minimo (/) para o
ganho-.%, e a taxa de variacdo maxima d para o atraso, a idéia € encontrar o limite maximo
h do atraso para o qual pode-se garantir que as trajetdrias do sistema (93) sejam limitadas
com um ganho-.%, pré-especificado.

maxh

sujeito as relagdes (i), (ii) e (iii). (105)
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Observacdo 10 Considerando-se um € fixo, as condigdes (i) and (ii) no Teorema 17 sdo
LMIs e os problemas de otimizacdo, formulados aqui, sdo convexos. Assim, a solugcdo
otima para os problemas pode ser obtida através de uma procura iterativa, realizando
uma varredura unidimensional em €. Por outro lado, devido ao produto entre h e as ma-
trizes Q, L e J, a solugcdo do problema da maximizagdo do limite para o atraso pode ser
obtido pelo aumento do valor de h iterativamente, e testando a factibilidade das condi-
tions (i), (ii) e (iii) no Teorema 17, as quais sdo LMIs para h e € fixos.

4.4 Exemplos Numéricos

Exemplo 1 Considerando o sistema (71) dado por:

115 0 -1 10
A:{0.3 —2}’Ad:{o O]’B”:[l]

e uy = 15; 7 =1, resolvem-se todos os problemas de otimizacdo formulados na se¢do
4.2.3.

o Estabilizagdo Independente do Atraso - Lyapunov Razumikhin:
Pela solucdo do problema (87), tem-se que o eixo menor do elipsoide mede 6644.7
e a matriz de ganho é dada por

K= -77404-7772 |.

Perceba que nas condicoes do Teorema 13, bem como no problema de otimiza¢do
(87), ndo aparece a dependéncia do atraso.

o Estabilizacao Independente do Atraso - Lyapunov Krasovskii:
Pela solugcdo do problema (88), tem-se que o raio da bola de estabilidade é dado
por 3102.1, sendo a matriz de ganho dada por

K =] —-10493 —5363 ].

Embora nem as condicoes no Teorema 14 e nem o problema (88) sejam dependentes
do atraso, tem-se que o raio que determina o conjunto de estabilidade é dependente
do mesmo. Esse fato pode ser percebido na Tabela 1, quanto maior o valor de
atraso permitido, menor serd o raio do conjunto $(9).

Tabela 1: Influéncia do atraso no raio do conjunto %;(8) para o caso independente do
atraso.

T 0

1 3102.1
0.5 | 4731.9
0.25 | 6418.0
0.05 | 8976.7
0.01 | 9754.5
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Observacao 11 De acordo com o ilustrado na Tabela 1 pode-se concluir que para
atrasos pequenos, a solucdo do problema (88) é menos conservadora que a solugdo
problema de otimizagdo (87).

o Estabilizacdo Dependente do Atraso - Sistema com atrasos distribuidos:
Neste problema, além das condigcées do Teorema 15 serem dependentes do atraso,
a determinagdo do conjunto B,:(8) também depende. Assim, considerando-se no
problema (89) que B; =1, i = 1,...,5, obtém-se que atrasos maiores implicam num
conjunto %1 (8) menor, conforme mostrado na Tabela 2.

Tabela 2: Influéncia do atraso no raio do conjunto %B,;(6) para o caso dependente do
atraso.

T 0 K

1 18.0091 —0.2717 1.6700
0.5 | 22.3491 —0.2675 1.6370
0.25 | 26.7949 —0.2634 1.5978
0.05 | 36.7597 —0.2446 1.3911
0.01 | 52.1778 —0.2166 1.0874 |

o Estabilizagcdo Dependente do Atraso - Sistema Descritor - Local:
Condiderando-se que 8, = &, e B = B = B3 = 1 no problema (90), constroem-
se as Tabelas 3, 4, 5 que ilustram a dependéncia do atraso com o conjunto de
estabilidade, ou seja, quanto maior o atraso menor o raio da bola

2
F:(8) = {9 € 67 (Amax(Q1 ) + Thmar(X 1) + %Amaxu”))wu% <1}

Para cada caso tem-se o € relacionado que permite que estes valores sejam maximi-
zados. Observa-se que, neste caso, é possivel obterem-se solu¢des menos conserva-
doras para o tamanho do conjunto de condicoes iniciais admissiveis que nos casos
precedentes, confirmando a reducdo do conservadorismo imposto pela abordagem
de sistema descritor.

Tabela 3: Influéncia do atraso T = 1.5 no raio do conjunto %;(9).

K 0 £
[ —1511.8 —751.4 ] | 3.2705¢ x 10° | 0
[ —6.9950 —0.1507 | | 3.0678 x 10° | 0.7
[ —5.8610 0.4098 | | 2.7421x10° | 1

Observacao 12 Perceba-se que em se tratando da obtengdo de condigcoes que sejam de-
pendentes do atraso, a utilizacdo do Teorema 16, permite a obtencdo de resultados menos
conservadores que os obtidos através da utilizacdo Teorema 15.
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Tabela 4: Influéncia do atraso T = 1 no raio do conjunto %.(0).

K 0 €
—2166.3 —1076.0 | | 4.0682x 10° | 0
—8.2354 —0.3135 | | 5.6610x 10° | 0.8
[ —7.0944 0.4605 | | 6.1831x10° | 1

Tabela 5: Influéncia do atraso T = 1.5 no raio do conjunto %;(9).

K 0 3
[ —2612.8 —12982 | |5.3837x10° | 0
[ 165107 —1.3381 | | 1.1221 x 10* | 1
[ —10.0244 0.6086 | | 6.8040 x 10° | 1.4

Exemplo 2 Considere o sistema dado por:

115 0 -1 10
A‘{os —2]’Ad_lo 0}’3—[1]’

0
0.5

T=1.5;€=0.2;up=15;d =0.
Resolvendo-se o problema de otimizacdo (103), obtém-se que® @ > 1.379 x 107, logo
|lw||2 <269.2885. Para este valor de @, resolve-se o problema (104), obtendo-se assim

Y =939.1233.
Na Tabela 6, apresenta-se como o atraso estd relacionado com o limite para a norma

C=|[5 1];BW:{ ];DM:O;

£ e com o ganho-45, e é obtida fixando-se \/g e /Y e resolvendo-se o problema (105),
o valor mdximo para h é obtido a partir de um problema de factibilidade.

Tabela 6: Relagdo do atraso com a norma %% e com o ganho-.%5.

g | VT | h
223.6068 | 26.4575 | 2.9706
0.0022 | 26.4575 | 14.0419
0.0022 | 8.3666 | 13.4801

Observando os resultados obtidos na 2° linha da Tabela com a 1%, perceba-se que a
medida que diminui-se o valor do limite para a norma £ da perturbacdo e mantém-se
fixo o valor do ganho-%, o valor do atraso mdximo aumenta. Observando agora os
resultados obtidos na 3¢ linha da Tabela com a 2°, perceba-se que a medida que mantém-
se o valor do limite para a norma £ e diminui-se o valor do ganho-25, o valor do atraso
mdximo diminui.

Svalor de € utilizado para resolver (103), foi obtido atravéz de uma busca no intervalo [—1,2] com um
passo de 0.1.
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4.5 Conclusao

Neste capitulo apresentaram-se os resultados obtidos em relacdo ao problema de rea-
limentacdo de estados. Num primeiro momento, trabalhou-se a questdo da estabilizagdo
interna, onde sdo apresentadas condi¢Oes para estabilizacdo local e global, via utilizacdo
dos Teoremas de Lyapunov 1 e 2, tanto para o caso independente do atraso como para
o caso dependente do atraso, juntamente com problemas de otimiza¢do convexos. Num
segundo momento, consideraram-se a atuagdo de uma perturbacdo limitada em energia
sobre o sistema, dessa forma, apresentou-se condi¢des locais e globais para que as tra-
jetdrias do sistema em malha-fechada permanecessem limitadas.

Comparando-se agora os resultados obtidos com (FRIDMAN; PILA; SHAKED, 2003),
tem-se que, para obter condi¢des com a finalidade de projetar um ganho K, neste trabalho
¢ utilizada a representacdo politépica mais geral (28) para a saturacdo, o que permite
que sejam obtidas apenas condicdes locais de estabilidade. Ja na abordagem proposta
no Teorema 17, devido a utilizacdo da condicdo de setor generalizada (36), obtém-se
condi¢Oes de estabilizacdo tanto locais como globais. Outra desvantagem da utilizagdo
do modelo politépico (28) é a grande quantidade de LMIs, as quais apresentam-se num
ndmero de 2 x 2" +m + 1, ao passo que no Teorema 17 encontram-se apenas 2 + m
LMIs. Considerando o problema de atenuagdo e tolerancia a perturbacdo em (FRID-
MAN; PILA; SHAKED, 2003) para projetar o ganho K é necessario que se utilize a fun-
¢éo de Lyapunov-Rhazumikhin para a obtenc@o da constante f3, utilizada para determinar
o conjunto dos estados atingiveis, juntamente com o funcional de Lyapunov-Krasovskii
para garantir (59), isso fornece as desigualdades matriciais (i), (ii), (iii) e (iv) do Teorema
10. Por outro lado, na abordagem aqui apresentada, as condi¢des sdo menos complexas e
ndo hd necessidade de que w seja limitado em amplitude, apenas em norma .%5.
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5 ESTABILIZACAO POR REALIMENTACAO DINAMICA
DE SAIDA

5.1 Introducao

Neste capitulo, propde-se uma metodologia de projeto de controladores dindmicos,
com o objetivo de estabilizar sistemas com atrasos e saturagao de controle, por realimen-
tacdo de saida, e resolver problemas de atenuacdo e tolerincia a perturbagdes. Como o
sistema apresenta atraso nos estados, considera-se que o controlador também apresente
atraso. Este tipo controlador da-se o nome de controlador dindmico ndo racional, caso
contrario, ele € chamado de controlador racional. Os controladores racionais tém sido
objeto de estudo de muitos pesquisadores, por exemplo, em (JEUNG et al., 1996), (ES-
FAHANI; PETERSEN, 1998), (CHOI; CHUNG, 1997), (IVANESCU et al., 2000). De
acordo com (OLIVEIRA; GEROMEL, 2004), a principal limitacdo encontrada no projeto
deste tipo de controlador € que alguns termos dos funcionais de Lyapunov-Krasovskii,
usados nas provas de estabilidade, devem ser fixados a priori ou serem escolhidos com
alguma estrutura particular de maneira a se obter condicdes tratdveis na forma de LMIs.
Com o objetivo de tratar essa limitagdo, em (OLIVEIRA; GEROMEL, 2004) considera-se
um contexto independente do atraso e mostra-se que estas restricdes podem ser eliminadas
a partir da utiliza¢do do controlador ndo racional. Assim, motivados pela utilizagdao desse
modelo de controlador para estabilizar o sistema, mais algumas transformacdes especifi-
cas envolvendo termos de “anti-windup” e a condi¢do de setor generalizada, aplicada a
funcdo zona-morta, para modelar a saturacdo, obtém-se resultados diretamente na forma

de LMIs, os quais serdo apresentados a seguir e encontram-se também publicados em
(GOMES DA SILVA JR.; GHIGGI; TARBOURIECH, 2008).

5.2 Controlador Dinamico Nao Racional

5.2.1 Preliminares

Considera-se o seguinte sistema linear com atraso no tempo e saturag¢do nos atuadores:

x(t) = Ax(t)+Agx(t —7)+ Bysat(v(t)) + Byw(t)
y(t) = Cx(t)+Cyax(t —7) 4+ Dy,,w(t) (106)
2(t) = Cx(t)+C,ax(t —7)+ D ysat(v(t)) + D, ,w(t)

sendo x(1) € R", v(r) € R™, w(r) € RY os vetores do estado, do sinal enviado para o
atuador e da perturbag@o, respectivamente. y(¢) € RP corresponde a saida medida e z(¢) €
R" € a saida regulada. A, Ay, By, By, Cy, Cya> C;, Cog, Dy, Doy € Dy, s30 matrizes
constantes de dimensdes apropriadas. Supde-se que o par (A, B) seja controldvel e o par
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(C,A) seja observavel. T € R é o atraso no tempo, w € o vetor da perturbagdo, o qual
supde-se limitado em energia i.e.,

1

= | W) < —. (107)

Considera-se um controlador dindmico ndo racional com estrutura proposta em (OLI-
VEIRA; GEROMEL, 2004), com a adi¢do de um lago de realimentacio estdtica de “anti-
windup”:

ie(t) = Acxe(t) +Acaxc(t —T) 4+ Beuc(t) + Ec(sat(v(t)) —v(t))

Ye(t) = Cexe(t) +Ceaxe(t — T) + Deuc(t) (108)

com x.(t) € R" o estado do controlador, u.(z) a entrada do controlador e y.(z) a saida do
controlador. Ac, Ac 4, B, C¢, Cc 4, D, € E. sdo matrizes com dimensdes apropriadas. E,
¢ a matriz de ganho de “anti-windup”.

Diferentemente do problema de “anti-windup”, descrito na secdo 3.4, no presente
caso, o objetivo € projetar-se simultaneamente um controlador ndo racional e um ganho
de “anti-windup” estatico, ou seja, deseja-se propor um método que calcule as matrizes
do controlar ndo racional, que leve em conta os efeitos causados pela saturacio e o com-
portamento nio linear do sistema em malha-fechada, de forma a resolver os problemas de
estabilizacdo, de atenuagao e tolerancia a perturbagdo, os quais sao enunciados abaixo:

e Estabilizacdo: na auséncia de perturbacgdes, o controlador precisa garantir a esta-
bilidade do sistema para toda condigdo inicial iniciada em um conjunto ¥ C 2.
Implicitamente a este problema, tem-se o fato de projetar um controlador com o
objetivo de maximizar o dominio de atracdo do sistema em malha-fechada.

e Atenuacao e Tolerincia a Perturbacdo: a idéia neste caso, consiste em garantir
que as trajetdrias do sistema sejam limitadas para toda perturbacdo satisfazendo
(107) e, em adigdo deseja-se minimizar o ganho-.%, da perturbagdo w(z) para a
saida regulada z(z).

Com o objetivo de colocar-se o sistema formado pela interconexao entre a planta € o
controlador, dada por v(t) = y.(t), u.(t) = y(t), numa forma mais compacta, define-se
convenientemente um vetor de estados aumentado & (¢) = [ x(t)' x.(r)’ }/ e as seguintes
matrizes:

o [A+BchCy B.C. } o {Ad+Bch.cy,d BuCc,d]
B.C, A. |7 B.Cy 4 Acg

b

C[B.]., [0 o _[BuDeDyy+By]
S e e

(109)
Ky = DDy y; Kl[/ =0, K= [ DcCy Ce ] s Kg = [ DCCy,d Cc,d ] ;

C=[C+D,uD.Cy DCc|;Cy=][Crut+DuDCyq Do uCey |;

Dy =D+ D;uD:Dy,; Dy =—D,,.

)
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Assim, pode-se representar o sistema em malha-fechada por:

é(t) = A (t) +Ad§(l —17)— (B+RE)y(y.) +]BWW(I) (110)
z2(t) = C&(t) +Dyy(ye) +Dyw(t)
sendo,
yc(t>: Kg(t)"i_Kdé(t_T)"f_KwW(l) (111)

W(ye(r)) = ye(t) = sat(yc(r)).

O sistema em malha-fechada admite as seguintes condi¢des iniciais
0(8)=[Y(t0+0) x(o+6) ] =[9/(6) ¢.(6)], V6 € [-7.0.

Considera-se uma matriz G = | G| G5 | € R"™*?", e define-se o conjunto

A n
7 2 {E €T (Kp) — Gy)E| S upgi=1,m}.

Assim, pode-se enunciar o seguinte Lema a respeito da ndo-linearidade y(y.), apresen-
tada na secdo 2.3.2.

Lema 5 Se &(t) € .7, entdo a relagdo

5()
VO'T | Wi - (6 Ky 0K, | 2077 1] <0
Y(ye(t))
w(?)

é verificada para toda matriz T € R™*™ diagonal definida positiva .
Demonstracdo: Considere r(r) = GE (1) + K &E(r — 1) + K,,w(z) segue de (111) que,
Ye(t) —r(t) = (K—G)&(t) e portanto, VE(r) € . tem-se que |y, () — r(;)(t) [< uoy,,
i =1,...,m. Deste ponto em diante a demonstracdo segue os mesmos passos dados ao
Lema 1 de (TARBOURIECH; GOMES DA SILVA JR.; GARCIA, 2004), com isso pode-
se concluir que ' (y.)T [y (y.) — r(1)] <O0.

O

E importante notar que o Lema 5 apresenta a dependéncia do estado atraso E(t—1)e
da perturbagdo w(t), além do vetor de estado & (¢), ao passo que o Lema 3 depende apenas
do vetor de estado x(z).

5.2.2 Sintese de Realimentacao Dindmica Estabilizante
5.2.2.1 Resultados Tedricos

Como o objetivo de garantir-se a estabilizacao (local), enuncia-se o Teorema 18, com
condicdes independentes do atraso. Apesar deste fato, como serd visto, a estimativa da
regido de atragdo € dependente do atraso.

Teorema 18 Se existirem matrizes simétricas definidas positivas Xo, Yo7 X11, X5y € RN
uma matriz diagonal definida posztlva S e R"™M o matrizes X12,A, Ay, Be R", C, Cy,
Zy, Zy € R™ Q€ R D € R™ P, tais que as seguintes desigualdades matriciais
lineares sejam verificadas:
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[ A+A+ |
A AaXo+ Ag+ ,
) B.DC, ( 2 ) ( A ) —B,S+Z,
( +X1n ) Bqu BuDCyd
Y()A —|—A/Y0—|-
* BC, +C.B Ay YoAa+ -Q+27, | <0 (112)
Y BC, 4
+Xo0 '
* * —X11 —X12 C&
* * —X22 é&D/
* * * -28
Xo * *
I Yo * >0 i=1,...m (113)

Coy 2wy DwG—2Zy Uy

com ¥, = AXo+ XA’ + B,C + C”B; + X1, entdo, considerando-se w(t) =0, ¥t >0, o
controlador dindamico (108) com

E. = -V, 'YoB,+V,'0s™!

Ceqg = D

D. = (d Dccy,dxo)(U(;)*l

Cc = (C=DeCyXo)(Up) ™! (114)
Ae = Vi '[A— (YoAXo + YoB.uC + VoB.CyXo)|(Uf) ™!

B, = v YB-YyB,D)

Aca = Vo 'Aa— (YoAuXo +YoBuCy+ VoB.CyaXo)|(Uf) ",

as matrizes Uy e Vy verificam a igualdade VoUy = I, — Yo Xo, garante que para toda condi-
¢do inicial ¢ = [ O O, } pertencente ao conjunto

To= {0 €€ : ¢'(0)Ro (0 +/ XTI $(6)d6 < 1} (115)
com
Y V., | Xu X2 | Xo 1
PO‘[VO' . }’X—[x;z Xls}en_{lfé o]’

as trajetorias do sistema em malha-fechada (110) convergem assintoticamente para a
origem.

Demonstracao: Semelhantemente a (OLIVEIRA; GEROMEL, 2004) utiliza-se o se-
guinte candidato a funcional de Lyapunov-Krasovskii

V&) =EOREN+ [ EOPE@O)0 (116)
com Py = { ‘{2 ‘:O } andPO_1 = { )52 lio ] . Segue que

V(t,&) = 25" (0)RG () + &' ()PS(H) =& (t—T)PS(1 —7)
= 2[A8(t) +As8(t —7) — By +RE)Y(ye(1))/ P& (1) + &' (1) P& (1)
=& (t=1)P&(t—7)
28" (1) AR (1) + 28" (1 — T)AGROE (1) — 29" (e (1)) (B + RE.) Pog (1)
+8'(OPE(1) =&t —T)PG(t — 7). a1
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Suponha que w(z) =0, Vr € Re que &(¢) € .7, do Lema 5, segue que

V(t,&) < V(£,6) =2y (re(t))T (w(ye(r))—

/ ' ’ / 118
(6 K 0][&0 -1 wow ). 1P
Segue que V(1,&) < 0/()Z6(1) com 0(1) = [ £4) E(t—1) ¥ () e
AIPo—l—P()A—l—Pl PoAy —Po(Bu+REC)+GIT
B = * —-P K&T ) (119)
* * 2T
Define-se entao uma matriz
oI Xo 1
-1 o]

(SCHERER; GAHINET; CHILALI, 1997), (OLIVEIRA; GEROMEL, 2004).
Note-se que da condi¢do (113), segue que a matriz

I —YpXo € ndo-singular,

o que implica que sempre € possivel calcular matrizes ndo-singulares Vj e Uy verificando
a equacao
VoU = I —YoXo.

Este fato garante que I1 € ndo-singular.
Pré e p6s multiplicando (119) respectivamente por Diag(IT" IT' S) e Diag(I1 II S)
com S =T~1, obtém-se:

H/A/P()H + H/P()AH + I'I’P1H HIP()AdH —H/PO (Eu + REC)S +IT'G’
x —IVPII 'K, . (120)
* * —28

Definindo

/ v | X X2
= X 0]

e considerando
A = YoAXo + YoBuD.CyXo + VoB.CyXo + YoB,C. U, + VoA U,

B =YoB.D:+VoB,
Ag = YoA X0 +YoBuD Cy 4 Xo + VoB:Cy 4 Xo + Y()BMCQdU(/) + V()AC’dU(l),

. 121
C = C.U} + D.CyXy, az1)
D=D.,C;=C,4U|+D.CyqXo,
7y =G}, Z| = XoG + UG}y e O = YoB,S + VoE.S,

segue que:

AXo+B,C A+B,DC Xy I
/ _ u u y . ! _ .
HPOAH_[ A YoA + BC, }’HPOH_{ 1 Yo]’
B,S Z! ¢
!/ _ u . el 1 . Ime! dA .
AgXo+B,Cqy Ayg+B,DC,
IT'PyA T = Nt Jovd
054 |: Ay YOAd‘l’BCy,d-
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Como II e S sd@o matrizes ndo singulares e, se a condi¢do (112) do Teorema 18 é
verificada, tem-se que V (¢,&) < 0 acontece para as matrizes A, Aca, Be, Ce, Cey, Ec €
D, definidas em (114), desde que & (1) € ..

Pré e p6s multiplicando-se agora a desigualdade (113) por

i

e sua transposta respectivamente, € Como
KII = [D.C,Xo +C.U) D.Cy)|=[C DGy,
segue que a condicdo (113), garante que
EPy) ={E e RM E'RE<1} C .7

Considerando-se que
V(tv ét) < 0

e da defini¢do do funcional V(z,&;), segue-se que:

EOREN SV(,8) <V(0.6) = OREO) + [ E6YRE©ON0. (129

Entdo, assegurando-se que a condicdo inicial ¢ € &, pela defini¢do dada em (115), segue-
se que
E'()PE(r) < 1.
Dessa forma, é possivel garantir-se que as trajetérias nunca saem do conjunto & (Py) C ..
Logo, se as relacoes (112) e (113) sdo satisfeitas, obtém-se
V(laét) < 07 V¢ € EO;

e, do Teorema de Lyapunov-Krasovskii, as trajetérias correspondentes convergem assin-
toticamente para a origem.

Suponha agora que o controlador tenha condi¢do inicial nula, i.e.,
x(0)=0ex.(0)=0, VO € [—1,0].

Esta hipétese sugere que o controlador esteja em equilibrio, o que € razodvel supor. Este
fato permite que se caracterize o dominio de condic¢des iniciais admissiveis em fungdo
dos estados da planta, conforme segue.

Note que a partir da demonstracdo do Teorema obtém-se:

ENRE) <V (1,6) V(0,60) =& (0)RE0) + [° £ (6) Pi&o(6)d6 =
[x/(()) Xé(()) ] [ Yo W } { X(()) }—f-f_or[x/(e) XQ(O)] [ P Plz} { X(Q) }d@,

V) e || x(0) P, P
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Supondo-se
0,.(0) =0, i.ex.(tp+0) =0, V0 € [-1,0].

Entao, da equacgdo (124), segue que

§/<t)P0€ (t) < H‘qug(lmaX(Y@ + TlmaX(PH»- (125)
Por outro lado, como
H—l — 0 (Ué)_l
I =Xo(Ugp)~"' |’

segue que P = Xo;.
Neste caso, a estabilidade do sistema em malha-fechada € garantida para toda condi-
¢do inicial ¢(0) pertencente a bola

B(8) = {¢x € Crs || ¢ ||2< 8}
com
5— 1
)Lmax(Y 0) + Tlmax(XZZ).

E importante notar que, os pardmetros que definem Pr(0) podem ser obtidos direta-
mente da solugdo das LMIs (112) e (113). Assim, o objetivo de controle pode ser garantir
a estabilidade no conjunto %;(§) definido a partir dos estados da planta, sendo este tdo
grande quanto possivel. Este problema serd visto na se¢do 5.2.3.

No caso do sistema (106) ser assintoticamente estdvel, pode-se aplicar o seguinte
Corolério, o qual garante condicdes suficientes para a estabilizacdo global do sistema
em malha-fechada (110).

Corolario 6 Se existirem matrizes simétricas definidas positiva Xy, Yy, X11, Xop € R,
uma matriz diagonal definida positiva S € R"™™, e matrizes X12, A, Ay, B € RV,
C, Cg e R D e R™P e Q € RV tal que a desigualdade (112) do Teorema 18,
seja verificada, com Z; = C e Z, = DCy e ainda

{XO I

o

entdo o controlador dindmico (108) com as matrizes definidas em (114), as matrizes Uy
e Vo verificam VyU, = I —YoXy, garante a estabilidade global assintdtica da origem do
sistema em malha-fechada (110).

Demonstracao: Considere G = K. Segue que a condi¢do de setor
VT (W) =[G Ka 0][ &) &-7) v0e)]) <o

é verificada V& (1) € R?", assim segue a estabilidade assintética global.

5.2.3 Problemas de Optimizacao
Conside agora o caso em que o controlador dindmico estd em equilibrio, ou seja,
x:(0)=0ex.(0)=0, VO € [—7,0].

Esta hipétese permite que se caracterize o conjunto de condigdes iniciais admissiveis. Na
seqiiéncia, duas estratégias de otimizacdo, as quais utilizam as condicdes enunciadas no
Teorema 18, sdo propostas com o objetivo de projetar o controlador.
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5.2.3.1 Maximizagdo do conjunto de condigdes iniciais admissiveis

A idéia consiste em calcular um controlador, com o objetivo de maximizar a bola
P:(0), i.e. como o objetivo de maximizar a estimativa da regido de atracdo. Neste caso
o seguinte problema de otimizagdo pode ser considerado:

min A«YO + T )“Xzz

sujeito a (112), (113) e ¥y < A‘YOI ; X < A‘Xzzl- (126)

5.2.3.2 Maximizacdo para um dado conjunto de condicoes iniciais admissiveis

Considere agora um dado conjunto %;(0) de estados iniciais admissiveis. A idéia
consiste em calcular um controlador, com o objetivo de garantir a estabilidade para todas
as condigdes iniciais, satisfazendo ||¢,||> < 8. Neste caso, devem ser consideradas as
seguintes restri¢oes:

Yo < Ayl 5 Xoo < Ayl € Aygd + Ty, I < 871 (127)

Os seguintes critérios de otimizacdo podem entdo ser utilizados:

e maximizar a taxa de decaimento na regido de linearidade do sistema em malha-
fechada (TARBOURIECH; GOMES DA SILVA JR., 2000);

Para resolver este problema é necessdrio resolver o problema (128), fazendo uma
busca unidimensional em 3 (fixa-se B e resolve-se um problema de factibilidade

para as LMIs),
max f3
. . 128
sujeito a (112), (113) e (129) (128)
[ A+ A+ Be
. ePTA X0+ ) ( ePTA+ ) )
X B, DC, A A —B,S+Z
! “ZXIZ} ( Bqu BuDCy,d ‘ !
YA +A,Y0+ Bt
* BC,+C,B Ay < ¢ BYC‘)A” > -0+7, | <0,
+X22 v
* * —X11 —X12 Cé
* * —X2 CA'L;IA)’
* * * -25
- (129)

com X dado no Teorema 18.

e minimizar a cota superior para uma dada fun¢do custo (problema do custo garan-

tido).

Como funcdo custo pode-se definir o seguinte funcional

Y= /:x'(z)Qx(z)dt, com Q=0 >0, QR

o qual € utilizado para medir o desempenho do sistema em malha-fechada.

Suponha que as condi¢Oes obtidas sejam suficientes para garantir que:

V(t,é)+%§’[”Q[1 0]&<0 (130)
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perceba-se que integrando esta desigualdade sobre o intervalo [0,0), é possivel

obter-se:
Y <xV(0,&)=xV(0,¢) <k, V¢ € Eo. (131)
Dessa maneira, escrevendo-se a equacdo (130) em forma de produto matricial,
obtém-se:
[ A+A+ ]
N AgXo+ > < Ag+ > , ~1
I B,DC ( A A —B.S+Z) XoQ:?
_:lezy Bqu BuDCy,d !
YoA+A'Yy+
x BC,+CB Aq < );%2” ) -0+% 0 | _,
+X2p v '
* * _Xll —X12 Cé 0
* * * —X2 CA';D’ 0
* * * * —28 0
* * * * -2 —KI
) (132)
logo a LMI (132) garante que a desigualdade (130) € satisfeita.
Pode-se assim, resolver o seguinte problema:
in K
i (133)

sujeito a (132), (113).

Observacao 13 E importante notar que as condigoes de estabilidade foram obtidas por
estratégias “independentes do atraso”, porém, o conjunto de condigdes iniciais admissi-
veis definido no Teorema 18, no qual a convergéncia assintotica é garantida, é dependente
do atraso.

5.3 Atenuacao e Tolerancia a Perturbacoes

5.3.1 Resultados Teoricos

Nesta secdo estd-se interessado em projetar o controlador dindmico (108) com o ob-
jetivo de minimizar o ganho-.%, da perturbagdo w(t) para a saida regulada z(7). Desde
que as entradas sejam limitadas, um objetivo importante que deseja-se garantir € a esta-
bilidade entrada-estado, ou seja, que as trajetérias do sistema sejam limitadas para toda
perturbacdo admissivel e que o conjunto dos estados atingiveis esteja contido na regido de
atragdo do sistema em malha-fechada. Considera-se agora que ¢(0) =0, VO € [—7,0].
Obtém-se assim tanto condi¢des locais para a estabilidade entrada-estado para perturba-
coes satisfazendo (107) para um dado @, como condi¢des globais, as quais garantem que
as trajetorias sejam limitadas para toda perturbacdo .%>. Tal resultado é formalizado no
Teorema subseqiiente.

Teorema 19 Se existirem matrizes simétricas definidas positivas Xo, Yy, X11, Xpp € R,
uma matriz diagonal definida positiva S € R™*™, matrizes X2, A, Ag, BE R, C, Cy, D,
Z\, Zy € R™" Q € R e escalares positivos Y e @ tais que as seguintes desigualdades

matriciais lineares sejam verificadas
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(X X AyXo+ Buéd Ay —I—BMDCy’d —-B,S+ Zi BMDDy’W + B, X3 ]
x X4 Ay YoAys+BCyy —Q+Z, BDy, +YoB, Zs
* ok —X11 —X17 é& 0 X6
SR * —X5 C;y df)’ 0 Y <0
* % * * =25 lA)Dy7W SD;M
* % * * * -1 DI
B * * * * -yl ]
(134)
Xo * *
by Yo * >0i=1,...m (135)

Ciy =2y DoG—2y Dy,
com A

X = AXQ —I—X()A/ —I—BMC—I—C,B; —|—X11,

Y, = A+A'+B,DCy+ X,

Y= X,C,+C'D,,,
4= YoA+A'Yo+BCy+CiB +Xp,
Is= (C; +DZ,MDCy)/a
6= XoCl,+C,D.,,

Z:7 = (Cz,dj‘ Dz,uﬁcy,d)/a
Yy= D}, DD, +D,,.

entdo, considerando que ¢(0) =0, Y0 € [—1,0] e que |w|3 < @', o controlador
dindmico (108) com matrizes definidas como em (114), as matrizes Uy e Vy verificam
VOU(S =1—YpXo, € tal que:

1. quando w(t) #0

a. as trajetorias do sistema (106) em malha-fechada permanecem limitadas no
conjunto

E(Ry, B )2{E e RMERE <D,

| W —1_ | Xo Uy
PO‘[VO' ] fo ‘{Ua ]

com

b [l2ll3 < vlIwll3

2. sew(t) =0, Vt >t >0, ou se lim;_ow(t) — 0, §(t) converge assintoticamente
para a origem.

Demonstracao: A demonstracdo deste Teorema segue os mesmos procedimentos das
demonstracdes dos Teoremas 17 e 18.

O

Semelhantemente ao resultado enunciado no Corolério 6, para os sistemas assintotica-
mente estdveis em malha aberta, o seguinte Corolario do Theorem 19 garante condigdes
suficientes para a solucdo do problema de atenuag@o a perturbacdo num contexto glo-
bal. Neste caso, pode ser garantido que as trajetérias do sistema em malha-fechada sdo
limitadas Vw(z) € % e para toda condicdo inicial ¢ € €.
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Corolario 7 Se existirem matrizes simétricas definidas positivas Xo, Yo, X11, Xp» € R,
uma matriz diagonal definida positiva S € R™™ matrizes X12, A, Ay, Be RV C, €, €
R D e R™P, Q € R"™™ e um escalar positivo Y tal que a LMI (135) do Teorema 19,
seja verificada, com Z; =C e Zp = DCy e ainda,

{Xg I

0 1720

Entdo, o controlador dinamico (108) com matrizes definidas como em (114), as matrizes
Uy e Vy verificam VoUy = I —YoXo, € tal que:

1. quandow # 0

a. as trajetorias do sistema (106) em malha-fechada permanecem limitadas ¥ ¢ €

Cy eVw(t) € 2.
b. ||zl < vwll3 + v (0),

2. se w(t) =0, Vt > 1 >0, ou se lim_.w(t) — 0, E(t) converge assintoticamente
para a origem.

Demonstracao: Como no Corolério 6, é suficiente definir G = K.

5.3.2 Problemas de Otimizacao
5.3.2.1 Maximizacdo da tolerancia a perturbagdo

Neste caso, a idéia € maximizar o limite superior da norma %, da perturbacido w,
para as quais pode-se garantir que as trajetorias do sistema permanec¢am limitadas. Entdao
resolve-se o seguinte problema de otimizacao:

min @

sujeito a (134), (135). (136)

Note que, neste problema, ndo se estd interessado nos valores de Y, que assumir va-
lores tdo grandes quanto o necessario para garantir que a relacdo (134) seja verificada.

5.3.2.2 Minimizagdo do ganho-2»

Dado um limite 1/®@ para as perturbagdes admissiveis, a idéia aqui é minimizar o
limite superior /¥ para o ganho-.%%, i.e.:

minYy

sujeito a (134), (135). (137)

5.4 Exemplos Numéricos

Exemplo 3 Considere o sistema (106), descrito pelas seguintes matrizes, (OLIVEIRA;
GEROMEL, 2004):

01 1 24 1
A‘lo —31’Ad_{2.4 —2]’3"_Bw_[0]’cy_[l i
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Ca=[1 —-1];C=[1 1];Cq=[0 0]; Dy,,=-0.1; D, =0.1; D,,=0.

Considerando ug =15 e T = 0.5, da resolucdo do problema de otimizacdo (126), obtém-se
as seguintes matrizes para o controlador:

—0.1687
E, = { 00775 } :D, = —0.2184;C. = [ 139.4879 8.5998 |;

Ceq=| —11.1815 7.1147 |;

g _ | 019207 [ 228999 -3.0566) , _ [ ~17609 1.1204
cT | - P 38965 —5.8943 | o4 T | 12804 0.8147 |-

Supondo-se que o controlador tenha condigées iniciais nulas, obtém-se o seguinte
valor étimo de O (raio da bola B:(5) é 0.7153).

A Tabela 7 ilustra os valores de & obtidos da resolugéo de (126) considerando dife-
rentes valores de T. Nesta é possivel observar a relacdo entre o tamanho do atraso e da
regido de estabilidade: quanto maior for o atraso, menor serd a regido de estabilidade.
Note também que através da condicdo de estabilidade, que é independente do atraso,
obtém-se o tamanho da bola de estabilidade (dada por §8), que depende diretamente do
atraso.

Tabela 7: Influéncia do atraso no raio do conjunto % (6).

T 1)

3.8278 1010 3.8278
0.0001 3.8229
0.001 3.7927
0.01 3.5112
0.1 2.0313
0.5 0.7153
1 0.3958

1010 4.4389 x 1011

Considerando agora o problema (136), o valor 6timo de @ é 0.4127, o que significa
que o limite mdximo para a norma %5 das perturbacdes admissiveis, para as quais é
possivel calcular um controlador que garanta que as trajetorias sejam limitadas, é dado
por 1/y/@ = 1.5566. Por outro lado, considerando que o limite da norma %» ao qua-

Tabela 8: Relacdo entre o limite para a norma .%» e o limite superior para o ganho-.%5.

o |
0.4127 | 31.0873

0.42 | 22.7528
0.5 9.8448
1 5.3435

10 3.9941
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drado para as perturbacées admissiveis seja dado por @', a Tabela 8 mostra os valores
obtidos para \/Y, resolvendo o problema (137) para valores diferentes de @. Note que
neste caso, quanto maior for o valor de @ (i.e., quanto menor for o valor do limite para
as perturbacdes admissiveis), menor é o valor do limite superior para o ganho-%» de w

para z (i.e. maior é o indice de atenuagdo a perturbacdo).

Na seqiiéncia, é feita uma comparacdo do comportamento do sistema em malha-
fechada, entre dois controladores dinamicos diferentes.

e Controlador 1 (C-1): este controlador foi calculado através da resolugcdo do pro-
blema (137), considerando @ = 0.4127, i.e., considerando que as perturbacoes
admissiveis sdo tais que ||w||y < 1.5566. As matrizes do controlador calculado

sdo:

D.=

2= |

—157.7763 ] { 0.7432
; Acd =

—39.4650

E - { —4.5337 1; B, — [

—1.1154

~0.1276

0.1677 —0.0288
—24.1281 ]
—4.0523 |

|

—0.2307; Cc=[ —5.3999 33.0519 |; Cq = [ 0.1277-0.0221 |.

e Controlador II (C-2): corresponde ao controlador que minimiza o limite para o
ganho-%, sem levar em conta a saturagdo, i.e. ele é obtido através da solucdo do
seguinte problema de otimizagdo:

23

R S S R
* % X ¥

sendo

Aq
—X11
*

*

*

miny
sujeito a

[ X X AgXo+ Buéd Ag+ BMDCM BuDDy,w + B,

YoAs+BCya  BD,,, +YoB,
X2 0
—X22 0
* -1
* *
Xo 1
ERAEC

x)c.+C'D,,

(C.+D.uDCy )

XOC;,d + écliDéu
(Cz,d :l— DLMﬁCy’d)/
D, ,D'D, ,+D,

<0 (138)

Y1 =AXy +XM/+pué+é/P;+X11, 2o :A+A/+BMDCy + X1,
Y3 =YpA+A'Yy+BC,+ C;B’ +X;.

Neste caso, o controlador ndo racional que se obtém, é dado pelas seguintes matrizes:

£~ |

0
0

D, =0.3075;B, = | —26.5999 1.4335 |;

}; C.=1[0.8883 14.0327 |; C,y=[ 0.1428 —0.0359 |;
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—9.3861 —71.3726 0.6216 —0.1093
Ac = :| > Acd = |:

0.2387  —1.2499 —0.0088  0.0025

Considere um sinal para a perturbagdo definido como segue:

w(t) =

<
{(x se 0<t<T (139)

0 se t>T.

Para T = 3.1, segue (através de simulacdo) que C-2 apresenta um comportamento
instdvel para perturbagcées com o > 2.0389, enquanto que C-1 se torna instdvel para
o > 3.0478. Note que para o limite considerado no projeto de C-1 o valor mdximo
admissivel para o é dado por (t@)~"> = 0.8841, o qual reflete o conservadorismo do
limite garantido pela condicdo proposta. Por outro lado, o sistema em malha-fechada
com o controlador C-1 pode suportar uma perturba¢do 54% maior (em amplitude) do
que o controlador projetado, sem levar em conta a saturac¢do dos atuadores.

Considerando agora T = 3.1, a0 = 3.0059, a Figura 4(a) ilustra o comportamento
do sistema em malha-fechada, com T = 0.1 e uy = 15, considerando C-1 e C-2. Como
pode ser visto, o sistema em malha-fechada com C-2 apresenta um comportamento instd-
vel para a perturbacdo, enquanto que C-1 pode garantir a estabilidade do sistema.
Conforme pode ser visto na Figura 4(b), para C-1 o controlador satura, mas as tra-
jetorias convergem para zero depois de cessar a acdo da perturbacdo.

20 . . . . . . T T T 2

=
®
T

| il of —

i Contro,l(dor Cc-1

.
)
T

| Controlador C-2

=
IS
T

e
)
T

o
)
T

®
T

o |

saida regulada (z(t))
sinal de controle (u(t))

-12f ‘

\Controlador -1 '\ |
\ 7

2 N B '\ | Controlador C-2

0 L L i L L L L L _16 L L L L L L L L
8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

tempo tempo

(a) Gréfico da saida regulada. (b) Grifico do sinal de controle.

Figura 4: Comportamento do sistema em malha-fechada utilizando controlador C-1 ou
C-2.

Exemplo 4 Considere o sistema (106) descrito pelas seguintes matrizes

-3 1 ) 1250 ) | -1]., 105,
R I A R e S
Cy:[.S 1];Cy7d:[1 —1};CZ:[10};CM:[O O};

Dy,, =0, D,,=0; D, =0.

Como o sistema é assintoticamente estdvel em malha aberta, pode-se obter o seguinte
controlador:
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e Controlador (C-3): Corresponde ao controlador que minimiza o limite para o
ganho-%,. O qual foi calculado através da aplicagdo do Coroldrio 7. O resultado
para o problema de otimizacdo, neste caso, fornece como resultado y = 1.0001 e

Cc=1[0.0541 —2.0032 |; Coy=10""x [ —0.1092 0.0245 |;

b

B { —1718.6 }; D.=0.1966; B, = {

—336.1652
-39

—67.0616

A — —97.0 34414 DAL= 0.7001 —1.2728
1 -03 2.8 ST 101355 —0.9613 |

e Controlador (C-4): Corresponde ao controlador que minimiza o limite para o
ganho-%,, sem levar em conta a saturagdo. O qual foi calculado através da solu-
cdo do problema de otimizagdo (138), o resultado obtido é: y=0.0141 e

E.= [ 8 ] : D, =3.2211; C, = [ 0.7885 —21.1575 ];

)

Ce = [ —0.0101 —0.3068 |; B. = { ~1491.6 }

—44

A | 3758 997857 [5.0578 144.9260
7| —13 279 |*7¢ T | 02844 0.5768

Como no Exemplo 3, a Figura 5 mostra o comportamento dindmico do sistema em malha-
fechada com o controlador (C-3), comparado com o comportamento dindmico do contro-
lador (C-4), obtido sem considerar a saturacdo. Com este objetivo, considera-se ug = 1,
T = 1 e o sinal da perturbacdo definido em (139) com T'=1 e a = 5. Pode-se ver na
Figura 5(a) que o controlador projetado pela condi¢ao proposta pelo Corolario 7 faz com
que ndo ocorra sobrepassagem por zero e na Figura 5(b) observa-se que o esfor¢o de
controle € menor.

l—T7—————————————1
0.8
— \
= S |
< =) Contrglador C-3 |
N—r q) 041 |
3 S ozl
© =
> o g oF
(o)) =) I .7
Q. o antr?[ador c-4
o O _ .l L
= =
@ C osf
(]
el
Ll
o A0 é 1‘0 1‘5 2‘0 2‘5 1;0 3‘5 4‘0 4‘5 50 0 1‘0 2‘0 30 4‘0 5‘0 G‘O 70
tempo tempo
(a) Graéfico da saida regulada. (b) Grafico do sinal de controle.

Figura 5: Comportamento dindmico do sistema em malha-fechada utilizando os contro-
ladores C-3 e C-4.
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5.5 Conclusao

Neste capitulo, propds-se uma metodologia de projeto de controladores dinamicos
nao racionais, como o objetivo de estabilizar, por realimentagcdo de saida, sistemas com
atraso no tempo e satura¢cdo nos atuadores. Os controladores projetados apresentam uma
estrutura especial formada por um compensador linear mais um termo de “anti-windup”
estdtico. Paralelamente resolveram-se problemas de atenuacdo e tolerancia a perturba-
coes, quando o sistema estivesse sujeito a perturbacdes. Para chegar-se a estes objeti-
vos utilizou-se a condicdo de setor generalizada, para fungdes do tipo zona-morta € um
funcional de Lyapunov-Krasovskii. Estas ferramentas permitiram que a partir de trans-
formagdes de varidveis apropriadas se obtivessem condi¢des na forma direta de LMIs e
independentes do atraso.

O projeto de controladores n@o racionais apresenta a vantagem de nio ser necessario
fixar a estrutura das matrizes do funcional de Lyapunov a fim de se obter condi¢cdes na
forma de LMIs. Por outro lado, esse controlador apresenta a desvantagem de ter que se
conhecer o valor do atraso. Caso o atraso seja variante no tempo, tem-se um problema
de robustez, o qual € resolvido utilizando-se a representacdo do modelo como sugerida
por (IVANESCU et al., 2000), mais a representacdo do vetor de atraso aumentado por
&= x(t—71) x.(t—m) ] eo funcional de Lyapunov-Krasovskii dado por

t t
V(t,E)=E()RE() + t X' (0)Px(0)d0 + t x.(60)P x.0d0,
-n -
assim € possivel obterem-se condicdes na forma de LMIs independentes do atraso com
o conjunto de condi¢des iniciais admissiveis dependente do atraso e dos autovalores das
matrizes Yy, Pj e Py,.

Quando se adiciona o laco de “anti-windup” ao controlador, permite-se que se leve
em conta os efeitos indesejados causados pela saturacdo, além de introduzir mais graus
de liberdade o que possibilita que se obtenham efetivamente condi¢cdes LMIs, a partir de
transformacdes de varidveis apropriadas. A jun¢do do controlador dindmico ndo racional
com laco de “anti-windup”, ¢ uma das contribui¢cdes que se pode citar desta tese, uma vez
que € inédita na literatura.
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6 SINTESE DE COMPENSADORES DE “ANTI-WINDUP”

6.1 Introducao

Como visto na se¢do 3.4, o objetivo da estratégia de “anti-windup” é projetar um
ganho estético de “anti-windup” E. ou um compensador dinamico de “anti-windup”, de
tal forma que os efeitos causados pela diferenca entre a entrada do atuador e a saida sejam
minimizados. Na Figura 6, € possivel observar-se a adi¢do da estrutura de “anti-windup”
ao controlador, que tem como entrada a diferenca entre a entrada e saida do atuador.

Neste capitulo, apresentam-se condi¢des para o cédlculo de ganhos estdticos “anti-
windup” e para o projeto de compensadores dindmicos de “anti-windup”, para sistemas
apresentando atrasos variantes no tempo e incertos, nos estados, sujeitos a saturacdo de
controle.

Considerando que o sistema estd sujeito a acao de perturbacdes limitadas pela norma
%, o calculo da estrutura de “anti-windup” deve garantir que as trajetorias do sistema per-
manecam limitadas e que um certo nivel de desempenho %, seja garantido para a saida
regulada. Os resultados obtidos sdo baseados na utilizacdo de um funcional de Lyapunov-
Krasovski, na condicdo de setor generalizada. A partir destas ferramentas, condi¢des em
forma de LMI’s sdo obtidas para garantir a estabilidade .#, entrada-estado como também
a estabilidade assintética do sistema em malha-fechada, tanto para o caso local como glo-
bal. Analogamente as secdes anteriores, também formulam-se problemas de otimizacao
convexa com a finalidade de garantir dois objetivos de sintese: a maximizagdo do limite
superior para a norma .%» das perturbagdes admissiveis, para as quais as trajetorias perma-
necem limitadas (i.e. maximizag¢do da tolerancia a perturbagdo); e, considerando-se dada
o limite superior da norma %5 para a perturbagcdo admissivel, minimizagdo do ganho .7,
entre a saida regulada e a perturbacao (i.e. maximizacao da atenuacdo a perturbacao).

Em particular, no caso estético, diferentemente das abordagens previamente apresen-
tadas na literatura (PARK; CHOI; CHOO, 2000), (ZACCARIAN; NESIC; TEEL, 2005),
considera-se o sistema apresentando atrasos variantes no tempo e a acdo de perturbacdes
limitadas em energia. No caso dindmico € proposta uma estrutura nao racional, a qual, si-
milarmente aos resultados do capitulo precedente, permite obterem-se condi¢cdes na forma
de LMIs. Diferentemente destas abordagens, estes resultados permitem considerar tam-
bém sistemas com atrasos nos estados e instdveis em malha aberta.

6.2 “Anti-Windup” Estatico

Considera-se nesta secdo a estrutura de “anti-windup” apresentada na Figura 6, com

Ya = Ec(sat(yc(t)) = ye(t))-
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"
u |Sistema Linear ——»
> com atraso no >

tempo
-
Y.
Ye Controlador

-

Saturacao

Figura 6: Esquema “anti-windup”.

6.2.1 Formulacao do Problema

Seja o seguinte sistema linear, com atrasos variantes no tempo nos estados:

x(t) = Ax(t)+Aux(t—1(t))+ Bysat(v(t)) + B,w(t)
y(t) = Cyx(t)+Dy,u(t)+ Dy ,w(t) (140)
2(t) = Cx(t)+Duu(t) + Dz yw(t)
com condi¢do inicial x(fop + 0) = ¢x(0),V0 € [—h,0], to € Ry, ¢ € €7, sendo x(t) €
R, v(t) € R™, w(t) € R? os vetores de estado, do sinal enviado para o atuador e de
perturbagdo, respectivamente. y(r) € R? corresponde a saida de medida e z(t) € R" a
saida regulada. Considere ainda A, Ay, By, By, Cy, Dy, Dy, C;, D, , € D,,, como sendo
matrizes constantes de dimensdes apropriadas e 7(¢) um atraso que varia lentamente no
tempo e satisfaz:
0<zt(t)<h
t(t) <d <.

Assume-se ainda que o vetor da perturbagdo w seja limitado em energia, como em (13) e
para algum escalar @, 0 < % < oo, istO €,

(141)

1
[w|j3 < = (142)

Considerando-se o sistema (140), assume-se um compensador dindmico de saida de
ordem n,., definido como abaixo:

xe(t) = Acxc(t) +Beuuc(t) + Beww(t)

Velt) = Coxelt) + Donte(t) + Dew(?) (143)

sendo x.(1) € R’ o estado, u.(t) € R? a entrada e y.(r) € R a saida do controlador.
Considera-se este controlador € pré-projetado com o objetivo de garantir um certo nivel
de desempenho e a estabilidade do sistema em malha-fechada, sem considerar a presenca
de saturac@o no controle. A interconexio entre o controlador (143) e o sistema (140) é
dada pelas seguintes relagdes

V(1) = ye(t) uc(t) =y(1). (144)
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Esta interconexdo € suposta ser bem definida (“well-posed”), i.e., (I — D¢ ,Dy,) e (I —
Dy D, ,) sdo matrizes ndo singulares.

Com o objetivo de atenuar-se os efeitos indesejaveis de “windup”, causados pela sa-
turacdo da entrada, um termo “anti-windup”

Ya = Ec(sat(ye(t)) = ye(t)), Ec € R"™,

¢ adicionado ao compensador conforme segue (veja (TARBOURIECH; GOMES DA
SILVA JR.; GARCIA, 2004) e referéncias inclusas):

xc(t) = Acxc<[)‘I'Bc,uuc(t)+Bc,ww(t)+EC(Sat(yc(t)>_yC(t>)

145
Velt) = Coxe(t) + Deattc(t) + Depw(t). (145)
Considerando-se as relacoes (144), define-se um vetor aumentado
E'(t)=1[ ¥ (r) x.(t) | € R"*", e as seguintes matrizes
A A+B,AD.,Cy B,AC, DAL= Ag 0]
BeuCy+BeyDyyAD,Cy Ao+ BeyDy AC |* 7 0 0}/
B— Bu(AD. Dy, +1) _
BC7uDy7u (ADC7MDy7u + I) ’
B. — BMA<Dc,uDy,w + Dc,w) + Bw .
v Bc7uDy,uA<Dc,uDy,w + Dc,w) + Bc,uDy,w + Bc,w ’
C=[C,+D,uAD.,Cy D uAC. |; Dy = —Dy(ADc Dy, +1);
_ 0
Dy, = Dz.,w +DZ,MA(Dc,uDy,w +Dc,w)§ A= (I_Dc,uDy,u) 1§ R= |: I :| 5
K= [ ADc,Cy AC. |; Ky = —ADcuDyy; Ky = A(DcyDyy + Dey).
Assim, o sistema em malha-fechada é representado por:
é(t) = Aé (t) +Ad§ (Z - T(I)) - (B +REC)II/(yC) +wa(t) (146)
2(t) = CE(1) + Dy y(ve) +Dyw(t)
sendo,
yc(t) = Ké@)'i'Kll/W()’c(t))'i'KwW(t) (147)

V(e(t)) = ye(t) —sat(yc(t)).

O sistema (146) admite uma condi¢ao inicial

Eto+0) = 6(6) = [ )ji((’foi%)) } _ [ (Z’;((%)) } V6 € [<h,0].

Supondo que o sistema estd em equilibrio, i.e. ¢§(0) =0, VO € [—h,0], e que uma per-
turbagdo “w” satisfazendo (142) atue no sistema parat >ty = 0, o problema que deseja-se
resolver € enunciado como segue:

Problema 5 Projetar um ganho E. de “anti-windup” com o objetivo de:
e garantir que as trajetorias do sistema em malha-fechada sejam limitadas.

e minimizar o ganho-%» entre w e z.
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6.2.2 Resultados Tedricos

Com o objetivo de utilizar-se a condi¢do de setor apresentada na se¢do 2.3.2.2, considera-
se uma matriz G € R (1) e define-se o conjunto

A " .
S ={& e R |(Kiyy — Gi))E| <uggpy,i=1,...,m}.
Dessa forma, pode-se enunciar uma variagao do Lema 3.

Lema 6 Se &(t) € .7, entdo a relagdo

&(t)
Y(e))T | w(e(t) - [G Ky Ky ll/(yz()t)) <0,
w(t

com y. = KE (1) + Kyy(ye(t)) + Kyw(t), é verificada para toda matriz T € R™*" dia-
gonal definida positiva .

Demonstracao: A demonstracdo segue os mesmos passos da prova do Lema 5.

Com o objetivo de garantir-se a estabilidade entrada-estado e entrada-saida, ou seja,
resolver-se o Problema 5, enuncia-se o Teorema 20, com condi¢des dependentes do atraso.
Estas condi¢des tém como hipdtese que o sistema em malha-fechada esteja em equilibrio,
istoé,£(0) =0, VO € [—1,0].

Teorema 20 Se existirem matrizes simétricas definidas positivas Q1, Ly, L3, X, J €
Rlntne)x(ntne) marrizes Qa, O3, Ly € Rintne)x(ntne) p e qmx(ntne) 'y ¢ Ruexm ymq
matriz diagonal definida positiva U € R™*™ e escalares € e Y > 0, tais que as seguintes
desigualdades sejam verificadas

[ v 0 H' 0 o 0 hQ’2
' —&A,Xx -BU-RY B, 0 0  ho,
* —dX 0 0 0 0 0
. * * X» K, U]D{,, 0 0
() * * * —1 D’W 0 0 <0
* * * * —vI 0 0
* * * * * —-X 0
| * * * * * * —hJ i
/
(i) [i J[oLeAd} ] =0
— 1y /
K' ., —H’.
(ii) [ o & o O Z0 Vislm
i HoG)
05+ 0> 03+ Q1A' - Q)
Y= +hL; +eQ1A), +hL, , X =-2U +UK’I,,+KV,U,

.k —Q0,— 03+ hLs3
€=¢—1ed=1—d, entdo, considerando-se que ¢(0) =0, VO € [—h,0], e que

\w||3 <@, E.=YU™! garante que o sistema em malha-fechada (146) é “well-posed”
e:
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1. suas trajetorias do sistema permanecem limitadas no conjunto

A 0 _ _
7 o H={§ eRmmgor'E <o),
2. ||zll3 < rlwlz:

3. sew(t) =0,Vt >t >0, &(t) converge assintoticamente para a origem.

Demonstracao: A demonstracdo é similar a demonstracdo do Teorema 17, assim
apresenta-se a mesma de forma sucinta. Reescrevendo-se o sistema (146) na forma de
sistema descritor, conforme proposto em (FRIDMAN; SHAKED, 2002b), segue-se as-

)L )

0 0 0 (148)
Ay ftt—r(t)y(s)ds_ (B+RE,) } V(ye) + B, w(t).

Definindo agora o vetor &' = [ &'(t) y/(t) | e considerando as matrizes E e P e, 0
mesmo funcional de Lyapunov-Krasovskii do Teorema 17, juntamente com o funcional

Y =V(t,x)—w(t)wt)+ %/Z/(t)z(t)dt <0.

Entdo, se T < 0, tem-se que (i), (ii) e (iii) se verificam. Definindo-se as seguintes ma-
0 1

trizes,
- 0 - 0 - 0
P e P e PR L

pode-se calcular Y ao longo das trajetérias do sistema, como no Teorema 17. Supondo-se
agora que & (1) € .7, entdo, pelo Lema 6 e levando-se em conta que

2t)=[C 0]EE)+Dyy(ve) +Dyw(r)

obtém-se,

com

G'T = 1] C = 1] C ]
) ]+PB+7[ o |Dv PBu+1| o Dy
| * —dS 0 0
T, ) —2T + 7', Dy+ Y 'D,D,
K, T +TKy +TK,,
[ * * * (v 'D;, Dy, —1)
sendo,
A

I''= AP+PA+ (e B)Adp}jt (e—1)PAg 0]+hz

+§[%/1[<c 0}+[g h(;e].
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Aplicando complemento de Schur, note que = < 0 € equivalente a:

_ , , .
I (e—1)PA, P’B+{GOT] PB, {%} [(’)] [m
* —dS 0 0 0 0 0
* * —2T—1—TKW+K’WT TK,, ]D)'ll, 0 0 <0
* * * —1 D, 0 0
* * * —vl 0 0
* * * * * -5 0
| * * * * —hR™!
(149)

com _
(e-1)A)P

Fle’P+P’A+[ 0

} +[ (e-1)PA; 0]+nz
Considerando agora
O0=P ', $'=X R'=J,U=T""',G0i=HeY=E.U,

pré e pés-multiplicando (i) respectivamente por Diag(P,S,T,1,1,1,I) e sua transposta
segue-se que (i) é equivalente a (149). Entdo, pode-se concluir que (i) e (if) garantem
que Y < 0, desde que &(1) € .7, Vit > 0.

Por outro lado, pré e pés-multiplicando (iii) implica que £(Q~', @) C .. Entio,
estd garantido que as trajectérias do sistema nunca saem de .7, e portanto Y < 0, garante
que (i), (ii) e (iii) sdo satisfeitas.

Se (i) é satisfeita segue que

—2U + UKy, + Ky U < 0.

Este fato, dos Lemas 2 e 3 em (GRIMM et al., 2003), garante que o sistema em malha-
fechada (146) é “well-posed” quando y(y.) # 0, o que conclui a demonstracéo.

O

Do Teorema 20, também obtém-se condi¢des de estabilidade global. Perceba-se que neste
caso ndo € necessario considerar-se uma cota superior para a norma %, de w e que o
resultado é valido para V¢ € %;, como se segue.

Corolario 8 Se existirem matrizes simétricas definidas positivas Qy, Ly, L3, X, J, V
e m(n—i—nc)x(n—knc)’ matrizes Qa, Oz, Ly € m(n—l—nc)x(n—knc)’ H e mmx(n—i—nc), Y € Rpexm
uma matriz diagonal definida positiva U € R™*"™, e escalares € e y > 0, satisfazendo
as desigualdades (i) e (ii) no Teorema 20, com H = KQ\, entdo para todo w(t) € £,
E.=YU™! garante que o sistema em malha-fechada (146) é “well-posed” e segue que:

1. suas trajetorias sdo limitadas;
2. |lzll5 < ¥lwll5+V(0,0);

3. quando w = 0, a origem do sistema em malha-fechada (146) é globalmente assin-
toticamente estdvel.



98

Demonstracio: E suficiente considerar-se G = K. Assim, a desigualdade do Lema 6
verifica-se para todo & (1) € R"*", logo para Vw € % a origem do sistema € globalmente
assintoticamente estavel.

g

Observacio 14 Considerando-se que o atraso T(t) seja tal que d > 1, condigdes se-
melhantes ao Teorema 20 podem ser obtidas. Basta considerar o seguinte funcional de
Lyapunov-Krasovskii:

Vi) = EyErE@) + [ [ y@rse)a0ds

com R > 0. Para este funcional e € = 1, a condi¢do (i) do Teorema 20 ¢é simplificada e
torna-se independente de d, conforme abaixo:

[ 5 H' 0  OC  hQy T
' _BU-Ry B, 0 hQ,
. * )2 K, UD/V/ 0
O x 7 b, o [TV
* * —vI 0
| * * * —hJ |

com X e ¥y dados como no Teorema 20. Cabe chamar atencdo que as condigées (ii) e
(iii), permanecem as mesmas.

6.2.3 Problemas de Otimizacao

Analogamente a secdo 4.3.2, formulam-se problemas de otimizacdo com a finalidade
de mostrar-se como utilizar as condi¢des do Teorema 20, com o objetivo de encontrar-se
E. para maximizar: a tolerincia a perturbag¢do e minimizar o ganho-.%5.

6.2.3.1 Maximizacdo da perturbacdo admissivel

Considerando ||w||3 < & a idéia é maximizar o limite da perturbagdo .

min @

sujeito as relagdes (i), (i) e (iii). (150)

6.2.3.2 Minimizagdo do ganho 2>

Dado um limite (1/@) para a perturbacdo admissivel, a idéia ¢ minimizar o limite
superior /¥ do ganho-.%;

miny

sujeito as relagdes (i), (ii) e (iii). ash

Observacao 15 : Igualmente a Observagdo 10, considerando-se um € fixo, as condi-
¢oes (i) e (it) no Teorema 20 sdo LMIs e os problemas de otimizagdo, formulados aqui,
sdo convexos. Assim, a solucdo otima dos problemas é obtida através de uma procura
iterativa em uma busca unidimensional em €.

Observacao 16 Comparando-se os resultados do artigo (GOMES DA SILVA JR.; TAR-
BOURIECH; GARCIA, 2006) com os resultados apresentados neste capitulo, tem-se que
em (GOMES DA SILVA JR.; TARBOURIECH; GARCIA, 2006):
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1. a sintese de “anti-windup” estdtico ndo permite que se considerem atrasos va-
riantes no tempo, além disso, a fim de obterem-se condicoes de estabilidade depen-
dentes do atraso, utiliza-se apenas o modelo de transformacdo de (NICULESCU,
2001, vol. 269);

2. o sistema ndo sofre a influéncia de perturbacoes, por isso ndo trata da estabilidade
entrada-estado e entrada-saida;

Observacao 17 No sistema (140) pode-se considerar que a derivada do estado também
dependa do atraso T, neste caso, tem-se um sistema do tipo neutro, ou seja,

#(t) + Fx(t — 7) = Ax(t) +Agx(t — ) + Bu(t),

no qual assume-se T constante e ||F|| < 1. Descrevem-se brevemente as principais dife-
rengas na abordagem para este caso, as quais podem ser observadas também em (GHIGGI;
GOMES DA SILVA JR., 2006b),

e o funcional de Lyapunov apresenta um termo a mais

t

g = [ Y (OWx(e)e, W >0,

t—1(t)

e a LMI (i) do Teorema 17, passa a apresentar a dependéncia de uma matriz cons-
tante F' que acompanha o termo da derivada do estado com atraso, bem como a
dependéncia da matriz W do novo funcional de Lyapunov.

6.2.4 Exemplo Numérico

Considere o sistema (140) com os seguintes dados:

1 1.5 0 —1 10 /
[0y 3 )aen [0 L mn [ 0] o o5

C = [ 01 };Cy: [ 51 ]DMW:O'l;Dz,u:Dz,w:Dc,w:Dy,u:();
up=15;h=1;d=0.5.

Através da resolugdo do problema de otimizagao (150) relativo ao Teorema 20, o valor
minimo de @, obtido com
£=0.5,61.3642x 107,

Para este caso, pode-se obter
Y=299.1772e E. = [ —61.3035 611.2292 }/.

Considerando o mesmo problema, mas forcando E,. = 0, (i.e. sem considerar o compen-
sador de “anti-windup’), os valores que se obtém sdo

@ = 1.3660 x 107> ¢ y = 353.67,

os quais mostram que o lagco de “anti-windup” aumenta a atenuacao a perturbacao.

Na tabela 9, sdo mostrados os valores de 7y (relativos a minimizacdo do ganho-.%5)
obtidos através da solugdo do problema (151) relativo ao Teorema 20, considerando valo-
res diferentes para @.

Conforme esperado, quanto maior € o valor de @ (i.e. o menor limite para a perturba-
¢d0), menor € o valor de . Por outro lado, os valores de @ e ¥ sdo maiores para maiores
valores do atraso h.
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Tabela 9: Relagao entre a perturbacio e o ganho-.%5.

h=1,d=05ee=0.5
o Y
1.3642 x 10> | 299.177
2x1.3642 x 107> | 0.0677
5x1.3642x 1077 | 0.0589
h=05,d=05ee=09
o Y
6.1433 x 10°° | 63.2549
2%x6.1433 x 107° | 0.0593
5%x6.1433x107° | 0.0572

6.3 “Anti-Windup” Dinamico

Seguindo-se as idéias apresentadas em (GOMES DA SILVA JR.; GHIGGI; TARBOU-
RIECH, 2008), supde-se agora que no esquema apresentado na Figura 6, o controlador de
realimentacdo de saida seja nao racional e pré-calculado, desconsiderando a existéncia de
saturacdo, e o compensador de “anti-windup” seja dindmico. Entdo, o objetivo torna-se
projetar um compensador de “anti-windup” dindmico que corrija ou minimize os efeitos
causados pela diferenca entre a entrada do atuador e a saida.

Os resultados aqui apresentados sdo também encontrados em (GHIGGI; BENDER;
GOMES DA SILVA JR., 2008).

6.3.1 Formulacao do Problema

Considere o sistema (140) com 7(¢) = 7, Vt, ou seja, o atraso é considerado invariante
no tempo e suponha que um controlador de realimentacdo de saida, possivelmente ndao
racional (OLIVEIRA; GEROMEL, 2004), seja projetado desconsiderando-se a saturacao,
conforme segue:

Xe(t) = Aexe(t)+Acaxe(t —T) + Beue(t)
ye(t) = Cexe(t) +Ceaxe(t — T) + Deue(t)

sendo x.(t) € R é o estado do controlador, u.(t) = y(¢t) é a entrada do controlador e
ye(t) € a saida do controlador. As matrizes A, Ac 4, B¢, Ce, Ce g, D sdo de dimensdes
apropriadas.

Como a entrada da planta € limitada em amplitude, tem-se:

(152)

u(t) = sat(ye(t))- (153)

Com o objetivo de eliminar os efeitos indesejdveis causados pela saturacao, € proposto
o seguinte compensador dindmico ndo racional de “anti-windup:

Xa(t) = Aaxa(t) +Agaxa(t —T) +Bay(ye(t))

yﬂl(t> = Caxa(t>+Ca,dxa(t_f)+Dal//(yc(t)) (154)

sendo x,(t) € R"*" o vetor do estado do compensador, y, () a saida do compensador. As
matrizes A, Ag 4, Ba, Ca, Cyq € Dy sd0 de dimensdes apropriadas.
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A saida do compensador (154) € injetada no controlador (152), através do sinal y,.
Assim, a estrutura do controlador final torna-se:

Xe(t) = Acexc(t) +Acaxe(t — )+ Beuc(t) +ya(t)

Velt) = Coxelt) + Cogxelt — T) + Dette(t). (155)

Similarmente ao Problema 5, o objetivo do projeto do compensador de “anti-windup”,
com a estrutura dada em (154), é de garantir que as trajetérias do sistema sejam limitadas
para toda perturbacdo satisfazendo (15) e, em adi¢@o, garantir um limite superior para o
ganho-.%, da perturbagdo para a saida regulada.

Sejam agora o vetor & (1) = [ x(t)' x(r)' x4(t)' | e as seguintes matrizes

A [A 0 ] A [A+BDccy BC. ]

0 0 B.Cy A |7

|0 |.r |0 B,

SHEE !
C:[O Ia];

2

o A; O o Ad+BDcCy,d BCc,d
e o= [ME

Bw: |: BW :| ;BW: |:BDCDy7W+BW :|,

C=[C. 0];C,=[ C.+D.D.Cy D.C.|;
Ca=[Ciy 0]:Cy=[Cy+D.D.Cyy DLy |;
D,w =D,y =D, +D.D.Dy,; Dy =Dy = —D;;
K=[K 0];K=[DCy C. |;K;=[Kys 0];
Ki=[DCyy Ceu |3 Ky =K, =DcDy,, Ky =0.

A interconexdo do sistema (140) com o controlador (155) e com o compensador de
“anti-windup” (154), gera o sistema (156) em malha-fechada,

E(t)= (A+BKIC)E(®t)+ (Ag+B1K; 4C)E(t— 1)
—(By —B1K2)w(ye) + Buw(?) (156)
Z(t) = CE(t) +Cu&(t — 1) +Dyy(ye) +Dyw(t).

Reescrevendo a saida do controlador com o vetor &(7), tem-se que
yelt) = KE() + K& (t — )+ Kywi(t). (157)
O sistema (156) tem condi¢des iniciais expressas por:

0(8) = [ x(to+6) x(to+6) xulto+6) ]

[ 0:(6) 6.(0) :,(8) ]'.¥0 €[-7,0]. (158)
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6.3.2 Resultados Tedricos

Considerando uma matriz G = [ G Gy } € %mxz("”‘c), analogamente a secdo 6.2,

define-se um conjunto poliédrico . C R2(+7e) e enuncia-se um lema para a condicao de
setor generalizada.

Lema 7 Se &(t) € .7 entdo a relagdo

v T(wi) - [ G Ky 0 K, -

/ (159)
[ &) E(t—1) w(r(r)) w(r) ] ) <0

é verificada para toda matriz diagonal T € R™*™ definida positiva.

Abaixo sdo apresentadas condi¢Oes suficientes, na forma de LMI’s, para a existéncia
de um compensador dindmico de “anti-windup” ndo racional (154) para o sistema (140)-
(155).

Teorema 21 Se existirem matrizes simétricas definidas positivas Xo, Yy, X11, X22 €
Rtne)x(ntne) yma matriz diagonal definida positiva S € R"™*™, matrizes X1, A, Aa,d €
R (ntnc) x (ntne) C’a, CA‘MJ € Rne)x(ntne) Z1, 2, 01, Qs € Rmx(ntne) o escalares POsitivos
Y e @, tais que (i) e (ii) sejam verificadas,

X A-I—AZI—I—XH AdX0+Bléa7d Aa7d -0 -I—Zi Biv X()C;

* YoA+ A,YO + Xop Ad YoA;, -0+ Zé Y()B:V C;

* * —X11 —X12 X(/)Kd 0 X()C;d

(i) * * * —X7 K, 0 ng <0

* * * * —28 K, —SD'V,

* * * * * -1 D,

* * * * * * -yl

Xo * *
(if) Intn, Yo * >0i=1,..,m,

XoKo—Ziyy Ky —Zou Oug,

com L = AXy + XoA’ + B,C, + C’QB’I + X11, entdo, considerando que ¢(6) =0, VO €
[—7,0] e que |w||3 < @', 0 compensador dindmico de “anti-windup” (154) com ma-
trizes

Ag=Vy! [AAaA_ (YoAXo + YoCo)] (Ug)™!
Aga = VO_1 [Ava — (YoAXo +YoCoa)(U)) "By
By =Vy 102+ Y501)S™!

160
Ca=Ca(Up)™! (e
C Ca d(UO)

D, = (Ql +BS)S !

sendo que as matrizes Uy e Vyy verificam VOU(') = I —YyXo, sdo tais que:

1. quandow # 0
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a. as trajetorias do sistema (140) em malha-fechada permanecem limitadas no
conjunto

&Py, @) 2 (& e R2tne) E'pyE < @'}, com

Yo W ~1 Xo Up |.
nely V) om=la V)

b. |lzl3 < vlIwl3:

2. sew(t)=0,Vr>1 >0, ouselim;_.w(t) — 0, &(t) as trajetdrias do sistema (140)
em malha-fechada convergem assintoticamente para a origem.

Demonstracao: Os passos seguidos na demonstragcdo sao andlogos aos dos Teoremas
20 e 18. Sendo considerado o funcional

t
V(t,&) =& (ORs(1)+ | &'(0)P&(6)dO (161)
—7T
e as seguintes mudancgas de varidveis:
A, = YoAXy + YoB1C,Uf + VoAU Coa = CuU}
Aga =YoAzXo +YoB1CoaU)+VoAsaUy Coa = CaaU)
Z1 = G1 X+ GrUy Zr =Gy
01 =BS—-BiD,S Q2 =Y01 —VoB.S.

g

O seguinte coroldrio pode ser aplicado quando o sistema em malha-aberta for assin-
toticamente estiavel. Neste caso, pode-se garantir que as trajetérias do sistema em malha-
fechada sdo limitadas para toda perturbagdo w(r) € % considerando condi¢des iniciais
nulas.

Corolario 9 Se existirem matrizes simétricas definidas positivas Xo, Yo, X11, X212 €
Rwtne)x(ntne) yma matriz diagonal definida positiva S € R'™™, matrizes X2, Aq, Aa,d €
Rntne)x(ntne) & CA"W[ e R x(ntne) 0,0, € RMxtne) o escalares positivos Ye®
tais que as LMIs (i) do Teorema 21 e

X, I
{1 %}>Q

sejam verificadas, com Z1 = XoK e Z, = K, entdo o compensador dindmico de “anti-
windup” (154) com matrizes definidas em (160), e com matrizes Uy e Vy verificando
VoU = I —YoXo, € tal que:

1. quando w # 0

a. as trajetorias do sistema (140) em malha-fechada permanecem limitadas para
todo ¢ (0) € €} e para toda condigdo inicial;
b. ||zll3 < Awli3 + ¥V (0,0);

2. sew(t)=0,Vr>1 >0, ou se limy_ow(t) — 0, £(t) converge assintoticamente
para a origem.



104

6.3.3 Problemas de Otimizacao

Seguindo raciocinio andlogo a sec¢do 6.2.3, pode-se formular os seguintes problemas
de otimizacao:

6.3.3.1 Maximizacdo da perturbagcdo admissivel

Considerando ||w||3 < % a idéia é maximizar o limite da perturbagio %.

min @

L o (162)
sujeito as relagdes (i) e (if).

6.3.3.2 Minimizacdo do ganho £

Dado um limite (1/®) para a perturba¢do admissivel, a idéia € minimizar o limite
superior /¥ do ganho-.%%;

L mmyo o (163)
sujeito as relagdes (i), e (if).

Observacao 18 Perceba-se que se ndo forem considerados os termos ndo racionais, da-
dos por Ay gxq(t — T) e Cqaxa(t — T), na estrutura do compensador de “anti-windup”,
ndo serd possivel obterem-se condigoes de sintese em forma de LMIs. Estes termos intro-
duzem mais graus de liberdade as condicoes do Teorema 21, implicando numa reducdo
do conservadorismos.

Observacao 19 Fazendo-se uma comparagdo entre os resultados obtidos e os artigos
(PARK; CHOI; CHOO, 2000) e (ZACCARIAN; NESIC; TEEL, 2005), tem-se que em
(PARK; CHOI; CHOO, 2000) é considerado que a planta estd sujeita a atrasos na en-
trada e a saturacdo, é projetado um compensador de “anti-windup” para minimizar uma
fungdo custo, dado como valor absoluto a diferenca entre os estados do controlador,
considerando o atuador livre de saturacdo, e os estados do controlador, quando a planta
estd sujeita a entradas saturadas e uma estrutura de “anti-windup”. Mostra-se que o
compensador resultante é otimo e que estabiliza o sistema em malha-fechada global-
mente. E importante lembrar que este resultado se aplica somente a sistemas que sdo
assintoticamente estdveis em malha aberta e que ndo apresentem atrasos nos estados.
Em (ZACCARIAN; NESIC; TEEL, 2005), o controlador otimo obtido em (PARK,; CHOI;
CHOO, 2000) é estendido com o objetivo de considerar que o sistema esteja também su-
jeito a perturbagcoes e a incertezas e esteja sujeito a atrasos nas saidas. As condicoes
sdo obtidas para a estabilidade global do sistema em malha-fechada. Por outro lado,
as técnicas de projeto de compensador, proposta nesta se¢do, aplicam-se a sistemas com
atrasos nos estados, que sejam estdveis ou instdveis, e as condi¢oes de estabilidade, para
o sistema em malha-fechada, sdo tanto locais quanto globais.

Observacao 20 Comparando-se agora os resultados deste capitulo com os do capitulo
5, observe-se que aqui o controlador é dado, sendo projetado o compensador de “anti-
windup”, ao passo que em 6.2 projeta-se simultaneamente o controlador e o ganho estd-
tico de “anti-windup”.
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6.3.4 Exemplo Numérico

Exemplo 5 Considere o sistema (140) dado por:

x(t) = —0.1x(¢)+0.1x(t — ) +u(t) +0.1w(z)
y(t) = x(1) (164)
z(t) = x(1)

e portanto
A=-0.1,A;,=0.1,B=1,B,=0.1
Cy,=1,C,g=0,Dy,, =0 (165)
C,=1,C,q=0,D,=0,D,,, =0.

Um controlador PI, descrito em equacoes de estado, por:

Xe(t) = —0.2y(1)
Ye(t) = xc(t)y—Zy(t) (166)

implicando em
Ac=0,A.4=0,B.=-0.2
Cc=1,C.q=0,D.= 2.
Seja ug =1 e T = 1. Resolvendo-se o problema de maximizacdo da tolerancia a per-
turbagdo (163), obtém-se como limite para a perturbagdo w admissivel o valor 1//@ =
113.7717 (o valor de @ ¢é dado por @ = 7.7256 x 1072). Obtém-se também as matrizes
(168), que geram o compensador de “anti-windup” (154),

(167)

Dy = —0.7495:C, = [ 0.4966 0.6401 ]
5.1913
Caa=[0.0074 0.0030 B, = | 3’1 (168
—2.7810 0.6633 } [ —3.4736 —0.3950}
= ;Aa7d - .

Aa= —2.8824 —3.2606 —0.6333 —0.2059

Tabela 10: Tabela comparativa entre o limite para perturbacao admissivel (@) e a atenua-
¢do a perturbagdo (/7).

& [ /1

7x107% | 1.2122
7x 1073 ] 0.0242
7x 1072 | 0.0142
7x 1071 ] 0.0135
7x10% | 0.0134

Na Tabela 5 sdo apresentados os resultados da atenuagdo a perturbagdo |/, calcu-
lados a partir da resolucdo do problema de minimizacdo do ganho-%», para diferentes
valores de @ ( \/L& =tolerdncia a perturbacdo), que sdo atribuidos a priori. Percebe-se
que, quanto maior for o valor de @, maior é o valor do limite superior \/Y, da norma -2
da saida regulada.

Considere um sinal para a perturbacdo definido como segue:

w(t):{a se 0<t<T (169)

0O se t>T
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Para T = 0.01s, ¢ = 113.7717, a Figura 7 ilustra o comportamento do sistema em
malha-fechada, com T =1 e uy = 1, considerando que o compesador (168) atue ou ndo no
sistema. Como pode ser visto, as trajetorias do sistema em malha-fechada com compen-
sador de “anti-windup” convergem mais rapidamente para a origem. Na mesma figura
é possivel observar-se um grdfico da entrada u(t), correspondente a saida y(t). Como
era de se esperar, pode-se notar que o atuador permanece mais tempo saturado sem o
compensador de “anti-windup”.

saida (y(t))
sinal de entrada (u(t))

— L L L L L L
60 10 20 30 40 50 60 70 0 1‘0 2‘0 3‘0 A‘U 5‘0 6‘0 7‘0 E‘O 9‘0 100

tempo tempo
(a) Saida (y(t)). (b) Entrada de controle (u(t)).

Figura 7: Comportamento do sistema com e sem compensador de “anti-windup”.

6.4 Conclusao

Nesta se¢do, apresentaram-se propostas para técnicas de projeto de compensador de
“anti-windup” estdtico ou dindmico, para sistemas com atrasos nos estados e saturagdo
nos atuadores. Considerando que atuasse no sistema uma perturbagdo limitada pela
norma £, a estrutura de “anti-windup” foi calculada com o objetivo de garantir que as
trajetorias do sistema permanecessem limitadas e que um certo nivel de desempenho £,
fosse garantido para a saida regulada. Os resultados foram obtidos diretamente na forma
de LMI’s, para garantir a estabilidade &5 entrada-estado como também a estabilidade
assintotica do sistema em malha-fechada, tanto para o caso local como global.

Como vantagens para o caso estdtico, hd de se falar a respeito da possibilidade de
considerarem-se atrasos que sejam variantes no tempo. Por outro lado, no caso em que a
estrutura de “anti-windup” é dindmica, considera-se que o atraso é constante, podendo-
se considerar que o controlador pré-calculado seja ndo racional.

Em particular, os resultados foram estabelecidos para o caso de sistemas com atrasos
nos estados, caso que ndo poderia ser tratado com métodos previamente propostos na
literatura. A extensdo para o caso de sistemas com atrasos sobre as entradas e/ou saidas
é, entretanto, praticamente direta.
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7 ESTABILIZACAO DE SISTEMAS DISCRETOS
COM ATRASOS VARIANTES NO TEMPO E
SATURACAO NOS ATUADORES

7.1 Introducao

Conforme visto no Capitulo 3, € grande na literatura a quantidade de trabalhos abor-
dando o problema de estabilidade e estabilizacdo de sistemas continuos no tempo com
atrasos. J4 para sistemas discretos, tem sido dada menor atengdo, notando-se um numero
menor de artigos publicados para este caso. Uma das razdes deve-se ao fato de que a
estabilidade dos sistemas discretos com atrasos nos estados, pode ser estudada através
da construcdo de um sistema aumentado livre de atrasos, com dindmica equivalente a
do sistema original. Porém, se o atraso for muito grande, variante no tempo ou mesmo
desconhecido, entdo justifica-se o estudo deste tipo de sistema.

Visando abordar sobretudo estes dois ultimos casos, trabalhos considerando sistemas
discretos no tempo vém sendo propostos. Em (MAHMOUD, 2000), sistemas com atrasos
invariantes no tempo sdo investigados nos dltimos anos. Em (CHEN; GUAN; LU, 2003)
condicdes independentes do atraso sdo propostas. Em (FRIDMAN; SHAKED, 2005a) a
técnica de sistema descritor € utilizada para a deduc@o de condi¢des de estabilidade e de
estabilizacdo para o caso de atrasos variantes no tempo, considerando abordagens depen-
dentes e independentes do atraso. Cabe ressaltar que essa abordagem leva a condicdes
de estabilizac@o (sintese) na forma de BMIs. A estabilizagdo de sistemas discretos no
tempo, com atrasos variantes no tempo, ¢ considerada em (BOUKAS, 2006) por meio
de condicdes independentes do atraso. Em (LEITE; TARBOURIECH; PERES, 2004)
e (MIRANDA; LEITE, 2007) condi¢des dependentes do atraso sdo apresentadas para a
andlise e sintese. Nesses trabalhos, o atraso € considerado variante no tempo e as condi-
coes propostas utilizam varidveis de folga, resultando em condi¢des convexas, na forma
de LMIs, também para a sintese de controladores robustos. Os trabalhos acima focam a
questao de estabilidade robusta, mas nenhum deles considera a possibilidade de saturacao
nas variaveis de controle. Para sistemas discretos no tempo podemos citar apenas (TIS-
SIR; HMAMED, 1992), onde condicdes de estabilidade local sdo propostas, mas sem
uma caracteriza¢do consistente do dominio de condic¢des iniciais admissiveis e apenas
para atrasos invariantes no tempo.

Assim, neste Capitulo, é considerado o problema de estabilizacdo de sistemas discre-
tos com atrasos variantes no tempo e atrasos constantes, mas incertos, sujeitos a saturacao
de controle. Considera-se uma abordagem baseada em funcionais de Lyapunov Krasovs-
kii, similar as propostas em (LEITE; TARBOURIECH; PERES, 2004) e (MIRANDA;
LEITE, 2007), mas usando explicitamente o Lema de Finsler, e a modelagem de satura-
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c¢do usada em (GHIGGI; GOMES DA SILVA JR., 2006a). Condic¢des na forma de LMIs
tanto para a garantia de estabilizacdo global quanto local sdo apresentadas. Baseado nestas
condicdes, problemas de otimizacdo convexos sao propostos com o intuito de computar a
lei de controle no sentido de maximizar o dominio de condic¢des iniciais admissiveis ou o
intervalo de atraso adimissivel, para um conjunto de condi¢des iniciais admissiveis dado.
Neste capitulo, tal conjunto serd definido como:

A
Co = {d € Dy u ||¢||7 + 0| Ak |7 < 1}

7.2 Formulacao do Problema

Considere o sistema discreto no tempo, sujeito a atrasos, nos estados e entradas satu-
rantes dado por:
X1 = AXg +AgXp—g, + Bsat (vy) (170)

com condigdo inicial'
Xko—j = ¢(k0_])7] S [—E,O], € (pk() c C}—‘;7

sendo x; € R" o vetor de estados, v, € R™ a entrada de controle. A, A; € B sdo matrizes
reais constantes de dimensdes apropriadas. T, € o atraso suposto, variante no tempo e
limitado por

1<h<t<h, (hh)€ X x X. (171)

Considera-se neste capitulo que possam ser empregadas duas leis de controle, do tipo
realimentacao de estados:
v = Kxp + dek_fk (172)

Vi = ka, (173)

com K e K; € R™*". E importante observar que, a lei de controle (172), s6 pode ser
utilizada quando o atraso T for conhecido para cada instante de tempo k, caso contrario,
utiliza-se a lei de controle (173). Comentdrios andlogos a respeito da estabilidade local e
global, apresentados em 3.2, podem ser considerados. Assim, pode-se formular o seguinte
problema.

Problema 6 (Sintese) dado um conjunto de condigées iniciais Cy, para que o sistema em
malha-fechada seja assintoticamante estdvel, determinar matrizes K e Ky, tais que toda
trajetoria do sistema (170), iniciando nesse conjunto, convirja assintoticamante para a
origem, ou ainda, determinar K e K; de forma que se obtenha uma estimativa para o
conjunto de condigoes iniciais admissiveis, o maior possivel.

Desejando-se modelar a saturacdo, a fim de transformar o modelo ndo-linear em uma
forma tratdvel, utiliza-se a mesma fungdo apresentada na secdo 2.3.2, porém aplicada ao
caso discreto. Assim, definindo y(vy) = v — sat(vy), pode-se reescrever o sistema (170)
como:

Xk+1 = (A + BK)Xk + (Ad + BKd)xk—rk — Bl//(vk). (174)

Definindo-se K € R"*?"; G € R"™*?" e &, € R?", respectivamente por:

K=[K K;],G=[G Gd}e‘g’k:{ Tk }

xk—Tk

I DY conjunto definido por D = {¢ € Dz ; || ¢ ||c< v, v> 0}.
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pode-se definir o seguinte conjunto poliédrico:
A 2n, 2.5
52 {& € R (K~ G| < (o, ) %i = 1,.m}. (175)

Dessa forma, enuncia-se o Lema 8, o qual é uma versdo do Lema 3 aplicado ao caso
discreto.

Lema 8 Se &, € .7, entdo a relagdo:

V' (vi) T w(v) —G&] <0

é verificada para YT > 0 € R"™™ diagonal.

7.3 Estabilizacao de Sistemas Discretos com Atrasos Variantes
no Tempo

Nesta se¢do, supde-se que T seja conhecido para cada instante de tempo k, assim,
consideram-se as leis de controle (172) e (173). Dessa forma, formulam-se condicdes
dependentes do intervalo de atraso para a resolucdo do Problema 6. A fim de atingir
este objetivo, utilizam-se um funcional de Lyapunov-Krasovskii, que considera a solugcao
do sistema como evoluindo no espaco das fungdes, a desigualdade de Jensen (GU et al.,
2003), aplicada ao caso discreto, e o Lema de Finsler.

7.3.1 Caso Atrasos Variantes no Tempo e Lei de Controle v, = Kx; + K;x;_ g,

Teorema 22 Se existirem matrizes simétricas definidas positivas P, Q, 7 € R uma
matriz U € R™™ diagonal definida positiva e ainda matrizes Fs, Go, G3, Hy, Hs, My, M3,
M, N, N3, Ry, Rs, Vo, Vs e R e H, Hy, S € R™M, Y e Yy € R™ " satisfazendo as
LMIs (i) e (ii)

(L % My N Ry, % —FB-V)
«+ X5 Yo X7 N3Ny RyHRy H'+S Xg
* % X9 —Miy+H, —Nj —R/, Htli —V,—H;
. *x * * 210 N/ R/ S/ V/—M3
(7) O * —22 O2 0 2—N3 <0
x k% * * 4 0 —R;
x  ox % * * * —2U 0
| ox ok % * * * * _V3/_V3 |
7 /
(ii) IE (Yqu)(") ] >0i=1,.,m
O)
com,
Y, =P+M+M Yy =—AM'—BY'+F; -G,
X3 =—A4M' —BY)— H) — F; Y4 =BU-Y
Z5=G:2-|-G~/2+ﬁ~Q—p+G3+G~/3 Z6ZFI£~+Hé~—G~§
Z7ZM£+Mé+G2 28:—G3—|-V2/—|—V3/
Yo =—-0—H;—Hj Li0=My+Ms+ (h+1)Z
e

p:[g ],Y:[Y Y] eH=[H Hy],

o
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entdo, considerando-se K =Y (M~ e K; = Y;(M~'Y, para todas as condigoés iniciais
O, € Cy, com

—3h+5h+h* — h? A
> =) Amax(M 1 OM 1Y)

o = Amax(jwilp(jwil)/) + (

2+ h+2h A
azz(T‘)lmax(M 'Zmhy),

as correspondentes trajetorias do sistema (174) convergem assintoticamente para a ori-

gem.

Demonstracgdo: SejaV : X x Cy — R, definido por V (k, @) = Vi = Z§:1 V; x com:

V17k—kaxk,

Vo= Zj k T ,ija

V3k—2;1 —_ th k+m 1 Jpr

V47k— —— hZI; k+myjzyja

Vsi= I; . o ViZYj-
Definindo-se y; = x| —x;, obtém-se

k—1

M= Y ¥j=Xk—Xkq- (176)
J=k—7

Tem-se entdo que?:

AVig= W k+1_V1k:x;€+1ka+1 x Px,

AV = Z] k+1— % ]QxJ Z] k—1, ]Qxl

kuxk+Z; =1~ o1 XX — X Ok rk_Z, =1 Xj0x;

X3, O +Z} 1 X;0xj—x; erxk T Z] Zkr1n%0X;

kuxk+Z] k+1 3 ]ij"‘ZI; ko1 nXj0X) — xk erxk T
ZJ —k+1—h Jij—kuxk xk Tkak Tk+ZJ k+1 7 ]ija

AVsi = Zm 2 i L= k+mijxJ'_Zm 2 i Djmkbm150%)

(h— h)x Qi — Zk Z+1 7 Xi9%;

AVy= Y1 o¥h kay,Zy] DR N WA VA

hy Zyi =, _ thk 7 le ZH W ViZyj,

AVs g = Z; =k+1— rk+1y] Zyj— Z] k- ’Eky]ZyJ

Y ZYk = Vi ZYk—1, + Y =k H,,;y "Zyj.

IA

IA I

IA

Portanto,

AV, < x;c—i-lka"'l - X;CPX]( - y;ﬁ]-iZykf;l + (1 +h— h)x}chk - x,’c_rk ka_fk

_ 177
+(1+ RV 2y~ Yy g ks, 77

Logo, se & € ., do Lema 8 segue que:
AV < AV =29 (ve) Ty (vi)) — G&J. (178)

20s cilculos para se obter AVs sdo andlogos aos feitos para AVs.
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Sejam agora, {, B e Q definidos como abaixo,

§' = 1 X X, Vi Yo i Vi, W' (v) il

I —(A+BK) —(A4+BK;) 0 0 0 B O
B=| —I I 0 I 00 0 O |[;
0 1 -1 000 0 -1
[ P 0 0 0 0 0 0 0]
x BO—P 0 0 0 0 GT 0
* * -0 0 0 0 G,T 0
* * x (h+1)Z 0 0 0 O
Q= * * * * -Z 0 0O 0|’ 79)
* * * * x —Z 0 0
* * * * x =27 0
| * * * * * * 0

comf = (h—h+1).

Assim, através da aplicacdo do Teorema de Lyapunov-Krasovskii®, a estabilidade as-
sintdtica do sistema (170), para um dado conjunto de condigOes iniciais Cy, pode ser
garantida se (178) for negativa ao longo das trajetérias do sistema, ou equivalentemente,

Se
'Q¢ <0, V¢ #0tal que B =0. (180)

Aplicando-se entdo o Lema de Finsler (BOYD et al., 1994), tem-se que (180) € satisfeita

se existir
F1I O 0 0 O 0 o0 o

X = 0/ G:z Hé Mé Né Riz S, sz ,

tal que,
Q+XB+B'X <0. (181)
Seja entdo £ = Q + XB + B'X/, dada por (182)
[T I T3 —M, —N, —R, | —Vy—F; |
x I's T I N,+N;, R,+R, S,+G'T I'g
x x Do —Mj+H, —N; —R, G, T —Vi—H;
N o N} R, S5 V) —M; (182)
T o« % % * -7 0 0 —Nj
x %k * * —Z 0 —R3
x %k * * * 2T 0
|k k% * * -V3-V5 |
em que
Iy=F+F+P, I =—-FA-G)+F;,
[3=-FA;—H)—F;, Iy=FB-S),
F5:G2+G/2—P—|—ﬁQ—|—G3—|—Gg, F6:H£+Hé—G3,
I'7 = Gy + M)+ Mj, [g=V,+V3-G;,
Tg = —Q—Hs — H}, Tio=M+M;+(1+h)Z.

3A formalizacio do Teorema de Lyapunov-Krasovskii, bem como do Teorema de Lyapunov-
Razumikhin para o caso de estabilidade de sistemas discretos, pode ser encontrada em (OLIVEIRA, 2008).
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Definindo-se M = (F| 1) e pré e pés multiplicando E por
M = Diag{M, M, M, M, M, M, U, M}

e sua transposta respectivamente, obtém-se a condi¢do (i) do Teorema 22, com
P =MPM', Q=MQOM', Z=MZIM', G, =MG,M', H,=MHM'
M, =MMM', No=MN-M', R,=MRM', V,=MV\LM 6 F=MFEM,
Gz =MG3M', Hz=MH:M', M;=MM;M', N3=MN3M', R;=MR;M,
Vs =MV;M', H=GM, H;=G;M', S=USM, T '=U.

0 que garante que AVy < 0, Vx; € 7.

Perceba-se que F| é efetivamente inversivel, uma vez que £; < 0e P > 0.
Pré e p6s multiplicando-se agora, a condigdo (ii) do Teorema 22, por

Diag{M~', M~ ', I}

e sua transposta, respectivamente, seguida da aplicacdo do complemento de Schur, é
possivel obter-se

&Pk — o zﬁk(K G)yEK=G)p& =0 i=1,...m, (183)
o que implica em & (P) C 5/ (BOYD et al., 1994). Suponha agora que

Xko+j = @ (ko + ), sendo ¢ € Cy.

Entao, considerando-se que AV} < 0, para k > 0.

Os valores
—3h+5h+h>—h*.  R*+h+2h
( A e (),
utilizados na majoracdo (184), obtém-se através da aplicagdo da férmula de soma para
uma progressao aritmética

(a1 +ay)
2
sendo a; o primeiro elemento, a, o Ultimo elemento e N € o nimero de elementos do

somatorio, logo, segue que:

EPE = x;Pxy +X§C_Tk Oxk—g, < Vi < Vi

S, = N,

= PO +TAL L 0106+ X E YA 0100

+X L L AGIZAG H N AGIZAY,

IA

Ponax (P19l + Z524 o Amax(Q)|0l13+ £, % 5 25Tkt Amax(Q)| 013
+Z_ Zj k+m max( )||A¢ ||d+):, =k—7; max( )||A¢k||§

(A (M VB(MYY) - (ZIHSEEEI2) ) (M1 QM) 62

IA

(B2 ) (M Z(MY)) ] A 2)

IN

(ot [|gc]|3 + || Age]3) < 1
(184)
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Logo, se
P, € Cy segue que §PE, < 1
e entao,

&eé(P)c ., Vk>0,

garantindo que a condic¢do de setor € efetivamente valida, o que por sua vez assegura que
(i1) implica AV, < 0, para k > 0. Como

Aonin(P) || 0, II* < Vie < 011 || 0c||3 + 02 ]| Ady |3,

as condi¢des do Teorema de Lyapunov-Krasovskii 1, aplicadas ao caso discreto, sdo sa-
tisfeitas V¢ € Cy €, por conseguinte, as solugdes correspondentes do sistema convergem
assintoticamente para a origem.

O

Na seqiiéncia, enunciam-se condi¢gdes para a estabilizacao global, utilizando-se as mesma
ferramentas empregadas no Teorema 22.

Corolario 10 Se existirem matrizes simétricas definidas positivas P, Q, Z € R"™", uma
matriz U € R"™™" dzagonal definida positiva e ainda matrizes F3, Gy, G3, Hy, Hs, M,
M3, M, N>, N3, Ry, R3, Vo, Va € R e S, H, H; € R™ " e Y e Yy € R™" satisfazendo
a condigdo (i) do Teorema 22, com H = KM e H; = K;M. Entdo, considerando-se K =
Y (MY, as correspondentes trajetorias do sistema (174) convergem globalmente para a
origem, ou seja, a origem do sistema em malha-fechada (174) é globalmente assintotica-
mente estdvel.

7.3.2 Caso Atrasos Variantes no Tempo e Lei de Controle v, = Kx;

Considera-se agora que a lei de controle utilizada dependa apenas do estado do sistema
no instante k, ou seja, vy = Kx;. Assim utilizando-se as mesmas ferramentas que na secao
anterior, obtém-se condicdes semelhantes as do Teorema 22, basta tomarmos as matrizes
Y; =0e H; = 0. Na seqiiéncia enuncia-se o Teorema que se obtém:

Teorema 23 Se existirem matrizes simétricas definidas positivas P, O, Z € R™", uma
matriz U € R™*™ dzagonal definida positiva e ainda matrizes F, G,, G, Hy, Hs, M,
M3, M, N>, N3, Ro, R3, Vo, V3 € R e H, S € R™" Y € R™" satisfazendo a condigdo
(i) do Teorema 22 comY; =0 e Hy = 0 e a condi¢do (ii) dada abaixo:

P (Y—H).
(ii)[ ( ) (0 ] >0i=1,..,m
* ug,.

(i)
entdo, considerando-se K =Y (M *1)’ , para todas as condi¢oés iniciais ¢y, € Cy, com

—3h+5h+h* — h? A
> =) Amax(M 1 O(M 1Y)

o = Amax(iwilp(jwil)/) + (

W +h+2h
az:(T

as correspondentes trajetorias do sistema (174) convergem assintoticamente para a ori-
gem.

Vmax(M~'Z(M™1)'),

Demonstracao: A demonstracao é andloga a do Teorema 22.
O corolério que garante condi¢des globais de estabilidade pode ser obtido de maneira
semelhante ao Corolario 10, basta tomar Y; =0e H; = 0.
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7.4 Estabilizacao de Sistemas Discretos com Atraso Incerto e Inva-
riante no Tempo

Nesta secao T € considerado constante, mas incerto, e tal que, 0 < 7, = 7 < h. Assim,
o sistema em malha fechada, obtido pela utilizacdo da lei de controle (173) no sistema
(174), é dado por:
Xk+1 = (A +BK)xk +Agxi_ ¢ —Bl[/(vk). (185)
Analogamente a secdo 7.3, € possivel formular condi¢des, dependentes do “limite do
atraso h”, para a resolu¢do do Problema 6. Para obter tais condi¢des, sao utilizados, além
de um funcional de Lyapunov-Krasovskii e o Lema de Finsler, a desigualdade de Jensen
(GU et al., 2003).
O conjunto . e o Lema 8 passam agora a ser definidos em func¢do de matrizes K = K,
G = G e &, = x;. Conseqiientemente, um novo teorema pode ser enunciado.

Teorema 24 Se existirem matrizes simétricas definidas positivas P, Q e Z € R"™" e U
uma matriz dlagonal deﬁmda posmva tal que U € R™™ e ainda matrizes B3, Gy, Gs,
Hy H3, My, M3, M, N>, N3, Ry, R3 € R"™" e H e Y € R"™*" satisfazendo as condigdes

(i) e (ii):
[ —AM' — BY AdM—I—) ~ ~ <]
X ~ X —M, F;—N, BU-R.
: ( ~F5 -G > (F3_H2 2 B 2
* Yo G3—|—H/ H3 X5 X4 X5
(i) ]| = * A3 +H,—0 H+M; B3+N; R, <0,
* * * Y6 M3—|—N/ R’z
* * * * )Y R/3
| * * * * * —-2U |
P (Y-H),
(i) ( 5 o >0Vi=1,..,m
* o,

sendo . L - N ~
L=P+M+M, I=-P+0+Gy+G)—G3—G5,
Y3 =Gy +M),— M, X4=G3+N,—Nj,
Ys=R,—Ry,+H'| X¢=My+My+hZ,
Y7 = Ng —l—Né — %Z
Entdo, considerando-se K =Y (M~")', para todas as condicoés iniciais or, € Cp, com
o = }Lmax<M_1P<M_1)/+hMax(M_1Q(M_1)/)

h? 8
—1 —1y/
o) = ?lmax(M ZM ™))
as correspondentes trajetorias do sistema (185) convergem assintoticamente para a ori-
gem.

Demonstraciao: A prova do Teorema 24 € andloga ao Teorema 22, basta utilizar o fun-
cional de Lyapunov-Krasovskii dado por*:

k—1 -1 k-1
Vi=xPx+ Y Xoxi+ Y Y Yizy, (186)
j=k—71 m=—h j=k+m

4A desigualdade de Jensen é dada por th Y " Zyj < —xk= i k W ZZ" —«_pYj> para maiores detalhes
sobre a formula vide (GU et al., 2003).
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Considerando-se as mesmas defini¢Oes feitas no Teorema 22 para y; e 7, calcula-se
AV}, juntamente com a utilizacdo da desigualdade de Jensen, aplicada ao caso discreto,
tem-se que:

1
AV < X1 Pyt — 3Py + 5,0 — Xy Ot + hyi Zyy — En,ian

A continuacao da demonstracdo € andloga ao Teorema 22, basta aplicar o lema de Finsler
com as matrizes {, Q, B e X, dadas por:

/I -A -A; 0 0 B
=% X Xg Ve M V(Ex)]: B=| -1 I 0 1 0 0|;
O -I I 010
[ P 0 0 O 0 0 ] [ 0 F
x O—P 0 0 0 G'T 0 Gy Gj
Q- * * -0 0 0 0 X = H, H, H;
* * hz 0 0 ’ M, M, Mj
* * * —}llZ 0 N Ny N3
L * * * * —2T ] | Rl R2 R3 i

O

Para este teorema, também € possivel enunciarem-se condicdes para estabilizacio glo-
bal, anédlogas as do Corolario 10.

7.5 Problemas de Otimizacao

Nesta se¢do, discute-se como utilizar as condi¢gdes apresentadas no Teorema 22, para
calcular os ganhos de realimentagdo em problemas de otimizacao. Cabe ressaltar que para
o Teorema 24, podem-se formular problemas de otimiza¢do andlogos.

7.5.1 Maximizacio do Conjunto Cy

Assumindo entdo que
2 2
10617 < 1 ¢ [|[Ady, [l7 < &2,
a idéia é maximizar O; e &, de forma a garantir que
o |0, |17+ 0| Adi |7 < 1.

Observe que ; e op dependem das matrizes que verificam as condi¢des (i) e (ii) dos
Teoremas 22, 23 e 24. Assim, este objetivo pode ser considerado indiretamente através
do seguinte problema de otimizacdo convexo com restricdes em forma de LMIs, em que
B1, B2 e B3 sdo constantes de peso e, A5, AQ e Ay sdo limites superiores para os autovalores

das matrizes P, Q e”Z respectivamente:

max 145+ oAy + B3A;
sujeito as relagdes (i), (ii), e
Apl 1 Al T A I
e ” > Q - > oA ” >
(lzz)[l P}_O’{I Q}_O’{I Z]_O'
Perceba-se que maximizando 145+ 225 + B3, estd-se maximizando os autovalores

das matrizes P, Q e Z, conseqiientemente os valores de o e ¢, que por sua vez maximi-
zam o conjunto Cy.

(187)
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7.5.2 Maximizacdo de 1 —h

A idéia aqui é determinar o intervalo maximo do atraso (h — k), para o qual é possivel
encontrar um conjunto de condicdes iniciais garantindo a estabilidade assintética local.
Considera-se entdo o seguinte problema:

max(h — h)

sujeito as relagdes (i) e (if). (188)

Considerando o cdlculo do maximo (i — ), visando a garantia de estabilidade especi-
ficamente para ||@, |3 < 81 € ||Ady, ||3 < &, com &y e & dados, a restrigdo (iii) de (187)
e a restri¢ao

a7 72 42 7,7
()Lﬁ‘f’ 3h+5ﬁ2+h h AQ)51+(/Z +g+2ﬁlz)52 <1

deve ser adicionada ao problema de otimizagao.

Observe-se que agora o problema ndo esta na forma de LMI, assim, para poder resolvé-
lo é necessdrio fixar (h — h) e resolver um problema de factibilidade até encontrar o ma-
ximo (h— h).

7.6 Exemplos Numéricos

Exemplo 6 (Caso atraso variante no tempo) Considere o sistema (174), dado pelas se-
guintes matrizes:

08 O —0.1 0 1
A‘lo.os 0.9]’ Aa = { 02 0.1 } B—[0.5}
e Resolvendo-se (188), através de problemas de factibilidade de LMIs, com ug =1 e
a lei de controle (172), obtém-se:

— um intervalo de atraso mdximo igual a h—h < 9 x 10?.

— parah=2e h = 100, obtém-se
K =[-0.4849 —0.3362] ¢ K; =[0.1732 0.0488|.

Este mesmo problema fora resolvido em (MIRANDA; LEITE, 2007), onde obtém-se

um intervalo mdximo de atraso h—h < 5 x 108. Entretanto, cabe observar que em
(MIRANDA; LEITE, 2007), ndo é considerado que o sistema possa estar sujeito a
saturagdo nos atuadores.

Utilizando-se agora a lei de controle (173)

— obtém-se um intervalo de atraso [h,h+ 12].
— para h =1 e h =13, obtém-se um ganho K = [ —0.6436 —0.3589 }

e Resolve-se agora o problema (187), utilizando-se ambas as leis de realimentacdo
de estado. Os resultados, considerando-se 6 = 0; = & sdo mostrados na Tabela
11.

Esta tabela, mostra um comparativo entre os valores obtidos para 8, nos casos em
que se resolve o problema de otimizacdo (187), aplicado aos Teoremas 22 e 23.
Conclui-se que se o atraso Ty for conhecido para cada instante de tempo k, entdo é
melhor que se utilize a lei de controle (172).
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Tabela 11: Relagao entre intervalo de atraso e raio da bola de estabilidade do Exemplo 6.

h dcomK; | &semK,
3 50.7633 33.2390
6 4.3574 3.6901
11 0.6649 0.4788
0.0921 infactivel
51 0.0356 infactivel

101 0.0072 infactivel
121 0.0048 infactivel
701 | 1.3238 x 10~* | infactivel
901 | 5.4514 x 10~ | infactivel

[\
—_—

Tabela 12: Relacdo entre o de atraso e raio da bola de estabilidade do Exemplo 7.

h K 8

1| [0.0014 —0.6748 ] | 1.7370x 10°
5 0.0000 —8.8768 1.1923 x 10°
10 0.6602 —7.2056 27.1877
20 | [ 194.0155 —60.9337 | 0.0078
40 | [ 1352996 —36.0742 | | 1.8876 x 107

Exemplo 7 (Caso atraso constante) Considere o sistema dado por (FRIDMAN; SHA-
KED, 2005b):

10 002 0.005 0
A_{OI.OI]’Ad_{ 0 —0.01]’3_{0.01]'

e Resolvendo-se o problema (188) para as LMIs do Teorema 24, com uy = 1, obtém-
se um atraso mdximo de h =28, ao passo que em (FRIDMAN,; SHAKED, 2005b),
obtém-se h =71. Deve-se lembrar que em (FRIDMAN; SHAKED, 2005b) ndo se
considera a saturagdo. Por outro lado, considerando-se uy = 103, obtém-se h ="72.
Neste caso se estd considerando um limite grande para a saturagdo de forma de o
sistema passe a se comportar como se ndo houvesse saturacdo, podendo-se assim
comparar o resultado obtido com o resultado obtido em (FRIDMAN,; SHAKED,
2005b).

e Resolve-se um problema de otimizagdo andlogo ao (187), porém aplicado ao Teo-
rema 24, para ug = 10. Os resultados obtidos, considerando-se & = 8 = &, sdo
apresentados na Tabela 12. Observe que quanto maior o atraso h, menor serd o
tamanho do conjunto das condi¢oes iniciais, i.e., menor o valor de 8.

7.7 Conclusao

Neste Capitulo, formaliza-se o problema de estabilizacdo para sistemas discretos, com
atrasos nos estados e sujeitos a saturacao nos atuadores, para dois casos.
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e Caso atraso variante no tempo: aqui o atraso T foi considerado conhecido para
cada instante de tempo k, e utilizou-se a lei de controle vy = Kxj + Kyx;_z,. Dessa
forma, utilizando-se um funcional de Lyapunov-Krasovskii e o Lema de Finsler,
formulam-se condicdes, dependentes do intervalo de atraso, para a resoluc¢do do
Problema 6.

e Atraso incerto e invariante no tempo: considerou-se, neste caso, que Tj satisfizesse
a inequagdo 0 < 7, = 7 < h. Assim, foi possivel formular condi¢cdes dependentes
do “limite do atraso h”, para a resolucdo do Problema 6.

Ressalta-se que o Problema 6 € formalizado tanto para a estabilizacdo local quanto global
a partir de LMIs, o que de acordo com investigacOes realizadas, mostrou-se inédito na
literatura.
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8 CONCLUSOES

O enfoque principal desta tese foi o projeto de controladores para a estabilizagc@o, por
realimentacao de estados e de saida, de sistemas com atrasos nos estados e saturacao nos
atuadores. Neste contexto, metodologias baseadas em LMIs ou BMIs (no caso da utiliza-
cdo de sistema descritor, mas com a formula¢do de problemas convexos), foram propostas
para o projeto de controladores, com o objetivo de obter condi¢des de estabilizagcdo tanto
locais quanto globais para estes sistemas, bem como caracterizar conjuntos de condi¢des
iniciais admissiveis e de obter condi¢des de estabilizacdo entrada-estado/entrada-saida
utilizando-se norma %, para sistemas sujeitos a perturbacdes. Estes resultados foram ob-
tidos através da utilizacdo de fun¢do de Lyapunov Razumikhin e funcionais de Lyapunov-
Krasovskii, bem como o Lema de Finsler. Com o objetivo de tratar os efeitos ndo lineares
causados pela saturacdo, utilizou-se a modelagem por zona-morta e a conseqiiente aplica-
cdo da condicao de setor generalizada, o que permitiu que fossem obtidas tantas condicoes
locais quanto globais para a estabilizagdo. Também foram propostas estratégias de “anti-
windup” para tratar dos efeitos de “windup” causados pela saturag@o.

Na seqii€ncia, tem-se um sumério dos resultados apresentados nesta tese.

e Projeto de controladores para estabilizacdo do sistema por realimentacdo de esta-
dos:

Apresentaram-se condi¢des para a resolu¢cdo do problema de estabilizag¢do por rea-
limentacdo de estados, tanto para o caso independente como dependente do atraso,
utilizando-se funcionais de Lyapunov-Krasovskii, fun¢cdes de Lyapunov-Rhazumi-
khin e a condi¢do de setor generalizada. As condicOes para estabilizacdao globais
e locais que foram obtidas estdo em forma de LMIs. Em se tratando de estabili-
zacdo local, determinaram-se estimativas de regides de atracdo. Considerando que
o0 sistema estivesse sujeito a perturbagdo, utilizou-se a norma .%, para quantizar o
problema de estabilidade entrada-estado e entrada-saida. Resolveu-se problemas
de otimizacdo com o objetivo de maximizar o nivel de atenuacgdo e tolerancia a
perturbacdes do sistema.

Pode-se citar como contribuicdes:
— a formulacdo do problema de atenuagao e tolerancia a perturbagao utilizando-
se anorma .%;

— aobtencdo de condi¢des em forma de LMIs para sistemas continuos com atra-
SOs variantes no tempo;

— autilizacao do funcional de Lyapunov-Razumikhin para obterem-se condi¢des
de estabilizacdo independentes do atraso em forma de LMIs;
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— autilizacdo do sistema descritor que potencialmente reduz a conservatividade
imposto pela representacdo do sistema com atrasos distribuidos.

e Estabilizacdo do sistema por realimentagdo de saida:

Uma das contribui¢des que pode-se citar deste trabalho € o projeto de controladores
dindmicos ndo racionais conjuntamente com lacos de “anti-windup’ estaticos, com
o0 objetivo de estabilizar, por realimentacio de saida, sistemas com atraso no tempo
e saturacdo nos atuadores. A vantagem do projeto destes controladores estd no
fato de ndo ser necessdrio se conhecer toda a estrutura das matrizes do funcional
de Lyapunov, porém ¢é necessdrio que se conhececa o atraso. A adicdo do laco
de “anti-windup” ao controlador, permitiu se que se levassem em conta os efeitos
indesejados causados pela saturacao.

Vale destacar que o projeto de controladores dinamicos ndo racionais ja vinha sendo
utilizado para estabilizar sistemas com atraso no tempo, porém nao havia sido apli-
cado ainda a sistemas que estivessem sujeitos também a saturacdes de controle,
dessa forma utiliza-se a fun¢do zona-morta com a finalidade de modelar a satura-
¢ao e lacos de “anti-windup” estaticos com o objetivo de atenuar os efeitos causados
pela saturacao.

e Sintese de compensadores de “anti-windup”:

Apresentaram-se propostas para técnicas de projeto de compensador de “anti-win-
dup” estatico ou dindmico, para sistemas com atrasos nos estados e saturacao nos
atuadores. No caso do compensador estatico, houve a possibilidade de se considerar
que o atraso fosse variante no tempo, ja para o caso dindmico, considerou-se apenas
atrasos constantes. Neste ultimo caso, consideraram-se também uma estrutura nao
racional.

A estrutura de “anti-windup” foi calculada com o objetivo de garantir que as trajeto-
rias do sistema permanecessem limitadas e que um certo nivel de desempenho %
fosse garantido para a saida regulada, para o caso em que atuasse sobre o sistema
perturbagdes limitadas pela norma .%5.

Tanto para o caso de estabilizacdo quanto para o caso de atenuagdo e tolerancia
a perturbacdes, obtiveram-se condicdes locais e globais, diretamente na forma de
LMIs.

Os trabalhos anteriormente publicados, propunham técnicas de projeto de compen-
sadores de “anti-windup” dinamicos para sistemas sujeitos a saturac¢ao de atuadores,
levando-se em consideracdo apenas atrasos nas entradas e saidas, e invariantes no
tempo.

e Projeto de controladores para estabilizagdo de sistemas discretos com atrasos nos
estados e saturagdo nos atuadores;,
Para obter condicdes de estabilizacdo, consideraram-se duas possibilidades para o
atraso:
— Atraso variante no tempo: utilizou-se a abordagem de Finsler, juntamente com
o funcional de Lyapunov-Krasovskii;

— Atraso incerto: além do Lema de Finsler e do funcional de Lyapunov-Kra-
sovskii, utilizou-se a desigualdade de Jensen.
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Analogamente ao caso continuo, utilizou-se a fun¢do zona-morta, para tratar a satu-
racdo e a conseqiiente aplicacdo da condi¢do de setor generalizada, permitindo que
se obtivessem condi¢des locais e globais para a estabilizacdo em forma de LMIs.
Em particular caracteriza-se o problema de estabilizac@o local, com a definicao de
uma regiao de condi¢des iniciais admissiveis.

Destaca-se aqui, outra contribuicdo deste trabalho, o fato de terem-se obtido condi-
¢oes na formulacdo de LMIs para sistemas discretos com atrasos variantes no tempo
e saturacao nos atuadores.

8.1 Perspectivas de Trabalhos Futuros

Com base nas técnicas apresentadas e nos resultados obtidos, deseja-se dar continui-
dade as pesquisas e/ou aprofunda-las. Assim, elencam-se abaixo tépicos especificos a
serem investigados.

e A investigagdo de novos funcionais de Lyapunov-Krasovskii para a andlise e sintese
de sistemas com atrasos e saturagdo nos atuadores

Estudar e desenvolver novos métodos que possibilitem a sintese de leis de controle,
levando-se em conta explicitamente a possibilidade de saturag@o e a ocorréncia de
atrasos (controle, estados e saidas), tanto variantes no tempo quanto incertos, que
assegurem estabilidade interna e externa ao sistema em malha-fechada. Utilizando-
se novos funcionais de Lyapunov-Kazoviskii, para obter condi¢des de estabilidade
dependente do atraso menos conservadoras que as atuais. Considerar a possibili-
dade de incertezas na modelagem do sistema.

e Projeto de lagos de “anti-windup” para sistemas discretos

Projetar compensadores de “anti-windup” estaticos ou dindmicos, para sistemas
discretos saturados com atrasos que possam estar sujeitos a acdo de perturbagdes
limitadas em norma .%.

e Saturacoes encadeadas

Saturagdes encadeadas (nested saturations) aparecem naturalmente em sistemas
contendo satura¢des na dinamica do atuador (saturacdes em taxa de variacdo) (GOMES
DA SILVA JR.; TARBOURIECH; GARCIA, 2003b), (BATEMAN; LIN., 2003) e
também em sistemas controlados por realimenta¢do dinamica de saida, apresen-
tando tanto atuadores quanto sensores saturantes em amplitude.

Por outro lado, em um sistema de controle implementado digitalmente em redes
de comunicag¢des industriais, atrasos no envio de dados do sensor ao controlador, e
do controlador para o atuador, ocorrem com freqiiéncia. Se estes atrasos e satura-
¢des ndo sdo levados em conta, perdas significativas de desempenho e mesmo de
estabilidade podem ocorrer.

Considerando entdo as saturacdes de sensores e atuadores e 0s atrasos, 0 comporta-
mento do seguinte sistema deve ser investigado

x(t) = Aox(t) + Bysat (A1 x(t — 71 (¢)) + Basat (Kx(t — 12(1)))

Com este intuito, pretende-se partir dos resultados recentemente propostos em (TAR-
BOURIECH; PRIEUR; GOMES DA SILVA JR., 2006) para sistemas sem atraso.



8.2

122

e Separagdo Quadrdtica - Caso discreto com atraso no tempo e satura¢do nos atua-

dores O método de separacao topoldgica € investigado para os casos em que hd uma
matriz incerta invariante no tempo interligada com uma transformacao linear impli-
cita. Um separador quadratico independente da incerteza é mostrado para com-
provar sem perdamente o fechar-lago bem-posedness. Vdrias aplicacOes da andlise
de sistema descritiva LTI entdo sdo dadas. Primeiro, alguns resultados conheci-
dos de estabilidade e posi¢ao de pélo de sistemas descritivos sdo demonstrados
de um novo modo. Em segundo lugar, as contribui¢cdes para andlise de estabili-
dade robusta e anélise de estabilidade de sistemas de atraso de tempo sdo expostas.
Esses comprovam ser novos mesmo quando em comparag¢ao com resultados de sis-
temas LTI habituais (ndo na forma descritiva). Todos os resultados sdo formulados
como desigualdade matriz linear (LMIs). Trabalhos utilizando o método da se-
paracdo quadrdtica com o objetivo de tratar a estabilidade de sistemas discretos
com atrasos no tempo, ja vem sendo utilizados por diversos autores como: (PEAU-
CELLE; HENRION; ARZELIER, 2005), (GOUAISBAUT; PEAUCELLE, 2006a)
e (GOUAISBAUT; PEAUCELLE, 2006b). Porém, percebe-se que nestes trabalhos
nao ¢ considerado a possibilidade de que o sistema esteja sujeito a saturagdes nas
entradas.

Dessa forma, pretende-se investigar a possibilidade da aplicacdo do método de sepa-
racdo quadratica para a estabilizacdo de sistemas com atrasos e que estejam sujeitos
a saturagcdes nas entradas.

Desenvolver projetos prdticos

Investigar e modelar matematicamente sistemas fisicos, com o intuito de aplicar os

resultados obtidos. Um exemplo que pode-se citar € a aplicacdo em redes de TCP
IP.
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