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“Tenha sempre em mente que a pele enruga,

o cabelo embranquece e os dias convertem-se em anos...
Mas o que € importante ndo muda.

A sua forca e convicgao néo tem idade

O seu espirito € como qualquer teia de aranha.

Atras de cada linha de chegada ha sempre uma de partida.
Atras de cada conquista, vem um novo desafio.

Enquanto estiver vivo, sinta-se vivo...

Se sentir saudades do que fazia volte a fazer.

N&o viva de fotografias amarelecidas...

Continue quando todos esperam que desista.

N&o deixe que enferruje o ferro que existe em vocé.

Faca com que em vez de pena tenham respeito por voce.
Quando nao conseguir correr através dos anos, caminhe!
Quando nao conseguir caminhar use uma bengala...

Mas nunca se deixe deter...

— MADRE TERESA DECALCUTA
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RESUMO

A Estatistica € uma ferramenta indispensavel em todos os campos cientificos. A Es-
tatistica descritiva € usada para sintetizar dados. O principal problema desta area esta
relacionado aos valores de uma amostra, 0s quais geralmente possuem erros que ocorrem
durante a obtencéo dos dados. Um dos objetivos deste trabalho € apresentar uma forma
de representacao para os valores amostrais que considera 0s erros contidos nestes valores.
Esta representacéo é realizada através de intervalos. A literatura mostra que foram rea-
lizadas pesquisas somente em problemas de calcular os valores intervalares das medidas
de disperséo variancia, covariancia e coeficiente de correlacdo, que a utilizacdo da com-
putacdo intervalar na solugéo de problemas de medidas de disperséo intervalar sempre
fornece solugéo com intervalos superestimados (intervalos com amplitude grande), e que
ao procurar uma solucdo com intervalos de amplitude pequena (através da computacao
da imagem intervalar), o problema passa a pertencer a classe de problemas NP-Dificil.
Com o objetivo principal de analisar a complexidade computacional dos problemas de
computar os valores dos indicadores estatisticos descritivos com entradas intervalares, e
realizar uma classificacdo quanto a classe de complexidade, a presente tese apresenta: i)
definicdes intervalares de medidas de tendéncia central, medidas de dispersao e separa-
trizes; ii) investigacdo da complexidade de problemas das medidas de tendéncia central
média, mediana e moda, das medidas de dispersdo amplitude, variancia, desvio padrao,
coeficiente de variacdo, covariancia, coeficiente de correlacdo e das separatrizes e iii)
representacao intervalar dos valores reais, de tal modo que garante a qualidade de apro-
ximacgao nos intervalos solugéo calculado através da extenséo intervalar. Primeiramente,
apresentamos uma abordagem intervalar para os indicadores estatisticos e propomos algo-
ritmos para a solucédo dos problemas de computar os intervalos de medidas de tendéncia
central intervalar, dispersao intervalar e separatrizes intervalares. Tais algoritmos utilizam
a aritmética intervalar definida por Moore, a extensao intervalar e foram projetados para
serem executados em ambientes intervalares como IntLab e Maple Intervalar. Por meio
da analise da complexidade computacional verificamos que os problemas de medidas de
tendéncia central, dispersao e separatrizes, com entradas intervalares, pertencem a classe
de problemas P. Este trabalho apresenta, portanto, algoritmos de tempo polinomial que
calculam os intervalos dos indicadores estatisticos com entradas intervalares, e que re-
tornam como solucéo intervalos com qualidade de aproximacao. Os resultados obtidos
no desenvolvimento do trabalho tornaram viavel a computacdo da Estatistica Descritiva
Intervalar.

Palavras-chave:Medidas de tendéncias central, medidas de disperséo, separatrizes, com-
plexidade computacional, extenséo intervalar, problema NP-Dificil.



Analysis of the Computational Complexity of Descriptive Statistic Problems with
intervals input

ABSTRACT

Statistics in a fundamental tool for all scientific areas. Descriptive Statistics are used
to analyze data. The main problem in this area is related to sample values, which are ty-
pically error prone due to the experimental processes used to obtain these values. One of
the aims of this thesis is to suggest a representation form to sample values that takes these
errors into account by using intervals. There are already approaches to calculate values of
dispersion, variance, covariance and correlation coefficient using intervals, but the inter-
val computation of dispersion measures gives always overestimated intervals (with wide
amplitude) as results. Moreover, if better solutions are needed, by using the interval image
representation, calculating such measures turns out to be an NP-hard problem. The main
aim of this thesis is to analyze the computational complexity of the descriptive statistics
measures using intervals as input values. More concretely this work presents: i) defi-
nitions of central trend, dispersion and separatriz using intervals; ii) investigation of the
complexity of problems related to the calculation of central trend measures mean, median
and moda, of the dispersion measures amplitude, variance, standard deviation. variance
coefficient, covariance, correlation coefficient and separatriz; and iii) interval represen-
tation of real values such that guarante the quality of the approximation in the result
intervals calculated using interval extension does not occur. First, an interval approach
to statistics measures is presented, and then algorithms to compute the above described
measures are proposed. Such algorithms are based on the interval arithmetics defined by
Moore, on interval extension, and were designed to execute in ambients like IntLab and
Interval Maple. By analyzing the computational complexity of these algorithms, we con-
clude that all defined measures are in the P class of complexity. This means that there
are polynomial time algorithms that calculate the resulting intervals of the main descrip-
tive statistical measures with interval input values with quality of the approximation. The
impact of this result is to make Interval Descriptive Statistics feasible.

Keywords: measures of central trend, measure of dispersion, computational complexity,
interval extension.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho est4 inserido na area de Matemética da Computacao, tendo como tema
a complexidade dos problemas de célculo de indicadores estatisticos com entradas inter-
valares.

O trabalho é composto por 6 capitulos, sendo este primeiro destinado a apresentacao
do tema da tese e estrutura do volume. As préximas sec¢des apresentam a motivacao,
justificativa e o estado da arte do tema proposto. Na sec¢do seguinte € considerada a
formulacao da tese e os objetivos propostos. Para finalizar, as se¢des 1.5 e 1.6 apresentam
a estrutura da tese e comentarios finais.

1.1 Problema dos valores de amostra em Estatistica Descritiva

A palavra estatistica origina-se da palavra “Status” (Estado em latim), por ser utili-
zada no levantamento de dados, com a finalidade de orientar decisdes governamentais.
Considera-se a estatistica como “a ciéncia que se preocupa com a organizagao, descri-
¢do, andlise e interpretacdo de dados experimentais” ou “ matematica aplicada a dados
em observacao” (LIPSCHUTZ, 1972). Segundo Meyer (1968) considera-se a estatistica
como “um conjunto de meétodos e processos quantitativos que serve para estudar e medir
os fenbmenos coletivos” ou ainda como “um conjunto de métodos destinados a coleta,
organizacao, resumo, apresentacao e analise de dados e observacdes, bem como a tomada
de decisbes baseadas em tais andlises”.

Popularmente o uso da estatistica esté ligado a representacédo de dados experimentais
atraveés de tabelas e graficos (CHRISTMANN, 1978).

Christmann (1978), afirma que com o atual desenvolvimento, a Estatistica se tornou
uma ferramenta indispensavel em todos os campos cientificos. Na engenharia e na indus-
tria, por exemplo, ela é indispensavel no controle de qualidade, na analise de custos, no
dimensionamento de estoques, no estudo de tempos e, de uma maneira geral, a estatistica
€ pré-requisito em projetos de interesse coletivo, na analise de experiéncias e no estabe-
lecimento de testes, em pesquisas cientificas, no estabelecimento de formulas empiricas,
etc.

Em funcdo dos dados na analise estatistica, a estatistica se divide em descritiva e infe-
rencial. A estatistica descritiva é constituida de métodos usados para sintetizar os dados.
A inferéncia estatistica € o processo de utilizar os dados obtidos a partir de uma amos-
tra para fazer estimativas ou testar hipoteses sobre as caracteristicas de uma populacéao.
A estatistica descritiva desenvolve o trabalho até a descricdo dos dados; a andlise destes
fica para ser desenvolvida pela estatistica inferencial (ANDERSON; SWEENEY; WIL-
LIAMS, 2003).

A estatistica descritiva envolve inicialmente a distribuicdo de frequéncias, medidas
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de tendéncia central, medidas de disperséo e separatrizes. As medidas de localizagédo ou
de tendéncia central mostram o valor representativo em torno do qual os dados tendem
a agrupar-se, com maior ou menor frequiéncia. S8o usadas para sintetizar em um Unico
namero o conjunto de dados observados. As medidas de variabilidade ou de disperséo
mostram o grau de afastamento dos valores observados em relacéo aquele valor represen-
tativo.

O principal interesse do presente trabalho, dentro da teoria da estatistica descritiva,
esté relacionado ao problema dos valdfes . .., x,} de uma amostra. Geralmente os
valores de uma amostra possuem erros que ocorrem durante a obtencao dos dados.

Jain (1991) comenta que utilizar quaisquer dados que acontecam estar disponiveis ou
utilizar dados que foram obtidos com pouco cuidado pode levar a uma informacéo pobre
e enganosa. Assim, tomar as medidas necessarias para a obtencéo de dados exatos pode
assegurar informacéo confiavel e valiosa para a tomada de decisdo. A medicao de uma
grandeza deve ter como objetivo, entre outros, obter um valor com melhor estimativa do
verdadeiro valor da grandeza e ter alguma indicacdo sobre a imprecisdo da medida. Os
erros de observacdo, normalmente, ndo obedecem a regras simples e podem ter varias
causas. Geralmente, sdo enquadrados em dois grupos: erros acidentais e erros sistema-
ticos. Por vezes os dois tipos de erro ocorrem combinados, sendo dificil distinguir entre
uns e outros.

Os erros sistematicos podem ser devidos ao observador ou ao instrumento utilizado e
séo inerentes ao método escolhido, ao processo de medida ou ao préprio instrumento. Este
tipo de erro afeta sempre o resultado no mesmo sentido e tem sempre a mesma magnitude
sendo, por isso, muito dificil de detectar. Nao existem principios gerais para tratar este
tipo de erro e a sua deteccéo e corregdo exige grande experiéncia da parte do observador
(por exemplo, a utilizacdo de uma régua mal graduada introduz um erro sistematico na
medicao) (VUOLO, 1996).

Os erros acidentais ou aleatérios podem ter diversas causas, mas sao na sua grande
maioria erros de leitura, ttm uma incidéncia desordenada, influenciando os resultados ora
num sentido ora noutro. Este tipo de erro € inevitavel, pode no entanto ser detectado
aumentando o numero de experiéncias efetuadas, ou seja, diminuindo a probabilidade
de ocorréncia de um "mesmo acidente". S&o usualmente tratados de forma estatistica
(VUOLO, 1996).

Um erro sistematico ndo impede que se obtenha uma medida de grande preciséo (os
valores obtidos podem ser préximos entre si) no entanto pode conduzir a uma medida de
baixo rigor (o valor obtido pode ser bastante diferente do valor real).

A preciséo de cada uma das medidas efetuadas depende sempre das limitacdes técni-
cas do instrumento utilizado. Na maioria das vezes a precisao dos aparelhos é indicada,
pelos fabricantes, no proprio aparelho ou no seu manual. O valor da precisdo de uma
medida nunca pode ser menor que a precisdo do instrumento utilizado nessa medida. Por
mais cuidadosa que seja uma medicao e por mais preciso que seja o instrumento, nao €
possivel realizar uma medida perfeita. Ou seja, sempre existe uma incerteza ao se com-
parar uma quantidade de uma dada grandeza fisica com sua unidade (VUOLO, 1996).

No desenvolvimento do presente trabalho a incerteza esta relacionada ao instrumento
de medida, o qual ndo é abordado neste trabalho. Supde-se que as medidas foram realiza-
das nas mesmas condi¢cdes e com o0 mesmo instrumento. A aleatoriedade esta relacionada
com a amostra de uma populacéo, e os valores de uma amostra podem conter erros alea-
torios ou sistematicos.

O presente trabalho nao identifica o tipo de erro presente nos valores de uma amostra,



15

e sim sugere uma forma de representacao que considera os erros contidos nestes valores.
Esta representagéo é realizada através do uso de intervalos, onde representam-se os va-
lores{x1,...,z,}, com uma margem de precisdpem intervalosx; = [z — §, 21 +

8, .y Xn = [zp — 0, 2, + 4.

1.2 Aritmética Intervalar e Estatistica Descritiva Intervalar

O uso de intervalos remonta dos primordios da humanidade, sendo seu conceito uti-
lizado por muitos matematicos, mesmo antes da era cristd (DENNIS; KREINOVICH,;
RUMP, 1998). No entanto, os primeiros relatos de desenvolvimento de uma aritmética
entre intervalos séo referidos a partir do trabalho de Burkill, em 1924, e Young, em 1931,

e mais efetivamente a partir dos trabalhos de Sunaga (1958) e de Moore (1966). A Analise
Intervalar surge com o objetivo inicial de controlar a propagacao de erros de arredonda-
mento em procedimentos numéricos computacionais (VACCARO, 2001).

A aritmética intervalar utiliza intervalos reais para representar valores infinitos, valo-
res desconhecidos ou para representar valores continuos que podem ser conhecidos ou
ndo. Os intervalos servem para representar dados inexatos, aproximacdes e erros de
truncamento de procedimentos, como consisténcia de programas, critério de parada de
processos iterativos.

Os intervalos foram definidos com o objetivo inicial de automatizar a andlise do erro
computacional. Através da utilizagdo de intervalos, tem-se um controle automatico de
erros com limites confiaveis, além de provas de existéncia e ndo existéncia de solucéo de
diversos problemas.

Na matematica intervalar, em vez de se aproximar um valorrgata um numero de
maquina, ele é aproximado por um intervalaue possui como limite inferior e superior
nameros de maquina de forma que o intervalo contenatamanho deste intervalo pode
ser usado como medida para avaliar a qualidade de aproximacao (RATSCHEK; ROKNE,
1988). Os célculos reais séo substituidos por calculos que utilizam a aritmética intervalar.

E importante ressaltar que existem questdes do tipo: “Por que utilizar técnicas in-
tervalares se existem na maioria dos sistemas de computadores bibliotecas mateméaticas
avancadas e eficientes, que resolvem a maioria dos problemas?”.

A justificativa do uso de técnicas intervalares, segundo Rastthall(1988), inicia
pelo fato de que os computadores empregam aritméticas chamadas de ponto flutuante ou
ponto fixo. Nestas aritméticas, nimeros reais sao aproximados para um subconjunto finito
de nimeros reais chamados nimeros de maquina representaveis. Devido esta represen-
tacdo sdo gerados alguns tipos de erros. O primeiro tipo de erro ocorre quando um valor
real de entrada é aproximado para um namero de maquina. Exemplificando, considera-se
0 caso do numerp = 3, 1415... que pode ser aproximado, como por exemplo, para o nu-
mero de maquina, 14. O segundo tipo de erro é causado pelos resultados intermediarios
gerados na execucao de cada operacao e que vao se acumulando. Existe ainda um outro
tipo de erro que estéa relacionado com a incerteza dos dados de entrada, o que acontece
muito no caso de experimentos fisicos e quimicos onde os dados de entrada séo incertos.

No processo de resolucdo de problemas podem ser constatadas algumas fontes de
erros: erros de propagacao nos dados iniciais, erros de arredondamento e erros de trun-
camento, causados ao se truncar seqiéncias infinitas de operagfes aritméticas, apos um
namero finito de etapas. Neste contexto percebe-se a importancia de técnicas intervala-
res. Ressalta-se que uma resposta intervalar carrega com ela a garantia de sua incerteza.
Um valor pontual ndo carrega medidas de sua incerteza. Mesmo quando uma analise de
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sondagem do erro é executada, o nUmero resultante é somente uma estimativa do erro que
pode estar presente.

Segundo kearfotet al (1996), sdo muitas as aplicagdes de intervalos e nas mais di-
versas areas, tais como: programacdo matematica, manipulacdo de equacdes, analise e
projeto de circuitos elétricos, psicologia matematica, estatistica, equacgdes diferenciais,
fisica e muitos outros.

Trabalhos desenvolvidos na area de estatistica com dados intervalares séo muito recen-
tes, destaque-se a tese desenvolvida por Campos (1997). A tese propde uma metodologia
para estender a probabilidade real de tal forma a possibilitar seu calculo automatico atra-
vés do uso de intervalos, limitando os erros computacionais e mantendo uma semantica
consistente entre a probabilidade e os resultados intervalares obtidos. Campos obteve a
probabilidade intervalar com a utilizagéo de conceitos de extensdes intervalares de fun-
¢cOes reais, propostos por Moore (1966) e Acioly (1991). A partir da definicdo do que seja
um espaco de probabilidade intervalar, provou-se que a extensao proposta tinha proprie-
dades similares as da probabilidade real (probabilidade usual). Nesse sentido, a probabi-
lidade intervalar estende a probabilidade real sendo esta uma restricdo da primeira.

Dos diversos problemas existentes na computacéo intervalar, o principal é a existén-
cia de métodos que frequentemente retornam um integvglee superestima a imagem
procuraday tal quey C z ey # z (KREINOVICH et al, 1998).

Segundo Kreinoviclet al (1998), existem casos onde € extremamente importante co-
nhecer como diferentes valores reaisyd@dem ser estimados corjo= f(Z1, ..., Z,).

Por exemplo, se estimamos que a quantidade de 6leo em um poco é de 100 milhdes de
toneladas, entdo as acdes dependerdo de quanto exata é esta estimativa: se a estimativa
€ razoavelmente exata, ou seja, se o valor rdalét 10 milhdes ton., provavelmente
poderiamos comecar a exploracdo comercial deste poco de Oleo; agora, se a estimativa
nado é exata, e o errfiy = y — y pode ser tdo grande quantd 00, logo é possivel que

a quantidade atual de Olgcesteja préximo dé, ou seja, que ndo existe uma quantidade

de dleo suficiente para exploragdo comercial. Isso significa que as medigfes realizadas
foram insuficientes para dar informacdes adequadas para decidir sobre o que fazer, e em
consequéncia, se deve realizar medicbes mais precisas.

Agora, cita-se um exemplo pratico do problema de computar o valor de uma fungéo
polinomial intervalar: o custo de uma viagem de férias - neste caso a soma correta do total
da despesa da viagem pode ser obtida adicionando, subtraindo, e multiplicando diversos
nameros, tais como o custo da passagem (aé€rea ou terrestre), o valor das diarias em um
hotel, refeicbes, compras de lembrancas do local de passeio. Os Unicos valores certos que
se conhece sao o0s custos da passagem e hotel, os valores referentes as refeicbes e compras
em geral ndo sao precisos, neste caso pode-se considerar que estes valores estao contidos
em um intervalak;, onde tem-se a idéia de gastar um valor minimo e maximo em relacao
aguelas despesas que pode-se chamar de despesas variaveis. Como resultado do total de
despesas da viagem, a soma pode ser um polinémio de vérias vafiaveis, x,,), onde
1 € X1,...,2, € X, € cada intervalg; corresponde uma despesa variavel.

A literatura ((FERSON et al.,, 2002), (FERSON; GINZBURG; KREINOVICH,;
LONGPRE; AVILES, 2002), (FERSON; GINZBURG; KREINOVICH; LONGPRE;
AVILES, 2004), (KREINOVICH, 2003)) mostra que foram realizadas pesquisas somente
em problemas das medidas de disperséo variancia intervalar, covariancia intervalar e coe-
ficiente de correlacdo intervalar, e que a utilizagdo da computacéao intervalar na solucéo
de problemas de medidas de disperséo intervalar sempre fornece solu¢cdo com intervalos
superestimados (ou intervalos com amplitude grande), e que ao procurar uma solucao
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com intervalos de amplitude pequena (através da computag¢do da imagem intervalar), o
problema passa a pertencer a classe de problemas NP-Dificil.

Com o objetivo de tornar vidvel a computacéo de medidas de dispersao com entradas
intervalares, procura-se desenvolver algoritmos eficientes (TOSCANI; VELOSO, 2001),
ou seja, algoritmos com tempo de processamento razoavel. A certificacdo da eficiéncia
de tais algoritmos, e a busca de uma possivel solu¢édo para os problemas de computar os
valores intervalares de medidas de dispersao, da-se através da utilizacdo da complexidade
computacional.

1.3 Complexidade dos problemas da Computacao Intervalar

O termo complexidade, no contexto de algoritmos, refere-se aos recursos necessarios
para que um algoritmo possa resolver um problema sob o ponto de vista computacio-
nal, ou seja, a quantidade de trabalho despendido pelo algoritmo (TOSCANI; VELOSO,
2001). Quando o recurso é o tempo, sdo escolhidas uma ou mais operacfes fundamentais
e entdo sdo contados os numeros de execuc¢des desta operacdo fundamental na execugao
do algoritmo. Segundo Toscani (2001) a escolha de uma operagdo como operacao funda-
mental é aceitavel se o nimero de operacgdes executadas pelo algoritmo € proporcional ao
namero de execucdes da operacdo fundamental.

A complexidade também pode ser vista como uma propriedade do problema, o que
significa dar uma medida independente do tratamento dado ao problema, independente do
caminho percorrido na busca da solucéo, portanto independente de algoritmos. Alguns
problemas sdo bem comportados, isto €, permitem chegar a limites de complexidades bem
definidos, outros estdo em classes com contornos ndo bem claros (TOSCANI; VELOSO,
2001).

No decorrer das pesquisas sobre problemas que envolvem computacao intervalar,
verificou-se que a maioria dos problemas pesquisados pertenciam a classe de proble-
mas NP-Dificil (KREINOVICH et al, 1998) (FERSON; GINZBURG; KREINOVICH,;
LONGPRE; AVILES, 2002) (KREINOVICH, 2003). Diante de tais resultados, passou-se
a pesquisar sobre a computacéo intervalar e trabalhos relacionados.

A analise da complexidade em problemas que envolvem computacao intervalar teve
como ponto de partida o problema basico da computacédo intervalar (PBCI) (KREINO-
VICH et al, 1998), ou seja, o problema de computar o intervalo imagem de uma fungao
continua e computavel.

Uma aplicacao classica deste problema €, por exemplo, o das medi¢des de quantidade
de 6leo em um poco (KREINOVICH et al, 1998). Geralmente se conhecem os valores
aproximadog:; de uma quantidade fisiag, a exatidaa\,; de cada medicéo e o algoritmo
f(z1, ..., z,) que transforma os valores no valor da quantidade desejagdaComo resul-
tado, sabe-se que pertence ao intervate; = [z, — A;, z; + A;] e se deseja conhecer o
conjunto de possiveis valores glePara uma funcdo continyaz,, ..., z,,), este conjunto
€ um intervalo denotado pgr= [y, 7].

Considerando o exemplo acima, surge a questao: “Pode-se calcular os exteos
do intervaloy em tempo razoavel?”. Kreinoviat al (1998), procuraram responder esta
guestao analisando a complexidade do PBCI, verificando que o0 mesmo pertence a classe
de problemas NP-Dificil, ou seja, € pelo menos téo dificil de resolver quanto qualquer
problema NP. Em outras palavras, € um problema que nédo tem algoritmo de tempo de
processamento polinomial conhecido.

Mesmo o PBCI sendo NP-Dificil, Fersat al (2002) consideraram valores interva-
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lares|z,,7;], ¢ = 1,...,n, para cada um dos valores de amostréz, ..., z,} como

dados de entrada de problemas da estatistica, mais precisamente para os indicadores es-
tatisticos variancia, covariancia e coeficiente de correlacdo. Da analise da complexidade
computacional do problema de computar o valor da varianc@ntido em um intervalo

VA = [va, va), foi verificado que o mesmo é NP-Dificil (FERSON; GINZBURG; KREI-
NOVICH; LONGPRE; AVILES, 2002)(FERSON et al., 2002), e considerando algumas
restricbes sobre os dados de entrada, Fezsah(2002) e Wu 2003, apresentaram algo-
ritmos razoaveis (TOSCANI; VELOSO, 2001) que computavam o extremo inferido
intervaloVA em tempo polinomial. Os problemas de computar o intervalo da covariancia
intervalarCO e o intervalo da correlacdo interval@C também pertencem a classe de
problemas NP-Dificil (FERSON et al., 2002) (FERSON; GINZBURG; KREINOVICH,;
LONGPRE; AVILES, 2004), porém para estes problemas nao foram consideradas restri-
¢cOes sobre os dados de entrada para melhorar o resultado da complexidade.

A analise da complexidade do problema de computar medidas de dispersdo com va-
lores intervalares justifica-se devido a afirmacao de Traylor (1995) de que nenhum algo-
ritmo razoavel (TOSCANI; VELOSO, 2001) é possivel para computar a estimativa de um
intervalo 6timo, isto €, a menos que o tempo de processamento seja exponencial. Esta
afirmacdao foi constatada nos resultados encontrados na bibliografia pesquisada sobre a
complexidade de problemas com entradas intervalares, porém ndo com a utilizacdo da
computacao intervalar (operacfes aritméticas intervalares e aritmética de exatiddo ma-
xima) devido a superestimacao no intervalo obtido, e sim com processamento de dados
utilizando as operacdes de aritmética real (computacdo da imagem intervalar). A esti-
macao na computacao intervalar ndo fornece a imagem exata, e sim retorna um intervalo
gue contém o valor da imagem. Esta imagem é chamada de estimativa do intervalo 6timo
(“optimal interval) (TRAYLOR; KREINOVICH, 1995).

Analisando a bibliografia relacionada ao tema “complexidade de problemas que envol-
vem computacao intervalar”, verifica-se que nao foi abordado o problema de estimar valo-
res esperados (ou esperanca) com entradas intervalares. Em decorréncia, desenvolveram-
se os trabalhos (LORETO et al., 2004) e (LORETO; SILVA; CLAUDIO; TOSCANI;
LEAL; RIBEIRO, 2005), os quais mostram que o problema de estimar o valor esperado
de uma funcdo com entradas intervalares € NP-Difici. Em (LORETO; SILVA; CLAU-
DIO; TOSCANI; LEAL; RIBEIRO, 2005) mostra-se a possibilidade de aproximar um
problema NP-Dificil da computacéo intervalar, através do uso de heuristicas com énfase
em algoritmos baseados no Método de Monte Carlo. A fim de apresentar heuristicas para
0 problema genérico de estimar numericamente, dada uma precisa@lor esperado
de uma funcéo raciondl(zy, ..., z,) com(zy, ..., x,) € [[;_, x I, escolhidos de acordo
com uma fungéo de densidade de probabilid&de,, ..., z,,) conjunta, conY;, sendo in-
tervalos, mostra-se para o particular caso de um grafo regular de grau 2, cujos vértices
podem assumir somente dois valorelse +1, 0 que restringe os intervalos a serem todos
discretos/, = [-1,1]NZ* k = 1,...,n. Verifica-se que o problema do valor espe-
rado entre os pares de vértices adjacentes, tivera seu custo reduzid'fleperacoes,
atraves do calculo exato, paty N..».) que seria a complexidade encontrada quando
aproxima-se o resultado obtido pela Heuristica, aNgg,,.. € 0 nimero de amostras de
configuracdes escolhidas através do processo de amostragem por importancia no contexto
do algoritmo de Metropolis.

O trabalho (LORETO et al., 2005), desenvolvido sobre o tema da tese, apresenta a
complexidade computacional dos problemas de computar, com entradas intervalares, as
medidas de tendéncia central média, mediana e moda, e as medidas de dispersdo am-
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plitude total, variancia, desvio padrao, coeficiente de variagdo, covariancia e coeficiente
de correlacéo. Para a investigacdo da complexidade elabora-se uma abordagem intervalar
para os indicadores estatisticos e uma forma de representacéo dos valores reais em valores
intervalares, de tal modo que ndo ocorre superestimacao nos intervalos solugcéo. Por meio
da andlise da complexidade computacional verifica-se que os problemas de computar as
medidas de tendéncia central e dispersdo, com entradas intervalares, pertencem a classe
de problemas P, quando resolvidos atraves da extensao intervalar (MOORE, 1979).

Ao analisar a complexidade de um problema pode-se informar qual a classe de com-
plexidade que o mesmo pertence. Conhecendo a classe em que o problema pertence, os
projetistas de algoritmos, e até mesmo profissionais da area de estatistica, poderiam se
concentrar naqueles problemas para 0s quais existem algoritmos razoaveis, ou seja, que
possam ser resolvidos através do computador em tempo polinomial de processamento.

Segundo Toscani (2001), identificar a tratabilidade e a intratabilidade dos problemas,
mesmo aqueles que possuem algoritmos imediatos (algoritmos de facil construcao), é
de extrema importancia para os projetistas de algoritmos, pois conhecendo as classes de
complexidade em que os problemas pertencem, os projetistas poderiam ter uma medida
real quanto as solucdes disponiveis e a expectativa de melhorar esses resultados.

Conforme comentado anteriormente, a estatistica descritiva € amplamente utilizada
nas mais diversas areas. Salienta-se que um dos problemas mais preocupantes referem-se
aos valores de amostras que geralmente contém erros de medicdes. A confiabilidade dos
valores das medidas de tendéncia central média, mediana, moda, das medidas de disper-
sao amplitude, variancia, desvio padréo, coeficiente de variacéo, covariancia, coeficiente
de correlagéo e das separatrizes quartil, decil e percentil dependem exclusivamente dos
valores de amostra.

Uma alternativa proposta por este trabalho é o uso de intervalos para considerar erros
de medidas, inerentes aos valores de amostra, a fim de que se obtenham valores mais con-
fiAveis para os indicadores estatisticos. Além disso, com a abordagem intervalar, com a
utilizacdo da extensao intervalar e com algoritmos eficientes (verificados através da ana-
lise da complexidade computacional) os indicadores estatisticos com entradas intervalares
tornam-se possiveis de serem calculados através de ambientes intervalares como Maple
Intervalar (MAPLE , 2005) e IntLab (MATLAB , 2005).

1.4 Objetivos do Trabalho

O objetivo de tese proposta é seguinte:

“Analisar a complexidade computacional dos problemas de computar os valores de
indicadores estatisticos com entradas intervalares, a fim de obter uma classificagdo quanto
a classe de complexidade destes problemas”.

O trabalho desenvolvido neste volume visa a realizagcdo dos seguintes objetivos espe-
cificos:

e Determinar uma abordagem intervalar para os indicadores estatisticos descritivos
média, mediana, moda, amplitude total, variancia, coeficiente de variagédo, cova-
ridncia, coeficiente de correlagéo e separatrizes quartil, decil e percentil;

e Apresentar uma forma de representacédo dos valores reais em valores intervalares,
de tal modo que garanta a qualidade de aproximacado nos intervalos solucdo em
relacao a resposta real exata;
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Definir um novo problema, para cada indicador estatistico, através da definicdo do
dominio intervalar de fungdes intervalares com variaveis intervalares, considerando
a extensao intervalar como método de resolucdo. A definicdo de um novo problema
se faz necesséria devido ao PBCI, aplicado a estatistica, possuir como dominio da
funcdof valores reais, .. ., x, contidos em intervalos;, ou sejaDom(f) = R”

(onden é o numero de argumentos da funcdo) e o mesmo pertencer a classe de
problemas NP-Dificil (FERSON et al., 2002)(FERSON; GINZBURG; KREINO-
VICH; LONGPRE; AVILES, 2002)(FERSON et al., 2002)(KREINOVICH, 2003)

Propor algoritmos para a solucéo dos problemas de computar os intervalos de me-
didas de tendéncia central, dispersao e separatrizes com entradas intervalares. Tais
algoritmos utilizam a aritmética intervalar definida por Moore (MOORE, 1966) e a
extensao intervalar (MOORE, 1979);

Reclassificar, quanto a classe de complexidade, os problemas de calcular os indi-
cadores estatisticos variancia, covariancia e coeficiente de correlacdo com entradas
intervalares;

Mostrar, através de exemplos de calculos intervalares usando sistema de ponto flu-
tuante, arredondamento direcionado (KULISCH; MIRANKER, 1981) e extensao
intervalar, a qualidade dos intervalos solugé&o.

Por fim, é objetivo tornar viavel a computacéo dos valores dos indicadores estatisticos
intervalares variancia, covariancia e coeficiente de correlacéo, os quais ndo eram passiveis
de serem calculados devido os resultados de NP-dificuldade apresentados na bibliografia
pesquisada.

1.5

Estrutura da tese

Os demais capitulos deste trabalho observam a seguinte estrutura:

O Capitulo 2 apresenta conceitos basicos sobre os quais esta formalizada a teoria
da complexidade computacional. Descreve-se, ainda, um apanhado geral do estado
da arte do tema complexidade de problemas intervalares (secéao 2.3), o PBCI com
restricoes (secéo 2.3.1);

O Capitulo 3 apresenta uma forma de representagéo dos valores reais em valores in-

tervalares, a ordenacdo intervalar quanto todos os intervalos s&o disjuntos ou quanto

séo todos encaixados e definicdes, a nivel intervalar, de medidas de tendéncia cen-

tral, dispersédo e separatrizes, e o estado da arte da complexidade dos problemas de
estatistica descritiva com entradas intervalares;

O Capitulo 4 apresenta a investigacdo da complexidade computacional de proble-
mas de medidas de tendéncia central, disperséo e separatrizes com entradas inter-
valares e os resultados de complexidade dos problemas dos indicadores estatisticos
considerando a imagem intervalar (estado da arte) e extensao intervalar (n0ssos re-
sultados);

O Capitulo 5 apresenta medidas de correcdo de uma resposta intervalar, exemplos
numeéricos dos indicadores estatisticos intervalares realizados com o estudo de caso
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do IMC (indice de Massa Corporal) de alunos do ensino fundamental e averiguagéo
da qualidade dos intervalos solucéo;

e O Capitulo 6 apresenta as conclus@es do trabalho, juntamente com indicacdes de
desenvolvimentos futuros.

O volume encerra-se com a apresentacao das referéncias bibliograficas e os anexos
utilizados para o desenvolvimento deste trabalho.

1.6 Comentarios Finais

O presente capitulo apresentou o tema sobre o qual é formulada a presente tese, res-
saltando a motivacao e a justificativa para sua escolha, bem como aspectos relacionados a
estruturacéo e desenvolvimento deste trabalho.

O préximo capitulo apresentara os fundamentos tedricos de complexidade computa-
cional, sobre o qual o presente trabalho esta direcionado.
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2 COMPLEXIDADE DE PROBLEMAS INTERVALARES

Este capitulo apresenta, de forma suscinta, conceitos de Complexidade Computaci-
onal (problema computacional, classes de complexidade) e aritmética intervalar. Tais
conceitos sao de fundamental importancia para a compreensao e o desenvolvimento do
trabalho.

Nas sec¢fes seguintes apresentamos o desenvolvimento de pesquisa na area da com-
plexidade computacional de problemas que envolvem computacao intervalar.

2.1 Aritmética Intervalar

Nesta secao sédo apresentadas as definicdes basicas da aritmética intervalar, necessarias
para o desenvolvimento do presente trabalho. Tais definicdes estdo baseadas nos trabalhos
de Moore (1966) (1979) e Oliveira (1997).

A aritmética intervalar € uma ferramenta matematica para a solucao de problemas
relacionados com erros numeéricos na computacgao cientifica. Por aritmética intervalar
entende-se um sistema algébrico consistindo do conjunto formado de todos os intervalos
fechados da reta real, com algumas operacdes definidas sobre ele. Ao invés de algoritmos
usuais para resolver certos problemas matematicos, usam-se algoritmos com operacdes
intervalares desenvolvidos para produzir intervalos como resultados, em lugar de niume-
ros reais, os quais: (i) devem ser confiaveis no sentido que incluem a solugédo exata do
problema original; (ii) devem ter como resposta um intervalo com amplitude t&o pequena
guanto possivel (CAMPOS, 1997).

Definicdo 2.1.(Intervalo de reais)SejaR o conjunto dos numeros reais, e sejamz, €
R, tais quezr; < xo. Entdo, o conjuntdz € R | x; < z < 29} € um intervalo de reais
ou simplesmente uintervalo, e sera denotado pot = [z, xs).

Definicdo 2.2.(Conjunto IR) Define-se e denota-se piiRo conjunto de todos os inter-
valos de reais, ou sej@R = {[z1,xs] | ©1, 72 € R, 21 < 25}

Observa-se que todo nimero reak R pode ser visto como um intervalo dR.
Para tanto, basta identificar os pontos R com os intervalos pontuais= [z, z] € IR.
Estes intervalos também sdo chamados de intervalos degenerados ou intervalo pontual
(OLIVEIRA; DIVERIO; CLAUDIO, 1997).

Definicdo 2.3.(Igualdade entre intervalospejamx = [z, z5] €y = [y1, y2] dois inter-
valos delR. Dizemos qu& = y se e somente 88 = y; € 13 = ¥s.

Relacdo de Ordem: Ha na literatura (MOORE, 1966), (MOORE, 1979), (SUNAGA,
1958), vérios tipos de relacdes de ordem definidas d@tr&ntre essas, tem-se uma ex-
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tensdo da relacdo de ordemnrdefinida sobre o conjunto dos niUmeros reais. Esta extenséo
foi definida por Moore (1966) (1979) e € como segue:
X<y <= T2 <Yi-
Desde que intervalos reais sdo também conjuntos, outra relacdo de ordem que pode
ser definida (MOORE, 1966) (MOORE, 1979) (SUNAGA, 1958) élada a seguir:
xCy <=y < 21,02 < Yo

A relacao de ordem definida por Kulish e Miranker (1981) € a ordemtada por

X<y<r <y,r2 < Yo

Os simbologIR, <), (IR, C), (IR, <) indicam o espaco dos intervalos com as rela-
¢Oes de ordem, C e <, respectivamente.

Na definicdo da aritmética intervalar as operacdes siibdevem manter a proprie-
dade do fechamento, ou seja, o resultado ainda sejam um intervalo.

Definicao 2.4.(Operacdes aritméticas eifiR) Sejamx, y € IR dois intervalos de reais.
As operacdes de soma, subtragédo, multiplicagéo e divisaiResao definidas poxxy =
{rxy | x € x,y € y}ondex € {+,—, %, /} é quaisquer uma das quatro operacdes
aritméticas. Sev € uma operacao unaria, entagx € definida powx = w(x) = {wz |

r € x} = min{w(z) | z € x}; max{w(z) | z € x}].

Observa-se que/y somente esta definido 8ef y.
Sejam os intervalos reais e y de formax = [z1,25] €y = [y1,142]. Tem-se as
operacdes aritmética definidas como segue:

X+y = [z1+y1, T2 + Yo
X—-y= [951 — Y2, T2 —yl]
Xxy = [min{l’lyl, T1Y2, T2Y1, 3523/2}, maX{l’lyl, T1Y2, T2Y1, 90292}]

X[y =xx1/y = [z1, 2] % [1/y2,1/1n],0 £ y.

Definicdo 2.5.(Diametro de um intervaloSejax = [z, z5] € IR um intervalo. Define-
se o didmetro do intervalg, denotado portliam(x) ouw(x), como sendo o numero real
ndo negativaliam(x) = w(x) = x5 — 7.

Definicdo 2.6. (infimo e Supremo de um intervalopefine-se o infimo do intervato
como o limite inferior do intervalo. O supremo do intervalo é definido como o limite
superior do intervalo. S&o denotados por.f (x) = x; € sup(x) = xs.

Definicdo 2.7. (Ponto Médio) Define-se o ponto médio do intervakocomo sendo o
ndmero reakbn(x) = #3=2,
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Avaliacdo de expressoes e fungbeA:aritmética intervalar € baseada no uso de inter-
valos finitos, fechadds;, x| de niUmeros reais como elementos basicos e sua idéia basica
do ponto de vista computacional, é: dada uma furyag de variavel reak pertencente
a um intervalax = [z, 23] ondezy, z, € R. O dominio daf é dado por:

f@)={yly=fz), 21 <z <o}

Este dominio ndo €, em geral, dado exatamente, mas é sempre possivel determinar um
intervaloy = [y1, yo] tal quef(x) C y, isto éy; < f(x) < y,. Pode-se entéo definir uma
fungéo intervalaf’ associada g pela transformagéo do intervdlo, , x5] em|y;, yo], isto
é:

flz) S F(x) =y.

Esta funcaoF’, chamada extenséo intervalar fledeve ser aquela que se afasta o
minimo possivel def(x). O erro obtido no calculo d¢(z) a partir do intervalox €
obtido através do diametro(F'(x)) = yo — y1.

O calculo de expressfes na aritmética intervalar consiste na extensdo das operacoes
aritméticas, o qual junto com um conjunto de fun¢desdards forma a aritmética in-
tervalar.

A aritmética intervalar utiliza um arredondamento especial, chamado arredondamento
direcionado, o que significa que os resultados sdo arredondados para o0 menor e para o
maior nimero de maquina que contém o resultado das operacdes, obtendo-se com isso
um intervalo de maquina, com didmetro minimo, no qual a solugéo se situa.

Uma distingdo importante na aritmética intervalar € da imagem intervalar de uma
funcdo da avaliacao intervalar da funcéo. A Imagem Intervalar de uma fyncaatinua
no intervalox, é definida como o intervalo limitado pelo minimo da imageny ¢e) e
pelo maximo da imagem d&x), sendar um elemento do intervale.

I(f(x)) = [min{f(z)}, max{f(z)}].

Na computacdo intervalar, pode-se calcular o intervalo solgcde [y,y] =
f(x1,...,x,) através de métodos de aproximagao, técnicas de otimizac&o, extenséo in-
tervalar e, ainda, por métodos considerados mais sofisticados (KREINOVICH et al, 1998)
como forma centrada.

Dentre os métodos de aproximacéo existentes, descreve-se o Método de Linearizagcao
de uma funcéo. Quando é suficiente obter os valapesximadosios extremog ey do
intervaloy, pode-sdinearizar a fungaof (1, . .., z,), isto é, representar; comoz; =
T; — Ax;, e expandir a expressao resultafite;, ..., z,) = f(z1 — Axy, ..., T, — Ax,)
em série de Taylor em relacaadar;, omitindo termos quadraticos e de ordem superior
nesta expansdo. Como resultado obtém-se uma formula aproximada

flzy,...,zp) =ag+a; - Azy + ...+ a, - Az,

ondeay = f(F1,..., %) = Jea; = —2L(7,...,%,). Para a fungo linear resul-

€T

tante (aproximada), calcula-se o intervglda seguinte maneira:
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Segundo Kreinovicket al (1998), para muitos problemas praticos, métodos de apro-
ximagao nao sao suficientes, pois deve-se ter uma estimativa garantida para a ymagem
e devido a uma série de fatores como:

e Medicdes de erros sao, as vezes, relativamente grandes, de modo que seus quadra-
dos néo podem ser omitidos seguramente;

e A fungéo f(z,...,x,) que descreve a relacdo entre quantidades medidas direta-
menter; e a quantidade desejaglgpode néo ser linear;

e Muitos algoritmos de processamento de dados processam valores em grande quan-
tidade, ou seja, quando eles processam os valores medidos em diferentes momentos
de tempo;

e Existem problemas nos quais necessita-se de uma estimativa garantida, pois uma
superestimacao poder ser desastrosa,

métodos de aproximac¢ao ndo sdo muito empregados.

Uma das técnicas de otimizacdo € o calculo do ponto de maximo e de minimo da
uma funcdo (MOORE, 1979), também conhecido como Imagem Intervalar (OLIVEIRA;
DIVERIO; CLAUDIO, 1997). O problema de encontrar os extremos do intervalo solugéo
€ um problema tipico de otimizagdo: o extremo infegjcg a solucdo do problema de

minimizagdof(x1, ..., z,) — min sobre as condi¢bes < z; < 7;, 1 < i < n (onde
z, =1, — A, eT; = x; + A;), e 0 extremo superiog € a solugdo do problema de
maximizacaof (xy,...,x,) — max Sobre as condi¢bes, < z; < 7;, 1 < i < n.

Para encontrar o maximo, é suficiente encontrar o ponto cuja derivada é igual a 0 (ou
todos os pontos existentes sobre o interwglacalcular o valorf(z) de todos os pontos
“candidatos” e de todos os extremos significa encontrar todos os valofés)dde todos

estes pontos, o0 maior valor gdéz) é o maximo desejado (correspondentemente, o menor
dos valores d¢(x) € o minimo desejado). Para uma aplicagéo proveitosa desta técnica
deve-se considerar o tipo de fungéo, se a furf¢a é muito complicada, entdo a equacao

df /dz = 0 também sera muito complicada e, por essa razao, dificil de resolver. Porém
para funcdes razoavelmente simples este método € muito eficiente.

Ratschelet al (1988) afirmam que a maioria dos métodos de otimizacao tém, no mi-
nimo, dois defeitos (falhas). O primeiro defeito € que o0 método ndo garante que 0s pontos
de minimo, ou de maximo, possam ser encontrados para uma dada tolerancia. O segundo
defeito é que o método, dependendo das condi¢cdes da funcéo, permite encontrar somente
o minimo local ao invés do global. Estes defeitos dificultam a solu¢cdo de problemas
de otimizacao global. A otimizacdo global é considerada, por essa razdo, um assunto
intratavel.

Segundo Fersoet al (2002), histéricamente, o primeiro método para computar o
intervalo solucao € a extenséo intervalar (MOORE, 1979), ou avaliacéo intervalar (OLI-
VEIRA; DIVERIO; CLAUDIO, 1997). Este método esta baseado no fato que em um
computador, todo algoritmo consiste de operacdes elementares (aritméticas e logicas).
Para cada operacao elemenfét, b), se sdo conhecidos os intervalog b paraa e b,
pode-se computar a imagem exdia, b), através da aritmética intervalar definida por
Moore em (MOORE, 1966). Na extenséao intervalar, repetindo a computacao formando
0 programaf passo-a-passo, substituindo cada operacéo elementar de nimeros reais pela
correspondente operacao da aritmética intervalar.
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Outro método, considerado sofisticado, é a forma centrada (RATSCHEK; ROKNE,
1988). Estima-se o intervalo solucéo fi,, . . ., x,) de uma funcdo como

f(Xl, e ,Xn) Q f(fl, Ce ,ZL’n) + -(Xl, Ce ,Xn) . [—AZ,AZL

ondez; = (z; + 7;)/2 € o ponto médio &\, = (z, — 7;)/2 é o raio do intervalex.

A forma centrada sempre produz um intervalo centrado no ppitgo ..., z,). Dessa
forma, como resultado de aplicacao da forma centrada, obtém-se um intervalo centrado
em O (zero), isto €, o extremo inferior do intervalo é negativo. O extremo superior produ-
zido pela forma centrada é diferente do extremo superior do intervalo desejado.

Com o objetivo de tornar possivel a computacao dos indicadores estatisticos variancia,
covariancia e coeficiente de correlagdo com entradas intervalares, escolhe-se a extensao
intervalar por se adequar as expressdes dos indicadores estatisticos com abordagem in-
tervalar (Capitulo 3), e por tornar mais acessivel a constru¢éo de algoritmos imediatos
(TOSCANI; VELOSO, 2001). Segundo Fersenal (2002), em alguns casos o intervalo
solucéo é exato, porém em outros casos mais complexos (como o problema de computar o
intervalo da variancia, por exemplo) obtém-se intervalos solu¢do com amplitude grande,
ou seja, intervalos superestimados. Preocupados com a possivel ocorréncia de intervalos
superestimados, representam-se os valores {egjs. ., z,,} de amostras aleatérias de

uma populacdo em interval¢g, . . ., x, } considerando uma margem de precigaisto
é,x1 = [r1—0,x1+6],...,%Xy = [z,— 0, z,+0]. Em virtude desta representacéo, podem
ocorrer amostras intervalarés, , . .., x, } onde todos os intervalos podem ser disjuntos,

ou todos encaixados ou, ainda, alguns intervalos encaixados e alguns disjuntos. Salienta-
se que o principal foco desta representacdo, de reais em intervalos, esta relacionado ao
erro numerico, isto €, erros oriundos de medicgoes.

2.2 Complexidade Computacional

A seguir sdo apresentados os conceitos basicos sobre os quais esta fundamentada a
Teoria da Complexidade Computacional.

2.2.1 Algoritmos

Um algoritmo é, no caso geral, uma descricdo passo a passo de como um problema
€ solucionado. A descricdo deve ser finita e os passos devem ser bem definidos, sem
ambigiidades, além de executaveis computacionalmente. Diz-se que um algoritmo re-
solve um problema se este algoritmo recebe qualquer instanciap éesempre fornece
uma solucéo para esta instancia |. Observa-se que, para qualquer instancia | do problema
p definida como uma entrada, o algoritmo devera ser executavel em tempo finito e, além
disso, produzir como saida uma solucao correta para o prolplé M@SCANI; VELOSO,

2001).

Formalmente algoritmo € definido como uma maquina de Turing (MT) que sempre
para. A definicdo de MT apresentada aqui segue a definicdo de Lewis (1981). A maquina
de Turing consiste de uma fita e uma unidade de controle que reflete o estado corrente da
magquina. A comunicagdo entre a fita e a unidade de controle é feita através de um cabe-
¢ote que se move ao longo desta fita, de uma célula para outra. Este cabecote Ié simbolos
da fita e também € usado para mudar os simbolos na fita. A unidade de controle opera em
passos discretos; cada passo realiza duas funcbes de maneira dependente do estado e do
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simbolo corrente da fita verificado pelo cabecote leitura/gravacéo: 1) coloca a unidade de
controle em novo estado e 2) realiza uma das seguintes operagdes a) escreve um simbolo
na célula corrente, substituindo o que ja tinha; b) move o cabecote leitura/gravacdo uma
célula para esquerda ou direita da fita. Como a maquina de Turing pode escrever sobre a
fita, isto pode permitir uma resposta sobre a fita e o fim da computacéo. Existe um estado
especiatle paradaque é usado para avisar o fim da computacao. Desde que este estado de
parada seja 0 mesmo para todas as maquinas de Turing, denota-se este edtaestgor
simbolo ndo sera usado daqui pra diante para qualquer outro propdsito. Similarmente, o
simbolo em branco sera fixado cogto Usa-se, também, os simbolb® R para denotar
0 movimento do cabecote para esquerda ou direita; assume-se gque estes dois simbolos
nao séo elementos de qualquer alfabeto que pode ser considerado.

A seguir apresentamos a definicdo formal da maquina de Turing (LEWIS; PAPADI-
MITRIOU, 1981):

Definicdo 2.8. MAQUINA DE TURING DETERMINISTICA: A maquina de Turing deter-
ministica (MTD) é uma quadrupldy, 3, 6, s) onde

K é um conjunto finito de estados, ndo contendo o estado de parada

Y € um alfabeto, contendo o simbolo brag¢psem os simbolok e R;

s € K é o estado inicial;

0 éuma funcédo d& x ¥ para(K U{h}) x (X U{L, R}).

Seq € K,a € ¥, ed(q,a) = (p,b), entdo a maquind/, quando no estadg for
identificado simbola, passara para o estagoe (1) seb € um simbolo enk, reescreve
a comob, ou (2) seb é L ou R, move o cabecote na direcdo esquerda ou direita, respecti-
vamente. Send® uma funcéo, a operacao dé é deterministica e somente para quando
M entra no estado de parada ou tenta mover para esquerda no final da fita.

Para especificar o estatus da computacdo da maquina de Turing, necessita-se espe-
cificar o estado, o conteudo da fita, e a posicdo do cabecote. Mesmo que uma por¢cao
inicial finita da fita seja branca, os conteudos da fita podem ser especificados por uma
string finita. Lewis (1981) escolheu dividir string em dois pedacos: a parte a esquerda
da célula lida, incluindo o simbolo simples ali contido; e a parte, possivelmente vazia, a
direita da célula lida. Além disso, considerando que dois parestiieg(irdo correspon-
der a mesma combinacao de posicao e conteudo do cabecote e da fita, ressalta-se que a
segundastring ndo acaba com um espaco em branco (todos as células da fita a direita do
altimo explicitamente representado sdo assumidos como contendo espacos em branco de
gualquer modo). Com estas consideracdes, Lewis (1981) formulou a seguinte definigéo:

Definicdo 2.9. CONFIGURAGCAO: Uma configuragdo da maquina de Turiny =
(K,%,9,s) €um elemento de

(KU {h}) x 57 x 5 x (555 = {#}) U {e}).

Uma configuracdo cujo estado componente gera chamada uma configuracéo de
parada.

Para a Maquina de Turing tem-se claramente os passos definidos (uma aplicacao de
assim pode-se definir complexidade computacional (tempo de computgagéode um
algoritmoa sobre uma entrada como o niumero de passos da maquina de Turing com
entradar, até parar. Esta € a definicdo padrdo da complexidade computacional na teoria
da computacéo.
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Segundo Toscani (2001) a complexidade, quantidade de trabalho requerido por um
algoritmo, néo pode ser descrita simplesmente por um nimero, porque o niumero de ope-
racdes basicas efetuadas em geral ndo é o mesmo para qualquer entrada (depende do
tamanho da entrada). Mesmo para entradas do mesmo tamanho, o nimero de operacdes
efetuadas pelo algoritmo pode variar.

Questdes relativas a complexidade de um algoritmo em termos do tempo de compu-
tacdo e espaco de memoria sdo determinantes para o julgamento da eficiéncia do mesmo.
Um algoritmo, para ser razoavel ou ndo, vai depender de quantos passos computacionais
ele necessita para chegar a solucao de um problema. Um algoritmo é considerado razoa-
vel quando obtém a solugdo de um problema em tempo polinomial (KREINOVICH et al,
1998).

A caracterizacao de algoritmo de tempo polinomial estd baseada em duas noc¢des fun-
damentais: tamanho da entratian(x), e tempo de computacdn,z). Para formalizar
a nocao de algoritmo razoavel, deve-se formalizar as no¢fes de tamanho da entrada e
tempo de computacao.

A nocédo do tamanho da entrada em diferentes computadores esté relacionada com a
representacao dos dados. Embora os computadores possuem ditesieshiese a mai-
oria deles utilizam a mesma forma de representacéo de todos seus dados, cada elemento
do dado é representado por uma sequéncia de 0’'s e 1's. Desta forma, sempre podemos
medir o tamanho de cada entrada pelo nimeroiigry units(também conhecido como
bits), isto €, pelo nimero de 0’s ou 1's que sdo necessarios para representa-lo (CORMEN;
LEISERSON; RIVEST, 1990).

Para definir as classes de complexidade é preciso definir algoritmos nao-
deterministicos.

Garey e Johnson (1979), definem que os algoritmos néo-deterministicos sdo compos-
tos de dois estagios separados: um primeiro estagio de conjectura (ou estimativa) e um
segundo estagio de checagem (ou reconhecimento). Dada uma instancia | de um pro-
blema, o primeiro estagio apenas conjectura alguma proposta de solucdo S. Para o estagio
de checagem, ambos | e S sdo dados como entrada, e a computacéo prossegue de maneira
deterministica, parando com a resposta sim ou com a resposta nao.

2.2.2 Problema Computacional

Sob um ponto de vista computacional, Garey e Johnson (1979) descrevem informal-
mente um problema como uma questao genérica a ser respondida, geralmente possuindo
varios parametros, ou variaveis livres.

Para Kreinovichet al (1998), quando dizemos que existe um problema, queremos
dizer que: (i) temos alguma informacé&oe (ii) conhecemos a relacd®(x, y) entre a
informacé&o conhecida e o objeto desejadp

Uma instancia () de um problema € obtida através da especificacdo de valores par-
ticulares para todos os parametros do problema. A descri¢do da instancia de um proble-
ma, fornecida como entradenut) para o computador, pode ser vista como uma cadeia
(string) finita de simbolos escolhidos de um alfabeto finito.

Um problema é chamado de problema computavel se existir um procedimento efetivo
gue o resolva em um numero finito de passos, ou seja, se existe um algoritmo que leve a
sua solucao. Observa-se, contudo, que um problema considerado “em principio” compu-
tavel pode ndo ser tratavel na pratica, devido as limitacdes dos recursos computacionais
para executar o algoritmo implementado (TOSCANI; VELOSO, 2001).

Se existe um algoritmo de tempo polinomial que resolve todas as instancias de um
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problema, este problema é tratavel, caso contrario diz-se que é intratavel (TOSCANI;
VELOSO, 2001).

Conforme Szwarcfiter (1984), existem classes de problemas: os Problemas de Deci-
séo, os de Localizacéo e os de Otimizacdo. Um problema de decisédo tem a resposta sim ou
nao. Um problema de localizac&o requer a localizacdo de uma resposta que satisfaca um
conjunto de propriedades dadas. Os problemas de otimizac&o tém o objetivo de encontrar
um ponto 6timo (minimo ou maximo) de uma funcao definida sobre um certo dominio.
Apesar da classificacdo, tais classes apresentam um relacionamento entre si, ou seja, é
possivel associar problemas de deciséo, otimizagéo e localizagéo, de tal forma que um
problema possa ser derivado do outro. Exemplificando: se um problema de otimizacéo
pede por uma estrutura de um certo tipo que tem custo minimo entre todas as outras, pode-
se associa-lo com aquele problema de deciséo que inclui um limite numérico L como um
parametro adicional e que pergunta se existe uma estrutura do tipo requerido que tenha
um custo n&o maior que L.

2.2.3 Complexidade

O termoComplexidadeefere-se, em geral, aos requerimentos de recursos necessarios
para que um algoritmo possa resolver um problema sob o ponto de vista computacional,
ou seja, é a quantidade de trabalho despendido pelo algoritmo.

Se a complexidade é tomada como a maxima para qualquer entrada de um dado “tama-
nho”, a complexidade é chamada Complexidade no pior caso ou simplesmente Comple-
xidade, como sera chamada neste trabalho. O critério de avaliacdo mais utilizado, entre as
medidas de complexidade, é a complexidade no pior caso (TOSCANI; VELOSO, 2001).

A complexidade também pode ser vista como uma propriedade do problema, o que
significa dar uma medida independente do tratamento dado ao problema, independente do
caminho percorrido na busca da solucéo, portanto independente de algoritmos. Alguns
problemas sdo bem comportados, isto €, permitem chegar a limites de complexidades bem
definidos, outros estdo em classes com contornos nao bem claros (TOSCANI; VELOSO,
2001).

Os problemas, como vimos podem ser classificados como trataveis e intrataveis sob
0 ponto de vista computacional. Ha ainda a considerar problemas cujo status é desco-
nhecido, ou seja, nenhum algoritmo de tempo polinomial é conhecido, nem tampouco foi
provada a nado existéncia de um algoritmo de tempo polinomial que os resolva. A Teo-
ria da Complexidade esta estruturada matematicamente de modo a classificar problemas
computacionais relativamente a sua dificuldade intrinseca (GAREY; JOHNSON, 1979).

Segundo Garey e Jonhson (1979), a teoria da complexidade se aplica principalmente a
problemas de decisdo. Problemas de decisdo sdo formalmente representados como lingua-
gens, de tal forma que a solucdo de um problema de decisédo equivale ao reconhecimento
da linguagem correspondente por uma maquina de Turing. Em geral, diz-se que um pro-
grama MTD (Maquina de Turing Deterministica) M com um alfabeto de enieaatzeita
x € X* se, e somente se, M para quando aplicado a eniradldinguagemL,, reconhe-
cida pelo programa M é dada pbi, = {z € ¥*| M aceitax} (TOSCANI; VELOSO,

2001).

Quanto a complexidade do problema de deciséo, sao definidas classes: P, NP, NP-
Completo e NP-Dificil, entre outras desses.
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2.2.4 Classes de Complexidade

Nesta secao séo definidas as principais classes de complexidade relativamente a per-

formance de seus algoritmos com respeito a complexidade de tempo.

e CLASSE P: A classe P é definida como o conjunto de todos os problemas de de-

ciséo resolviveis por um algoritmo deterministico em tempo polinomial (GAREY;
JOHNSON, 1979).

A importancia de tal classe deriva do fato de ela conter todos os problemas “sim-
ples”, isto €, aqueles que sdo computacionalmente trataveis, isto é, tem algoritmo
razoavel (polinomial). Observa-se, no entanto, que um algoritmo razoavel nao é
necessariamente “eficiente”. De fato, devido a classificacdo em relacdo a comple-
xidade de tempo n&do ser mais do que uma definicdo de um limite superior para a
ordem de complexidade, é possivel que hajam excec¢des, no sentido de que existam
alguns algoritmos classificados como exponenciais que apenas para alguma instan-
cia apresentam esse tipo de complexidade, enquanto que outros, classificados como
polinomiais, tenham um grau tao alto que se tornam ineficientes, na pratica.

CLASSE NP: A classe NP é definida como o conjunto de todos os problemas de
deciséo resolviveis por algoritmo n&o-deterministico em tempo polinomial. Uma
definicdo alternativa para a classe NP é como a classe de problemas de decisédo para
0s quais a verificacdo de que uma solucéo estimada para uma dada entrada satisfaz
todos os requerimentos do problema, pode ser certificada rapidamente, isto €, em
tempo polinomial (GAREY; JOHNSON, 1979).

Arelacédo entre as classes de problemas P e NP € um problema em aberto na Ciéncia
da Computagéo. Certamente&cFANP, mas néo se sabe se-INP. Existe uma forte
conjectura de que £ NP (TOSCANI; VELOSO, 2001).

RELACAO ENTRE P E NP: A partir da conjectura B4 NP, a distingcdo entre os
conjuntos P e NP-P é muito importante e significativa: todos os problemas em

P podem ser resolvidos com algoritmo de tempo polinomial, enquanto que todos
os problemas em NP-P séo intratdveis. Com certeza este € um dos assuntos que
tém preocupado muitos pesquisadores desta area. Em muitos casos, é possivel res-
ponder uma pergunta através da idéia de reducdo de um problema em outro. A
redutibilidade da uma nocao precisa do que significa um problema ser pelo menos
tao dificil quanto o outro. Por essa razao a noc¢éo de redutibilidade entre problemas
tornou-se tao importante (TOSCANI; VELOSO, 2001).

Um tipo de redugéo, introduzida por (GAREY; JOHNSON, 1979), chartrada-
formacao polinomiaé definida como segue.

Definicdo 2.10. TRANSFORMAGAO POLINOMIAL : Uma transformagéo polino-
mial de uma linguageni,; C ¥* para uma linguagenm., C >*, € uma funcéo
f:¥* — ¥* que satisfaz as duas condi¢des seguintes:

— existe um programa para MTD (Maquina de Turing Deterministica) de com-
plexidade polinomial que compufa
— paratodox € ¥, x € L, se, e somente $&x) € Lo.

Se existe uma reducéo polinomial iepara L, escreve-sé,; « Lo, e diz-se que
L, é redutivel al,.
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Definicdo 2.11.(Funcdo Computavel)lUma fungédof : = — y é computavel
quando possui um algoritmo que computa um numero racionaf (de, ..., z,)
com numeros racionais arbitrarios, ..., z,,.

Da mesma forma, se existe uma reducao polinomial de um proldlgrpara um
problemall,, escreve-sél; « II, e diz-se quél; éredutivelalls,.

Convém ressaltar que a reducao polinomial preserva a complexidade polinomial.

Existe um grande namero de problemas do mundo real para os quais ndo se co-
nhecem algoritmos computacionais eficientes para resolvé-los e cuja complexidade
intrinseca ainda néo foi provada, entre eles os NP-Completo.

e CLASSENP-CoMPLETO: Um problemdl pertence a classe NP-Completo se: pri-
meiro, pertence a classe NP; e em segundo, todos os problemas da classe NP pude-
rem ser redutiveis a ele.

Os problemas NP-Completos tem a interessante propriedade de que, se um pro-
blema NP-Completo tiver solucdo deterministica polinomial, qualquer outro pro-
blema NP também tem. Esta propriedade é posta a partir do conceito de reducao
polinomial. O fato de ndo estar provado queNP e acreditar-se que £ NP

torna a identificacdo de um problema na classe NP-Completa uma questéo na pra-
tica muito importante, pois determina o ndo conhecimento de solucéo eficiente para
o problema (TOSCANI; VELOSO, 2001).

Héa problemas que estdo numa classe “meio nebulosa” como o de decidir se duas
expressoes regulares sdo equivalentes e o de decidir se uma palavra € gerada por
uma certa gramatica sensivel ao contexto. Esses problemas séo polinomialmente
reduziveis de problemas NP-Completos, entretanto ndo se conhece algoritmo néo
deterministico de tempo polinomial que os resolva, e portanto nao se sabe se perten-
cem ou ndo a P. Esses problemas sdo chamados NP-Dificeis (TOSCANI; VELOSO,
2001).

e CLASSE NP-DiFiciL: Um problemall € NP-Dificil se para qualquer problema
IT" € NP, IT" é redutivel ao problemH.

Os problemas NP-Dificeis possuem a propriedade de ndo serem resolviveis de-
terministicamente em tempo polinomial exceto se-NP. Esses problemas séo
potencialmente mais dificeis que os problemas NP-Completos.

Na presente secéo, definicbes formais e aspectos da teoria da complexidade foram
deixados de lado ndo por serem menos importantes, mas por nao apresentarem relevan-
cia no direcionamento do trabalho. Optou-se pela apresentacédo daqueles resultados que
efetivamente pudessem contribuir para o entendimento do trabalho a ser desenvolvido.
Para uma lista mais completa de resultados sugere-se a consulta a literatura considerada
classica (GAREY; JOHNSON, 1979) (HOROWITZ; SAHNI, 1978) (PAPADIMITRIOU,

1994) (TOSCANI; VELOSO, 2001), entre outros.

2.3 Complexidade de Problemas Intervalares

Conforme descrito na Secéo 1.1, um dos primeiros problemas a ser analisado quanto
a complexidade computacional foi o PBCI, ou seja, o problema de computar o intervalo
imagem de uma funcdo continua e computével
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A seguir, apresentamos as definicdes de topologia, funcao continua (RUDIN, 1970) e
funcdo computavel (KREINOVICH et al, 1998):

Definicdo 2.12.(Topologia) Uma colecdor de subconjuntos de um conjunio é dito
ser uma topologia enX ser possui as seguintes trés propriedades i T e X € 7;
(i)seV, e r,i=1,...,n,entdoVy NVon...NV, € 7; (iii) se {V,} & uma cole¢éo
arbitraria de membros de (finito, enumeravel ou ndo enumeravel), entdd’, € 7.

Definicdo 2.13.(Funcdo Continua)Se X e Y séo espacos topologicos e $eé um
mapeamento d& emY’, entdof é dito continuo s¢ (V') é um conjunto aberto et
para todo conjunto abertd” emY’.

Definicdo 2.14.(Func¢éo Intervalar)Sejaf : x — y umafungdo. Se = Dom/(f) C IR
ey = Cod(f) C IR, entdo, dizemos qug é uma funcdo intervalar de uma variavel
intervalar.

Observacédo: As funcgles intervalares dependem da sua expressao, filis reédo
vale a distributividade da soma em relagcdo a multiplicacdo (OLIVEIRA; DIVERIO;
CLAUDIO, 1997).

Definicdo 2.15.(Imagem intervalar de uma funcao realpejamf uma funcéo real de
variavel real ex um intervalo tal quex C Dom(f) e f é continua enx. Define-se a
imagem intervalar da funcég emx (ou simplesmente imagem gl@emx) como sendo o
intervalo definido por (OLIVEIRA; DIVERIO; CLAUDIO, 1997):

I =1I(f,x)=min{f(z) | z € x},max{f(z) | © € x}].

Definicdo 2.16.(Avaliacao intervalar de uma funcéo realpejamf uma funcéo real
de variavel realx e x um intervalo. Define-se a avaliagcéo intervalar deemx (ou
extensdo intervalar dg¢) como sendo a funcéo intervaldr(x), definida da seguinte
maneira: - cada ocorréncia da variavel realé substituida pela variavel intervalar e
cada operacdao real+, —, x, /) é substituida pela respectiva operacéo intervalar de tal
modo que, quandr = [z, z] (intervalo pontual) entdd’(x) = f(x).

OBSERVACAO. A definicdo avaliacdo intervalar depende da expresséao funcional da
respectiva fungdo redl(z) correspondente. Por exemplo, @&rtem-sef(z) = ax?® +
br+c = c+x(b+za) = g(z), mas endR, F(x) = Ax? + Bx + C pode ser diferente de
G(x) = C' + x(B + xA), dependendo do valor de Porém sempre vale quéf,x) =
I(g,x) (OLIVEIRA; DIVERIO; CLAUDIO, 1997).

Definicdo 2.17.(Problema basico da computacéo intervalar: PBGD) problema basico
da computacao intervalar é definido por:

DADOS:

- n intervalos racionais; (intervalos com extremos racionais), e

- uma funcéo continua e computayedue transforma nameros reais 1, . .., x,, em
um numero real = f(x1,...,x,).

CALCULAR: o intervalo dos possiveis valoresyde

y:[y7y]:f(X17"'7XIl):{y|y:f(xl7"'7wn)7$16X17"'7$nexn}'
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Moore (1976) foi o primeiro a considerar a computagéo do intervalo imagem de uma
funcado polinomial com entradas intervalares. Mais tarde, A.A. Gaganov (1985) provou
gue o problema de calcular a imagem de um polinbmio com dados intervalares € de fato
computacionalmente intratavel. Gaganov baseou-se no problema formalizado por Ma-
tiyasevich (1970), de que nenhum algoritmo podia encontrar a imagem de um polinémio
com entradas intervalares.

Com o propdsito de responder a quest&o: “ E possivel ter um algoritmo que sempre
calcula a imagem exata (isto é, os extremos inferior e superior do intervalo) em tempo
razoavel?”, Kreinoviclet al (1998) realizaram a andlise da complexidade do PBCI, veri-
ficando que pertence a classe de problemas NP-Dificil.

E importante observar que a NP-dificuldade do PBCI estéa relacionada com o proces-
samento dos dados de entrada do problema. No PBCI, os dados de entrada de uma funcéo
continuaf séo valores intervalares, e a forma de calcular o intervalo imagem do PBCI é
através da imagem intervalar (OLIVEIRA; DIVERIO; CLAUDIO, 1997).

Na imagem intervalar d¢ emx, calcula-se o intervalo definido pbm = I(f,x) =
[min{ f(z)|z € x},max{f(x)|z € x}]. Neste caso calcula-se os valores dos extremos
inferior e superior do intervaldm, isto é, no pior caso quando tem-genumero ar-
bitrario de valores e deve-se considerar todos os valores compreendidos entréo
intervalox para encontrar estes extremos. Como no problema de computar a imagem de
uma funcéo de varias variaveisz, ..., x,, ), tem-sex; intervalos; = 1, ..., n, calcula-se
0 extremo inferion avaliando todos os valores de todos:aatervalos (da mesma forma
paray), totalizanda™ avaliacdes numéricas (operacdes fundamentais), o que caracteriza
uma complexidade exponencial. Conforme o tamanho da entrada do problema, o tempo
de processamento da computacéo cresce exponencialmente, e pela dificuldade do proces-
samento de todos os dados, ndo se tem algoritmo de tempo de processamento polinomial
conhecido.

Outro fato importante, e que completa a caracterizacéo do problema como NP-Dificil,
€ gque o problema em questao € um problema de decisao, pois deseja-se saber se existe 0
intervaloy = [y, 7] que contenha a solugdo aproximada do problema. Observa-se, ainda,
que o problema PBCI é computavel; que nao foi provado que o problema PBCI é NP; e
gue a questdo em relacdo a complexidade deste problema esta em aberto.

2.3.1 O PBCI com restricdes

A seguir apresentamos, de forma suscinta, 0s principais resultados obtidos por meio
da analise da complexidade do PBCI (KREINOVICH et al, 1998) (KREINOVICH, 2003).

Como primeira restricdo, o PBCI foi analisado considerando o intervalo imagem
aproximavel.

Definicdo 2.18.c-APROXIMAVEL : Define-sez-aproximavel como sendo o valar)(da
diferenga entre um valor aproximadpe o valor realy. Para o PBCle-aproximado,
escolhe-se um numero racional > 0 e calcula-se 0os nameros racionaise 7 e-

aproximavel dos extremos da imagem, ou s¢jas- y| < ¢ e 7 — 7| < e, onde:
y=1[v,7] = f(x1,....,xn) = {yly = f(x1, ..., T0), 21 € X1, ..., Ty, € Xp}.

Tal problema mostrou-se NP-Dificil para o calculo da imagem exataproximada
(e > 0) da funcéo polinomiaf (z1, ..., z,).

Como segunda restrigéo, foi considerado PBCI com entradas intervalares estreitas
(ou intervalos com amplitude pequena). As entradas intervalares, usualmente provem
de medidas de tal modo qug = [z,,7;] = [7; — A;,Z; + A;]. Em termos destas
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medidas, estes intervalos extensos correspondem a uma baixa exatiddo. Para se obter uma
exatidao perfeita\; = 0, se considera todas as entradas intervalares degeneatagas

[z;,7;], € a imagem desejadaconsiste de um simples ponto computayeét,, ..., z,,).

E natural esperar que para uma boa exatiddo, quando os valaedtio proximos de

0, as correspondentes entradas intervalares sejam estreitas e o PBCI assim é mais facil
gue o caso da primeira restricdo. Entretanto, mesmo considerando entradas intervalares
estreitas foi provado que o PBCI permanece NP-Dificil (KREINOVICH et al, 1998).

A terceira restricdo, considerada sobre a funcéo polinomial, foi em relacdo ao nimero
de variaveis, juntamente com a ordem do polinémio: foi verificado que o PBCI pertence
a classe P quando a funcéo polinomial tem uma variavel (), duas variaveisr{ = 2)

e numero fixo de variaveis:]; e NP-Dificil quando a fungdo polinomial possui niumero
arbitrario de variaveis (KREINOVICH et al, 1998).

Além da funcéo polinomial, considerada como caso geral, foram analisados outros
tipos de funcbes no PBCI, sendo elas funcdes algébricas, funcdo polinomial, splines,
funcéog-polinomial, funcaqgy-racional, funcao racional-complexa

As Tabelas 2.1, 2.2, 2.3, 2.4 e 2.5 apresentam os resultados de complexidade com-
putacional do PBCI considerando os tipos de func¢des citados anteriormente. Devemos
ressaltar que os ifens “-” presentes na Tabela 2.1 significam que estes casos ndo foram
analisados. Na Tabela 2.3 evidenciamos que ficou em aberto a complexidade da funcéo
guadratica com coeficientes 0 e 1, e na Tabela 2.4 mostramos que a complexidade ficou
em aberto para a funcéo quadratica em geral.
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Tabela 2.1: Tipos de Fun¢des, Complexidade do PBClicdfaridveis e com
Polindbmio de Ordem Fixa

Tipos de Funcgbes

Complexidade do PBCI
comn Variaveis

Complexidade do PBCI com
Polinbmio de Ordem Fixa

Funcéo Polinomial
com coeficientes
racionais

Polinomial @z = 1)

Polinomial (o = 2)

Polinomial . fixo)
NP-Dificil (n arbitrario)

Tempo Linear (Linear)
Polinomial (Quadratico)
Polinomial (Cubico e ordem superior)

Funcéo Algébrica

Polinomial (o = 1)
Polinomial @z = 2)
Polinomial (. fixo)

Funcéo Polinomial com
descricdo Compacta

Exponencial ¢ = 1)

Exponencial{ = 2)

Exponencial { fixo)
Exponencial § arbitrario)

Splinesf(z)

NP-Dificil (Linear)
NP-Dificil (Quadrética)
NP-Dificil (Cubico e ordem superior)

Exp-polinomial

Exponencialf > 1)

Seno-polinomial

NP-Dificil (n = 1)
NP-Dificil (n > 2)

Funcbes Racionais

Polinomial @ = 1)
Exponencial ¢ > 2)

Funcéo Racional-
complexa

Exponencial ¢ = 1)
Exponencial ¢ > 2)
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Tabela 2.2: Fungao Polinom
dade do PBCI com PolinGmi

lal de Ordem Fixa e Complexi-
0 de Ordem Fixa

Funcéo Polinomial
de Ordem Fixa

Complexidade do PBCI com
Polinbmio de Ordem Fixa

Funcéo linear

Tempo Linear

Funcédo quadrética

NP-Dificil

D

Funcéo cubica e ordem superig

r NP-Dificil

Tabela 2.3: Tipos de Fung

des Polinomiais e Complexi-

dade do PBCI com Coeficientes Restritos

Tipos de Fungbes
Polinomiais

Complexidade do PBCI com
Coeficientes Restritos

Funcéo quadratica

com coeficientes, 1,2 e 3 NP-Dificil
Funcéo quadrética

com coeficiented e 1 -
Funcéo cibica (e ordem superiof)

com coeficiented e 1 NP-Dificil

Tabela 2.4: Tipos de Func¢des Polinomiais conarbitrarios e Complexi-
dade do PBCI com Polinbmios Fixos e Intervalos Estreitos

Tipos de Fungdes Polinomiais
comx; arbitrarios

Complexidade do PBCI com Polindmios
Fixos e Intervalos Estreitos

Linear f,,(x1, ..., xn)

Tempo Linear

Quadraticaf,, (z1, ..., Tn)

Cubica (e ordem superiof),(x1, ..., )

NP-Dificil
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Tabela 2.5: Tipos de Fungdes Polinomiais confixos e Complexi-
dade do PBCI com Polindbmios Arbitrarios e Intervalos Fixos

Tipos de Func¢bes Polinomiais| Complexidade do PBCI com Polinbmios
comx; fixos Arbitrarios e Intervalos Fixos

fn linear Tempo Linear

fn quadrética NP-Dificil

fn clbica (e ordem superior) NP-Dificil

2.4 Comentarios Finais

O presente capitulo teve como objetivo revisar conceitos conhecidos da area de Com-
plexidade Computacional, os quais formam um conjunto minimo de informagdes neces-
sarias para o desenvolvimento do trabalho. Além disso, descrevem-se 0s principais resul-
tados de complexidade de problemas da computacao intervalar.

Na maioria dos casos considerados sobre o PBCI, verificou-se que 0 mesmo pertence
a classe de problemas NP-Dificil. Por conseguinte, conclui-se que ndo se pode esperar um
algoritmo que resolva todos os problemas da computacao intervalar em tempo razoavel.

Entretanto, resultados de NP-Dificuldade também tem seu lado investigativo, ou seja,
sempre existira o desafio de encontrar algoritmos para os problemas que sdo NP-Dificeis,
mesmo porque, a questao em relacdo a complexidade destes problemas esta em aberto.

Nesterov (1996), salienta que, do ponto de vista técnico, muitos problemas praticos
e importantes da computacéo intervalar sdo conhecidos como computacionalmente intra-
taveis, ou conhecidos como computacionalmente razoaveis. Existem poucos problemas
dos quais ndo se sabe se sdo razoaveis ou hdao. Assim, pode-se ter a impressao de que
esta area de pesquisa esta quase finalizada, o que € uma falsa impresséo. Acredita-se que
existem muitos problemas da computacgéo intervalar em aberto e que as pesquisas nesta
area mostram-se recentes e atuais.

O proximo capitulo apresentara uma abordagem intervalar construida para indicadores
estatisticos. A definicdo de indicadores estatisticos em nivel intervalar faz-se necesséria
devido a auséncia de tais definicbes na literatura.
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3 ESTATISTICA DESCRITIVA INTERVALAR

O presente capitulo tem como objetivo apresentar. uma forma de representacéo
dos valores reais de uma amostra aleatéria em valores intervalares, a relacdo de ordem
guando os intervalos séo todos disjuntos ou todos encaixados e uma proposta interva-
lar para os indicadores estatisticos usuais ou 0s estatisticos descritivos (FERSON et al.,
2002)(FERSON; GINZBURG; KREINOVICH; LONGPRE; AVILES, 2002)(FERSON
et al., 2002)(KREINOVICH et al, 1998).

Os indicadores estatisticos com dados reais, como definidos na literatura (CHRIST-
MANN, 1978), encontram-se no Anexo A.

3.1 Representacao dos reais em intervalos

Na estatistica, a computacéo do valor das medidas de tendéncia central média, medi-
ana e moda, das medidas de dispersdo amplitude total, variancia, desvio padrao, coefici-
ente de variacdo, covariancia e coeficiente de correlacdo e das separatrizes quartil, decil e
percentil considera, nas suas formulas (descritas no anexovayjaveis reais:; comn
entradas reais. Ou seja, realiza-se o processamento de dados aplicando operagfes aritmé-
ticas reais{, —, *, /) sobre os dados de entrada para obter os valores destes indicadores
estatisticos.

Na abordagem intervalar, desenvolvida na presente tese, considera-se o seguinte: se-
jam X eY variaveis aleat6rias populacionais seguindo a lei da probabilidagg,) e
fy(6y), respectivamente. Sejam., p,, o2 € aj as esperancas matematicas e varian-
cias das variaveis aleatoriase Y. Adicionalmente sejanizy,...,x,} € {y1,...,yn}
amostras aleatorias déeY'.

Uma forma de se considerar 0s erros numeéricos inerentes aos vajores, ,, €
Y1,-..,Y, € considerar que, pata=1,...,nej=1,...,n,2; € [z;,T;] ey, € [gj,gj].

Neste caso, consideram-se os dados de entrada

{z1,.. 2.}, 21 € X1,...,2, € Xp,
ou seja, dominios intervalares onde= [z,,71],...,Xn = |2, Tn)-
Representa-se cada um dosalores reais{zy,...,z,} de uma amostra aleatoria

de uma populagéo por intervales = [x; — ¢, x; + 6], onded é a margem de precisdo
escolhida para estes valores.

Nestas situagdes, para diferentes valores possiyeisx;, obtém-se diferentes valo-
res da médiane, medianand, modamo, amplitude totakt, varidnciava, desvio padrao
dp, coeficiente de variacdw, covarianciaco, coeficiente de correla¢ao, quartil ¢, decil
d e percentilp.
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Considerando que tem-se dados de entrada intervalares, deseja-se conhecer quais sao
os intervalos da média intervalsE,, mediana intervalaMD,,, moda intervalaMO,,,
amplitude total intervalaAT,, variancia intervalaVA ,,, desvio padréo intervaldP,,,
coeficiente de variacao interval@rVv,, covariancia intervala€O,, coeficiente de cor-
relacdo intervalaCC,, quartil intervalarQ,, decil intervalarD,, e percentil intervalar
P, dos possiveis valores reais da média medianand, modamo, amplitude totakt,
varianciava, desvio padradp, coeficiente de variacam, covarianciaco, coeficiente de
correlacaac, quartilg, decild e percentilp.

3.2 Relacgdo de ordem em Intervalos

A abordagem intervalar elaborada para os indicadores estatisticos permite a ocorréncia
de intervalos disjuntos ou encaixados (nao disjuntos). Este fato é devido aos valores reais,
de amostras aleatérias de uma populacdo, serem representados atraves de intervalos para
considerar erros numéricos de medidas.

Para calcular os valores dos indicadores estatisticos mediana, amplitude total e as se-
paratrizes quartil, decil e percentil, os dados devem estar ordenados em ordem ascendente.

Levando em considerac&o que os dados intervalares. , x,, podem ser todos dis-
juntos, ou todos encaixados, ou alguns intervalos disjuntos e alguns encaixados, ordena-se
os dados intervalares de acordo com 0s seguintes casos:

e TODOS 0OS INTERVALOS DISJUNTOSconsidera-se a ordem intervalar de Kulisch
(1981):

X1 <X < ... < Xy,
ondex; < xp <= 2, < 2, AT1 < To;

e TODOS OS INTERVALOS ENCAIXADOS neste caso, para a ordenagao dos elemen-
tos, considera-se a ordem de inclusdo (KULISCH; MIRANKER, 1981):

X(1) C X(2) c...C X (n)

ondex(l) C X(2) <= 21 = 2y NT1 < Ta.

e INTERVALOS DISJUNTOS E ENCAIXADOS AO MESMO TEMPDN&0 existe na lite-
ratura a relacdo de ordem para este caso, sendo tema para trabalhos futuros (Secéo
6.2).

Observa-se que as defini¢cdes intervalares elaboradas para os indicadores estatisticos,
média, moda, variancia, desvio padrao, coeficiente de variacdo, covariancia e coeficiente
de correlacao, suportam dados intervalares todos disjuntos ou todos encaixados.

O calculo da mediana e demais separatrizes esta em estudo quando nem todos o0s
intervalos sdo ordenaveis segundo a ordethdu encaixada C”.

Devido a representagdo dos reais em intervalos, abordada neste trabalho (Secéo 3.1),
todos os intervalos terdo o mesmo diametro, podendo ndo ocorrer, portanto, intervalos
totalmente contidos uns nos outros.
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3.3 Nivel Intervalar dos Indicadores Estatisticos

As definicdes dos indicadores estatisticos média intervalar, moda intervalar, variancia
intervalar e desvio padréo intervalar foram retiradas de Campos e Faria (1988), os in-
dicadores covariancia intervalar e coeficiente de correlacao intervalar foram pesquisadas
em (FERSON et al., 2002) e (FERSON; GINZBURG; KREINOVICH; LONGPRE; AVI-

LES, 2002). As definicdes dos indicadores coeficiente de variacéo intervalar, mediana
intervalar, quartil, decil e percentil intervalares foram formuladas pela autora da tese.

As formulas com abordagem intervalar, dos indicadores estatisticos, foram elaboradas
a partir das formulas definidas na literatura (CHRISTMANN, 1978), trocando as variaveis
reais por variaveis intervalares. Em consequéncia, as operacoes aritméticas reais também
foram substituidas por operacdes intervalares (MOORE, 1966).

3.3.1 Média aritmética Intervalar

Considere

le = Z 0 Ti] = [Zl:ipzl:fz]

=1

Logo

n n

ME, = %znzxi = %[Zgl,zz]
i=1 =1 =1

Esta Ultima expressao pode ser resolvida de duas formas distintas: i) usando a multi-
plicagdo de um real por um intervalo, corh@n) > 0 ndo havera alteragdo nos limites
do intervalo resultante e ii) definindo o intervalo degenerdadon), 1/(n)] e usando a
multiplicacéo de intervalos. Em ambos os casos tem-se:

Definicdo 3.1. MEDIA ARITMETICA INTERVALAR

ME, = [me, me| = Z_Z,Zl‘z

Se for necessario um unico valor para a média, pode-se calcular o ponto médio (MO-
ORE, 1979) do intervalMIE,, usando

m(ME,) = (me + me) /2.

3.3.2 Mediana Intervalar

Primeiramente deve-se ordenar os dados interva{ares. . , x,, } de acordo com 0s
casos descritos na Secao 3.2.

A mediana intervalaM D, corresponderd ao intervalo mediano. Calcula-se a posi¢cao
deste valor intervalar da mesma forma que é calculada com valores reais.

Definicdo 3.2. MEDIANA INTERVALAR

— X(z) + X(z2 )/2 sen for par,
MD, = [m_d7 md] =
x(nTH)) , sen for impar.
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3.3.3 Moda Intervalar
Define-se o intervalo modal por

Definicdo 3.3.MODA INTERVALAR. Se existe um valor modal para os dados reais, entao
MO, = [mo,mo] = [moi<i<n{z;}, moi<i<,{Ti}].

Neste caso, deve-se primeiro representar os valores reais da amostra em valores inter-
valares e, procurar pelo valor modal intervalar nos valores intervalares da amostra.
3.3.4 Amplitude total Intervalar

Com os dados intervalares ordenados segundo a ordem para intervalos disftintos “
ou intervalos encaixados"" (Secao 3.2), considera-se :

® MI'nImO Intervalar:M[ = [M, mz] = [minlggn{gi},minlgign{fi}],
e Maximo Intervalar:M A = [ma, ma] = [maxi<;<,{z;}, maxi<;<, {7 }].
Define-se a amplitude total intervalar como sendo:

Definicdo 3.4. AMPLITUDE TOTAL INTERVALAR

[ma — mi,ma — mi| sema

v

3 &

AT, = [a_t7a] = {

)
A

[0, ma — mi sema

3.3.5 Variancia Intervalar

Tem-se que

x;i — ME = [z;,7;] — [me, me] = [z, — Me, T; — me],

e
[(z; — me)?, (T; — me)?] se z; — me > 0,

(%3 — ME)2 = [(Zi — M)Qa (z; — W)Q] se T; —me < 0,
[07max((£z - m>27 (EZ - m>2)] Se X, — me <0< T; — me.

Entdo define-se a variancia intervalar como:

Definicdo 3.5.VARIANCIA INTERVALAR

n

Z(Xi — ME)2

=1

1
n—1

VA’U = [M) M} =

3.3.6 Desvio padrao Intervalar

Como o desvio padrédo é a raiz quadrada positiva da variancia, a obtencéo da raiz
guadrada de cada limite do intervadA ,,, fornecera o interval®P, do desvio padrao
intervalar:

Definicdo 3.6.DESVIO PADRAOINTERVALAR

DP, = [dp,dp] = \/VA, = +/[va, 7a] = [++/va, +V7a).
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3.3.7 Coeficiente de variagéo Intervalar

Definicdo 3.7.(COEFICIENTE DEVARIAGAO INTERVALAR) Se0 ¢ [me, mel, entdo

DP,  [dp,dp] —
CV, = ,CU| = = —— = |dp,d —).
lev. e ME, [me, me] dp, dp] ([m, mel
3.3.8 Covariancia Intervalar

Tem-se que:

x; — MEx = [z,,7;] — [mey,mex| = [x; — Mmex,T; — mex
e

yi — MEy = [y.,7,] — [mey,meéy| = [y, — ey, 7; — mey],

ondeMEx é a média intervalar dos valores iee ME+y a média intervalar dos valores
deY.
Entado, define-se a covariancia intervalar como:

Definicdo 3.8. COVARIANCIA INTERVALAR

n

) (xi — MEx)(yi — MEy).

=1

1

CO, = [Q7E] = n—1

3.3.9 Coeficiente de correlagao Intervalar
O coeficiente de correlacao intervalar é definido da seguinte maneira:

Definicdo 3.9.(COEFICIENTE DE CORRELAGAO INTERVALAR Se( ¢ DPxDPy, en-
tao
2 (o, 1

= |co, co - 5

ondeCO é covariancia intervalarDPx o desvio padrao intervalar dos valores dee
DP+v o desvio padréo intervalar dos valores tle

CC, = [cc,@d] = ),

3.3.10 Separatrizes Intervalares

As separatrizes quartis, decis e percentis se comportam de forma similar a separatriz
mediana, pois para estes indicadores deve-se ordenar os valores da amostra e depois di-
vidir em partes iguais a sequéncia de valores: Quartis divide em 4 partes (calculando 3
quartis), Decis divide em 10 partes (calculando 9 decis) e Percentis em 100 partes (preci-
sando de 99 valores que separam uma serie).

Para calcular os valores da mediana intervadD,(também considerada uma sepa-
ratriz), do quartil intervala®, = [q,q|, decil intervalaD, = [d, d] e percentil intervalar
P, = [p,p] ndo é necessario realizar operacdes aritméticas entre os valores da amostra.
Apenas deve-se classificar os valores da amostra em ordem ascendente. Como tem-se
amostra com valores intervalares, deve-se ordenar os valores conforme descrito na Secao
3.2. Os valores intervalares das separatrizes sdo encontrados conforme a posi¢ao calcu-
lada na sequéncia de valores intervaldees . . . , x,, }
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A férmula para calcular as posi¢cdes dos valores das separatrizes é devido a Jain
(1991):

pos =(n—1)a+1, (3.1)

ondepos € a posicdo do valor da separatriz o nimero de valores da amostra e 5
(ns representa o numero ordinal da separatriz desejadaeimero de divisbes de cada
separatriz (na medianar@l = 2, no quartil ond = 4, no decil ond = 10 e no percentil
ond = 100).

Exemplo: Se deseja-se calcul®g, isto é, o oitavo decil intervalar de uma amostra
com30 valores intervalares, tem-ge= 30 ea = % Assim, a posi¢ao do oitavo decil é
pos = 24.2 = 240,

A seguir apresentamos o Quadro 3.1 contendo todas as expressdes dos indicadores
intervalares definidos no presente capitulo.

Média Intervalar : ME, = [me,me| = %[Z% z)
i=1 i=1
() +x241))
Mediana Intervalar : MD, = [md, md] = 2 , Sen for Par
(x(%)), sen for impar.
Moda Intervalar : MO, = [m7 W] = [molgign{gi},molgign{@}]
) —mi, ma —mi], Sema > mi
Amplitude total Intervalar : AT, = [at, at] = [ma —mi 17.m mi] ma = @
[0, @ — mi], sema < mi.
Variancia Intervalar : VA, = [va,va] = 25 Y | (x; — ME)?
Desvio padréo Intervalar: DP, = [dp,dp] = VVA = +,/[va,va] = [+,/va, +V74]
. . . . _ DP _ ldp.adp
Coeficiente de variagao Intervalar CV, = [, 0] = ME = [me,me]
L 1 <
Covariancia Intervalar : CO, = [co,c0] = - Z(xi — MEx)(y; — MEy)
n—

=1
7[@7 E] _ )

Coeficiente de correlacdo Intervalar CC, = [cc,c] = DPgBPY = (

Separatrizes Intervalares Q. =[¢,q,D, = [d,d],P, = [p,p],pos = (n — 1)a + 1

Figura 3.1: Formuléario dos Indicadores Estatisticos Intervalares

3.3.11 Estado da Arte dos problemas da Estatistica Descritiva Intervalar

Neste caso foi considerado como entragla .., z,, comz; € Xq,...,T, € Xu, OU
seja, dominios intervalares ondle = [z, 71|, ..., Xy = [Z,,, Tn)-

Fersonet al (2002) provaram que o problema de computar o extremo superida
variancia intervalaiVA, € NP-Dificil; para computar o extremo inferion da varian-
cia intervalar, desenvolveram um algoritmo razoavel, mais precisamente um algoritmo de
tempo quadratico, ou seja, um algoritmo que reger®) passos computacionais para
n intervalos de entradg; = [z;,7;]. Considerando o caso quando os pontos médios
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T; = @*Tj) de todos os intervalos sao diferentes uns dos outros, no sentido em que os

intervalos estreito{;ﬁﬁ, &%Ai] (ondeA; = @ é o raio do intervalo) ndo se inter-
ceptam uns com 0s outros, propéem um algoritmo que conplgen tempo quadratico.

Sobre o problema de computar o desvio padréo inter#alady comn variaveis reais
x; en entradas intervalares = [z;, 7;|, ndo é realizada nenhuma andlise de complexi-
dade devido aos resultados de complexidade serem equivalentes aos obtidos da analise da
complexidade do problema da variancia intervalar.

Em (FERSON et al., 2002)(FERSON; GINZBURG; KREINOVICH; LONGPRE;
AVILES, 2002), é provado que o problema de computar 0os extremos inferiar
superiorco do intervalo da covariancia interval&0O,, com n entradas intervalares
xi = [z;, 7], yi = [y,,7;] € pertencente a classe de problemas NP-Dificil. O problema
de computar o intervalo imagem da correlacao intervalar, soemtradas intervalares
[2;, 7], [y, y;] também e NP-Dificil. Fersoet al (2002) comentam que os problemas de
computar a covariancia e a correlacéo por serem NP-Dificeis, ndo existe algoritmo razoa-
vel que pode sempre computar os limites desejados@@rae CC,. Resultado similar
de NP-dificuldade foi provado para a variancia intervalar, porém neste caso, desenvol-
veram um algoritmo razoavel que funciona em alguns casos. Neste sentido, algoritmos
similares para covariancia e correlacéo intervalares podem ser desenvolvidos, conside-
rando casos particulares em relagéo aos dados de entrada intervalares.

Kreinovich (2003) mostra que o problema de computar o extremo superior da varian-
cia intervalamwa € NP-Dificil e para computar o extremo inferiar fornece um algoritmo
razoavel de tempo quadratico. Ainda, considerando condi¢es sobre os dados de entrada,
em particular intervalos incertos para manter privacidade no banco de dados estatisticos,
fornece algoritmos razoaveis que computam

Na procura de melhores resultados sobre a computacédo do valor intervalar da va-
riancia, Wuet al (2003) descrevem novos algoritmos para o processamento estatistico
de dados intervalares, algoritmos em que, adicionando-se um novo valor nos dados de
entrada, requerem somen¥n) passos computacionais. Ou seja, se temos um novo
resultado de medicdo, podemos modificar o valor da variancia em tempo constante.

Em recente pesquisa, Xiamg al (2004) consideraram os casos quando todas as me-
dicdes sao feitas usando o mesmo instrumento de medida e quando € limitado o niumero
de diferentes instrumentos de medicdo. Para o primeiro caso, quando todas as medi¢des
sao feitas com o mesmo instrumento, nenhuma de duas entradas interxalawdem
ser o préprio subconjunto de uma outra entrada, e como resultado, foi encontrado o in-
tervalo “exato” da variancia em temg®(nlogn). J& no segundo caso, quando se limita
o numero {n > 1) de diferentes tipos de instrumentos de medic¢éo, foi verificado que é
possivel computar o intervalo da varian®a., em tempo polinomiaD (n™ ).

Fersonet al (2004) recentemente pesquisaram sobre sobre a computagédo dos extre-
mos do intervalo da variancia considerando populacao finita de dados intervalares. Os
resultados obtidos neste caso sdo os mesmos encontrados quando considerados amos-
tras intervalares como dados de entrada (FERSON et al., 2002)(FERSON; GINZBURG,;
KREINOVICH; LONGPRE; AVILES, 2002).

3.4 Comentarios Finais

Apresentou-se neste capitulo uma abordagem intervalar para os indicadores estatis-
ticos média, mediana, moda, amplitude total, variancia, desvio padrdo, coeficiente de
variacao, covariancia, coeficiente de correlacdo e separatrizes quartil, decil e percentil.
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Espera-se que com defini¢cdes intervalares para os indicadores estatisticos, tenha-se
uma definicdo para a estatistica descritiva a nivel intervalar.

Com o objetivo de considerar erros numéricos inerentes aos valores de uma amostra
aleatdria, realizou-se a representacao dos valores{reais ., x,,} em valores intervala-
res considerando uma margem de preciséo

Considerando que os valores intervalares possam ser todos disjuntos ou todos encai-
xados, descreveu-se a relacao de ordem considerada neste trabalho para cada caso.

Finalizando o capitulo, apresentou-se o estado da arte dos problemas da estatistica
descritiva intervalar.

O proximo capitulo apresenta a analise da complexidade dos problemas de computar
os valores dos indicadores estatisticos com entradas intervalares.
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4 ANALISE DA COMPLEXIDADE DOS PROBLEMAS DE
ESTATISTICA DESCRITIVA INTERVALAR

O presente capitulo investiga a complexidade computacional dos problemas de com-
putar os valores das medidas de tendéncia central média, mediana e moda, das medidas de
dispersao amplitude, variancia, desvio padrao, coeficiente de variacdo, covariancia, coefi-
ciente de correlacdo e das separatrizes quartil, decil e percentil com entradas intervalares.

4.1 Redefinindo os Problemas

Na literatura (FERSON et al., 2002)(FERSON; GINZBURG; KREINOVICH;
LONGPRE; AVILES, 2002)(KREINOVICH, 2003) verifica-se que para o problema de
computar o intervalo da variancia intervalar, considera-s@riaveis reaisc €, como
entrada,n valores reaisy, ..., z, ondex; € xi,...,%, € X,, sendox; = [z,,T;] €
IR, = 1,...,n. Para os problemas dos indicadores estatisticos covariancia intervalar e
coeficiente de correlacao intervalar, considera-seriaveis reais: e n variaveis reais
y €, como entraday valores reaisy, ..., x,, ondexr; € xi,...,x, € X, €n valores
reaisy, . .., yn, ondey; € y1,...,y, € yn. A busca da solugéo destes problemas ocorre
através da computacdo da imagem intervalar.

Dessa forma, pode-se afirmar que os problemas definidos na literatura consideram
intervalosx; contidos no dominio da func¢ag isto é, Dom/(f) = R", onden & o numero
de argumentos da funcao.

Neste trabalho, considera-se como dominio dos problemas de computar os intervalos
dos indicadores estatisticos intervalares, um conjunto de valores intervalares, ou seja,
Dom(f) = IR" (n é o nUmero de argumentos da fungéo). Ressalta-se que, quando se
altera a definicdo do dominio (dados de entrada) de um problema, define-se um novo
problema.

Sendo assim, a presente tese investiga a complexidade computacional dos problemas
de computar os intervalos dos indicadores estatisticos considerando variaveis intervalares
x ey, n valores intervalares,, ..., x, en valores intervalareg,, ...,y,. Paraa com-
putacdo dos intervalos dos indicadores estatisticos intervalares, considera-se a extensao
intervalar (MOORE, 1979).

Na bibliografia pesquisada, ressaltamos trés aspectos que devem ser considerados: (i)
apenas os indicadores estatisticos variancia, covariancia e coeficiente de correlacédo foram
abordados em nivel intervalar; (ii) por meio da analise da complexidade computacional
realizada nos problemas de computar os intervalos das medidas de disperséo variancia,
covariancia e coeficiente de correlacdo com variaveis reaig e valores intervalares
T1,y..., Ty, ONdET] € X1,...,2, € Xpn €UY1,...,Yn, ONACY; € y1,...,Yn € Yn, Prova-
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se que estes sao problemas pertencentes a classe de problemas NP-Dificil, considerando
a computacao da imagem intervalar para obter solu¢cdes com intervalos de amplitude pe-
guena e (iii) ao utilizar a computacéo intervalar na solugcéo destes problemas, segundo
Fersonet al (2002), sempre obtém-se solu¢cdes com intervalos superestimados (ou inter-
valos com amplitude grande).

4.2 Complexidade dos Problemas de computar Indicadores Estatis-
ticos Intervalares

Nesta secdo investiga-se a complexidade dos problemas de computar os valores de
medidas de tendéncia central, de medidas de disperséo e separatrizes com entradas in-
tervalares. Realiza-se uma comparagado entre nossos resultados com os encontrados na
bibliografia.

E importante ressaltar que os problemas de computar os valores de medidas de ten-
déncia central intervalar, dispersao intervalar e separatrizes intervalares sao problemas
de localizagcédo associado ao problema de deciséao, pois deseja-se saber se os intervalos
solucéo contém a solucéo real para estes problemas.

A partir das expressodes definidas para os indicadores estatisticos descritivos interva-

lares (Secéo 3.3), desenvolve-se algoritmos para a solucdo dos problemas de computar os
intervalos de medidas de tendéncia central intervalar, disperséo intervalar e separatrizes
intervalares. Estes algoritmos utilizam a aritmética intervalar definida por Moore (1966)
e a extensdo intervalar (MOORE, 1979) como método da computacao intervalar. Para
todos os algoritmos propostos, realiza-se a analise da complexidade para determinar a
ordem de complexidade dos mesmos (todos os algoritmos e a analise da complexidade
encontram-se no Anexo B).

Neste contexto, salienta-se que existe a possibilidade de desenvolver algoritmos para
ambientes nao intervalares, e neste caso, aconselha-se a utilizacdo da multiplicacao inter-
valar definida por Vaccaro (2001). A multiplicac&o intervalar definida em (VACCARO,
2001) baseia-se em um mapeamento particuldiRdque permite isolar caracteristicas
importantes dos intervalos de cada regido. Este mapeamento considera ndo somente 0s
sinais dos extremos dos intervalos, conforme sugerido por Moore (1966), como também
o sinal do ponto médio do intervalo. Através deste mapeamento define-se expressfes que
permitem obter a multiplicacdo de intervalos mais exatos que na formulacéo proposta por
Moore.

Os algoritmos propostos foram construidos para serem executados em ambientes in-
tervalares como Maple Intervalar (MAPLE , 2005) e/ou IntLab (MATLAB , 2005).

Em alguns algoritmos propostos para os problemas de medidas de tendéncia central
intervalar e dispersao intervalar, temos que efetuar comparacdes entre os extremos do
intervalo, isto é, sejamx e y intervalos, consideramas < y sesup(x) é menor que
inf(y), isto reduz a comparacdes de reais.

4.2.1 Problema: Média Intervalar

PROBLEMA: Computar o intervalME, = [me, me| da média aritmética intervalar
com variaveis intervalarese n valores intervalaresg,, . . ., x,.

Para computar a média aritmética intervalar com a expressao definida na Secéo 3.3.1,
projeta-se o algoritmo MlI, descrito no anexo B.1, Figura B.1.

CoMPLEXIDADE: Como o problema em questédo € um problema de localizacdo asso-
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ciado ao problema de deciséo e o algoritmo M| € um algoritmo deterministico de tempo
linear, pode-se afirmar que o problema de computar o intervalo da meédia aritmética inter-
valar pertence a classe de problemas P.

Nas pesquisas realizadas sobre este problema, verifica-se que o indicador estatistico
média intervalar ndo foi abordado como um problema da computacéo intervalar estatis-
tica. Consequentemente, ndo se encontra resultados de complexidade do mesmo. Se-
gundo Fersoret al (2002) a computacao intervalar fornece o intervalo “exato” para o
caso quando a fun¢dtz, ..., z,) € uma simples operagéo aritmética, ou seja, obtém-
se o mesmo intervalo da médE, ao utilizar a computacao da imagem intervalar ou a
extens&o intervalar.

4.2.2 Problema: Mediana Intervalar

PROBLEMA: Computar o intervaldMD, = [md, md] da mediana intervalar com
variaveis intervalares en valores intervalares,, . . ., x,.

Calcula-se a mediana da mesma forma que as separatrizes, isto €, atraves do calculo
da posicao do elemento, equacédo 3.1. Desenvolve-se o algoritmo Sl (anexo B.4, Figura
B.4) baseado na expressao definida na Secéao 3.3.

CoMPLEXIDADE: O problema de computar o intervalo da mediana intervalar é re-
solvido por um algoritmo deterministico de ordénn?). Por ser um problema de loca-
lizagcdo associado ao problema de decis&o, o problema em questdo pertence a classe de
problemas P.

A mediana nao requer operacdes aritméticas entre intervalos, pois é o valor que fica
na posicao central de uma sequéncia de valores intervalares da amostra (classificados na
ordem ascendente).

O resultado de complexidade do algoritmo Sl é devido a operacao fundamental con-
siderada ser a comparacéo entre os valores, isto €, tem-se um problema de classificacao
onde o limite de complexidade no pior cas®©&:?).

Na literatura ndo foram encontrados resultados de andlise de complexidade do proble-
ma de computar o valor da mediana intervalar.

4.2.3 Problema: Moda Intervalar

PROBLEMA: Computar o interval®O,, = [mo, mo| da moda intervalar com varia-
veis intervalares en valores intervalares,, . . ., X,.

Para computar o valor modal intervalar com a expresséo definida na Sec¢éo 3.3.3,
propde-se o algoritmo MOI (descrito no anexo B.3, Figura B.3). Os dados intervalares
séo ordenados na ordem ascendente pelo algoritmo B.2.

CoMPLEXIDADE: O problema de computar o valor modal intervalar com dados in-
tervalares pertence a classe de problemas P, pois o problema em estudo é um problema
de localizagéo associado ao problema de deciséo e o algoritmo (MOI), proposto como
solucéo, é um algoritmo deterministico de tempo quadratie?)).

A moda, bem como a mediana, ndo requer operacdes aritmética entre intervalos. As
pesquisas realizadas sobre problemas de computacéo intervalar estatistica ndo abordaram
o problema de computar o valor modal intervalar. Consequientemente, ndo é possivel
realizar uma comparacédo com resultados ja existentes.
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4.2.4 Problema: Separatrizes - Quartil, Decil e Percentil Intervalares

PROBLEMA: Computar os intervalo®, = [¢,q] do quartil intervalarD,, = [d, d] do
decil interval eP,, = [p, p] do percentil intervalar com variaveis intervalakesn valores
intervalares<y, . . ., Xn.

Para computar os valores intervalares das separatrizes quatrtil, decil e percentil,
desenvolve-se o algoritmo Sl (descrito no anexo B.4, Figura B.4) baseado na expressao
definida na Secéo 3.3.10.

CoMPLEXIDADE: O problema de computar os valores intervalares das separatrizes
pertence a classe de problemas P, pois trata-se de problema de decisédo e o algoritmo (Sl),
proposto como solucéo, é um algoritmo deterministic@@e?).

As separatrizes quatrtil, decil e percentil se comportam de forma similar a separatriz
mediana, pois para estes indicadores deve-se ordenar os valores da amostra e depois cal-
cular a posi¢éo da sequéncia dos valores. O valor intervalar do quartil, decil, percentil ou
mediana sera o correspondente valor da posicao calculada. Conforme o problema da me-
dianaintervalar, a solu¢éo dos problemas de computar o valor das separatrizes intervalares
da-se através de algoritmo de classificacdo baseado em comparacao, cuja complexidade é
deO(n?).

4.2.5 Problema: Amplitude total Intervalar

PROBLEMA: Computar o intervald\T, = [at, af| da amplitude total intervalar com
variaveis intervalares e n valores intervalaresy, . . . , X,.

Para computar a amplitude total intervalar com a expresséo definida na Secéo 3.3.4,
desenvolve-se o algoritmo ATI, descrito no anexo B.5, Figura B.5.

COMPLEXIDADE: Como o problema em questdo € um problema de localizagdo asso-
ciado ao problema de deciséo e o algoritmo ATl é um algoritmo deterministico de ordem
O(n?), pode-se afirmar que o problema de computar o intervalo da amplitude total inter-
valar pertece a classe de problemas P.

Para esta medida de dispersédo deve-se calcular, primeiramente, 0 minimo intervalar
M1 e o maximo intervalan/ A conforme definido na Secéo 3.3.4.

A amplitude intervalar é a diferenca entre 0 maximo intervalar e o minimo intervalar.
Esta diferenca intervalar é calculada conforme definida por Moore (1966). O problema de
computar o intervalo da amplitude total intervalar coincide com o problema de classifica-
¢cao baseado em comparacfes. Para este problema, tem-se uma solucéo igual ao problema
da mediana intervalar, ou seja, algoritmo de ord@m?).

Embora este indicador envolva a operacao de subtracdo entre intervalos, esta ndo é
considerada a operacao fundamental na analise da complexidade do algoritmo que resolve
0 problema.

4.2.6 Problema: Variancia Intervalar

PROBLEMA: Computar o intervald/A, = [va, va] da variancia intervalar com varia-
veis intervalarex e n valores intervalaresg,, . . . , x,.

Com a expressao definida na Secéo 3.3.5, desenvolve-se o algoritmo VI descrito no
anexo B.6, Figura B.6.

CoMPLEXIDADE: Considerando que o problema analisado € um problema de locali-
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zagdo associado ao problema de decisdo e o algoritmo VI é um algoritmo deterministico
de tempo linear, pode-se afirmar que o problema de computar o intervalo da variancia
intervalar pertece a classe de problemas P.

O problema de computar o intervalo da variancia intervalar foi o primeiro proble-
ma estudado e analisado por pesquisadores da area da computacao intervalar. Para este
problema foram encontrados dois resultados de complexidade devido a utilizagcdo da com-
putacdo da imagem intervalar. Foi analisada a complexidade do problema ao computar o
extremo inferiora e 0 extremo superiara do intervaloVA,,.

Através da Tabela 4.1 pode-se comparar os resultados de complexidade quando con-
siderado a utilizacdo da imagem intervalar (estado da arte) e nosso resultado de comple-
xidade obtido ao considerarmos a extensao intervalar.

Tabela 4.1: Computacéo Intervalar e Complexidade do Problema Varian-
cia Intervalar

Computacéo Intervalar | Complexidade do Problema Variancia Intervalar

Imagem Intervalar computawa — P (ordemO(n?))
computaroa — NP-Dificil
Extenséo Intervalar P (ordemO(n))

4.2.7 Problema: Desvio Padrao Intervalar

PROBLEMA: Computar o interval®P, = [dp, dp| do desvio padrdo intervalar com
variaveis intervalares en valores intervalares,, . . ., X,.
Desenvolve-se o algoritmo DPI para a expressao do desvio padréo intervalar definida

na Secao 3.3.6. O algoritmo DPI encontra-se no anexo B.7, Figura B.7.

CoMPLEXIDADE: O problema de computar o intervalo do desvio padrao intervalar
€ resolvido por um algoritmo deterministico de complexidade de ordem li6gal,
Sendo um problema de localizacdo associado ao problema de decisdo, o problema em
guestao pertence a classe de problemas P.

N&o foram encontrados na bibliografia resultados de analise de complexidade do pro-
blema do desvio padrao intervalar.

4.2.8 Problema: Coeficiente de Variacéo Intervalar

PROBLEMA: Computar o interval€€V, = [cv, ¢v| do coeficiente de variag&o inter-
valar com variaveis intervalargse n valores intervalaresg,, . . ., x,.

Desenvolve-se o algoritmo CVI (descrito no anexo B.8, Figura B.8) para a expressao
do coeficiente de variacao intervalar definida na Secéo 3.3.7.

CoMPLEXIDADE: Como o problema de computar o intervalo do coeficiente de va-
riacdo intervalar é resolvido por um algoritmo deterministico de complexidade de ordem
linear,O(n), pode-se concluir o problema em questéo pertence a classe de problemas P.

Da mesma forma que os problemas da mediana intervalar, moda intervalar, amplitude
total intervalar e desvio padrao intervalar, o problema do coeficiente de variacdo intervalar
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nao foi estudado e analisado por pesquisadores da area da computacéo intervalar. Em
consequéncia, nao é possivel realizar uma comparacao com outros resultados.

4.2.9 Problema: Covariancia Intervalar

PROBLEMA: Computar o intervaldCO, = [co,co| da covariéncia intervalar com
variaveis intervalares ey, n valores intervalares,,...,x, € n valores intervalares
Yi,---,¥Yn-

Para a expressao definida na Secao 3.3.8, desenvolve-se o algoritmo COI (descrito no
anexo B.9, Figura B.9).

CoMPLEXIDADE: Sendo o problema analisado um problema de localizagéo associado
ao problema de decisao, e o algoritmo COI um algoritmo deterministico de ordem linear,
O(n), pode-se afirmar que o problema de computar o intervalo da covariancia intervalar
pertence a classe de problemas P.

Na literatura, o problema da covariancia intervalar foi analisado considerando o pro-
blema de computar o extremo inferiare o problema de computar o extremo supefior
do intervaloCO (isto devido a utilizacdo da computacao da imagem intervalar). A Tabela
4.2 apresenta os resultados de complexidade destes problemas e o nosso resultado de
complexidade obtido ao considerar a extensao intervalar para a computacéo do intervalo
CO,.

Tabela 4.2: Computacéo Intervalar e Complexidade
do Problema Covariancia Intervalar

Computacéo Intervalar | Complexidade do Problema
Covariancia Intervalar

Imagem Intervalar computarco — NP-Dificil
computarco — NP-Dificil
Extenséo Intervalar P

4.2.10 Problema: Coeficiente de Correlacao Intervalar

PROBLEMA: Computar o intervaldCC, = [cc,cc] do coeficiente da correlacdo in-
tervalar com variaveis intervalarese y, n valores intervalares,, ..., x, € n valores
intervalaresyy, ..., yn.

Para a expresséo definida na Secéo 3.3.9, desenvolve-se o algoritmo CCI, descrito no
anexo B.10, Figura B.10.

CoMPLEXIDADE: O problema de computar o intervaoC, do coeficiente de cor-
relacdo intervalar pertence a classe de problemas P, pois o problema em questdo € um
problema de localizac&do associado ao problema de deciséo e o algoritmo que o resolve é
um algoritmo deterministico de ordem line@xn).

O problema do coeficiente de correlagéo intervalar foi analisado da mesma forma
gue o problema da covariancia intervalar. Através da Tabela 4.3 pode-se comparar 0s
resultados de complexidade ja existentes e 0 nosso resultado de complexidade.
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Tabela 4.3: Computacéo Intervalar e Complexidade
do Problema Coeficiente de Correlagao Intervalar

Computagéo Intervalar Complexidade do Problema
Coeficiente de Correlacéo Intervalar
Imagem Intervalar computarce — NP-Dificil
computareec — NP-Dificll
Extenséo Intervalar P

4.3 Resultados de Complexidade

A partir da investigacdo da complexidade dos problemas baseados em computar os
indicadores estatisticos descritivos intervalares, realiza-se a classificacdo destes proble-
mas quanto a classe de complexidade. Conhecendo as classes de complexidade a que os
problemas pertencem, os projetistas de algoritmos, e até mesmo os profissionais da area
de estatistica, podem ter uma medida real quanto as solucdes disponiveis e a expectativa
de melhorar esses resultados.

Como existem problemas de indicadores estatisticos que requerem ou ndo operacdes
aritméticas, separamos nossos resultados de complexidade em duas tabelas. A primeira
tabela (Tabela 4.4) refere-se aos problemas que ndo possuem operacgdes aritméticas in-
tervalares, a segunda tabela (Tabela 4.5) apresenta os problemas que possuem operacdes
aritméticas intervalares.

Na Tabela 4.4 apresenta-se 0s nossos resultados de complexidade dos problemas de
computar os valores da mediana, moda e separatrizes com entradas intervalares.

Tabela 4.4: Indicadores Estatisticos Intervalares e Complexidade dos Problemas dos In-
dicadores Estatisticos Intervalares

Indicadores Estatisticos Intervalares | Complexidade dos Problemas dos Indicadores
Estatisticos Intervalares

Mediana Intervalar P
Moda Intervalar P
Separatrizes Intervalares P

Na Tabela 4.5 apresenta-se a classificacdo quanto a classe de complexidade dos pro-
blemas descritos na secdo anterior, e, também, descreve-se todos os resultados de com-
plexidade destes problemas encontrados na bibliografia, realizando uma comparagdo com
Nossos resultados.

OBSERVACAO: Nas tabelas a seguir utiliza-se o simbolo “-” para indicar que nao
foram encontrados resultados de complexidade para o referido problema.
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Tabela 4.5: Problemas da Estatistica Descritiva Intervalar, complexidade dos Problemas
com extenséo intervalar e com imagem intervalar

Problemas da Estatistica| Complexidade dos Problemas| Complexidade dos Problemas

Descritiva Intervalar com extensao intervalar com Imagem Intervalar
(nossos resultados) (estado da arte)
Média Intervalar P -
Amplitude Intervalar P -
Variancia Intervalar P va — P
va — NP-Dificil
Desvio Padréao P -

Coeficiente de

Variagdo Intervalar P -
Covariancia Intervalar P co — NP-Dificil
co — NP-Dificil
Coeficiente de cc — NP-Dificil
Correlacao Intervalar P cc — NP-Dificil

4.4 Comentarios Finais

O presente capitulo teve como objetivo mostrar os resultados de complexidade dos
problemas de computar os valores intervalares de medidas de tendéncia central, dispersao
e separatrizes.

Por meio da analise da complexidade computacional classifica-se quanto a classe de
complexidade os problemas de computar os valores dos indicadores estatisticos com en-
tradas intervalares.

Enfim, o capitulo apresentou algoritmos de tempo polinomial que calculam os inter-
valos dos indicadores estatisticos média, mediana, moda, amplitude total, variancia, des-
vio padrao, coeficiente de variagao, covariancia, coeficiente de correlacdo, e separatrizes
quartil, decil e percentil com entradas intervalares.

Para computar os valores da mediana, quartil, decil e percentil aplicou-se a mesma
férmula para calcular a posicéo dos valores desejados (férmula descrita na Secéao 3.3.10).

Observamos que, com os resultados de complexidade obtidos para os problemas de
computar os valores intervalares dos indicadores estatisticos, tornamos a estatistica des-
critiva viavel computacionalmente. Além disso, os problemas de computar a variancia,
covariancia e coeficiente de correlagdo com dados intervalares, que eram NP-Dificeis, fo-
ram reclassificamos quanto a classe de complexidade, passando a pertencer a classe de
problemas P.

O préximo capitulo apresenta a certificacdo da ndo ocorréncia de intervalos solucao
superestimados.
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5 VERIFICACAO DO INTERVALO SOLUCAO

O presente capitulo tem como objetivo mostrar a qualidade de aproximac&o nos in-
tervalos solucéo para os indicadores estatisticos intervalares. Realiza-se a verificacdo da
gualidade de aproximacdo em relacdo a resposta real exata, através de exemplos nume-
ricos, isto é, através da aplicacdo dos valores de indice de massa corporal de alunos do
ensino fundamental. A efetiva certificacao é realizada através do céalculo da medida de
erro.

5.1 Qualidade da solucao intervalar

A qualidade de um intervalo esta relacionada com o didmetro do mesmo (RATS-
CHEK; ROKNE, 1988). Quanto menor for o tamanho do didmetro, melhor serd a quali-
dade do intervalo.

No presente trabalho, representa-se os valores reais de uma amostra em valores in-
tervalares considerando uma margem de precdisdésta margem de precisao deve ser
de valor pequeno, de tal forma que considere 0s erros inerentes aos valores da amostra e
proporcione intervalos de boa qualidade.

Baseados nas férmulas descritas no Capitulo 3, observa-se que sdo necessarias opera-
¢cOes aritméticas simples para calcular o valor do intervalo solucéo, néo altera a qualidade
do intervalo. Nestas condicdes, a solu¢cdo encontrada para os problemas de computar os
valores intervalares dos indicadores estatisticos ndo apresentam intervalos superestima-
dos.

5.2 Medida de correcdo de uma resposta intervalar

Segundo Ratschek (1988), os computadores utilizam uma aritmética chamada arit-
mética de ponto flutuante. Nesta aritmética nimeros reais sdo aproximados por um sub-
conjunto de nimeros reais chamados representacdo numérica da maquina. Devido esta
representacdo sdo gerados dois tipos de erros. O primeiro tipo de erro ocorre quando
uma entrada de valor real é aproximada por um namero de maquina. O segundo tipo de
erro € causado por resultados intermediarios aproximados pelos nimeros de maquina. A
aritmética intervalar fornece uma ferramenta para estimar e controlar essesuéoroa-
ticamente No lugar de aproximar um valor reapor um nimero de maquina, o valor real
x, usualmente desconhecido, é aproximado por um intervédado nimero de maquina
nos extremos inferior e superior. O intervalccontém o valorz. O comprimento (ou
diametro) deste intervalo pode ser usado como medida para qualidade da aproximacgéao da
resposta real exata. Os calculos sdo executados usando intervalos em vez de nimeros re-
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ais e, conseqientemente, a aritmética real € substituida pela aritmética intervalar. Quando
se realiza computagdo com numero de maquindo existe estimativa do erfa — « |.
A computacdo com utilizacédo de intervalos fornece as seguintes estimativas para o erro:

e Erro Absoluto | zp — m(xy) |< w(xk)/2,

ondem(xy) é o ponto médio do intervatey, e w(xy) = Ty — =, € 0 didmetro do

intervaloxy;
i T —m(Xk) w(xk) _ .
e Erro Relativa | =21 < 750 se0 ¢ xi, onde| xi |= {| = |: € xx}.
Neste trabalho os valores redis,, . . ., =, }, das amostras aleatorias de uma popula-

cao, sdo representados por intervalps- [z; — d, z; + 6|, onded é a margem de precisdo
escolhida para os valores reais.

Para a verificacdo da qualidade de aproximac&o no intervalo solugéo, deve-se conside-
rar o valorzy, € R, o intervaloxy, = [z, Tx] € uma dada exatid&o Realiza-se a anélise
do erro através das seguintes medidas de erros:

Observa-se que nas medidas de erros absoluto e relativo, citadas acima, utiliza-se o
ponto médion(x) do intervalox para medir a distancia do valor real em relacéo ao valor
pontual (ponto médio) do intervalo. Tais medidas de erros podem gerar questdes como:
“O valor real esta no intervalo solugédo?”; “A utilizagdo do ponto médio representa um
indicador confiavel na anélise do erro?”.

Segundo Sunaga (1958) a interpretacdo usualmente aceita para um intervalo no con-
texto da aritmética intervalar é a de envoltoria intervalar de um namero real. Esta seman-
tica, de envoltdria intervalar, sugere a representacao dos intervalos na forma

m(x) £ w(x)/2,

aludindo a idéia que o ponto médio(x) seria o numero real “medido” e o raig(x)/2
indicaria a incerteza gerada pelas restrices de precisdo e ambientais existentes. Dessa
forma o valor exato estaria limitado pelo intervalo apresentado.

Em (VACCARO, 2001) verifica-se que a interpretacdo de envoltéria intervalar sdo
associados 0s seguintes pressupostos:

e Qualquer real pertencente a envoltéria intervalar de reais é um possivel represen-
tante do valor real exato associado ao intervalo: como o valor exato do numero real
gue se deseja representar nao é explicitamente conhecido, entdo todos 0os niumeros
reais contidos na envoltéria intervalar sdo possiveis representantes deste valor real.
Isto €, o valor real continua indeterminado, porém restrito ao dominio dos valores
reais que compdem a envoltéria intervalar;

e Com a utilizacdo de envoltorias intervalares espera-se modelar e determinar o efeito
da propagacao de erros em procedimentos de calculo numérico em ponto flutuante.

Aplica-se estas medidas de erros com o objetivo de verificar a qualidade do intervalo
solucéo, obtido apos o processamento de operacdes aritméticas intervalares. Através das
medidas de erros verifica-se se 0 método da extensao intervalar fornece como resposta
intervalos que englobam a resposta real exata.



56

5.3 Estudo de Caso

Como estudo de caso, considera-se o célculo do IMC (indice de Massa Corporal)
intervalar dos alunos do ensino fundamental de 5a. a 8a. série da escola Nossa Senhora
Imaculada Conceigéo, localizada na cidade de Cachoeira do Sul/RS.

O indice de Massa Corporal (IMC) € uma férmula que indica se uma pessoa esta
acima do peso, se esta obeso ou com peso ideal considerado saudavel. A formula para
calcular o indice de Massa Corporallét/C = peso/(altura)? (IMC , 2005).

A fim de desenvolver uma definicdo aceitavel para sobrepeso e obesidade em criancas
e adolescentes, foi desenvolvido um estudo internacional envolvendo seis paises: Brasil,
Gra-Bretanha, China (Hong Kong), Holanda, Cingapura e Estados Unidos. Foram 97.876
meninos e 94.851 meninas, acompanhados do nascimento até os 25 anos de idade.

Para cada faixa etaria e sexo foram desenhadas curvas de tal sorte que, na idade de
18 anos, passassem pelos pontos de corte largamente aceitos para sobrepeso e obesidade
em adultos (IMC de 25 e 30 Kg/m2). Essas curvas foram arranjadas para fornecer esses
pontos de corte para cada sexo e idade, de 2 a 18 anos. Maiores informagdes podem ser
encontradas em (VIUNISKI, 2005).

A Tabela 5.1, por ser menos arbitraria, mais universal e mais representativa, é o instru-
mento utilizado para fornecer um levantamento internacional da prevaléncia da obesidade
em criancas e adolescentes (VIUNISKI, 2005). A Tabela 5.1 ndo se encontra completa,
de 2 a 18 anos, devido 0 nosso estudo de caso possuir alunos com idades entre 9 e 16
anos.

Tabela 5.1: Idade, IMC Meninas e IMC Meninos.

Idade IMC Meninas IMC Meninos
Saudavel Sobrepeso ObesoSaudavel Sobrepeso Obeso

9 < 19.1 19.1-22.7 >22.8 | <19.1 19.1-22.8 > 22.8
10 < 19.9 19.9-24.0 > 24.1 < 19.8 19.8-23.9 > 24.0
11 < 20.7 20.7-25.3 > 254 | <20.6 20.6-25.0 > 25.1
12 < 21.7 21.7-26.6 > 26.7 < 21.2 21.2-25.9 > 26.0
13 < 22.6 22.6-27.7 > 27.8 < 21.9 21.9-26.7 > 26.8
14 < 23.3 23.3-28.5 > 28.6 < 22.6 22.6-27.5 > 27.6
15 <239 23.9-29.0 > 29.1 < 23.3 23.3-28.2 > 28.3
16 <244 24.4-29.3 >294 | <239 23.9-28.8 > 28.9

E importante salientar que o objetivo do capitulo n&o é realizar uma andlise estatistica
sobre o IMC dos alunos do ensino fundamental de 5a. a 8a. série. O foco € mostrar,
através da aplicacéo do IMC intervalar, calculos numéricos para os indicadores estatisti-
cos intervalares, os quais retornam intervalos solu¢cdo com qualidade de aproximacéo em
relacdo a solucao real exata), utilizando a extensao intervalar.

Na proxima secao apresentam-se os calculos realizados para os indicadores estatisti-
cos utilizando o IMC com valores reais e com valores intervalares.
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5.4 \Verificacdo da Qualidade de Aproximacao

Para verificacdo da qualidade de aproximacgao nos intervalos solucéo, apresentam-se
exemplos de célculos numéricos dos indicadores estatisticos com IMC (indice de Massa
Corporal) intervalares (estudo de caso sec¢édo 5.3) usando sistema de ponto flutuante F(10,
5, -10, 10) e arredondamento direcionado (KULISCH; MIRANKER, 1981).

As operacoes intervalares envolvidas podem ser encontradas em Moore (1966).

Para a validagéo das solugdes intervalares encontradas na tese, realiza-se um com-
parativo entre as solu¢des dos célculos reais dos indicadores estatisticos, realizados no
software NetBook (CAMPOS et al. , 2004), e as solucdes dos calculos intervalares dos
mesmos indicadores estatisticos intervalares, realizados no software IntLab (MATLAB ,
2005).

O NetBook é uma ferramenta gratuita desenvolvida no CIn/UFPE, com o objetivo
de suportar analise de desempenho de sistemas de comunicagado, em particular, redes de
computadores. E composto por quatro modulos: Estatistica, Geracdo, Transformacéo e
Grafico. Exceto pelo modulo de geracéo de trafego auto-similar, que foi implementado
em C++, todos os demais médulos do NetBook foram implementados em Java.

O IntLab contém tipos de dados basicos e operadores para aritmética intervalar, bem
como uma variedade de métodos numeéricos usando intervalos.

Com os dados da altura, peso e idade (encontram-se no Anexo C) calcula-se o indice
de Massa Corporal (IMC) para todos os alunos da escola.

Como o IMC esté relacionado com o sexo e a idade, separamos os alunos de cada
turma (5a., 6a., 7a. e 8a.) em dois conjuntos de dados: conjunto do IMC das meninas
e conjunto do IMC dos meninos. A partir destes conjuntos realizamos a representacao
intervalar com precisd® = 0.005 e calculam-se os indicadores estatisticos intervalares
abordados neste trabalho. A margem de precis@ale livre escolha e esta relacionada
com a exatidao que se deseja obter nos extremos inferior e superior do intervalo solucao.

5.4.1 IMC dos alunos da 5a. série

Considera-se o IMC da turma de 21 alunos da 5a. série da escola Imaculada Concei-
cao.

IMC das meninas: {16.8786, 14.2687, 20.7834, 18.2961, 19.8179, 27.0258,
22.6562, 22.0711, 26.9127, 21.0517, 24.6094, 25.1095, 16.0697,21.8146}.

Representacao intervalar: {[16.874, 16.884], [14.264, 14.274], [20.778, 20.788],
[18.291, 18.301], [19.813, 19.823], [27.021, 27.031], [22.651, 22.661], [22.066, 22.076],
[26.908, 26.918], [21.047, 21.057], [24.604, 24.614], [25.104, 25.114], [16.065, 16.075],
[21.810, 21.820] }.

Para calcular os indicadores estatisticos covariancia e coeficiente de correlacao
precisam-se de dois conjuntos de dados. Dessa forma, consideram-se o IMC dos meninos
da 5a. série da mesma escola e alguns valores do IMC das meninas para completar o total
de valores necessarios: {16.8786, 15.1506, 20.7834, 19.0342, 19.8179, 17.3469, 22.6562,
15.7342, 26.9127, 20.8889, 21.0517, 25.1095, 16.0697, 21.8146}. Representam-se es-
tes valores em intervalos com a mesma margem de preéisé&o 0.005: {[16.874,
16.884], [15.146, 15.156], [20.778, 20.788], [19.029, 19.039], [19.813, 19.823], [17.342,
17.352], [22.651, 22.661], [15.729, 15.739], [26.908, 26.918],[20.884, 20.894],[21.047,
21.057],[25.104, 25.114],[16.065, 16.075],[21.810, 21.820]}.

Na Tabela 5.2 apresentam-se os resultados dos indicadores estatisticos, reais e inter-
valares, com IMC das meninas da 5a. série.
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Tabela 5.2: Indicadores Estatisticos, dados com IMC reais
(meninas da 5a. série) e dados com IMC intervalares.

Indicadores Dados com Dados com
Estatisticos IMC Reais IMC Intervalares
(meninas da 5a. série)

Média 22.874 [22.868, 22.880]
Mediana 21.052 [21.047,21.057]
Moda - -
Amplitude total 12.757 [12.747,12.767)
Variancia 18.282 [18.206,18.357]
Desvio Padrdo 4.2756 [4.2668,4.2845]
Coef. de Variacéo 0.18692 [0.18649,0.18735]
Covariancia 11.835 [11.762,11.906]
Coef. de Correlagao 0.71544 [0.70802, 0772290]

Na Tabela 5.3 apresentam-se os erros absoluto e relativo obtidos ao calcular os indi-

cadores estatisticos com

valores intervalares.

Tabela 5.3: Indicadores Estatisticos, erros absolutos e erro relativo (me-

ninas 5a. série) .

Indicadores Erro Absoluto Erro Relativo
Estatisticos | 2 — m(xk) [< w(xk)/2 | “_;’;(x“) |< 27'7“1’2.(;‘;;31('
Média 0.0000077 < 0.0053846 | 0.00000033662 < 0.00023545

Mediana 0 < 0.005 0 <0.0002375
Moda - -

Amplitude total 0<0.01 0 <0.0007844
Variancia 0.00023068 < 0.075398 0.000012618 < 0.0041414

Desvio Padrao

0.000056624 < 0.0088172

0.000013243 < 0.0020664

Coef. de Variacao

0.000000291 < 0.00042946

0.0000015568 < 0.0023029

Covariancia

0.00062319 < 0.071746

0.000052657 < 0.0060996

Coef. de Correlaca

0 0.000020583 < 0.0074402

0.000028769 < 0.010508

Pelos resultados apresentados na Tabela 5.2 e os erros calculados na Tabela 5.3
observa-se que os intervalos solu¢éo, obtidos para os indicadores estatisticos, emglobam
a resposta real exata. Os valores dos indicadores estatisticos com dados reais estao bem
representados nos valores intervalares, isto €, os intervalos solucdo contém os valores
reais.

IMC dos meninos: {15.1506, 14.9515, 19.0342, 15.3739, 17.3469, 15.7342,
20.8889}.

Representacdo intervalar: {[15.146, 15.156],[14.946, 14.956],[19.029,
19.039],[15.369, 15.379], [17.342, 17.352],[15.729, 15.739],[20.884, 20.894] }.
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Para os indicadores estatisticos covariancia e coeficiente de correlag@o considera-se o
IMC das meninas da 5a. série da mesma escola: {16.8786, 14.2687, 20.7834, 18.2961,
19.8179, 27.0258, 22.6562}. Representam-se estes valores em intervalos com a mesma

preciséod

0.005: {[16.874, 16.884],[14.264, 14.274], [20.778, 20.788],[18.291,

18.301],[19.813, 19.823],[27.021, 27.031],[22.651, 22.661]}.
Na Tabela 5.4 apresentam-se os resultados dos indicadores estatisticos, reais e inter-
valares, com IMC dos meninos da 5a. série.

Tabela 5.4: Indicadores Estatisticos, dados com IMC reais
(meninos da 5a. série) e dados com IMC intervalares.

Indicadores Dados com Dados com
Estatisticos IMC Reais IMC Intervalares
(meninos da 5a. série)

Média 19.747 [19.740,19.753]
Mediana 15.734 [15.729,15.739]
Moda - -
Amplitude total 5.9374 [5.9274, 5.9474]
Variancia 14.485 [14.405, 14.565]
Desvio Padrao 3.8059 [3.7955, 3.8164]
Coef. de Variacao 0.1924 [0.19215,0.19333]
Covariancia 14.82073 [14.725,14.916]
Coef. de Correlagdo 0.71092 [0.70309,0.71878]

Na Tabela 5.5 apresentam-se os erros obtidos ao calcular os indicadores estatisticos

com valores intervalares.

Tabela 5.5: Indicadores Estatisticos, erros absolutos e erro relativo (me-

ninos 5a.série).

Indicadores Erro Absoluto Erro Relativo
Estatisticos | |z — m(xi) |< w(xi)/2 | | 2o |< b
Média 0.00003334 < 0.0058333 | 0.0000016884 < 0.00029549

Mediana 0 < 0.005 0 <0.0003178
Moda - -

Amplitude total 0 <0.01 0 <0.001687
Variancia 0.00018654 < 0.079558 0.000012878 < 0.0055226

Desvio Padréo

0.000052877 < 0.010452

0.000013893 < 0.0027537

Coef. de Variacao

0.00033918 < 0.00058623

0.0017629 < 0.0030508

Covariancia

0.00040846 < 0.095326

0.000027560 < 0.0064737

Coef. de Correlaca

00.000017663 < 0.0078411

0.000024846 < 0.011152
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Observa-se, novamente pelas Tabelas 5.4 e 5.5, a qualidade de aproximag¢ao nos inter-
valos solugéo.

5.4.2 IMC dos alunos da 6a. série

Considera-se o IMC da turma de 25 alunos da 6a. série da escola Imaculada Concei-
cao.

IMC das meninas: {26.936, 16.397, 17.778, 16.797, 15.089, 22.921, 19.396, 21.644,
22.000, 16.667, 15.753, 19.107, 19.979, 22.214, 22.893}.

Representacao intervalar: {[26.931, 26.941], [16.392, 16.402], [17.773, 17.783],
[16.792, 16.802], [15.084, 15.094], [22.916, 22.926], [19.391, 19.401], [21.639, 21.649],
[21.995, 22.005], [16.661, 16.671], [15.748,15.758], [19.102,19.112], [19.974,19.984],
[22.209,22.219], [22.888, 22.898]}.

Para calcular os indicadores estatisticos covariancia e coeficiente de correlacdo
consideram-se o IMC dos meninos da 6a. série da mesma escola e alguns valores
do IMC das meninas para completar o total de valores necessarios: {21.228, 16.436,
27.630, 26.927, 18.667, 16.435, 17.854, 19.724, 16.000, 14.382, 22.893, 22.214, 19.979,
19.107, 15.753}. Representam-se estes valores em intervalos com a mesma precisao
o = 0.005: {[21.223, 21.233], [16.431, 16.441], [27.625, 27.635], [26.922, 26.932],
[18.662, 18.672], [16.430, 16.440], [17.849, 17.859], [19.719, 19.729], [15.995, 16.005],
[14.377, 14.387], [22.888, 22.898], [22.209, 22.219], [19.974, 19.984], [19.102, 19.112],
[15.748, 15.758]}.

A Tabela 5.6 apresenta os resultados dos indicadores estatisticos, reais e intervalares,
com IMC das meninas da 6a. série.

Tabela 5.6: Indicadores Estatisticos, dados com IMC reais
(meninas da 6a. série) e dados com IMC intervalares.

Indicadores Dados com Dados com
Estatisticos IMC Reais IMC Intervalares
(meninas da 6a. série)

Média 21.112 [21.106,21.118]
Mediana 19.396 [19.391,19.401]
Moda - -
Amplitude total 11.846 [11.836,11.856]
Variancia 13.402 [13.335,13.469]
Desvio Padréo 3.661 [3.6518,3.6700]
Coef. de Variagéo 0.17340 [0.17292,0.17388]
Covariancia -0.73801 [—0.80977, —0.66628]
Coef. de Correlacdo -0.047957 [—.0052866, —0.043096]
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Na Tabela 5.7 apresentam-se os erros obtidos ao calcular os indicadores estatisticos
com valores intervalares.

Tabela 5.7: Indicadores Estatisticos, erros absolutos e erro relativo (me-
ninas 6a. série).

Indicadores Erro Absoluto Erro Relativo

Estatisticos | g, — m(xi) |< w(xi)/2 | ambad < b
Média 0.00014286 < 0.0053571 | 0.0000067668 < 0.00025381
Mediana 0 < 0.005 0 < 0.0002578
Moda - -
Amplitude total 0<0.01 0 < 0.0008448
Variancia 0.00040946 < 0.066556 0.000030552 < 0.0049907
Desvio Padrao 0.000081148 < 0.0090900 | 0.000022165 < 0.0024892
Coef. de Variacdo | 0.0000035915 < 0.00047456 | 0.000020712 < 0.0.0027442
Covariancia 0.000018348 < 0.071743 0.000024861 < 0.10767
Coef. de Correlagap 0.000024367 < 0.0048856 0.00050809 < 0.10182

IMC dos meninos: {21.228, 16.436, 27.630, 26.927, 18.667, 16.435, 17.854, 19.724,
16.000, 14.382}.

Representacédo intervalar: {[21.223, 21.233], [16.431, 16.441], [27.625, 27.635],
[26.922, 26.932], [18.662, 18.672], [16.430, 16.440], [17.849, 17.859], [19.719, 19.729],
[15.995, 16.005], [14.377, 14.387]}.

Para os indicadores estatiticos covariancia e coeficiente de correlacdo considera-se o
IMC das meninas da 6a. série da mesma escola: {26.936, 16.397,17.778, 16.797, 15.089,
22.921, 19.396, 21.644, 22.000, 16.666}.

Representacdo intervalar: {[26.931, 26.941], [16.392, 16.402], [17.773, 17.783],
[16.792, 16.802], [15.084, 15.094], [22.916, 22.926], [19.391, 19.401], [21.639, 21.649],
[21.995, 22.005], [16.661, 16.671]}.

Na Tabela 5.8 apresentam-se os resultados dos indicadores estatisticos, reais e inter-
valares, com IMC dos meninos da 6a. série.
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Tabela 5.8: Indicadores Estatisticos, dados com IMC reais
(meninos da 6a. série) e dados com IMC intervalares.

Indicadores Dados com Dados com
Estatisticos IMC Reais IMC Intervalares
(meninos da 6a. série)

Média 21.698 [21.693,21.704]
Mediana 17.854 [17.849,17.859]
Moda - -
Amplitude total 13.248 [13.238, 13.258]
Variancia 25.777 [25.6822, 25.878]
Desvio Padrao 5.0771 [5.0677,5.0870]
Coef. de Variacéo 0.23399 [0.23349, 0.23449]
Covariancia 3.8908 [3.7986, 3.9841]
Coef. de Correlagdo 0.17507 [0.17022,0.17998]

Na Tabela 5.9 apresentam-se os erros obtidos ao calcular os indicadores estatisticos

com valores intervalares.

Tabela 5.9: Indicadores Estatisticos, erros absolutos e erro relativo (me-

ninos 6a. seérie).

Indicadores Erro Absoluto Erro Relativo
Estatisticos |k —mxad) [< wixi)/2 | | Dot (< e
Média 0.00066668 < 0.005 0.000030725 < 0.00023048
Mediana 0 < 0.005 0 < 0.0002801
Moda - -
Amplitude total 0<0.01 0 < 0.0007554
Variancia 0.0030828 < 0.097829 0.00011959 < 0.0038092

Desvio Padrédo

0.00029992 < 0.0096338

0.000059073 < 0.0019009

Coef. de Variacao

0.0000060555 < 0.00049789

0.000025879 < 0.0021323

Covariancia

0.00055156 < 0.092718

0.00014176 < 0.024408

0 0.000033821 < 0.0048794

Coef. de Correlaca

0.00019318 < 0.028664

Os indicadores estatisticos, calculados para os IMC intervalares dos alunos da 6a.
série, também apresentaram intervalos solucdo com qualidade de aproximacao. Observa-
se que os intervalos solucéo de todos os indicadores estatisticos contém os valores reais
dos respectivos indicadores.

5.4.3

IMC dos alunos da 7a. série

Para a realizagdo dos calculos dos valores dos indicadores estatisticos, com valores
reais e valores intervalares, considera-se o IMC da turma de 29 alunos da 7a. série da
escola Imaculada Conceicao.
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IMC das meninas: {20.173, 20.343, 21.077, 21.218, 24.244, 20.957, 16.447,17.111,
21.228, 15.601, 15.601, 18.222, 15.556, 31.163, 13.963, 16.647, 20.312, 17.592, 18.256,
15.616, 17.625}.

Representa-se os dados reais em intervalos com a margem de pre€ifam5 inter-
valar: {[20.168, 20.178], [20.328, 20.348], [21.072, 21.082], [21.213, 21.223], [24.239,
24.249], [20.952, 20.962], [16.442, 16.452], [17.106, 17.116], [21.223, 21.233], [15.596,
15.606], [15.596, 15.606], [18.217, 18.227], [15.551, 15.561], [31.158, 31.168], [13.958,
13.968], [16.642, 16.652], [20.307, 20.317], [17.587,17.597], [18.251, 18.261], [15.611,
15.621], [17.620, 17.630]}.

Calcula-se os indicadores estatisticos covariancia e coeficiente de correlag¢do conside-
rando o IMC dos meninos da 7a. série da mesma escola (e alguns valores do IMC das
meninas para completar o total de valores necessarios): {17.982, 20.333, 15.556, 21.096,
21.218,17.348, 17.087, 29.202, 17.625, 15.616, 18.256, 17.592, 20.312, 16.647, 13.963,
31.163, 15.556, 18.222, 15.601, 15.601, 21.228}. Representam-se estes valores em inter-
valos com a mesma margem de preci&&o0.005: {[17.977, 17.987], [20.328, 20.338],
[15.551, 15.561], [21.091, 21.101], [21.213, 21.223], [17.343, 17.353], [17.082, 17.092],
[29.197, 29.207], [17.620, 17.630], [15.611, 15.621], [18.251, 18.261], [17.587, 17.597],
[20.307, 20.317], [16.642, 16.652], [13.958, 13.968], [31.158, 31.168], [15.551, 15.561],
[18.217, 18.227], [15.596, 15.606], [15.596, 15.606], [21.223, 21.233]}.

Os resultados dos indicadores estatisticos com dados reais e dados intervalares
encontram-se na Tabela 5.10.

Tabela 5.10: Indicadores Estatisticos, dados com IMC reais
(meninas da 7a. série) e dados com IMC intervalares.

Indicadores Dados com Dados com
Estatisticos IMC Reais IMC Intervalares
(meninas da 7a. série)

Média 19.948 [19.941,19.953]
Mediana 18.222 [18.217,18.21]
Moda 15.601 [15.596, 15.606]
Amplitude total 17.200 [17.19,17.21]
Variancia 15.488 [15.421,15.553]
Desvio Padrdo 3.9355 [3.9270, 3.9437)
Coef. de Variacdo 0.19729 [0.19681,0.19776]
Covariancia -0.29078 [—0.36042, —0.22185]
Coef. de Correlagao -0.016731 [—0.020821, —0.012714]

Os erros obtidos ao calcular os indicadores estatisticos com valores intervalares
encontram-se na Tabela 5.11.
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Tabela 5.11: Indicadores Estatisticos, erros absolutos e erro relativo
(meninas 7a. série).

Indicadores Erro Absoluto Erro Relativo

Estatisticos | |z —m(xi) [< w(xi)/2 | | Bt < jubad
Média 0.0006500 < 0.0055 0.000032585 < 0.00027580
Mediana 0 < 0.005 0 <0.0002744
Moda 0 < 0.005 0 <0.0003205
Amplitude total 0<0.01 0 <0.0002908
Variancia 0.00061522 < 0.065626 0.000039722 < 0.0042554
Desvio Padrdo 0.00010736 < 0.0083379 0.000027279 < 0.0021232
Coef. de Variacdo | 0.0000008743 < 0.00047239 | 0.0000044315 < 0.0024002
Covariancia 0.00035720 < 0.069289 0.0012284 < 0.31233
Coef. de Correlacdp 0.000036588 < 0.0040535 0.0021868 < 0.31882

IMC dos meninos: {17.982, 20.333, 15.556, 21.096, 21.218, 17.348, 17.087,
29.202}.

Representacao intervalar: {[17.977, 17.987], [20.328, 20.338], [15.551, 15.561],
[21.091, 21.101], [21.213, 21.223], [17.343, 17.353], [17.082, 17.092], [29.197,
29.2071}.

Para os indicadores estatisticos covariancia e coeficiente de correlacdo considera-se o
IMC das meninas da 7a. série da mesma escola: {20.173, 20.343, 21.077, 21.218, 24.244,
20.957,16.447,17.111}.

Representacao intervalar: {[20.168, 20.178], [20.328, 20.348], [21.072, 21.082],
[21.213, 21.223], [24.239, 24.249], [20.952, 20.962], [16.442, 16.452], [17.106,
17.116]}.

Na Tabela 5.12 apresentam-se os resultados dos indicadores estatisticos, reais e inter-
valares, com IMC dos meninos da 7a. série.
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Tabela 5.12: Indicadores Estatisticos, dados com IMC reais
(meninos da 7a. série) e dados com IMC intervalares.

Indicadores Dados com Dados com
Estatisticos IMC Reais IMC Intervalares
(meninos da 7a. série)

Média 22.832 22.826,22.837]
Mediana 20.333 20.328, 20.338]
Moda - -
Amplitude total 13.646 [13.636, 13.656]
Variancia 27.424 [27.315,27.533]
Desvio Padrdo 5.2368 [5.2264, 5.24721]
Coef. de Variacéo 0.22936 [0.22885,0.22988]
Covariancia 6.94556 [6.8463, 7.0438]
Coef. de Correlagéo 0.33614 [0.32977,0.34254]

Na Tabela 5.13 apresentam-se os erros obtidos ao calcular os indicadores estatisticos

com valores intervalares.

Tabela 5.13: Indicadores Estatisticos, erros absolutos e erro relativo
(meninos 7a. série).

Indicadores Erro Absoluto Erro Relativo
Estatisticos |z —m(x) [< wix)/2 | | 2t < 273-(/7323;(\
Média 0.00028572 < 0.0057142 | 0.000012514 < 0.00025034
Mediana 0 < 0.005 0 < 0.0002459
Moda - -
Amplitude total 0<0.01 0 < 0.0007333

Variancia

0.00034586 < 0.10889

0.000012612 < 0.0039866

Desvio Padréo

0.000015610 < 0.010397

0.0000029808 < 0.0019893

Coef. de Variacao

0.0000059809 < 0.00051278

0.000026076 < 0.0022406

Covariancia

0.00051167 < 0.0987510

0.000073668 < 0.014424

Coef. de Correlaca

0 0.000018835 < 0.0063848

0.000056034 < 0.019361

Para os dados de IMC dos alunos da 7a. série verifica-se a existéncia do valor modal
real e intervalar. Conforme ocorreram nos exemplos anteriores, Secoes 5.4.1 e 5.4.2, os
valores intervalares de todos os indicadores estatisticos possuem qualidade de aproxima-
cdo em relacdo a resposta real exata. Para finalizar a sequiéncia de calculos dos valores

intervalares dos indicadores estatisticos, apresenta-se na proxima sec¢ao os dados de IMC

dos alunos da 8a. série.
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5.4.4 IMC dos alunos da 8a. série

Nesta secao considera-se o IMC de 41 alunos da 8a. série da escola Imaculada Con-
ceicao, para arealizacéo dos céalculos dos valores dos indicadores estatisticos, com valores
reais e valores intervalares.

IMC das meninas: {16.023, 19.959, 26.446, 20.866, 16.797, 20.976, 21.294, 19.143,
24.022, 18.468, 16.836, 22.408, 17.799, 18.325, 17.709, 20.776, 19.355, 23.327, 21.613,
18.226, 24.219, 18.359, 18.444}.

Representam-se os dados reais em intervalos com a margem de péeeisio05
intervalar: {[16.018, 16.028], [19.954, 19.964], [26.441, 26.451], [20.861, 20.871],
[16.792, 16.802], [20.971, 20.981], [21.288, 21.298], [19.138, 19.148], [24.017, 24.027],
[18.463, 18.473], [16.831, 16.841], [22.403, 22.413], [17.994, 18.004], [18.320, 18.330],
[17.704, 17.714], [20.770, 20.780], [19.350, 19.360], [23.322, 23.332], [21.608, 21.618],
[18.221, 18.231], [24.214, 24.224], [18.354, 18.364], [18.439, 18.449]}.

Calculam-se os indicadores estatisticos covariancia e coeficiente de correlagdo consi-
derando o IMC dos meninos da 8a. série da mesma escola (e alguns valores do IMC das
meninas para completar o total de valores necessarios): {16.396, 28.026, 16.107, 26.367,
20.742,17.999, 32.562, 28.556, 17.667, 22.128, 24.913, 20.347, 18.549, 18.069, 20.724,
18.467, 16.512, 19.608,16.023, 19.959, 26.446, 20.866, 16.797}.

Representacédo intervalar: {[16.391,16.401], [28.021, 28.031], [16.102, 16.112],
[26.362, 26.372], [20.737, 20.747], [17.994, 18.004], [32.557, 32.567], [28.551,
28.561], [17.662, 17.672], [22.123, 22.133], [24.908, 24.918], [20.342, 20.352], [18.544,
18.554], [18.064, 18.074], [20.719, 20.729], [18.462, 18.472], [16.507, 16.517], [19.603,
19.613],[16.018, 16.028], [19.954, 19.964], [26.441, 26.451], [20.861, 20.871], [16.792,
16.802]}.

Na Tabela 5.14 encontram-se os resultados dos indicadores estatisticos com dados
reais e dados intervalares.

Tabela 5.14: Indicadores Estatisticos, dados com IMC reais
(meninas da 8a. série) e dados com IMC intervalares.

Indicadores Dados com Dados com
Estatisticos IMC Reais IMC Intervalares
(meninas da 8a. série)

Média 20.972 [20.976, 20.986]
Mediana 19.355 [19.35,19.36]
Moda - -
Amplitude total 10.423 [10.413,10.433]
Variancia 8.1255 [8.0366, 8.1369]
Desvio Padréo 2.8505 [2.8349, 2.8525]
Coef. de Variagéo 0.13592 [0.13508, 0.13599]
Covariancia 0.87359 [0.7831,0.91885]
Coef. de Correlacéo 0.06503 [0.058139,0.068907]
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Através da Tabela 5.15 verifica-se os erros obtidos ao calcular os indicadores estatis-
ticos com valores intervalares.

Tabela 5.15: Indicadores Estatisticos, erros absolutos e erro relativo
(meninas 8a. série).

Indicadores Erro Absoluto Erro Relativo
Estatisticos | |z — m(xi) |< w(xi) /2 | | 2o < ubad
Média 0.0092727 < 0.0052273 | 0.00044215 < 0.0002492
Mediana 0 < 0.005 0 < 0.0002583
Moda - -
Amplitude total 0<0.01 0 < 0.0009603
Variancia 0.038717 < 0.050114 0.0047648 < 0.0062354

Desvio Padréo 0.0067867 < 0.00888113 | 0.0023801 < 0.0031082
Coef. de Variagédo | 0.0003841 < 0.00045373 | 0.0028259 < 0.0033589
Covariancia 0.022613 < 0.067873 0.025885 < 0.086672

Coef. de Correlagdp 0.0015068 < 0.0053836 0.0231716 < 0.092598

IMC dos meninos: {16.396, 28.026, 16.107, 26.367, 20.742, 17.999, 32.562, 28.556,
17.667, 22.128, 24.913, > 20.347, 18.549, 18.069, 20.724, 18.467, 16.512, 19.608}.

Representacéo intervalar: {[16.391,16.401], [28.021, 28.031], [16.102, 16.112],
[26.362, 26.372], [20.737, 20.747], [17.994, 18.004], [32.557, 32.567], [28.551,
28.561], [17.662, 17.672], [22.123, 22.133], [24.908, 24.918], [20.342, 20.352], [18.544,
18.554], [18.064, 18.074], [20.719, 20.729], [18.462, 18.472], [16.507, 16.517], [19.603,
19.613]}.

Para os indicadores estatisticos covariancia e coeficiente de correlacdo considera-se o
IMC das meninas da 8a. série da mesma escola: {16.023, 19.959, 26.446, 20.866, 16.797,
20.976, 21.294, 19.143, 24.022, 18.468, 16.836, 22.408, 17.799, 18.325, 17.709, 20.776,
19.355, 23.327}.

Representacao intervalar: {[16.018, 16.028], [19.954, 19.964], [26.441, 26.451],
[20.861, 20.871], [16.792, 16.802], [20.971, 20.981], [21.288, 21.298], [19.138,
19.148], [24.017, 24.027], [18.463, 18.473], [16.831, 16.841], [22.403, 22.413], [17.994,
18.004], [18.320, 18.330], [17.704, 17.714], [20.770, 20.780], [19.350, 19.360], [23.322,
23.332]}.

Na Tabela 5.16 apresentam-se os resultados dos indicadores estatisticos, reais e inter-
valares, com IMC dos meninos da 8a. série.

Na Tabela 5.17 apresentam-se 0s erros obtidos ao calcular os indicadores estatisticos
com valores intervalares.
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Tabela 5.16: Indicadores Estatisticos, dados com IMC reais
(meninos da 8a. série) e dados com IMC intervalares.

Indicadores Dados com Dados com
Estatisticos IMC Reais IMC Intervalares
(meninos da 8a. série)

Média 22.573 [22.567,22.578]
Mediana 19.608 [19.603, 19.613]
Moda - -
Amplitude total 16.455 [16.445, 16.465]
Variancia 24.760 [24.666, 24.854]
Desvio Padréo 4.9759 [4.9664, 4.9854]
Coef. de Variacéo 0.22044 [0.21996,0.22091]
Covariancia 0.12278 [0.016866,0.16427]
Coef. de Correlagao 0.0081444 [0.0011164,0.01979]

Tabela 5.17: Indicadores Estatisticos, erros absolutos e erro relativo
(meninos 8a. série).

Indicadores Erro Absoluto Erro Relativo
Estatisticos | 2 — m(xi) |< wix)/2 | 2ol | ubad
Média 0.00011764 < 0.0052941 0.0000052115 < 0.00023459

Mediana 0 < 0.005 0 <0.000255

Moda - -

Amplitude total 0<0.01 0 < 0.000608
Variancia 0.00000013440 < 0.094091 | 0.00000542811 < 0.003814589

Desvio Padrao

0.000305336 < 0.0094546

0.000061363 < 0.0019037

Coef. de Variacao

0.0000007553 < 0.00047055

0.0000034263 < 0.0021391

Covariancia

0.032212 < 0.073701

0.26235 < 4.3696

Coef. de Correlaca

0 0.0020967 < 0.0049312

0.25745 < 4.41676

Nas Tabelas 5.16 e 5.17 verificam-se que os valores intervalares dos indicadores esta-
tisticos possuem qualidade de aproximacéo em relacéo a resposta real exata.

5.5 Comentarios Finais

O presente capitulo teve como objetivo mostrar a qualidade de aproximacéao em rela-
¢ao a resposta real exata dos intervalos solucao. Verificamos que a utilizacao da extensao
intervalar retorna como resposta intervalos que englobam a resposta real exata.

A verificagdo da qualidade de aproximacao nos intervalos solu¢do ocorreu através
de calculos das medidas de erros. Em todos os exemplos considerados neste trabalho,
verificou-se que manteve-se a qualidade no intervalo solucdo. Apesar de varias operacdes
aritméticas entre os intervalos, os diametros dos intervalos solu¢do ndo aumentaram em
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comparacao ao diametro dos intervalos iniciais, o qual € duas vezes a margem de precisao
escolhida para os mesmos.
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6 CONCLUSAO

Este capitulo apresenta um fechamento das principais idéias desenvolvidas na tese,
destacando os resultados obtidos e os pontos positivos, identificando possiveis pontos
negativos e descrevendo o prosseguimento do trabalho.

6.1 Resultados Obtidos

O presente trabalho teve como objetivo analisar a complexidade computacional dos
problemas de computar os valores dos indicadores estatisticos com entradas intervalares,
obtendo uma classificagdo quanto a classe complexidade destes problemas.

As pesquisas na area da estatistica descritiva intervalar sdo muito recentes. Atual-
mente, pesquisadores como Fers@y YWu (2003), Kreinovich (2003) e Xiang (2004)
encontram-se trabalhando nesta area.

As pesquisas desenvolvidas estdo concentradas em alguns indicadores estatisticos
como variancia, covariancia e coeficiente de correlacao, talvez por serem os indicado-
res mais utilizados ou mais comuns na area de estatistica.

Salienta-se que em estudos desenvolvidos sobre a complexidade dos problemas de
calcular os valores da variancia, covariancia e coeficiente de correlagdo com entradas in-
tervalares, considera-se, nas expressdes das medidas de dispeesdb/eis reais; e
n variaveisy; comn entradas intervalares;, z;]. [y , y;]. A maioria dos artigos afirmam
gue, ao utilizar a extenséo intervalar para computar os valores das medidas de dispersao
variancia, covariancia e coeficiente de correlagdo, com dados intervalares, sempre obtém-
se resultados com intervalos superestimados. E que, ao considerar a computacéo de tais
valores através da imagem intervalar, pode-se obter intervalos exatos como resultados.
Porém, devido ao processamento dos dados de entrada, prova-se que o problema de com-
putar o intervalo imagem das medidas de disperséo (variancia, covariancia e correlacao)
€ pertencente a classe de problemas NP-Dificil.

Preocupados com os resultados de NP-Dificuldade obtidos para os problemas de com-
putar os intervalos da variancia, covariancia e coeficiente de correlagdo, concentramos
nossas pesquisas em metodos da computacéo intervalar que tornasse possivel a computa-
cao dos intervalos destes indicadores, e dos demais que compdem a estatistica descritiva
(média, moda, mediana, amplitude, desvio padréo, coeficiente de variacado e separatrizes)
e que nao retornassem intervalos superestimados. Dos métodos de computagédo intervalar
existentes na bibliografia, escolnemos a extensao intervalar por permitir a construcéo de
algoritmos eficientes para os problemas abordados.

No trabalho realizado e apresentado na presente tese, observamos que:

e O valor da média intervalar € o mesmo se considerar a computacdo da imagem
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intervalar ou a extensao intervalar, ou seja, nao existe intervalo com problema de
superestimacdao. Isto devido a média apresentar uma unica operacao aritmeética (adi-
¢ao);

e Para as separatrizes mediana, decil, quartil, percentil e o indicador moda interva-
lar, ndo necessitamos utilizar métodos de computacao intervalar (imagem intervalar
ou a extensdo intervalar). Estes indicadores estatisticos ndo apresentam operacdes
aritmeéticas entre intervalos. Os valores intervalares para estes indicadores sao os in-
tervalos dos dados de entrada, ndo ocorrendo problema de intervalo superestimado;

e A amplitude intervalar se comporta de maneira similar a média intervalar por apre-
sentar uma Unica operacgdo aritmética (subtracdo). A operacgao principal operagao
envolvida neste indicador € a classificacao entre intervalos, o que nao fornece inter-
valos superestimados;

e Os indicadores variancia, covariancia e coeficiente de correlacdo (analisados na li-
teratura) tornam-se possiveis de serem calculados utilizando a extensao intervalar.
Para estes indicadores verificamos a ndo ocorreéncia de superestimacao nos inter-
valos calculados;

e O desvio padréo e o coeficiente de variacdo, que antes ndo eram possiveis de serem
calculados devido a variancia ser um problema NP-Dificil, com os resultados obti-
dos no presente trabalho passam a ser calculados através de operacdes aritméticas
intervalares e os valores intervalares obtidos ndo séo superestimados.

Se estes indicadores fossem analisados como os indicadores estatisticos variancia,
covariancia e coeficiente de correlacao, ou seja, considerando a computacgao da ima-
gem intervalar para computar os valores intervalares, a expectativa de solucéo seria
a de problemas NP-Dificeis. Entretanto, a solu¢gao encontrada neste trabalho coloca
os problemas destes indicadores estatisticos pertencentes a classe de problemas P.

As principais contribuicdes do presente trabalho referem-se a: (i) definicdo da estatis-
tica descritiva a nivel intervalar; (ii) possibilidade de calcular os valores intervalares da
variancia, covariancia e coeficiente de correlacdo eficientemente; (iii) analise da comple-
xidade dos problemas dos indicadores estatisticos descritivos; (iv) classificagdo quanto a
classe de complexidade dos problemas da estatistica descritiva intervalar e (v) possibi-
lidade de obter intervalos ndo superestimados com a extensao intervalar devido a repre-
sentacao dos valores reais em intervalos com amplitude pequena (margem de precisao
J).

Além das contribuicdes apresentadas pelo desenvolvimento do trabalho, observamos
gue os resultados obtidos sao relevantes por tornar a Estatistica Descritiva Intervalar via-
vel computacionalmente, ou seja, os problemas de calcular os valores dos indicadores
estatisticos, com entradas intervalares, passam a ser trataveis.

Adicionalmente, aos resultados obtidos, reclassificamos quanto a classe de comple-
xidade, os problemas de calcular os valores da variancia, covariancia e coeficiente de
correlagcdo com entrada intervalares, que eram NP-Dificeis, passam a pertencer a classe
de problemas P.

Destacamos, como pontos positivos inerentes aos resultados obtidos, a possibilidade
de aplicacdo da estatistica descritiva intervalar em diversas areas, como por exemplo, a
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da Bioinformética. Na Bioinformatica existem muitos dados, a maioria com erros de me-
dicéo devido os processos serem imprecisos. Existe uma necessidade de analises estatis-
ticas para identificar conceitos importantes como onde estdo os genes em uma seqiéncia
de DNA, quais genes estédo sendo expressos em um determinado organismo em um deter-
minado tempo, quais sao as vias biol6gicas dos organismos, etc. As técnicas que existem
hoje para essas informacdes em Bioinformatica sdo baseadas em estatistica.

6.2 Prosseguimento do Trabalho

6.2.1 Ordenacéo de dados intervalares

Devido aos valores reais, de amostras aleatérias de uma populacao, serem represen-
tados através de intervalos para considerar erros numéricos de medidas, estes intervalos
podem ser todos disjuntos (isto €, seus extremos inferior e superior ndo coincidem), po-
dem ser todos encaixados (ou seja, o extremo superior de alguns intervalos sdo menores
gue os extremos inferiores dos demais intervalos), ou ainda, os intervalos podem ser al-
guns disjuntos e alguns encaixados. Para os dois primeiros casos, conforme descrito na
Secao 3.2, existe relacdo de ordem para realizar a ordenacéo dos dados intervalares. Po-
rém, ndo existe uma relacdo de ordem quando tem-se o0 caso onde alguns intervalos sao
disjuntos e alguns sdo encaixados. Em virtude deste fato, o calculo da mediana e demais
separatrizes esta em estudo quando os dados intervalares possuem esta caracteristica.

6.2.2 Intervalos de confianca intervalar

Com o objetivo de dar segmento a abordagem intervalar na estatistica, propde-se tra-
balhar com intervalos de confianca, para os indicadores estatisticos abordados neste tra-
balho, com dados reais e dados intervalares.

Com a intenc¢ao de investigar a qualidade e confiabilidade nos intervalos solugao, ob-
tidos neste trabalho, j& realizamos alguns calculos de intervalos de confianga com dados
reais.

Inicialmente, calculamos os valores dos intervalos de confianca para a média com
dados reais. O objetivo foi verificar se os valores intervalares da média intervalar, possuem
"tanta confianga"quanto os valores calculados para a média com dados reais.

O intervalo de confianga consiste de duas partes: uma estimativa pontual e um valor
+ que descreve a precisao da estimat®ja Chama-se o valot- de margem de erro.

Calcula-se o intervalo de confianca para média por:

txdp t*dp
me

v vn
ondelC é o intervalo de confian¢caje € a média da amostrag a margem de errdp o
desvio padrao @ o tamanho da amostra.

Para calcular o valor dg utiliza-se a distribuicat Student A distribuicaot-Student
comn — 1 graus de liberdade, se aproxima da distribuicdo normal padrao quaiotdo
considerado grande:(maior ou igual a 30). A distribuicdb & simétrica em torno da
média.

Segundo Lipschutz (1972), em geral, quando se trabalha com amostras s € conhecido
o desvio padrdo da amostra, e em consequéncia deve-se utilizar a distribsigdent

Na Tabela D.1 (Anexo D) apresenta-se o valor intervalar da média, calculado com
entradas intervalares (Secédo 5.4), o intervalo de confianca para a média com variancia

IC = [me —

], (6.1)
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desconhecida e os graus de liberdade considerado para 5a., 6a., 7a. e 8a. séries dos
alunos da escola Imaculada Conceigéo.

Considera-s®5% de confian¢a (na tabela de distribuiga8tudent (LIPSCHUTZ,

1972), utiliza-se a coluna de 0,975) para todos os intervalos de confianca calculados para
a média.

A partir da Tabela D.1 observa-se que os valores da média intervalar estao contidos nos
intervalos de confianga calculados para a média com valores reais. Consequentemente,
pode-se afirmar que os valores da média intervalar possuem “confiabilidade” em relacéo
a representacdo dos valores da média real, e que os extremos dos intervalos da média
satisfazem (ou néo ultrapassam) os limites dos intervalos de confianca.

Em relac&o ao didmetro do intervalo (o qual € uma medida de qualidade para o inter-
valo (RATSCHEK; ROKNE, 1988)), verifica-se que os intervalos de confianga possuem
diametros maiores que os valores intervalares, o que significa afirmar que os valores in-
tervalares da média possuem boa qualidade de aproximacéo e representacdo do valor real
da média.

Em seguimento ao trabalho iniciado, pode-se calcular o intervalo de confianca para
todos os indicadores estatisticos abordados neste trabalho, e verificar a qualidade dos
resultados intervalares obtidos. Além disso, seria interessante construir uma abordagem
intervalar para o intervalo de confianga, ou seja, calcular o intervalo de confianga com
dados intervalares. No caso do intervalo de confianca para a média, considera como
entrada o desvio padrédo intervalar e a média intervalar.
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ANEXO A INDICADORES ESTATISTICOS

A.1 Média Aritmética

me=—Y ;. (A.1)
n 4
i=1
A.2 Mediana
T(ny + T(n 2, sen for par
o (%) <2+1>>/ A2)
x(nTl)> , sen for impar.
A.3 Moda
mo = w; (A.3)

ondef; = max;_; __, f; € f; representa a freqiéncia de

.....

A.4  Amplitude Total

at = ma — mi, (A.4)

OndEmi = min{l’i}lgign ema = mam{xi}lgign.

A.5 Variancia

va = ! Z(ﬂl}Z — me)?. (A.5)

n— 14
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A.6 Desvio padrao

dp = ++/va. (A.6)

A.7 Coeficiente de Variacao

cv = @ (A.7)
me
A.8 Covariancia
1 n
€0 = —— 12(@ — mex)(y; — mey). (A.8)

=1
Na Equacdo A.8, utiliza-se a notacé@ y para a média aritmética da variavg€l e
mey para a média da variavél. A covariancia e o coeficiente de correlacdo sdo medidas
de associacao entre duas variaveis.

A.9 Coeficiente de Correlacéo

CcO

~ dp.dp,’
ondeco € covarianciagdpx o desvio padréo d& e dpy 0 desvio padréo d¥.

cc

(A.9)

A.10 Separatrizes

As separatrizes ndo sao medidas de tendéncia central, mas estdo ligadas a mediana
relativamente a sua caracteristica de separar a série em duas partes que apresentam o
mesmo numero de valores.

Essas medidas - os quartis, 0os decis e 0s percentis - sdo, juntamente com a mediana,
conhecidas pelo nome genérico de separatrizes.

A.10.1 Quartis

Sao os valores de uma série que a dividem em quatro partes iguais. Precisamos por-
tanto de 3 quartis (Q1, Q2 e Q3) para dividir a série em quatro partes iguais.

A.10.2 Decis

A definicdo dos decis obedece ao mesmo principio dos quartis, com a modificacao
da porcentagem de valores que ficam aquém e além do decil que se pretende calcular.
Indicamos os decis : D1, D2, ... , D9. Deste modo precisamos de 9 decis para dividirmos
uma série em 10 partes iguais.
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A.10.3 Percentil ou Centil

Denominamos percentis ou centis como sendo 0s noventa e nove valores que separam
uma série em 100 partes iguais. Indicamos: P1, P2, ... , P99.
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ANEXO B ALGORITMOS E ANALISE DA
COMPLEXIDADE

B.1 Algoritmo da Média Intervalar

ALGORITMO MI

s=[0,0];
paraide 1 até n faca

s = [inf(s)+inf(x[i]); sup(s)+ sup&[i])I;
fim-para;
ME = [inf(x)/(n-1); sup$)/(n-1)];
pare-com-saida(ME).

S o o

Figura B.1: Algoritmo do calculo da Média Intervalar

Andlise da complexidade do algoritmo Mt o algoritmo comeca atribuindo valores
nulos aos intervalos S e ME. Toma-se como operacao fundamental a adjg@agmo
tamanho da entrada o nUmerade valores intervalares. Verificamos que M| executal
vezes a linha 3, fazendo— 1 adic0es.

Com isso, podemos afirmar a complexidade do algoritmo Ml é de ordem lingar,
ou seja, reque®(n) passos computacionais (adigdo) pargalores intervalares; =

=
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B.2 Algoritmo Ordenacao de Intervalos

ALGORITMO ORD

1. temp;
2. ValOrd = vetor[1, .., nJ;
x=vetor[1,. .., n] {de intervalos};

w

Procedimento Classif-Intervalo Disjunto(ValQtd:
paraide 1 até n-1 faca
para j de 1 até n-i faca
se inf[j])> inf(x[j+1]) e sup[i]) > sup(x[j+1])
entao temps|j];
x[i] = x[j+11;

10. x[j+1] = temp;
11. fim-para;
12. fim-para;
13. retorne-saida(ValOrd);
14. fim Procedimento;

© ©® N o g s

15. Procedimento Classif-Intervalo Encaixado(Val@jd:
16. paraide 1 até n-1 faca
17. para jde 1 até n-i faca

18. se inf&[j])< inf( x[j+1]) e supk[j]) >= sup(x[j+1])
19. entao temps|j];

20. x[j] = x[j+1];

21. x[j+1] = temp;

22. fim-para;

23. fim-para;

24. retorne-saida(ValOrd);
25. fim Procedimento;
26. pare-com-saida(ValOrd).

Figura B.2: Algoritmo de Ordenacéao Intervalar

Andlise da complexidade do algoritmo ORD O algoritmo ORD classifica em or-
dem ascendente um veterde intervalos de dimens&g varrendo-on vezes. Consiste
de dois procedimentos, conforme forem os intervalos, isto é, se todos os intervalos do
vetor forem disjuntos executa o procedimento Classif-Intevalo Disjuntos e se todos 0s
intervalos forem encaixados, executa o procedimento Classif-Intervalo Encaixado. To-
mamos para o tamanho da entrada a dimensdo vetorx. As linhas 6-11, ou 17-22
(conforme o procedimento) sdo executadas i vezes, portanto depende do valorigde
que varia em cada iteracdo das linhas 5-12, ou 16-23. A complexidade das linhas 7 e 18



83

€ a complexidade da comparacdo mais a complexidade das linhas 8,9 e 10, € 19, 20 e 21
respectivamente. O algoritmo ORD possui, portanto, complexidade de ar¢eth

B.3 Algoritmo da Moda Intervalar

Andlise da complexidade do algoritmo MO o algoritmo comeca atribuindo valores
nulos as variaveis de controle tempinf, tempsup, contl e cont2 e valor unitario a variavel
t. Define o valor modal intervalar MO como sendo um vetor de tamanho n e o vetor
auxiliar MOAUX. Toma-se como operag¢des fundamentais a adi¢ge @ comparacgao,
e como tamanho da entrada o niumerde valores intervalares. Verificamos na linha 14
uma condicdo com duas comparac¢des e uma adi¢do para esta condicdo. No pior caso, 0
algoritmo MOI executa— 1 vezes as linhas 14-15. Nas linhas 17-22 temos complexidade
constante, e nas linhas 10-23 e 27-32 temos n-1 vezes a execugao das linhas 11-22 e 28-31
respectivamente (no pior caso). Considerando que nas linhas 13-16 temos complexidade
O(n), nas linhas 17-22 temos complexidade constante e nas linhas 10-23 e 27-32 temos
complexidade)(n), podemos concluir que o algoritmo MOI tem complexidatie?).

B.4 Algoritmo Separatrizes Intervalares

Andlise da complexidade do algoritmo Slo algoritmo Sl recebe o vetor de interva-
los ordenados através do vetor ValOrd e apresenta apenas operacdes aritméticas na linha
4. A complexidade do algoritmo é de ordénin?) devido a operacéo fundamental ser a
comparacao entre os intervalos, realizado no algoritmo B.2.

B.5 Algoritmo Amplitude Intervalar

Andlise da complexidade do algoritmo ATt o algoritmo ATI recebe o vetor de in-
tervalos ordenados através do vetor ValOrd e apresenta apenas a operacéo de subtracao
(complexidade constante) na linha 2. A complexidade do algoritmo é de @d¢iethde-
vido a operacédo fundamental ser a comparacao entre os intervalos, realizado no algoritmo
B.2.

B.6 Algoritmo da Variancia Intervalar

Analise da complexidade do algoritmo VI o algoritmo comeca atribuindo valores
nulos aos intervalos S, VA e V. Nas linhas 4-6 toma-se como operagéo fundamental a adi-
cao(+) e como tamanho da entrada o nimerde valores intervalares. Verificamos que
VI executan — 1 vezes alinha 5 fazendo— 1 adi¢cdes. Nas linhas 8-15, se considerarmos
a comparacao e operacao ao quadrado como operagdes fundamentais, no pior caso, temos
duas condi¢cdes com uma comparacao cada e duas operacdes ao quadrado para cada con-
dicao, realizadas em n-1 passos computacionais. Dessa forma, o algoritmo VI faz (n-1)
adicoes e (n-1)(2 comparagdes + 2 operagdes ao quadrado), ou seja, o0 algoritmo realiza
um numero linear de operacdes fundamentais em tempo linear.

Com isso, podemos afirmar que o algoritmo VI tem complexidade de ordem linear,
O(n), ou seja, requed(n) passos computacionais (adicdo + comparacéo + operagéo ao
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quadrado) para valores intervalares; = [z;, 7;].

B.7 Algoritmo do Desvio Padrao Intervalar

Andlise da complexidade do algoritmo DPI para computar o intervalo do desvio
padrdo intervalar, primeiramente devemos computar o intervalo da variancia intervalar
utilizando o algoritmo VI descrito no anexo B.6. O algoritmo DPI consiste de apenas
dois passos, comeca atribuindo os valores do intervalo da variancia intervalar e calcula
o intervalo do desvio padrao intervalar fazendo duas operacdes de raiz quadrada positiva
(do limite inferior da variancia intervalar e do limite superior da variancia intervalar).
Para a complexidade do algoritmo DPI deve-se considerar a complexidade do algoritmo
VI. Dessa forma, o algoritmo DPI tem complexidade de ord®m) (complexidade do
algoritmo VI) + O(1) (ordem constante devido as duas operagdes de raiz quadrada).

B.8 Algoritmo do Coeficiente de Variagao Intervalar

Observamos que o intervalo do desvio padréo intervalar sera sempre positivo (pois o
desvio padrdo é a raiz quadrada positiva da variancia) DF0).

Andlise da complexidade do algoritmo CVI como o intervalo do coeficiente de
variacao é calculado a partir dos intervalos do desvio padrao intervalar e do intervalo da
média intervalar, devemos primeiramente calcular estes intervalos através dos algoritmos
descritos nos anexos B.1 e B.7.

A complexidade do algoritmo CVI é de ordenin) (complexidade do algoritmo Ml)

+ O(n) (complexidade do algoritmo DPI)®(1) (ordem constante devido a operacao de
divisdo), ou sejap(n).

B.9 Algoritmo da Covariancia Intervalar

Andlise da complexidade do algoritmo CO{ Nas linhas 4-7 toma-se como operacao
fundamental a adigdeH) e como tamanho da entrada o numeae valores intervalares.
Verificamos que COI executa— 1 vezes as linhas 5 e 6, fazende- 1 vezes 4 adigdes.
Nas linhas 8 e 9 temos 4 operacdes de divisao.

Como temos de realizar— 1 vezes as linhas 10-15, podemos afirmar que o algoritmo
COlI tem complexidade de ordefh(n).

B.10 Algoritmo do Coeficiente de Correlacao Intervalar

Devido o intervalo do desvio padréo intervalar ser sempre positivo (pois 0 desvio
padréo é a raiz quadrada positiva da variancia), DAX 0] e DPY> [0, 0], o produto
entre estes dois intervalos também ser& positivo.

Andlise da complexidade do algoritmo CCi como o intervalo do coeficiente de
correlacéo é calculado a partir dos intervalos do desvio padréo intervalar dos dados in-
tervalarex;, ..., x,, do desvio padréo intervalar dos daggs. . ., y, € do intervalo da
covariancia intervalar, devemos primeiramente calcular estes intervalos através dos algo-
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ritmos descritos nos anexos B.7 e B.9. Analisando o algoritmo CCI verificamos que na
linha 5 temos uma multiplicacéo e uma divisdo Neste caso, estamos considerando que a
divisdo ¢é a operacao fundamental, entdo a complexidade da linha 5 € constante.

Como temos de considerar as execucdes dos algoritmos da covariancia intervalar COl,
que tem complexidade d&(n ), e do desvio padréo intervalar DPI, que tem complexidade
deO(n), podemos afirmar que o algoritmo CCI tem complexidade de ordem).



ALGORITMO MO

ValOrd=ORDK1,...,xn];
tempinf=0;
tempsup=0;
temp=0;
cont1=0;
cont2=0;
t=1;
MO = vetor[1... nJ;
MOAUX=vetor[1... n];
parajde 1 até n faca
tempinf=inf[j]);
tempsup=sug(j]);
paraide 1 até n faca
se tempinf==in¥[i]) e tempsup==sup([i])
entao contl=contl + 1;
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fim-para;
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se contl <> 1 e contl >=cont2
entdo MOAUX[t]x[j];
cont2=contl;
t=1t+1;
cont2=contl;

NN N R
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contl=0;

N
w

fim-para;
MO[1]=MOAUX[1];
temp=MOAUXI1];
=1
paraide 1 até n faca
se MOAUX]i] <> temp
entao j = j+1;
MO[j]=MOAUX]il;
temp=MOAUX]il;
fim-para;
33. pare-com-saida(MO).
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Figura B.3: Algoritmo do calculo da Moda Intervalar



ALGORITMO SI

ValOrd=ORDk1, .. .,xn];
nd=0; {pode ser 2, 4, 10 ou 100, conforme a separafriz}
ns= 0; {numero ordinal da separatriz desejada};
pos=int[(n-1)*(ns / nd) +1];

ST = x[pos];

pare-com-saida(Sl).

o g s N ke

Figura B.4: Algoritmo Separatriz Intervalar

ALGORITMO ATI

1. ValOrd=ORDK1,...,xn];
2. ATI = [inf(x[1]) - sup[n]); sup&[1])- inf(x[n])];
3. pare-com-saida(ATI).

Figura B.5: Algoritmo Amplitude Intervalar

e A e =
N o ok~ wDdPF O

© 0N O AN RE

ALGORITMO VI

S=[0,0];
VA=[0,0];
Vv=[0,0];
paraide 1 até n faca
S=[inf(S)+inf[i]); sup(S)+supk(i])];
fim-para;
ME=[inf(S)/(n-1); sup(S)/(n-1)];
paraide 1 an faca
se (inf&[i])-sup(ME))>=0
entdo S1=[(inf[i])-sup(ME))"2;(sup[i])-inf(ME)) "2];
senéo se (sugfi])-inf(ME))<0
entdo S1=[(sug{i])-inf(ME)) "2;(inf(x[i])-sup(ME))"2)];

sendo S1=[0,max((inf[i])-sup(ME))"2;(sup]i])-inf(ME)) 2)];

V=[inf(V)+inf(S1);sup(V)+sup(S1)];
fim-para;
VA=[inf(V)/(n-1);sup(V)/(n-1)];
pare-com-saida(VA).

Figura B.6: Algoritmo do célculo da Variancia Intervalar
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ALGORITMO DPI

1. VA=VI(x1, ..., xn);
2. DP = [+sqrt(inf(VA));+sqrt(sup(VA))];
3. pare-com-saida(DP).

Figura B.7: Algoritmo do calculo do Desvio padréo Intervalar

ALGORITMO CVI

1. DP =DPI(x1, ..., xn)
2. ME = MI(x1, ...,xn);
3. CV=DP/ME;

12. pare-com-saida(CV).

Figura B.8: Algoritmo do calculo do Coeficiente de Variacao Intervalar

ALGORITMO COl
1. SX=[0,0];
2. SY=[0,0];
3. S=[0,0];
4. parailaténfaca
5. SX=[inf(SX)+inf(x[i]); sup(SX)+supkli]];
6. SY=[inf(SY)+inf(y[i]); sup(SY)+supg[i])];
7. fim-para;
8. MEX=[inf(SX)/(n-1); sup(SX)/(n-1)];
9. MEY=[inf(SY)/(n-1); sup(SY)/(n-1)];
10. parail até nfaca
11. KX=[inf(x[i])-sup(MEX); sup[i])-inf(MEX)];
12. KY=[inf(y[i])-sup(MEY); supfy[i])-inf(MEY)];
13. P=KX* KY;
14. S=[inf(S)+inf(P); sup(S)+sup(P)];
15. fim-para;
16. CO=[inf(S)/(n-1); sup(S)/(n-1)];
17. pare-com-saida(CO).

Figura B.9: Algoritmo do célculo da Covariancia Intervalar

ALGORITMO CCI

CC=[0,0];
CO =COlI(x1, ...,xn, y1, ..., yn);
DPX = DPI(x1, ..., xn);
DPY = DPI(y1, ..., yn);
CC=CO/ (DPX* DPY);
pare-com-saida(CC).

o0k~ whE

Figura B.10: Algoritmo do calculo do Coeficiente de Correlacdo Intervalar



ANEXO C ALTURA, PESO E IDADE DOS ALUNOS DA

ESCOLA IMACULADA CONCEICAO

C.1 Altura, peso e idade da 5a. série

Tabela C.1: Altura, peso e idade 5a. série.

Meninas Meninos
Altura Peso Idade| Altura Peso Idade

1.44 35 10 131 26 9
1.45 30 10 1.53 35 11
1.43 425 11 151 43.4 10
1.46 39 11 1.42 31 10
141 39.4 10 1.40 34 11
1.49 60 10 1.47 34 10
1.60 58 10 1.50 47 10
1.49 49 10

1.53 63 11

1.51 48 10

1.60 63 11

1.48 55 10

1.32 28 10

1.46 46.5 10

C.2 Altura, peso e idade da 6a

C.3 Altura, peso e idade da 7a

C.4 Altura, peso e idade da 8a

. Série
. Série

. Série

89



90

Tabela C.2: Altura, peso e idade 6a. série.

Meninas Meninos
Altura Peso Idade| Altura Peso Idade

1.48 59 12 1.55 51 12
1.44 34 12 1.56 40 12
1.50 40 12 151 63 12
1.60 43 12 1.68 76 13
141 30 12 1.50 42 12
1.76 71 13 1.48 36 12
1.54 46 13 1.42 36 12
1.55 52 12 1.56 48 12
1.53 515 13 1.50 36 12
1.49 37 12 1.56 35 12
1.38 30 13

1.56 46.5 12

1.55 48 12

1.53 52 12

1.55 55 12




Tabela C.3: Altura, peso e idade 7a. série.

Meninas Meninos
Altura Peso Idade| Altura Peso Idade
1.59 51 12 1.51 41 12
1.52 47 13 1.42 41 12
1.63 56 12 1.50 35 11
1.61 55 15 1.57 52 12
1.56 59 12 1.61 55 12
1.56 51 13 1.48 38 12
1.53 38 11 1.53 40 12
1.50 38 12 1.58 72.9 13
1.55 51. 12
1.54 37 13
1.54 37 13
1.50 41 12
1.50 35 12
1.52 72 12
1.49 31 12
1.45 35 12
1.60 52 14
1.46 37.5 12
1.57 45 12
1.64 42 12
1.58 44 13
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Tabela C.4: Altura, peso e idade 8a. série.

Meninas Meninos
Altura Peso Idade| Altura Peso Idade
1.58 40 15 1.64 441 13
1.66 55 14 1.65 76.5 14
1.65 72 14 1.54 38.2 13
1.66 57.5 14 1.71 77.1 14
1.60 43 14 1.60 53.1 14
1.67 58.5 14 1.67 50.2 14
1.54 50.5 13 1.69 93 14
1.49 42.5 14 1.71 83.5 16
1.52 55.5 15 1.65 48.1 16
1.49 41 15 1.79 70.9 15
1.57 41.5 15 1.70 7215
1.69 64 13 1.62 53.4 14
1.59 45 14 1.65 50.5 15
1.61 47.5 13 1.68 51 14
1.54 42 14 1.71 60.6 14
1.52 48 14 1.71 54 14
1.55 46.5 14 1.61 42.8 14
1.57 57.5 15 1.53 45.9 14
1.68 61 14
1.58 45.5 14
1.60 62 15
1.60 47 14
1.50 41.5 14




ANEXO D INTERVALO DE CONFIANCA

Tabela D.1: Graus de liberdag¢ie — 1), Intervalo de confianga e Valor
Intervalar da média.

Turmas Graus de liberdadglntervalo de confiangaValor Intervalar da média
(n—1)
5a. série - meninas 13 [20.4055, 25.3435] [22.868, 22.880]
5a. série - meninos 6 [16.2268, 23.2666] [19.740, 19.753]
6a. série - meninas 14 [19.085, 23.139] [21.106, 21.118]
6a. série - meninos 9 [18.0660, 25. 330] [21.693, 21.704]
7a. série - meninas 20 [18.156, 21.739] [19.941, 19.953]
7a. série -meninos 7 [18.454, 27.209] [22.826, 22.837]
8a. série - meninas 22 [19.739, 22.205] [20.976, 20.986]
8a. série - meninos 17 [20.0982, 25.0476] [22.567, 22.578]




