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概　　　要
球面上の knot projection における，射影された Reidemeister move RI, strong RII, weak RII, 

strong RIII, weak RIII を用いた同値関係を全て（25 = 32通り）考える．これらのどの同値
関係が同じで，どの同値関係が異なるかを決定し，同値関係は異なる 21種類に帰着する
ことを示した［10］．この研究は伊藤昇氏（東京大学）との共同研究である．

Definition 1.　3に滑らかに埋め込まれた円周を knotという．knotを 2次元平面に射影し
たものを knot projectionという．その際，3重点や接点がないようにする．

2つの図形 Aから Bへの連続写像  f : A ® Bが全単射で，その逆写像も連続であるとき，
fを同相写像という．Aと Bとの間に同相写像が存在するとき，Aと Bは同相であるとい
い，@で表す．この紀要では，同相により knot projectionを同一視し，鏡像は区別しない
ものとする．

32 equivalence relations on knot projections
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また， knot projection を平面上に無限遠点をたすことで，球面上で扱う．

Definition 2.　球面上の knot projectionにおいて，射影された RI, RII, RIIIを図のように定義
する．任意の 2つの knot projection P1, P2において，有限回の RI, RII, RIIIで移り合うことが，
知られている．

RII, RIIIをさらに細かく strong RII, weak RII, strong RIII, weak RIIIとして図のように定義
する．点線は，つながり方を表している．
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これらを用いて，次の 32通りの同値関係を定義する．

（1） 0/

（2） ｛ RI, strong RII, weak RII, strong RIII, weak RIII ｝ 
（3） ｛ RI, strong RII, weak RII, strong RIII ｝ 
（4） ｛ RI, strong RII, weak RII, weak RIII ｝ 
（5） ｛ RI, strong RII, strong RIII, weak RIII ｝ 
（6） ｛ RI, weak RII, strong RIII, weak RIII ｝ 
（7） ｛ RI, strong RII, strong RIII ｝ 
（8） ｛ RI, strong RII, weak RIII ｝ 
（9） ｛ RI, weak RII, strong RIII ｝ 
（10）｛ strong RII, weak RII, weak RIII ｝ 
（11）｛ strong RII, weak RII, strong RIII, weak RIII ｝ 
（12）｛ strong RII, weak RII, strong RIII ｝ 
（13）｛ strong RII, strong RIII ｝ 
（14）｛ strong RII, strong RIII, weak RIII ｝ 
（15）｛ strong RII, weak RIII ｝ 
（16）｛ weak RII, strong RIII ｝ 
（17）｛ weak RII, strong RIII, weak RIII ｝ 
（18）｛ strong RII ｝ 
（19）｛ weak RII ｝ 
（20）｛ strong RII, weak RII ｝ 
（21）｛ weak RII, weak RIII ｝ 
（22）｛ strong RIII, weak RIII ｝ 
（23）｛ strong RIII ｝ 
（24）｛ weak RIII ｝ 
（25）｛ RI ｝ 
（26）｛ RI, strong RII ｝ 
（27）｛ RI, weak RII ｝ 
（28）｛ RI, strong RII, weak RII ｝ 
（29）｛ RI, strong RIII ｝ 
（30）｛ RI, weak RIII ｝ 
（31）｛ RI, strong RIII, weak RIII ｝ 
（32）｛ RI, weak RII, weak RIII ｝ 

この 32通りの同値関係が，異なる 21種類に帰着することを示す．
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（3）は，図のように strong RII, strong RIIIを用いて weak RIIIを生成することが出来るので，
（2）と同値である．同様に，（4）～（9）も（2）と同値であることが示せる．

（10）～（32）の 23通りを，次のように 2つに分ける．
（A）RIを含む（25）～（32）の 8通り
（B）RIを含まない（10）～（24）の 15通り

（A）RIを含む（25）～（32）の 8通り
Definition 3.（［4］，［9］，［10］）
（1）Pを 1bで reducedにしたものを P1rと表す．
（2）Pを 1b, strong 2bで reducedにしたものを P srと表す．
（3）Pを 1b, weak 2bで reducedにしたものを Pwrと表す．
（4）Pを 1b, 2bで reducedにしたものを P12rと表す．
（5）Pを strong 2bで reducedにしたものを P 2srと表す．
（6）Pを 2bで reducedにしたものを P 2rと表す．
（7）Pを weak 2bで reducedにしたものを P 2wrと表す．
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Fact 1.（［4, 5］，［9］，［10］，［13］）
（1）P1, P2が RIで移り合うÜÞ P1

1r @ P2
1r

（2）P1, P2が RI, strong RIIで移り合うÜÞ P1
sr @ P2

sr

（3）P1, P2が RI, weak RII で移り合うÜÞ P1
wr @ P2

wr

（4）P1, P2が RI, RII で移り合うÜÞ P1
12r @ P2

12r

（5）P1, P2が strong RII で移り合うÜÞ P1
2sr @ P2

2sr

（6）P1, P2が RII で移り合うÜÞ P1
2r @ P2

2r

（7）P1, P2が weak RII で移り合うÜÞ P1
2wr @ P2

2wr

Fact 2.（［11］）　P1が図の（a）, （b）, （c）, （d）を含まず，P1, P2が RI, strong RIIIで移りあうな
らば，P2は P1に¥, 31を有限個 connectd sum したものである．

Fact 3.（［11］）　花木［2］による Pの trivializing numberを tr (P)と表す．tr (P)は，RI, 
weak RIIIにおいて不変である．

Fact 4.（［7］）　Pの canonical genusを g (P)と表す．tr (P) - 2g (P)は RI, weak RII, weak RIII

において不変である．

Fact 1 ～ 4を用いて，（25）～（32）を次のように分類することが出来る．

Case Formulae Key Fact
（25） RI [8F] ¹ [T ] [31] ¹ [T ] [41] ¹ [T ] [31] ¹ [41] Fact 1 （1）
（26） RI, strong RII [8F] ¹ [T ] [31] ¹ [T ] [41] = [T ] [51] ¹ [T ] Fact 1 （2）
（27） RI, weak RII [8F] ¹ [T ] [31] = [T ] [41] ¹ [T ] [51] = [T ] Fact 1 （3）
（28） RI, RII [8F] ¹ [T ] [31] = [T ] [41] = [T ] [51] = [T ] Fact 1 （4）
（29） RI, strong RIII [8F] ¹ [T ] [31] = [T ] [41] ¹ [T ] [51] ¹ [T ] Fact 2
（30） RI, weak RIII [8F] ¹ [T ] [31] ¹ [T ] [41] ¹ [T ] [31] = [41] Fact 3 
（31） RI, RIII [8F] = [T ] [74] = [T ]
（32） RI, weak RII, weak RIII [8F] = [T ] [74] ¹ [T ] Fact 4 
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Proposition 1.　Pが交点を持つか持たないかは，weak RII, strong RIII, weak RIIIにおいて不
変である．

（B）RIを含まない（10）～（24）の 15通り
Proposition 1より，次のように 2つに分ける．
（a）strong RIIを含む（10）～（15），（18），（20）の 8通り
（b）strong RIIを含まない（16），（17），（19），（21）～（24）の 7通り

（B）（a） strong RIIを含む（10）～（15），（18），（20）の 8通り
（10）～（12），（13）～（15）はそれぞれ同値である．

Fact 5.（［1］， ［14］）　Arnold invariant JS
+(P)は strong RII, strong RIII, weak RIIIで不変である．

Fact 1, 5を用いて，（10）～（15），（18），（20）を次のように分類することが出来る．

Case Formulae Key Fact
（10），（11），（12） RII, RIII ¥ = 31 = 3A

（13），（14），（15） strong RII, RIII ¥ ¹ 31 = 3A Fact 5
（18） strong RII ¥ ¹ 31 ¹ 3A Fact 1 （5）
（20） RII ¥ = 31 ¹ 3A Fact 1 （6）

（B）（b） strong RIIを含まない（16），（17），（19），（21）～（24）の 7通り

Remark 1.（cf. ［12］）　Pに任意の向きをつけたとき，図のような regionを coherent region

という．任意の Pは，向きの付け方によらず coherent regionを少なくとも 2つ含む．
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Theorem 1.　coherent regionうち，領域の辺数が奇数，偶数のものをそれぞれ coherent odd 
region，coherent even regionという．
（1） Pが coherent odd regionを含むか含まないかは，weak RII, strong RIIIにおいて不変で

ある．
（2）Pが coherent even regionを含むか含まないかは，weak RIIにおいて不変である．

Proof of Theorem 1.　（1）weak RIIにおいて，図の x, yの領域が coherent odd regionかどう
かは不変である．また，a, b, c, dはいずれも coherent regionではない．strong RIIIにおいて，
いずれも coherentな 3辺形が存在する．これより，示された．（2）についても同様である．

Fact 6.（［7］）　Pに向きをつけ，Seifert smoothingしたときの circleの配置は，weak RII, 
weak RIIIにおいて不変である．circleの配置は，Pの向きの付け方にはよらない．

Fact 7.　Pの交点数は，strong RIII, weak RIIIで不変である．

Thereom 1，Fact 1, 3, 6, 7を用いて，（16），（17），（19），（21）～（24）を次のように分類
することが出来る．

Case Formulae Key Fact
（16） weak RII, strong RIII ¥ = 31 = 3A 8F ¹ 2B Theorem 1 （1）
（17） weak RII, RIII ¥ = 31 = 3A 8F = 2B

（19） weak RII ¥ = 31 ¹ 3A 8F ¹ 2G Fact 1 （7）
（21） weak RII, weak RIII ¥ = 31 ¹ 3A 8F = 2G Fact 6
（22） RIII ¥ ¹ 31 = 3A 8F = 2G Fact 7
（23） strong RIII ¥ ¹ 31 = 3A 8F ¹ 2G Fact 7, Theorem 1
（24） weak RIII ¥ ¹ 31 ¹ 3A Fact 3
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以上より，32通りの同値関係は，次の 21通りの同値関係に帰着する．

Case 関連結果
（1） 0/

（2） ｛ RI, strong RII, weak RII, strong RIII, weak RIII ｝ ［7］
（11）｛ strong RII, weak RII, strong RIII, weak RIII ｝ ［14］
（14）｛ strong RII, strong RIII, weak RIII ｝ Fact 5
（16）｛ weak RII, strong RIII ｝ Theorem 1 （1）
（17）｛ weak RII, strong RIII, weak RIII ｝ ［1］
（18）｛ strong RII ｝ Fact 1 （5），［10］
（19）｛ weak RII ｝ Fact 1 （7），［10］
（20）｛ strong RII, weak RII ｝ Fact 1 （6），［4, 5］
（21）｛ weak RII, weak RIII ｝ Fact 4, 6
（22）｛ strong RIII, weak RIII ｝ Fact 7
（23）｛ strong RIII ｝ Fact 5, 7
（24）｛ weak RIII ｝ Fact 3～ 7
（25）｛ RI ｝ Fact 1 （1），［4, 5］
（26）｛ RI, strong RII ｝ Fact 1 （2），［9］
（27）｛ RI, weak RII ｝ Fact 1 （3），［9］
（28）｛ RI, strong RII, weak RII ｝ Fact 1 （4），［4, 5］
（29）｛ RI, strong RIII ｝ Fact 2，［6］，［11］
（30）｛ RI, weak RIII ｝ Fact 3, 4，［4, 5］，［11］
（31）｛ RI, strong RIII, weak RIII ｝ ［3］，［8］
（32）｛ RI, weak RII, weak RIII ｝ Fact 4，［7］

これら 21種類の同値関係から，図のような pre-orderが得られる．線の下側の同値関係
で同値な 2つの knot projectionは，線の上側の同値関係でも同値であることを表している．
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