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共分散に関する多変量解析の可視化教材

白田　由香利，高橋　裕

要旨

経済・経営分野における多変量解析において，分散共分散行列は重要な概念であり，それを
真に理解させることは，経済・経営数学教育において非常に重要である。本稿では，分散共分
散行列および，共分散を説明するために，その可視化を行う。共分散を使う多変量解析は多い
が，そのなかでも，回帰分析および主成分分析は頻繁に使われる。そこで，この2種類の分析
で共分散がどのように活用されるかを，標本サイズを次第に増加させながら視覚的に説明する
2次元並びに3次元で可視化したインタフェイスを示す。また，時系列データの比較において，
共分散が標準化された2系列データの類似度の尺度と解釈できることを示す教材を示す。

１．始めに

統計分野において多変量解析手法を教える場合，可視化は有効である。線型代数などの他の
分野の数学に比較して，可視化が有効である理由として，「標本サイズを次第に増加させた際
の変化のようすを見せることで，定理や解析アルゴリズムの数学的意味を理解できるようにな
る」ことがあると考える。近年コンピュータグラフィクスを用いた数学の可視化が多用される
ようになり，数式の可視化は数学教育で大いに効果をなしている。しかし，シミュレーション
と組み合わせた動きのある統計グラフィクス教材の研究は，発展途上にあると言えよう。
本稿では，古典的統計手法である回帰分析と主成分分析（PCA）を例にとり，分散，共分散

の可視化を提示する。次節では，標本分散と不偏分散の違い，及び分散，共分散の概念を可視
化する。第3節では，それを基に，単回帰分析のプロセスを可視化する。第4節では，2つの時
系列データの比較において，共分散が標準化された2系列データの類似度の尺度と解釈できる
ことを示す教材を示す。第5節では，単回帰分析と主成分分析の違いを明確にするための可視
化を行う。第6節はまとめである。

２．不偏分散，分散，共分散

本節では，不偏分散，そして2変量の分散と共分散を可視化でどう見せるかを論じる。
まず，不偏分散を扱う。学生から頻繁に寄せられる，不偏分散に対する質問として「どうし

て標本サイズ Nではなく，（N－1）で割るのか」がある。既存の統計の教科書では，「平均値
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として標本平均を利用しているので，その分の散らばり度合いが小さくなるため，分母を N
ではなく（N－1）で割ることで，その分の補正をする」というように自由度に関する記述と
して説明している［1］。もちろん，この説明で十分理解する学生もいるが，図1のような動く
グラフィクスを操作してみることで，「母集団の分散を中心に分布するのは，標本分散よりも
不偏分散である」ということが視覚的に理解できる。

Web上で可視化例を画像検索などで検索すると，図1のような可視化例を検索できるが1），ポ
イントは，スライダーにより標本サイズを大きくするに従って，標本分散の分布と不偏分散の
分布がどのように近づいてくるか，その変動のようすを見せる点である。これにより，両者の
意味の違いを理解することが容易となる。
次に単回帰分析のような2変量を扱う際の分散，共分散を可視化について論じる。本稿では，

2変量の標本データを，予め重心が原点になるように全体的に移動させる。後には，重心を移
動する教材を使うが，始めは重心を原点に移動させたほうが，話のポイントが絞れるので，学
生が共分散などの概念を理解しやすくなると考える。
図2に，xの不偏分散が計算されるプロセスを可視化した。与えられた点（x，y）は x軸上に
投影され，その投影点を中心として，原点からの距離の2乗の面積をもつ正方形が描かれる。
スライダーによって標本サイズを動かすことで，（1）　回帰式の傾きが変化すること，（2）　標
本の xが0から離れるに従い，その距離の2乗が大きくなること，などが身をもって体感できる。
次に単回帰分析における共分散の可視化を行う（図3参照）。原点を中心として，2変量の正

負の符号が同じであれば，x×yの値は正となり，符号が異なれば x×yの値は負となる。図で
は，第1象限と第3象限に来た点が正の値となる。共分散とは，標本すべての x×yの値の和を
（N－1）で割った値であるので，第2象限と第4象限にデータが多い場合，値が負になることが
グラフィクスから見て取れる。共分散の各項が半透明の長方形で示され，その長方形が重なっ
て表示される。正負は色によって示されるので，相関の正負によって共分散がどのように変化
するかが視覚的に理解できる。

1）	 三井信宏：「統計の落とし穴と蜘蛛の糸」，https://www.yodosha.co.jp/jikkenigaku/statistics_pitfall/pitfall_5.html
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標本分散

不偏分散

図1：不偏分散のほうが母集団の分散に近付くことを示すシミュレーション。上図が母集団の
分布である。中央図と下図において，縦棒は母分散の値を示す。標本サイズをスライダーで指
定して，2000回標本をとってヒストグラムにした。オレンジ色が標本分散2000回分。青が不
偏分散2000回分（図中右側の山）。不偏分散のほうが真の値である母分散を中心に分布するこ
とが見て取れる。
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図2：単回帰分析における xの不偏分散の可視化。直線は回帰式を，正方形の面積はあるデー
タの x値の平方となっている。右図の棒グラフは，各点でのその値を示す。その合計を（N－
1）で割った値が不偏分散となる。グラフでは，Y軸の真上に表示されている値が不偏分散値
である。
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図3：単回帰分析における共分散の可視化。直線は回帰式を，長方形の面積はあるひとつのサ
ンプルデータの x× yの大きさを表す。右図の棒グラフは，各標本点の x×yの値を示す。そ
の合計を（N−1）で割った値が共分散となる。グラフでは，y軸の真上に表示されている値
が共分散値である。
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重心

ロケータ

図4：ロケータによって標本の重心を動かせるようにした回帰分析のグラフィクス（上図）と
1点を動かせるようにした回帰分析のグラフィクス（下図）。
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図5：Maple2）における最小二乗法の可視化例

2） MapleSoft, Maple, http://www.cybernet.co.jp/maple/
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図6：回帰分析の考え方の可視化。残差の平方和を最小にする傾きの値 aを求め，回帰式
Y＝ax を得る。右側の曲面は残差平方和。
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図7：回帰分析における残差平方和の関数の形状。図6の残差平方和の関数と，b＝0の平面の
インターセクションをとると上記のような aの2次式となる。この例では，a＝0.21の点で最
小値をとった。回帰方程式はY＝0.21x となる。

３．単回帰分析の可視化

本節では，単回帰分析の回帰方程式を求めるアルゴリズムの可視化を論じる。
まず，回帰分析になじんでもらうため，図4に示すような，ロケータを使った回帰分析の教

材を提示する。ロケータは対話的に点を移動させることができる機能である。図4上図は，重
心位置をロケータで対話的に移動させる教材である。図4下図は，標本データの一つをロケー
タで動かすことで，回帰直線の移動するようすを感じてもらう教材である。
回帰分析は，残差の平方和を最小にする点を求めるため，最小2乗法を用いている。最小2乗

法の可視化としてMapleのように，残差の平方の値を面積とする正方形等で示すという方策
がある（図5参照）。我々は，今回の回帰分析の可視化では，残差をベクトルで表し，残差平方
和の作る3次元曲面を示した（図6参照）。回帰方程式を Y＝ax＋b とおく。標本データの重心を
予め原点に移動させておくので，bは0である。残差平方和は，2変数 a，bの関数となる。図6
では，標本数が増加するに従い，この3次元曲面の尖度が増加するようすが見て取れる。図7は，
b＝0の平面とこの曲面のインターセクションの2次元グラフである。最小点の値が読み取れる。
ロケータでフィッティングする傾きを自分で変化させながら，その点（a，b）における残差平
方和が最小に近付く様子を，手を動かして実感する，という点がポイントとなる。
以下では分散共分散行列に関する可視化について論じる。分散共分散行列は次のように表わ

すとする。

⎛
⎝

Sxx Sxy ⎞
⎠Sxy Syy

分散共分散行列から直接回帰式の傾きを求める公式は，a＝Sxy / Sxxであるが［2］，これを学
生に理解させるために，上述した不偏分散と共分散の可視化（図2，図3）を使うと効果がある。
次元でみると，Sxx（不偏分散値）で Sxy（共分散）を割っているのだから，その比が傾きであ
ることは自然に理解される。また，図3において，第2象限及び第4象限にデータが多い場合，
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分散値が小さくなり，回帰式の傾きが小さくなるようすを見せると理解がよい。
講義では，可視化により a＝Sxy / Sxxを理解させたあとで，代数的計算を自分でやらせている。
標本数は3程度が適当と考える。方法は，残差平方和の式を，aについて偏微分して0とおき，
その式を aについて解く。式の変形が苦手な学生には，始めに数学ツールで答えを見せて，そ
の後自分で解かせるとよい。図8にMathematica3）を用いて，計算したようすを示す。ここで，
D［expr, a］は偏微分を表す。Coefficient［expr, a］は，式 exprの中で変数 aの係数を求める関数
である。Simplify［expr］は式の簡素化を行う。
同様に，重回帰分析における公式の導出の際も数学ツールを用いると，式の変形が苦手な学

生の支援となる。図9は，回帰式を Y＝a1×x1＋a2×x2＋bとした際のMathematicaによる数式処
理を示した。結果として，以下の方程式が得られ，この方程式を解くことで a1，a2が求めら
れることが分かる［2］。

⎡
⎣

Sx1y ⎤
⎦=

⎡
⎣

Sx1x1 Sx1y2⎤
⎦
⎡
⎣

a1 ⎤
⎦Sx2y Sx1x2 Sx2x2 a2

統計において，公式は行列表記などで簡単な式で書けるが，その式の意味を理解するために
は，可視化と代数の計算の両面からの指導が必要と考える。そして，昨今の機械学習における
統計処理のような複雑な計算は，少ない次数であっても計算が難しい場合が多い。その際，全
体の動きを可視化でとらえ，数式処理ツールなどを使って式の変形を確認しながら，理解して
いくことは，式の理解に必要と考える。

図8：数式処理ツールによって単回帰分析における回帰式の傾き aを求めるようす。標本数は
3としている。

3） Wolfram, Mathematica, http://www.wolfram.com/mathematica/
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図9：数式処理ツールによって重回帰分析における回帰式の回帰係数 a1，a2を求めるようす。
標本数は3としている。変量 x1の平方和，x1と x2の積和，x1と y の積和，x1と x2の積和，x2の
平方和，x2と y の積和が得られる。

４．時系列データの類似度

本節では，共分散の応用として，2つの時系列データの類似度について論じる。2変数の相関
係数は，データを標準化した場合，2変数の共分散 ∑1

n  となる。この場合，相関係数は
共分散そのものとなる。一般に，相関係数は，標準化された2つのデータの類似度を示す尺度
と解釈できる［3］。標準化された2系列データの共分散の式を変形すると以下を得る。

= 1 −
∑ )1

n

2変数 x，yを2系列の時系列データと見る。図10左図に2系列データ例を示した。2つのデータ
系列の距離の和が小さいほど，類似度は高いと解釈できる。それは上式の左辺の距離が大きく
なり，右辺の共分散が小さくなることに対応する。
これを可視化した教材を図10に示す4）。グラフィクスで左図は，ある時点の2系列のデータの

4）	 共分散の説明に時系列データの類似度を使う本アイデアは，学習院大学計算機センター久保山哲二教授に

よるものである。



60

距離の2乗を面積とする正方形を描いている。画面上，縮尺の関係から長方形に見える。図10
右図は，データ系列1を横軸に，データ系列2を縦軸にとり，共分散の項とともにプロットした
散布図である。図4の共分散可視化と同様に，正負を色によって区別している。左図の距離の2
乗の和が大きくなるに従い，右図の共分散の負の項が大きくなることが視覚的に理解できる。
本グラフィクスでは，データ系列1として，実際の株価データを使っている。そして，それ

に類似したデータ系列2は人工的に乱数により生成している。データ系列1に，正規分布
N（0, var）に従う値を乱数発生させ変動分として加算して，データ系列2のデータを作成して
いる。スライダーは，この分散 varを変動させている。分散を大きくしたほうが，類似度は低
くなる。分散 varを大きくするに従い，距離の平方和が大きくなり，共分散は小さくなる傾向
が見て取れる。その変動のようすを実感するためのグラフィクス教材である。

図10：2つの時系列データと相関係数を示すグラフィクス。データの類似度が低くなるにつれ
て，共分散の値が小さくなる。
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図10：主成分分析の可視化。左図は標本データと主成分の直線と，その軸上の新しい主成分
値を示す。正方形の辺の長さが主成分に対応する。真ん中のグラフは，その平方の値の棒グラ
フである。右図は，主成分値の分散の総和の関数のグラフィクス。点は制約下での最大点2個
と最小点2個を示す。
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５．主成分分析との比較

本節では，2次元の標本データの主成分分析の可視化を行う。
主成分分析は，主成分値の分散の合計が最大となる傾きを求める問題であり，標本データの

分散共分散行列の固有値，固有ベクトル問題に帰着する［4-7］。可視化としては，主成分軸を
標本データの見晴しがよくなるように取る［8］が，こうしたグラフィクスは2次元3次元標本
データに対して，久保山などにより実装されている［3，9-13］。これらは，主成分軸を動かす
ことで，分散最大となる方向を探す，という目的のグラフィクスである。本稿で提案する主成
分分析可視化グラフィクス（図9）は，回帰分析との違いを明確化することを目的とした。正
方形の辺の長さが主成分に対応することが学生に分かり易いように，特定のデータに限り，両
辺矢印で主成分及び正方形の1辺をハイライトし，残差と，主成分値の違いがグラフィクス上
で明確になることを目指した。

６．まとめ

2次元標本データの回帰分析と主成分分析を使い，分散及び共分散の意味を理解する可視化
を行った。こうした統計における可視化は，従来から広く行われてきたが，本稿の可視化ポイ
ントは，標本データサイズを動かすことで分析結果が変わってくるようすを理解する点にあ
る。著者の作成したスライダー付き統計グラフィクス教材として，中心極限定理を説明するも
のなどがある［14，15］。
特に共分散は，従来，あまり可視化が行われていなかったように感じる。しかし，今回の共

分散の可視化によって，第2象限及び第4象限の負の値をとるデータの増加によって，その値が
負になるようすが可視化できた。また，単回帰分析において，代表値である分散と共分散の比
が回帰式の傾きである，ということが視覚的に分かるようになった。
統計のグラフィクス教材は，標本データを増加させることで，得られる分析結果がどのよう

に変化するかを動的に見せることが重要であると考える。今後とも，動的な統計のグラフィク
ス教材を作成していく所存である。
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