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Усовершенствованы итерационные методы решения обратных линейных задач 

гравиметрии и магнитометрии на основе аналогов фильтров Винера–Калмана для 

двух интерпретационных моделей, использующих разделение карты поля на два 

массива четных и нечетных профилей. Приведены новые итерационные формулы, 

обеспечивающие, в отличие от известных методов, устойчивое и геологически 

содержательное решение с любых начальных условий без предварительного ре-

шения другими методами. Это дает два близких решения, независимых от реше-

ний обратной задачи  другими методами. Приведены примеры практической реа-

лизации метода для магнитометрии в рудном районе на Украинском щите. 

Ключевые слова: гравиметрия, магнитометрия, обратная линейная задача, 

фильтры Винера-Калмана, итерационные формулы и коэффи-

циенты. 

 
Известны итерационные методы ре-

шения обратных линейных задач  (ОЛЗ) 

гравиметрии и магнитометрии на основе 

критериев оптимизации (КО) по миниму-

му суммы квадратов (МСК) невязок поля 

(НП) или по минимуму суммы квадратов 

итерационных поправок к физическому 

параметру  (ИПФП) – аномальной плот-

ности (АП) или интенсивности намагни-

чивания (ИН) горных пород [1, 2, 5, 8–10, 

15]. Недостатком этих методов является 

получение в отдельных случаях псевдо-

решений, лишенных физического смысла, 

хотя при других начальных условиях до-

стигаются реальные решения ОЛЗ. Это 

связано с явлением эквивалентности ре-

шения, зависящего как от погрешностей 

измерения поля, так и от размеров ячеек 

(блоков) интерпретационной модели, ко-

торые значительно больше размеров от-

дельных высокоаномальных тел. Изба-

виться от этого невозможно, так как  

уменьшение размеров блоков модели 

приводит  к непомерному возрастанию 

размерности задач, которые в настоящее 

время еще не могут быть реализованы как 

по времени решения, так и по точности 

вычислений из-за матриц больших раз-

мерностей. С другой стороны, указанные 

методы дают устойчивые решения ОЛЗ 

даже при отсутствии геологической со-

держательности самих решений. Но из-за 

того, что методы по НП и ИПФП имеют в 

своей основе одну и ту же итерационную 

поправку в итерационной формуле, то да-

же при разных критериях оптимизации 
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они дают близкие между собой решения 

ОЛЗ, особенно в качественном плане, но 

при этом в отдельных точках карты поля 

получают очень большие невязки (остат-

ки) поля, т.е. поле далеко не полностью 

восстанавливается решением ОЛЗ. Но и в 

этих, казалось бы, благоприятных случаях 

нет уверенности в том, что оба решения  

ОЛЗ близки к реальному, если нет геоло-

гических или сейсмических данных. Из-

вестны также методы решения ОЛЗ на ос-

нове аналогов фильтров Винера-Калмана 

[3, 4, 7], использующие разделение карты 

измеренного поля на 2 массива, отбором 

его в точках, взятых через один профиль, 

для одной и той же интерпретационной 

модели. Физическим основанием для та-

кого подхода являются различное распре-

деление погрешностей поля в каждом из 

двух массивов и различия в значениях 

всех элементов матриц решения прямых 

задач (МРПЗ) гравиметрии и магнитомет-

рии. Однако эти методы требуют предва-

рительного решения ОЛЗ другим мето-

дом, например одним из изложенных в 

работах [1, 2, 6, 11–14], и используются 

для продолжения решения, если другой 

метод выходит на постоянное решение 

при всех последующих итерациях. Со 

старта с произвольными начальными 

условиями эти итерационные методы са-

мостоятельно продвижения к улучшению 

решения ОЛЗ не дают. Но так как исполь-

зуемые для старта методы имеют недо-

статки, то они приводят к тем же резуль-

татам. Скорее всего, в этих методах была 

неудачно выбрана итерационная формула 

[2]. Теми же недостатками обладают и ме-

тоды условной оптимизации, которые, 

кроме всего, еще и требуют разработки 

методов определения коэффициентов Ла-

гранжа [3], для чего в гравиметрии и маг-

нитометрии имеются существенные труд-

ности. 

Целью настоящей работы является со-

здание итерационных методов решения 

ОЛЗ на основе подходов Винера–Калмана 

с другими итерационными формулами, 

которые более точно учитывают геофизи-

ческие особенности решения некоррект-

ных задач. 

Поставленная цель достигается тем, 

что в алгоритмах оптимизации использу-

ются не только сами значения физических 

параметров, но и итерационные поправ-

ки i,n,kВ  (k – номер интерпретационной 

модели; n – номер текущей итерации; i=1, 

M; M – количество блоков модели) к ним 

для каждой модели с перекрытием влия-

ния поправок одной модели  на параметры  

другой модели на каждой  n+1-й итера-

ции. Для этого вместо двух итерационных 

формул (ИФ) для интенсивности намаг-

ничивания горных пород в блоках 
i,n,1

J и 

i,n,2
J каждой из двух моделей, использу-

ющих аналоги фильтров Винера-Калмана 

[3, 4], содержащие по три итерационных 

коэффициента (ИК) 131211
W,W,W    и       

232221
W,W,W  :  
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i,n,1

J
11

W +
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J
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W +
13

W ,    (1) 

i,1n,2J  =
i,n,1

J
21

W +
i,n,2

J
22

W +
23

W ,   (2) 

 

используют ИФ с двумя ИК:  

 

i,1n,1J  =
i,n,1

J +
11

W
i,n,2

J +
12

W i,n,1B ,  (3) 

i,1n,2J  =
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J +
21

W
i,n,1

J +
22

W i,n,2B  (4) 

 

или используют ИФ в виде 

 

i,1n,1J  =
i,n,1

J +
11

W i,n,2B +
12

W i,n,1B ,   (5) 

i,1n,2J  =
i,n,2

J +
21

W i,n,1B +
22

W i,n,2B ; (6) 

где  =
n,i,k

B ,//b( jikij ,
);r

n,j,k  (7) 

;Z)J,b(r j,kn,i,kijn,j,k -      (8) 

;b;b

i
ijj

j
iji ∑∑       (9) 

ijb  – элементы матрицы прямых задач 

магнитометрии (j=1,N; N – количество 

точек поля); 



50 В.П. Миненко 

 

j,kZ – наборы значений измеренного 

поля для каждой k-й модели, взятых из 

общей карты через один профиль; 

n,j,kr  – невязки поля в каждой точке 

поля, по каждой модели, на каждой ите-

рации, используемые для вычисления по-

правок (7), КО по МСК НП, по которым 

строятся карты остатков поля, недовос-

становленные решением ОЛЗ. 

Критерии оптимизации для каждой мо-

дели имеют вид 

 

;min)(
)(

2

1,,,
1,,

∑


 
nlkW

j

njkrk rF  (10) 

 

.min)(
)(

2

1,,,
1,,

∑


 
nlkW

i

nikBk BF
(11) 

 

Оптимизация по критерию (10) в мето-

дах с ИФ (1)–(4) геологически содержа-

тельного решения ОЛЗ не дает, а потому 

КО (10) используется только с ИФ  в виде 

i,1n,kJ  = i,n,kJ – nkW , i,n,kB           (12) 

для сравнения с другими решениями. 

В этом случае мы имеем метод простой 

итерации, оптимизирующий решение ОЛЗ  

отдельно для каждой модели с ИК: 

 

;
)ZZ(

)Zr(
W

n,j,kn,j,k

n,j,kn,j,k
nk

,

,
,             (13) 

 

где )B,b(Z i,n,kijn,j,k  .          (14)  

 

Оптимизация по критерию (10) в мето-

дах с ИФ (5)–(6) дает геологически со-

держательное решение ОЛЗ, но в какой-то 

мере отличающееся как от решения (12)–

(14), так и от других решений по крите-

рию (11) с любой ИФ из (1)–(6).  

Приведем вывод метода оптимизации 

решения ОЛЗ по КО (11) для двух моде-

лей с ИФ (5)–(6). Умножим уравнение (5) 

на 1ijb ,  для нечетных профилей, а урав-

нение (6) – на 2ijb ,  для четных профи-

лей, а затем вычтем из левой и правой 

частей каждого уравнения поле j,kZ , 

после чего получим невязки поля в каж-

дой точке по каждой модели: 

j,1i,1n,11ij Z)Jb( ,, = j,1i,n,11ij Z)J,b( , +

11W )B,b( i,n,21ij, +
12

W );B,b( i,n,11ij,    

j,2i,1n,22ij Z)Jb( ,, =  j,2i,n,22ij Z)J,b( ,  

21W )B,b( i,n,12ij, + 22W ).,( ,,22, inij Bb  

 

Используя обозначения (8) и (14), пе-

репишем эти формулы в виде 

 

1n,j,1r n,j,1r n,j,1211ZW

;ZW n,j,1112                                    (15)   

1n,j,2r n,j,2r n,j,2121ZW

;ZW n,j,2222                                   (16)   

 

Возведем (15) и (16) во вторую сте-

пень, просуммируем их соответственно 

по нечетным и четным индексам j, про-

дифференцируем по всем ИК и прирав-

няем все производные к нулю. В резуль-

тате получим 2 системы по 2 уравнения, 

из которых найдем все четыре ИК для 

метода оптимизации решений ОЛЗ по КО 

МСК невязок поля каждой интерпрета-

ционной модели. Опуская для упрощения 

записи индексы j, n, запишем эти систе-

мы уравнений: 

 

;0),(
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),(),(
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Из системы уравнений (17)–(18) нахо-

дим ИК и для итерационной формулы (5). 

Аналогично из (16) получим систему 

уравнений 

 

;0),(
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Из системы уравнений (19)–(20) нахо-

дим ИК  и для итерационной формулы (6). 

Таким образом, по ИФ (5)–(6) получа-

ем два решения, которые можно сравни-

вать не только между собой, но и с двумя 

решениями по методу (12)–(14), увеличи-

вая при этом представительность и 

надежность результатов решения общей 

обратной задачи и ее геологической ин-

терпретации. 

Теперь перейдем к поиску решения 

ОЛЗ по КО (11) при ИФ (5)–(6). Умножим 

скалярно (15) на )/(b ji1ij , , а (16) – на 

)/(b ji2ij ,  и просуммируем по индек-

су j.  

В результате получим уравнения, кото-

рые после возведения во вторую степень и 

дифференцирования по ИК дают пары си-

стем уравнений для определения по 2 ИК 

для каждой интерпретационной модели: 

а) для первой модели 

;0),(
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б) для второй модели 
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где );,)/(( 212,21 ZbC jiij   

  ).,)/(( 222,22 ZbC jiij   

Некоторые из вышеприведенных ме-

тодов решения обратной задачи опробо-

ваны при интерпретации карты магнит-

ного поля масштаба 1:25000 (рис.1) с ис-

пользованием 8-слойной модели по 400 

блоков размерами 475х475 м2 в каждом 

горизонтальном слое (рис. 2), с глубина-

ми до границ раздела слоев: 70; 200; 600; 

1200; 3000; 4000;  5500; 7200 м (рис. 3-6). 

Измерение магнитного поля выполнено 

по сети 200х200 м. 

Из рис. 2 делаем вывод, что магнитных 

тел, создающих западную часть юго-

восточной подковообразной аномалии, 

ниже 600 м нет, как нет и почти всех тел, 

создающих большую группу аномалий в 

центре западной части карты поля. Об 

остальном можно утверждать, что горные 

породы разделяются в магнитном поле до 

глубины 2 000 м, а ниже они просто сли-

ваются в более крупные объекты (рис. 3–

6). Даже по количественным оценкам ин-

тенсивности намагничивания одних и тех 

же блоков моделей, полученные различ-

ными итерационными методами, отли-

чаются не более, чем на 5-10 мА/м. По 

картам остатков поля (рис. 7–8) можно 

судить, что на 90% площади участка маг-

нитное поле полностью восстановлено. В 

остатках поля после решения ОЛЗ оста-

лись только узколокальные аномалии, 

размеры которых намного меньше разме-

ров блоков модели, но они контролируют 

геологические структуры более высокого 

порядка, поскольку представляют собой 

зоны серпентинизации. Более того, в кон-

тактирующих с серпентинитами немаг-

нитных  породах выявлены зоны актино-

литизации  и тремолитизации. Таким об-

разом, есть необходимость отдельно ре-

шить обратные задачи магнитометрии и 

гравиметрии для интерпретационных мо-

делей с блоками намного меньших разме-

ров, чем это выполнено и представлено 

на рис. 1–8. 
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Рис. 1. Карта магнитного поля Александровского участка (село Степовое, Широковский р-н, 

Днепропетровская обл., Украина, УКЩ, изодинамы приведены в нанотеслах – нТ, здесь и далее 

все горизонтальные расстояния: в 1 ед. – 500 м) 

 
Рис. 2. Карта аномальной интенсивности намагничивания горных пород третьего слоя вто-

рой модели (глубины от 600 до 1200 м, здесь и далее изолинии приведены в миллиамперах/метр 

– мА/м), полученная решением обратной линейной задачи с критерием оптимальности (11) для 

ИФ (6)   
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Рис.3. Вертикальный разрез аномальной интенсивности намагничивания горных пород от пер-

вого до восьмого слоев  первой модели (глубины от 70 до 7200 м, здесь и далее вертикальные 

размеры – в км ) по линии 04 (рис.1), полученный решением обратной линейной задачи  с кри-

терием оптимальности (11) для итерационной формулы (5)   

 
Рис. 4. Вертикальный разрез аномальной интенсивности намагничивания горных пород от 

первого до восьмого слоев  второй модели (глубины от 70 до 7200м ) по линии 04 (рис.1), полу-

ченный решением обратной линейной задачи  с критерием оптимальности (11) для итераци-

онной формулы (6)   
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Рис. 5. Вертикальный разрез аномальной ИН горных пород от первого до восьмого слоев объ-

единенной модели (глубины от 70 до 7200 м ) по линии 04 (рис.1), полученный решением обрат-

ной линейной задачи  с критерием оптимальности (11) по МСК  итерационных поправок к ИН 

горных пород для ИФ (12) 

 
Рис. 6. Вертикальный разрез аномальной ИН горных пород от первого до восьмого слоев объ-

единенной модели (глубины от 70 до 7200 м) по линии 04 (рис.1), полученный решением обрат-

ной линейной задачи  с критерием оптимальности (10) по МСК  невязок магнитного поля для 

ИФ (12)  
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Рис. 7. Карта распределения остатков поля для второй модели (здесь и далее изодинамы 

приведены в нанотеслах – нТ), полученная решением ОЛЗ с КО (11) для ИФ (6)   
 

 
Рис. 8. Карта распределения остатков поля для первой модели  полученная решением ОЛЗ на 

20 итерациях с КО (11) для ИФ (3) с продолжением решения еще на 20 итерациях с КО  (10) 

для ИФ (12)  
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Выводы. Новые методы решения ОЛЗ 

на основе аналогов фильтров Винера–

Калмана дают существенные количест-

венные оценки для различных геологиче-

ских объектов с различной детальностью 

и на различных этапах исследований, а 

поэтому рекомендованы для применения 

на стадии детальных геофизических 

съемок. 
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The article presents the improved iterative methods of solution of the inversion linear 

problems of gravimetry and magnetometry based on analogs of Wiener-Kalman filters 

applied to two interpretation models obtained in result of subdivision of the field grid on 

two sub grids containing even and odd profiles respectively. The new iterative formulas 

provide stable and geologically true interpretation with arbitrary initial conditions and 

without usage of decisions preliminarily obtained with other methods. It gives two close 

decisions, independent of solutions of the inverse problem achieved with other methods. 

Examples of practical implementation of method for processing and interpretation of 

magnetic data obtained at the area of iron ore deposit, Ukraine, are given. 

Key words: Gravimetry, magnetometry, return linear task, Wiener-Kalman filters, itera-

tive formulas and coefficients. 
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