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BILANGAN DOMINASI JARAK DUA PADA GRAF-GRAF
HASIL OPERASI KORONA DAN COMB

Nama Mahasiswa : Reni Umilasari
NRP : 1213201011
Dosen Pembimbing : Dr. Darmaji, S.Si., M.T.

ABSTRAK

Himpunan dominasiS pada grafG = (V,FE) adalah subset dai (G)
sedemikian setiap simpul yang bukan elemels terhubung dan berjarak satu
terhadapS. Kardinalitas minimum di antara himpunan dominasi pada g¢af
disebut bilangan dominasi dari grafdan dinotasikan(G). Sedangkan himpunan
dominasi jarak dua yang dinotasikan den@ayyaitu subset dafi’ (G) sedemikian
simpul G yang bukan elemerb; memiliki jarak maksimal dua terhadag,.
Bilangan dominasi jarak dua dari gréf+-(G) adalah kardinalitas minimum dari
himpunan dominasi jarak dua. Dalam penelitian ini ditentukan bilangan dominasi
jarak dua pada graf Lintasan, graf Lingkaran, dan graf Bintang. Di samping itu
juga ditentukan bilangan dominasi jarak satu dan jarak dua pada graf hasil operasi
korona darcombdari ketiga graf tersebut. Selanjutnya dicari relasi antara bilangan
dominasi jarak satu dan dua dari hasil yang diperoleh.

Dari penelitian ini, dapat ditentukan bilangan dominasi jarak dua pada graf
LintasanP,, graf LingkaranC',, dan graf Bintang,,. Bilangan dominasi jarak satu
pada graf hasil operasi korona dapat ditentukan untuk sebarang dua,geaf{,,.
Sedangkan untuk yang jarak dua dapat ditentukan pada graf Lintasan dan graf
Lingkaran yang dioperasikan dengan sebarang graf, yaite G, sertaC,, ® H,,.
Selain itu, bilangan dominasi jarak satu dan dua pada graf hasil operabjuga
dapat ditentukan antara lain meliputi graf> P, P,.,>C,,, B,,>S,, C,.,>P,,, C,>-C,,
danC, > S,,. Bilangan dominasi jarak satu dan jarak dua pada suatu graf tidak
memiliki relasi secara umum. Hal ini karena beberapa faktor, seperti jarak antar
simpul, pemilihan simpul elemen himpunan dominasi, derajat setiap simpul,
diameter dan sebagainya.

Kata kunci: bilangan dominasi, himpunan dominasi, graf bintang, graf lingkaran,
graf lintasan, operasiomh operasi korona
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DOMINATING NUMBER OF DISTANCE TWO OF CORONA
AND COMB PRODUCT OF GRAPHS

Name : Reni Umilasari
NRP : 1213201011
Supervisor : Dr. Darmaji, S.Si., M.T.

ABSTRACT

Dominating setS in graphG = (V, E) is a subset of (G) such that every vertex
of G which is not element of is connected and has distance oné&tdvlinimum
cardinality among dominating set in a gralis called dominating number of graph
G and denoted by(G). While dominating set of distance two which is denoted by
S,y is a subset of/(G) such that every vertex af which is not element of' is
connected and has maximum distance tw&$o Dominating number of distance
two of graphG ~2(G) is minimum cardinality of dominating set of distance two.
This research will be determined the dominating number of distance two of Path,
Cycle, and Star. Subsequently, the dominating number of distance one and two of
corona and comb product of the graphs will be determined. Futhermore, we will
determine the relation between dominating number of distance one and two of the
results which have been obtained.

Based on the observation, we can find the dominating number of distance two
of PathP,,, Cycle(C,,, and StaiS,,. Dominating number of distance one of corona
product graphs can be determined for any two graphs> H,,. Then, the distance
two can be determined on Path and Cycle which are operated by any gFaphs,

G, andC,, ® H,,. The dominating number of distance one and two of comb product

of graphs also can be determined foy> P, P,,»>C,,, P,,>S,,, C,,>P,,, C,>C,, dan

C, > S,,. Dominating number of distance one and distance two for any graphs do
not have general relation. These are caused by several factors such as distance for
every vertex, determine the dominating set vertex elements, degree of every vertex,
diameter, and etc.

Keywords: comb product, corona product, cycle, dominating number, dominating
set, path, star
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Matematika merupakan salah satu ilmu yang banyak memberikan alternatif
dalam menyelesaikan masalah di segala bidang. Salah satu cabang ilmu ma-
tematika yang dapat menyelesaikan suatu masalah adalah teori graf. Secara
matematis, graf didefinisikan sebagai pasangan himpuha®’) yang ditulis
dengan notasiy = (V, F') denganV adalah himpunan tidak kosong yang disebut
simpul (vertey, sedangkar adalah himpunan boleh kosong yang menghubungkan
sepasang simpul dan disebut sisdgg. Untuk selanjutnya, kita dapat menulis
suatu graf dengan notasi tanpa menyebutkan himpunan simpul dan sisinya.

Salah satu topik yang menjadi kajian dalam teori graf adalah himpunan
dominasi dan bilangan dominasi. Menurut Haynes (1996), himpunan dominasi
(S) pada grafGG adalah subset daVi (G)) sedemikian setiap simpd yang bukan
elemensS terhubung dan berjarak satu terhadsp Kardinalitas minimum di
antara himpunan dominasi pada g€aflisebut bilangan dominasi dari gréfdan
dinotasikany(G). Oleh karena itu, bilangan dominasi sangat erat kaitannya dengan
himpunan dominasi.

Sejarah dominasidpminating pada graf dimulai pada awal tahun 1850
sejak pemain catur Eropa berantusias untuk menyelesaikan madalaiméating
queens Dalam masalah ini, dominasi digunakan untuk menentukan banyaknya
gueensedemikian setiagiueenbisa mendominasi atau menyerang setiap posisi
dengan sekali perpindahan pada papan catur ulkuxah Dalam teori grafqueens
direpresentasikan sebagai simpul dan jalur perpindahan antar kotak pada papan
catur dianggap sebagai sisi.

Dominasi secara matematis dikenalkan pada awal tahun 1960. Sejak saat
itu baik himpunan dominasi maupun bilangan dominasi telah banyak digunakan
dalam berbagai aplikasi, antara lain menentukan banyaknya penempatan kamera
pengawas dalam sudut-sudut lorong pada suatu bangunan dan penentuan lokasi
serta banyaknya pos-pos polisi lalu lintas pada sudut-sudut kota agar setiap jalan
dapat dipantau dengan baik.



Contoh aplikasi lainnya dari bilangan dominasi adalah untuk emterkan
banyaknya mobil pemadam kebakaran yang dibutuhkan dalam suatu lingkungan
perumahan untuk menangani jika terjadi kebakaran. Gambar 1.1 merupakan denah
suatu perumahan di Surabaya serta representasinya dalam graf dengan ketentuan
persimpangan jalan dianggap sebagai simpul dan jalan dianggap sebagai sisi
pada graf. Pada gambar tersebut terd@@apersimpangan serta2 ruas jalan.

Mobil pemadam kebakaran akan ditempatkan pada persimpangan jalan dengan
ketentuan setiap mobil diwajibkan untuk mengamankan maksimal satu blok-blok
terdekat. Sehingga untuk mengetahui optimasi penempatan pemadam kebakaran
serta banyaknya mobil pemadam kebakaran yang dibutuhkan dapat ditentukan
dengan mencari bilangan dominasi pada graf tersebut.

Graf hasil representasi denah perumahan tersebut merupakan grafPGrd (

P) seperti pada Gambar 1.1(b). Menurut Snyder (2011), bilangan dominasi dari
graf Grid G(4 x n) = n untukn > 4, sehinggay(4 x 8) = 8. Dengan kata

lain, mobil pemadam kebakaran yang harus disiapkan sebanlga&h. Simpul-
simpul berwarna putih merepresentasikan penempatan mobil pemadam kebakaran.
Akan tetapi, jika banyaknya mobil pemadam kebakaran yang dimiliki jumlahnya
terbatas, maka penempatannya harus diubah. Misalkan satu mobil digunakan untuk
mengamankan maksimal dua blok terdekat. Sehingga dalam lingkungan perumahan
tersebut hanya dibutuhkammobil pemadam kebakaran untuk mengamankan semua
blok yang ada seperti yang ditunjukkan pada Gambar 1.2.

N

(@) (b)

Gambar 1.1: (a) Denah Perumahan (b) Representasi Himpunan Bsmlarak
Satu
(Sumber Gambar 1.1(a): http://www.google.co.id/maps/place/Rayan+Regency)

Operasi antara dua graf merupakan salah satu cara untuk memperoleh bentuk
graf-graf baru. Terdapat berbagai jenis operasi dalam graf, misalnya ojoénasi

2
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Gambar 1.2: Himpunan Dominasi Jarak Dua

(+), gabungany), kartesian k), korona (»), dan operasitomb(>). Sebagai contoh,

graf Grid merupakan graf hasil operasi kartesian dua graf Lintasan. Contoh lain
yaitu graf KaterpilarF;, , yang merupakan graf hasil operasmbdari lintasanp,
dengan lintasa.

Penelitian tentang bilangan dominasi telah banyak dilakukan antara lain oleh
Snyder (2011) yang berjudut*Dominating sets for families of graphsDalam
tulisan tersebut ditentukan bilangan dominasi pada graf Grid Witk n), G(3 x
n) dan G(4 x n) dengan menentukan bilangansedemikiany(G) = (|G|
untuk0 < ¢ < 1. Klavzar (1997) dalam penelitianny®ominating Cartesian
Product of Cycles’menunjukkan bilangan dominasi dari operasi kartesian graf-graf
Lingkaran, sertdTotal Domination Number of Grid Graph'bleh Gravier (2002)
yang mengembangkan konsgpminatingpada graf dengan menentukan bilangan
dominasi total pada graf Grid.

Salah satu topik mengenai bilangan dominasi suatu graf yang belum diteliti
adalah jika antara simpul yang merupakan elemen himpunan dominasi dengan
simpul lainnya memiliki jarak kurang dan atau sama dengan dua. Sehingga
dalam penelitian ini akan ditentukan bilangan dominasi jarak (@uadari graf-
graf sederhana yaitu graf Lintasan, Lingkaran dan Bintang serta graf hasil operasi
korona darcombdari kombinasi dua graf diantara ketiga graf tersebut. Selain itu,
bilangan dominasi jarak satu dari graf hasil operasi korona dan operatyang
belum pernah ditemukan juga akan diteliti. Kemudian dicari relasi antara bilangan
dominasi jarak satu dan jarak dua dari hasil yang diperoleh. Himpunan dominasi
jarak dua yang dinotasikan dengés yaitu subset dari’(G) sedemikian simpul
G yang bukan elemen; memiliki jarak maksimaPb terhadap simpul-simpul di
S,. Bilangan dominasi jarak dug merupakan kardinalitas minimum di antara

3



himpunan dominasi jarak dua.

1.2 PRerumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan sebelumnya, masalah yang
dibahas dalam penelitian ini adalah sebagai berikut.

1. Berapakah bilangan dominasi jarak dua pada graf Lintasan, Lingkaran, dan
Bintang.

2. Berapakah bilangan dominasi jarak satu pada graf hasil operasi korona dan
combdari kombinasi dua graf, yaitu graf Lintasan, Lingkaran, dan Bintang.

3. Berapakah bilangan dominasi jarak dua pada graf hasil operasi korona dan
combdari kombinasi dua graf, yaitu graf Lintasan, Lingkaran, dan Bintang.

4. Bagaimana relasi antara bilangan dominasi jarak satu dan bilangan dominasi
jarak dua pada graf hasil operasi korona damhb

1.3 Batasan Masalah
Untuk menjaga fokus pembahasan pada penelitian, masalah dalam penelitan ini
dibatasi pada:

1. graf terhubung sederhana,
2. bilangan dominasi jarak satu dan dua,

3. graf yang menjadi objek penelitian adalah Lintasan, Lingkaran, dan Bintang
serta graf hasil operasi korona dan opecasnbdari kombinasi dua graf di
antara ketiga graf tersebut,

4. kombinasi dua graf yang diteliti baik untuk operasi korona maugmmb
antara lain graf Lintasan dengan Lintasan, Lintasan dengan Lingkaran,
Lintasan dengan Bintang, Lingkaran dengan Lingkaran, Lingkaran dengan
Lintasan, serta Lingkaran dengan Bintang.

1.4 Tujuan Penelitian
Tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut.

1. Mengetahui bilangan dominasi jarak dua pada graf Lintasan, Lingkaran, dan
Bintang.



2. Mengetahui bilangan dominasi jarak satu pada graf hasil sigezeona dan
combdari kombinasi dua graf, yaitu graf Lintasan, Lingkaran, dan Bintang.

3. Mengetahui bilangan dominasi jarak dua pada graf hasil operasi korona dan
combdari kombinasi dua graf, yaitu graf Lintasan, Lingkaran, dan Bintang.

4. Mengidentifikasi relasi antara bilangan dominasi jarak dua dan bilangan
dominasi jarak satu pada graf hasil operasi koronactamb

1.5 Manfaat Penelitian
Manfaat yang diharapkan dari hasil penelitian ini antara lain:

1. menambah pengetahuan dalam bidang teori graf,

2. memberikan kontribusi terhadap berkembangnya pengetahuan baru dalam
bidang teori graf, khususnya dalam ruang lingkup bilangan dominasi pada

graf, dan

3. memberikan motivasi kepada pembaca untuk melakukan penelitian tentang
bilangan dominasi jarak dua pada graf-graf yang lain atau dengan pengem-

bangan konsep.



BAB Il
KAJI AN PUSTAKA DAN DASAR TEORI

2.1 Terminologi Dasar Graf
Graf didefinisikan sebagai pasangan himpuridhFE) yang ditulis dengan
notasiG = (V,FE) denganV adalah himpunan tidak kosong yang disebut
simpul (vertey, sedangka® adalah himpunan boleh kosong yang menghubungkan
sepasang simpul dan disebut sisi (8dg8impul pada graf dapat dilabeli dengan
huruf, angka, atau dengan menggunakan huruf dan angka. Misatkeam adalah
simpul-simpul pada suatu graf, maka sisi yang menghubungkan simgah v
dinyatakan dengan pasangan«) atau dilambangkan dengan Banyak simpul
pada grafy disebutbrderdari G dinotasikanG|, sedangkan banyak sisi diseBie
dari G dinotasikan| G ||. Graf yang ordernya berhingga disebut graf berhingga.
Simpul v dikatakan bertetanggaudjacent) dengan simpub jika terdapat
sebuah siseé diantarau danwv yaitu e = uwv, atau dapat dinyatakan bahwa sisi
menempel {ncident) dengan kedua simpul danv. Derajat flegre¢ pada setiap
simpul didefinisikan sebagai banyaknya sisi yang menempel pada simpul tersebut.
Jika setiap simpul pada gr&f mempunyai derajat sama dengamaka grafG
disebut graf regulen, jika tidak maka graf tersebut dikatakan non reguler. Simpul
v pada suatu graf; yang memiliki deraja disebutisolated vertex sedangkan
sebuah simpul yang hanya mempunyai derajat satu disebut daun, simpul ujung atau
pendant Pada Gambar 2.1 ditunjukkan contoh graf deng&solated vertexserta
graf regulerd.

(a) ' (b)
Gambar 2.1: (a) Graf dengdhlsolated Vertex(b) Graf Regulerd

Beberapa sisi berbeda pada suatu graf yang menghubungkan pasangan simpul
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yang sama maka graf tersebut dikatakan memiliki sisi ganddiiple edg@. Sisi
yang menghubungkan simpul yang sama disébop. Sebuah graf yang tidak
mengandung sisi ganda diop disebut sebagai graf sederhasemple graph.

(a) (b)
Gambar 2.2: (a) Graf deng&wop, (b) Graf dengad Pendantdan Sisi Ganda

Matriks ketetanggaarafljacency matrixdari sebuah graf; dengan himpunan
simpulV(G) = {vy, v, ...,v,} merupakan matriks berordox n, yaitu A,,., =
[a;;], dengan:

{ 1, jika vv; € E(G)

Q;; —
! 0, yang lain

U1 V2
001 10]]
00 011
A=]10001
Vs \/ Vs 11000
101100

V4

Gambar 2.3: Graf dengan Matriks Ketetanggaanya

Dua luah graf yang sama tetapi secara geometri berbeda disebut graf yang
saling isomorfis Isomorphic Graph Graf G; dan G, dikatakan isomorfis jika
terdapat pemetaan satu-safu: V(G;) — V(Gy) yang menyajikan semua
sifat ketetanggaan, yaitfi(u) dan f(v) padaG, bertetangga jika dan hanya jika
u dan v bertetangga padé&,. Selain itu, untuk menjamin bahwa kedua graf
dikatakan isomorfis dapat dilihat dari matriks ketetanggaan kedua graf tersebut. Jika
sama maka kedua graf tersebut dikatakan isomorfis seperti yang ditunjukkan pada
Gambar 2.4. Grafs; danG, adalah dua graf yang isomorfis, sedangkan gfaf
tidak isomorfis.



Ui U2 U1 U3 w1 w2
’ : " N N
Uyq Ve V4 ws

Us

Wyq
Gy Gsy G

Gambar 2.4: Isomorfisma dalam Graf

Misakan G graf dengan himpunan simpulG)) dan himpunan sisi(G). Jalan
vg — v; pada grafG adalah sebuah barisan berhinggace;, vy, ez, v9, ..., e,
bergantian simpul dan sisi pada graf sedemikiane; = wv,_jv; untuk setiap
i, 1 < ¢ < [. Jalan yang demikian juga dinotasikan dengamn; ...v;.
Lintasan path) adalah jalan yang setiap simpulnya berbeda. Pada Gambar 2.5
vsUgU1V2UgU; Merupakan sebuah jalan dengan panjangang bukan lintasan,
sedangkam;vgvivov; merupakan sebuah lintasan dengan panjang

Jarakd(u, v) dari simpulu ke simpulv adalah panjang lintasan terpendek dari
simpul v ke simpulv. Eksentrisitascc(v) pada sebuah simpul dalam graf G
adalah jarak terjauh dari simpulke setiap simpul dz. Jari-jari (radiug yang
dinotasikanrad(G) dari graf G adalah eksentrisitas minimum di antara simpul-
simpul di G. Simpul v disebut simpul pusat jikacc(v) = r(G), sedangkan
diameter dari graty adalah jarak terpanjang di antara sebarang dua simpul pada
G dan dinotasikarliam(G) = max{d(v;u;)|v;,u; € V(G)}. Misalkan grafH
pada Gambar 2.%5(v,, vs) = 2, ecc(vy) = 2, r(H) = 2 dandiam(H) = 2.

Us Ve

i

U8 v7

H
Gambar 2.5: Graf dengd®adius2 dan Diameter 2



2.2 Jenis - jenis Graf

Grafgraf sederhana yang tergolongll known graphyang digunakan dalam
penelitian ini meliputi graf Lintasan, graf Lingkaran, dan graf Bintang. Berikut
definisi dari masing-masing graf tersebut.

2.2.1 Graf Lintasan

Graf Lintasan yang dinotasikan dengg@nmerupakan graf terhubung sederhana
yang membentuk lintasan yang terdiri darsimpul dann — 1 sisi dengam > 2.
Kedua simpul ujung pada graf ini merupakaendant yaitu simpul dengan derajat
sama dengan satu, sedangkan simpul yang lain berderajat dua.

Gambar 2.6: Graf LintasaR;

2.2.2 Graf Lingkaran

Graf Lingkaran adalah graf terhubung sederhana yang memikkmpul dan
n sisi dengan setiap simpulnya berderajat dua. Graf Lingkaran dinotasikan dengan
C, dengam > 3. Gambar 2.7 merupakan contoh graf Lingkaran deriggimpul.

£

Gambar 2.7: Graf Lingkarafi,

2.2.3 Graf Bintang

Graf BintangS,, dengam > 1 adalah graf terhubung sederhana yang memiliki
n + 1 simpul dann sisi. Satu simpul pada graf Bintang biasa disebut simpul pusat
yaitu simpul yang berderajat sedangkan simpul yang lain berderajat satu.

Gambar 2.8: Graf Bintan§;
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2.3 Operasi Graf

2.3.1 Operasi Korona

Operasi korona dari grdf dan grafH didefinisikan sebagai graf yang diperoleh
dengan mengambil sebuah duplikat dari gkaflan |G| duplikat dari grafd yaitu
H;dengan = 1,2,3, ..., |G| kemudian menghubungkan setiap simpul kiari G

o999
Bk

(©)

Gambar 2.9: (a) Graf Lintasah, (b) Graf LingkaranCs, (c) Graf Hasil Operasi
KoronaP;s ® Cg

ke setiap simpul di7; (Harary, Frucht, 1970).

@ (b) (€)

Gambar 2.10: (a) Graf Lingkaratg, (b) Graf LintasanPs, (c) Graf Hasil Operasi
KoronaCs ® Ps
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2.3.2 Operasi Comb

MisalkanG dan H adalah graf terhubung danadalah simpul dif. Operasi
combdari grafG dan grafH dinotasikan denga@' > H adalah graf yang diperoleh
dengan mengambil satu kopighdan|G| kopian dariH dan melekatkan simpul
dari masingmasing grafl kopian ke¢ pada simpul ke-dari graf G.(Saputro, S.,
dkk, 2013)

(@) (b)

Gambar 2.11: (a) Graf Lingkarat,, (b) Graf BintangS,, (c) Graf Hasil Operasi
Comb04 > Sy

(d,w) (d,v) (e2) (e, w)

(@) (b) (€)

Gambar 2.12: (a) Graf Bintang,, (b) Graf LingkaranC, (c) Graf Hasil Operasi
CombS4 > Cy

Gambar 2.9 sampai Gambar 2.12 menunjukkan bahwa graf-graf hasil operasi
korona dan operastomb bukan graf yang isomorfis, sehingga kedua operasi
tersebut tidak bersifat komutatif.

2.4 Himpunan Dominasi dan Bilangan Dominasi

2.4.1 Definisi Himpunan Dominasi dan Bilangan Dominasi
Himpunan dominasidominating sét.S pada grafG adalah subset dali (G)
sedemikian setiap simpuF yang bukan eleme terhubung dan berjarak satu
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terhadapS (Haynes, 1996). Kardinalitas minimum di antara himpunan dominasi
pada grafG disebut bilangan dominasd@minating numberdari graf G dan
dinotasikany(G). S, = {v1,v4, v7} dans, = {ws, w5}, yaitu simpul-simpul yang
berwarna putih pada Gambar 2.13 menunjukkan contoh himpunan dominasi jarak
satu pada suatu graf.

Akan tetapiS, merupakan himpunan dominasi dengan kardinalitas minimum,
sehingga bilangan dominasi jarak safiz) = 2. Sedangkan himpunan dominasi
jarak dua yang dinotasikan dengés yaitu subset dari’(G) sedemikian simpul
G yang bukan elemes; terhubung dan memiliki jarak maksimalterhadapS,.
Bilangan dominasi jarak dua dari gré&f~(G) adalah kardinalitas minimum dari
himpunan dominasi jarak dua. Gambar 2.14 (a) bukan himpunan dominasi jarak
dua yang minimum, sedangkan pada Gambar 2.14 (b) terlihat hanya terdapat satu
simpul pada graf tersebut yang memiliki jarak maksith&trhadap setiap simpul
yang lain, sehingga;(G) = 1. Dengan demikian, berdasarkan ilustrasi contoh di
atas dapat disimpulkan bahwa bilangan dominasi jarak dua dari suati¥ ¢ghih
kecil atau sama dengan bilangan dominasi jarak sat«(y).

Ve We
U1 w1
Uk Ws
U2 w2
V4 U3 Wy w3
(a) (b)

Gambar 2.13: (a) Himpunan Dominasi Jarak Satu, (b) Himpunan DasniJarak
Satu Minimum

Ve We
V1 w1
Us Ws
V2 w2
V4 V3 W4y w3
(@) (b)

Gambar 2.14: (a) Himpunan Dominasi Jarak Dua, (b) Himpunan Dasiidarak
Dua Minimum
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2.4.2 Hasil-hasil Penelitian Bilangan Dominasi Jarak Satu

Pada Tabel 2.1 dan Tabel 2.2 disajikan beberapa hasil penelitian mengenai
bilangan dominasi jarak satu pada graf Lintasan, graf Lingkaran, dan graf Bintang
serta beberapa graf hasil operasi korona diantara graf-graf tersebut yang akan
dibandingkan dengan bilangan dominasi jarak dua untuk menentukan relasinya.

Tabel 2.1: Hasil-Hasil Penelitian Bilangan Dominasi Jarak Satu pada Graf
Sederhana

Graf Bilangan Dominasi
Graf Lintasan £,,) | v(Pn) = [ 5]
Graf Lingkaran () | v(Crn) = [5]
Graf Bintang §,,) v(Sp) =1

Sumber: Goddard, Henning, 2006

Tabd 2.2: Hasil-Hasil Penelitian Bilangan Dominasi Jarak Satu pada Graf Hasil
Operasi

Graf Bilangan Dominasi

Graf Korona Lintasan dan Lingkarany(P,, ® C,,) = m
(P ©Cy)
Graf Korona Lingkaran dan Lintasany(C,, ® P,,) = n
(Cn © Pp)

Sumber: Mursyidah, Rahmawati, 2014

PadaTabel 2.1 simbol/a]| (dibacaceil dari a)didefinisikan sebagai bilangan
bulat terkecil yang lebih besar sama dengamtuk « bilangan real yaitu apabila
a = k+ rdengank € Z dan0 < r < 1 makafa] = k + 1. Sehingga pada
penjelasan selanjutnya akan ditunjukkan analisis nilai bilangan dominasi serta sifat
pembagian pada bilangan bulat dan bilangan modulo.

2.5 Sifat Pembagian pada Bilangan Bulat dan Bilangan Modulo

Misalkana danb adalah dua buah bilangan bulat dengan syarat0, a habis
membagib (a dividesb) atau biasanya ditulig|b jika terdapat bilangan bulat
sedemikian sedemikian hingga= ac.

Teorema 2.1 (Algoritma Pembagian) Misalkan m dan n adalah dua buah
bilangan bulat dengan syarat> 0. Jikam dibagi dengam maka terdapat dua
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buah bilangan bulat unil (quotient) dan r (remaindej, sedemikian sehingga
m = nqg + r dengan) < r < n. Untuk selanjutnya secara berturut-tuguadanr
disebut sebagai hasil dan sisa pembagian. (Subiono, 2015).

Selanjutnya didefinisikan kongrungen modulo dari suatu bilangan. Secara
sederhana dikatakan= b (modn) jika dan hanya jikaz danb memiliki sisa yang
sama apabila dibagi dengam. Untuk lebih jelasnya dapat dilihat pada definisi
berikut ini.

Denisi 2.1 Misalkann > 0 adalah sebarang bilangan bulat tetapi tetap. Untuk
sebarang dua bilangan butatlanb adalahkongruen mod» ditulis e = b (modn)
jika n|(a — b)(Subiono, 2015).

Berikut ini ditunjukkan analisis mengenaieil dari suatu bilangan yang
kaitannya dengan bilangan modulo. Misaln € Z* dans € {0,1,2,...,m},
didapatkan beberapa hasil berikut ini.

1. n =0 (modm)
n = 0 (modm) artinyam|n, sehingga terdapdt € Z+ sedemikian hingga
n =m -k atauk = -. Dergan demikian didapatkan

R

m
fm(k —1 —
_ m( )+m s-‘
m m
= k—1+m_‘ﬂ.
m

Karenas € {0,1,2,...,m} maka™—* = 0 untuk s = m dan0 < == <1
untlkk 0 < s < m — 1 sehingga didapatkan

[n—s-‘_ k jika0<s<m-—1
m k—1 jikas=m

2. n=p(modm)dengan. <p <m
n = p (modm) artinyam|n — p, sehingga terdapattak negatif sedemikian
n —p = m - k yang mengakibatkan = m - k + p dank = 2. Dengan
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demikian didapatkan

[n—s—‘_[m-kjtp—ﬂ_[m_k%_p—ﬂ_ E+1 jkal<p—s<m
m m m m k jka—m<p—s5<0

atau

[n—s-‘_{k:—l—l jkas+1<p<s+m {k+1 jkap—m<s<p-—1

m k jlkas—m<p<s k jkap<s<m+p

Karenal < p < mdans € {0,1,...,m} maka

m |\ k jikal<p<s

[n—s-‘ E+1 Jjkas+1<p<m-—1 kE+1 jkao<s<p-1
k jkap<s<m+1
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BAB Il
METODA PENELITIAN

Pada bagian ini diuraikan beberapa metode penelitian yang akan digunakan atau
dikerjakan untuk mencapai tujuan penelitian.

1. Pemahaman konsep dan studi literatur
Pada tahap ini dilakukan pemahaman konsep dan studi literatur dari berbagai
sumber mengenai himpunan dominasi dan bilangan dominasi pada graf-graf
sederhana serta graf-graf hasil operasi, khususnya operasi korona dan operasi
comb

2. Observasi
e Mengkonstruksi graf hasil operasi korona dan operasibantara graf

Lintasan, Lingkaran, dan Bintang.

e Menentukan himpunan dominasi jarak satu dari graf hasil operasi
korona dan operasombantara graf Lintasan, Lingkaran, dan Bintang.

e Menentukan himpunan dominasi jarak dua minimum dari graf Lintasan,
Lingkaran, dan Bintang serta graf hasil operasi korona dan omenai
dari kombinasi ketiga graf tersebut.

e Menentukan hipotesis bilangan dominasi berdasarkan penentuan
himpunan dominasi.

¢ Membuktikan hipotesis bilangan dominasi dari masing-masing graf.
e Menentukan relasi antara bilangan dominasi jarak satu dan dua dari

masing-masing graf.

3. Evaluasi
Pada tahap ini dilakukan evaluasi terhadap analisa yang telah dikerjakan pada
tahap observasi, sehingga dapat diperoleh suatu simpulan.

4. Diseminasi hasil penelitian
Tahap diseminasi hasil penelitian meliputi presentasi pada seminar dan
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publikasipaper dalam prosiding atau jurnal baik nasional maupun interna-
sional.

. Penyusunan laporan

Laporan penelitian ditulis dalam sebuah tesis dengan sistematika penulisan
yang telah ditentukan, yang meliputi: bab 1. pendahuluan, bab 2. kajian
pustaka dan dasar teori, bab 3. metoda penelitian, bab 4. hasil dan pemba-
hasan, serta bab 5. simpulan dan saran.
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BAB IV
HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini dibahas bilangan dominasi jarak dua pada graf Linfasajraf
LingkaranC,,, dan graf BintangS,,. Bilangan dominasi jarak satu pada graf hasil
operasi korona dapat ditentukan untuk sebarang dua(grap H,. Sedangkan
untuk yang jarak dua dapat ditentukan pada graf Lintasan dan graf Lingkaran yang
dioperasikan dengan sebarang graf, ydfu® G, sertaC,, ® H,,. Sedangkan,
bilangan dominasi jarak satu dan jarak dua pada graf hasil operasjuga dapat
ditentukan antara lain meliputi gr&,, > P,, P, > C,,, P,,> S,,C, > P,,,C,, > C,,
danC, > S,,. Selanjutnya, relasi atau perbandingan antara bilangan dominasi jarak
satu dan jarak dua pada suatu graf juga akan dibahas.

4.1 Bilangan Dominasi Jarak Satu dari Graf Hasil Operasi Korona

Seperti pada Tabel 2.2, Mursyidah dan Rahmawati (2014) menunjukkan bahwa
bilangan dominasi jarak satu dari graf hasil operasi korona antara Lintasan dan
Lingkaran adalah(P,, ® C,) = m, sedangkan bilangan dominasi jarak satu dari
graf hasil operasi korona antara Lingkaran dan Lintasan ydity, © P,,) = n
dengam merupakan order dari graf Lingkaran. Go dan Canoy (2011) telah menun-
jukkan bilangan dominasi pada graf hasil operasi korona. Berikut ini akan ditun-
jukkan bukti yang berbeda untuk bilangan dominasi jarak satu padégraf H,,
dengan,, dan H,, merupakan sebarang graf terhubung.

Teorema 4.1.Diberikan dua graf terhubung-,, dan H,, dengan masing-masing
ordernyam dann denganm,n > 1, maka bilangan dominasi jarak satu dari graf
hasil operasi korond-,, ©® H, adalahv(G,, ® H,) = m.

Bukti: Misalkanv; adalah simpul-simpul pada graf,, danw, ; adalah simpul-
simpul pada graft,, yang terhubung dengan simpyldenganl < i < m dan
1 <j <n,makaV(G,, ® H,) = {v1,vs,...,v,} U{u;;}. Berdasarkan definisi
dari operasi koron&fv;, u; ; € V(G,, © H,),d(v;,u; ;) = 1. KarenaG,, danH,,
adalah graf terhubung maka batas minimal dan maksimal dari derajat sinoau
u; ; dapat dinyatakan sebagai berikut:
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2 <deg(v;) <n+m—1ldanl < deg(u;;) < n.

Dengan demikian, simpul; memiliki derajat yang lebih besar dari simpul,.
Sehingga simpul; akan menjangkau lebih banyak simpul dari pada simpul
Oleh karena ituS akan minimal jika diambil dari simpul-simpi (G). Misalkan

S = {v,v,...,v,}, makav; untuki = 1,2,...,m dapat mendominasi semua
simpul H;. Dengan demikian, terdapat sedikitnyasimpul pada grat~,, ©® H,
yang merupakan elemen himpunan dominasi jarak satu. Sehingga dapat dituliskan
|S| < m. Selanjutnya, akan ditunjukkan bahws > m. Tanpa mengurangi
perumuman, misalkafb| < m — 1 danv,, ¢ S denganS = {vy,ve,...,Vpm_1}.
MakaVu,,; € H, denganj = 1,2,...,n d(vm, un, ;) = 1 dand(S,v,) > 1
mengakibatkad (S, u,, ;) > 2, sehingga dapat dikatakan bahwa,, ; € H,,, uy, ;
tidak dapat didominasi olefi. Oleh karena ityS| « m — 1, sehinggdS| > m.
KarenaS| < m dan|S| > m, terbukti bahwas| = v(G,, ©® H,) = m. O

Dari Teorema 4.1 dapat ditentukan bilangan dominasi jarak sala graf-graf
khusus seperti berikut ini.

Akibat 4.1. Bilangan dominasi jarak satu pada graf lintasan yang dikoronakan
dengan graf lintasan, lingkaran, dan graf bintang adalah order dari graf lintasan,
yaituvy(P,, ® P,) = v(P,, ® Cy,) = (P, ® S,) = m.

Akibat 4.2. Bilangan dominasi jarak satu pada graf lingkaran yang dikoronakan
dengan graf lintasan, lingkaran, dan graf bintang adalah order dari graf lingkaran,
yaltU’}/(Cn ©O) Pm) = ’Y(Cn ®© Cm) = ’Y(Cn O] Sm) = n.

4.2 Bilangan Dominasi Jarak Satu dari Graf Hasil OperasiComb

Dalam subbab ini dijelaskan bilangan dominasi jarak satu pada graf hasil
operasicomb Berbeda dengan bilangan dominasi graf hasil operasi korona,
bilangan dominasi jarak satu graf hasil operesmbtidak dapat digeneralisasi
untuk sebarang dua graf. Hal ini dikarenakan nilai bilangan dominasi pada masing-
masing graf hasil operasiomb pasti berbeda, yaitu tergantung pada graf yang
dioperasikan dan simpul yang dilekatkan.

Dalam Teorema 4.2 berikut ini ditunjukkan bilangan dominasi jarak satu pada
operasicombdua graf LintasarP,, dan P, dengan melekatkan salah satu simpul
ujung P, pada masing-masing simp#g},. Graf P,, > P, dapat dilihat pada Gambar
4.1. Simpul-simpul yang berwarna putih merupakan simpul elemen himpunan
dominasi.
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Teorema 4.2.Diberikan dua buah graf lintasa#,, dan P, dengan masing-masing
ordernyam dann untukm,n > 2. Maka bilangan dominasi jarak satu pada graf

hasil operasi comt¥,, > P, adalah

(P P,) = m[%] jikan = 0 (mod 3) dann = 2 (mod 3)
m n) — ..
m|z |+ [%] jikan =1 (mod 3)
Vl,n V2,n U3,n Um—1,n Um,n
V1,n—1 V2,n—1 U3,n—1 Um—1,n—1 Um,n—1
Vi,n—2 V2,n—2 ‘ U3,n—2 ‘ Um—1,n—2 ‘ Um,n—2
[ [
1,3 V2,3 V3,3 Um—1,3 Um,3
V1,2 V2,2 V3.2 Um—1,2 Um,2
V1,1 V2,1 V3,1 Um—1,1 Um,1

Gambar 4.1: Graf’,, > P, untikk n = 0 (mod 3) dengan Simpul-Simpul Warna
Putih Merupakan Simpul Elemen Himpunan Dominasi Jarak Satu

Bukti: MisalkanV (P, > P,) = {V; ;|1 <i <m,1 < j <n}dan|P,>P,| =

mn. Untuk menunjukkan banyak simpul minimal yang menjadi elemen himpunan
dominasi jarak satu pada gr&f, > P,, maka untuk masing-masing nilaiakan
dibagi menjadi dua kasus. Kasus pertama jika simpul-sirpuerupakan elemen
simpul P,,, danP,,, sedangkan kasus kedua jikdanya diambil dari simpul-simpul

P,.

1. n =0 (mod3)
Kasus 1:5 € V(P,,) UV (P,)
Ambil simpul-simpul P,, sebagai elemen himpunan dominasi jarak satu,
yaitu simpul-simpul dengan derajat sama dengadengan asumsi simpul
yang berderajat tinggi dapat mendominasi lebih banyak simpul. Sehingga
untuk setiap; ; dandeg(v;1) = 3, makaw; ; dapat menjangkau maksimal
simpul, diantaranya,; 1, v;_11, vi+1,1 danv; ,. Karenaw; ; denganl <i <m
merupakan Lintasan dengansimpul, sehingga sesuai Goddard dan Henning
(2006) maka bilangan dominasi jarak satu p&tjaadalahy(P,) = [%].
Simpu-simpul P, yang belum terdominasi merupakan simpul-simpul pada

[ %] kali graf LintasanP,_, danm — [%'] kali graf LintasanP,_,. Dengan

21



demikian dapat ditentukan bahwaP, ;) = [251] danvy(P,_,) = [%52].
Kareran € Z* dann = 0 (mod 3), maka dapat ditulis bahwa( P, ;) =
v(P.-2) = . Sehigga banyak himpunan dominasi jarak satu pagda P,
untuk kasus pertama adalah

ey < [5](5)+ (o [51) () [5] - 5 5]

Kasus2: S € V(P,)

Karena graf’,,> P, diperoleh dengan melekatkan salah satu simpul ufng
pada setiap simput,,, maka dapat dikatakan bahwa gfaf> P, merupakan
graf yang terdiri darin kali LintasanP,. Karenay(FP,) = [5] dann = 0
(mod 3), maka dapat ditulis bahwg P,,) = %, sehhgga

V(Pn>F,) < m(y(F,))

3

Dari kasus 1 dan 2 dapat dilihat bahwg < =* + [2], makabilangan
dominasi pad&’,, > P, lebih minimal jika dipilih simpul-simpul eleme§
padaV/(P,). Dengan demikian, diambil batas atas bilangan dominasi jarak

satu pada,, > P, yaituy(P,, > P,) < %3¢,

Selanutnya untuk menunjukkan apakatf* merugkan bilangan dominasi
yang minimum, dimisalkan(F,,> P,) < “2* — 1. Karena setiap simpul pada
S maksimal dapat mendominassimpul dann = 0 (mod3) , maka banyak
simpul maksimal yang dapat didominasi adalah

(?—1)3:mn—3<mn.
Karena banyak simpul yang dapat didominasi kurang dari banyak simpul
atau order pad&,, > P,, maka terdapat beberapa simpul yang tidak dapat
didominasi. Sebagai contoh perhatikan Gambar 4.1, tanpa mengurangi
perumuman jika; » bukan elemen daff maka simpub; s, v; o, danv; ; tidak

dapat didominasi oleh simpul manapun yang menjadi eleshétal tersebut
menunjukkan bahwg(P,, > P,) £ % — 1 dan ™" merumkan bilangan
dominasi minimum pad&,,> P,,. Sehingga terbukti bahwg P,,,>P,,) = .

22



2. n=1(mod3)
Kasws 1: S € V(P,,) UV (P,)
Sama seperti pembuktian sebelumnya, jika simpul-simByl diambil
sebagai simpul eleme#), yaitu simpul-simpul dengan derajat sama derjan
makay(F,,) = [% | dan bayak simpul maksimal yang dapat didominasi oleh
[% ] simpd adalah4[% | simpd. Simpul-simpulP, yang belum terdominasi
merupakan simpul-simpul padg: | kali graf LintasanP, _, danm—[ %] kali
graf LintasanP, ;. Sehingga, dapat ditentukan bahw@, ) = (”T‘W dan
Y(Pa—2) = [*52%]. Karenan € Z* dann = 1 (mod3), maka dapat ditulis

1

bahwavy(F,-1) = v(P,—2) = "3=. Sehngga banyak himpunan dominasi

jarak satu pad®,, > P, jika S € V(P,,) UV(P,) adalah

V(P P) < W(n_ ) (”51)4?1

@
3

Kasus2: S € V(P,)
Karenan = 1 (mod3) dany(FP,) = [5| maka dpat ditulis bahwa/(P,) =
n+2 Sehhgga,

V(Pn>F,) < m(y(F,))

Dari kasus 1 dan 2 dapat dilihat bah\ﬁér;_—l) +[5] < @ Dengan
demikian, batas atas minimal bilangan dominasi jarak satu Bada’, yang

diambil adalahy(P,, > P,) < ™21 4 [m],

Untuk menunjukkan batas bawabh, terlebih dahulu akan dijelaskan banyaknya
simpul maksimal yang dapat didominasi oleh masing-masing simpul seperti
berikut ini.

(i.) Untuk S € P,
Karena satu simpul padap,, maksimal dapat mendominassimpul,
maka banyak simpul yang dapat didominasi addld].

(@ii.) UntukS € P,_;
Karena satu simpul padaP,,_; maksimal dapat mendominassimpul
dann = 1 (mod3), maka banyak simpul yang dapat didominasi adalah
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3(m = [2) (51).
(iii.) UntukS € P, o
Karena satu simpul maksimal dapat mendominassimpul dan
|P,—2| = n — 2 mengakibatkam = 2 (mod 3), maka untuk setiap
P, _» terdapat, — 4 simpul yang masing-masing mendominasimpul
dan satu simpul mendominassimpul. Sehingga banyak simpul yang
dapat didominasi adalah([2] (252)) +2 ([2] - 1).
Berikutnya untuk menunjukkaﬁ(’"‘—l + [%| adaldn bilangan dominasi yang
paling minimum dimisalkan (P,,>P,) < % +[%]—1dan dasumsikan
simpul yang berkurang merupakan simpul anggot&,,). Sehingga dari (i.)

sampai (iii.) banyak simpul maksimal yang dapat didominasi yaitu

(511wt [5D) (57 (151 (7)) 2 (1510)

+2{m
=mn—m —
3

Jadi, jika diambil sebarang simpul ; padaF,, maka kemungkinan simpul
yang tidak dapat didominasi oleh simpul manapun eleseadalah simpul

-‘—4<mn.

v;1 dan simpul-simpul yang berjarak satu dayi yaitu v;_1 1, v; 2, Viy11.
Karena banyaknya simpul yang terdominasi lebih kecil dari banyaknya
simpul pada?,, > P,, makay(P,, > P,) £ m(” D [%] — 1. Sehingga

terbukti bahway (P, > P,) = ™) 4 [m],

. n=2(mod3)

Kasus 1.5 € V(P,,) UV (P,)

Untukn = 2 (mod 3) pada kasus pertama juga diambil simpul-simpyl
yang berderajaB sebagai elemen himpunan dominasi jarak satu. Karena
v(Pn) = [%] dan smpul-simpul P, yang belum terdominasi merupakan
simpul-simpul padg 3| kali graf LintasanP, _, danm — [%] kali graf
LintasanP,_, dengany(P,_,) = [*] dany(P,—2) = [25?]. Karena

n € Z* dann = 2 (mod3), maka dapat ditulis bahwa(P,_,) = ™ dan
v(P,—2) = “52. Olehkarena itu, banyak simp padaF,, > P, adalah

e = [5](557) (o= (5D (457 + 5]

m(n+1)
—5
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Kasus 2:5 € V(P,)

Sama eperti kasus 2 pada= 0 (mod3) dann = 1 (mod3), makay(P,) =
[4] dan dgat dituliskany(P,) = %, Sehngga bilangan dominasi jarak
satu pad&’,, > P, adalah

V(Pn>F,) < m(y(F,))

Baik kasus 1 maupun kasus 2 menunjukkan nilai batas atas minimal yang
sama, yaituy(P,, > P,) < w den@n S dapat diambil dari simpul-
simpul elemerP,. Hal ini mengakibatkan pada seti&p terdapa%2 simpu

yang masing-masing dapat medomirasimpul dan satu buah simpul yang
mendominas® simpul, karena. = 2 (mod 3). Sehingga untuk» buah P,
padaP,, > P,, maka banyak simpul maksimal yang dapat didominasi adalah
3(m (752)) + 2(m - 1)

Andaikany(P,,> P,) < ™) 1 misdkan diambil sebuah simpul pad

yang seharusnya dapat mendominasi maksiraimpul sedemikian bukan

elemenS. Maka banyak simpul yang dapat didominasi adalah

3<m(n;2—1))+2(m-1):mn—3<mn.

Jika diambil sebarang simpul pad&, misalkanv;,_, bukan elemens,

maka setiap simpu kemungkinan tidak dapat mendominasi simpul-simpul
Vinin—1 danv;,_o. Pernyataan di atas juga menunjukkan bahwa banyak
simpul yang dapat didominasi kurang dari banyaknya simpul pada P,,.

Sehinggay(P,,> P,) £ ™ _ 1 dan tebukti bahway(P,,> P,) = =,

Pada pmbuktian di atas telah ditunjukkan bahwa bilangan dominasi untuk

n = 0 (mod3) dann = 2 (mod 3) masing masingy(P, > P,) = =~
dan (P, » B,) = m(’;‘jl). Kedwa pernyataan tersebut dapat digabung
sedemikiany(P,, > P,) = m[3]|. Sedagkan untukn = 1 (mod 3),
V(P Po) = "0 4 [2] = m[ 5] + [5]. O

Graf selanjutnya yang akan dicari bilangan dominasi jarak satadglah graf
P, > C,. Graf P, > C, pasti membentuk graf yang isomorfis walaupun diambil
sebarang simpul dari graf, untuk dilekatkan pada grd?,. Graf P, > C,, dapat
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dilihat pada Gambar 4.2.

Teorema 4.3. Diberikan graf lintasanP,, dan graf lingkaranC,, dengan masing-
masing ordernyan dann untukm > 2, n > 3. Maka bilangan dominasi jarak satu
pada graf hasil operasi comB,, > C,, adalah

] jikan = 0 (mod 3) dann = 2 (mod 3)

V(P> Cy) = { |+ (%} jikan =1 (mod 3)

Bukti: MisalkanV (P, > C,,) = {V; ;|1 <i <m,1 < j <n}dan|P,>C,| =

mn. Untuk menunjukkan banyak simpul minimal yang menjadi elemen himpunan
dominasi jarak satu pada graf, > C,,, maka untuk masing-masing nilaiakan
dibagi menjadi dua kasus. Kasus pertama jika simpul-sirpuerupakan elemen
simpul P,, danC,,, sedangkan kasus kedua jikdnanya diambil dari simpul-simpul
Ch.

1. n =0 (mod3)
Kasus 1:S € V(P,,) UV(C,,)
Sama seperti Teorema sebelumnya karetg,) = [%], makaambil
[%] simpd P, yang berderajat sebagai elemen himpunan dominasi jarak
satu. Sehingga untuk setiap; dan deg(v;;) = 4, makawv;; dapat
menjangkau maksimal simpul, diantaranya ;, v;_11, V111, v;2 danw;,
seperti yang ditunjukkan Gambar 4.2. Simpul-simgy) yang belum
terdominasi merupakan simpul-simpul pada| kali graf LingkaranC, s
danm — [%] kali graf LingkaranC,,_;. Dengan demikian, dapat diten-
tukan bahway(C,,—1) = [%5*] danv(C,_3) = [%52]. Karenan € Z* dan
n = 0 (mod3), maka dapat ditulis bahwa(C,,_,) = 2 danv(C,_3) = 52,
Sehirgga banyak himpunan dominasi jarak satu pBEga C,, adalah

< [2](552) + (o [21) G+ [3] -2

Kasus2: S € V(C,)
Karena grafP,,>C,, diperoleh dengan melekatkan salah satu simpul ujiyng
pada setiap simput,,, maka dapat dikatakan bahwa gfaf>C,, merupakan
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Gambar 4.2: Graf’,, > C,, unttk n = 0 (mod 3) dengan Simpul-Simpul Warna
Putih Merupakan Simpul Elemen Himpunan Dominasi Jarak Satu

graf yang terdiri darim kali LingkaranC,,. Karenay(C,) = [%] denga
n = 0 (mod3) mengakibatkan(C,) = 7, maka

V(Pr>Cp) < m(y(Ch))

3

Baik kasus 1 maupun kasus 2 menunjukkan bahwg,, > C,) < =,
sehirgga simpul-simpul elemef dapat diambil dari/(C,,) atau punS €
V(P,)UV (C,). MisalkanS diambil dariV' (C,,) seperti pada kasus 2. Karena

n = 0 (mod3), maka setiap simpul maksimal dapat mendomifasmpul.

Untuk membuktikan apakah’* merumkan bilangan dominasi yang
minimum, dimisalkany(P,, > C,,) < %" — 1. Sehngga banyak simpul

maksimal yang dapat didominasi adalah

<%—1>3:mn—3<mn.
Karena banyak simpul yang dapat didominasi kurang dari banyak simpul
atau order pad#,, > C,,, maka terdapat beberapa simpul yang tidak dapat
didominasi. Sebagai contoh perhatikan Gambar 4.2, tanpa mengurangi
perumuman jikav,,, bukan elemen darb maka simpulv,, 1, vy, ,, dan
umn—1 tidak dapat didominasi oleh simpul manapun yang menjadi elemen
S. Hal tersebut menunjukkan bahwd P, > C,) £ = — 1 dan %t
merugakan bilangan dominasi minimum padg, > C,,. Sehingga terbukti

bahway (P, > Cy,) = 5",
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2. n=1(mod3)
Kasws 1:S € V(P,,) UV(C,,)

Sama seperti pembuktian sebelumnydp,,) = [%] diambl sebagai

simpul elemenS dan banyak simpul maksimal yang dapat didominasi oleh

[%] simpu adalah5[%] simpd, karena satu simpub pada P, dapat

mendominasi maksimalsimpul. Simpul-simpul’,, yang belum terdominasi

merupakan simpul-simpul padg' | kali graf LingkaranC,,_; danm — [ %]

kali graf LingkaranC,,_;. Karenay(C,_3) = [%5%] danvy(C,—1) = [%5].

Sehirgga dapat ditulis bahwa(C,,_;) = 3 danv(C,_3) = 3%, karena
n € Z* dann = 1 (mod3). Dengan demikian, banyak himpunan dominasi

jarak satu pad®,, > C,, jika S € V(P,,) U V(C,) adalah

e < [5](57) « (5D (57) 51

Kasus2: S € V(C,)
Sama seperti kasus 2 untuk= 0 (mod3), makay(C,) = [%| dapatdulis
v(C,) = ™2, sehhgga

V(P> Cn) < m(y(Ch))

Oleh karena itu, batas atas minimal bilangan dominasi jarak satupada’,

yang diambil adalah (P, > C,,) < ™2=1 4 [m] Sehngga simpul-simpul

S diambil dari simpul-simpuV (P,,) U V(C,,).

Banyaknya simpul maksimal yang dapat didominasi oleh masing-masing
simpul adalah sebagai berikut.

(i.) UntukS € P,
Karena satu simpul padap,, maksimal dapat mendomindssimpul,
maka banyak simpul yang dapat didominasi adala].

(ii.) UntukS € C,_,4
Karena satu simpul padaC,,_; maksimal dapat mendominassimpul
dann = 1 (mod3), maka banyak simpul yang dapat didominasi adalah

3(m—T151) (%5)-
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(iii.) Untuk S € C,,_3
Karera satu simpul maksimal dapat mendomindsisimpul dan
|C,_3] = n — 3 mengakibatkam = 1 (mod 3), maka untuk setiap
C,_s terdapat, — 4 simpul yang masing-masing mendominasimpul
dan satu simpul mendominassimpul. Sehingga banyak simpul yang
dapat didominasi adalah([2] (%5%)) + 2 ([2]-1) .

Andakan m(” by [%] bukanbilangan dominasi yang minimum, misalkan

V(P> Cp) < m’g DANE [%] — 1 dan dasumsikan simpul yang berkurang
merupakan simpul anggot& P,,,). Sehingga banyak simpul maksimal yang
dapat didominasi sesuai (i.) sampai (iii.) adalah

1511wl [51) (5 (151("57) )2 (151 0)

:mn—m+2{%w —4 < mn.

Jadi, jika diambil sebarang simpul ; padaF,, maka kemungkinan simpul
yang tidak didominasi oleh simpul manapun elenfeadalah simpul; ; dan
simpul-simpul yang berjarak satu dafi yaituv;_1 1, v; 2, Vi n, vit1,1. Karena
banyaknya simpul yang terdominasi lebih kecil dari banyaknya simpul pada
Py, > C,, makay(P, > C,,) £ @ + [%] — 1. Selingga terbukti bahwa

V(P > Cr) = m(g_l) + (%—‘

. n =2 (mod3)

Kasus 1:S € V(P,,) UV (C,)

Untukn = 2 (mod 3) pada kasus pertama juga diambil simpul-simpyl
yang berderajat sebagai elemen himpunan dominasi jarak satu. Kayena
[% ] dan smpul-simpulC’, yang belum terdominasi terdiri dgri | kali C,, 3
dan m — [2] kali C,,_; dengany(C,,—1) = [%51] danv(C,—3) = [252].

Kareran € Z* dann = 2 (mod3), maka dapat ditulis bahwd C,, ;) = ”gl

dany(C,_3) = T- Olehkarena itu, banyak simpd padap,, > C,, adalah

ey = [5](557) < (- [51) (57) 5]
m(n + 1

3
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Kasus 2:5 € V(C,)

Sama eperti kasus 2 pada= 0 (mod3) dann = 1 (mod3), makay(C,,) =
[4] meng&ibatkany(C,) = 2, karenan € Z* dansS € V(P,,) UV (C,).
Dengan demikian, bilangan dominasi jarak satu pgda C,, adalah

V(P> Cn) < m(y(Ch))

Dari kasus 1 dan 2, dapat dilihat bahwépP,, > C,,) < ™2 yaiu S
dapat diambil dari simpul-simpul elemé&r, maupunC,, U P,,. MisalkanS
diambil seperti pada kasus 2, hal ini mengakibatkan pada s@tiaprdapat
”T‘Q simpu yang masing-masing dapat mendomirtasimpul dan satu buah
simpul yang mendomina&i simpul, karena» = 2 (mod 3). Sehingga jika
terdapatn buahC,,, maka banyak simpul maksimal yang dapat didominasi
adalah3 (m (%52)) +2(m - 1).

Andaikany(P,, > C,) < ™21 1 misdkan diambil sebuah simpul yang
seharusnya dapat mendominasi maksisreampul sedemikian bukan elemen
S. Maka banyak simpul yang dapat didominasi adalah

3(m(n;2—1))+2(m-1):mn—3<mn.

Jika diambil sebarang simpul pada, misalkanv;,_; bukan elemens,
maka setiap simpuf’ kemungkinan tidak dapat mendominasi simpul-simpul
VinVin—1 danwv, ,_». Pernyataan di atas juga menunjukkan bahwa banyak

simpul yang dapat didominasi kurang dari banyaknya simpul padacC,,.
Sehinggay(P,,>C,,) £ % — 1 dan tebukti bahway(P,,>C),) = %
Berdasarkan ketiga pembuktian di atas diketahui balypa, >C,,) = =* untuk
n = 0 (mod 3) damy(P,,, > C,,) = w untukn = 2 (mod 3). Bilangan dominasi
pada kedua nilah tersebut dapat digabung sedemikiafP,, > C,) = m[%].
Sedagkan (P, > C,) = ™==U 4 [m] untukn = 1 (mod 3) dapat ditulis

V(P> C) = m[ 2]+ [2]. L

Teorema berikutnya menunjukkan bilangan dominasi jarak sata gaalf
P, > S,. Pada graf tersebut, simpul graf bintang yang dilekatkan pada Lintasan

30



adalah salah sapendant dari graf Bintang, seperti yang ditunjukkan pada Gambar
4.3. Sedangkan simpul-simpul yang berwarna putih menunjukkan simpul-simpul
elemen himpunan dominasi jarak satu.

Teorema 4.4.Diberikan graf lintasanP,, dan graf bintangsS,, dengan masing-
masing ordernyan dann untukm > 2,n > 3. Maka bilangan dominasi jarak
satu pada graf hasil operasi cont®, > S,, adalah~(P,, > S,,) = m.

x21 T2n—1 T41 T4n—1 L61 Ten—1 L8,1 T8 n—1
b » » .
2,2, 4,2, 6,2, 8,2,
/ / /
/ / /
o Tg xs
U1 U3 5 (%4 Um,
() Ve Ug
X1 €3 x5 X7 Tm
\ \ \ \ \
\ \ \ \ \
1,2° 3’2\5 5"2\b 7,2\. m72.

T11 - Tin-1 T31 T3n-1 251 Ton—-1 go . T7n-1 Tm1 Tmn—1
. ,

Gambar 4.3: Graf,, > S,, den@n Simpul Pusab,, Merupakan Simpul Elemen
Himpunan Dominasi Jarak Satu

Bukti: MisalkanV'(P,,) = {v|l < i < m} danV(S,) = {z,z;]1 < j < n}.
Karena salah safpendantdari graf s, dilekatkan padd’,,, maka dapat dituliskan
himpunan simpuV (P,,>S,,) = {v1, va, . .., v JU{x1, 22, . .., 2 JU{z; ;|1 < <
m,1 < j < n— 1} dan banyak simpul pada gr&f, > S,, adalahm(n + 1). Banyak
simpul elemen himpunan dominasi pada suatu graf akan minimum jika diambil
simpul-simpul yang berderajat maksimum. Karena derajat terbesaPgariS,,
merupakanieg(z;) = n, maka ambil simpuk; sebagai simpul anggota Maka
setiap simpulk; dapat mendominasi+ 1 simpul, karena untuk setiap, z;, z; ; €
V(P> Sy), d(z;,v;) = d(z;, z; ;) = 1. Karena terdapat. simpul yang berderajat
n, maka simpul yang terdominasi maksimal sebanygk + 1). Sehingga dapat
dikatakan bahwa bilangan dominasi pdégla> S,, adalahy(P,, > S,,) < m.
Andaikanvy(P,, > S,) < m — 1, maka banyak simpul maksimal yang dapat
didominasi adalalim — 1)(n + 1). Karena(m — 1)(n 4+ 1) < (m)(n + 1), maka
pastilah terdapat beberapa simpl)l> S,, yang tidak dapat didominasi oleéh Hal
ini menunjukkan bahwaS| £ m — 1. Dengan demikiany adalah kardinalitas
minimum dari himpunan dominasi pad, > S,,, sehinggay(P,, > S,,) = m. 0O
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Dalam Teorema 4.4, graf Bintarfg), yang doperasikan dengan graf Lintasan
P,, dibatasi untuk. > 3. Hal ini dikarenakan graf Bintang dengan satu simpul
daun jika dioperasikan menggunakan opecasnbdengan graf LintasaR,, maka
akan isomorfis dengan grdt,, ® G, yaitu graf Lintasan?,, yang dikoronakan
dengan graf yang terdiri dari satu simpul atau graf trivial. Oleh karena itu, bilangan
dominasi jarak satunya dapat dilihat pada Teorema 4.1. Sedangkan untuk graf
Bintang S, yang dioperasikan menggunakan opecasnbdengan ketentuan yang
sama yaitu salah satu simppéndantyang dilekatkan pada simpul-simp#,,,
maka graf tersebut isomorfis dengan gPaf> P; seperti pada Teorema 4.2.

Teorema 4.5.Diberikan graf lingkaranC,, dan graf lintasanP,, dengan masing-
masing ordernya danm untukn > 3, m > 2. Maka bilangan dominasi jarak satu
pada graf hasil operasi comb,, > P,, adalah

1 jikam = 0 (mod 3) danm = 2 (mod 3)

Y(Cp> Pp) = { ]+ 131 Jikam =1 (mod 3)

Bukti : MisalkanV (C,,>P,,) = {V; ;|1 <i <n,1 < j<m}dan|C,>P,| = nm.

Sama seperti pembuktian-pembuktian sebelumnya, himpunan dominasi pada graf
C, > P,, dapat berupa simpul-simpul pad®, dengan tanpa simpul pads, atau

pun gabungan keduanya. Sehingga untuk menunjukkan banyak simpul minimal
yang menjadi elemen himpunan dominasi jarak satu padagraf,,, maka untuk
masing-masing nilain akan dibagi menjadi dua kasus. Kasus pertama jika simpul-
simpul S merupakan elemen simpul, dan P,,, sedangkan kasus kedua jika
hanya diambil dari simpul-simpu?,,.

1. m =0 (mod3)
Kasus 1:S € V(C,,) UV (P,,)
Ambil simpul-simpulS € V(C,), karena graf Lingkara, merupakan
graf reguler2, dan setiap simpul’,, pada grafC,, > P,, terhubung dengan
simpul ujungP,,, maka untuk setiap; ; € C,, deg(v;1) = 3. Berdasarkan
Goddard dan Henning (2006) maka bilangan dominasi jarak satu(@ada
adalahy(C,) = [5]. Sehngga untuk setiap;; € 5, v;; dapat menjangkau
maksimal4 simpul, diantaranya; 1, v;—11,vi+1,1 danwv; ;. Simpul-simpul
P,, yang belum terdominasi merupakan simpul-simpul pggfakali graf
Lintasan P,,_, dann — [%] Kkali graf LintasanP,,_;. Dengan demikian
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dapat ditentukan bahwa(P,,_1) = [1] danvy(P,,_2) = [72]. Karena
m € Z* danm = 0 (mod3), maka dapat ditulis bahwa(F,,,_;) = % dan
v(Pn-2) = %. Sehngga banyak himpunan dominasi jarak satu pagar,,
adalah

e <[51(3)+ (- [E) )+ [5]-+ 3]

Kasus2: S € V(P,,)

Karena grat’,> P, diperoleh dengan melekatkan salah satu simpul ufgng
pada setiap simpdl,,, maka dapat dikatakan bahwa g€af> P,, merupakan
graf yang terdiri darh kali LintasanF,,. Karenay(P,,) = [%] danm € Z*
derganm = 0 (mod3), maka dapat dituliskan bahwaP,,) =

Y(Cn> Pp) < n(y(Pn))

Dari kasus 1 dan 2 dapat dilihat bahw& < “* + [%], makabilangan
dominasi pada’,, > P,, lebih minimal jika dipilih simpul-simpul elemef
padaV (P,,). Dengan demikian, diambil batas atas bilangan dominasi jarak
satu pada’,, > P, yaituy(C,, > P,,) < .

Untuk mengetahui apakal* merugkan bilangan dominasi yang minimum,
dimisalkany(C,, > P,,) < "* — 1. Karena setiap simpul padé maksimal
dapat mendominasi simpul danm = 0 (mod 3) , maka banyak simpul
maksimal yang dapat didominasi adalah

<%—1>3:nm—3<nm.
Karena banyak simpul yang dapat didominasi kurang dari banyak simpul
atau order padé@’, > P,,, maka terdapat beberapa simpul yang tidak dapat
didominasi. Sebagai contoh misalkan bukan elemen da§’ maka simpul

v; 3, Vi 2, danv; ; tidak dapat didominasi oleh simpul manapun yang menjadi
elemensS. Hal tersebut menunjukkan bahwéC,, > P,,) £ 5* — 1 dan”"
meru@kan bilangan dominasi minimum padg > F,,. Sehingga terbukti

bahway(C,, > P,,) = ™.
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2. n=1(mod3)
Kasws 1: S € V(C,) UV(P,,)
Sama seperti pembuktian sebelumnya, jika simpul-sifipwaiambil sebagai
simpul elemensS, yaitu simpul-simpul dengan derajat sama dengaitan
v(Cn) = [%], makabanyak simpul maksimal yang dapat didominasi oleh
[%] simpu adalah4 %] simpd. Simpul-simpulP,, yang belum terdominasi
merupakan simpul-simpul padg | kali graf LintasanP,, _, dann — [ 7] kali
graf LintasanP,,_;. Sehingga, dapat ditentukan bahwa’,,_;) = [7]

3

danv(P,—,) = [2]. Karemam € Z© danm = 1 (mod 3), maka
dapat ditulis bahwg (P, 1) = v(P_2) = %‘1 Dengan demikian, banyak

himpunan dominasi jarak satu pada> P,, jika S € V(C, ) UV (P,,) adalah

)+ - [ (5 2) +
SR 4

3 3

v(Cp > Pp)

IA

Kasus2: S € V(P,,)

Karenam € Z* dengann = 1 (mod3) makay(F,,) = [% | dapatditulis
v(Ppn) = mT“ GrafC,,>P,, merupakan graf yang terdiri daribuah Lintasan
P,,, sehingga

Y(Cn> Pp) < n(y(Pn))

Dari kasus 1 dan 2 dapat dilihat bahw&2" 4 [2] < 2“2 Dengn

— 3
demikian, batas atas minimal bilangan dominasi jarak satu Badd’, yang

diambil adalahy(C,, > P,,) < "1 4 (17,

Untuk menunjukkan batas bawabh, terlebih dahulu akan dijelaskan banyaknya
simpul maksimal yang dapat didominasi oleh masing-masing simpul seperti
berikut ini.

(i.) Untuk S € C,
Karena satu simpu¥ padaC,, maksimal dapat mendominassimpul,
maka banyak simpul yang dapat didominasi add(d# ).

(ii.) UntukS € P,
Karena satu simpu padaP,, ; maksimal dapat mendominassimpul
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danm = 1 (mod3), m&a banyak simpul yang dapat didominasi adalah
3 (n—151) (%),

(iii.) UntukS € P,,_»
Karena satu simpul maksimal dapat mendominassimpul dan
| P_o| = m—2 mengakibatkan = 2 (mod3), maka untuk setiap,,
terdapatn — 4 simpul yang masing-masing mendominasimpul dan
satu simpul mendominagisimpul. Sehingga banyak simpul yang dapat
didominasi adalaB (2] (%)) + 2 ([27-1).

L Us.n

Gambar 4.4: Grat’, > P,, unttk n = 1 (mod 3) dengan Simpul-Simpul Warna
Putih Merupakan Simpul Elemen Himpunan Dominasi Jarak Satu

Berikutnya untuk menunjukkaﬁ";;l) + [ %] adaldn bilangan dominasi yang
paling minimum dimisalkan/(C,, > P,,) < % + [5] — 1. Andaikan
simpul yang berkurang merupakan simpul anggot&’,). Sehingga dari (i.)
sampai (iii.) banyak simpul maksimal yang dapat didominasi yaitu

15110 5D (572 (51 (") )2 (5] )

:nm—n+2{g-‘—4<nm.
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Karena banyaknya simpul yang terdominasi lebih kecil dari bamyeak
simpul padaC,, > P,,, makay(C, > P,,) ¢ "1 4 [2] — 1. Sefingga

terbukti bahway (C,, > P,,) = 2=l 4 27,

Perhdikan Gambar 4.4, jika diambil sebarang simpul padaC, maka
kemungkinan simpul yang tidak dapat didominasi oleh simpul manapun
elemenS adalah simpub;; dan simpul-simpul yang berjarak satu dafi

yaltuv; 11, vi2, Vit1,1-

. m = 2 (mod3)

Kasus 1: Jikeb € V(C,) UV (P,,)

Untuk m = 2 (mod 3) pada kasus pertama juga diambil simpul-sim@l
yang berderajaB sebagai elemen himpunan dominasi jarak satu. Karena
v(Cn) = [%] dan smpul-simpul ,, yang belum terdominasi merupakan
simpul-simpul padd 3] kali graf LintasanF,,_, dann — [¢] kali graf
LintasanP,,_; dengany(P,_1) = [%1] danvy(P,,—») = [™2]. Karena

m € Z* danm = 2 (mod3), maka dapat ditulis bahwa P,,_;) = = dan
Y(Pp_2) = mT‘z Dengan demikian, banyak simp@$l padaC,, > P,, adalah

ny (m—2 n m+1 n
s r) < [5](%50)+ (- [5) (7)< 5]
n(m+1)
3
Kasus2: S € V(P,,)
Untuk setiap Lintasa®,, diketahui bahway(P,,) = [%]. Karenam € Z*
danm = 2 (mod 3), maka dapat ditulis bahwa(P,,) = =. sehhgga

3
bilangan dominasi jarak satu pada > P,, dapat dinyatakan

'Y(Cn > Pm) < n(’Y(Pm))

Dari kasus 1 dan 2 dapat diambil batas atas minimal banyakmpadaC,, >

P, yaitu~y(C, > P,,) < "D g dapatdiambil dari simpul-simpul elemen
P,,. Hal ini mengakibatkan pada seti&p terdapal’”T‘2 simpud yang masing-
masing dapat medominassimpul dan satu buah simpul yang mendominasi
2 simpul, karenan = 2 (mod3). Karena terdapat buahP,, padaC,, > P,,,
maka banyak simpul maksimal yang dapat didominasi adﬁ(aﬂﬁ";;”) +
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2(n - 1). Jikay(C,, > P,) £ ") misdkan(C,, > P,,) < 2 1 dan
sabh satu simpul pade (C,,) bukan lagi elemels. Sehingga banyak simpul
maksimal yang dapat didominasi yaitu

3(%) +2(n-1)=nm—3 < nm.
Karena banyak simpul yang dapat didominasi kurang dari banyaknya simpul
padaC,, > P,,, makay(C, > P,,) £ ") _ 1. Sehngga terbukti bahwa
v(Cy > Py = %

Dalam pembuktian di atas telah ditunjukkan bahwa bilangan dominasi untuk
m = 0 (mod3) danm = 2 (mod 3) masing-masingy(C, > P,,) = " dan
v(Cp > Pp) = % Kedwua pernyataan tersebut dapat digabung sedemikian

Y(Cn > Pn) = n[%], seray(P, > P,) = % + (5] = n[%] + [3] untuk

m = 1 (mod3). O

Teorema 4.6. Diberikan dua buah graf lingkararC,, dan C,, dengan masing-
masing ordernyan danm untukn,m > 3. Maka bilangan dominasi jarak satu
pada graf hasil operasi com®,, > C,,, adalah

jikam = 0 (mod 3),m = 2 (mod 3)

Y(Cp>Cp) = { ]+ 131 Jikam =1 (mod 3)

Bukti : MisalkanV (C,,>C,,,) = {V; ;|1 <i <n,1 <j <m}dan|C,>C,,| = nm.

Graf C, > C,, dapat dilihat pada Gambar 4.5. Untuk menunjukkan banyak simpul
minimal yang menjadi elemen himpunan dominasi jarak satu pada’grafC,,,
maka untuk masing-masing nilai akan dibagi menjadi dua kasus. Kasus pertama
jika simpul-simpulS merupakan elemen simpi}, danC,,,, sedangkan kasus kedua
jika S hanya diambil dari simpul-simpudl,,,.

1. m = 0 (mod3)
Kasus 1:5 € V(C,) UV (C,)
Karenay(C,) = [5], makaambil [ ] simpu C,, yang berderajat sebagai
elemen himpunan dominasi jarak satu. Sehingga untuk sefiamlan
deg(v; 1) = 4, makav; ; dapat menjangkau maksimakimpul, diantaranya
Vi1, Vim11, Vit11, Vi2 danwv, .. Simpul-simpulC,, yang belum terdominasi
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merupakan simpul-simpul padg; | kali pada graf LingkaranC,, s dan
n— [ %] kali graf LingkaranC',,_,. Dengan demikian, dapat ditentukan bahwa
Y(Cr-1) = [22] dany(Cp—3) = [252]. Karenam € Z*+ danm = 0 (mod

3), maka dapat ditulis bahwg(C,,, 1) = 3 dany(C,,_3) = ’"T‘3 Sehngga
banyak himpunan dominasi jarak satu pada> C,, untuk kasus pertama
adalah

o< 3] (252) + (o [2) (3) +[3]- 2

Kasus2: S € V(C,,)

Karena grat’,>C,, diperoleh dengan melekatkan salah satu simpul ujing
pada setiap simpul,,, maka dapat dikatakan bahwa g€af> C,,, merupakan
graf yang terdiri darin kali LingkaranC,,. Karenay(C,,) = [% ] denga
m € Z* danm = 0 (mod3), makay(C,,) = %. Dengan demikian,

Y(Cn>Cr) < n(y(Cr))

Baik kasus 1 maupun kasus 2 menunjukkan bah@, > C,) < ¢,
sehirgga simpul-simpul elemef dapat diambil dari/(C,,) atau punS €
V(C,) UV(C,). Misalkan S diambil dariV (C,,) seperti pada kasus 2.
Karenam = 0 (mod 3), maka setiap simpul maksimal dapat mendominasi
3 simpul.  Untuk membuktikan apakal* merukan bilangan dominasi
yang minimum, dimisalkan(C, > C,,) < =* — 1. Sehhgga banyak simpul

maksimal yang dapat didominasi adalah

(?—1)3:nm—3<mn.
Karena banyak simpul yang terdominasi kurang dari banyak simpul atau
order padaC, > C,,, maka terdapat beberapa simpul yang tidak dapat
didominasi. Hal tersebut menunjukkan bam@, > C,,) £ = — 1dan

= merugakan bilangan dominasi minimum padar C,,. Sehingga terbukti
bahway(C,, > C,,) = ™. Seb@ai contoh perhatikan Gambar 4.5, jikg,
bukan elemen da$ maka simpub,, 1, v, 2, Uy m, vn—11 danv; ; tidak dapat
didominasi oleh simpul manapun yang menjadi elersien
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2. n=1(mod3)
Kasws 1: S € V(C,) UV (Cp)
Sama seperti pembuktian sebelumny@’,) = [3| diambl sebagai simpul
elemenS dan banyak simpul maksimal yang dapat didominasi digh
simpd adalah5[%] simpd. Simpul-simpul C,, yang belum terdominasi
merupakan simpul-simpul padg | kali graf LingkaranC,,_s dann — [ %]
kali graf LingkaranC,, ;. Karenav(C,,_3) = (%‘31 dan~(C,,—1) =
(mT‘W. Karenam € Z* danm = 1 (mod 3), maka dapat ditulis bahwa
Y(Cm-1) = Y(Cn—3) = Z5+. Sehngga banyak himpunan dominasi jarak
satu pada’,, > C,, jika S € V(C,,) UV (C,,) adalah

oecn < [5] (") + (- [51) (") < [5]

n(m —1) n
3 " {ﬂ

Kasus2: S € V(C,,)

Sama seperti kasus 2 untuk = 0 (mod 3), makay(C,,) = [%]. Karena

m € Z* danm = 1 (mod 3), sehingga bilangan dominasi jarak satu pada

setiapC,,, adalahy(C,,,) = 2. Dengan demikian, bilangan dominasi jarak

satu padd’,, > C,,, ataun buah grafC,,, adalah

Y(Cn>Cr) < n(v(Ch))

Dari kasus 1 dan 2 dapat dilihat bahwdz—Y 4 [2] < 22 Dengn

demikian, diambil batas atas minimal bilangan dominasi jarak satu@ada

Cy, yaituvy(C,, > Cp,) < ”("’g_l) + [%1, sehihgga simpul-simpub’ diambil

dari simpul-simpuV/ (C,,) UV (C,,). Banyaknya simpul maksimal yang dapat

didominasi oleh masing-masing simpul adalah sebagai berikut.

(i.) Untuk S € C,
Karena satu simpu¥ padaC,, maksimal dapat mendominassimpul,
maka banyak simpul yang dapat didominasi adaldj .

(i) Untuk S € C,, 1
Karena satu simpulb padaC,,_; maksimal dapat mendominas3i
simpul danm = 1 (mod3), maka banyak simpul yang dapat didominasi
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adalah3 (n — [21) (257).

(iii.) Untuk S € C,,_3
Karena satu simpul maksimal dapat mendominassimpul dan
|C,—3] = m — 3 mengakibatkamn = 1 (mod 3), maka untuk setiap
C,._3 terdapain—4 simpul yang masing-masing mendominasimpul
dan satu simpul mendominassimpul. Sehingga banyak simpul yang
dapat didominasi adalah([2] (252)) + 1 ([2]-1).

Gambar 4.5: Grat’,, > C,,, untlk m = 0 (mod 3) dengan Simpul-Simpul Warna
Putih Merupakan Simpul Elemen Himpunan Dominasi Jarak Satu

Andaikan% + [%] bukanbilangan dominasi yang minimum. Misalkan
1G> Cp) < My 2] 1 dan $mpul yang berkurang diambil
dari simpul anggotd’(C,,). Sehingga banyak simpul maksimal yang dapat

didominasi sesuai (i.) sampai (iii.) adalah

(510 (=51 (757 = (51 ("57) )= ([51 )
— m —n+2 {g] — 4 < nm.

Karena banyaknya simpul yang terdominasi lebih kecil dari banyaknya
simpul padaC,, > C,,, makay(C,, > Cy,) £ n(m-1) + [3] — 1. Sehngga
terbukti bahway(C, > C,,) = 221 4 1],
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3. m = 2 (mod3).
Kasus 1:S € V(C,) UV (Cp)
Untuk m = 2 (mod 3) pada kasus pertama juga diambil simpul-sim@l
yang berderajat sebagai elemen himpunan dominasi jarak satu. Kayepa
[ %] dan smpul-simpulC;,, yang belum terdominasi terdiri ddr§ | kali Cy,, 3
dann — [2] kali C,,—; dengany(C,,—1) = [25+] dany(Cr—3) = [252].
Kareram € Z* danm = 2 (mod3), maka dapat ditulis bahwg C,,,_1) =
i dany(C,,—3) = 2. Dengan demikian, banyak simpul padaC;, > C,,,
adalah

1o C) < [5] (mT_Q) +(n-[3]) (mTH) +[5]

Kasus2: S € V(C,,)

Karenay(C,,) = [%] danm € Z* derganm = 2 (mod 3), sehingga
bilangan dominasi jarak satu pada set{@p dapat ditulisy(C,,) = mT“
Oleh karena itu, bilangan dominasi jarak satu pada gtat C,, adalah

Y(Cn>Cr) < n(v(Ch))

Dari kasus 1 dan 2, dapat dilihat bahwéC, > C,,,) < " yai S
dapat diambil dari simpul-simpul eleméf(C,,,) maupunV (C,,) U V(C,,).
Misalkan S diambil seperti pada kasus 2, hal ini mengakibatkan pada setiap
Cn terdapatmT‘2 simpu yang masing-masing dapat medominassimpul

dan satu buah simpul yang mendomirasimpul, karenan = 2 (mod 3).
Sehingga jika terdapatbuahC,,,, maka banyak simpul maksimal yang dapat
didominasi adalaB (n ("2)) +2(n - 1).

Jka % bukanbilangan dominasi yang minimum, dan andaikdn’,, >
Chn) < %—1. Sehihgga banyak simpul maksimal yang dapat didominasi

3(n(mT_2)—1)+2(n-1):nm—3<nm

Karena banyak simpul yang dapat didominasi kurang dari banyaknya simpul

yaitu
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padaC;, > C,,, maka tidak benar bahwa(C,, > C,,) < "t 1. Sehngga
terbukti bahway(C,, > C,,,) = 2l

3

Ketiga pembuktian di atas menunjukkan bahwa’, >C,,) = “* untukm = 0
(mod 3) dany(C,, > Cy,) = " untukm = 2 (mod 3). Bilangan dominasi pada
kedua nilaim tersebut dapat digabung sedemikigt, >C,,) = n[ % |. Sedagkan
1(Cp > Cp) = ™D 4 127 untukm = 1 (mod 3) dapat ditulisy(C,, > C,,) =

nl2]+ 2], 0

Z1,1 1,2 3;1.,771—1

Tn,m—1

1'5717171;55’2 5,1

Gambar 4.6: Grat’,, > S,, deng@an Simpul Pusab,, Merupakan Simpul Elemen
Himpunan Dominasi Jarak Satu

Teorema 4.7.Diberikan graf lingkaranC,, dan graf bintangs,, dengan masing-
masing ordernyan danm untukn,m > 3. Maka bilangan dominasi jarak satu
pada graf hasil operasi comb,, > S,, adalah~(C,, > S,,,) = n.

Bukti: MisalkanV'(C,,) = {v;|1 < i < n} danV (S,,) = {z,z;|1 < j < m}.
Sama seperti graF,, > S,, pada Teorema 4.4, karena salah ssndantdari graf
S, dilekatkan padé,,, sehingga himpunan simpul(C,,>S,,,) = {v1, va, ..., v, }U
{1,290, ..., 2} U{z; ;|1 <i<n,1<j<m-—1}denganC,>S,,|=n(m+1).
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Simpul dengan derajat maksimum pada @raf- S,, jugamerupakan simpul pusat
dari graf bintang,,,, yaitudeg(z;) = m. Ambil simpulz; dengan derajat sebagai
simpul anggotss. Untuk setiap;, z;, z;; € V(C,, > Sp), d(x;, v;) = d(z4, x5 5) =

1, makax; dapat mendominasi + 1 simpul. Karena = 1,2,3,...,n, maka
banyak simpul yang terdominasi maksimein + 1). Dengan demikian|S| =
Y(Cp > Sy) < n.

Andaikan~(C, > S,,) < n — 1, maka banyak simpul maksimal yang dapat
didominasi adalatin — 1)(m + 1). Karena(n — 1)(m + 1) < n(m + 1), maka
pastilah terdapat beberapa simgy) > S,, yang tidak dapat didominasi olef.
Oleh karena itu|S| £ n — 1. Dengan demikiany adalah kardinalitas minimum
dari himpunan dominasi padg, > S,,,, makalS| = v(C,, > S,,) = n. O

GrafC, S, dapadilihat pada Gambar 4.6 dengan simpul yang berwarna putih
adalah simpul elemen himpunan dominasi jarak satu.

Sebagaimana dalam Teorema 4.4, graf Bintéhgpada Teorema 4.7 juga
dibatasi untuk untuk > 3. KarenaC,, > S; isomorfis dengag,, ® GG; danC,, > S,
isomorfis dengart’,, > P;. Sehingga bilangan dominasi jarak satu péata- S,
untukn = 1 dann = 2 sudah termasuk dalam Teorema 4.1 dan Teorema 4.5.

4.3 Bilangan Dominasi Jarak Dua
4.3.1 Bilangan Dominasi Jarak Dua pada Gradenganliam(G) < 2

Pada bagian ini akan ditunjukkan beberapa observasi mengenai bilangan
dominasi jarak dua dari suatu graf dengan diameter maksimal sama dengan dua.

Observasi 4.1.Jika sebuah grafy yang mempunyai diameter kurang dari atau
sama dengan dua, yaitiam(G) < 2, maka bilangan dominasi jarak dua dari
graf G adalah~,(G) = 1.

Sesuai definisi diameter graF yang merupakan jarak terpanjang diantara
sebarang dua simpul pada maka jika diambil sebarang simpule V(G) sebagai
simpul elemen himpunan dominasi jarak diy&G) berakibatl(v;, V(G)) < 2. Hal
ini memenuhi definisi bilangan dominasi jarak dua, sehingg&’) = 1.

Contoh graf-graf dengan diameter kurang dari atau sama dengan dua
diantaranya graf Lengkafcbmpleté¢ K ,,, graf Roda \Whee) ,,, graf Kipas fFan)

F,, graf Persahabataffriendshig W3"*, dan graf Bintang$tar) S,, seperti yang
ditunjukkan pada Gambar 4.7. Simpul-simpul yang berwarna putih pada graf-graf
tersebut merupakan simpul elemen himpunan dominasi jarak dua.
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Gambar 4.7: Graf-Graf dengan Himpunan Dominasi Jarak Dua sanganl&atu

Observasi 4.2.G,, dan H, adalah graf terhubung dengan masing-masing
ordernyam dann. Jika diameter dari grafy adalah satu maka,(G,, © H,) = 1.

Karena graf(z,, dan H, dioperasikan menggunakan operasi korona, maka
Vv, € Gy, danv; ; € H; berakibatd(v;, v; ;) = 1. Jika diambil sebarang simpul
v € V(G,,) denganu, # v; sebagai simpul elemen himpunan dominasi jarak
dua berakibatl(vs, v;) = 1, karena diameter gréf,, sama dengam. Sedangkan
d(vg, v j) = d(vk, v;) +d(v;, v; ;) = 2 atau dengan kata lain suatu simpul pada graf
G memiliki jarak maksima® terhadap semua simpul pada gtaf ® H,,, sehingga
Yo (G © Hy) = 1.

Graf dengan diameter sama dengan satu misalnya graf Len@applet¢
K,. Sehingga graf(, jika dikoronakan dengan sebarang gfafmaka bilangan
dominasi jarak dua pada graf tersebut sama dengangdty © H) = 1

4.3.2 Bilangan Dominasi Jarak Dua pada LintaBgrdan LingkararC:,

Pada Tabel 2.1 disebutkan bahwa bilangan dominasi jarak satu pada graf
Lintasan dan Lingkaran masing-masing>,) = [% | danv(C,) = [%]. Berikut
ini akan ditunjukkan bilangan dominasi jarak dua pada graf Lintasan dan Lingkaran.

Teorema 4.8. Graf lintasan dengann simpul P,,,, untukm > 2 mempunyai

bilangan dominasi jarak duax(F,) = [ % ].

Bukti: Banyak simpul pada graf LintasaR,, adalah|P,| = m. Karena
derajat maksimal dari simpul-simpul pady, adalah2, maka satu simpul dapat
mendominasi maksimal simpul dengan jarak kurang dari atau sama dengan
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2. Dengan demikian jumlah simpul minimal yang dapat mendomimasimpul
adalah[ 1. Jadj v,2(Pn) > [F].

Selafutnya, ditunjukkan bahwaz | adaldn banyak simpul minimal yang dapat
mendominasi semua simpul gr&f,. Andaikany,(P,,) = [£] — 1, maka banyak
simpul maksimal yang dapat didominasi sampai jarak dua adaldh| — 1) <
5(%*4—1) = m—1. Séhingga maksimal hanya—1 simpul yang dapat didominasi,
maka pastilah terdapat minimal satu simpyyl yang tidak dapat didominasi. Oleh
karena itu)Sy| = 72(Py) # [F] — 1.

Karena [%] adald jumlah simpul minimal yang dapat mendominasi semua
simpul padaP,,, makay,(F,,) = [2]. ]

5

° ® ® ® ® ® o ---9
U1 V2 U3 V4 Us Ve U7 Ug e) Um

Gambar 4.8: Simpul Putih pada Graf Lintas&y merumkan Contoh Simpul
Himpunan Elemen Dominasi Jarak Dua

Teorema 4.9. Graf lingkaran dengam simpul C,,, untukn > 3 mempunyai

bilangan dominasi jarak duax(C,,) = [¢].

Bukti: Lingkaran merupakan graf reguleér Sehingga untuk setiap; elemen
V(C,), deg(u;) = 2. Karena untuk setiap anggotaS,, « dapat mendominasi
maksimakb simpul dengan jarak kurang atau sama dengan dugdan- n, maka
|S2] > [£].

Andaikan~,(C,) = [¢] — 1 untukk mengetahui apakalt | merumkan banyak
simpul minimal yang dapat mendominasi semua simpul gtaf Maka jumlah
simpul maksimal yang dapat didominasi sampai jarak dua addldhl — 1) <
5%+ — 1) = n — 1. Sehingga maksimal hanya — 1 simpul yang dapat
didominasi oletb,, maka pastilah terdapat minimal satu sim@iilyang tidak dapat
didominasi. Oleh karena itliso| = 72(C,) # [5] — 1.

Dengan demikian] ¢ | adald jumlah simpul minimal yang dapat mendominasi

semua simpul pada,,, makay,(C,) = [¢]. O

4.3.3 Bilangan Dominasi Jarak Dua pada Graf Hasil Operasi Korona

Berbeda dengan bilangan dominasi jarak satu seperti pada subbab 4.1, untuk
bilangan dominasi jarak dua pada graf hasil operasi korona tidak dapat dige-
neralisasi untuk sebarang dua graf. Sehingga dalam bagian ini ditunjukkan dua
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Gambar 4.9: Simpul Putih pada Graf Lingkarah merumkan Contoh Simpul
Himpunan Elemen Dominasi Jarak Dua

teorema, yaitu untuk bilangan dominasi jarak dua pada graf Lintdsagyang
dikoronakan dengan sebarang gfgf serta graf Lingkarad’, yang dikoronakan
dengan sebarang graf,,.

Teorema 4.10.Diberikan graf lintasanpP,, dan sebarang grafr,, dengan masing-
masing ordernyan dann untukm > 2 dann > 1. Maka bilangan dominasi jarak

dua pada graf hasil operasi koron@,, © G, adalahv,(F,, ® G,,) = [F].

Bukti: MisalkanV (P, ® G,,) = {v1,ve, ..., 0} U{vi]1 <i<m,1 <j <
n}, maka|P,, ® G,| = mn + m. Kasus-kasus berikut ini menunjukkan tiga
kemungkinan simpul-simpul elemen himpunan dominasi jarak dua yang minimum
pada grafP,, ® G,,.

Kasus 1:5; € V(G;)

Untuk setiapy; ; elemenV (G;), v;; maksimal dapat mendominasi+ 3 simpul.
Sehingga banyak simpul elemen himpunan dominasi jarak dua makggﬁﬁl,
makalSy| < mEn,

Kasws 2: 5, € V(P,)

Untuk setiapy; elemenV (P,,), v; maksimal dapat mendomina®i + 5 simpul.
Sehingga banyak simpul elemen himpunan dominasi jarak dua mak%@?l,
makalSy| < B

Kasws 3: 5, € V(G;) UV (P,,)

Untuk setiapy; elemenV/ (P,,) danv; ; elemenV (G,;), maka dua simpul maksimal

dapat mendominagh + 3) + (3n + 5) simpul. SehinggasS,| < % =

mn+m
n+4 °
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Dari kasus 1 sampai 3 dapat dilihat bah@g% < mndm oomndm o mglag

n+d — n43 !
diambil batas atas yang terkecil yaitu simpul-simguklemen dari simpul-simpul
graf LintasanP,,. Karena%i — 3’(7;(_11;322 < ’;I((:Ll)) = 2, makainterval atau

jarak setiap simpul elemefi, ke simpul elemenS; yang lain sama dengah
KarenalS,| harus bilangan bulat dan jarak setiap simpul elerfiepadal’(P,,)
sama dengal maka jumlah simpul minimal yang dapat mendominasi simpul-

simpulV (P, © G,) adalah[ % ]. Sehhggay, (P, © G,) > [ ]

Andaikan|S;| = [%]—1, untuk menunjukkan apakalt' | merugkan bilangan
dominasi yang paling minimum. Maka banyak simpul maksimal yang dapat
didominasi olehS; adalah

([%—‘ —1) (Bn+3) < (mTH—l) Bn+3)=mn+m—n—1<mn+m.

Dengan demikian, tidak semua simp®), ® G,, dapat didominasi. Oleh karena

itu, [So| # [%F] — 1 dan[% ] merumkan bilangan dominasi minimum pada graf

Pn © G,. Maka terbukti bahwa, (P, © G,,) = [F]. =

Um—2,n

V2.n V4,n
T -@U23 T -@V4,3
Um
V2,1 v2,2 V4,1 V4,2
U1 V3 1{)\5
A
V2 V4

V1,1 V3,1 Vs, 1!
V1,2 V3,2

- "Tv1,3 - "T 3,3 -
Vi,n U3,n Us,n

Gambar 4.10: GraP,, ® C,, untukm = 2 (mod3) dengan Simpul-Simpul Warna
Putih Merupakan Simpul Elemen Himpunan Dominasi Jarak Dua

Berdasarkan pembuktian pada Teorema 4.10 maka dapat ditentukan banyaknya
himpunan dominasi jarak dua pada graf hasil operasi korona antara graf Lintasan
dengan graf Lintasan, graf Lintasan dengan graf Lingkaran serta graf Lintasan
dengan graf Bintang seperti pada Akibat 4.3 berikut ini. Gambar 4.10 menunjukkan
contoh simpul-simpul elemen himpunan dominasi pada gtab C,,.
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Akibat 4.3. Bilangan dominasi jarak dua pada graf lintasan yang dikoronakan
dengan graf lintasan, lingkaran, dan graf bintang adatghiP,, ® P,) = (P, ©®

Cn) = 72(Pn © Sn) = [3].

Teorema 4.11. Diberikan graf lingkaranC,, dan sebarang grafH,, dengan
masing-masing ordernya dan m untukn > 3 danm > 1. Maka bilangan
dominasi jarak dua pada graf hasil operasi korofia® H,,, adalahvy(C,, 0 H,,,) =

51

Bukti: MisalkanV (C,, ® H,,) = {u1,ug,...,un} U{u;;]l <i<n 1 <5<
m}, maka|C, ® H,| = nm + n. Kasus-kasus berikut ini menunjukkan tiga
kemungkinan simpul-simpul elemen himpunan dominasi jarak dua yang minimum
pada gral’,, © H,,.

Kasus 1:5; € V(H;)

Untuk setiapu; ; elemenV (H,), u; ; maksimal dapat mendominasi+ 3 simpul.
Sehingga banyak simpul elemen himpunan dominasi jarak dua mak@nﬁﬁél
maka|Sy| < MR,

Kasws 2: 5, € V(C,,)

Untuk setiapu; elemenV(C,,), u; maksimal dapat mendominagin + 5 simpul.
Sehingga banyak simpul elemen himpunan dominasi jarak dua mak%@l
maka| S| < 5.

Kasws 3: 5, € V(H;) UV (C,)
Untuk setiapu; elemenV (C,,) danu; ; elemenV (H;), maka dua simpul maksimal

2(nm+n) o

dapat mendominagin + 3) + (3m + 5) simpul. SehinggaS:| < =G =

nm-+n
m—+4 °

Dari kasus 1 sampai 3 dapat dilihat bahtiges < =ttn < mnbn | sefingga dapat
diambil batas atas yang terkecil yaitu simg@l elemen dari simpul-simpul graf
LingkaranC,,. Karenaiztz — 387(1"3)1422 ’;((Zﬂ)) =
setiap simpul elemef; ke simpul elemers, yang lain sama dengan Karena S, |
harus bilangan bulat dan jarak setiap simpul eleiepadal’ (C,,) sama dengah
maka jumlah simpul minimal yang dapat mendominasi simpul-siigal, © H,,)
adalah[ % |, makay,(C, ® Hy,) < [%].

Oleh karena itu, untuk menunjukkan apakidgh merugkan bilangan dominasi
yang paling minimum, yaitu dengan memisalkah| = [3] — 1. Maka banyak

simpul maksimal yang dapat didominasi olghadalah

< 7, makainterval atau jarak

q%—‘ —1) (Bm+3) < (n—;2_1) Bm+3)=nm+n—m—1<nm+n.
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Sehingga tidak semua simpt), ©® H,, dapatdidominasi. Oleh karena itli5s| #

[%]—1dan[%] merugkan bilangan dominasi minimum pada gfaf® H,,. Maka

Y2(Cn © Hy) = 5] O
Sebagaimana Teorema 4.10, dari Teorema 4.11 juga dapat ditukskaiah

akibat mengenai bilangan dominasi jarak dua untuk graf hasil operasi korona seperti

berikut ini.

Gambar 4.11: Graf’, ® S,, untukm = 2 (mod3) dengan Simpul-Simpul Warna
Putih Merupakan Simpul Elemen Himpunan Dominasi Jarak Dua

Akibat 4.4. Bilangan dominasi jarak dua pada graf lingkaran yang dikoronakan
dengan graf lintasan, lingkaran, dan graf bintang adatafiC,, ® P,,) = 12(C, ®
Cn) = 72(Cr © Si) = [2].

Contdh graf hasil operasi korona antara graf Lingkatgndan sebarang graf
G dapat dilihat pada Gambar 4.11. Pada gambar tersebut graf Lingk&ran
dioperasikan dengan graf Bintag,.

4.3.4 Bilangan Dominasi Jarak Dua pada Graf Hasil Operasi Comb

Bilangan dominasi jarak dua pada graf hasil opecasibjuga ditentukan pada
enam graf khusus seperti pada subbab 4.2, antara lai®gnatP,, P,, > C,,, B, >
Sp, Co> P, C, > P, danC,, > S,,. Penentuan simpul-simpul yang dilekatkan pada
masing-masing graf juga sama seperti yang jarak satu.
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Teorema 4.12.Diberikan dua buah graf lintasar®,, dan P, dengan masing-
masing ordernyan dann untukm,n > 2. Maka bilangan dominasi jarak dua
pada graf hasil operasi comB,, > P,, adalah

mlg] jilkan =0 (mod 5),n = 3 (mod 5)p = 4 (mod 5)
Vo(PnFy) = m|2] +[2] jikan =1 (mod5)
mlz|+ %] jikan =2 (mod5)

Bukti: MisalkanV (P> P,) = {V; ;|1 <i<m,1 < j <n}dan|P,>P,| = mn.
Graf P, > P, dapat dilihat pada Gambar 4.12. Berdasarkan definisi opevasi
maka simpul ujung, yang melekat pada grdt,, dapat dikatakan sebagai simpul-
simpul P, atau pun simpul-simpu?,,. Oleh karena itu, untuk menunjukkan banyak

simpul minimal yang menjadi elemen himpunan dominasi jarak dua pada graf

P,, > P,, maka untuk masing-masing nilaiakan dibagi menjadi dua kasus. Kasus
pertama jika simpul-simpub hanya diambil dari simpul-simpuP,,, sedangkan
kasus kedua jikeb, diambil dariV'(P,) U V(P,,) dengan ketentuan simpsh
diambil terlebih dahulu daiiv ( P, )sebanyak kelipatah karena satu simpul elemen
S, padaP, dapat mendominasi maksimalsimpul. Kemudian dilanjutkan pada
simpul-simpulV'( P,,) yang terhubung atau memiliki jarak terkecil dendafp,,)
yang belum terdominasi.

1. n=0(modb5)
Kasus 1:5;, € V(P,)
Menurut Teorema 4.8,(P,) = [%], kareman = 0 (mod5) dann € Z*
maka bilangan dominasi jarak dua pada sefiap adalahy,(P,) = [%]

yang nlanya adalahy,(P,) = %. Karena terdapatn buah P, pada graf
P,, > P,, maka batas atas bilangan dominasi jarak dua pgagda P, adalah

'72(Pm[>Pn) < m(,y2(PWL[>P”)) = %ﬂ

Kasus2: S, € V(P,) UV (P,)
Karenan = 0 (mod5), maka dari kasus pertama semua simpul sudah dapat
didominasi dengan jarak maksimal dua.

Oleh karena itu, batas atas minimal yang diambil dari bilangan dominasi jarak

dua padaP,, > P, adalah

mn

'72(Pm[>Pn) S ?
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Selanjutnya akan ditunjukkan apakdh merugakan bilangan dominasi yang
minimum pada graf’,, > P,. Andaikany,(P,,>P,) < =* — 1. Karena setiap
simpul elemenS; maksimal dapat mendominasi simpul, maka banyak
simpul yang dapat didominasi jika(P, > F,,) < =* — 1 adald

mmn
5<?—1> =mn — 5 < mn.
Dengan demikiamy (P, > P,) £ 7 — 1, karena terdapat beberapa simpul
yang tidak dapat didominasi. Sehingga terbukti bat#aadald bilangan

dominasi jarak dua yang minimal pada gigf> P,, makay, (P, > P,) = "

. n=1(mod5)

Kasus 1.5, € V(P,)

Untuk setiap?; ,,, bilangan dominasi jarak dua paétaadalahy,(P,) = [£],
kareran = 1 (mod5) dann € Z1, makay(FP,) = "T“ Karena terdapatn
buahP, pada grafP,, > P,, maka batas atas bilangan dominasi jarak dua pada

P, v P, adalahy,(P,, > P,) < m(ya(P,)) = 2ot

Kasus2: S, € V(P,) UV (P,)
Karenan = 1 (mod5), maka terlebih dahulu ditentukan bilangan dominasi
jarak dua pad@®,_,. Sebagaimana Teorema 48(P,_;) = [*=+]. Karena

m € Z* dengann = 1 (mod3), makay,(P,_1) = ”T‘l Sehngga untukn
buahP,_; maka bilangan dominasi jarak duanya adaﬁé@‘—l). Sedagkan
satu simpul pad@, yang belum terdominasi yang juga merupakan simpul-
simpul V' (P,,) memiliki bilangan dominasfi |. Dengan demikian bilangan
dominasi pada graP,, > P, adalahy, (P, > P,) < mn-l) 4 [Z].

5 5

Dari kasus 1 dan 2 tersebut dapat dilihat bahg—1 + [2] < 0t

sehirgga diambil batas yang minimal untuk bilangan dominasi jarak dua pada

Poub By, yaituns(Pyy > Py) < 220 4 [2],

Andaikan m(’};l) + [%#] bukanbilangan dominasi yang minimal, misalkan

yo(Pn > B,) < 22D 4 [m] 1 Karena setiap simpul maksimal

dapat mendominasi simpul, maka banyak simpul maksimal yang dapat

m(vé—l) + [#] = 1)5, karenam € Z* danm = 0 (mod

5), maka[ | = ¥. Sehhgga

(m(nT_l)+[%—‘_1)5:(w+%—1)5:mn—5<mn.

didominasi adalaly
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Dengan demikian, simpul yang terdominasi kurang dari order peda’g >

P,, maka terdapat beberapa simpul yang tidak dapat didominasi. Sehingga
Yo(Pp>P,) £ % +[%]— 1 dan erbukti bahway, (P, > P,) = % +

[%] adald bilangan dominasi jarak dua yang minimal.

. n=2(mod5)

Kasus 1:5; € V(P,,)

Untuk setiap?; ,,, bilangan dominasi jarak dua paétaadalahy,(F,) = [ ],
kareran € Z* dann = 2 (mod5), makay,(F,) = ”T” Karena terdapat

m buah P, pada grafP,, > P,,, maka batas atas bilangan dominasi jarak dua
padaP,, > P, adalahy (P, > P,) < m(ys(P,)) = 202,

Kasus2: S, € V(P,) UV (P,)
Karenan = 2 (mod 5), maka terlebih dahulu ditentukan bilangan

dominasi jarak dua padg,_,. Sebagaimana pada pembuktian-pembuktian
sebelumnya, makay(P, 2) = ”T‘Q Sehhgga untukm buah P,_, maka
bilangan dominasi jarak duanya adal%\ﬁi). Sedagkan dua simpul pada
setiapP,, yang belum terdominasi salah satunya merupakan sifipg}, ).
Sehingga himpunan simpul yang belum terdominasi sama dengamigraf
yang masing-masing simpulnya terhubung dengan sebuah simpul. Setiap
simpul yang belum terdominasi tersebut isomorfis denganfgrabd G, G
adalah trivial yang hanya memiliki satu simpul. Sehingga menurut Teorema
4.10,% (P, ©® G1) = [%]. Dengn demikian bilangan dominasi pada graf
P> P, adalahyy (P, > P,) < ™02y (o],
Dua kemungkinan batas atas minimal bilangan dominasi jarak dua pada kasus
1 dan 2 menunjukkad®2 4 [m] < ™3 - sehpgga diambil batas
minimal untuk bilangan dominasi jarak dua paga- P, yaituys(P,,>P,) <

m(n—2 m
mi 2 4 [,

Misalkan ”“’?2) + [%] bukanbilangan dominasi yang minimal. Andaikan
yo(Pn > B,) < 222 4 [m] 1 Karena setiap simpul maksimal
dapat mendominasi simpul, maka banyak simpul maksimal yang dapat

didominasi adalal(]@ + [%] —1)5.
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Kareramn —2m + %m < mn, sehingga terdapat beberapa simpul yang tidak
dapat didominasi. Sehingga(P,, > P,) % w + [%] — 1 dan erbukti
bahway, (P, > P,) < 202 4 [m],

Sebagi contoh, perhatikan Gambar 4.12. Jikg,_» bukan elemei$,, maka
Um.ns Umn—1s Umn—2s , Umn—s danuv,, ,_4 tidak dapat didominasi oleh simpul

manapun elemes;.

Vi,n V2,n U3,n Um—1,n Um,n
V1,n—1 V2,n—1 U3,n—1 Um—1,n—1 Um,n—1
V3 ,n—2 Um—1,n—2 Um,n—2

Vi,n—2 V2,n—2 ‘ ‘ ‘
| |

V1,4 V2.4 V3,4 Um—1,4 Um,4

V1,3 V2,3 V3,3 Um—1,3 Um,3

U1,2 V2,2 V3,2 Um—1,2 Um,2
V1,1 V2,1 V3,1 Um—1,1 Um,1

Gambar 4.12: GraP’,, > P, untikk n = 2 (mod5) dengan Simpul-Simpul Warna
Putih Merupakan Simpul Elemen Himpunan Dominasi Jarak Dua

4. n =3 (modb)
Kasus 1:5, € V(P,)
Untuk setiapP; ,,, bilangan dominasi jarak dua paéfa adalahy,(F,) = [
, karean = 3 (mod5) dann € Z*, makay,(P,) = 2. Karena terdapat
m buah P, pada grafP,, > P,,, maka batas atas bilangan dominasi jarak dua

(n+2)

padaP,, > P, adalahy, (P, > P,) < m(y(P,)) = 5=,

Kasus2: S, € V(P,) UV (P,)

Karenan = 3 (mod5), maka terlebih ditentukan bilangan dominasi jarak dua
padaP, 3. Sama seperti pembuktian sebelumnya, mak#, ;) = "7‘3
Sehirgga untukm buah P, _; maka bilangan dominasi jarak duanya adalah

@. Sedingkan tiga simpul pada setidp, yang belum terdominasi salah
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satunya merupakan simpul-simga{ P,,,). Sehhgga himpunan simpul yang
belum terdominasi sama denganbuah grafP; dengan salah satu simpul
ujungnyaterhubung dan membentuk Lintagan Karena jarak terjauh untuk
setiap simpulP,, pada simpulP, yang belum terdominasi sama dengan
maka setiap simpub,, diambil sebagai elemesfi,, sehingga kedua simpul

P, tersebut dapat didominasi. Dengan demikian bilangan dominasi jarak dua
pada grafP,, > P, adalahy (P, > P,) < ™2 4,

mnt2) — mn=3) 4, sehngga kasus 1 dan 2 menunjukkan bilangan

m(n 3) +m.

Karera
dominasi Jarak dua minimal yang sama. Sehinggd®,,>P,) <

Selanutnya, misalkan"L_‘g) -+ m bukanbilangan dominasi yang minimal.
Andaikanyy (P, > P,) < mn=3) 4 — 1, karena setiap simpul daﬁ“’g—_‘g)
simpu dapat mendomlna5| maksimal simpul dan setiap simpul dari
simpul dapat mendomina3isimpul. Maka jika diambil sebuah simpul dari
m(n 3)

simpu bukan menjadi elemety, pada P, mengakibatkan banyak
S|mpul maksimal yang dapat didominasi adalah

=

3 —1)5+m-3:mn—5<mn.

Dengan demikian terdapat beberapa simpul yang tidak dapat didominasi,
karena jumlah simpul maksimal yang dapat didominasi kurang dari
banyaknya simpul padg,, > P,. Sehinggay. (P, > P,) £ M +m—1

dan tebukti bahway,(P,, > P,) = ™22 1 m atauys(P,, > p ) = k),

= 4 (modb)
Kasus 1.5, € V(P,)
Untuk setiap?; ,,, bilangan dominasi jarak dua paétaadalahy,(FP,) = [£],
kareran = 4 (mod5) dann € Z*, makay,(F,) = ”*1 Karena terdapat
m buahP, pada grafP,, > P,, maka batas atas bilangan dominasi jarak dua

padaP,, > P, adalahy,(P,, > P,) < m(v(P,)) = @

Kasus2: S, € V(P,) UV (P,)
Karenan = 4 (mod5), maka pertama kali ditentukan bilangan dominasi jarak

dua padaP,_,. Sama seperti pembuktian sebelumnya, mak@, ,) =

%. Sehngga untukm buah P,_, maka bilangan dominasi jarak duanya

adalahm(” 4)

. Sedagkan4 simpul pada setiap’,, yang belum terdominasi
salah satunya merupakan simpul-simpyF,,). Sehingga himpunan simpul
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yang belum terdominasi terdiri dari buah gaf P, dengan salah satu simpul
ujungnya terhubung membentuk Lintas&y, Karena jarak terjauh untuk
setiap simpulP,, pada simpulP, yang belum terdominasi sama dengan
maka jika diambil simpulP,,, sebagai elemefi, mengakibatkan banyaknya
himpunan dominasi yang dibutuhkan untuk menjangkau simpul-simpul yang
belum terdominasi tidak akan minimum, karena simpul yang dibutuhkan
pasti lebih darim simpul. Sehingga untuk kasus ini minimal diambil
satu simpul untuk masing-masinfgy dan bukanv,; atau punv; 4, karena
d(vi1,v;4) = 3. Dengan demikian dibutuhkan minimal simpul dengan
masing-masing simpul dapat mendomindssimpul, yaituv;, atau v; ;.
Karenas = 1,2, ..., m, maka bilangan dominasi jarak dua pada dtaft> P,

adalahyy (P, > B,) < w +m = %

Kasusl dan 2 menunjukkan bilangan dominasi jarak dua minimal yang sama.
Sehingga kita dapat mengambil batas atas bilangan dominasi jarak dua pada
P, v P, yaituys (P, > P,) < 204 4y,

Andaikan @ + m bukanbilangan dominasi jarak dua yang minimal.

Misalkan~y, (P, > P,) < % + m — 1, yaitu dengan mengambil sebarang

satu simpul pada, sedemikian tidak lagi menjadi elemefy. Hal ini
mengakibatkan banyak simpul maksimal yang dapat didominasi adalah

—4
(%—1)5+m~4:mn—5<mn.

Dengan demikian terdapat beberapa simpul yang tidak dapat didominasi.
Sehinggay(P,, > P,) < m=4) 4y, — 1 dan tebukti bahway,(P,, > P,) =

5
m(n—4 m(n+1
) 4 atauys (P, > By) = M0,

Masing-masing nilain pada kelima pembuktian di atas menunjukkan bilangan
dominasi jarak dua padd,, > P, berbeda-beda. Untuk= 0 (mod5), n = 3 (mod

5), dann = 4 (mod5) dapat disimpulkan bahwa (P, > F,) = m[%]. Untk

n = 1 (mod5), (P> P,) = m|%] + [% ], sedagkan untukn = 2 (mod5),

Yo (P> By) = m[ 2] + [2]. [
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Teorema 4.13.Diberikan graf lintasanP,, dan graf lingkaranC,, dengan masing-
masing ordernyan dann untukm > 2, n > 3. Maka bilangan dominasi jarak dua
pada graf hasil operasi comB,, > C,, adalah

mlg] jikan = 0 (mod 5),n = 4 (mod 5)
YVo(Pn>Cy) = m[2] +[2] jikan=1(mod5)
m|2] 4+ [%] jikan =2 (mod5)n =3 (mod5)

Bukti : AndaikanV (P,,>C,,) = {V; ;|1 <i<m,1 <j <n}dan|P,>C,| = mn.

Graf P, > C, dapat dilihat pada Gambar 4.13. Berdasarkan definisi operasi
comh maka simpul ujung’,, yang melekat pada grdt,, dapat dikatakan sebagai
simpul-simpulC;, atau pun simpul-simpuP,,,. Oleh karena itu, untuk menun-
jukkan banyak simpul minimal yang menjadi elemen himpunan dominasi jarak satu
pada grafP,, > C,,, maka untuk masing-masing nilaiakan dibagi menjadi dua
kasus. Kasus pertama jika simpul-simpulhanya diambil dari simpul-simpudl,,,
sedangkan kasus kedua jika diambil dari V(C,,) U V(P,,) dengan ketentuan
simpul S, diambil terlebih dahulu dafv’(C,,) sebanyak kelipatah, karena satu
simpul elemenS; padaC, dapat mendominasi maksimalsimpul. Kemudian
dilanjutkan pada simpul-simpi( P,,,) yang terhubung atau memiliki jarak terkecil
dengan//(C,,) yang belum terdominasi.

1. n =0 (mod5)
Karenan = 0 (mod5), maka batas atas bilangan dominasi jarak dua pada
P,, > C, dapat ditentukan jika diamb#, € V(C,). Berdasarkan Teorema
4.9,(C,) = [%]. Karenan = 0 (mod5) dann € Z* maka bilangan
dominasi jarak dua pada setiap,, adalahy,(C,) = %. Karena terdapatn
buahC,, pada graf?,,>C),, maka batas atas bilangan dominasi jarak dua pada

P, > C, adalahy, (P, > C,) < m(y(C,)) = =2,

5
Untuk menunjukkan apakah¥z* merumkan bilangan dominasi yang
minimum pada graf’,, > C,,, misalkamy (P, > C,) < %" — 1. Karena setiap
simpul elemenS; maksimal dapat mendominasi simpul, maka banyak
simpul yang dapat didominasi jika (P, > C,,) < ™* — 1 adald

5(%—1):mn—5<mn.

Sehinggay (P, >C,) £ ™ — 1, karena terdapat beberapa simpul yang tidak

= —
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dapat didominasi. Maka terbukti bahwgt adald bilangan dominasi jarak
dua yang minimal pada grdt,, > C,,. Oleh karena ituy, (P, > C,,) = "*.

. n =1 (mod5)
Kasus 1.5, € V(P,)

Untuk setiag”; ., bilangan dominasijarak dua pada adalahy,(C,) = [ ],

kareran = 1 (mod5) dann € Z*, makay,(C,) = ”T*“ Karena terdapat
m buahC,, pada grafP,, > C,,, maka batas atas bilangan dominasi jarak dua

padaP,, > C,, adalams (P, > C,) < m(y5(Cy)) = M),

5
Kasus2: S, € V(C,) UV (P,,)
Karenan = 1 (mod5), maka terlebih dahulu ditentukan bilangan dominasi
jarak dua padd’, ;. Sebagaimana Teorema 49(C,,_1) = (”T‘l] Karena

n =1 (mod5) dann € Z*, makays(C,-1) = **. Sehhgga untukm

buahC,_; maka bilangan dominasi jarak duanya adaﬂé%f—l). Sedagkan
satu simpul padd’, yang belum terdominasi yang juga merupakan simpul-
simpul V(P,,) memiliki bilangan dominasfi' |. Dengan demikian bilangan

dominasi pada graP,, > C,, adalahy,(P,, > C,,) < 20l [m],

Kasusl dan 2 menunjukkan bahv%”s;lhr (7] < mnt) ' sehngga diambil

5
batas yang minimal untuk bilangan dominasi jarak dua paga C,,, yaitu

Yo(Pr & Cp) < M0 4 2],

m(n—1)
5

Yo(Pr>Cy) < ™D 4 117 1 maka banyak simpul maksimal yang dapat

didominasi adalah

(@+{%W—1)5:mn—5<mn.

Andaikan + [%] bukanbilangan dominasi yang minimal, misalkan

Karena simpul yang dapat didominasi kurang d&yi > C,,|, maka terdapat
beberapa simpul yang tidak dapat didominasi. Sehingg¢®,, > C,) £

mno) 4 [m] 1 dan erbukti bahway, (P, > C,,) = 201 4 [m],

. n =2 (mod5)

Kasus 1.5, € V(P,)

Untuk setiag”; ,,, bilangan dominasijarak dua pa@aadalahy,(C,) = [ ].
Kareran = 2 (mod5) dann € Z*, makay,(C,) = ”T*?’ Karena terdapat

m buahC,, pada grafP,, > C,,, maka batas atas bilangan dominasi jarak dua

padap,, > C,, adalahyy(P,, > C,) < m(v(C,)) = m(nt3)

5
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Kasus 2:5, € V(C,) UV (P,,)
Sepeti pada pembuktian-pembuktian sebelumnya, maké', ) = [%=2].

Kareran = 2 (mod5) dann € Z*, makav,(C,-2) = “=2. Sehhgga
untuk m buahC,_, maka bilangan dominasi jarak duanya adatdf—2.
Sedagkan dua simpul pada setiaf,, yang belum terdominasi salah
satunya merupakan simpul(7,,). Sehingga himpunan simpul yang belum
terdominasi sama dengan graf yang masing-masing simpulnya terhubung
dengan sebuah simpul. Simpul-simpul tersebut isomorfis dengaPgraf
G1, sehingga menurut Teorema 4.39,F,, ©G1) = [%|. Dengan demikian

bilangan dominasi pada gréf,, > C,, adalahy, (P, > C,,) < @ + %]

Keduakasus di atas menunjukkéﬁrg;m + %] < @ sehhgga diambil

batas yang minimal untuk bilangan dominasi jarak dua paga C,,, yaitu

Jikaw + [ %] bukanbilangan dominasi yang minimal, misalkas( P, >
Cn) < @Jr [ %] —1. Karena setiap simpul maksimal dapat mendominasi
5 simpul, maka banyak simpul maksimal yang dapat didominasi adalah

(e Y ) S B

(MHT_%+[%1_1)5 < (W+(%+l)—l)5

Karera mn — 2m + %m < mn, m&ka terdapat beberapa simpul yang tidak

dapat didominasi. Sehingga(P,, > C,,) £ mn=2) [%] — 1 dan erbukti

5
bahway,(P,, > C,) = ™2 4 [m],

Pada Gmbar 4.13 ditunjukkan contoh bilangan dominasi jarak dua pada
P, > C, untukn = 2(mod?5). Jika pada gambar tersebuyt , tidak diambil
sebagai elemers; maka simpul-simpul yang tidak dapat didominasi oleh
simpul manapun eleme$y, antara liar,, 2, vy, 3, U 4, U 5 daNvy, 6.

. n =3 (modb)

Kasus 1:5;, € V(C,,)

Untuk setiag”; ,,, bilangan dominasijarak dua pada adalahy,(C,,) = [£].
Kareran = 3 (mod5) dann € Z*, makay,(C,) = “£2. Karena terdapat
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V2,4 V2.5

V1,5 V1,4 V3,5

Gambar 4.13: GraP,, > C,, untlkk n = 2 (mod 5) dengan Simpul-Simpul Warna
Putih Merupakan Simpul Elemen Himpunan Dominasi Jarak Dua

m buahC,, pada grafP,, > C,,, maka batas atas bilangan dominasi jarak dua

padap,, > C,, adalahy,(P,, > C,) < m(v2(C,)) = @

Kasus2: S, € V(C,) UV (P,,)

Karenan = 3 (mod 5), maka terlebih dahulu ditentukan bilangan
dominasi jarak dua padd,_;. Sama seperti pembuktian sebelumnya, maka
Yo (Ch_3) = "T‘?’ Sehngga untukm buahC,,_3 maka bilangan dominasi
jarak duanya adalaﬁ”“;—‘?’). Sedagkan tiga simpul pada setiag, yang
belum terdominasi salah satunya merupakan simpul-sivipg)}, ). Karena
derajat tertinggV’(P,,) = 4, dan dua tetangganya merupakan simpul-simpul
padaC'i, n, maka dua simpul pada, yang belum terdominasi selain simpul
V(P,,) diambil yang jaraknya satu ke seti&f P,,). Sehingga himpunan
simpul yang belum terdominasi isomorfis dengan @taf> G5, G, pada graf

ini merupakan dua simpul yang tidak terhubung yang dikoronakan dengan
lintasan P,,. Sehingga berdasarkan Teorema 4.10 simpul-simpul tersebut
memiliki bilangan dominasi sama dengg#|. Dengan demikian bilangan

dominasi jarak dua pada gr&f, > C,, adalahy,(P,, > C,,) < m(”;?’) + %],

Karera ™% 4 [m] < m(2) maka dambil batas atas yang minimum, yaitu

5 3 5
bilangan dominasi jarak dua pa#a>C,, adalahy,(P,,>C,,) < w—i— EJE

m(n—23)
5

Selanutnya, jika < + [% ] bukanbilangan dominasi yang minimal,

m(";?’) + [%2] — 1. Karena setiap simpul eleme

padaC,, maksimal dapat mendominasisimpul dan setiap simpu; pada

misalkanmy (P, > C,,) <

P,, dapat mendominasi maksintasimpul, maka jika diambil sebuah simpul
padaP,, sedemikian bukan elemef;, maka banyak simpul maksimal yang
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dapat didominasi adalgf>=% —)5 4 ([2] — 1)9.

(272 s ([5]-1)0 < (22 1)se (Fo1-0)s
= mn—3m+3m

= mn.

Karena simpul yang dapat didominasi kurang dari order pgga- C,.
Sehingga dapat disimpulkan bahwa terdapat beberapa simpul yang tidak
dapat didominasi. Oleh karena ity (P, > C),) < @ + [%] — 1 dan
terbukti bahway (P, > C,) = 203 4 m],

. n =4 (modb)

Kasus 1:5 € V(C,)

Untuk setiag”; ,,, bilangan dominasijarak dua pada adalahy, (C,) = [£].
Kareran = 4 (mod5) dann € Z*, makay,(C,) = 2. Karena terdapat

m buahC,, pada grafP,, > C,,, maka batas atas bilangan dominasi jarak dua

padaP,, > C, adalahy, (P, > C,,) < m(12(C,)) = m(rg—i—l).

Kasus2: S € V(C,) UV (P,)
Karenan = 4 (mod 5), maka terlebih dahulu ditentukan bilangan
dominasi jarak dua padd, ,. Sama seperti pembuktian sebelumnya, maka

Yo(Cry) = "T“* Sehngga untukm buahC,,_, maka bilangan dominasi
jarak duanya adalaﬁ“z;“. Sedagkan empat simpul pada setiap yang
belum terdominasi salah satunya merupakan simpul-si¥ipg), ). Karena
derajat tertinggiV(P,,) = 4, dan dua tetangganya merupakan simpul-
simpul padaC;,, maka sebuah simpul pada, yang belum terdominasi
selain simpulV/( P,,) dan dua simpul yang bertetangga denya®,,) adalah
simpul dengan jarak k& (P,,) sama dengan dua. Sehingga semua simpul
padaV (P,,) diambil sebagai elemet, dengan asumsi setiap simpul tersebut
dapat mendominadisimpul. Dengan demikian bilangan dominasi jarak dua

pada grafP,, > C,, adalahy, (P, > C,,) < ™4 4y,

Kasusl dan 2 menunjukkan bilangan dominasi jarak dua minimal yang sama.
Sehingga batas atas minimal bilangan dominasi jarak duaipada’,, yaitu
Yo (P> Cp) < 22,
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Andaikan 24

+ m bukan bilangan dominasi jarak dua yang minimal.
Mlsalkanw(P >Cp) < 3 oy — 1, yaitu mengaambil sebarang satu
simpul padaC;,, sedemikian tldak lagi menjadi eleméh. Hal ini mengaki-

batkan banyak simpul maksimal yang dapat didominasi adalah

=

3 —1)5+m~4:mn—5<mn.

Dengan demikian terdapat beberapa simpul yang tidak dapat didominasi oleh
Sy karena banyak simpul yang dapat didominasi lebi kecil dayi> C,,|.
Sehingga tidak benar bahwy@(P >Cy) < mn=4) 4 — 1 dan tebukti

bahway,(P,, > C,) = ™4 4 m atauys (P, DC’) )

Kelima pembuktian untuk masing-masing nitadli atas menunjukkan bilangan
dominasijarak dua pada, >, yang berbeda-beda. Akan tetapi beberapa bilangan
dominasi dengan nilai tertentu dapat direduksi, misalnya untuk= 0 (mod 5)
dann = 4 (mod5) dapat disimpulkan bahwg (P, > C,,) = m[%], untikk n = 1
(mod5), v2(Pn > Cy) = m| 5] + [%], sedagkan untuke = 2 (mod5) dann = 3

n m
Z2.1 3?231—1 Z4,1 $4,n. 1 Ze,1 336 & 1 28,1 l‘s n—1
2,2/ ! 8
/
/
]
U1 CF Um
V2
T
J1 X3 NS %‘7 ;Tm
\ \ \ \ \
\ \ \ \
1,2 ® 3,2 ® 5,2 ® 7,2 ® mﬁ.

T1,1 Zin-1 31 T3n-1 51 T5n-1 Tr1 T7n—1 Tm,1 Tmn-1

Gambar 4.14: GraP,,>S,, dengan SimpulPendantS,, Merupakan Simpul Elemen
Himpunan Dominasi Jarak Dua

Teorema 4.14.Diberikan graf lintasanP,, dan graf bintangS,, dengan masing-
masing ordernyan dann untukm > 2, n > 3. Maka bilangan dominasi jarak dua
pada graf hasil operasi comB,, > S,, adalahy, (P, > S,) = m

Bukti: Diketahui bahwa graf’,, > S,, diperoleh dengan melekatkan salah satu
simpul pendatdari masing-masing gra$, kopian ke¢ pada setiap simpul graf
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P,, seperti yang ditunjukkan pada Gambar 4.14. Sehingga dapat disimpulkan
bahwa banyak simpul graf,, > S,, sama dengam: kali simpul grafs,,, yaitu
m(n + 1). Berdasarkan Observasi 4.1 diketahui bahw@),,) = 1, karena terdapat
m kopi graf.S,, padaP,, > S,,, maka maksimal terdapat simpul elemen himpunan
dominasi jarak dua. Sehingga dapat dituliskan baltyp= v2( P, > S,,) < m.
Andaikan|S;| < m — 1, hal ini berarti terdapab,, kopian ke¢ yang semua
simpulnya bukan elemen himpunan dominasi. Seperti yang diketahui bahwa graf
Bintang.S,, memiliki diameter sama denganSehingga pastilah terdapatelemen
S, sedemikiani(v;, S3) > 2. Dengan demikianS;| £ m — 1, sehinggan adalah
bilangan dominasi jarak dua minimum pada gfaf> S,,. Oleh karena itu terbukti
bahwa|Sy| = vo(P,,, > S,,) = m. O

Teorema 4.15.Diberikan graf lingkaranC,, dan graf lintasanp,, dengan masing-
masing ordernya danm untukn > 3, m > 2. Maka bilangan dominasi jarak dua
pada graf hasil operasi comb,, > P,, adalah

nf %] jikam = 0 (mod 5)ym = 3 (mod 5);m = 4 (mod 5)
YV2(CobPr) = n|2Z] +[2] jikam =1 (mod5)
nl%|+[3] Jikam =2 (mod5)

Bukti : MisalkanV (C,,>P,,) = {V; ;|1 <i <n,1 < j <m}dan|C,>P,| = nm.

Graf C, > P,, dapat dilihat pada Gambar 4.15. Berdasarkan definisi opevat)

maka simpul ujung’,, yang melekat pada gréf, dapat dikatakan sebagai simpul-
simpul P,, atau pun simpul-simpul’,,. Oleh karena itu, untuk menunjukkan
banyak simpul minimal yang menjadi elemen himpunan dominasi jarak satu pada
grafC, > P,,, akan ditunjukkan sepeti pembuktian-pembuktian pada Teorema 4.12.
Untuk masing-masing nilai akan dibagi menjadi dua kasus. Kasus pertama jika
simpul-simpulS; hanya diambil dari simpul-simpu?,,, sedangkan kasus kedua
jika Sy diambil darilV (P,,) U V(C,,) dengan ketentuan simp#} diambil terlebih
dahulu dariV'(P,,) sebanyak kelipatah, karena satu simpul elemefy padar,,
dapat mendominasi maksimasimpul. Kemudian dilanjutkan pada simpul-simpul
V(P,,) yang terhubung atau memiliki jarak terkecil dendd(C,,) yang belum
terdominasi.
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1. m =0 (modb5)
Samaseperti bilangan dominasi jarak dug, > P, dan P,, > C,, untuk,
batas atas minimal dapat ditentukan hanya dengan meng&gmbilV’ (P,,).
Menurut Teorema 4.8,(F,,,) = [% |, karenam = 0 (mod5) maka bilangan
dominasi jarak dua pada seti&p,, adalahy,(F,,) = %. Karena terdapat
n buahP,, pada grafC,, > P,,, maka batas atas bilangan dominasi jarak dua
padaC, > P, adalahy,(C, > P,,) < n(1(P,)) = %*. Selajutnya hanya
akan dibuktikan apakals* merumkan bilangan dominasi yang minimum
pada gralC,, > P,,. Andaikany,(C, > P,) < "* — 1. Karena setiap simpul
elemensS, maksimal dapat mendomindssimpul, maka banyak simpul yang
dapat didominasi jika,(C,, > P,,) < ** — 1 adald

nm
5<?—1> =nm —5 < nm.
Dengan demikiany,(C,, > P,,) £ %* — 1, karena terdapat beberapa simpul
yang tidak dapat didominasi. Sehingga terbukti bat#aadald bilangan

dominasi jarak dua yang minimal pada géaf> P,,,, makay, (C,,> P,) = .

2. m =1 (modb)
Kasus 1:5; € V(P,,)
Untuk setiapP; ,,,, bilangan dominasi jarak dua pady, adalahy(P,,) =
(27, karenam = 1 (mod5) danm € Z*, makay,(P,,) = ™. Padagraf
C, > P, terdapatn buahP,,, maka batas atas bilangan dominasi jarak dua
padaC, > P,, adalahy(C,, > P,,) < n(ys(P,)) = 22,

Kasus2: Sy, € V(P,,) UV (C,)
Karenam = 1 (mod5), maka terlebih dahulu ditentukan bilangan dominasi

jarak dua padaP,, ;. sebagaimana Teorema 4.8;(P,_ 1) = mT‘l

Sehirgga untukn buah P,,_; maka bilangan dominasi jarak duanya adalah

n(m—1

= ), Sedagkan satu simpul padg,, yang belum terdominasi yang juga
merupalan simpul-simpul (C,,) memiliki bilangan dominasj¢ |. Dengan

demikian bilangan dominasi pada gr@f, > P,, adalah~,(C,, > B,,) <
n(n’g—l) + 721,

Dari kasus 1 dan 2 tersebut dapat dilihat bahtWg— + [2] < ~mtd)
sehirgga diambil batas yang minimal untuk bilangan dominasi jarak dua pada

Cpn > Py, yaituys (C, > By,) < % + 2.
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Andaikan@Jr [ %] bukanbilangan dominasi yang minimal, kita misalkan

7 (Cp > Pp) < @ + [¥] — 1. Karena setiap simpul maksimal
dapat mendominasi simpul, maka banyak simpul maksimal yang dapat
didominasi adalam% + [#] — 1)5, karenan € Z* dann = 0 (mod

5), maka[¢| = %. Sehhgga

n(m—1) n ~ (n(m—1) n B B

( 5 +{5-‘ 1)5—(*5 +5 1]5=nm-—5<nm.
Karena simpul yang terdominasi kurang dari order pada@gaf P,,, maka
terdapat beberapa simpul yang tidak dapat didominasi. Sehingga >
P,) £ MU 4 [2] 1 dan erbukti bahway,(C,, > P,,) = "1 4 2],

5 5

®UIm

|
|

Q’U175

V1,4

o Un,m ,OV2.m
A 7/
AS
Un,5 Pv13 V2.5
4 U,
3l o - @™
V3,3 V3,5
V4,5
N
N vy
oV4m

V6,m C V5,4

®Us5 5
|
|

.US,m

Gambar 4.15: Graf’, > P,, unttk m = 1 (mod5) dengan Simpul-Simpul Warna
Putih Merupakan Simpul Elemen Himpunan Dominasi Jarak Dua
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Gambar 4.15 menunjukkan contoh bilangan dominasi jarak dua(@adg®,,,
untuk m = 1 (mod 5). Jika diambil sebarang;,,_» bukan elemenS,
maka simpulv; ., Vi m—1, Vi m—2, Vim—3 danuv,,,_, tidak dapat didominasi
oleh semua simpul pads.

. m =2 (mod5)

Kasus 1:5, € V(P,,)

Untuk setiapP, ,,,, bilangan dominasi jarak dua pady, adalahyy(P,,) =
[2]. Karenam = 2 (mod5) danm € Z*, makay,(P,) = ™. Karena
terdapatr buah P,, pada grafC,, > P,,, maka batas atas bilangan dominasi
jarak dua padd, > P,, adalahy(C,, > P,,) < n(y2(Py,)) = "2,

Kasus2: S, € V(P,,) UV(C,)

Karenam = 2 (mod 5), maka terlebih dahulu ditentukan bilangan
dominasi jarak dua pad&,_,. Sebagaimana pada pembuktian-pembuktian
sebelumnya, makay(P,, ») = ’"T‘Q Sehngga untukn buahP,,_, maka
bilangan dominasi jarak duanya ada%&@i). Sedagkan dua simpul pada
setiapP,, yang belum terdominasi salah satunya merupakan siiipd},).
Sehingga himpunan simpul yang belum terdominasi sama dengaid'graf
yang masing-masing simpulnya terhubung dengan sebuah simpul. Simpul-
simpul tersebut isomorfis dengan graf © G, G; adalah graf trivial yang
terdiri dari satu simpul. Sehingga menurut Teorema 44(%;,,0G,) = [%].

3
Dengan demikian bilangan dominasi pada g€af> P, adalahy,(C,,>P,,) <
n(m—2) + I'Q“
5 31
Dua kenungkinan batas atas bilangan dominasi jarak dua pada kasus 1 dan 2

menunjukkarf2 4 [1] < "8 sehhgga diambil batas yang minimal

untuk bilangan dominasi jarak dua padg > P,,, yaitu 1»(C, > P,,) <
n(m—2) n
=]

Kemudan dimisalkan’@ + [ %] bukanbilangan dominasi yang minimal.

Andaikany,(C,, > P,,) < "(";_2) + [5] — 1. Karena setiap simpul maksimal

dapat mendominasi simpul, maka banyak simpul maksimal yang dapat

mm?) 4[] - 1)5.

("(mT_QH{%]A% < (W+(g+l)—l)5

didominasi adalali
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Karenanm — 2n + 2 < nm, séhingga terdapat beberapa simpul yang tidak
dapat didominasi. Sehlngg@ (Cp> Pp) £ ”(’" 2) [%] — 1 dan erbukti
bahwany, (C, > P,,) = =2 4 127,

5 3

m = 3 (mod5)

Kasus 1:5; € V(P,,)

Untuk setiapP, ,,,, bilangan dominasi jarak dua pady, adalahy,(P,,) =
[27, karmam = 3 (mod5) danm € Z*, makay.(P,) = ™. Karena
terdapatn buah P, pada grafC,, > P,,, maka batas atas bilangan dominasi
jarak dua pad&’,, > P,, adalahy,(C,, > P,,) < n(v(P,)) = w

Kasus2: S, € V(P,,) UV(C,)

Karenam = 3 (mod 5), maka terlebih dahulu ditentukan bilangan
dominasi jarak dua pad@,,_;. Sama seperti pembuktian sebelumnya, maka
Yo(Pr—3) = mT‘?’ Sehngga untukn buah P,,_3 maka bilangan dominasi
jarak duanya adalaﬁ(ﬁf,)—‘?’). Sedagkan tiga simpul pada setiap,, yang
belum terdominasi salah satunya merupakan simpul-siirifu),). Sehingga
himpunan simpul yang belum terdominasi sama dengdmah graf P
dengan salah satu simpul ujungnya terhubung membentuk Lingkaran
Karena jarak terjauh untuk setiap simgul pada simpulP,, yang belum
terdominasi sama denganmaka setiap simpul’, diambil sebagai elemen
S, sehingga kedua simput,, tersebut dapat didominasi. Dengan demikian
bilangan dominasi jarak dua pada g@f > P,, adalah~,(C, > P,,) <
@ + n.

Karera ”(m+2) = ”(m 3 + n, sehngga kasus 1 dan 2 menunjukkan bilangan

dominasi Jarak dua m|n|mal yang sama. Sehinggdé’,,> P,,) < % +n.

Selanutnya, mlsalkan"—) + n bukanbilangan dominasi yang minimal.
Andalkan” —3) 4 p — 1, karena setiap simpul daff("g—_?’) simpu dapat

mendomlnaS| maksimal simpul dan setiap simpul dari simpul dapat
mendominass simpul, maka diambil sebuah simpul d&#=-) simpu, yaitu
simpul elemenS; padaP,, mengakibatkan banyak simpul maksimal yang
dapat didominasi adalah

=

= —1)5+n-3:nm—5<nm.

Dengan demikian terdapat beberapa simpul yang tidak dapat didominasi.
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Sehinggay, (C,, > P,) < "2 1 — 1 dan tebukti bahway, (C,, > Py,) =
MY 4 n atauy(C, Pm) = M.

m = 4 (modb5)

Kasus 1.5 € V(P,,)

Untuk setiapP; ,,,, bilangan dominasi jarak dua pady, adalahy(P,,) =

[2]. Karenam = 4 (mod5) danm € Z*, makay,(P,) = 2. Karena
terdapat, buah P,, pada grafC,, > P,,, maka batas atas bilangan dominasi
jarak dua padd, > P,, adalahy,(C,, > P,,) < n(ya(Pp,)) = 20,

Kasus2: S € V(P,,) UV(C,)

Karenam = 3 (mod 5), maka terlebih dahulu ditentukan bilangan
dominasi jarak dua padg,,_,. Sama seperti pembuktian sebelumnya, maka
Yo(Pr_y) = ’"T“* Sehngga untukn buah P,,_, maka bilangan dominasi
jarak duanya adalaﬁ(";—“‘). Sedagkan tiga simpul pada setiap,, yang
belum terdominasi salah satunya merupakan simpul-siigd),). Sehingga
himpunan simpul yang belum terdominasi terdiri dabuah grafP, dengan
salah satu simpul ujungnya terhubung. Karena jarak terjauh untuk setiap
simpulC,, pada simpuP,,, yang belum terdominasi sama dengamaka jika
diambil simpulC,, sebagai elemef; mengakibatkan banyaknya himpunan
dominasi yang dibutuhkan untuk menjangkau simpul-simpul yang belum
terdominasi tidak akan minimum, karena akan dibutuhkan lebimcgampul
untuk menjangkau simpul-simpul yang belum terdominasi tersebut. Sehingga
untuk kasus ini minimal diambil satu simpul untuk masing-madiglan
bukanv; ; atau puny, 4, karenad(v; 1, v; 4) = 3. Dengan demikian dibutuhkan
minimal » simpul dengan masing-masing simpul dapat mendominasi
simpul, simpul yang dapat diambil sebagai elentenyaitu simpul v; o
atauv; 3. Sehingga bilangan dominasi jarak dua pada gtaf P,, adalah

Y2 (Cr > By) < "(m D 4o,

Kasusl dan 2 menunjukkan bilangan dominasi jarak dua minimal yang sama.
Sehingga batas atas bilangan dominasi jarak dua Badar, yaituy,(FP,, >
P, < @n.

Andaikan “"=4 4 p bukan bllangan dominasi jarak dua yang minimal.
Mlsalkanw(P > P,) < nmd) L —1 denga mengambil sebarang satu
simpul padaP,, sedemikian tldak lagi menjadi eleméh. Hal ini mengaki-
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batkan banyak simpul maksimal yang dapat didominasi adalah

=

=z —1)5+n-4:nm—5<nm.

Dengan demikian terdapat beberapa simpul yang tidak dapat didominasi.
Sehinggay(C,, > By,) < % + n — 1 dan tebukti bahwary, (C,, > P,,,) =
n(m—4) n(m+1)

== +natauy,(C,> P,) = =%,

Dari kelima pembuktian di atas terbukti bahwa bilangan dominasi jarak dua
padaC,, > P,, untukm = 0 (modb5), m = 3 (mod5), danm = 4 (mod5) dapat
disimpulkan bahway(C,, > Py,) = n[Z]. Untik m = 1 (mod5), 72(Cy, > P,) =

n[#] + [§], sedagkan untukn = 2 (mod5), v2(C, > Py) = n[ %] + [5]. O

Teorema 4.16.Diberikan dua buah graf lingkarart,, dan C,, dengan masing-
masing ordernyan danm untukn,m > 3. Maka bilangan dominasi jarak dua
pada graf hasil operasi comb,, > C,,, adalah

e jikam = 0 (mod 5),m = 4 (mod 5)
2(Cn>Cp) = ¢ n[2] +[2] jikam =1 (mod 5)
n[®]+[%] jikam =2 (mod5)n = 3 (mod 5)

Bukti : MisalkanV (C,,>C,,,) = {V; ;|1 <i <n,1 < j <m}dan|C,>C,,| = nm.

Graf C, > C,, dapat dilihat pada Gambar 4.16. Berdasarkan definisi operasi
comb maka simpul ujung’,, yang melekat pada graf,, dapat dikatakan sebagai
simpul-simpulC;, atau pun simpul-simpul’,,. Oleh karena itu, untuk menun-
jukkan banyak simpul minimal yang menjadi elemen himpunan dominasi jarak satu
pada grafC,, > C,,, maka untuk masing-masing nilai akan dibagi menjadi dua
kasus. Kasus pertama jika simpul-simpwhanya diambil dari simpul-simpd,,,
sedangkan kasus kedua jika diambil dariV'(C,,) U V(C,) dengan ketentuan
simpul S, diambil terlebih dahulu da’(C,,,) sebanyak kelipatah, karena satu
simpul elemenS, padacC,, dapat mendominasi maksimalsimpul. Kemudian
dilanjutkan pada simpul-simpli(C,,) yang terhubung atau memiliki jarak terkecil
dengan/(C,,) yang belum terdominasi.
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1. m =0 (modb5)

Ambil S, € V(C,,), karenam € Z* dengann = 0 (modb5) danv(C,,) =
[%], makabilangan dominasi jarak dua pada set{@p, adalahy,(C,,) =
[%] dan daat ditulisy,(C,,) = . Karena terdapat buahC,, pada graf
C, > C,,, maka batas atas bilangan dominasi jarak dua padacC,, adalah

V2(Cr > Cp) < n(12(C)) = =

V1,6
vy, V1,7
V2 5
@) 9
Un,7 V1,4 V18 v
2,6
Un,6 Un,8 V1,39 V1,9 V2.4
! v
Un,o; o U1,m SU2.3 2,7
/U N
n,5 ’U2_]2 U2.,8
Un,4 Un, V11 v
O s 2,
Un,3 ' v g )9
Un,2 "Un1 2,1 v
V78 / ’ 2,m
V7,7 S - QUTnf U3.3 V3.5
V7.9 / V32 U3a4
V7.6 V7,1 V3, V3,6
U7.3 v
V7.5 O -#%o0 V3,7
V7.4 V7.2 V3,m V3,8 ’
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)
vs7  Use 2P

Gambar 4.16: Graf’, > C,,, unttkk m = 0 (mod5) dengan Simpul-Simpul Warna
Putih Merupakan Simpul Elemen Himpunan Dominasi Jarak Dua

Untuk menunjukkan apakahz* merugkan bilangan dominasi yang

minimum pada graf’,,>C,,, dimisalkany,(C,,>C,,) < "*—1. Karena setiap

simpul elemenS, dapat mendominasi maksimal simpul, maka banyak
simpul yang dapat didominasi jika(C,, > Cy,) < "z* — 1 adald

5(%—1>:nm—5<nm.

Order dari grat”,,>C,, lebih besar dari banyak simpul yang dapat didominasi.
Hal ini menunjukkany,(C,, > C;,) £ "* — 1, sehigga terbukti bahwé*
adald bilangan dominasi jarak dua yang minimal pada grat C,,. Oleh
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karena ituy, (C,, > Cp,) = 7.

Simpu-simpul yang berwarna putih pada Gambar 4.16 merupakan contoh
simpul-simpul elemenS; padaC, > C,, untuk m = 0 (mod 5). Jika
sebarang simpub; ,,—» tidak termasuk simpul-simpul elemes$,, maka
simpul-simpul yang tidak didominasi oleh simpul manapun elefedalah

SIMPUlV; py—4, Vim—3, Vi;m—2, Vi;m—1 dANV; 4.

. m = 1(mod5)

Kasus 1:5, € V(C},)

Untuk setiapC; ,,,, bilangan dominasi jarak dua padg, adalahy,(C,,) =
[27. Karenam = 1 (mod5) danm € Z*, makay,(C,,) = . Karena
terdapatn buahC,, pada grafC,, > C,,, maka batas atas bilangan dominasi
jarak dua pad&’, > C,, adalahy,(C,, > C,,) < n(y(Cy)) = @

Kasus2: S, € V(C,,) UV (C,)
Sebagaimana Teorema 4.9, makdC,,_;) = [™—] dan daat ditulis

Y2(Crm1) = 24, karenam = 1 (mod5) danm € Z*. Sehingga untuk
buahC,,_; maka bilangan dominasi jarak duanya adaﬂ@gi). Sedagkan
satu simpul padé’,, yang belum terdominasi yang juga merupakan simpul-
simpul V(C,,) memiliki bilangan dominasj? |. Dengan demikian bilangan
dominasi pada graf’, > C,,, adalahy,(C,, > C,,) < nm-l) 4 [2].

5 5
Kasusl dan 2 menunjukkan bahw&-2 1 (2] < 27t ‘sehpgga diambil
batas atas yang minimal untuk bilangan dominasi jarak dua @adaC,,,

yaitus(Cy, > C,p) < "1 4 17

Andaikan @ + [%] bukanbilangan dominasi jarak dua yang minimal

dany,(C,>C,,) < % + [%] — 1. Karena setiap simpul maksimal dapat

mendominasb simpul, maka banyak simpul yang dapat didominasi adalah
(2D | [n] _ )5, kerenan € Z* dann = 0 (mod5), maka[] = 2.
Oleh larena itu,

(@jﬂg]q)fm<@+%—1)5:nm—5<nm.

Dengan demikian, simpul yang terdominasi kurang dari banyaknya simpul
padaC,, > C,,, maka terdapat beberapa simpul yang tidak dapat didominasi.
Sehinggay(C,,>C,,) £ "1 4 [2] 1 dan erbukti bahway, (C,,>C,y,) =

n(m—1 n
nll) 4 1.
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3. m =2 (modb)
Kasws 1: 5, € V(C),)
Untuk setiapC; ,,,, bilangan dominasi jarak dua padg, adalahy,(C,,) =
[27, karnam = 2 (mod5) danm € ZT, makay,(C,,) = ™. Karena
terdapat: buahC,, pada grafC, > C,,, maka batas atas bilangan dominasi

jarak dua padd, > C,, adalahy,(C,, > C,,) < n(ya(Cly)) = 2rts)

5

Kasus2: S, € V(C,,) UV(C,)
Karenam = 2 (mod5), maka terlebih dahulu ditentukan bilangan dominasi
jarak dua pada’,,_,. Seperti pada pembuktian-pembuktian sebelumnya,

makay,(Cp—2) = [™2]. Karemam = 2 (mod5) danm € Z7,

maka,(Cy,—2) = 2. Sehngga untukn buah C,,_, maka bilangan

dominasi jarak duanya adal&ﬁg‘—m. Sedagkan dua simpul pada setiéf,

yang belum terdominasi salah satunya merupakan sifipd),). Sehingga
himpunan simpul yang belum terdominasi sama dengar(grgdng masing-
masing simpulnya terhubung dengan sebuah simpul. Simpul-simpul tersebut
isomorfis dengan graf’, ® G1, sehingga menurut Teorema 4.34(C,, ®

G1) = [%]. Dengan demikian bilangan dominasi pada g€afr C,,, adalah

Keduakasus di atas menunjukk&ffz—2 4 [2] < 23 'sehngga diambil
batas atas minimal untuk bilangan dominasi jarak dua @adacC,,, yaitu

7o(Cr > Ciy) < 222 4[],

Selautnya, jika dimisalkan@ + [5] bukanbilangan dominasi yang

nm=2) 4 [17 — 1. Karena setiap simpul
maksimal dapat mendomindssimpul, maka banyak simpul maksimal yang

dapat didominasi adala(ﬁ’@ + 5] —1)5.

(WJ{%]A)E) < (WJr(gH)—l)E)

minimal. Andaikamy,(C, > C,,) <

Kareranm—2n+ %" < nm, ma&ka terdapat beberapa simpul yang tidak dapat
didominasi. Sehingga,(C,, > C.,) £ “%=2 + [2] — 1 dan erbukti bahwa
Y9(Cp > Cp) < M2 4 [0,
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4. m = 3 (modb)
Kasws 1: 5, € V(C),)
Untuk setiapC; ,,,, bilangan dominasi jarak dua padg, adalahy,(C,,) =
[27, karnam = 3 (mod5) danm € ZT, makay,(C,,) = ™. Karena
terdapat: buahC,, pada grafC,, > C,,, maka batas atas bilangan dominasi

jarak dua pad&,, > C,, adalahy,(C, > C,,) < n(72(Cy,)) = W

Kasus2: S, € V(C,,) UV (C,)
Karenam = 3 (mod 5), maka terlebih dahulu ditentukan bilangan
dominasi jarak dua padé&,,_;. Sama seperti pembuktian sebelumnya,

makay,(Cy,—3) = [22]. Karenam = 3 (mod5) danm € Z*, maka

Y2(Crns) = mg?’. Sehngga untukn buahC,, 3 maka bilangan dominasi

jarak duanya adalaﬁ@. Sedagkan tiga simpul pada setidag,, yang

belum terdominasi salah satunya merupakan simpul-sifipd),). Karena
derajatV'(C,) > 4, dan dua tetangganya merupakan simpul-simpul pada
C'i,m, maka dua simpul pad&’,, yang belum terdominasi selain simpul
V(C,) diambil yang jaraknya satu ke setidf{C,,). Sehingga himpunan
simpul yang belum terdominasi isomorfis dengan gtaft G5, GG, pada graf

ini merupakan dua simpul tidak terhubung yang dikoronakan dengan graf
lingkaranC),,. Sehingga berdasarkan Teorema 4.11 simpul-simpul tersebut
memiliki bilangan dominasi sama dengéf]. Dengan demikian bilangan

n(m—3)

dominasi jarak dua pada gréf, > C,,, adalahy, (C,, > Cy,,) < =% + [2].

M) 4 (0] < M) maka dambil batas atas yang minimum, yaitu
m—3)

bilangan dominasi jarak dua pada>C,,, adalahy,(C,>C,,) < "(TJr KiE

Karera

n(m—3)
5

misalkary,(C, > C,,) < “2=3 4 [17 _ 1, Karena setiap simpul elemet

padaC,, maksimal dapat mendominasisimpul dan setiap simpuf; pada

Selanutnya, jika < + [%] bukanbilangan dominasi yang minimal,

C,, dapat mendominasi maksintasimpul, maka jika diambil sebuah simpul
dari @ simpu yang bukan elemerd,, yaitu simpul elemens, pada
C, mengakibatkan banyak simpul maksimal yang dapat didominasi adalah

(=2 )5 4 ([4] - 1)9.
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nm=3) Vs ([P =1)9 < (M=) 454 (mi1-1)9
5 (I51-1) 5 (5+1-1)
= nm—3n+3n

= nm.

Karena simpul yang dapat didominasi kurang dari order paga C,,,
sehingga dapat disimpulkan bahwa terdapat beberapa simpul yang tidak dapat
didominasi. Oleh karena itae(C,, > C),,) < @ + [%] — 1 dan erbukti
bahway,(C, & Cp) = Mm=3) 4 [27,

5 3

. m =4 (mod5)

Kasus 1:5;, € V(C,,)

Untuk setiapC; ,,,, bilangan dominasi jarak dua padg, adalahy,(C,,) =
(%], kaream = 4 (mod5) danm € Z*, makay(C,,) = %“ Karena
terdapat: buahC,, pada grafC, > C,,, maka batas atas bilangan dominasi
jarak dua pad&’, > C,, adalahy,(C,, > C,,) < n(12(C,,)) = 2t

5

Kasus2: S, € V(C,,) UV(C,,)

Karenam = 4 (mod 5), maka terlebih dahulu ditentukan bilangan
dominasi jarak dua padd,,_,. Sama seperti pembuktian sebelumnya, maka
Y2 (Cra) = ’"T“* Sehngga untukm buahC,,_, maka bilangan dominasi
jarak duanya adalaﬁ("’g’;ﬂ‘). Sedagkan empat simpul pada seti@p, yang
belum terdominasi salah satunya merupakan simpul-sifipd),). Karena
derajatV'(C,) > 4, dan dua tetangganya merupakan simpul-simpul pada
Ci.m,» maka sebuah simpul pada, yang belum terdominasi selain simpul
V(C,,) dan dua simpul yang bertetangga dena6’, ) adalah simpul dengan
jarak keV (C,,) sama dengan dua. Sehingga ambil semua simpulp&ada)
sebagai elemeR; dan setiap simpul tersebut dapat mendomidasmpul.
Dengan demikian bilangan dominasi jarak dua pada gtaf C,, adalah

Yo (Cp > C) < @ + n.

Kasusl dan 2 menunjukkan bilangan dominasi jarak dua minimal yang sama.
Sehingga kita dapat mengambil batas atas bilangan dominasi jarak dua pada
Cy, > Gy Yaitu (G > C) < 20 4y,

Andaikan @ + n bukan bilangan dominasi jarak dua yang minimal.
Misalkan~,(C,, > C,,) < @ + n — 1, dergan mengambil sebarang satu

73



simpul pada’,,, sedenikian tidak lagi menjadi elemefi;. Hal ini mengaki-
batkan banyak simpul maksimal yang dapat didominasi adalah

=

5 —1)5+n-4:nm—5<nm.

Dengan demikian terdapat beberapa simpul yang tidak dapat didominasi.
Sehinggay,(C,, > C,,) ¢ 24 4 n — 1 dan tebukti bahway, (C,, > Gy, ) =
M 4 p atauys(Cy, > Cy) = M),

Kelima pembuktian untuk masing-masing nitadi atas menunjukkan bilangan
dominasi jarak dua padé&’, > C,, yang berbeda-beda. Akan tetapi beberapa
bilangan dominasi dengan nilaitertentu dapat direduksi, misalnya untuk= 0
(mod5) danm = 4 (mod5) dapat disimpulkan bahwg (C,, > C.,,) = n[% ], untik
m = 1 (mod5), y2(C, > Cy) = n| %] + [£], sedagkan untukn = 2 (mod5) dan
m = 3 (mod5), 12(C,, > Cp) = n| 2] + [2]. O

5 3

T1,1 T1,2 921,m71

$57m71x5’2 5,1

Gambar 4.17: GrafC,, > S,, deng@n Simpul C;, Merupakan Simpul Elemen
Himpunan Dominasi Jarak Dua
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Teorema 4.17.Diberikan graf lingkaranC,, dan graf bintangS,, dengan masing-
masing ordernyan danm untukn, m > 3. Maka bilangan dominasi jarak dua
pada graf hasil operasi comb,, > S,, adalahvy(C,, > S,,) = n.

Bukti: Graf C, > S,, adalah graf yang diperoleh dengan melekatkan salah satu
simpulpendatdari masing-masing gréf,, kopian ke¢ pada setiap simpul gré&f,,
sepeti yang ditunjukkan Gambar 4.17. Mdkg > S,,| = n(m + 1). Berdasarkan
Observasi 4.1 diketahui bahwa(S,,) = 1. Karena terdapat kopi graf S,, pada

C, > S, maka maksimal terdapatsimpul elemen himpunan dominasi jarak dua.
Sehingga dapat dituliskan bahwa | = v2(C,, > S;,) < n.

Andaikanvy(C,, > S,,) < n — 1, maka terdapab,, kopian ke: yang semua
simpulnya bukan elemen himpunan dominasi jarak dua. Seperti yang diketahui
bahwa graf BintangS,, memiliki diameter sama dengah Sehingga pastilah
terdapaw; elemens,, sedemikiani(v;, S;) > 2. Oleh karena itu|S;| £ n — 1,
sehinggan adalah bilangan dominasi jarak dua minimum pada graf- S,,.
Dengan demikian terbukti bahwé,| = ~,(C,, > S,,,) = n. O

Contoh Himpunan dominasi minimum pada g€af > S,, dapa dilihat pada
Gambar 4.17. Pada gambar tersebut simpul-simapualiambil dari simpul-simpul
V(Cy).

4.4 Perbandingan Bilangan Dominasi Jarak Satu dan Jarak Dua

Berdasarkan hasil yang diperoleh pada subbab 4.1 sampai 4.3, dapat dituliskan
kembali hasil mengenai bilangan dominasi jarak satu dan jarak dua untuk masing-
masing graf baik graf khusus maupun graf hasil operasi seperti pada Tabel 4.1 dan
Tabel 4.2.

Dari kedua tabel tersebut dapat dilihat bahwa secara umum tidak dapat disim-
pulkan perbandingan antara bilangan dominasi jarak satu dengan bilangan dominasi
jarak dua pada suatu graf. Bahkan untuk graf yang sama juga tidak dapat diten-
tukan perbandingan yang spesifik untuk nilai bilangan dominasi jarak satu dan jarak
duanya. Sebagai contoh, menurut Goddard dan Henning (2006) graf Liftasan
memiliki bilangan dominasi jarak satu yaifu= [%'], padapenelitian ini diketahui
bilangan dominasi jarak dua pada graf Lintaggnadalahy,(F,,) = [%].

Sedagkan graf Bintang seperti yang diketahui memiliki bilangan dominasi
jarak satu dan jarak dua yang sama yaitd,,) = 7.(S,) = 1. Begitu juga untuk
graf hasil operasi, graf hasil operasimbantara graf Lintasan dengan graf Bintang
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memiliki bilangan dominasi jarak satu dan jarak dua yang saman gdtapi tidak
berlaku untuk?,, > P, dan P,, > C,, serta graf yang lainnya. Beberapa hal yang
dapat diamati seperti pada Observasi 4.1 dan Observasi 4.2 yang menyebabkan
tidak adanya perbandingan secara umum antara bilangan dominasi jarak satu dan
jarak dua pada suatu graf seperti berikut ini.

Tabel 4.1: Ringkasan Bilangan Dominasi Jarak Satu pada Graf Hasil Operasi

No. Graf Bilangan Dominasi
Jarak Satu
1. G, © H, (G @ Hy) =m
> | p.op (P o) = m[g] ija n = 0 (mod 3) dann = 2 (mod 3)
m|g|+[%] jikan=1(mod3)
n jikan =0 d 3) dam = 2 d3
3 PGy | A(PobCy) = mlg] JI an (mod 3) dam (mod 3)
m|%|+[%] jikan=1(mod3)
4 P,>S, V(P> Sp) =m
5 Cov Py | 4(Coo By = n| %] ija m = 0 (mod 3) danm = 2 (mod 3)
n|%]+[5] jikam=1(mod 3)
2 jikam =0 (mod 3),m = 2 (mod 3
6. | CovCn | A(CusCry =1 "5 pkam =0 (mod 8).m =2 (mod3)
n| %]+ 5] Jjikam=1(mod 3)
7 C, > Sp, Y(Cp > Sy) =n

1. Jarak dan pemilihan simpul
Jarak sangat berkaitan dengan definisi bilangan dominasi jarak satu dan
bilangan dominasi jarak dua. Perbedaan definisi bilangan dominasi jarak
satu dan jarak dua hanya terletak pada jarak simpul yang merupakan elemen
himpunan dominasi ke setiap simpul graf. Untuk bilangan dominasi jarak
dua, jarak setiap simpul pada suatu graf ke simpul-siripklrang dari atau
sama dengan dua. Sehingga terdapat kemungkinan jika bilangan dominasi
jarak dua pada suatu graf sama dengan bilangan dominasi jarak satunya. Oleh
karena itu, sebarang simpul dalam suatu graf dapat dipilih sebagai elemen
S maupuns, asalkan dapat menjangkau semua simpul dengan jarak sama
dengan satu untuf; dan jarak maksimal sama dengan dua usiukGambar
4.18 (a.) merupakan contoh simpul elemen himpunan dominasi jarak satu
yaituvy(G) = 1 denganS = {u}, sedangkan Gambar 4.18 (b.) menunjukkan
contoh simpul elemen himpunan dominasi jarak dua yang dapat diambil dari
u atau simpub dengam,(G) = 1. Karena meskipun jika diambil sebagai
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elemensS,, d(v,V(G)) < 2 seningga tetap memenuhi definisi bilangan
dominasi jarak dua.

Tabel 4.2: Ringkasan Bilangan Dominasi Jarak Dua pada Graf Sederhana dan graf
Hasil Operasi

No. Graf Bilangan Dominasi
Jarak Dua

1 P VQ(Pm) = [%1
2 C,, Y2(Cr) = (%1
3. | P,oG, Y2 (P © Gp) = [%]
4. | C, e Hy, 72(Cn © Hr) = [3]

mlg] jikan = 0 (mod 5),n = 3 (mod 5)
5 | PPy | va(Pub Py) = n =4 (mod5)

m|2] +[%] jikan=1(modb5)

m|2|+[%] Jikan=2(modb5)

m[g] jikan =0 (mod 5),n = 4 (mod 5)
6. | Pu>Chn | %2(Pn>Cp) =4 m|Z]+[2] jikan=1(mod 5)

m|2]+ %] jikan =2 (mod5)n =3 (mod 5)
7 P, S, Yo (P> Sp) =m

n[2] jikam = 0 (mod 5);n = 3 (mod 5),

n = 4 (mod 5)

5. CnDPm 72(Cn[>Pm): .
n| %]+ %] Jjikam=1(modb5)

n| %]+ %] jikam =2 (mod5)

nm jika m = 0 (mod 5),m = 4 (mod 5)

8. Cn>Ch | 72(Ch>C) = n|%]+[%] jikam=1(mod5)
n|%]+[%] jikam =2 (mod 5)m = 3 (mod 5)
9. C, > Sm Y (Cp>Sy) =n
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u u u

G G G
(@) (b.)

Gambar 4.18: Graf dengan Bilangan Dominasi Jarak Satu dan Jamakydng
Sama dan Pemilihan Simpul Elemen Himpunan Dominasi yang
Beragam

U Uz U3 Ug U‘W4 Uy U2 U3 Ug UVAL
u v u v
H H

(@) (c)

Gambar 4.19: Graf dengan Simpul Elemen Himpunan Dominasi Térlptada
Simpul dengan Derajat Terbesar

2. Derajat (legreé
Derajat setiap simpul juga merupakan salah satu hal yang perlu diper-
timbangkan dalam pemilihan simpul himpunan dominasi pada suatu graf.
Simpul dengan derajat maksimal diasumsikan dapat menjangkau lebih
banyak simpul dari pada simpul dengan derajat yang minimal. Sebagai
ilustrasi dapat dilihat pada Gambar 4.19, gvéf pada gambar tersebut
merupakan graf dengap(H) = 1. Simpul elemenS; dapat diambil dari
simpul v atau simpulv yaitu simpul dengan derajat terbesar. Sedangkan
jika simpul Sy diambil dari simpul dengan derajat yang minimal misalkan
u1, makay,(H) # 1 karenawvy, vo, v3, v, tidak akan dapat terdominasi oleh
uy. Akan tetapi hal ini tidak selalu menjamin bahwa simpul dengan derajat
minimal tidak dapat diambil sebagai elemen himpunan dominasi. Misalnya
pada Gambar 4.20 yaitu graf Lintasdf, bilangan dominasi jarak satu
pada LintasarP, adalahvy(P,) = 2, baik pada Gambar 4.20 (a.) maupun
Gambar 4.20 (b.) menunjukkan simpul elemen himpunan dominasi jarak
satu merupakan dua simpul yang berwarna putih. Akan tetapi pada gambar
yang pertama diambil simpul-simpul ujung yaitu simpul dengan derajat
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sama dengan satu, sedangkan untuk gambar yang kedua salah gatu sim
elemensS diambil dari simpul dalamP; yaitu simpul dengan derajat sama
dengan dua. Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa derajat maksimal
terkadang mempengaruhi pemilihan himpunan dominasi pada suatu graf.
Sehingga bilangan dominasi baik jarak satu maupun jarak dua pada suatu
graf tergantung pada karakter graf masing-masing.

O— e o o ° o e 5
(a.) (b.)

Gambar 4.20: Graf dengan Pemilihan Simpul Elemen Himpunan D@snyang
Beragam
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BAB V
SIMPULAN DAN SARAN

5.1 Simpulan
Berdasarkan hasil penelitian mengenai bilangan dominasi jarak satu dan dua,
baik pada graf sederhana maupun graf hasil operasi diperoleh hasil sebagai berikut.

1. Graf Lintasan, Lingkaran, dan Bintang memiliki bilangan dominasi jarak dua
berturut-turutyy(P,,) = [#], %2(Cr) = [§], danyy(S,) = 1.

2. Graf Lintasan, Lingkaran, dan Bintang yang dikoronakan memiliki bilangan
dominasi jarak saty(P,, ® P,) = v(P, © C,) = v(P, ® S,) = m serta
'Y(Cn © Pm) = ’Y(Cn © Cm) = ’Y(Cn © Sm) = n.

3. Graf Lintasan, Lingkaran, dan Bintang yang dikoronakan memiliki bilangan
dominasi jarak dua@(Pm O, Pn) - VQ(Pm © Cn) - '72(Pm O, Sn) - [%—‘
Sera’h(cn © Pm) - '72(Cn O, Cm) - '72(Cn O, Sm) = [%—‘

4. Bilangan dominasijarak satu dan dua pada graf hasil opmragiantara graf
Lintasan dan Bintang adalati P, > S,,) = 72(P, > S,) =m

5. Bilangan dominasijarak satu dan dua pada graf hasil opsradiantara graf
Lingkaran dan Bintang adalaf{C,, > S,,,) = 72(C,, > Sp,) = n

6. Bilangan dominasi jarak satu pada graf hasil opecasnb antara graf
Lintasan dan Lingkaran antara lain:

jlkan = 0 (mod 3) dam = 2 (mod 3)
+ %] jikan =1 (mod 3)

jikan = 0 (mod 3) dam = 2 (mod 3)
+[%] jikan =1 (mod 3)

w3 w3

c. v(C>Py,) = { nlg J:ikam = 0 (mod 3) dann = 2 (mod 3)
n[2] 4+ 2]  jikam =1 (mod 3)

d. y(C,>Cy) = { n[3g] J:ikam = 0 (mod 3),m = 2 (mod 3)
n|2]+ 2] jikam =1 (mod 3)



7. Bilangan dominasijarak dua pada graf hasil operasibantara graf Lintasan
dan Lingkaran antara lain:

m[%] jikan =0 (mod 5),n = 3 (mod 5),
8 1o(PosP,) n = 4 (mod 5)
m|2] 4+ [2] jikan =1 (mod 5)
m|2] +[%] jikan =2 (mod)5)
m[%] jikan =0 (mod 5),n = 4 (mod 5)
b. 12(Pn>Ch) =< m|2] +[2]  jikan=1(mod5)
m|2] + =] jikan=2(mod 5)p = 3 (mod 5)
[ n[2] jikam = 0 (mod 5)m = 3 (mod 5),
6. 1o(CosPy) — n = 4 (mod 5)
n|™] + 2] jikam =1 (mod5)
| n[®] +[%] jikam =2 (mod5)
(o jikam = 0 (mod 5),m = 4 (mod 5)
d. 72(CobC) = ¢ n[2| +[2] jikam =1 (mod 5)
| n[2]+ 4] jikam =2 (mod 5)m = 3 (mod 5)

8. Bilangan dominasi jarak satu dan jarak dua pada suatu graf tidak memiliki
relasi atau perbandingan secara umum. Hal ini dikarenakan oleh beberapa
faktor, seperti jarak antar simpul, pemilihan simpul elemen himpunan
dominasi, derajat setiap simpul, diameter dan sebagainya.

5.2 Saran

Pada penelitian ini bilangan dominasi yang diperoleh dari graf hasil operasi
combmasih sebatas satu cara pelekatan simpul. Oleh karena itu, bagi para peneliti
yang ingin melanjutkan penelitian tentang bilangan dominasi pada graf disarankan
untuk mencari bilangan dominasi pada graf hasil opecasab dengan aturan
pelekatan simpul secara umum dengan graf-graf yang lebih beragam atau dapat
menggunakan jenis operasi yang lain.

82



DAFTAR PUSTAKA

Chatrand, G. dan Lesniak, L., (1996)Graphs and Digraph 37 edition,
Chapmart: Hall/CRC, 2-6 Boundaru Row, London SE1 8HN, UK.

Go, C. dan Canoy S., (2011), "Domination in The Corona and Join of Graphs”
International Mathematical Forum\Vol.6, No.16, hal.763-771. Artikel ini
didapat dariht t p: // www. m hi kari.com i nf-2011/ 13- 16-
2011/ gol MF13- 16- 2011. pdf

Goddard, W., Henning, M.A. (2006), "Independent Domination in GrapAs:
Survey and Recent ResutjtdJniversity of Johannesburg, South Africa.
Artikel ini didapat dari:ht t p: / / www. sci encedi rect. com
science/articlel/pii/S0012365X13000083.

Gravier, S. (2002), "Total Domination Number of Grid GraplDiscrete
Applied Mathematics No.121, hal.119-128. Artikel ini didapat dari:
http://ww. sci encedi rect.com science/articlel/piil/S0
166218X01002979.

Gross, J. dan Yellen J., (20068¥raph Theory and Its Application€€hapmant
Hall/CRC, FL 33487-2742 Boca Raton, London.

Harary, F., Frucht, R. (1970), "On The Corona Of Two Graph&g&quationes
Mathematicaghal.322-325. Buku ini dapat diakses ti:t p: / / deep
bl ue. i b.um ch. edu/ bi t stream handl e/ 2027. 42/ 44326/
10 _2;j sessi oni d=CC20C7EA64AB7E09F041C3B7265465C8?
sequence=1.

Haynes, W. Teresa. (1996jundamental of Dominations in Graphs, New York:
Marcel Dekker, Inc. Buku ini dapat diakses ttt p: / / www. anazon.
con Fundanent al s- Domi nat i on- Chapman- Appl i ed- Mat he
mat i cs/ dp/ 0824700333.

Klavzar, S. (1995), "Dominating Cartesian Product of Cycld3iscrete Applied
MathematicsN0.59, hal.129-136. Artikel ini didapat datit t p: / / wwww.

83



sci encedi rect.confscience/article/pii/0166218X93E01
67W

Mursyidah, H., Rahmawati, S. (2014), "Dominating Number dari Graf Hasil
Operasi Korona Graf Lintasan dengan Graf Sikel dan sebaliknya”, Tidak
Dipublikasikan, Institut Teknologi Sepuluh Nopember, Surabaya.

Saputro, S. W., Mardiana, N., dan Purwasi, I.A. (2013), "The Metric Dimension
of Comb Product Graph’'Graph Theory Conference in Honor of Egawa
60th Birthday Artikel ini didapat dari:ht t p: / / ww. rs. tus. ac. j p/
egawa_60t h_bi rt hday/ abstract/contri buted_t al k/

Suhadi _W do_Saput ro. pdf.

Slamin, (2009),Desain Jaringan: Pendekatan Teori Graf, Jember University
Press, Jember.

Snyder, K. (2011)¢-'Dominating Sets for Families of Graphgniversity of Mary
Washington. Artikel ini didapat darht t p: // cas. umw. edu/ dean/
files/ 2011/ 10/ Kel si eSnyder Met anor phosi s. pdf.

Subiono, (2015)Aljabar: Sebagai suatu Fondasi Matemati{arsi 1.0.0, Modul
Mata Kuliah Aljabar.

84



BIOGRAFI PENULIS

Penulis bernama Reni Umilasari, lahir di Jember, 28
Juli 1991, merupakan putri terakhir dari dua
bersaudara. Penulis menempuh pendidikan formal di
SDN Balung Kulon 5 (1997-2003), SMPN 1 Balung
(2003-2006) dan SMAN Ambulu (2006-2009). Setelah
lulus dari SMA penulis melanjutkan studi ke Program
Studi Pendidikan Matematika, Fakultas Keguruan dan

IImu Pendidikan, Universitas Jember melalui jalur

SNMPTN 2009 hingga akhirnya dinyatakan lulus pada
bulan Februari 2013 dan mendapat predikat Cum Laude. Kemudian penulis
melanjutkan studi magister di Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan limu
Pengetahuan Alam, Institut Teknologi Sepuluh Nopember Surabaya dengan
menerima Beasiswa Program Pascasarjana Dalam Negeri (BPPDN) DIKTI sebagai
calon dosen pada tahun 2013. Bidang minat yang ditekuni penulis selama studi baik
S1 maupun S2 adalah Teori Graf. Untuk kritik dan saran yang berhubungan dengan

tesis ini, penulis dapat dihubungi melalui e-mail: reni.umilasari@gmail.com

81


mailto:reni.umilasari@gmail.com

	1213201011-Cover_id-1213201011-cover-idpdf
	1213201011-Cover_en-1213201011-cover-enpdf
	1213201011-Approval_Sheet-1213201011-approval-sheetpdf
	1213201011-Abstract_id-1213201011-abstract-idpdf
	1213201011-Abstract_en-1213201011-abstract-enpdf
	1213201011-Preface-1212201011-prefacepdf
	1213201011-Table_of_Content-1213201011-table-of-contentpdf
	1213201011-Tables-1213201011-tablespdf
	1213201011-Illustrations-1213201011-illustrationpdf
	1213201011-Simbols-1213201011-symbolspdf
	1213201011-Bibliography-1213201011-bibliographypdf
	1213201011-Biography-1213201011-biographypdf
	1213201011-Chapter1-1213201011-chapter1pdf
	1213201011-Chapter2-1213201011-chapter2pdf
	1213201011-Chapter3-1213201011-chapter3pdf
	1213201011-Chapter4-1213201011-chapter4pdf
	1213201011-Conclusion-1213201011-conclusionpdf

