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1. 序 論

1。序 論

感度解析は，最適設計，システム同定，設計改善等，工学問題の広範にわたり利用され

てきている．構造物の最適設計の立場から見ると，応力や変位などの静的特性，あるいは

固有振動数，固有モードなどの動的特性に関する制約条件とそれらの設計変数に関する偏

微分，すなわち設計感度係数の計算に多大な時間および計算資源を要することが, 最適設

計を実務に適用する際の大きな問題点ともなっている丿 善常は変位，応力の計算あるいは

固有値解析や動的応答解析などの構造解析にはＦＥＡが用いられ，そして最も直接的でか

つ頻繁に用いられる感度解析は差分法に基づくものである．このため，最適設計では数百

回，場合によっては数子回の構造解析が必要となりそれだけの回数のFEA を繰返し行う

ことは実務上難しく，効率的な感度解析手法が要求されている．

構造最適設計に必要なFEA の回数を軽減するために,   2種類の方法が用いられてきて

いる. 1 つは，近似構造再解析であり，もう1 つは感度解析である．静的な荷重を受け，線

形弾性挙動を示す骨組構造物の感度解析には直接法と随伴法とがある．設計変数が少ない

とき直接法が効率的であり，変数の数が多く，アクティブな制約条件が少ないとき，また，

複数の荷重の組合わせに対して最適設計を行う場合随伴法がより効率的であると考えられ

る1).固有値問題における感度解析については, Fox 等が関数の直交性を利用した，方程式

を直接偏微分する方法を示している2).動的解析問題の感度解析については様々な考え方が

提案されているが未だにその方法については確立していない．数多くの提案の中でほとん

どは，固有モードの感度解析を必要とする方法であるが，菊田等は時刻歴応答解析を前提

として，運動方程式を解いてから感度解析を行うのではなく，両者を平行して解く方法を

提案している3).

線形弾性挙動を示す骨組構造物の設計問題において,変数としては部材断面積A, 断面2

次モーメントI, ねじり定数Jおよびそれらの逆数が用いられている．本論文においても文

ｊ　　-
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献4) と 同 様 に 感 度 解 析 に 用 い る 変 数 を, 設 計 に 関 す る 変 数 と 区 別 す る 意 味 で 感 度 変 数 と 呼

ん で い る ．

本 論 文 で は ， 骨 組 構 造 物 の 感 度 解 析 理 論 に 着 目 し ，上 述 の 感 度 解 析 手 法 に つ い て 再 度 見

直 し を 行 つ た 結 果, 感 度 係 数 の 各 次 数 で そ の 間 に 特 別 な 関 係 が あ る こ と を 見 つ け だ し た. す

な わ ち ， 各 次 数 で 基 準 化 し た 感 度 係 数 の 和 が 特 性 値 を 有 し ， そ の 値 は 選 択 し た 感 度 変 数 に

よ り 異 な る こ と を 示 し た ． つ ぎ に ， こ の 感 度 係 数

- ｊ　　-



1。序 論

られ，次回以降の感度係数は感度変数の値を代入した不静定次数だけの次元を持つ，適合

方程式を解くだけで求められることにあ乱 また，本手法によれば節点変位の感度係数の

他に節点変位，部材断面力，そして部材断面力の感度係数も従来の変位法を用いずに計算

することができることも示している．また，従来法との計算効率を比較し提案した手法の

有用性を検証している．ここで，比較対象とする従来法としては，差分法および直接微分

法を考えている．

6 章では，感度係数特性を利用した逆解析問題への応用を試みてい乱 ここでの解析法

は最小2 乗法に基づくものである. 1 つは，形状の感度係数特性を利用した変位指定下の

トラス構造物の形状逆解析問題を示し，ホモロガス変形を制約条件とした構造形態のいく

つかの解を得ている．もう1 つは，弾性平面ひずみモデルを対象に多層地盤のヤング係数

を地表面の測定変位から逆解析している．数値計算の結果，一般的なGauss-Newton 法に比

べて収束性の優れた解析法となっている．

7 章では感度係数特性を最適設計問題に応用している.平面トラス構造物を対象として，

本来非線形である制約条件または目的関数を感度係数特性に基づき線形化し，線形計画法

を繰返すことにより構造物を最適化することが可能であることを定式化により示してい乱

この定式化された最適設計問題において，最小重量設計と最大剛性設計の比較を行い2 つ

の設計の等価性を検証している．

巻末のAppendix では,補足事項と本研究で用いた計算プログラムのアルゴリズムフロー

チャートおよび各モジュールの解説を行っている．

-
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2. FEM 構造解析理論

2.  FEM 構造解析理論

本論文で取り扱う構造解析理論は変位法に基づくものであ乱 以下に骨組構造物と平面

モデルの有限要素法について定式化を行なっておく．

2-1. 骨 組 構 造物 の 静的 構 造 解 析

骨組構造物 を有限個 の要素（部材）に分割し，部材座標系（Ｌｏｃａｌ ccx)rdinate）における部

材端 （節点）でのつ り合い条件式 を次式とす 乱

ガ ニ た11ぐ 十12
で

/＿だ　・　ん 。・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2-1-1)fl
  ‾21

こ1  ＋22 ≒

ここで・/' を部材端荷重ベ クトル・ぎ を部材端 変位ベ クト ル・七 を部材剛性マトリ クスとす

る。各部材を節点で接続して構造物 を形成するためには，節点で 断面力がっ り合い，変形

が連続す る必要がある。そこで，部材座標系で表現 されたつ り合い条 件式 を構 造全体に共

通な一つの座標系 ，つ まり全体座標系（Global coordinate）に変換 すれば，そ れぞ れの節点

に集る部材の端 断面力の合力 はその代数和を考え ればよい ことになる。部材座標系 に よる

節点変位t! を全体座標系 の節点変位ｚを用い て表現すれば，

z' ＝Tz　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2-1-2）

となる。ここでＴは座標変換マトリクスである。同様に節点荷重Ｆ も次式の形で変換する.

f  ＝Tf　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2-1-3）

Y   ,

ぢ

Fig.2-1

キ

Ｘ

Ｙ

Fig.2-2

×

-

6　-



部材座標系の剛性方程式(2-1-2)をマトリクス表示すれば，

f́ ＝kz ´

となる．式(2-1-4戸こ式(2-1-2~3)を代入すれば，

Tf ＝ｋＴＺ

となる．式(2-1-5)の両辺に左からTTlをかければ，

F  ＝T ｀kTz

と な る ．
-

し こでnp-1    ＝^T となるので式(2-1-6) は式(2-1-7) となる．

Ｆ二T'^kTz

2.  FEM 構造解析理論

(2-1-4)

(2-1-5)

(2-1-6)

(2-1-7)

式(2-1- フ)の右辺のT'kT をＫおけば変位法による一般的なつり合い条件式が得られる.

Kz  ＝F　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(2-1-8)

式(2-1-8) のK(;よ(n>くn)の全体剛性マトリクスと呼ぶ．ここで川よ構造全体の自由度数であ

る．節点変位Ｚを未知数とする連立方程式(2-1-8) の解法はマトリクスＫ が対称マトリクス

であることからコレスキー法を用いている．

-

Ｚ　　-



2.  fEM 構造解析理論

2-2 骨組構造物の動的構造解析

2-2-1. 固有値・固有ベクトル

線形多自由度系における非減衰自由振動の運動方程式をマトリクス表示すれば，

[訂]{i}＋lK]{z}＝{0] (2-2-1)

ここで, 肋,£よ，こはそれぞれ質量マトリクス，剛性マトリクス，加速度ベクトル，お よび変

位ベクトルである
■
 {'

■}
 ＝{y} s'm(ωt －a)とおけば，

Ky 。=λ.My 。 (2-2 ―2)

となり，多自由度系の固有値問題が得られる．ここで,(0 ＼よ固有円振動数, へ＝㎡ は第r次の

固有値，>'rは第r 次の固有ベクトルを表わす．な亀 固有ベクトルは次に示す直交条件式を

満足するものとする．

y^My ，

Ｏ
　

Ｉ

圭

一一

(ρ(/7≠ r ）r

） (2-2-3)

2-2-2. 動的応答解析

動的外力を受ける線形多自由度系の運動方程式は一般にマトリクス表示を用いて次のよ

引こ表わすことができる．

[訂]{ 好 ＋[ｃ]{ 好 ＋[K][u]  ＝{Q}

ここで，[ 訂],[ｃ],[£]はそれぞ れ(n×0 の質量マトリ クス，減数マトリ

クスおよび剛性マトリクスで,u,uい はそれぞれし×1)の加速度ベクト

ル，速度ベクトルおよび変位ベクトルである．

モーダル解析法に基づき,振動モードを重ね合わせる割合を第ノ次の

基準振動に対してので表わせば帽 よ基準座標となり・ 変位ベクトル
″・

は固有ベクトルら を用いて次のように表わされる．

(2-2-4)

→

← ろ

-

ざ　　ー



(2-2-9)

(2-2-10)

(2-2-8)

(2-2-6)

(2-2-7)

(2-2-11)

タ　　ー
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(2-2-5)

となる．式(2-2-4)に式(2-2-5)を代入し両辺に固有ベクトル{φ丁 を左からかけると振動方

いま,構造物の基礎の加速度べに比例する各質点の慣陛カト ス) が外力として作用する強

程式が次式のように得られる．

仇＋2hp,q, 十社 ＝ －乱A

ここに β'よ第ノ次の振動の刺激係数である．

制振動を考えれば式(2-2-4)の{() は

{Q]  ＝－z,[肛]{1}

β

式(2-2-7)においてヤ/潟 は第丿次の減衰定数および固有円振動数である．以上より・ 式(2-2-7)

の解はデュアメル積分を用いて次のように表わされる．

-

‰ =  e

－－(0^ ノ β漢O

」 φ丿 固]{1} _ 互些'~{

φ丿[側 帽 ‾£リj

岬[尽ｃｏsωy＋尽sinωク]

宍j;乙(T)
ど'-皿≒m{ ω沁 一r}}dT(1)'j

ここで，^;ニ4
で二''■≒

£Jである．初めに系が静止している状態を考えれば, 式(2-2-10) の第

1 項目は無視できるため次式のようになる．

-

らo(O ニー
1
戸 汗

レ
バア)どり尚^)sin{√

二で'
叫(t一句

卜

l_丁司{-sin(、/r二で ωノ ≒(t] ＋COs√ニマ・ωノ)ソ・)}



式(2-2-9)が計算されれば，変位は式(2-2-5)によって求められる．

ここで，式(2-2-11) のデュアメル積分の計算を示す．

Duhamel Integration l

弘(t) ゜e‾男声'乙,^(t－At) 十ぺ/)cos( ぷ
二 可 

■ CO、ノ)' △1

弘n ‾e-
戸戸Ｉ 'sAt－△0 十八(t)sin(j ＼-h^.しCO

パ') ■
△「

when　h  ニ△「

when

ら(△t)ニペ(t,)cos拘 耳 町 、'At1

万(
△/卜 べ(t,)sin(い-h] ・ωノ1)' △'

t, ゜2 △「

句(2∠卜̂ ‾゙りり 弘(△/)+` ぺ ら)cos(√
二月

‘り't^ ‘△1

卜(2

△t)= e‾ '戸ら(△r)+Z^('Osin( √ ト ノ2)' △'

at programming

弘(h卜 ぺ(t^)cosUl-h]  '％'ら)△「

ら(t,)ニ
ペ(t,)smyn^ 尹

ド
汗At

2. FEM 構 造解 析 理論

z汐) ‾eりソ）戸"らj (t-At)＋-'
ろ
―cos  {√ 二可 ・ω

バ

じ
一
万}}

・Ａ・ ・ e     
戸

秘(0 ニ^‾'戸戸^'も (f- △0十
ろ(r

‾
べ)十Ｚバr)siくJ で 可

・ COバ
レ

ー
今 〕レ

△r゙ど
と戸

-

10　　-
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2-3. 弾性平面モデルの静的構造解析

本節では二次元連続体における有限要素の特性を導く方法について数学的に述べること

にする．ここでは薄い板の平面応力場の解析例をとって，一般的関係式を表示す乱

2べ3-1.変位関数

Fig.2-3に示すような直線境界を有する代表的な三角形要素ｅを考え，その節点をij ・n,-‥

とする．要素内の任意の点における変面を列ベクトル廿(^..v)}で表すと

{/} ＝圖{ 峠 ＝.^.　N,　A^.　…]

C
O
 
     
'
O 
    　
'
O
　

…
1

1

(2-3-1)

ここで，[ｙ]の成分は一般に座標(リ) の関数でありべ 町 は要素創こ関する全この節点の変

位を表している．

Fig.2-3の平面応力場を例にとれば，

1
　
　

＝

－
　

－

Ｖ

－

↑士

Ｊ
　
　

ｙ
’

ｇ
　

ｇ

圭

→

u(x,y)

Ｖ(リ)

于

-

Fig.2-3

11　　-
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2.  FEM 構造解析理論

は要素内の任意の点収.v）における変面のA', y  （水平お よび垂直）成分を表す．また

士

ゆ
！
　
　

ｌ

ｓ

　
　
　
　
　
＞
~

圭

＝
　
　

―
　
　

入

ｙ
　
　

ｔ

は節点yの変位成分を表す．

(2-3-3)

関数N  ,N   ・N    (・よ対応する節点の座標(私>',)・(x.・>^)・(刄よ‰) をそ れぞ れ式(2-3-3) に代人

した場合，その節点の変位を与えるように選ばなければならない．すなわち一般的に表示

すれば，

N,(稲沢)ニl(単位マトリクス)N,.(x.,v.)

ニN,(刄,.yJニO

(2-3-4)

(2-3-5)

これらの関係は，x,yの適当な一次関数をとれば簡単に満足される．もし，変位成分をすべ

て同じ形に内挿するのであれば，

N, = N,l

となる．　ここで.  ぺは弓y了1, 他の頂点でOとなるスカラー量である・ 関数Ｎは一般に形状

関数(shape function)とよばれる．

2-3-2. 歪　 み

要素内の全ての点で変位が与えられれば，任意の点における歪みを求めることができる．

その関係をマトリックス記号を用い表記すると，

{£} ＝[川{祚

平面応力の場合歪みは変位の関数として次のように与えられる．
1

Ｈ
 

？
＾
         ＆
■

ε
　
　

Ｅ
　
　

ｙ

ｌ

＝ε

1

＝

ゐ/み

d＼'/dy　

｜

鋤 み ＋＆/ み

(2-3-6)

(2-3-7)

式(2-3-7)と，既に決定したN,・NノN，などの関数によりフトリックス[召]が容易に求められ

る．これらの関数に一次関数を採用すると，歪みは要素内で一定となる．

- 12　-



2-3-3 応 力

2.  FEM 構造解析理論

一般に，要素の材料は温度変化，収縮，結晶の成長などによって生じる初期歪みを受け

る．　このような歪みを{（) で表せば，実際の歪みと初期歪み^0の差によって応力が発生す

ることになる．さらに，ある既知の系の影響を受けて，解析の初めから，物体が初期残留

応力{^o) は，測定できる場合もあるが，材料の履歴が十分に分からないと，その値を予測

することができない．なお，この応力は，一般的な応力－歪み関係式にただ加えるだけで

よい．以上を考慮すると，一般的な弾性挙動を仮定したときの線形応力と歪みの関係式は，

次のようになる．

{a} ＝[剖 肩-{ 引)＋佃}

ここにべD] は適当な材料定数を含んだ弾性マトリックスである．

再び平面応力場について説明すると，

吊 ｝

1
ら

ら

秘

ド

(2-3-8)

(2-3-9)

と表せる．マトリックス(£)]は等方性弾性体の関係式を用いて，以下のように求めることが

できる．

こ れより，

い(Oo  ＝7 ら
づ

ら

ら ‾(Ｅy)Oニ‾
シ

びＪ‾
シ(yy

2(1-ド ユ
Ｔ
・り'

ニＧＴ
Ｘy

(D] ＝
£

-
1－ v'

1

Ｖ

0

Ｖ

1

0

0

Ｏ
　

一に

- が　 ー

つ

ー

v ）

－

(2-3-10)

(2-3-11)



2-3-^. 等価節点力

2.  FEM 構 造解析理論

要素に働く境界上の応力や要素内の分布荷重（物体力,   body force)と静的に等価な節点

力を，次のように表す．

びr  ＝

1Ｆ
≒

Ｆ
ノ

Ｆ
ｍ

…
1

(2-3-12)

ここで，各節点の力{て}は，それに対応する節点変位{岨 と同じ数だけの成分を有し，変

位と対応をつけて，正しい順序に並んでいなければならない．一方，物体力{p] は，要素内

の単位体積当たりについて作用すると，力として定義され，その作用方法は同じ点におけ

る変位{/} の方向に対応している．

例えば，平面応力場の場合，節点力は

士侃

ｙ

圭

＝
　

―耳
　

ｔ
(2-3-13)

であり，成分ＵおよびＶは変位ＵおよびＶの方向に対応している．また，物体力は，

圭Ｘ
　
ｙ

圭

―ｔ
(2-3-14)

で,   XおよびＹをその成分としている．

節点力を，実際の境界応力や物体と静的に等価にする最も簡単な方法は，任意の( イ反想)

節点変位を与え，それによって種々の力や応力のなす内部仕事とを等置することである．

節点に与えるこのような仮想変位をd{6Y で表すと，式(2-3-1)および式(2-3-6)により，要

素内に生じる変位および歪みは，各々次のように与えられる．

引眉 ＝{外 巾ドd{e}

 ＝[司か ド
(2-3-15)

節点のなす仕事は，個々の力の成分と対応する仮想変位成分の積の和に等しく，マトリッ

-

14　　-



クス表示で書くと

(d{6Y)≒F]

同様に，応力および物体力による内部仕事は，単位体積当たり

削汀‰ ト ル ソド{p}

または，式(2-3-15)を代入して

(d{6}丿([B 勺a}  -[ｙ]'伽})

2.  FEM 構造解析理論

(2-3-16)

(2-3-17)

(2-3-18)

式(2-3-16)で与えられる外部仕事を，要素の全容積にわたる積分として与えられる全内部仕

事に等置すると

(d{6]'≒庁 く紳 叶 作 涯{耐郎団 づ[祚{p}か団}　　　(2-3-19)

この関係はいかなる仮想変位尉司≒二対しても成立するので，次の等価節点力の式が得られ

る．即ち，上の式から得られる結果に，式(2-3一石)および式(2-3-8)を代人して

{Fy ＝(j[可[Ｄ]{B}d{vol}){6y

づ[可[D]{sAc抑㎡}づ[Bf{c 肩介olトf[ 絆{ 削(vol)　(2-3-20)

要素剛性マトリックスは

圃'=J[Bf[D]{B}d(vol)

となり，物体と等価な節点力は

[祀 ＝づ[NY{p}d(vol)

初期歪みによる節点力は

[刈ン づ[則f[叫 石d(vol)

(2-3-21)

(2-3-22)

(2-3-23)

また，解析の最初から存在する初期応力によって生じる節点力は，次のようである．

[祀. づ[Bf{白d{vol}

-

IS　 ー

(2-3-24)



2.  FEM 構造解析理論

普通の残留応力のように，初期応力が自己平衡系であれば，式(2-3-24)によって与えられ

る力は，系を組み立てた後に，常に零となる．したがって，この力の成分の評価は省略さ

れることが多い．

平面応力場における三角形要素の特性を求めるには，既に得た[川，(D] ，[ぶ]および与

えられた物体力{p} ならびに初期歪み仏)}と初期応力{-.
 }
を，式(2-3-21), 式(2-3-24)に

代入すればよい．平面応力場の三角形要素では，マトリックス[川が座標に無関係であった

ので，積分は特に簡単になる．

一般に，各節点には集中外力が作用している．したがって，各節点の釣り合いを考える

場合に，次のマトリックスを加えなければならない．

{櫛 ＝

‐

ト

吋

ト

ト
Ｊ

ｐ
ハ
　
尺
　
…

ｐ
八
1

(2-3-25)

境界が単位面積当たり{g}で与えられる分布荷重を受ける場合には，境界上に面を持つ要素

の節点に，それに対応する等価外力を加えなければならない．仮想仕事の原理から，等価

外力として簡単に

{F}卜 づ圖7 副d{area} (2-3-26)

が得られる．　ここに，積分は要素の境界面全体にわたつ乙行なうものでバ 吋 は変位国 と

同じだけの力の成分を有していなければならない．

構成モデルの全体の剛性方程式を解き，節点変位が求められると，要素内の任意の点に

おける応力は，式(2-3-8)および式(2-3-9)から，次のように与えられる．

{・]＝(D][B]{6Yー(D]K} ＋ 帽

即ち，要素の応力マトリックスは

[SY゙ ＝(DlB]

ごれに，次に示す初期応力

-

16　-

(2-3-27)

(2-3-28)



2.  FEM 構造解析理論

卜 こ ニー{叫臨}

匯

O
卜 －[Ｄ]佃o}　　　　　　　　　　　　　　　(2-3-29)

がつけ加わっている．

ここで，式(2-3-27)では，物体力による応力の項{耐y がないのは，要素内については釣

り合いを考慮することなく，全体としての釣り合いを考えているからである．

弾性理論のまとめ

変 位一歪み関係

卜

し

↑ト

ハ

ら

Ｅ
ｙ
ｙ

リ

／

弓
　
　

ｔ

変位一歪みマトリックス[召]

線形変位場を仮定（変位関数）

硝 ＝レ A'】・"l 十 痢 ・ 嶮 十N,- 心

Λ: ■ V, 十 剛 ・ Vj 十A'3- 焉

要素内の応力

歪み一定

等価節点力{弓。

仮想仕事の原理

卜 川原沁丿 巾}  {o拓/

⑤:in 個の要素を表す

-

応力－歪み関係

(乙

ら

仙

歪み一節点変位関係

17　-

＝(£)]{e]

応力－歪みマトリックス[川

応力一節点変位関係

{a} ＝[DIB]{5}　　　　　
③

{ £}＝{川 悩}。

[川: 変位一歪み7 トリックク、

有限要素に対する仮想仕事の原理

巾'i囲h ＝旧{げ{司

要素の剛性マトリックス[

刻。＝r A[絹: 川[胡

要素に対する剛性方程式

n=[K]Q 声 ≒



2-4 剛性・質量・座標変換マトリクス

2. FEM 構造解析理論

FEM 構造解析のための，要素の剛性・質量・座標変換マトリクスを示す．

記号の説明

ズ,V,こ:全体座標系の座標軸

に 部材軸方向（部材座標系）

宍 部材軸直角方向（部材座標系）

(0:  w-v平面直角方向（部材座標系）

k,う 番目の要素剛性7 トリクス

‘7m,づ 番目の要素質量7 ト ナクス 贈 ンシステントフス）

^m,: ・‘番目の要素質量7 トリクス（ランプト7 ス）

Tう 番目の座標変換7 トリクス

A: 部材断面積

じ ω軸まわりの断面2 次モーメント

I、パV軸まわりの断面2 次モーメント

J : St Venantねじり定数

r: 断面2 次半径( ＝皿)E:

縦弾性係数

G: せん断弾性係数

ρ:単位体積重量

へ 部材長

-

18　-



2^-1 平面トラス

剛性マトリクス
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2. FEM 構造 解 析理論

0
　
0

1/2

0

0

0

(2-4-1)

(2-4-2),  (2-^-3)

( 勺
，

X

み ）

(2斗斗)

ρ八八

ｊ

ｌ

｜

0
　
0

140　

0

7
0
0

Fig. 2-4-1 平面トラスの記号の定義
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2. FEtvU構造解析理論

2-4-2 平面ラーメン

剛性マトリクス

(2-4-5)
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2-Aべ3.面外ラーメン
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k 二

t;

GJ
Ｔ

Ｏ

^m 。ニρべ八

T ，＝

0
　
0

肘v.

0

0

亀

0　

E/・一
一
ど

12E1 ・-

戸

Ｏ

二
1
0
5

sy 詐.

210

13-

35

0

0

0

0

0

1

石

旦
う

Ｏ
　
Ｏ

Ｇ
Ｔ

Ｉ
一
6
0
　
0

戸
－
3

M
。ト

0

！ £A
・-

ｆ

ｍ

↓
μ
↑
　
0

乱

0

6 £/,,-　

ど

6 £/,-

j

llE/ ・-

ざ

ら

θ　

りa

ωご

り
　
　
‰

町

1

420

9-
70

0

11
£210

13　-

35

λ
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(2-4-9)
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2. FEM 構造解析理論

冴

Λ

Ｘ
ｌ
【

蓉

徊

．マ
ト
フ

Ｎ

i
Co

4

C／'

§

な

IＭ

ｊ

Ｓ

ｔ

ン

e
ｊ .-c

”

心Ｓ ・亀
Ｓ

'
I
'ｏ

ｅ

（
2

ユ

Ｔ

り
）

○　　○　　○　　○

ト
'
1
2
9
　

○

Ｊ
Ｉ

さ　 Ｏ　 Ｏ

○　　 ○　　 ○

刈
引

ぐりＷ　 ○

"
1
3
Ｚ

^・　○

―”
7

＾
9 Ｗ　Ｏ　　Ｏ　　Ｏ

回
-^v    O　 Ｏ　 Ｏ　

ぎ

ト。Ｊ

哨

寸

‰O     
ダ

  -' ̂  C

μ　 Ｏ　 Ｏ　o  5
い

○　　○　　○　　○　　○　
拒 ・ ・

○　　 ○

―
Ｉ
3
Ｚ
＼

（
）

引

引

。

哨叫　 ○

Ｗ　Ｏ

ぐ

に…
｀
辺

‰ ○　 ○　 ○

○　　 ○ ヅト 聡

―■
'
7^
ｚ

ｉ

○

1
3

　Ｚ

＼

‰ ○

ぐ

にＪ
｀
応

‰ Ｏ

○　　 ○　　 ○
‰

。

―"
1
3
9

バ ト
○　　○　　○　　○　　○　

こh　0　　0　　0　　0　　0

1
3
9
　

○ CM / ―~1　 Ｏ　 Ｏ

○　　 ○

Ｊ

にＪ
｀
寸

斗　 ○

I
Ｈ
9

j
‰ ○　○　o  5

卜

ヨト 〇ダト Ｏ　Ｏ　Ｏぎト 〇吋斗　 ○

ぐ　 Ｏ　 Ｏ　 ° 3 卜 ○　　○　　○　　○　　○　lll斗 ○　 ○

○　　 ○

Ｓ　
⌒こo　　し

ぜ
｀
□

外 ・53' Ｗ　Ｏ　　Ｏ　　Ｏ

恥 Ｏ　 Ｏ　 Ｏ

―

‐

Ｙ

＼

Ｚ

Ｉ

U
3
Ｚ
＼

呵Ｗ　 Ｏ
1
3
9

fS
Ｗ　 Ｏ

‰o　 Ｏ　 Ｏ ヅ
ト

ベ ト ○　　○　　○　　○　　○　
胆

・

II　

●-Ｊ

- J　-



ぜ

4ｙ

ぱ

1
Co

4

吋

ざ

ぐ

こ

Ｚ

Ｑ

μ

こ

Ｓ
こ

sト

こ

”I)

-Q

こ
ぎへ ご

4
ｑｊ
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2. FEM 構造解析理論

ｆ

μ

立体ラーメンの座標変換32)

Fig.2-4-4 に示すように，任意の三次元ベクトルＶのu  , V , a)座標軸方向の成分を(

尨犬> ら)とし・ 同じベクトルＶのx,y  ,z座標軸方向の成分を(V    V。V )とすると，この

二つの座標系の間の座標変換は次のように表される。

』

＝

1ｙ

″

Ｖ
ｙ

Ｖ

。
1

c,,　Cn　Cn

らi　Q.　 ら3Q,

Qz　 ら3

1Ｖ

″

Ｕ
ｙ

Ｖ
ａ

～

り

り

且
(2-4-15)

上式の座標変換行列の要素‰.の物理的意味を知るために・三次元ベクトルＶとして・特に

乙・軸方向の単位ベクトルら を取上げる・らのμ, ＼≒a;軸方向の成分は，(1,0,0) であるから，

これを式(2-4-15) の右辺ベクト ルに代入して掛合わせると，(^11 , ら1げ3.)がら のズ, >',こ軸

方向の成分であることがわかる．同様にして・(‰, ‰ 俯.) がｖ軸方向の単位ベクトルε,.の・

また(‰ げ3 げ33)が“)軸方向の単位ベクトルら の礼卜z 軸方向の成分であ乱 すなわち・

式(2-4-15) の座標変換行列の第1, 第2, 第3 列は，それぞれ変換前の座標軸w  , V , a)方

向の単位ベクトルを変換後の座標系x,y  ,zの成分で表したものになっている．

上記の事実を用いて，Fig.2-4-5 に示す立体骨組要素ab の座標変換行列を求める．要素

の軸ab 方向に部柱座標のu 軸を取り，a端における断面の二つの断面主軸の方向をV, a)軸に

24　 ー
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2. FEM 構造解析理論

すると，このu  , V ,a)軸方向の単位ベクトルの成分を全体座標礼V  , Cて表すことができれ

ば，部材座標系から全体座標系への座標変換行列が得られたことになる．このために以下

の計算を行う．

部材端a,b の座標(瓦,几べ) および(柘}';,べ) は図面から読みとることができる．この他

に，　U , V 軸を含む平面内に座標値がわか9 ている点c を選び・ その座標を(^'r／し こ) とす

る．点いよ，V軸に近い方が好 ましいが,  u軸上にさえなければ,  uv面のどこにあっても差

支えない．　さて，点a,b を結ぶベクトルをa  , 点ａ ,c を馬.とすると，これらのベクトルのx,y

 ,z座標
系内での成分は

1

＝α

^b - ^a

沈 一瓦

石 ‾ら

1
ら
　

ａ
砂
　
ａ
心
1

卜

け

丿

χc
ヽ‾

λa

χ ，一 心

≒ 一 馬

1

Ｊ
　
　

り
　
　

に

ａ
　
　

ａ
　
　

ａ

ｌ

Ξ

1

(2ふ16)

で計算される・ 次に，馬と・孔のベクトル積を作ると，両者に直交する方向すなわちω軸方

向のベクトルが得られるので，これを計算してら,とおくとすると

≪ω ニ

″
　
　

り
　
　

心

ａ
　

ａ
　

ａ
1

］
」 1

″
　
　
町
　

心

に
1　じ
1

　

い
(2み17)

となる．さらに,   V軸方向ベクトルを得るために，COとらのベクトル積を求め・これをα．と

する．

a. ＝
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Ξ

(2-4-18)

以上で,   u ,v ,w軸方向のベクトルら べ。α。を求めることができた。これらを単位ベクト

ルにするには，それぞれのベクトルの成分をそのベクトルの長さで割ればよいから，次式

で計算すればよい。

-
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ruv

隋
’
　

り

こ＋iこ＋^乱

したがって，局所座標から全体座標八の三次元の座標変換行列らは，次のよ引

ら

ら
ズ

ご
り

ら
・こ

ら以

my

‰

」

二な る ．

(2-4-20)

局所座標の成分で書かれた立体骨組構造物の基本式(2-4-12)は，断面力，変位ともに
一

一

一

次元のベクトルを上下に並べた六次元のベクトルとなっているので，立体骨組構造物の座

標変換行列は，次に示すように式(2-4-20)の3 ×3 行列。を対角上に並べたら×6 の行列

にしなければならない。

ら

0

j ］

ただし，上式で0 は，3 ×3 の零行列である．

-
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2-^-5. 弾性平面応力および弾性平面歪みの剛性マトリクス

2. FEM 構造解析理論

本節では平面応力および平面歪みの剛性フトリックスを示す．な払 記号の意味はFig.2-3

に示している．前節でも示したように，要素の剛性マトリックスは，

[KX ＝ ＼＼[絹7` [ｐ][B]tdx め・ (2-4-20)

で与えられる．

ここで　バよ要素の厚さを表し，積分は要素三角形の全域について行う．ここで，平面応力

および平面歪みの剛性マトリックス(£)]を示すと，

平面応力一等方性材料では，

[Ｄ] ニ
£

-
1－ v'

1

Ｖ

Ｏ

また，平面歪み一等方性材料では，

[B]  ＝

(D] ＝
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(2-4-21)

(2 ―4―22)

(2ぶ23)
0

27　 ー

0

(l-2v)-

2(1－V)

ここで，　とは縦弾性係数（ヤング率）,    Vはポアソン比である．

三角形要素でのマトリックス［川は，要素の面積を腱 すれば次式で表される．
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[川の転置マトリックス[川fは次式で表され乱

y,.‾Vm　　　 Ｏ　　　^',,, ‾潟

ダ
方Ｅ -

-

1
-2
△

‰

ｙ

0

－

0

－

0

ろn  - ^,　V. ‾y

叫

片

剛性マドトンクス[刻 は，

[K] ＝tA(Bf[D][川

Ｘ

^'
.y

0

-  -^'.,0

λ,  -  ^ 。j7

川 ‾)
りX

／-  
λ≒

-  耳　　V.   ― V

である．

変位法によるつり合い方程式（状態方程式）は一般に

匯 ］国 ＝{杓

と表すことができる．よって変位は，

{-5} ＝[別 才 杓

である．また　応力は，

[a}  ＝[川[川 ㈲

と な る ．

2. FEM 構造解析理論

(2斗-24)

(2-4-25)

(2ぶ26)

(2   1-27)

(2ぶ28)
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3. 感 度 解 析 理 論

3-1. 骨組構造物の静的感度解析4) 5)10)

3-1-1. 断面定数に関する感度解析

変位法による静的な状態方程式は一般に

Ｋ(Ｘ)Ｚ＝Ｆ

3。感度解析理論

(3-1-1)

で与 えられる． 線形弾性挙動 を示す骨組構造物 の設計問題において, 変数としては部材断

面積A, 断面2 次モーメントI, ねじ り定数Ｌ

文において も文献4) と同様に感度解析 に用いる変数 を，設計 に関する変数と区別する意味

で感度変数 と呼 んでいる．ここで・ 部材数を孔 構造の自由度数を"
・ X＝(影 聡, ¨,X) は感

度変数ベクトル2 ＝(こ     -   ,‥.. ,こ．Y (ま応答節点変位を表すベクト ルで，挙動変数ベ クト ルと呼

ぶ． またF ＝(F F …,弓) 列よ節点外力 ベクトル・K は剛性7 トリクス(n×/7)で 感度変数X,

ノ＝1,2,…M の関数である．骨 組構 造物 の場合 ， 断面 レベ ルで の感度変 数号 は部材断面の断

面積 型 断面二次^ － メシトか　 ねじり定数{ 等 が考えられるが
・

これらの感度変数は互

いに独立である場合を考 える31) ここで，互い に独立である感度変数 の種類の数をＪとすれ

ば，下記 に示 す各構 造における聚 は

・トラス構 造の場合 ：

s=l,   X.二A. (汪1 9・・■・ ・m),(ノ=l・2"・，m)

・平面梁構 造の場合 ：

5=1,    X戸ろ.(i= l,2,-,/?z),(/こl ,2,”,?)

・平 面ラーメン構 造の場合 ：

s=2,   X戸AXi=l,2 ・̈・詞)
｀X戸:/-(i=m 十l,m

＋2,ゾ゙/?), (ノニ＼Xごソフ)

・面外ラーメン構 造の場合:

5=2,   X戸/. (汪l,2,-, プ)
’X戸7.

 (/ニｍ十l,m十2・̈ソ・m), (ノ=l,2,-',尻)

・立体 ラーメン構造の場 合:

5ニ3・X 戸A^ (/■=l,2,-,/;?), X戸L  (/ニm十hm ＋2√2 リノ)・X戸{,( に2m ＋l,2m ＋2,-` ,5-朋)

，(ノ＝l,2,…,m)

と な る ．

-

J　-



3, 感度解析理論

また，右辺の外力ベクトルＦは自重や温度変化の影響を考慮する場合，感度変数の関数とな乱

ご部材の断面力r。は

r ニro,,(X)＋kz,, (3-1-2)

で表される．右辺の1 項目は自重や温度変化による断‾面力を示し,   2項目は外力による節

点変位に伴う断面力を示す.kj よε部材の要素剛性7 トリクス，また' ^  Iよ
ご部材の節点

変位ベクトルを表す．

（1）差分法による感度解析（ＦＤＭ）

差分法（Finite Difference Method ）による近似的な感度解析は以下のように示され乱

Ｗ
し

-

I 

∂g

一所

g(^, 十△x.)－g(x,)　　

Ａχ．

に，g は変位や断面力などの応答を表す．

(3-1-3)

（2）直接微分法による1 次感度解析（ＤＤＭ ）

直接微分法（Direct Differentiation Method ）により解析的に感度係数が計算される．感度

変数λ≒の変動6X バ＝＼,2‥‥,s’m 4こ対して式（3-1-1) は

K(5z 十
dK

一匹
zdX -

-

β＼　 βK

dX ， ∂X: dX

訪

方　-

(3-1-4)

(3-1-5)

∂Ｆ

麗

となる．ここで，挙動変数ベクトルｚを従属変数と考え，独立な感度変数ｘで表すとblは ∂i/

∂X )6X戸 表されるので式(3-1^) は次のようになる．

一子 Ｚ，G＝1,2,…,s-脚）

式(3-1-5)において左辺のdz/d耳 にｈ 番目の感度変数X,の微小変動に対する各節点変位の変動

量，すなわち節点変位の感度係数ベクトルを示す．式(3-1-5) は式(3-1-1) と同じように剛

性マトリクスが連立方程式の係数マトリクスとなっている．従って，式(3-1-1) よりＺが求



3。感度解析理論

められ式(3-1-5)の右辺が全て与えられれば，式(1)を解くサブルーチンを利用することによ

り，差分法に比べて非常に効率的に'dT/l)＼≒が計算される．

また，i 番目の感度変数尽の微小変動に対する‘ピ部材の断面力ｒ，の感度係数ベクト

ル∂ｒ/∂影 は式(3-1-2)より次式で示され乱

∂x ̂‾dxレdX ゾち’｜りdX.　　　　　　　　　　 （3-1-6）

感度変数の微小変動に対する応答gの変動分は感度係数を用いて次式で表される．

△g  ニ (3-1-7)

今，各感度変数の間に罵 ＝ヂ(刄) なる関係があれば，それを考慮した恥に関する感度係数k/

馬 は線形結合の形で次式で求められる．

4　　 咄　　　　dg   丿吊
マ ニマ 十

Σ
マ マ

∂χj

ヽJ　　
∂χj

Ｊヽ

(/≠N)

∂X
^ 
dX 。 (3-1-8)

(3) 直接微分法による高次感度解析

式(3-1-5) は式(3-1-1)の両辺を感度変数聚で直接微分することにより求められた．　さらに

式(3-1-5)の両辺を任意の感度変数で偏微分すれば2 次の感度係数に関する方程式が得られ

る．そして得られた式を任意の感度係数で次々に偏微分していくことにより，次のような

高次感度係数に関する方程式が得られる．

（a)    2次感度係数

Kz 。i,/2 - F心: ‾K,n,,:2‾K,/i^,/: ‾^,・2^,・

ここで式中の,n お よびJli2 等は∂∩/ax,, および　∂2∩/dX ≒1∂痢= を表す・

（b)     3 次 感 度 係 数

^^,(l,i2,i3
 ~ *^,/l./2,i3  ‾*^,/l./2,/3  ̂‾'^,/l./2^,/3

*^.江(3^,/2  ‾^,;Z/3^,/l   ‾^,/l^./2,/3   ‾■≫^,/2^./l,/3  ‾^,i3^,/l,/2

£　-

(3-1-9)

(3-1-10)



3。感度解析理論

（c）P 次感度係数

Kz,,,,
…,/p  

ニ*^Jl,
‥・,ip ‾^,il, ‥・,φz ‾K, ……i(p-l)^Jf>

-K,,,,
…./(β-2),in^,/(p-l)‾゛'‘ ‾'^.;2 …や^,x　　

-K,,,
….i(p-2)'^.(p-l),p

  ‾^,/l
‥・,/(ρ-3),/(n-l)　　　　

Zj(μ-2),φ ‾ ゛゙ ‾゙
Ｋ

ｊ3,…,φ^.n.ii

‾^Jl,i2^J3, …,ip  ‾^,/l,/3^./2,(4,….p

‾ ゛゙ ‾゚Kj( ρ-l),φ
Ｚ
ｊ1,…,i{p-2) ‾^,/l^,/2, …冲

－Ｋ
/2^,/l,/3, …,'P ‾゛' ‾K φz (I,‥・.'■(p-1)

J　-

(3-1-11)



3-1-2. 形状 感度解析

一 一

3.   感度解析理論

形状感度解析は，形状を決定づける変数の変動に対して構造の応答がどの様に変化する

のかを計算するものであり，形状最適化問題における重要な役割を持ってい乱 形状設計

変数に関する応答量の第一偏導関数は，数学的な最適化手法と，構造解析手法とを結びづ

けるための重要な情報を与え乱 この問題は,最近の20 年間にわたって議論さ牡てい 和 犬

離散的なモデルにおける感度解析には3-3-1 よ 同様に，差分法，解析的手法，半解析的

手法があ乱 差分法は概念が解りやすく計算の実行も容易である反面，2つの弱点かおる．1

つは感度係数の精度が摂動させる量に依存してしまうことと^4)・≒ もう1 つは設計変数

の数が多 くなると計算コストが非常に高価なものとなることである．解析的手法は，状態

方程式を設計変数で直接微分する方法である:iG):iiレ 犬　これは陰な微分によって得られる

ため数学的に厳密な感度係数が得られる.   Zienkiewicz ，Carapbel げ卜Raraakrishnan.Francavilla''^)

の研究を皮切に，最近ではBraibant.Fleur叶 へWang 等36)が陰な微分理論を確

立している．しかし，剛性マトリクスは一般的に形状設計変数に関して非線形であるため，

剛性マトリクスの微分を解析的に求めるのは非常に困難であるという問題があ 乱 半解析

的手法も解析的手法と同様に最初に状態方程式をまず微分することになるが，附註マトリ

クスの微分を計算するために差分法を用いている4-i).叫 これは，一般的で計算の実行も容

易であることから実際の問題においては興味深い手法の一つといえる．しかＵ 多くの研

究者は半解析的手法は梁構造，版構造お よび固体に対して深刻な精度の問題を持っている

ことを指摘している?.o) .4 2ト
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田 平面トラス18)

Ｖ　　　　　　　　　　　　 ／ ｀
〆　　　　　　　　　　　　　　　‘4　　

∧ 二

（

-

Y    , A'

3 。感度解析理論

Fig.3-1

従来の感度解析では, 設計変数式 を断面積ん 断面二次モーメント/ ，又はそれぞれの逆

数を扱っていたが(3-1-1. 参照), 形状に関する感度解析では節点の座標を設計変数几( 感

度変数) とする(h: 節点座標番号,/z ＝l,…,2NN　NN: 節点数). Fig.3-1 のトラス構造物の

任意の要素iに注目する．節点座標は，部材の始節点(start node)の座標を，終節点(end ncxle)

の座標を(石高) とする．そこで，部材( 要素) の長さ，角度炉を節点座標で表すと，

£?＝ (几一石)2十(刄－y,)

λ 二COS  CD ＝X/i

μニsmq フニ 程i

(3-1-12)

(3-1-13)

となる．　トラスの部材 八二関する要素剛性7 トリクスtit 次のように表わされる．

ん

耳 人

－ 一
一 と

λ2　　　 λ

・
μ.　　 －

λ で　　
ー

λ ａ

吋　　　
‾

λ 湖
，　　 －

μ
ク

sym.　　　　 λ2　　　 λ μ　

-・　　　　　　　　　1　　　　　1　1　　　

り痢

」

(3-1-14)

このマトリクスの成分は高次の関数であるため直接計算していくことは効率的ではない.そ

こで，次式のような中間的な独立変数を考える．

匙 ニ
ぺ

ー-
と

(
λ■。 ‾ λ.)

{(^
■,‾λ,) ＋(

λ淋,5
’ －一 一
" ‾ か　 ‾

^^3, ° 一 一

{(
λ. ‾χ.

ye －y

＋(> ■

)T

－y
n

{(几 一几)2 十(y。－y,)}

"ダ̂　 ー

(3-1-15)

(3-1-16)

(3-1-17)



3。感度解析理論

これらの式を式(3-1-14) に代入すれば次式となる．

s,.　　　s..　　　
‾s^.　　 ‾

輿|
・

s..　　　
‾

ざ.^.　　
‾s ぶ

sy 瓦　　　ざu　　　 ざ..

亀

(3-1-18)

形状感度係数とは,節点変位を設計変数である節点座標で偏微分した形で表わされる．こ

こで独立変数を中間変数として形状感度係数を表わすと

∂こ，　m　 と　認,　　汲　次亀　　汲　cJS,,
ス

イ

ス 不 ゛不 可 千

引

，　　　 （3-1-19）

となる．ここで, m は部材数であ乱 これは設計変数に無関係な部材（要素）については偏

微分はＯになるからである．

ここで,妬 昭,,,∂も 薦．妬 眠バよ^-^-^. 静的感度解析より

-

-

-

-

－K'

－ Ｋ ‾1

耳人

｜

レ

乙

瓦

瓦

1
一
　

〇
　
1

0
　
0

0
　
1

1

(3-1-20)

ｊ
　

ｌ
1

0
　
0
　
0
　
0
　
　

一
　

〇
1
0

36 ’

(3-l-21a)

(3-l-21b)

焉

∂Ｋ

β亀
，^K

疾

0
　
0
　
0

1

0
　
　
1
　
0
　
　

一
　

〇

-

疾

薦
薦

他
薦

と表わされる．上式において剛性マトリクスの逆マトリクスK' および節点変位は,構造解

析の際に計算されており既知数である．要素剛性マトリクスをでそれぞれ偏微分したもの

は式(3-1-18) より

七

∂亀
ニ瓦ぺ

・鰍一 一
薦,
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3。感度解析理論

ヱ

ぷ亀

-

-

1Ｏ

Ｊ
0
1
0
　
0
　
0
　
0
0
1
0

‐
0

0
　
0
　
0

(3-1-21c)

となる。これを全体剛性マトリクスＫで考えれば礼/∂斗∂も/∂脳 弗/薦バま容易に求めること

がで きる. A,/軋,昭,,/ぺ, 悶J 呪 は，を設計変数刄すなわち節点座標西べ。ル.x。でヽ偏微分し

たものであるから，

∂亀

一 二
3(石一石)' ^( 一几)

-　　　　　　 －

∂孔　　{(刄 一几)2 十(刄 一y.)
ダ/1　　{(

几 一利)2 十(>v 一-V.) I

薦 ，　3(^ 。一几)(y に 功-
＝

べ
て
4

　

(>v 一几)

(3－l-22a,b,c)

(3－l－24a,b,c)

み,　{( 几一瓦)2十(沁一八)ヤ}

i^ ＿　　　( ‾西(.v．‾茜)
一

心゛{( 几一几)2十(刄一叉)ブド2

3(几 ‾几)( 几 ‾八

{(刄一几)2 十(刄一y.)

3(利一几)(y.一叉)^

{(刄
‾几)2十(茜 一叉)l

{(几
‾几)2 十(茜一y.)

プ}

(茜 一八)

覗{ 収 一几}'＋(>'。一x)ブ}

立_
一

心に　{( ち 一几)2十
－

(茜一>0|　　{( 几一几)2十(茜一v.)　(3-l-23a,b,c)

,?墨__　
‾^( 刄 ‾ 几)( 茜 ‾ 茜)

－　　　－　 ｒ　　　　　　　ｎ　　　　　　　　　　　。・、5,2　
＋

函し　　{(几
‾馬)2 十(y。一叉)

〕プ」‘

包』
ニ　　-K

乱 ‾几)(刄 ‾叉)

み
゛{( 几 ‾几)2 十(y. 一叉)2}5

ノ2
^^ ＿　-3(ご̂ 几)(刄一功2

-

{(刄一几)2十(政 一叉)2}
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3-2. 骨組構造物の動的感度解析

3。感度解析理論

3-2-1. 固有値 ・固有ベ クトルの感度解析6)

多 自由度系 の固有値問題は, 2-2-1. の項で述べ たようにマト リクス表示を用いて次のよ

うに表 わされる．

K(X)y^
 ニ

λ,M(A-)_v
(3-2-1)

ここに,K(X) およびM(X) はそれぞれ(nXn)の剛性マトリクスおよび質量マドJ クスであ乱

叫は(n×1)のベクトルで丿 番目の固有ベクトルを表わし,λバむ 番目の固有値を表わすi ま

た，Xは師×1)の感度変数ベクトルである．ここでのX 乱3-1-1. の項で述べたようにA,J

といった断面定数はそれぞれに独立である場合を考える. nとm ＼まそれぞれ構造全体の自由

度と部材数である．なお，固有ベクトル八は次に示す直交条件式を満たすものとす乱

ylMy ，=

0
　
1

圭
(μ≠r)(p

＝r)
(3-2-2)

（1 ）1 次感度係数

な3-2-1 ）の両辺を感度係数輿 で直接偏微分し関数の直交性を利用することにより、固

有円振動数と固有ベクトルの感度変数に関する感度係数が得られる．

固有円振動数り ＝・、/a:の抑 こ関する感度係数

Ｔ

ニ>v

ｙ

dK

一漁

ｙ

’

Ｊ

一司でM]y

カ

Σ

Ｊ
∫≠

λ
。

Ｌ

一八

』

∫

士

ｒ

ド

(3-2-3)

(3-2-^)

1

2 ω

Ｔ
叉

∂ω^

薦

固有ベクトルルのχ に関する感度係数

白ヶ＝も
ト ∂M

江

dM

賎

- J　-



3。感度解析理論

（2) 高次感度係数

更に,上式を任意の感度変数で偏微分すれば2 次の感度係数に関する方程式が得られ,そ

れらの式を任意の感度変数で次々に偏微分していくことにより，次に示すような高次の感

度係数が得られる。なお，本文中においては，3 次の感度次数まで示すが任意の感度次数

に対して表現が可能である。

（a ）2 次感度係数

固有円振動数叫については

ω‥。。。＝V^イK    ;,     －CO.・M:,)＼./吐

十
うyJ(K

、,,2 ‾^叫 哨祐^ -M,,, ‾ω;
 ・ M,

心,)y/ 馬
一

^r.il ^乙・.n /^r
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y 

'",'1、i2
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1

1
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心2 ‾
λ
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λ
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ぱ λs λ，

(3-2-5)

十yHK 。1 λ.,-,M－λ，M。＼)y rjl十y'(n  ‾λ.,zM  -λM,i2)yr.ii}yバ3-2-6)

なお，式中の,zlおよび,ilJ2 等は<?( )/吼 および円) 畑X,,dX,を̂表わす．(

ｂ)3 次感度係数

固有円振動数ωに っいては

ωr,il.i2J3二
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。（
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固有ベクトルルについては
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(3-2-8)



3。感度解析理論

3-2-2. 動的応答感度解析

2-2-2. で述べた動的応答解析における感度解析について定式化を行う。ここでは，基準

座標，刺激係数を直接感度変数で偏微分し，固有値の感度係数を用いる方法を示す。式(2-

2-5)より変位ベクトルu

Σ
「

一
八

は基準座標町と固有べクトルφ戸 用Ｏて

砺φ （ i ニ＼ ユ … ぶ）

で表される．上式の両辺を感度変数ぺで偏微分すれば

du.{t) _
ｎ

Σ
賎 ‾台

じ

響
φ,十砺(1)

普
ｊ

(3-2-9)

(3-2-10)

となる．同様に基準座標○こov^ ても式(2-2-9)の両辺を感度変数尽で偏微分すれば

ヂ
ニ
答

ケ‰(バ βj
⑤

となる．上式(7)刺激係数/ア) 感度変数Ｘによる偏微分は式(2-2-8)より

(3-2-11)

覗
策
　
作

-

-

パ
かφよ[

″]{1}

‾爾
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汀[ 閲㈲J

ミ1首I  ㈲{l}店 ㈲7[ズ!]{}かφ丁[鯛 帽

n 帽＼m}{i
万

万j言ヶレ[
刎匯ト なφ丁[器]{φ}|

(3-2-12)

となる。ここに，φは固有ベクトルである。次に，式(2-2-11) の感度変数による偏微分は

響
ニ
ピ/

こ^l' 礼) どゆ七"" ”{^ ω(- で)}'で
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ヶ

可
£ら(T)

が叫卜 ‰
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     *
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笑

を　 ー

(3-2-13)



3　感度解析理論

となる。上 式の第1 項 目は式(2-2-11) のデュ アメル積分であ る。上 式の第2 項 目のデュア

メル積分は

2nd.  term

万万≡
午
丁
回 礼(^／ぶ(

‾≒in{φR" ω/'－て)}(-r)dz
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とな乱 以上回より・ 変位 竹の感度変数耳に関する感度係数が解析的に計算さ札丹
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3-3 弾性平面モデルの静的感度解析

3。感度解析理論

2 次元弾性連続体の変位方による釣り合い方程式( 状態方程式) は一般に，

[£]{司 パ 糾 づ 丹け{ 朽け[F] い 一伊臨　　　　　　　　　　　(3-3-1)

と表すことができる．ここで，

[Ｋト 剛性マトリクス

{d} : 変位ベクトル

(R}  :荷重ベクトル

びレ 連続体の物体力と等価な節点カ

ケし 連続体の境界に作用する単位面積当たりの分布外荷重

i糾ご 初期ひずみによる節点力

び臨:初期応力によって生じる節点力

式(3-3-1)の剛陛マトリクス[祠は板厚，ヤング係数，ポアソン比などで表すことができる．

連続体の平面応力問題では板厚/,平面ひずみ問題ではヤング係数£で感度変数を考えるこ

ととする．

いま，感度変数をベクトル{蜀 で表し，式(3-3-1)の両辺の第一変分をとれば

[K]{△m[ 亘

1=1　dχ

「

ぼ
ａ
よ
6] AX

ド・
Σ

Ｊ ⑤⑤千言

マトリクス[Ｈ]を次のように定義する．

式(3-3-2)は式(3-3-1)より

〕

△X ， (3-3-2)

(3-3-3)

^^^. ，-dX,

り 奸才白土寸土∩副使二言
儡∩辻川∧⑤1」
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3。感度解析理論

＝[H]{△吋　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(3-3-4)

変位ベクトル価 を従属変数と考え，独立な感度変数ベクトル{X} で{△d}を表せば

―
　

作ｙｌ
ｊ亘

心

Ｌ
―
　

―

となる．ここに，

盈 … ご生
昴　　　r7X,　　　　^'^刄「訃

才:

二

∂X,　　　　　∂凡

」

荷重ベクトル{F} が感度変数ベクトル{蜀 の関数でないと考えると，

圭芭

浙

圭

＝{0}

である．式(3-3輿)は式(3-3-5) より

叫士

の第一変分 は，

で示 される．
－

し

＝[川

△馬

こ で

Ｌ
”
Σ

Ｊ

一

一

圭卜玉

べ

づ
「―

卜土

ぺ

首レ バ

ｒ
　

＝

士黄

友

圭

ｒ
　

＝

圭鰯
て

圭

居

士

● ● ●

土砂
扁

-べ

鵬一

礼

士

卵j-

め≒

士

篤一

薦

{△ε}

が　 ー

り

(3-3-5)

(:い3,-6)

(3-3-7)

ト
(3-3-8)

(3-3-9)

(3-3-lOa)

(3-3-lOb)

呪

dX

呪

次X,

/ －1,2,…,m

となる．式(3-3-8)の{d5/dX.}lti要素の感度変数尽の微小変動に対する各節点の変位の変動

量を表すもので，感度変数ｙ に関する感度係数となる．

いま，歪みベクトル∽ と感度変数ベクトル{X}が互いに独立していれば,応答g({X},困}



{AX}

{Aげ

一一

一-

{AX,,...△刄}

{ △
ら・△ら・△r

や}

3。感度解析理論

(3-3 －10c)

(3-3-lOd)

しかし，感度変数ベクド レ{X} が歪みベクトル仰 の従属変数と考えると，式(3-3-5)は式

(3-3-9) より

と な る ．

△ 呂,．ニヅヅ喉脂卜

言白首⑤や
(3-3-11)

ここで,{映/政ドは設計空間における現設計点での応答S/の感度変数ベクトル{X} に対す

る感度係数を示すものである．式(3-3-10)は式(3-3-11)より

Ｊ生

訪

汀

Ｌ

圭ゐ

高

±7
　＋

士立

武

±7
　＝

士心
匠

圭

(3-3-12)

となる．いま・ 応答易を要素内関数と考え・感度変数{X} に対する感度係数を求める．式(3-3-12)

の{軋/ 皿゙{面丿 岸 は式(2-3-8)より
士

士

面-
べ

内
司

となる．式(3-3-12),

感度係数は，

と な る ．

心
友

士

士

士

七 尚ト}j

＝(D]

(3-3-13a)

(3-3-13b)

式(3-3-13a)，式(3-3-13b)よりノ要素の{牡 の感度変数{X} に対する

}
ノ[jF]i[ 則

ス
ズフ

- 46　　ー
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4。感度係数特性

4. 感度係数特性4)

4-1. 骨組構造物の静的感度係数特性

4-1 -1 。 断面定数に関する感度係数特性

節点外力ベクトルＦは感度変数X ／＝＼こ づ 凹 の関数でないとすると・∂F/∂X ＝0となり，

式(3-1-5) よりｙ番目の感度変数のX 戸 変動に対する 節点変位
らの1 次感度係数は，

-

-

Z

〕

h

しＪΣ

】

よト
儀
ヒ

＝Ｋ

(4一1-1)

上

ら

ド白
ｙ

(4-1-2)

(4-1-3 ）

(4-1 ⇒)

∂4

征

で表される．ここで，siよ互いに独立な感度変数の種類の数，屈ま骨組構造物の要素数で

ある．右辺のO 　Jま第h 番目の自由度に対応するものを示す．式(4-1-1) の両辺に^ノ--,,

を乗じ，バこついて1からs-mまで総和をとれば

洽言

1-2)の右辺の苫
〔貴

∂Ｋ

Ｊ

となる．なお，上式の左辺の(貼／∂ｙ) 痢 ぺは無次元化された感度係数となっている，式(4-

となるこ とは剛性マトリ クスの要素の構成から明らかである．したがっ て，式(4-1-2) は式(4-1-4)

となる．

壮ト 戸ぐ ＝ぐ ＝-1

式(4-1-4)は任意の骨組構造物に対して成立する関係で，無次元化感度係数を骨組要素全体

について総和しかものは定数となることを示している．これを感度係数特性と呼ぶ．

上述の感度係数特性は任意の高次感度係数に対しても成立するが，定数の値は感度次数

により異なる.   2次感度係数の場合を以下に示す．まず，式(3-1-9)より

48　 ー
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ノ

Kronecker j delta)

4。感度係数特性

(4-1-5)

(4-1-6 ）

(斗-1-フ)

(4-1-8)

(斗-1-10)

(斗-1-Ｈ)

∂≒,,-

d￥∂￥

を得る．両辺にＸ満/ らを乗じ,（/ に゜いて1からs-mまで総和をとれば

特 壮 言
叫 年

畿 几 り

弁 士 背 千 年 壮 士 レ

となる．式(4-1-6) の右辺の{} 内を計算するに当たり

Σ Σ ヰ 与x 煮 ＝O

/＝1 ./＝1∂*x,∂x,

が成立することお よび式(4-1-3),(4-1-4)を考慮すれば式(斗-1^.)は

s・m s? ^-XX芝 芝|三

■dX

ノド:[k-'{-K(-z)-K(-z):

となる．

係数の骨組構造物に対する総和を求めるのに際し，以下の感度変数Ｘ とその逆数 尺．と

の間の関係式を用いれば簡単に求められる．

∂Zh　　　　∂乱　.r2

廠∇゜二辺.    '　　　　　　　　　　　　　　　　(4-1-9 ）

任意のp 次感度係数(比匹㈲ に対する総和の値は次式で表される．

£ 公 ‥i2-jj ムー 血 血 二 血 ＝(-!)ツ

(1＝1/2＝1　　φ＝iぶら,ぶ≒'゚ 薦゚.　 石

上式の証明はAppendix に示す．

以上の結果をまとめるとTable .4-1のようになる．



Table .4-1　Sensitivity Coefficient Characteristics

ORDER �SENSITIVITY VARIABLE 
Ｘ

�Ｘ �Rx °1 ／X

1 �-1 �1

2 �2 �0

3 �-6 �0

4 �24 �0

ｐ �(-I)P-PI �0

夕　-

4。感度係数特性



(4-1-13)

(4-1-15)

4. 感度係数特性

4-1 -2 . 平面ラーメンにおける感度変数について

これまで述べてきた平面ラーメン構造の感度係数特性に対して，感度変数としては，断

面積A, 断面2 次モーメントＩを独立変数として別々に取り扱ってきたわけであるが, 次式

のような

/ ＝cxが　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （4-1-12）

という関係式を導入することによっても，これまで定式化してきた感度係数特性が成立す

ることを示す．ラーメン構造の要素剛性マトリクスを示す．

£　　　　0　　　　　0　　　EA　　　0　　　　　0　

ｆ　　　　　　　　　　　　　　 ｆ

0

k,

千
　

匹
1

EA-

f

瀧
マ
。
千

（

I 
べ の 場 合

又　-

÷

―

、El

戸

4£/-　

で

式(4-1-12)よりA  ＝ となり，剛性マトリクス内の軸変形の要素におけるＡも含めて

Ｉで偏微分すれば

£ly/
斤Ｋ　　　　　　　　　　　　　　　　　(4-1-14)

となることは明らかであり，これは4-1 -1 . 式(-1-3) および4-2 . 式(4-2-2) と一致する.(

尽＝A.) の場合

この場合も同様に剛性マトリクスの偏微分を考えれば

戈 恵 ｘ ＝£ｊ £Å ＝ £ さj ≒4 ＝£ さ 。ぶ2 イ,

・=1∂罵　 ’　，・=T ぺ　,=1   収　aぺ　’　’=r r?/,

となり,  4-1 -1 . 式(4-1-3) お よび4-2. 式(4-2-2) と一致する．したがって，感度変数をある

一種類の変数で考えても感度係数特性は成立する．
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4。感度係数特性

4-1-3. 形状に関する感度係数特性

巾 平面トラス18)

ここでは，4-1 -1 . 断面定数に関する 感度係数特性を利用し，4-1 -1 . (1)形状感度解析よ

りトラスの節点座標値を感度変数とした場合の感度係数特性の説明を行う．節点外力ベク

トル刑 よ感度変数刄 の関数でないとすると, dFjdX,  ＝0 となりｊ 要素の感度変数荼 の変動

に対するた番目の自由度に対する節点変位石の形状の感度係数は，式(3-1-15,1 6,1 フ),式(3-1-19)

より

ぶらー

ぷ几

=- 瓦
-1∂Ｋ

ｔ ∂瓦z,

心

∂t          β亀　 汲,   ゐ, ，。

一 一 一

則

タら ぷX 。　 ∂亀 。∂ 几

ゐ＝l

〔

み

Ｊ

篤 1－

ら

≫

(4-1-19)

2 まで総和

(4-1-20)

(孔3:.)

Fig.4-1 記号の説明

∂X,

血
脈

が
仇

爪

∂^H

と表される．式市l-19) の両辺にを刄に 乗じ丿 について1 から節点数(ΛA)×

をとると次式のようになる．

Σ 寺 今＝イ ー'Σ

吝
〔矢

石十
でシズ

 s

十
万

几十
九

叉

〕

dK

ax.

部材レべルで感度係数に感度変数刄 すなわち節点座標（西嶋 ），（西,山 ）を乗じｊ にo し

て1 からm まで総和をとれば，次式のようになる．ここで,
   m (よトラスの部材数である．

£ 血

   -i_. 

互-.

 _. 

互 色
〕m 阪I 1 〕y

=

f
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（4-1-21 ）
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(4-1-21C)

(4-1-22)

(4-1-23)

式(4-1-20)は4-1-1. で述べたのと同様に感度係数に篤/ みを乗じ,/バこ1ついて1 から2NNrip

点数×2) まで総和をとっだものである．また，式(4-1-21)は部材レベルで感度係数に

感度変数すなわち節点座標斗 仏 石高 を乗じｊ に9 いて1 からm まで総和をとっているの

でこれを節点変位4 で割れば式(4-1-20) と式(4-1-21)は，実質上同じ意味を持ってい乱

- iy　-



したがって式(4-1-20)は，式(4-1-21)から式(4-1-23)より
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4。感度係数特性

4-2. 骨組構造物の固有値・固有ベクトルの感度係数特性6)
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4。感度係数 特性

間の関係式を用いれば簡単に求められる.
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4-3. 骨組構造物の動的応答解析における感度係数特性

4。感度係数特性

本章では3-2-2.で示した動的応答解析の感度係数を用いて, 感度係数特性を数値計算に

より求める．感度係数特性は無次元化感度係数の骨組全体に対する総和であるから，これ

を次式のように表現する．右辺のＣは定数値であり，これを感度係数特性値と呼ぶ．
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4.   感度係数特性

これらの図から特性値Ｃは

c  ＝戈右 盈＝-0)25
惣 訪リu

一

一

1

－

4

- -

(>^,＝べ)
(4-3-2)

となっていることがわかる．門型ラーメンの特性値が一定していないのは，無次元化する

際に変位か非常に小さい場合の数値計算上の誤差が現れているためである．

-
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4-4 弾性平面モデルの感度係数特性

4。感度係数特性

弾性平面モデルに対しても骨組構造物の場合と同様に，無次元化感度係数の全ての要素

について総和をとったものは常に定数となることを以下に示す．

節点外力ベクトルは感度変数X(/＝l,2,…,m)の関数でないとすると,  ()F/dX＝i)となりう 番

目の感度変数Xi の変動に対するん番目の自由度における節点変位 氏の感度係数は，

－Ｋ 牡 (4-4-1)

で表される．右辺の(V ・ま第ｋ番目の自由度に対応するものを示す．式(4一-4-1)の両辺にX/

べを乗じう について1 からm まで総和をとれば，

Ｆ
∂臥X>

Σ － 一 一

＝t dX, 5,

さ

朕

じ’じ

四
Ｊ

じ
上

久

白丿
罵 (↓4-2)

となる．なお，上式の左辺は無次元化された感度係数となっている．右辺の総和記号の中は

今ds.
晏聊 ＝` (4-4-3)

であることは感度変数耳かヤング係数Ｅや板厚tであれば剛性マトリクスの要素の構成から

明らかである．したがって，式(4-4-2)は

£針 子㈹)士 づ ＝-1 (4-4-4)

となる．この式は任意の2 次元弾性連続体に対して成立する関係式である．ここで，感度

変数の逆数焉 を考えれば式(4-1-9)より

£ 言. 包m 言-A:
    K

土
一一

戈 言 汪.-i

＝ 賎 久　/ ＝1 dx,"' 
（ 孔 ‾

＝,
哉 久

となり，骨組構造物の場合の感度次数1 次の感度係数特性と一致する．

- 必　-

(4-4 －5)
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5. 骨組構造物の応答感度係数特性に基づく感度解析

5。骨組構造物の応答感度係数特性に基づく感度解析5)

5-1 適合法に基づ ＜静的感度解析( ＳＡＣＭ)

応答感度係数が荷重 に対して線形である性質と適合法の考え方を基に 不静定構造物の応

答感度係数が求め られる(ＳＡＣＭ : Sensilivily Analysis based on Compalibilily Mclhod ).二の

新しい感度解析法は以下に述べるような顕著な特徴を有している．不静定構造物の感度解析

を逐次的に行う場合，まず静定基本系に対して節点変位の感度係数を求めておけば，重 ね合

せに より原不静定構造物の節点変位の感度係数が得られ，次回以降の感度係数は感度変数の

値を代入した不静定次数に等 しい次元を有する適合方程式を解 くだけで求められることにあ

乱 静定基 本系に対して外力Ｆ お よび不静定力 の方向に単位荷重戦＝l を作 用させ たときの

応答感度係数が得 られれば，応答感度係数の荷重に対する線形性から重 ね合 わせの理論を用

い て外力 Ｆ と不静定力 戦 に対する応答節点変位 うの感度変数^ 乱∠ この場
□   A

としては瓦X

＝1/X を考 える) に対する感度係数は次の ように表される．

く サ Σ

ん＝l

｜

俵
(-■>-l-l)

ここで，いよ不静定次数であ乱 式(5-1-1)の右辺の第1 項は外力Ｆによる静定基本系の応

答感度係数を示し，第2 項は単位の大きさの仮想荷重 戦＝iによる静定基本系の応答感度係

数を示す．従9 て式(.-1-1)は静定基本系の外力Ｆと不静定力 戦による任意の節点変位うの

感度係数を表している．式(5-1-1)中のOf べ)qの添字は荷重の状態を表している．静定構造

に対し感度変数を逆数とすることにより，ここで考えている感度係数は感度変数に依存しな

い定数となる． 本章では前章で述べた感度係数特性を用いるが,無次元化感度係数の骨組

全体に対する総和の表現を以下のように改め乱

ｔ ∂^X,列　　　　　 ｔ 刎∂Ｘｇｉ 孔

ごこで，^vおよび訂は互いに独立な関係にある感度変数の種類の数である．

- カ　 ー



5.骨組構造物の応答感度係数特性に基づく感度解析

例えばい 番目の要素の断面積をぺ,断面2 次モーメントをIt すれば，平面ラーメン構造

の場合,  訂＝s＝2であり

痢 ＝＼戸A 凡に 戸I

を意味する. Table.4-1 より感度変数を逆数とすれば次式が得られる．

Σ £ ぺ 斗
≒

＝1 → ろ ＝Σ"'
       ri7

でｔ でａｘ M.i 
孔 M    1=1  

所 、
(3-1-2)

感度係数特性である式(5-1-2)の右辺の賄 ∂^
ぬ

に式(5-1-1)を代入すれば・ 静定基本系の感

度係数と感度変数によって応答を表わすことができる．

ろ

しＩ
Σ
Ｅ

万
　

貪
作
　ぐ

台
Σ
〃

貪 〕

Ｑ=l

仇lX
″' (5-1-3)

式(-1-3) を利用して不静定力 低が作用する節点における変位ら(力＝l,2,‥ソ) の適合条件式

を導く．なお'   爪 は適合させる対象となる節点変位でらとは対をなすものである．

岡
乱 副 付 随 レ ド

弓
示レJf

   

ズ〔普 〕
プ

ト

川'゙ ;

(5-1^)

この適合条件式を解けば不静定力 戦 が以下のようにして求められ，式(5-1-4)は次式のよ

引こまとめられる．

〕

Q λ

言尚
司
　
　
　
　
　
　

Ｆ

λ
　

Ｊ

さらに整理すれば，次式のような

Xm,川 副。

汗 水水戸〕

[叫 鉛 ＝{帽

(5-1-5)

(5-1-6)

不静定次数の次元を有する連立方程式となる．ここで[Ｇ]は式(5-1-5)の左辺の係数マトリ

クスで対称7 トリクスであり，{凧} は右辺のベクトルである．式(-1-2) を用いることによ

り・ 係数7 トリクス[Ｇ]が感度変数^
尚

に関して数学的に陽な形で表現されて0 る．さら
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5。骨組構造物の応答感度係数特性に基づく感度解析

に適合条件式(5-1-.)を感度変数で偏微分することにより不静定力(入の感度係数が求めら

れる．

{帽 ＋[Ｇ

士

-

1
こ で

し
1

圭

1 Σ
〃

圭 ① 丿 几 レ

（>-l-フ）

Ｆ

Ｊ

心

v

∂ろ
一
馬

じ 〕

以 ＝i

ぶ　 ー

薦一一
∂?^M.,

リ
　
　俵

圭
　
　
　
　Ｑ

Ｊ

。,遥与谷

(5-1-8)

(5-1-9)

(5-1-10)

な ぶ俵 高
尚

（-' ‾"）

(5-1-12)

巫

(IX Mi

貪ソ

{帽 ＝Σ

∂ろ
ー
β俵

と ＿d

‰。

心

一

Ml

＝r帽

（一

所M

池h一

所
財

式(5-1-8)の左辺の係数マトリクス[Ｇ]は式(5-1-6)のものと同じである．また，式(3-1-3)の

両辺を低で偏微分すれば次式を得る．

べ詐 〔貪 〕,

。

以上より，原系の不静定構造物の節点変位の感度係数は

⊇しｆ
Σ

斗

尚史

で示される．ここで・ 式(5-1-11)の左辺 賜/∂孔 いよ原系であるぷ次不静定構造系の節点変

位 只/の1 次感度係数である．右辺の第1 項および第2 項は静定基本系に対する感度係数を

示し，第3 項は不静定力 低 の変動による感度係数の変動分を表している．

以上の計算過程に続いて節点変位の感度係数の他に節点変位，部材断面力，そして部材

断面力の感度係数も求められることを示す．

節点変位は式(5-1-11)より得られた節点変位の感度係数を用いて式(5-1-2)より求められ

る．　また，ε部材の部材断面力らは静定基本系のに と不静定力低より

ら=  (‰f 十Σ(ら い.俵

となる．上式の両辺を感度変数乱 了 偏微分すればらと∂低/∂匙 浦 り部材断面力の感度係



数が得られる．

5-1 -1 。 適合条件

え ニ晏臨入

5.骨組構造物の応答感度係数特性に基づく感度解析

(>-l-13)

5-1.で述べた新しい感度解析法は応力法の考え方に基づいた手法である．したがって，

通常の応力法と同様に適切な不静定力と静定基本系を設定し適合条件を考える必要がある．

適合条件式(5-1-5)を計算するのに必要な，静定基本系の感度係数
Ｆ

土 。

りり＝に,‥ソ,     A.―に, ソ ）は以下に述べる考え方であらかじめ求めておく．静定基本系に対

する感度係数は感度変数に独立であるため，その値が定数値となることは本手法における

重要な特徴である．解析に先立ち1 度だけ実行されるこの計算過程を本手法においては前

処理（Pre-process）と呼ぶこととする．前処理は静定基本系に対して行われるため直接微分

法，差分法ともに同じ値が得られるが，本手法では効率的な直接微分法を用いている．こ

のことは，後述の5-1-2. 計算効率の項で説明している．一般的な構造系の適合条件を考え

るにあたり，支巾.の拘束条件による外的不静定と剰余部材による内的不静定に分けて考え乱

(1) 外的不静定に対する適合条件

外的不静定に対しては,   Fig.5-1に示すように支点の拘束を解放してその変位をＯとする

適合条件を考える.  o まり，式(5-1-4)においてろ＝爪＝^となる．　したがって，式(5-1-5),(5-1-9)

において

じ

（一

面M

Ｊ

＝0

Q,.＝l

＝0

(5-1-14)

として式(5-1一石), (5-1-8)の[Ｇ]，{凧}，{罵} を計算する．これは式(5-1-5), (5-1-9)が内的不

静定に対して表現されたものであり，外的不静定の場合は対となる節点変位が支点である

ことを表している．

ぶ　 ー
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5。骨組構造物の応答 感度係数特性に基づ ＜感度解析

∩

↑q2＝1

几

⊇3

Fig.5-1　外的不静定に対する静定基本系

(2) トラ ス構 造の内的不静定に対 する適合条件

トラス構造の場 乱Fig.5-2 のように剰余部材を除去 した静定基 本系 を考 えて除去した部

材の部材長への適合を考える.  o まり，式(5-1^) においてこh
 
＝

  h 
＝

    h
＝
    h

となる．部材長 傍

点間の距 離) の感度係数は節点変位の感度係数 から次式により求 める(Fig.5-3).

衛
＝COS θ

〔 血

Ml

血

洗

〕

十sin θ

〔
炎

☆
式(5-1-15)の誘導はAppendix を参照されたい．

除去された剰余部材自身の部材長呪の感度係数は式(5-1-16)となる・

閲;　 £一 一一

F　　Redundant
member卒

Ｘ

Fig.5-2　トラス構造に対する静定基本系

-

み　 ー

(5-1-15)

(5-1-16)

ｙ

言 言
Ｘ

Flg.5-3　節点間の距離



5。骨組構造物の応答感度係数特性に基づく感度解析

ここで,   Lは部材長，Eはヤング係数である．したがって，式(5-1-5), (5-1-9)において

ど戦
士

ト

⑤ 。

〕ノ

〕

(? Å

〕

。

＝k

＝0
☆j

。

☆ 〕

。

-
-

-

-

戸

厠

ろ　 ー

〕

仇

抑

剛一^?^.

(h

i 薦-Ml c'ld,
一
dx 

Ml

O,h ≠だ)
叫

一dX 

Mi

として式(5-1一6), (5-1-8)の[Ｇ]，{H},   凧 を計算する．

(3) ラーメン構造の内的不静定に対する適合条件

ラーメン構造の場 水Fig.5-4 に示すように樹状構造の線図には閉じた経路あるいは輪(ring)

が一゜もないよう部材を切断した静定基本系9)を考えその切断点での節点変位八の適合

を考える．つまり，式(.-1 輿)においてら＝几 となる．

Fig.5-^　ラーメン構造に対する静定基本系



5-1-2. 計 算 効 率

5。骨組構造物の応答感度係数特性に基づく感度解析

本手法( ＳＡＣＭ)の計算効率を評価するために従来法である差分法(FDM  , 3工1.(1))と直

接微分法(ＤＤＭ ， 3工1.(2))との比較を行う．計算効率は設計最適化の過程や通常の設計に

おいて逐次的に構造解析や感度解析が行われることを前提として，節点変位と断面力お よ

びそれぞれの感度係数を計算するのに要する計算量を比較することにより評価する．計算

量は計算機のプログラムにより記述されるループの中で実行される四則演算による算術代

入命令回数の総数を数えることで考える(Fig.5-5). 各手法の演算回数をFig.5-6,7 に示

し，これらの図で用いた変数の意味をTable.5-1 に示す.  Table.5-1 でNF' はラーメン構造

Table.5 －1　　Common Parameter

NDF
NNE
NDFEL
NBW

NN

The number of degree of freedom per node （ ＝2,TRUSS  ＝3,FRAN 圧 ）The
number of nodes per element （ ＝2 ,Framed structure ）

The total number of deffree of freedom for element （＝ＮＤＦ＊ＮＮＥ）
Half band width of Stiffness Matrix

The number of nodes
The number of elementsN ＴＥ　　　The number of elements

NG　　The  number of group （design  variables)　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ’NO

The degree of redundanc}'　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　:
ＮＦ　The total number of degree  of fiサeedom for the global structure （Original Model ）　iNF

 ’The  total number  of degree ofサfreedom  for the global structure ( Staticall言 図 山
ＮＩ　　The number of independent variables in structures （M:Xw ）　　　　　　　　　　 ｉITE

The number of times  of design modification ［Iterat］ion forでoptimizing）　　　　　　l

Depended on an algorithm

［だ］　　Calculation of element stiffness matrix{r}　　Calculation of nodal force

［昔 ］Calculation of derivative stillness matrix

⑤ Calculation of sensitivity of nodal force

for example
・

●

一 The number of times　　　

of execute

に
』

X(1-P(1)/B(1,1)　　　　 りl   CAC しUIC
DO 1 K=2,N　　　　　arithmetic assignment
KM1≫K-1
S-P(K)

DO  2  J=1,KM1

S-5-B(J,K) ＊X(J)COHTINUE

X(K)=S/B(K,K)

CONTINUE

・

・

・

-

"(KMl 十3)N＋1"

Fig.5-5　演算回数
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5。骨組構造物の応答感度係数特性に基づく感度解析

において静定基本系とするために切断された節点の自由度が増えることを考慮するもので

ある.   Fig.5-6,7は定式化された式の添字を見ることで表したものであるが，解析の主たる

演算となる連立方程式の演算は係数マトリ クスの性質により様々であ 乱 そこで,   FDM とDDM

における剛註マトリクスＫとSACM におけるマトリクスＧの成分の構成を考慮して演

算回数を仮定する．な牡 マトリクスの分解にはCh 加skχ deco川positionを用い乱 一般の構／

造物のＫ はマト リ クスの帯域 幅を考慮す ればマトリ クスの分解 に要する演算回数 はNF

＊(NDF ＊(NBW ＋1))2となる12) ここで，構造の自由度をNF ，帯域幅をNBW, 部分マトリ

クスのサイズ( 節点あたりの自由度数) をNDF とする．一方，マトリクス Ｇ は対称マトリ

クスであるが，非零の係数のみで構成されていることから分解に要する演算回数はNQ/3

となる肌　ここで不静定次数をNO とする．分解後に連立方程式を解くのに要する代入回数

はどちらの手法もマトリクスのサイズをＮとすればN^ となる13)

ここで，各手法の特徴を考察する.    SACM の計算の流れ図をFig.5-8 に示す.    SACM

と従来手法との最も対照的な点は，連立方程式の次元がSACM では不静定次数であるのに

対して,   FDM とＤＤＭでは構造系の自由度である点と，SACM では解析に先立って( 不静

定次数＋1) 回分の構造解析および感度解析( 前処理) が必要である点である．これは，SACM

が応力法に基づいている一方，FDM とＤＤＭでは変位法に基づいているためで，基本

的には応力法と変位法の長所，短所がそのまま性質として引き継がれてい乱　したがって，

応答やその感度係数をト度しか計算しないのであれば，SACM は前処理が必要な分，従来

法に比べて煩雑で非効率的となる．しかし，逐次的に解析を行う場合，前処理を一度行っ

ておけばその後の設計変更に対しては不静定次数に等しい次元を有する連立方程式を解く

だけで応答やその感度係数が得られるという特徴かおり，不静定次数が小さく構造系の自

由度が大きい場合SACM は従来法に比べて効率的な感度解析法となることが分かる．通常

の感度解析ではFDM が広く用いられているが,   DDM が式(3-1-5)を計算するときに構造解析

においてすでに分解された附註マトリクスＫを利用できるのに対レFDM では式(3-1-3)の

万　-
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^( 乱 犬 隅．)を計算するのに摂動系の剛性7 トリクスK' を毎回分解する必要があるため計

算効率の面で非常に不利となることは明らかである．また，得られる感度係数はSACM と

ＤＤＭは解析的に求められるため厳密に一致するが,   FDM は差分法であるため近似的な値し

か得られなv＼ なお,   FDM における£‰ は0.1％の変動を考えて9 る.

Fig.5-,7 に示した演算回数が解析を繰り返していったときに，どのように推移するかを

みるために，解析モデルとして47 部材トラス,   200 部材トラス,
   vierendeel，多層多スパン

ラーメンを考える(Fig.5-9 ～12). なお，荷重条件は各手法特有の問題には無関係である

ため，図示していない．ここでは，設計変数をグループ化せずに全部材を独立な設計変数

としている．したがって, Table.5-1 においてNG=NE である．また，帯域幅NBW は節点番号

の付け方に影響を受ける変数であるが,  NBW ＝10としている．

-

心　-



5 骨組構造物の応答感度係数特性に基づく感度解析

(1)47 部材トラス

Fig.5-9の47 部材トラスは7 次の不静定構造物である．図中の破線で示した剰余部材を除

去して考えれば静定基本系となる.   Ta ble.5-1 における各変数はそれぞれ,   NN  エ22，NE

＝47,NQ＝7,NF＝NF'＝40となり，解析の繰り返し回数工TEを増加していったときの各手法

の演算回数をプロットしたものがFig.5-13 である.   Flg.5-13は横軸に解析の繰り返し回

数，縦軸に演算回数の総数を示している.  1 回の解析に対してＤＤＭとFDM はそれぞれ450000

回と1900000 回の演算が必要である．この回数は解析を繰り返すごとに必要となる

回数である．一方，SACM は前処理において1400000 回の演算が必要となるが，その後

の1 回の解析に対しては102000 回の演算で解析を行うことができる．つまり，5 回以上の
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5. 骨 組 構 造 物 の 応 答 感 度 係 数 特 性 に 基 づ く 感 度 解 析-

解析を繰り返した場合,    SACM は他の手法に対して効率的な解析法となる．なお，Fig.5-13

に表記したＴはSACM とＤＤＭが交差する点に対する解析の繰り返し回数工TEを意味し

ている．　このモデルに対して，実際の計算時間を測定したものをFig.5-14 に示す.   Fig.5-14

はFig.5-13 の縦軸をCPU Time(Sec) に置き換えたものである．測定に用いた計算機はN4olorola

社のMC68040  (33 MHz) をプロセッサーニニットとして搭載していo.    Fig.5-13と

比べてみると演算回数から見た計算量の推移とほぽ同じ傾向が現れていることが解る.  1

回の解析に対してＤＤＭにに.2秒,   FDM は18.5秒を要する．一方SACM は前処理において22

秒かかるが，その後の1 回の解析に対してわずか0.9 秒で計算を行うことが可能であ乱

SACM がＤＤＭに対して効率的となる繰り返し回数は実際の計算では4回程度となった．

（2）200 部材トラス

Fig.5-10の200 部材トラスは50次の不静定構造物である．図中の破線で示した剰余部材

を除去して考えれば静定基本系とな乱Table.5-1 における各変数はそれぞれ，MM ＝77,NE

＝200, NQ ＝50,NF＝NF'＝150となり，各手法の演算回数を示したものがFig.5-15である．1

回の解析に対してＤＤＭとFDM はそれぞれ1.4E＋7回と3.5E＋7回の演算が必要である．一

方,    SACM は前処理において4.6E＋8回の演算が必要となるが，その後の1 回の解析に対
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5。骨組構造物の応答感度係数特性に基づく感度解析

しては13E ＋7回の演算となり,   DDM の1 回分の演算回数である14E ＋7回をわずかに下回

るだけであるため,   1005 回以上の解析を繰り返さなければ,    SACM はＤＤＭに対して効率

的な解析法とならない．しかし，FDM に対しては25 回以上解析を繰り返せば効率的な解法

となる．

(3)vierendeel

Flg.5-11のvierendeelは30 次の不静定構造物である．図に示しかように上弦の部材を10箇

所切断することにより静定基本系となる.  Table.5-1における各変数はそれぞれ，NN ＝49，NE

＝58, NQ ＝30,NF＝144, NF'＝174となり，各手法の演算回数を示しかものがFig.5-16であ

る.  1 回の解析に対してＤＤＭとFDM はそれそれら.6E＋6回と2.8E＋7回の演算が必要であ
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5。骨組構造物の応答感度係数特性に基づく感度解析

る．一方,    SACM は前処理において2,2E＋8回の演算が必要となるが，その後の1 回の解

析に対しては2.6E＋6回の演算で解析を行うことができ乱 つまり,     Dt)回以上の解析を繰り

返せばSACM は他の手法に対して効率的な解析法となることが推定できる．このモデルに

対して，実際の計算時間を測定したものをFig.5-17 に示す.   Fig.5-16と比べてみると演算

回数から見た計算量の推移とばぽ同じ傾向が現れていることが解る.   1回の解析に対してDDM

にれ11.5 秒,   FDM は170.6 秒を要する．一方SACM は前処理において862 秒かかる

が，その後の1 回の解析に対してわずか19.6秒で計算を行うことが可能であ乱　SACM が

ＤＤＭに対して効率的となる繰り返し回数は実際の計算では10 回程度となった．

（4）多層多スパンラーメン

Fig.5-12に示す多層多スパンラーメンはそれぞれ，12次，48 次，108 次の不静定構造物

であ乱 図に示すように閉じた輪が1 つもないよう梁部材と支点部を切断することにより

樹状構造の静定基本系となる．各々のラーメンに対して各手法の演算回数を示したものがFig.5-18

である.   3つの図から不静定次数が大きくなるに従い，SACM は前処理にかかる

演算回数が増加し，1 回の解析に要する演算回数もＤＤＭと差が無くなってくるため，SACM

の従来法に対する優位性は低くなっていることが分かる．しかし，ラーメン構造に

対する不静定次数は節点数と要素数の設定に無関係な固有の値であるため，同一の構造に

おいて設計上必要な更に多くの節点数と要素数が設定されていればSACM の優位性は向上

する．
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5。骨組構造物の応笞感度係数特性に基づく感度解析

(5) 演算回数と計算時間との関係

実際の計算時間(ＣＰＵ Time)とFig.5-6,7に示した代入演算回数を完全に対応づけることは

現実的には不可能である．なぜなら，演算回数(operation)1 回当たりの計算時間は実行され

る命令の内容により様々だからである．したがって，この問題を論じることは本論文の範

囲を超えるため言及しないが，各手法で要した計算時間を演算回数で割ることにより，演

算1 回当たりに要する計算時間を調べれば，Fig.5-6,7に示される各手法の演算1 回の重み

の情報を得ることは可能である．なお，重みを調べるに当たり実行した解析モデルは，Fig.5-9

の47 部材トラス，Fig.5-10 の200 部材トラス，Fig.5-11 のvierendeel, Flg.5-12の20

および72 要素ラーメン，そして,   Fig.5-19に示す124 部材トラスである．各手法の演算

1 回の重みの情報をFig.5-20 に示す.   Fig.5-20よりSACM の後処理(Poｓt)の演算1 回当た
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5。骨組構造物の応笞感度係数特性に基づく感度解析

りの所要時間は，平均して0.80E-5(sec)となり，DDM のそれは1.60E-5(sec)となり2 倍の比

を持っていることが分かる．これは絶対的ではなく計算機の速度に依存する値であるが，

概ねこの比は再現されるはずである．この2 つの手法では値が各モデルで集中しているこ

とからFlg.5-6,7に示した代入演算回数は妥当であると考えられる．また，演算回数からみ

てSACM が ＤＤＭ に較べて不利と判断される場合でも実際の計算時間では2 倍ほどは効

率的な解析法であるということである．一方，SACM の前処理(Prｅ)とFDM は各モデルの

値にかなりのばらつきが生じた．しかし，トラス構造とラーメン構造が二分されるような

ばらつきとなっていることが分かる．つまり,    SACM の前処理(Pre)とFDM ではトラス構

造はラーメン構造に比べてFig.5-6,7に示す演算1 回当たりの所要時間が多いということが

分かる．
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6. 逆解析問題

6。逆解析問題

本章では, 3.および4. で述べてきた感度解析及び感度係数特性を利用した逆解析問題へ

の応用について述べる．ここでは，逆解析問題として変位指定下のトラス構造物の形状逆

解析問題と，弾性平面モデルでモデル化された多層地盤の表層測定変位から弾性係数を逆

解析する問題を扱うこととする．

6-1. 変 位指定下 における トラス構 造物 の形状逆解析19) 20)

変位指定下における構造物の形状逆解析は半谷らによって様々な手法が試みられている

が16)17)21)22)そこでは，変位モード制約条件式ＡＺ＝Oのもとで変位法における釣り合い方

程式K(x)z ＝F を解析する問題に帰着させて構造形態解析を定式化している．ここで，z;(;7)

は節点変位ベクトル, K は剛性マトリクス，Fは荷重ベクトル，解析変数Ｘは節点の座標値

である．具体的には，次式のようにラグランジュ乗数λを導入して全ポテンシャルエネル

ギーの最小化問題に変換し，

JL JL
＝こ － F^x十λAx　 ⇒　min　
゛9

r ＝A^λ　　　　：A(m,n)

これら2 つの式を満足するための条件として,次式においてr=0 となるような未知の節点座

標ｘをBott Duffinの逆行列を利用して表現したｘに関する非線形方程式で定式化している．

r(x)＝鮒[K(x)P, ＋蛤]‾f＝o

Bott  Duffin Inverse Matrix

上式を解くための手法として，線形法,  Newton-Raphson法，最大傾斜法などを利用している．

本論文におい てトラス構造物の感度解析における感度変数を節点座標とした，形状の感

度係数および感度係数特性を導いてきたわけであるが，この形状の感度係数および感度係

数特性を構造形態の逆解析問題へ応用する.形態解析は高度な非線形問題に属しており，こ

こでは最小自乗法に基づく手法を考えている．
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6。逆解析問題

形状感度解析

部材数ｍのトラス構造の形状感度係数は式(3-1-19) より次式で与えられる．

互
一

£〔比 弘 ，互 生 ，比 比 〕

ぶ几 ‾
ピ^(

タざ,バヲ瓦　　ぶ亀.ぶ几　　ぶ亀 ∂几 (6-1-1)

ここで，蔵は節点座標値(らト を,几)である。また，形状感度係数特性は式(4-1-24) より次式

のように導かれる。

2NN  -jら  YΣ
一 一

ｔa ｘ
ｈら

半 句

- こ大
十

ニ1

み
十言 几十

几

一八
X    ＋

レ

几

乱

万

几

Ｏ
ｉ
　
　
fｉ
Ｎ

, NN ： Number of node
(6-1-2)

6-1-1. 逆解析問題の定式化（変位値を直接指定する場合）19）

形状感度係数の応用例として，トラス構造の節点変位を指定値（既知量）として，その

変位を生じうる未知の節点座標を決定する逆解析問題を考える．これは「与えられた荷重

条件のもとで，指定した変位あるいは変位モードが得られる形態決定問題」17）となる．

感度係数特性よりん番目の変位加 士次式で表される．

ら
-

-

α

刄

節点変位

(い い3)

(6-1 輿)

固定

か
変化

a

Fig. 6-1-1

通常の構造設計において，支点など予め決定された節点座標が条件として与えられるこ

とを考慮するため, Fig. 6-1-1 に示すように変化させる節点座標瓦 と，変化させずに固定

しておきたい節点座標石 とに分けて式(6-1-3)を変形すれば

4 °

£ぐy
几 十

戈 でj
か戈 ，哨＋・12＝！ＮＮ

訪^   ‾゚ た

となる. 次に最小自乗法に基づき，未知の節点座標瓦 を求めるための連立方程式を作乱

節点座標

-

91　-



6。逆解析問題

ｅづ( 気心)2

ここでに は指定変位，りは残差である．式(6-1-5)に式(6-1-4)を代入す乱

e＝押ト〔驚yい享爵州2

(6-1-5)

(r>-i-6)

式(C-l一石)を最小にするには'OQ/∂瓦＝oとすれば良い．式【6-1-6)の両辺を凡 て偏微分し未知

の節点座標瓦 について整理すれば，未知数を推定する連立方程式が得られる．

什ほ
冊

1副Ｌ副ド
-Σぐ琵

ずdX.

A'^Aλ゙ニA^}'

ただし，刀1以上の指定変位数を与える必要があ る．

(6-1-7)

Fig. 6-1-2 に示すように，初期値
■^
臨を仮定して解析を開始し，式(6-1ご7)から得られる瓦 が

前ステップの瓦と等しくなるまで解析を繰返す．ここで, 次の計算ステップに用いる瓦は前ス

テップで得られた値とする．なお，後述の解析例では収東条件として次式を考えている．

貯1 一罵卜0001

Algori↑hｍ

Singular ValueDecomposition

(6-1-8)

Fig. 6－1－2
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6。逆解析問題

解 析 例

1）2 部材トラス

Fig.6 －1－3 に示 す2 部材ト ラスを考え，節点2 の水平お よび鉛直変位をそれぞれW2

＝0.0952cm, V2＝-0.0952cmとして指定し，指定変位を生じうる節点2 の座標心しV2を逆解析

する．ここでは，初期値と収束値の関係を見るため，初期値として-100 ｓ -^02^ 300, 1  <>',,2<200

を考える.  Fig.6-1-4 に各収束値に対する初期値をプロットしたものを示す．設定し

た初期値に対して4 つの解か存在することが分るが，初期値と収束値との間に明確な相関

は見られない．

1 (0,0)

－y
（X

(200,0)
Ｘ

E 二2.1×＼0%が/cm2A=lcm-

Fig. 6-1-3 2 部材トラス

収束値1

//　　　　-200

へ　-150

-100

-150

麗

麗

■

‐

Ｘ

-50

■－ ■-I一個

Ｘ ‐ ■

麗 麗 Ｘ

麗 皿

麗 麗

● ■ >:100 ●

●X  X ‐ ＸX

 X  
‐　゛1茄

●
‐X

   X   。、

● ● ● ● ▲

■ Ｉ Ｘ ●200

y座標(cm)

50

■

Ｘ

－

－

● ＸX

   X
i    A

   X

■    X    A

ｉ
Ｘ 。,

ぶIA
χ

・    χ χ

XXX

ど Ｓ

Ｘ

X    X　
／XXX

▲X 朧

■ ● Ｘ

▲ Ｘ ■XXX

収束値2/

Ｘ　　 Ｘに

泌

X    ‐ ▲

Ｘ ▲ ■X.

  X    ●X

   ● ■

Ｘ Ｘ Ｘ

■ ■ ■

収束値3

250

戸' ゛X

 ■

▲X

▲ ‐

゛^

▲ Ｘ

‐
●

‐ ＸX

   ●

‐ ■

● 朧 ■

▲ あ

●A.

■ ▲

Ｎ

X    X

■XX

   XX

   X

■ ■

▲ ▲1

▲

▲A

： ヽＳX

   ●X

   X

Ｘ

難

■

■

▲

▲

350

x座標(cm)　

収束値4
／

／

／

／
／
！
　
　

／

／

▲ ‾▲

●

Fig.6-1-4 各収束値に対する初期値

2)13 部材トラス

Fig.6-1-5 に示す13 部材トラスを考え，上弦節点に等しい鉛直荷重を作用させ, 節点2,4√7

の鉛直変位が等しいというホモロガス変形 ≒＝V4＝V7＝-9.524E-4cm) を制約条件2)とした

構造形態を逆解析する．構造お よび荷重条件の対称性から，全ての節点のｘ方向座標値およ

び節点1,'^,4√7,8のｖ方向座標値は固定とし，節点3,5,6 のｖ方向座標値を決定する問題を考

える．このモデルで未知数をy3 ＝V6.
   Vsとした2 変数問題を考えると，解は無数に存在す¥-　　w　　　i-

るため3) 本手法においては式(6-1-7) の左辺マトリクスが特異となり，解を特定すること

-
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6。逆解析問題

がで きない．そこで，V丿 二任意の値を固定値として設定し，残 りのV3
 ＝.Vf,

を未知数とする1

変数問題として扱う必要がある.座標値を共有させるには次式 によって感度係数を グルー

プ化し新たな未知数罵 によって解析を行う．

此,　　マ 配.
灰 ＝

昌
行　　　　　　　　　　　　　　　 ト1-9 ）

解析例 としては, V5＝-120cm  （固定），初期値としてV(R＝V。(.＝-15()cm, -lOOcm,  -85cm, -2()cm

とした場合の収束値お よび収束過程をFig.6-1-6 に示す. これらの初期値で は2 つ の収束値

^2 二^4二V7

}3二y6
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日

Ｑ

）

0

-20

-^0

-60

－80

砥 －100II 

－120
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＝Uf　　I

Fig. 6-1-5 13 部材トラス
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6 。逆 解析 問 題

が得られる．また，ysをそれぞれ-120,-8( ,20cm と設定して，V3＝V6の変動に対する節点4

の鉛直変位V4をプロットしたものをFig.6-1-7,8に示す.  Fig.6-1-7からこのモデルに卜3

＝y6＞-20cm において非常に高い非線形性を有していることが分o.    Fig.6-1-8はFig.6-1－7

の一部を拡大して表示したものであるが,   Fig.6-1-6で示した収束解近傍の状況が分る．

0

一4E べ2（
Ｅ

Ｑ
）
Ｚ －6E べ2

－8E べ2

－lE-01

-150　-100　-50　　0　　50　100　　　　　　　

y.ニYfi (cm)

Fig.6 －1 －7　V3 ＝

OＥ＋00

－2E-03

150 -100

V6と^4 の関係

ｉ

ｌ

ｌ

Ｉ

Ｉ

-50

－112.52 -74.42　　y3

ニy6(cm)

0

Fig.6-1 -8 ys ＝>'6と^'4の関係（収束解近 傍）
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6 。逆解析問題

6-1-2. 逆解析問題の定式化（変位モード指定による場合）20)

本章においても6-1-1.と同様に，トラス構造の未知の節点座標を決定する逆解析問題を

考える．ここで，制約条件としては指定する節点変位をモードで取扱うものとする．感度

係数特性よりん番目の節点変位は次式で表わされる．

！^^

み ＝ Σ　

/l=l

亀

dx,,

痢

’ (6-1-10)

変位モードを考えるにあたり，基準となる節点変位を^1とすれば変位モードは

いソ (6-1-11)

となる．通常の構造解析において支点など予め決定された節点座標値が条件として与えら

れることを考慮するため，未知数となる節点座標匙 と，変化させずに固定しておきたい節

点座標石 とに分けて式(6-1-10)を変形すれば

^ ニ

£ か^.

 +'
戈 七

万刄 ，几,＋n,
 ＝2A^A^

α 政ノ‾『 た (6-1-12)

となる．式(C^l-11)に式(6-1-12)を代人すれば変位モードは次式で表わされ乱

(6-1-13)

次に，最小2 乗法に基づき未知の節点座標瓦 を求めるための連立方程式を作乱

eぐ Σ(孔べ'

(ん= 1,2,…,NGiven),    (NGiven ≧?)

ここでλ は指定変位モードである．式(6-1-13)を式(6-1-14)に代人すれば

ｙ

ヤ

ー

ー
2

ｅ

ト Σ与い・Σ与 刄

苧シ バぐ弓犬 ぺ

Ｊ

(6-1-14)

(6-1-15)

式(6-1-15) を最小化するには匈/ベ ニ0,(/ = l,2,…ス)とすればよい．式(6-1-15) の両辺をX,で偏

微分すれば

Σ
・

匈
阪

ト y  ^1X 十字ズとTX&

苧叉か 俘 涙
ナ ，

ト1-16 ）

-
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と な る ．
-

二 こ で

些
._

   1<1X,

乙、

6 。逆解 析問 題

(6-1-17)

式(9)を未知の節点座標瓦について整理すれば, 未知数を推定する連立方程式が得られろ

レ 汲,-

^K

左

呪

打

し
に八

ゴ 」 ∂こ
λ-

涙
．

〕〔壮 刄ト Σ与Ｘ
b

9X.   ‘ ｀”

わ

(6-1-18)

マトリクス表示すれば次式のようになる.

B^Ax  ＝B卜　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　((r^i-19)

Fig.6-1-2に示す手順と同様に，式(6-1-18)から得られる瓦 と等しくなるまで解析を繰返

す。ここで，次の計算ステップに用いる脳。は前ステップで得られた値とす乱 なお，後述

の解析例では収束条件として次式を考えている。

峠' 一罵卜0001 ((-1-20)

解 析 例

1）21部材トラス21)

Fig.6-1-9に示す21 部材トラスの上弦節点1～5の鉛直変位を同一とするホモロガス変形

を考える．したがって，

φ, ＝1.000　　，だ＝1,2,3,4,5）

を指定変位モードとして，節点7,8,9 のｙ座標値yi,Vs,V9を逆解析する．解析に際して初

Ｅ

Ｑ
Ｏ
口
ｆ

4@100 ＝400cm

P＝1 OOOkgf　　　　
つE=2100000kgf/cm
｀

A=0.500cm ｅχcept tor above.

Fig .6-1 －9 21 bar Truss

- 97　-



期値として下表の2 ヶ－スを考える．

Initial　　　　Case. 1　　　　Case.2　　Convergence
μ

勁

80

160

90

190

97.788

171.562
y9　　　　　70　　　　　90　　　　97.788

収束状況，解形態および変形図をFig.6-1-10,11,12 1
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言　150

、Ｓ
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110　
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Ｏ
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21 bar  truss Case.2

6 。逆解析問題
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Fig‥6-1－10　Variation in convergence
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2）41 部材トラス22)

6　逆解析問題

Fig. 6-1-13に示す41 部材トラスを考える．放物線上(v＝0.00024x2＋40)に位置する上弦節

点1 ～11 が均一な鉛直荷重Ｐの作用によって，変形後も放物線を保持するというホモロガ

ス変形を満足するトラス形態を，下弦節点のy座標値Y(14),Y(15),Y(16),Y(17)を未知数とし

て決定する問題である・ Y(12) も未知数とすると解か無数に存在するため, Y(12)＝25cm と

設定して逆解析している．解形態，収束状況をそれぞれFig.6-1 -1 3, 14に示す．

Fig.&－1 －1 3　41　bar Truss

5y　　Yk       (convergence)　2 10　　1.00000　　-(:).

 17204
3ト9　………1。7^778 〇.30582 ......

4. 8　　　　　2.33333　　　-).40145
5
レフ　……

……2.66667 ＼ i・jj 一-0.45877
6　　　　　2.7T77Q　　　-0.47791

Initial　　　Convergence

Y(14)
Y(15)

Y(16)
Y(17)

－50.000　　　　　 －58.595

……－90.000 ゾ ………ト ……゙レー7.790

－120.000　　　　 －115.334

－130.000 上　 犬－124.442

（
Ｅ

Ｑ
ダ
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） �
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Fig 。 6-1 －1 4　Variation in convergence
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一 一一 一 ‥ -

6-2 弾性平面ひずみモデルの逆解析問題23)24)

-

6

-

逆 解 析 問 題 - - - -

一 一一 　 - ● - - －

本章では，O-O および4べ で説明してきた感度係数を利用し，構造物の未知川醐生（ヤ

ング係数）の推定を行う．対象としている構造物の剛性は未知で，応答量かこその剛性を

推定す乱 既知の応答量は，剣祭的な問題としては構造物の変位量をとるのが妥当てあ乱

あとは荷重系が分かれば未知の肘比量の推定が可能とな乱　このような問題は，逆解析問

題または同定問題として知られている．

本研究では，感度解析手法を用いた最小自乗法に基づく剛性の推定方法を提示Ｕ その

信頼性の検討を行った．以下に二次元弾性連続体を対象とした逆解析問題についての解析

方法を示す.

Fig. 6-2-1のように杉層の異なる地層の未知の肘|生X^（S＝＼,2‥≒M

位量（し1＝1,2, ‥よ 事前に解析して得られた変位 ）は，上部の測定点とす 乱 設計変数は各層の

Ｅ（ヤング係数）とす 乱

戸
ゴコ こ ＴＴ Ｔ � ↓

χ/ ＝£i

�
�＼

��
へ

���＼

χ 。
二 £ 。　

～　　～

�

�＼�＼�＼

X,=E　

－　　 ふ

Layer ｊ　i＝1.2, ….171

Layer 2 i=m, 十人…,川

Lover 3 i ＝nu＋].…,m

Layer M ' ＝'"≪,;十7,…,夙。

χμ＝£m

V    '. Response of disp】acement (measurement). 絆1,2
・"リ

貼 こ塙 ：unknown　 ざニ1 ユ…,訂

Fig. 6－2－1

-

100　-



6。逆解析問題

6-2-1. 感度係数特性に基づく剛性推定法（提案法）

最初に初期条件（剛性や測定変位に誤差を与えた状態）で，変位や感度係数を計算で求

める．感度係数は各要素で得られるが，同じ層内にある要素の，各測定点に関する感度係

数を層毎に加算しグループ化する．これにより未知数の数は推定したい層数となる．

七 賢

dx, 二=1∂ｘ
器

へ
］EljlケJ白と

ヘ1
失

’
（/ ＝ 1,2.・・・/）

式(4^-4) の感度係数特性から変位は次式で表される．

町＝-
戈 土

荼
s＝iぷ≒

最小2 乗法に基づき，剛性X..を求めるための連立方程式をつくる。

(? ＝搭(Rミ千社寸≫J
う

((>-2- ＼)

(^>-2-2)

(C>-2-3)

式(C>-2-3)において残差(?を最小にするには辻 ＝Ｏになればよい これを未知数苓について

整理した連立方程式を解き，各層の剛性影を求める．

匈
＝Σレミ,壮快卜

七 割ゾ ドj スヶ

<e

(6-2-4)

(6-2-5)

(6-2-6)

(6-2 ー7)

dx.     f=

肘Σ5

＝1

じ

収束条件を以下のように設定し収束判定を行う．ここでy/ は感度解析を行ったときの剛

性，Ｘ/ は式(^-2-5)を解いて得られた剛性である．

ド
収束条件を満足しない場合は，解析で得られた剛性を新たな設計変数として再解析する．

これらの過程を収束条件を満たすまで繰り返し計算する．

再解析を行う際，新たに設計変数として代入する剛吐の値は以下のように決定する．

A/ ＿　/λj
j（ ≒ こ

この新たな設計変数^ ダ は前ステップの剛性Xj を解析後の剛性y''で除したものを，前ス

テップの剛性罵 に乗じたものである．

-
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6. 逆解析問題

6-2-2. Gauss-Newton 法に基づく方法

提案法はGauss-Newton 法と似た手法であるが，定式化の過程においてGauss-Newt。ｎ法

で行われているような数学的近似（2 次の項を無視する）が含まれない点で異なっている．

そこで,比較対象として一般的なGauss-Newton法による逆解析問題の定式化を行っておく．

後述の解析例においてこの方法との比較を行っている．

Vバこ対応する測定変位をらとし，測定変位に含まれる誤差をεとすると

i7j＝Ｒ＋
公立2

△恥＋e
5=1∂‰

最小2 乗法にもとづき,∠＼Xsを求めるための連立方程式をつくる．

じｆ
Σ

ｙ

Ｉ

　 　Ｉ
2

(?を最小にするには

沁dv
V. －y,  ―Σ 丹 心　

5=1∂ 痢

＝Ｏになれば よい ．

レ
-V 朧

〕2

汀

八
匹

ト2-8 ）

⑤ ，

(6-2- り)

(6-2-10)

(6-2-11 ）

(6-2-12)

如

∂χ,

dQ　くΣ
∂刄

こ れを整理 すると　

μΣ

5=1

I ∂V ・ ∂V/　　　　　　　f　－　　　　　dv
ノ

〔

回
瓦 瓦 てj

ト-I

価
一c 瓦

上式より△几 を求め,再解析を行う際新たに解析変数として代入する剛性の値は次式とし，

収束判定は式(6-2-6) とする．

Ｘぐ1＝罵 十aく

- ｊθ2　-
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6 逆解 析問 題
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Fig. 6-2－2　Back Analysis based on properties of sensitivity coefficients
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6。逆解析問題

6-2-3. 推定値の信頼性

収束した推定値は，与える測定データの精度に影響を受けるため測定データの信輯|生に

対応した推定値の信頼性を考える．収束した時点での式(6-2-5)の右辺の礼に単位の値を与

えて方程式を解けば各測定変位弓/?  ニl・2・…ノ)の単位変動に対する推定値の変動 ぶX /ぶ几

が近似的に得られる．

緋 光等辻dx 、　 さd
∇^d ∇,-

一一Σ--
∂巧　‾　

戸'.
ぷv^∂ 荼

ら づ1    ゾリ ）

∂ら ‾　O　（./■≠ 功

(r>-2-i3)

式(6-2-13)より得られるdxj ∂巧に測定変位i7,を掛け，痢で除すれば推定値の信頼性の指標

となる無次元化された値頃が得られる．

C ノニ

(ヲ痢 町

一 一

ぺ Ｘ (6-2-14)

ト2-A. 提案法とGauss-Newton 法の相違点

提案法はGauss-Newton 法 と似ている方法であるが，い くつかの相違点がある．下表 に相

違点 をまとめた．

Back Analysis based on …
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6. 逆解析問題

6-2-5 . 解析例mm モデル）

Fig. 6-2-3に示すような3 層の異なるヤング係数（上層部:lOOOtf/ ㎡, 中層部：lSOOtf/

岫 下層部:2000tf/ ㎡, これを真値とする）を持つ39 節点48 要素の平面歪み問題に対し

て，表層部の節点5 に集中鉛直荷重P＝2.000tfを載荷したモデルを考える．既知数となる測

定変位は，真値のヤング係数で通常の構造解析を行い設定する．設定された測定変位を既

知数として未知数となる各層のヤング係数を逆解析により同定する．地層のポアソン比はv

＝0.48とする．なお，収束条件はε＝0.01とする．

□Ei=1000tf/m- 日E2
＝1500tf/m-

    囲
§ ＝2000tf/m-    v＝0.48　

Fig.6-2 －3 地 層 モ デ ル

初期値の設定と収束回数，推定精度の関係を調べるために，収束計算に先立ちヤング係

数の初期値£0を真値trueに対して£0/£trueで10％
｀190% 変動させて設定し，提案法とGauss-Newton

法で逆解析を行う．この際，測定変位には誤差を与えていない．解析結果をFig.6-2-^

に示す.この図からヤング係数の初期値が真値に近ければ二つの方法の差はほとんどみ

られないが，初期値が真値に対して離れているときは提案法を用いた方がより早 く推定値

が得られることがわかる．
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6。逆解析問題
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Fig. 6-2-5 測定誤差（測定点5 ）と推定誤差の関係

次に測定誤差がある場合の推定値に生じる誤差との関係を調べるために，測定点5 の測

定変位に-20% ～＋20％の誤差を与えて，提案法とGauss-Newton 法で逆解析を行う.
  Fig.6-2-5

より二つの方法ともほぽ同じ誤差を生じるが，Gauss-Newton 法は測定誤差力江l5
％あるいは

＋57cよりも大きくなるとこの問題の場合，収乗せずに発散してしまうことがわかる.  Fig.6-2-6

に測定誤差＋1.0%  （測定点5 ），初期値£JE,,.. 
゛ 1.7としたときの収束状況を示す.Gauss-Newton

法よりも提案法が早く収束していることが分かる．

-
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6. 逆解析問題
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次に 測定変位が誤差を持つ場合の推定結果に与える影響をTable. 6-2-1,2 に示す。ここ

ではヤング係数の初期値を170％,  各測定点に-1% の誤差を与えた場合を考えてい乱Table.6-2-1

は真値に対する推定誤差を示しかものであり,  Table. 肛2-2 は，式（6-2-14 ）で得られ

る推定値の信頼性を各測定点毎に示したものである.     （Table. 6-2-1,2 共に提案法で解析し

たものである。）この信頼値に測定データの誤差を掛けたものが，推定されたヤング係数

の持つ誤差を表している。例えば測定点5 に-1.00% の誤差が与えられれば，推定された第1

層目のヤング係数の誤差は

Cx  (-0.01)＝-1.43×(-0.01)＝0.0143(1.43%卜1.46%

となり，Table. 6-2-1 に示した推定誤差にほぼ一致する.

Table. 6-2-1 測定位置と推定精度の関係
測定点 �1 �2 �3 �4 �5

上層部 �-0.04 �-0.08 �-0.08 �-0.25 �1.4 石

中層部 �-0.24 �0.30 �1.12 �0.78 �-0.94

下層部 �0.93 �0.12 �-2.11 �-0.11 �2.22

Table.  6-2-2 推定値の信頼性

測定点 �1 �2 �3 �4 �5

上層部 �-0.04 �-0.08 �-0.07 �-0.25 �1.43

中層部 �-0.24 �0.30 �1.10 �0.76 �-0.94

下層部 �0.91 �0.12 �-2.13 �-0.11 �2.15

-
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7。トラス構造物の最小重量設計と最大剛性設計
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ア．トラ ス構 造物 の 最 小重 量 設 計 と最 大 剛 性設 計

ア　トラス構造物の最小重量設計と最大剛性設計

本章では,4-1-1. 断面定数に関する感度係数特性を利用したトラス構造物の最適設計問

題について述べる．トラス構造物の最適設計問題において一般に設計変数としては部材の

断面積あるいはその逆数が用いられ乱 通常，部材断面積を設計変数とした揚乱 応ブ几|]

約条件や変位制約条件は非線形な形で表現されるが，感度係数特性によりこれらの非線形

式を線形式に置換することが可能である．この線形化された制約条件を用いてLP    (LinearProgramming)

によって最適化を行うものであ乱 逐次的にLP を繰り返す点て提案法はSLP

と似ているが,   A別 二対する非負条件などの制約が少ないという特徴を持ってい乱

ここで取り扱う最適設計問題は，静的弾性トラス構造の最小重量設計および最大剛性設

計を対象としている．最小重量設計では感度係数特性に基づく方法( 提案法)，大ク1保等の

方法i;8くエネルギー原理に基づく挙動の感度係数を用いない最適設計法),従来からの逐次

線形計画法(SLP) の3 つの手法でそれぞれ，10部材トラスの最適設計を行い，比較検討を

行う．最大剛性設計では，最小重量設計で得られた最適断面による重量を与えて，同じ制

約条件のもとで最大剛註設計を行い，2 つの設計法の等価性について検証している．

7-1. トラ ス構造の最大剛性設計 と最小重量設計26)27)

構造設計の本質は，最大の効果を上げるように最も効率的に構造物の幾イ可学的諸元を決

定することにある．ある荷重条件のもとで最大の剛性が得られるように最も効果的に幾何

学形状を決めるという側面が重要であると考えられる．これは，一定費用のもとで最大の

効果を得るための意志決定の手続きの一種であり，構造設計ではこれを最大剛性設計(maximum

stiffness design)と呼んでいる．
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7。トラス構造物の最小重量設計と最大剛性設計

最大剛性設計の一般的定式化 は次のようになる.

Find　　　　　　ろ

Z  ニ5（x,）　　→min　　　　　　　　　　　　　　（7ー1）

Subject to　W （x
いp, i

）=
 const　　　　　　　　　　　　　 （7ー2a）

<ト≧（T,≧ff'　　　/ ニ1,…,琲　　　　　　　　　　　（7ー2b）

ごと し ≧く　　　 に1, …・n　　　　　　　　　　（7ー2c）

ここで，s は荷重方向の変位であり, w は構造物の総重量，p は単位体積重量. ''.はi番目の部

材長,  Gilt  i番 目の部材応力・ ぐ と 肘 は許容応力 度の上 限値と下限値り ソ匈番 目の自由

度の変位，ぞ とそ は変位の上 限値 と下限値 を示 している．剛性を最大 にする構造 を求める

ことは，荷重点 の荷重方向変位を最小にすることと等価であるから最大 剛性設計問題 は以

上の ように定式化で きることになる． また，トラス構造の全 ひずみエ ネルギーは，各部材

の発生応力 ，ひず み巳 を用い ると

で与えられるが，

びニ
ル＼((y,e,

十‥ 十゙^ 。ら 加

こ れは

ｃａ
　

戸
1
一
2
　

＝び

(フー3)

(7^)

とも書けるから，荷重P＝const.のもとではδを最小にすることはびを最小にすることとも等価

となる．つまり構造物の最大剛性設計問題は，その構造の全ひずみエネルギーを最小のす

ることで も定式化可能であり，分布荷重を受ける構造物など明確に目的関数としての変位

を規定できない構造に対しては，式(7ー3)で用いるような定式化の方法が採用される．

最大剛性設計とは逆に，ある荷重条件下において構造物の使用重量が最小となるように

最も効果的に構造物の幾何形状を決める設計がある．一般に構造物のコストは材料の重量

に比例することが多いので，与えられた形状，荷重条件のもとで応力，変位といった制約

条件を満足する最小の重量を求めることがコストの軽減につながる．この様な問題を最小

重量設計(minimum weight design)という．
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最小重量設計の一般的定式化は次のようになる.

Find　　　　　　工

Z=W(x) ニΣ叫八

Subject　to げ >a

白 り

＞－

＞
－

肘

ビ

(=1

7-2. 感度係数特性を用いた最適化問題の定式化

7。トラス構造物の最小重量設計と最大剛性設計

→mm
(7 ー5)

i ‾l, ‘゚｀,mJ

 ＝し ‥n

(7 ー6a)(

フー.b)

3-1-1. の感度解析によって得られるん番目の設計点における任意の応答変位の感度係数は

励メ
一
改

］
£

(7 ー7)

となる．ここで設計変数Xが 訪でけ微少変動したときのk+1番目の設計点における応答変位

の推定式は次式となる．

武 -

-

倍戸＋Σ 居 残 ＝戸゛1

x“ － x/ と表されるので，式(フー8)に代入して

/ ん＋ Xj ゛1 － X,,λ）=  r

倍
と な る ．

Ｗ

し

－

し

匹み'

ん＋1

丿 十Σ 守 Ｘ“1 －Σ 毎  ^  k ＝   k+l

/＝1

で，感度係数特性は設計変数ｙが断面積4 の場合

五

Ｉ

ど

賎

・
Σ

Ｊ

であるから，式(フー9)は

＝ －1

巴dr ゛
苓 う迂フ“1 十八

2r 十

弄,み ゛

二r

∴-Σ 乙 χ ニ戸
尚 収

た＋1

Ill　-

(フー8)

(7-9)

(フー10)

(フー11)



7。トラス構造物の最小重量設計と最大剛性設計

となる． また，応力の感度係数特性によるk＋1番目の任意の応力の推定式 は次のように表さ

れる．

2八
£ ど

二 ∂X: (7ー12

田　 最小重量設計の定式化

一般に式(7-5), (7ー6)で表される最小重量設計問題を感度係数特性を用いて次のように定

式化する．

subject　to

Node

び ＝

n

ｆ

w  ＝Σμ Å

≦'; 2r

→mm

ぺ≦a。－2a'

ｎ

）i

－ 一 一 一-  で →
心川

‐
ｙ角
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(フー13)

(フー14a)

(フー14b)

(7 ー15)

(7-16)

（2） 最大剛性設計問題の定式化

一般性を考慮して，目的関数としてトラス構造の全ひずみエネルギーをFig.7-1から考える．

Fig'ァー1荷重による節点Pの移動

トラス構造の全ひずみエネルギーＵは

-

ぺ山 部材の部材力を示す．構造物の全ひずみＪニーネルギ‾u は外力仕事と等しくなるから，Fig.7-11

二示す節点における外力の仕事は

P6　　1

Work  ＝号i ・(印け ・'2 '1)



これはひずみエ ネルギーに等しい わけであるから，

び＝ま(やけ ≒)

ここで，感度係数特性より

m 脳
＝^1

,＝1覗

2-1 

包
べ ＝・2

,＝1覗

を式(7ー17)に代入すると次式となる．

び ＝ －

1

一
2壮大壮才

7 。トラス構造物の最小重量設計 と最大剛性設計

(7 ー17)

(フー18)

(フ-19)

(フー20)

次にモデル全体の節点荷黙 をL戸Iユ‥/Iまで総和をとることにより，全外力仕事は次式となる

臼牡
≒dr
器  A

ｊ

(フー21)

以上により，最大剛性設計とは全ひずみエネルギーの最小化を意味するから，定式化は次

のようになる．

ａ＝-£と

瀞Σ 午 煮≦r－2r

証
w  ＝Σ が ，

〕

→min
(7 ー22)

(7ー23a)

(7ー23b)

Å
(7 ー23C)

本来ならば応力制約，変位制約などの制約条件及びひずみエネルギー式は設計変数の非

線形式で表されるものを，感度係数特性を用いることによってこれらの非線形式を線形式

で表すことが可能である，この定式化によって数理計画法として線形計画法(LinearProgramming)

を用いることができる，

-
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7 。トラ ス構 造物 の 最小 重 量 設 計 と最 大 剛 性設 計

(3)逆変数による定式化

式(7ー24)で定義される逆変数{Y} を独立変数とする空間での最適化は，通軋 制約関数に

対する高精度の近似が可能である．感度係数に対しても逆変数によるものの方が精度が良

いことが知られている．上記の最適設計問題に対して逆変数による定式化を行う．

1
罵

’：

刄

／
　
　
　
　
　
／

ドトｙ

ｌ

…

ｙ
ｍ

ド

ー狸

に (7 ー24)

設 計変数が断面積の逆変数の場 合の応答感度係数特性 は変位，応力 について次の ように

なる．

7?1
Σ/=1 dr' Y.

1 ＝1dY,
 メ

m ∂a゛Y.
h  SY,

 a'

これを式(7-9) に代人すると

証た　　　　
（ノ/　　 ん＋1　　　ｋ　　　k ＋1r

十
Σ

―Y　 －  J^　― y

£or よy“l

自dY,

弄,∂♂
a'  ＋Σ

となる・ ここで≪A,

た＋1
二r

t ＋' －a' ニ
び

た＋'

た＋1＝a

(フー25a)

(7ー25b)

(7 ー26a)

(7ー26b)

(7-27a)

(7-27b)

(7ー28a)

(7ー28b)

ゴBY,

戈 立ど

ー}声-1j

＝1
叫

となる．よって応力，変位制約条件式は

立 輿万   k

(＝1
∂?x,

ｍ　-_k
Σda'

/=1
∂?.,

は断面積の逆変数を意味する．

逆変数による定式化では重量関数が断面積に対して非線形となる．そこで逆変数による

重量関数の線形化を行う．重量関数は
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Ｗ ニΣ ｐ LX
/=1

と表せる．これを逆変数で偏微分すると

jW
＝一p礼X'

となり逆変数による重量関数は

W' ＝Σdw Σ μ 浅 町

＝rぶで　　　　　1＝1

7。トラス構造物の最小重量設計と最大剛性設計

(7 ー2り)

（フ-30 ）

(7-31)

となる．これは次に示すように設計変数そのままでの定式化と等価であるが，正負が逆に

なっている．これは，設計変数の変動は逆変数では分母の変動になるので例えば，最小化

を目的とするならば逆変数としては最大化にしていくことになるからである．

斗ヲW。。 ぷ
W' ＝ －Σ

(^a

りー

ら

＝ Λ*:

y> ＝Σ丿 浅2
よ

＝Σ バス

パ l,2, ‘ ‘゙,n

-

罵　言

u ダ　ー

(フー32)

(7 ー33)

(7 ー34)

窓 側1=1

アペ3.スケーリング

一般に式(7ー13), (7ー14)の線形近似問題は，原問題のつり合い条件を満足しない．そこ

で設計変数のスケーリングを行って，つり合い条件を満たすようにす乱

本研究で行っているスケーリングは許容値を用い設計変数を修正するものである．最適

設計では許容値を上回ったり，極端に下回ったものを適度な値に戻せばよい．その方法と

して，計算回数ん番目における設計変数罵町二よ゜て得られた応答応力を(球 変位を・ド とす

ると，許容値ら べ に対する不足 または余裕の割合は

吐
＝Λt　　/ ＝1,2,…,脚

と表すことができΛし ぺ をスケーリング係数と呼ぶ・/=1,2,…,mj  ＝1,2,…,n の全体のう

ちスケーリング係数の最大値をΛ゙ とする．そこで応力や変位の関係式は設計変数である部

材断面積の陽な形であることに着目する．
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(7 ー35)

-

式(7ー35)のように，スケーリング係数Λ ど設計変数の積罵“' を用いて再び最適設計を行え

ば，収束を早めることが可能である.

activeな制約条件が応力制約である場合,全応力設計がそのまま最適設計となることが知

られていることから，このスケーリング方法は大変効果的である．しかしactive な制約条

件が変位制約である場 合，着目している応答変位に影響を与える設計変数を特定する事が

できない．したがってかえって収束を遅らせてしまうことになりかねない．

スケーリングについては他にも様々な方法が提案されているが，全ての問題に有効な非

線形計画法が無いように，確実な方法が確立できているわけではないし，また期待すべき

でもない．しかし，問題によってはその収束性を大幅に改善する1 つの選択肢としてその

持つ価値は大きい．

以上に述べた最適設計の流れをFig.7-2に示す．図からわかるようにNiove Limitを一定に

して目的関数の最小化を繰り返し(/:-loop)，その過程で目的関数力優一1回目の目的関数よりも

大きくなった時点で,   Move Limitを減少させて，1回前の設計変数を初期値としてさらに解

析を繰り返してい く(瓦-ioop)方法を用いている.   Move Limitの減少方法の設定によっては最

小化の効率に影響がでる．
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Convergence　

Criterion l

Convergence　

Criterion 2 mm  ―      min

Aト' ……=：レInitial  value …………:

か ノ尚A' ナ ：＼:
万＆

…
…:万A

べ∇

rue

0

Fig. 7-2 最小重量設計の計算の流れ
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提 案 法 とＳＬＰとの 相違 点

これまで述べてきた提案法による最適化手法は，従来からあるSLP （逐次線形計画法）と

似た手 法であ るが，い くつ かの相違点がある．下表にその相違点 をまとめた.   LP は非負

条件を満足 する ような変数 を取り扱う必要があ るが，提案 法は設計変数その ものをＬＰ に

おける未知数としていることから非負条件の問題はないが,  SLP は設計変数の変動量を未知

数 としていることから変数が非負条件 を満足 しているか常に注意しながら計算を行 牛必要

がするため煩雑である．

Optimal design based ｏｎ…
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7-5. 解 析 例

これまで述べてきた最適設計問題を日g.7べ3に示す10 部材トラスに対して数値解析を行う．

に　　　　　　　　　　　　　 ．
�　　　　　　　　　　4 ｘｉｊａ

Ｊ　　　　　　　　　　　　　-

ぶ　 。
�2　　　　　　<i

 匹
へ ’

χ　　　　　　　　 。 �

＼　　Ji  ~

）　　　　　　　　　　1

斗6　　　 “　　　　5　　　　 °　　　　　　　

1

3

4

£ニ■0xl0' 佃川cnvp

 =フ.85×＼O゙ kgflcma

 ＝3000  kgf /an

A' ＝1.0c雇

λ ＝3.0cm

lOOtf

Fig.7べ3 1 0 bar Truss

剛　 最小重量設計

初期値をA^ ＝lOOcm^ として応力制約と変位制約の両方をかけた場合を考え-?).   MoveLimit

は10％,9％,5％,l％,0.5呪0.1％で減少させた。比較対象として，従来からのSLP 法（方法n

）と大久保等の提案している挙動の感度係数を用いない方法28）（方法in）を取り上げそれ

ぞれの手法における計算実行回数，最適解を比較一覧したもの力汀able.7ー1である。

Table.7 －1

�方法I （提案法） �� 方法n  （sLP 法） �� 方法in （大久保論文）

変位制限（cm) �3.0 ��3.0 ��3.0

許容応力度(kgf/cnf） �3000 ��3000 ��3000

初期値（c♂） �100.0 ��100.0 ��100.0

設計変数 � Ａ �� Ａ ��A.a

 .λ

部材番号 �断面積（cnf) �応力度（krf/cnf)�断面積（cnf） �応力度（k
が/cilf） � 断面積（（irf） �応 力 度 （k が/;:r'）

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10 �67.365666.022893.3485　1.0000　1.0000　1.000093.3437　1.0000132.649　1.0000�-1499.75

■1500.25-1499.36　1458.47-81.9984-1342.51　1500.68　949.297

1499.97　

949.297 �　G8.2000　66.9000　92.9000　　1.0000　

1.0000　　

1.0000　

92.1000　　

1.0000

131.1000　　

1.0000 �1481.001481.001506.001520.001518.00�　67.0000　65.8000　95.0000　　1.0000　　1.0000

1.0000　

93.5000　　

1.0000

130.7000　　

1.0000 �1507.0015(

　(i.OO1474.001497.001522.00

最小重量(k 凶 �2103.36 ��2094.9 ��2103.r.

計算実行回数（ITE) �92 ��25?, ��lf.S

表より，収束に要する計算実行回数は提案法が9  2 回と最も少ない．大久保論文の表-3

-
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7。トラス構造物の最小重量設計と最大剛性設 計

表より，収束に要する計算実行回数は提案法が9  2 回と最も少ない．大久保論文の表－3

よりITE 1 回あたりのCPU Tirae(s)は

SLP 法　　12.5(s)/253(ITE)－　0.049(s)/ITE

方法m　　　6.7(s)/168(ITE)－　0.040(s)/ITE

となっており，SLP 法に比べて方法ｍはITE 1 回あたりの計算時間が約1.25 倍高速であるこ

とがわかる．提案法（方法I ）はSLP 法と計算の手順が同じであるため，提案法に比べても

方法ｍはITE 1 回あたりの計算時間が約1.25 倍高速ということになる．したがって，提案法

の9  2 回をこの比率で表せば，92（ITE ）×1.25  ＝115（ITE） となり，提案法が他の手法に比

べて効率的であることがわかる.
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Fig.7-5設計変数（部材断面積）の収束状況
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次に提案法における，目的関数と設計変数の収束状況をFig.7-4,5に示す

（2） 最大剛性設計

前述の最小重量設計で得られた重量を用いて最大剛性設計を行ってみると,  Table.7-2に

示すような結果を得た．同じ制約条件によって決まった最小重量設計の解か最大剛性設計

の解と一致していることがわか乱

Table.7-2 最大剛性設計結果

最大剛性設計

Ｗ(重量) ＝2103.36(kgf)

部材番号 �断面積（cm）

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10 �G7.365666.022893.3485　1.000C)　1.0000　1.000093.3437　1.0000132.649　N)000
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8 。結　 論

本論文では，構造システムの感度解析理論に着目し感度解析手法について再度見直しを

行った結果，感度次数の各次数で無次元化された応答感度係数の総和が特性値を有し，そ

の値は選択した感度変数Ｘと対象とする応答が二より異なるという「感度係数特性」を導い

た.この特性により応答などの制約条件が感度変数に関する線形式で表現することができ，

最適設計問題において線形計画法を用いることができるなどの応用が考えられ乱 以下に

その結果を総括する．

Table.8 －1 Characteristic  value ^nril,。1
盈

ｇ

亘

賎

・
Σ

心
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l computed value

上述の感度係数特性を利用して以下の問題について適用を行った．

1. 適合法に基づく静的感度解析

新たに誘導された感度係数特性を利用した従来法と異なる感度解析法を提案し，任意の

骨組構造物に対する一般的なアルゴリズムを示しか．提案した感度解析法は，適合法的な

考え方に基づいており，逐次的に感度解析を行う場合，先ず静定基本系に対して節点変位
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8 。結　 論

の感度係数を求めておけば重ね合わせの原理より原不静定構造の感度係数や応答が求めら

れ，次回以降の解析は新たな感度変数を代入し不静定次数だけの次元を有する適合方程式

を解くだけで行うことが可能である．さらにこの手法によれば，不静定構造物の節点変位

の感度係数だけでなく，節点変位，部材断面力およびそれの感度係数が変位法を用いずに

計算することができる．したがって，自由度が多く不静定次数が比較的小さな構造系の場

合，初回の前処理が行われていれば次回以降の解析は非常に効率よく行うことができる．

この計算効率については種々の計算モデルを対象にアルゴリズム上で必要となる演算回数

と，実際の計算時間を測定し従来法である差分法と直接微分法との比較を行い，本手法の

有効性を検証しfl．先に述べたように計算効率は不静定次数と自由度数の関係で決るが，

不静定次数が30程度のラーメン構造物であれば，逐次的に感度解析を行った場合，10 回以

上の繰返しで従来法（直接微分法）の計算効率を上回り，それ以降の繰返しに対しては，

解析1 回当りの計算効率が高い本手法の効果が発揮される．しかし，多層多スパンラーメ

ン構造において不静定次数が50を超えるよう高次不静定構造になってくると，前処理に費

やす計算時間が大きくなり逐次的に感度解析を繰返しても本手法は直接微分法に対して効

率的とはならない．本手法，直接微分法のいずれにしても差分法に比べて十分効率的であ

るといえる．なお，本手法では前処理を行う際に不静定構造を静定基本形にする必要があ

るが，これらの具体的な方法とそれに対する適合条件の考え方を本文で説明してい乱

2. 逆解析問題

感度係数特性によって，応答と感度変数が線形関係にある形で表現できることから，こ

れを利用して一般的なGauss-Newton 法とは異なる逆解析問題に対する解析法が導かれる．

トラス構造及び平面モデルに対して最小2 乗法に基づいた逆解析問題を取り扱った．ト

ラス構造に対しては形状の感度係数特性を利用した変位指定下の形状逆解析問題を示し,ホ

モロガス変形を制約条件とした構造形態のいくつかの解を得ている．この問題は非常に高

度の非線形問題に属するものであり，解の唯一性あるいは存在が保証されていることは少
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ない．本論文における手法についても初期値の設定が大きな問題となっており解の探索方

法については未解決となった．

弾性平面モデルでは多層地盤のヤング係数を地表面の測定変位から逆解析により推定す

ることが可能である．感度係数特性に基づいたこの逆解析法は，一般的なGauss-Newton 法

に比べて収束性に優れた解析法となっている．収束した推定値は，与えられた測定デーｙ

の精度に影響を受けるため，測定データの信頼性に対応した推定値の信頼性の指標を示しfl.

3. トラス構造物の最小重量設計および最大附畦設計

平面トラス構造を対象として本来非線形である制約条件または目的関数を感度係数特性

に基づき線形化し，線形計画法を繰り返すことにより構造物の最適化が可能である．本論

文で提案している手法によれば，従来からのSLP 法などに比べて，効率的な最適化が行え

ることを示した．
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