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OZET: Bu calismada almost kompleks yapmm Nijenhuis tensoriiniin almost
cebirsel yapilara geniglemesi olan Nijenhuis-Shirokov tensorii invaryant formda
verilmis ve bu tiir tensorler tanjant demette incelenmistir. Tanjant demette horizontal
lift yardimiyla olugan almost cebirsel yapinin Nijenhuis-Shirokov tensoriiniin sifira
esit olmasim saglayan sartlar bulunmustur.

Anahtar Kelimeler: Tensor, afinor alan, tanjant demet, horizontal lift.
ABSTRACT : The main purpose of the present paper is first of all to study
Nijenhuis-Shirokov tensors for an almost algebraic structure and then to apply the

results to the study of tangent bundles.
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1. Giris

M, C” smmfindan n-boyutu diferensiyellenebilen bir manifold, A, , m-boyutlu
birimli, degismeli, birlesmeli cebir olsun. M, manifoldu tizerinde alinmig (1,1) tipli
tensor (afinor) alanlarmim herhangi kiimesi [ olsun. Eger [[<>A,, izomorfizmi varsa
[1-yapiya almost cebirsel yapi denir. Am cebirinin bazi {g,} olmak iizere, kargilik
gelen QP e afinorlari i¢in

[/
pp=Cyo
a p r
yazilir. Burada C;’ , Am cebirinin yapi sabitleri, P @ ise ¢ ve @ afinorlarinin
a o

kontraksiyonlu ¢carpimidir. Koordinatlarla bu ¢arpim @ i,,¢7 ’J" olarak gosterilir.
a p
2. Nijenhuis-Shirokov Tensorii

M, manifoldu iizerinde (1 a\tipli tiim tensor alanlarmin kiimesini 3 (M )
1o g,osterellm 31 M ) F(M ) (M, manifoldu iizerindeki C °°,111111naan olan
tim fODkSlyOIluu LCULLL) UZTLLLIUC UL uluulll olusturur.

te ‘";(Mn) tensor alam ve V@ €Il, ¢ =1,..,m, icin asagidaki sart
saglaniyorsa, ¢ tensor alaninin alluuse counse yaprya guiv plir tensor alani denir:

1
P(X,5 X)) = HeX o X)) = = H(X s 0X ) VXL X e3,(M,).

Kabul edelim ki, ve 3} (M n) almost cebirsel yapiya gore bir piir afinor alam
olsun. Bu afinora uyguwaunau 1acinibana operatoriine bakalim [1],[2]:

(@, WX, Y)=plyY, X]+ylY,0X]-[yY,pX] -yl X,Y]. (1)
Almost cebirsel ] -yapisi igin qu v ( X, Y), V¢ W e I Nijenhuis-Shirokov tensorii
2

Q,,X,Y)=[yX,pY]-o[pX,Y]-y[X,pY]+yp[X,Y]

Dlglmln(le ranmianir | 5. (1) vé (£) aenkKiemiermdaen

0,,(X,Y) == ¥)(¥,X) (3)

bulunur.

Ozel durumda, eger ¢ = ¥ ve almost cebirsel [T-yap1 almost kompleks yap1 ise

(p*=id) Q,,(X,Y)=-N,(¥Y,X) Nijenhuis tensérii bulunur ve (3)
esitliginden de N, (X,Y)=-N, (Y, X) ozelligine gore

(q)¢z¢)(X’Y) = N(p(X’Y)
oldugu yazilir [2].

Nijenhuis tensorii almost kompleks yapinin, Nijenhuis-Shirokov tensorii ise almost
cebirsel yapinm integrallenmesi problemlerinde 6nemli rol oynar.
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3. Tanjant Demette Nijenhuis-Shirokov  Tensorii

M »> -boyutlu C® smifindan diferensiyellenebilir manifold olsun. js manifoldu
iizerinde g

TM,)= UT,(M,)
peM,
tanjant demet ve 7 : T(M, — M, (- p) tabii izdiisiimii verilmig olsun.
n

M, manifoldunun U koordinat komgulugunun p noktasindaki lokal koordinatlar
x" b =1,...,n olmak iizere T( M ,)tanjant demette {[“1 (U)koordinat komsulugundaki

indirgenmis lokal koordinatlar (xh yh) — (xh x" ) A = n+1.....2polarak alnr.
Burada xi =" T,, ( Mn) tanjant vektor uzayimnda ki }“; vektoriiniin
{ ah - 5h} bazinda koordinatlandir. Lokal koordinatlarda M, : x! = x/ (x’)‘

koordiﬁﬁ:t doniigiimiine karsilik T( Mn) tanjant demette koordinat doniistimii

x! =x7(x7)

ox’ ; )
I = 47 j, 47 = _ Ry
y 7Y j o y
biciminde olur. (4) doniisiimiiniin Jacobian matrisi
‘ ' o ,
o) | a7 o 4 0 5)
— x_” 6x_., - azx J . )
axJ axj axJ - ,yl AJJ
o' ox! Ox’Ox

olarak yazilir.

M » manifoldunun U koordinat komgulugunda keyfi y = w,.dxi 1-formu verilmis
ise 77 ) da indirgenmis koordinatlarda lokal ifadesi z3, = w; yibigiminde olan
fonksiyonu tanimlanir.

M pmanifoldu iizerinde X vektor alam verilmig olsun. w keyfi 1-form olmak iizere
T( M ) tanjant demette
n

"X (w)="(W(X)) ©6)

olarak tanmlanan X vektor alanma X vektor alaninm vertical lifti denir. X vektoriiniin
T ( M . ) tanjant demette vertical liftinin bilegenleri

th 0
"X:(VX;J=(X,1) M

olarak verilir. (7) ifadesiyle tammlanmig vertical liftin tanjant demette bir vektor
alan1 oldugu (5) ile verilen Jakobian matrisinin yardimiyla da gosterilebilir.
Sonug olarak (7) denkleminden
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"Xf=0,"(X+Y)="X+Y
{f (X+Y) ©

1 o~
V(f}():“'fy, X,Ye SO(Mn):vf € ‘Sg(Mn)
elde edilir. Ayrica X ve Y keyfi vektor alanlari olmak {izere (7) denkleminden Lie
parentezi i¢in
['X,’Y]=0 )

elde edilir.

Diger taraftan M diferensiyellenebilir manifoldunda 1"]" katsayilari ile 7 afin
konneksiyonu Ver11m1§ olsun. M manifoldunda keyfi tipli S tensor alaninin
T(M ) tanjant demetdeki horizontal lifti

H
§=§-V_§ (10)
olarak tammlanir [4, 5.94]. Burada ¢ § -tam lifti gosterir, , S ise

. 0 0 .
V,8=('V,Si")—®.0 —®di* ®...9 dx’
4 o] ayl ayh
gibi verilir. Burada vy ¢i-# g tensor alaninin kovaryant tiirevidir. O halde
X e 3L(M,), p € 3 (M,) vektor alanlarmm T (M, ) tanjant demette horizontal
liftinin bilesenleri

Xh
-I'Xx’
A 1
H ?; 0 I = i7"
L O S ) M

olarak yazilir.

R VX Y = V X +[X,Y], b191m1ndek1 e konneksiyonunun egrilik tensorii
olmak iizere (lokal koordinatlarda 1 F 1-‘k) asagidaki formiiller yazilir:

X7 Y= [X,Y]-"(V4Y)
[7X,) Y= [X, Y+ (V,X) (12)
[“X," V=" [X,¥]-7 R(X,Y)
pe3(M,), X € 3y (M,)olmak iizere
o' X="(gX), " p"X=" (pX) (13)

olur.
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1. Teorem § o T , T(M ) ,tanjant uzaymnda (1, s) tipinde iki tensor alant olsun.

)? (t=1,..,5)ile ' X veya H yrvektor alanlarmi igaret edelim. Eger )? alanlan
X, yeees ‘
icin

S(X,,..X)=T(X,,..X,), VX e 3y(M,)
ise, bu taktirde § = 7T olur ([4, s.101]).

M, manifoldu iizerinde deZismeli almost cebirsel [T _ yapisi verilmis olsun.
Vo, (ﬂo ell, VX,Y € S:) ( Mn) icin Nijenhuis-Shirokov tensorleri
24

Q¢,¢ (X,Y) = Q(X,Y) olmak iizere
L aff

Q(X,Y)=[¢X,¢Y]—¢[¢X,Y]—<Z[X,¢Y]+CZ,sco[X,Y] (14)
af B a a g a ¥

biciminde yazilir.
"ot y="(py), Vo, € 3\ (M) oldugunu biliyoruz [4,5.102]. Buna gire
"o o="(pp)="(Clyp)=C" o

a B a p ¥ y

olur. Buise 7 [T ={H @} yapismin da almost cebirsel yap1 olmast demektir.

HT1 ={* ¢} yapiya gore Q*Nijenhuis—Shirokov tensorleri igin, (9), (12), (13), (14)
formiilleri yardimiyla %8

0'(*X,’Y)=0

af

g‘(”X ,”Y)="(Qﬂ(X D)=V, @)Y - g(VX )Y}

0 ("X, Y)="(QX, Y )+ {(V .y 9)X — o(V, p) X}

aff af « p a B
Qﬂ‘(”X,”Y)=”(Qﬂ(X, Y))—yR(c/gX,coY)+”wR«5 X,Y)
+" oy R(X,0Y)=C2, " oy R(X,Y)
bulunur. ’ * g

1. Teoremi kullanarak asagidaki Teoremi ispatlamis oluruz:

2. Teorem M manifoldu {izerinde cebirsel I - Yapist verilmis olsun. Eger
n f
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0=0

af
(Vf)(gX,Y)-cg(V@(X,Y) =0

(V¢)(¢Y,X)-¢(V¢)(Y,X)=0

R((oX (oY) (pR((oX Y)- (/[;R(X ,pY)+C] (oR(X =0
C?llll.l&lcll baélalll_y\)l >cA Q - O LUl

ap
Eger almost cebirsel[] -yap1 almost integrallenebilirse, yani burulmasiz y
konneksiyonu i¢in V=0 oluyor ise bu durumda Q = 0 olur [3]. Diger taraftan

Q( X, Y) =— Q(Y, X ) oldugunu dikkate alirsak S’j pu tir yapilar igin
aff Pa

0= aQ,;(X’Y) ==(?, g;)(Y,X) = —{(V(f;)(¢Y,X)—¢(V§)(Y,X)},

0= ﬂQ(X,Y) =—(®, p)X,Y) = —{(qu)((/@X,Y)—cg(qu)(X,Y)}
[24 B a a a
oldugundan dolay1 2. Teoremden asagidaki sonucu cikartiriz.

Sonug: Eger M , manifoldu iizerinde almost integrallenebilen almost cebirsel [1-
yapi verilmig

R(¢X,¢Y)—¢R(45X,Y)—<5R(X,¢Y)+ B PR(X,Y)=0
B a a 1 14

sart1 saglantyorsa, bu taktird: Q* = 0 olur. Burada, R, V konneksiyonunun egrilik
tensoriidiir. ap
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