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Summary

The aim of this work is to study properties of compactness and duality in the space of
holomorphic functions on a complex open domain.
In the sequel, 2 is an open set in the complex plane. We will denote by C(€2) the algebra of
continuous functions on {2 with complex values, and by H(2) the subalgebra of holomorphic
functions on €.
The natural notion of convergence of sequences of holomorphic functions is the uniform
convergence on compact subsets, denoted by 7.. We say natural in the sense that this is the
notion of convergence from which it follows that limits inherit properties that share the terms
of the sequences. To this end, pointwise convergence is not enough, while uniform convergence
on the entire domain would be an excessive requirement. So, convergent sequences will be those
that converge uniformly on each compact subset K C €. This topology was introduced by Ralph
Fox in 1945 [1].

The content of this work is divided into three parts:

In the first chapter the objective is to collect definitions, properties and theorems studied
during the degree, which introduce us to the subject and which are necessary to prove the
results presented later.

In the second chapter the topology of uniform convergence on compact sets is introduced. First,
we will study that notion of convergence in the general situation of sequences of continuous
functions, to then address the study of the sequences of holomorphic functions.

In this chapter the following theorems are given:

ARZELA-ASCOLI: This is the characterization of compact subsets in C(£2) with respect
to Te¢.

WEIERSTRASS: This is a fundamental convergence theorem for sequences of
holomorphic functions. It affirms that H(Q) is a closed set of C(Q) for 7. and that
derivation is a continuous function for 7.. As a consequence, a sequence of holomorphic
functions is convergent if and only if all its derivatives converge in the topology 7.

HURWITZ: If a sequence of holomorphic functions converges to a holomorphic function in
T. then, except for a finite number of them, they all have the same number of zeros as the limit
function on any open disk.

MONTEL: It characterizes relatively compact families of holomorphic functions, so it is the
version of the Arzela-Ascoli theorem in H(£2).

The interest in the compact or relatively compact families of functions of C(€2) and H(2) is based
on the fact that their characterization allows us to anticipate whether the supremum of certain
family of functions defined in C(2) and H(2) is actually maximum, that is, whether it is reached.
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The third chapter is devoted to the study of the topological dual space of H(£2). In the first part
of this chapter the multiplicative linear functionals are characterized in H(2) and the notion of
germ is introduced. Next, we study the dual of H (D). We devote a section for the dual of H(DD)
as a particular case, in which we will characterize H'(D) in terms of sequence spaces. This is
specific for H (D). Then we also use germs and power series to characterize H'(D). Finally, we
show the main result of the chapter, Theorem 3.14, which identifies the dual of H(2) with the
space of germs of holomorphic functions on the complement of (2.



Resumen

El propésito de este trabajo es estudiar las propiedades de compacidad y dualidad en el
espacio de funciones holomorfas sobre un dominio abierto complejo.
En lo que sigue, © es un abierto del plano complejo. Denotaremos por C(€2) al algebra de las
funciones continuas en € con valores complejos, y por H(2) al subalgebra de las funciones
holomorfas en (2.
La nocién natural de convergencia de sucesiones de funciones holomorfas es la de la
convergencia uniforme sobre compactos, denotada por 7.. Decimos natural en el sentido de que
ésta es la nocidon de convergencia de la que se deriva que los limites hereden propiedades que
comparten los términos de las sucesiones. Para este fin, la convergencia puntual seria insuficiente
mientras que la convergencia uniforme sobre todo el dominio seria una exigencia excesiva. Asi, las
sucesiones convergentes seran las que converjan uniformemente sobre cada compacto K C .
Dicha topologia fue introducida por Ralph Fox en 1945 [1].

El contenido de este trabajo se divide en tres partes:

En el primer capitulo el objetivo es recordar definiciones, propiedades y teoremas
estudiados durante el grado, que nos introducen en el tema y que son necesarios para demostrar
los resultados que se presentan posteriormente.

En el segundo capitulo se introduce la topologia de la convergencia uniforme sobre compactos.
Estudiaremos primeramente esa nocién de convergencia en la situacién general de sucesiones
de funciones continuas, para, a continuacién, abordar el estudio de las sucesiones de funciones
holomorfas.

En este capitulo estudiaremos los siguientes teoremas:

ARZELA-ASCOLI: Caracteriza los conjuntos compactos en C(£2) con respecto a la topologia
Te-

WEIERSTRASS: Es el teorema fundamental de convergencia para sucesiones de funciones
holomorfas. Afirma que H(2) es un conjunto cerrado de C(£2) en 7. y que la derivacion es
una funcién continua para 7.. Como consecuencia, una sucesiéon de funciones holomorfas es
convergente si y solo si convergen todas sus derivadas en la topologia 7.

HURWITZ: Enuncia que si una sucesion de funciones holomorfas convergen a una funcién
holomorfa en 7., entonces salvo un namero finito de ellas, todas tienen el mismo ntmero de

ceros que la funcién limite en cualquier disco abierto.

MONTEL: Caracteriza las familias relativamente compactas de funciones holomorfa. Es una
adaptacion del teorema de Arzela-Ascoli en H(€2).

El interés por las familias de funciones en C(Q2) y H(Q2) relativamente compactas o compactas
estriba en que su caracterizacién permite anticipar si el supremo de cierta familia de funciones
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definidas en C(Q2) y H(f2) es en realidad méximo, es decir, si se alcanza.

El tercer capitulo se dedica al estudio del espacio dual topologico de H(£2). En la primera
parte de este capitulo se caracterizan los funcionales lineales multiplicativos en H(Q2) y se
introduce la nocion de germen. Seguidamente estudiaremos el dual de (D). Dedicamos una
seccion para el dual de H(ID) por ser un caso particular, en el cual caracterizaremos H'(D) en
términos de espacios de sucesiones. Esto es especifico para H (D). Después también utilizaremos
germenes y series de potencias para caracterizar H'(D). Por dltimo, estudiaremos el dual de
H(£2). En esta seccion veremos el resultado principal del capitulo, el Teorema 3.14, que identifica

el dual de H(2) con el espacio de gérmenes de las funciones holomorfas sobre el complementario
de Q.
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Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo consta de una recopilacién de definiciones, notaciones y resultados basicos que
seran necesarios en la memoria.
En todo este trabajo tomamos como cuerpo el de los ntimeros complejos, C, dotado de su
topologia candnica asociada a la norma euclidea.

1.1. Nociones topologicas.

Si X es un conjunto no vacio sobre el cual se ha definido una topologia 7, diremos que el
par (X, 7) es un espacio topoldgico. Suponemos conocida la teoria bésica de espacios métricos.
Dado un espacio métrico (X,d), si z € X y r > 0 estan fijados definimos

B(z,r):={y € X :d(z,y) <r} y B(z,r):={y € X :d(x,y) <r}.
B(x,r), B(x,r) se denominan bola abierta y cerrada , respectivamente, con centro z y radio r.
En el caso X = C se suele utilizar la notaciéon de discos en lugar de bolas, es decir

D(z,r)={yeX:|lz—y|<r} y Dz, r)={ye X:|lz—y|l <r}.

Recordemos que una familia {4;};c; de conjuntos se llama recubrimiento de un conjunto M

cuando M C |J A;. Dado un recubrimiento {A4;};er de M, se llama subrecubrimiento de M a
i€l

todo recubrimiento {A;}ics tal que J <C I. Un subconjunto M de un espacio

métrico X es compacto si todo recubrimiento por abiertos de M posee algiin subrecubrimiento

finito. Un espacio métrico (X, d) es secuencialmente compacto si cada sucesion en X posee una

subsucesién convergente. En espacios métricos ser compacto y secuencialmente compacto son

nociones equivalentes.

Lema 1.1 (Lema cubrimiento de Lebesgue). Si (X,d) es secuencialmente compacto y G es un
recubrimiento de X, entonces existe € > 0 tal que para todo v € X existe un conjunto J C G
con B(xz,e) C J.

Demostracion. Vease |[2], p.21-22] O

Definicién 1.2. Sea X un espacio métrico completo. Un subconjunto @ C X se llama:
e Relativamente compacto : si la clausura topolégica @) de @) es compacta.
e Precompacto 6 totalmente acotado : si para todo € > 0 existen pi,...,p, € X tal que

QC G B(pj, e).
j=1

e Normal: si toda sucesion {p,} C @ posee una subsucesion {p,, } convergente en X, es decir,
existe p € X tal que p = lim p,, .
k—o0
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Teorema 1.3. Si X es un espacio métrico completo y QQ C X ,entonces
Q es relativamente compacto < (Q es precompacto < (@ es normal.

Demostracion. Vease [|2], p.146] O

Definicién 1.4. Sea X un espacio vectorial complejo. Una seminorma en X es una aplicacion
p: X — [0,400) tal que:

» p(Az) = |A\|-p(x), AeC, zelX,

= p(z+y) <plx)+ply), z,yeX

Si X es un espacio vectorial sobre C provisto de una topologia 7 que hace continuas las
operaciones
XxX — X CxX — X
(x,y) +— x4y Nz) — Az

diremos que X es un espacio vectorial topologico. Si, ademés, existe una familia de seminormas
P de manera que los conjuntos B(y,p,€) :={x € X :p(x —y) <econp e P, y € X, ¢ >0}
generan una topologia sobre X, diremos que X es un espacio vectorial topoldégico localmente
convexo. El término de localmente convexo deriva de que los conjuntos B(y, p, €) son convexos.
Es decir, si z,2" € B(y,p,e) y 0 < a < 1, entonces az + (1 — o)z’ € B(y, p, €).

El concepto de espacio vectorial topolégico es muy amplio, podemos definir la siguiente
estructura mas particular.

Definiciéon 1.5. Llamaremos algebra topologica a toda édlgebra compleja A que sea espacio
vectorial topolégico y tal que la multiplicacién de anillo

AxA — A
(z,y) > xy

sea continua.

Dada una funcién definida en un conjunto, a menudo resulta util poder extenderla a un
conjunto mayor de manera que siga conservando algunas de sus propiedades (continuidad,
diferenciabilidad, etc) en su nuevo dominio. Recordemos dos resultados importantes de
extension que seran empleados posteriormente. (Uno de ellos lo recordamos en esta seccion,
mientras que el teorema de Hahn-Banach lo veremos en la seccion 1.3).

Teorema 1.6 (Tietze). Sea X wun espacio topoldgico normal, es decir, para cualquier par
de conjuntos cerrados disyuntos E y F en X existe un par de abiertos disjuntos U y V con
E CU, F CV. Entonces para cualquier conjunto cerrado A C X y cualquier funcion continua
f:A— C, existe una funcion F : X — C tal que F(z) = f(x) para todo x € A. Ademds, si
|f(z)] <1 para todo x € A entonces F' puede ser elegida de manera que |F(x)| < 1 para todo
zeX.

Demostracion. Veéase [[3], p.149-151] O

Finalizaremos esta seccién con un conocido resultado sobre funciones continuas cuya
demostracion puede verse en |4].

Teorema 1.7 (Stone-Weierstrass). Sea X compacto y sea C(X) el espacio de funciones
continuas complejas sobre X con la norma || f||x = sup{|f(z)| : € X}. Sea A una subdlgebra
de C(X) tal que f € A implica f € A y A contiene todas las funciones constantes. Entonces
A es densa en C(X) si A separa puntos en X (es decir, para cualquier x,y € X,z # y, existe

f e Atal que f(x) # f(y)).



El espacio de funciones holomorfas sobre un dominio complejo 3

1.2. Nociones de Variable Compleja.

Aunque suponemos conocida la teoria bésica de analisis complejo recordamos aqui algunos
resultados que serdn usados en los teoremas de esta memoria, y que hacen més legible su lectura.
Sea 2 abierto de C. Decimos que una funcién f : Q@ — C es holomorfa en un punto zg € Q si f
es derivable en todos los puntos de un entorno de zy en 2. Decimos que f es holomorfa en € si
f es holomorfa en cualquier zg € (.

Por otra parte, una funcién h : £ — C se dice analitica en a € €2, si h coincide con una serie
de potencias en un entorno de a en €. Decimos que h es analitica en €2 si lo es en cada punto
a € €.

Resultado central en la teoria es que una funcion f : Q — C es holomorfa en € si y solo si f es
analitica en €.

A continuacién vamos a enunciar una serie de resultados cuyas demostraciones pueden verse
en [|2], cap 3-5].
En el siguiente teorema, un segmento orientado se refiere a una curva v de la forma
v(t) = v + at,0 < t < 1, donde vy es el punto inicial de la curva y a € C, es decir,
un segmento con una direccién especifica impuesta. Si 'y, ..., T, son segmentos (orientados),
entonces escribimos I' =Ty UTo U -+~ UTy v [1 f(2)dz significa 3 7 [1. f(2)dz.

Teorema 1.8 (Teorema homologico de Cauchy). Dado un abierto Q y un conjunto compacto
K C Q, existe una sucesion finita I'1, Ty ... T, de segmentos orientados en Q\ K cuya union
forma un camino cerrado T tal que para cada f € H(N)

a) /Ff(z) dz = 0.

y L[ 1@

2w Jr 2 —a

dz = f(a) para cada a € K.

Proposicion 1.9 (Foérmula de Cauchy para las derivadas). Sea 2 un abierto no vacio de Cy f
una funcion holomorfa en Q. Dado a € €2, sea r > 0 tal que D(a,r) C Q. Entonces, si |z —a| < r,
para cada n € NU {0},

n n! f(w)
f( )(Z) = 27Ti/|w—a|:r m dw

Teorema 1.10 (Teorema de Morera). Sea Q) una region (es decir, un subconjunto abierto y
conezo del plano) y sea f : Q — C una funcion continua tal que [ f = 0 para cada camino
triangular T en Q; entonces f es analitica en 2.

Se dice que una funcién es meromorfa en un abierto €2 de C si f es holomorfa en ) excepto
quizas en un conjunto aislado de singularidades, en cada una de las cuales f tiene un polo.

Teorema 1.11 (Teorema de Rouché). Sean f y g dos funciones meromorfas de Q, T' un ciclo
en  que limita un recinto G C Q de manera que sop I' no contenga ceros ni polos de f 6 g.
St Zy, Zy(Pys, Py) son el nimero de ceros (polos) de f y g respectivamente en el interior de I’
contados segun su multiplicidad y si

[F(z) + 9(2)] <[f(2)] + |g(2)]

para todo z € sop I, entonces:
Zy— Py =24, PF,.
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1.3. Nociones sobre dualidad

El interés de estudiar el dual de un espacio estd en que su estructura nos proporciona
informacién sobre la de dicho espacio.

Sea X es un espacio vectorial sobre C. Decimos que L es un funcional lineal si es una
aplicacion L : X — C tal que L(af + bg) = aL(f) + bL(g) para a,b € C, f,g € L. Asimismo,
si X es un espacio vectorial topolégico y L es continuo, L es llamado funcional lineal continuo.
La coleccion de funcionales lineales continuos de X es llamado dual de X y denotado por X'.
Si, ademés, X es un élgebra y un funcional lineal L posee la propiedad L(fg) = L(f)L(g)
para f,g € X, diremos que L es un funcional lineal multiplicativo, es decir, es un
homomorfismo algebraico de X en C. En la propia definicién de funcional lineal excluiremos el
caso en que L = 0.

Veamos un resultado sobre funcionales lineales en espacios vectoriales topologicos
localmente convexos.

Proposicion 1.12. Un funcional lineal L sobre un espacio vectorial topoldgico localmente
convexo X es continuo si y solo si existe una seminorma || - || y un niimero positivo A tal que
|IL(f)| < Al fllo para toda funciéon f € X.

Demostracion. Primero suponemos que |L(f)] < Al|f[lo- Sea € > 0, existe § =  tal que si
| fllo < 0 entonces |L(f)| < ¢, es decir, L es continuo en 0 y por linealidad, en todo punto.

Reciprocamente, suponemos que L es continuo. Entonces si tomamos U = D(0,1) que es un
abierto del plano complejo, L=Y(U) := {f € X : L(f) C U} es un abierto de X. Notar que
0 € L71(U), luego existe un entorno N de 0 tal que para todo f € N C L=Y(U), luego |L(f)| < 1.
Como X es localmente convexo, por definicién, existe una familia de seminormas P que generan
su topologia. En particular conocemos la base de entornos del 0 que son, por definicién, de la
forma B(0,p,e) = {f € X : p(f) < econ p € P,e > 0} o interseccion finita de estos conjuntos.

Como N es de esta forma, existe una seminorma || - |lo y un € > 0 tal que si || f]lo < € entonces
feN.
Sea f € X tal que ||f]lo # 0. Entonces EW € N lo que implica que ‘L (e W)‘ < 1delo que

se sigue que |L(f)| < @

Si ||fllo = 0 entonces nf € N, para todo n € N, luego |L(nf)| < 1, es decir |L(f)| < L. Esto
claramente significa que L(f) = 0.

Por tanto, [L(f)| < A|[fllocon A=006 A= 1. O

A continuacién recordaremos el otro resultado sobre extensiéon de funciones, como hemos
comentado previamente. El teorema de Hahn-Banach es una herramienta importante en anélisis
funcional que permite extender cualquier funcional lineal acotado definido en un subespacio
vectorial al espacio vectorial que lo contiene.

Teorema 1.13 (Hahn-Banach). Si X es un espacio vectorial topoldgico localmente convero, A
es un subespacio de X, y L : A — C es un funcional lineal continuo sobre A, entonces L tiene
una extension L en X', es decir, L es un funcional lineal continuo sobre E y L(a) = L(a) para
todo a € A.

Demostracion. Vease|[6], p.56-57]. O

1.4. Nociones sobre teoria de la medida.

En esta seccién vamos a comentar varios conceptos y resultados basados en la teoria de la
medida, que nos serviran para estudiar posteriormente la dualidad de H(€).
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En primer lugar, vamos a definir lo que es una medida compleja. Recordar que un espacio medible
es un par (X, A), formado por un conjunto arbitrario, X, y una coleccién de subconjuntos
A C P(X) con estructura de o-algebra.

Definiciéon 1.14. Sea (X, A) un espacio medible. Una medida compleja sobre (X, A) es una
aplicacion u : A — C que verifica:

a) pu(0) =0.

b) Para toda sucesion (A, )nen € A de conjuntos medibes disjuntos entre si,

K <U An) = ZM(AH)

n=1

A partir de esta definicion podemos definir el espacio de medidas complejas. Sea (X, A) un
espacio medible, denotamos

M(X)={p:A—C : pmedida }.

Si ademés X es un espacio topologico, podemos tomar como A la o-algebra B(X) de los
bolerianos de X.
Tomamos (X, A) = (2, A) con  un abierto del plano complejo y A la o-algebra B(Q).

Definicion 1.15. Si K es un compacto de  de modo que para alguna constante C|
| Jo f dul < C|lf|lx para todo f € C(Q), diremos que K soporta a .

Recordemos que el soporte de una funcién es el compacto mas pequefio que cumple la
definicién anterior.
Definimos My(2) como el conjunto de todas medidas p con soporte compacto, es decir, una
medida p € Mp(Q) si el conjunto donde dicha medida no es nula forma un conjunto cerrado y
acotado de €.
Las medidas de My(£2) tienen las mismas propiedades que los funcionales lineales continuos (que
es lo que son). Dada pu € My(Q),

a) Jo(f +9)dp=Jofdu+ [qgdn, f,g€C(Q)

b) foaf du=af,fdu feC()aecC.

¢) Si fn — f en C(Q) para tau. entonces [, fn dp— [ f dp.

d) Existe un compacto K C Q tal que | [, f du| < C||f|x, para todo f € C(Q).

Una consecuencia de la desigualdad de la definicion 1.15 es que si p € My(Q), [, f dp
es independiente de los valores de f en Q\ K. Es decir, si f,g € C(Q) y f|, = 9|, entonces
Jo f diw= [ g du. En efecto, basta observar | [,(f — g) du| < C||f — gllx = 0.

Vamos a presentar la notacion que emplearemos para el estudio del dual de H(2). Dicha
notacién nos va a permitir crear una biyeccién entre funcionales y medidas.
Sea Q un abierto de C, L : C(2) — C un funcional lineal y continuo y p una medida con soporte
compacto K C €, entonces

Lu(f) = /Q fdu, Vfec@)

y ademas L, (f)| < M]|f|lx donde M = |u(K)|.
Por otra parte, como consecuencia del Teorema de representacion de Riesz [[7], p.130] se tiene
que todo funcional S € C(K)', donde K es un compacto, tiene una medida asociada, es decir

S(g)z/Kgduy g € C(K).
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Sea L € C(R2)', luego existe una constante M y un compacto K C  tal que |L(f)| < M| f| x,
para toda f € C(€2). Defino el funcional

S: C(K) — C
g — S(g):=L(¢)

donde ¢’ es cualquier extension continua de g en . Este funcional esta bien definido ya que si
g7t ¢72 son dos extensiones de g en )

IL(¢") = L(g)| = L(g"* — ¢)| < M|lg" — ¢”*|x =0,

y razonando de una forma similar es facil ver que es lineal y continuo. Luego S € C(K)', y por
el Teorema de representacion de Riesz existe una medida p tal que S(g) = [} g du, Vg € C(K).
Ahora sea f € C(2) y K C € compacto, tomamos g = f|,. de manera que f es una extension
de g v por tanto

L(f)ZS(g)Z/Kgduz/Qfdu-

Llamaremos p a la medida asociada a L, y podemos identificar u y L. Dicho esto podemos
escribir que My(2) = C(2)'.

Definicion 1.16. Para p,v € My(Q) se escribe p ~ v para referirse a que [, f du = [, f dv
m
para todo f € H(Q).

Es obvio que ~ es una relacién de equivalencia y escribiremos |u| para referirnos a la clase
m

de equivalencia de p. Usaremos M (€2) para denotar el espacio vectorial de todas clases de
equivalencia |u| para todo u € My(Q).

En esta secciéon también incluiremos una versiéon del Teorema de Fubini que seré utilizado
posteriormente.

Proposicion 1.17. Dados dos abiertos Q y ' en C, dos medidas u € My(Q) y ' € Mp(QY) y
dos conjuntos compactos K C Q y K’ C ' que soportan, respectivamente, a p y ', entonces

// </Q F(z,2') du(z)> dp/ () = /Q< Q,F(z,z’) du’(z’)> du(z) (1.1)

para todo F € C(K x K').

Demostracion. Notemos que todas las integrales tienen sentido: Fijado 2/, F(z,2') € C(K)
vy JoF(2,7") du(z) es continua sobre K’ por la continuidad uniforme de F' sobre K x K'.
Debido a que podemos entender que p y ' son funcionales continuos sobre C(K) y C(K') basta
probar el resultado para un conjunto de funciones densas en C(K x K'). Ahora el espacio de
polinomios en z,y, 2’ e ¢y (2 = z+1iy, 2’ = 2’ +1iy’) es denso por el teorema de Stone-Weierstrass
en C(K x K') y entonces para la igualdad (1.1) basta observar:

L ([ r@e) au) ave) = ([ s ) ([ o )

= [ ([ 10 ar) o

para todo f y g polinomios. ]



Capitulo 2

Propiedades de los espacios C(€)) y

Comenzamos el capitulo recordando la nocién de convergencia uniforme sobre un conjunto.

Definicién 2.1. Sea A un subconjunto de C y sean f,, f : A — C. Se dice que f,, converge a
f uniformemente en A si

Ve > 0, dng € N tal que si n > ng, |fu(z) — f(2)] <€, Vz € A.

Equivalentemente,

sup |fn(2) = f(2)] <e.

z€A
También lo indicaremos mediante

sup |fn(z) = f(2)] — 0.

2€A n—o0

Esta claro que la convergencia uniforme implica la convergencia puntual en cada punto de A.

2.1. Topologia de la convergencia uniforme sobre compactos. El
espacio C(2).

Sea €2 un abierto no vacio de C con la métrica euclidea. Recordemos que C(2) es el espacio
de las funciones continuas en €). En dicho espacio existe una topologia natural para la que las
sucesiones convergentes son las que convergen uniformemente sobre cada compacto K C .
Esta topologia es conocida como topologia de la convergencia uniforme sobre compactos, v la
introduciremos en lo que sigue. Dado K compacto en 2, definimos:

Il = sup £(2)] = mix | £(2)

Entonces ||-|| x es una seminorma, y la coleccion de seminormas {||-|| x } en donde K recorre todos
los compactos de €2 genera una topologia en C(£2). Dicha topologia es la que tiene por base de
entornos las intersecciones finitas de "semibolas" de la forma B(K,¢) := {f € C(Q) : || f||x < €},
es decir:

n

B(Ki1,....Kpn , €1,....en) = [ | B(Ej, ;) ={f €C(Q) : ||flx, <€ Vi=1,...,n}
j=1
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siendo Kji,..., K, un conjunto finito arbitrario de compactos de € y ¢; > 0.
Entonces los abiertos bésicos en cualquier f € C(Q2) dada son , por traslacion:

BEn(f)={g€C): llg = fllx, < ej5 Vi=1,....n}
Tomando € := 1I<nu<a €; podemos escribir € en lugar de €; entre las llaves.
i<n

Llamaremos a es_ta_topologia la topologia de la convergencia uniforme sobre compactos, denotada
por 7. en C(Q2), y motiva el siguiente resultado.

Proposicion 2.2. Sea {f,} CC(Q) y f € C(2). Entonces:

fo———f <= lim ||fn — fllx =0, VK compacto de €.
n—oo n—oo

El principal objetivo de esta seccién demostrar que la topologia de la convergencia uniforme
sobre compactos es metrizable. El interés de este resultado reside, entre otras cosas, en la
posibilidad de caracterizar los compactos usando sucesiones. Para ello necesitaremos el siguiente
lema:

Lema 2.3 (Lema de exhaustividad). Dado un abierto Q C C, existe una sucesion {K,} de
[o.@]

subconjuntos compactos de C tal que Q = |J K. Ademds, los conjuntos K,, pueden ser elegidos
n=1
satisfaciendo las siguientes condiciones:

a) K, Cint Kyi1;
b) K CQy K compacto implica que K C K,, para algin n;

¢) Cada componente coneza de C\ K,, contiene una componente coneza de C\ .
(Denotamos C = CU {oco}).

Demostracion. No se incluye la demostracién por considerar el lema de cardcter topologico
auxiliar. Para una prueba puede verse [|2],p.143] O

NOTA: Diremos que una sucesiéon de compactos es exhaustiva cuando cumpla las
condiciones del lema anterior.

Del lema anterior se sigue que toda sucesion exhaustiva de compactos en 2 define la
misma topologia 7. en C(2). Mas aun, {|| - ||k}, en donde K recorre todos los compactos de €2,
v {|lllx,, }nen definen la misma topologia para cualquier sucesion exhaustiva de compactos en €.

Vamos a dotar al espacio C(€2) de una métrica p de manera que la convergencia uniforme sobre
compactos de ) sea equivalente a la convergencia en el espacio métrico (C(2), p). Sea entonces
) un abierto fijo y tomemos una sucesion exhaustiva de compactos {K,}. Se define

pn(f,g) =supf{[f(2) —g(2)| : z € Kn} = |f = gllk,., V f,9€C(Q),

p: C(Q)xC(Q) — [0,+00)

Fa) o h) =3 e (2.1)

< 1, y entonces la serie es convergente.

n=1

pn(fag)
También podemos afirmar que p es una métrica. En efecto, p(f,g) > 0 para todo f,g € C(Q) y

p(f,9) =0siysolosi f=g.La desigualdad triangular es consecuencia de que:

pu(fr9)  _ _palfih) pn(h, g)
L+pu(fr9) — 1+ pu(fih) 14 pu(h,g)

Notar que p estd bien definida ya que 0 <

Vf,g,h €C(Q)
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ya que pn(-,-) > 0y 17 es una funcién creciente para todo z > 0.

Veamos que la topologia definida por p coincide con 7

Proposicion 2.4. Sea p la métrica definida en (2.1). Si € > 0 entonces existe 6 > 0 y un
conjunto compacto K C Q tal que para f,g € C(£2),

|f—gllk <d = p(f.9) <e. (2.2)

Reciprocamente, si 6 > 0 y K es un conjunto compacto de €2, existe un € > 0 tal que para
f9€C(9),

p(f.9) <e = [If —gllx <. (2.3)
o0
Demostracion. Fijamos € > 0 y tomamos N € NU {0} tal que Z oL < . Ponemos
Y ' ! n=N+1 v 2V 2
K = Ky, de la sucesién exhaustiva de compactos. Como ¢t +—— %-H es continua en

R(J)r := [0,+00) y en t = 0 dicha funcion tiende a 0, podemos elegir 6 > 0 tal que 0 < ¢t < §
implica que %th < §. Supongamos que f y g son funciones de C(Q2) que cumplen || f — g||x < ¢
entonces:

a) Paral <n < N como K, C Ky = K entonces p,(f,9) = ||f —9llk, <|f —9gllx <9.

Por tanto,
pulfrg) _ €
L+ pn(f,g) 2

b) Paran > N + 1, tenemos

pn(f,9)

1+ pn(f.9) <t

Por a) y b) obtenemos

N o0 N 00
_ L pu(f,9) L pu(f,9) € 1 1 € €
P9 =2 i pirg b 2 2nl+pn<f,g><z<zzn>+ 2 m<3tp=e

n=1 n=N+1

Asi, se cumple (2.2).

o0 o0
Reciprocamente, sea 6 > 0 y K un conjunto compacto de Q. Como Q = |J K, = |J intK, y
n=1 n=1
K es un compacto existe un entero N > 1 tal que K C K. Por tanto,

on(f,9) > |If — gl

La inversa de %th es s — 7> que es una funcién continua en R\ {1}. Sea € > 0 de manera
t . . .
125 < 9, entonces 1 < 2Ne implica que ¢t < 6. Luego si p(f,g) < €

< 2¥e y por tanto pn(f,g) < 6. Con lo que se cumple (2.3) ya que,

que 0 < s < 2Ve implica

on (f,9)

entonces
1+pn(f,9)

1F = gllx < If = 9llxn = pn(f,9) <6

De este resultado concluimos que

» 7. es metrizable, es decir que py {|| - ||k}, en donde K recorre todos los compactos de €2,
definen la misma topologia.
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» Como (C(€2),7.) es metrizable podemos describir la topologia 7. mediante sucesiones.
Teorema 2.5. (C(Q2),7.) es un espacio métrico completo.

Demostracion. Supongamos {f,} es una sucesion de Cauchy en C(£2). Entonces para cada
conjunto compacto K de €, si restringimos las funciones f, a K obtenemos una sucesién de
Cauchy en C(K) con la norma del supremo sobre K. Es decir, para todo € > 0 existe un entero
ne tal que:

| fr — fmllk <€ ¥Ym,n>ne. (2.4)

En particular, |f,(z) — fim(z)| < € para todo z € K, luego {f,(z)} es de Cauchy en C y como
C es un espacio métrico completo entonces existe un punto f(z) en C tal que:

f(z) = nl;n;o fn(z), VzeK.
Ademas de (2.4) se sigue que Ym,n > n,,Vz € K,
£) ~ Fnl@)] = lim [£a(2) ~ fun(2)] < c.
de modo que || f — fml|/x < €, donde

fir K — C
2 o— f(2)

Por tanto, f, converge a f uniformemente sobre K. Como f, es una sucesiéon de funciones
continuas, tenemos que f también lo es. Asi, f € C(Q) ¥ fr, —— f. O
n—0o0

2.2. Compacidad en el espacio C(12).

Continuamos este capitulo estudiando los subconjuntos compactos del espacio
topologico (C(2), 7). En la caracterizacion de dichos subconjuntos interviene la nocion de familia
equicontinua de funciones que se define a continuacién.

Definicidon 2.6. Sea  un abierto no vacio de C. Una familia de funciones F en C(2) se dice
equicontinua en z € €2 si para todo € > 0 existe 0 = 0, > 0 tal que:

weQcon |z—w|<d = |f(z) = fw)|<e, VfeF.
Se dice que F es equicontinua en 2 cuando es equicontinua en cada punto z € 2.

Definicién 2.7. Sea € un abierto no vacio de C, K conjunto compacto de Q y F C C(f2) una
familia de funciones equicontinuas en (). Se dice que F es uniformemente equicontinua sobre K
si para todo € > 0, existe 6 = dx > 0 tal que:

zyw€e€ Kceon |z—w| <d = |[f(z) — fw)|<e, VfeF.

La equicontinuidad uniforme sobre compactos implica la equicontinuidad puntual. El
siguiente resultado prueba la equivalencia.

Proposicion 2.8. Si F C C(Q2) es equicontinua en €2, entonces F es uniformemente equicontinua
sobre cada compacto de €.
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Demostracion. Sea K un conjunto compacto de 2 y sea ¢ > 0. Entonces para cada
w € K, existe §,, > 0 tal que |f(w') — f(w)| < § para toda funcion f € F siempre que
|lw — w'| < . Por lo tanto {D(w,d,) : w € K} forma un recubrimiento abierto de K. Por
el lema de cubrimiento de Lebesgue, existe § > 0 tal que para cada z € K, D(z,0) esta
contenido en uno de los discos del recubrimiento de K. Entoncessi z, 2’ € K y [z—2'| < § existira
w € K con 2/ € D(z,8) C D(w,dy). Esto es, |z —w| < §y y |2/ — w| < 0. En consecuencia,
|f(z) = f(w)] < §y |[f(Z) = fw)] < § y por tanto | f(2') — f(2)| < € para cualquier f € F, lo
que demuestra que F es equicontinua en K. ]

El siguiente resultado relaciona la equicontinuidad con la propiedad de ser normal.

Teorema 2.9 (Arzela-Ascoli). Una familia F C C(Q2) es normal si y solo si se cumplen las
sigutentes condiciones:

a) F(z):={f(z): f € F} es acotado en C para todo z € .
b) F es equicontinua en Q.

Demostracion. Primero suponemos que JF es normal. Notemos que para cada zg € () la
aplicacion C(§2) — C definida por f —— f(20) es continua, pues |f(20)| = [|f|l{z1, Vf € C(Q).
Entonces, teniendo en cuenta el Teorema 1.3, F es compacto en C(f2) , luego F(2g) es compacto
en C y por tanto F(zp) es acotado en C.

Veamos la equicontinuidad.
Sea zg € Q fijo y tomemos € > 0. Fijamos K := D(zp, R) C Q con R > 0. Por la Proposicion 2.4
sabemos que existe a > 0 tal que para cada par de funciones f y g continuas en {2 verificando
que p(f,g) < a, entonces:

€
3
Como F es precompacto existen funciones fi,..., f, € F tal que:

If = 9gllx <

Fc B (2.5)
j=1

Como cada f; es continua en (2, existe d;, 0 < §; < R tal que:
€ .
|z — 20| <05 = |f(2) — fi(20)] < 3 J= 1,2,...,n VzeQ.

Tomamos § = min{d,...,d,}. Sea f € F cualquiera. Por (2.5) existe un indice j € {1,...,n}

tal que Io(f7 fj) <a, luego ||f - f]HK < %
Entonces, para z € Q tal que |z — 29| < ¢ obtenemos:

£ (2) = f(20)| <1f(2) = f(2)| + |£i(2) = fi(20)| + | fi(20) = f(20)]

€ € € €
< =Sl + s+ M- Tl <s+5+5=e

Por tanto F es equicontinua en zg.
Supongamos ahora que F satisface las condiciones a) y b).
Sea € > 0. De nuevo por la Proposicion 2.4, sabemos que existe § > 0y K un conjunto compacto
de Q tal que:
If —gllk <6 = p(f,9) <e, Vf,geC()

n n

Vamos a ver que F C |J BE(f;) € U {f €C(Q) : p(f, f;) < €} para alguna coleccion finita de
j=1 j=1

funciones fi,..., fn € F. Ello implicara que F es precompacto y por tanto normal:
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Como F es equicontinua en €2, lo es uniformemente en cada compacto K de €2, luego existe
a > 0 tal que si w,z € K con |z — w| < a entonces

1f(2) = flw)] < g Vfe F.

m

Como K es compacto, K C |J D(z,a) = |J D(z,a) con z1,...,z, € K. Es decir, para todo
zeEK i=1

z € D(zj,a) con i =1,2,...,m, se verifica:

£) - fa)l < 5, ViEF (2.
Ahora, si f € F,z € K, como existe un subindice i tal que |z — z;| < « resulta que,
£ < 1)~ Fel + 170 < 3 +17(0)
y como F(z;) es acotado por hipotesis, existe M :=sup{|f(z)|:z€ K, f € F} < oc.

Consideramos la aplicacién continua:

¢: F — D(0,M)x ™. x D(0,M)CC"
f — (f(zl)v"'af(zm))a

Como D(0, M )™ es acotado, es precompacto en C™ luego ¢(F) también lo es, por tanto existen
funciones f1,..., fm € F tal que:

" 1)
GEVEICE
j=1
es decir, para cada f € F, existe un subindice j,1 < j < n tal que:

|f(zz)—fj(zz)| < g, Vi:1,2,...,m.

m
Para finalizar, tomamos f € F,z € K. Como K C |J D(z;,«), existirda algin subindice i,
i=1

K3
1 <ip < m, tal que z € D(z;,, ), de modo que por (2.6),

P&~ TG <o v GG - h) <o

3
Asi se deduce que para todo z € K,
6 & 6
£(2) = H)] < 17() = i) |+ 1F (i) = Fi(i) + [fi(z10) = (@) < 5 + 5 +5 =5
es decir, || f — fjllk < 0 para todo j =1,...,n, como queriamos probar. ]

2.3. Convergencia y compacidad en H ()

Sea Q un abierto no vacio de C. Pasamos ahora a considerar el espacio H(f2) formado por
las funciones holomorfas en . Observar que H(2) es un subconjunto de C(€2) que hereda su
topologia.
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Teorema 2.10 (Weierstrass). Si {fn} es una sucesion de H(Q2) y f € C(Q) tal que f, ;—"> f
en C(Q2). Entonces:

a) feH(Q).
b) VkeN, £ Ty r®  enp(Q).
n—oo
Demostracion. Para demostrar a) usaremos el Teorema de Morera, enunciado en los

preliminares. Tomamos un tridngulo 7' contenido en el interior de un disco D C 2. Como
T es un compacto, {f,} converge a f uniformemente sobre T. Por tanto [, f = lim [, f, =0
n—oo

por el Teorema de Cauchy, ya que f, es holomorfa. Entonces f debe de ser holomorfa en cada
disco D C €, por lo que f es holomorfa en .

Para probar b) sea D(zg, R) C Q con zp € Q' y R > 0. Entonces por la Formula de Cauchy para

las derivadas, para todo k € N y para todo z € D(zp,7) con 0 <r < R, tenemos:

() () — (k)zzﬁ de
9@ =190 =0 [

270 Jjw—zoj=r (W — 2)FFL

Asi,

k! |fn(w) — f(w)]
k k ‘ ) _
‘fn( )(Z) - f( )(Z)| < %'QWR'SUP{W Hw =20l =R
k'R
< m N — f”D(ZmR)
Pero como por hipotesis f, —— f entonces lim |f, — f||D(7R = 0. Por tanto

n—00 n—00 z0,R)

fn(k) — f(®) sobre D(z,r).

n—oo
Para acabar, basta observar que todo compacto K esté contenido en una unién finita de discos

D(zp, 7). Como fn(k) ;—C> f ) sobre cada D(zg, ), entonces converge sobre K. O

En otros términos, el Teorema de Weierstrass afirma que H(Q2) es un subconjunto cerrado
de C(€) (con la topologia de la convergencia uniforme sobre compactos) y que la operacion de
derivacion f +— f' de H(2) en H(Q) es una funcion continua (con dicha topologia).

Corolario 2.11. H(Q2) es un espacio métrico completo.

Demostracion. Basta observar que H(£2) es un subconjunto cerrado de C(€2), cual es un espacio
métrico completo. O

El Teorema de Weierstrass tiene una gran importancia, ya que gracias a b) podemos definir
la siguiente topologia.

Sea €2 un abierto no vacio de C, K un conjunto compacto de Q y f € C*>°(£2). Entonces definimos
la familia de seminormas:

£ 11y = sup | f D[, V>0
J
Esta familia de seminormas es la que caracteriza la topologia que denotamos por 7.°. En ella,
n—oo n—oo

Teorema 2.12. En H(Q) coinciden las topologias 1. y 7°

>, es decir,

fn j fenH(Q) <= fn % fen H(Q).

n
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Demostracion. Es consecuencia inmediata del Teorema de Weierstrass. O
El siguiente resultado es una aplicacion de la convergencia dada por 7. en H(f2).

Teorema 2.13 (Hurwitz). Sea Q una region no vacia de C y sea {fn} una sucesion de H(2)
que converge a f. Si f Z0,a € Q tal que D(a, R) C Q y f(z) # 0 para todo z tal que |z—a| = R,
entonces existe un entero N tal que para todo n > N las funciones f, f, poseen el mismo nimero

de ceros en D(a, R).

Demostracion. Como f(z) # 0 para todo z tal que |z — a| = R, entonces:
d=inf{|f(2)|: |z —a] = R} > 0.

Pero f, — f uniformemente sobre |z — a| = R, luego existe un entero N tal que sin > Ny
|z — a| = R entonces

1
£(2) = fa(2)] < 5 6 <|f(2)] < [f () + [ful2)].
Por tanto por el Teorema de Rouché, f y f, tienen el mismo nimero de ceros en D(a, R). O

Este es un resultado local pero tiene consecuencias de caracter global.

Corolario 2.14. Sea Q una region no vacia de C y sea f, una sucesion de H(S2) que converge
a f. Entonces:

1) Si fn, # 0 en todo punto de Q para todo n € N entonces f =0 6 f # 0 en cada punto de
Q.

2) Si fn es inyectiva para todo n € N entonces f = cte ¢ [ es inyectiva.

Demostracion. Para demostrar (1), suponemos que f no es idénticamente nula, pero que se
anula en un cierto a € €. Entonces existiria cierto disco D(a, R) C  tal que f no se anula en
D(a, R) \ {a}. Actuando de la misma manera que en la demostracién del Teorema de Hurwitz,
el Teorema de Rouché nos afirma que f y f, tienen el mismo nimero de ceros en D(a, R) C £,
lo que contradice la hipotesis de que las funciones f,, no se anulan en todo 2.

Para probar (2) suponemos que f no es constante y veamos que es inyectiva. Sea a € 2. En
0\ {a}, las funciones f, — f,(a) no se anulan por hipotesis. Ademés f, — f(a) es una sucesion
de H(Q) que converge a f — f(a), luego por (1) se deduce que, o bien f — f(a) no se anula en
O\ {a}, como queremos, o bien f — f(a) =0, que no es el caso. O

A continuacion veremos el Teorema de Montel, que da un criterio sencillo y muy uatil para
comprobar si una familia F de funciones de H(2) es normal. Para caracterizar las familias
normales necesitamos las siguiente definicién.

Definicién 2.15. Una familia F C H(Q) es uniformemente acotada sobre compactos si para
cada conjunto compacto K de  existe una cota Mk > 0 tal que |f(z)| < Mk, para toda
funcién f € F y para todo z € K. Es decir,

[fllxe < Mg, VfeF.

Teorema 2.16 (Montel). Una familia F C H(S2) es normal si y solo si F es uniformemente
acotada sobre compactos.
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Demostracion. En primer lugar, supongamos que JF es normal y que no es uniformemente
acotada sobre compactos. Por tanto, existe K compacto en € y una sucesion {f,} en F tal
que || fnllx > n. Como F es una familia normal, existe una funcion f € H(£2) y una subsucesion

{fn;} S {fa} tal que fp, J;—COO> fen H(Q).

Por ello, existe jg tal que para j > jo tenemos:

nj < sl < W fny = fllx + 1F e <1+ fllx

Lo que nos lleva a una contradiccién, luego F es uniformemente acotada sobre compactos.

Ahora supongamos que F es uniformemente acotada sobre compactos. Para demostrar que F
es normal utilizaremos el Teorema de Arzela-Ascoli. Como F es uniformemente acotada sobre
compactos, claramente F(z) es acotada Vz € (2.

Veamos la equicontinuidad de F en Q. Sea zp € Qy R > 0 tal que D(z9, R) C Q. Por la Férmula
de Cauchy, para toda funciéon f € F y para todo z € D(zp, %) tenemos que:

=t =g [ s | ] e

(1 f(w) AN
- (2771' /|wzo|=R (w—2)(w — 20) d > ( 0)

m_sup{’ @)

w — z||w — 20| :

de donde,

|w—z0|:R}-|Z—zo|

1
<R ||f||m TR’Z — 29| = Crlz — 20|
2

Por tanto F es equicontinua y por el Teorema de Arzela-Ascoli, F es normal en C(2), luego ,
en H(R), ya que H(f2) es un subconjunto cerrado de C(€2). O

El Teorema de Montel, con respecto al Teorema de Arzela-Ascoli, nos dice que para familias
F de funciones holomorfas la equicontinuidad sobre compactos es consecuencia de la acotacién
uniforme sobre compactos.
Este teorema tiene aplicaciones importantes en la teorfa de variable compleja. Un ejemplo
notable se tiene en el Teorema de representacion conforme de Riemann, ver [[7],cap 14].



Capitulo 3

Dualidad del espacio H(f2).

El concepto de dualidad es uno de los més productivos en anélisis. Podemos caracterizar
las aplicaciones del anéalisis funcional en gran parte como aplicaciones de dualidad. Nuestro
objetivo es conocer el dual de H(2), para ello en primer lugar daremos una serie de términos
generales sobre la dualidad de H(€) sin adentrarnos en su estructura, simplemente
caracterizando cémo son los funcionales lineales multiplicativos en dicho espacio. En
segundo lugar, estudiaremos la dualidad de H(D) con D = {z : |z| < 1}, ya que es un caso
muy particular que emplea unas herramientas muy especificas. Y, finalmente, nos centraremos
en el caso general.

3.1. Generalidades sobre la dualidad de H ().

Comenzaremos con un resultado que nos caracteriza los funcionales lineales multiplicativos
en H (). Para ello, comprobaremos previamente que H(£2) es un algebra topolégica, basta con
verificar que la aplicacién

H(Q) x H(Q) — H(Q)
(f.9) — fg

es continua en 7.
Sea (fo,90) € H(Q2) x H(Q): para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que

|fg — fogollx <esil|lf—follk <éyllg—gollx <6

En efecto,
1f9—fogollx = [f9— fog+ fog—fogollx < If = follxllglx+Ifollxllg—gollx < d(llgllx+Ifollx)-

luego & = o Trme

Teorema 3.1. En H(QY), los funcionales lineales multiplicativos son las evaluaciones puntuales.
Es decir, si L es un funcional lineal multiplicativo sobre H(S2), entonces existe un zo € Q tal
que L(f) = f(z0), para todo f € H(Y). Claramente la evaluacion puntual sobre H(S) es un
funcional lineal multiplicativo.

Demostracion. Sea ¢ € C, tomamos ¢ para denotar la funcién constante c, es decir é(z) = c. Sea
L un funcional lineal multiplicativo. Como L(1) = L(1-1) = L(1) L(1) entonces L(1) es 0 6 1.
Si L(1) = 0 entonces L(f) = L(1- f) = 0- L(f) = 0 para cada f € H(f2). Como por hipétesis
hemos excluido el funcional nulo, debe ser L(1) = 1. Entonces L(¢) = L(c-1) = c L(1) = c.
Denotamos ahora Z la funcion identidad, 2(z) = z, para todo z € Q.

Notemos que si zg = L(2) entonces zg € Q. En efecto, ya que si 29 ¢ Q, —— € H(Q),

z—20

16



El espacio de funciones holomorfas sobre un dominio complejo 17

dicho de otra manera, existe una funcion f € H(Q) tal que (2 — 2)f = 1.
Por un lado tenemos

L((z— ) f) = L) = 1,

pero por otro lado,

con lo que llegamos a una contradiccién.

Ahora, para cualquier f € H(Q) la funcion

&1 o e\ {20}

z2—20

h(z) =
1 (20) si z =2

es holomorfa en zp ya que h € H(Q\{z20}) y 3 lim h(z) (por ser f holomorfa en Q). Esto significa
z—20
que existe g € H(Q) tal que (2 — 2p)g = f — f(20). Aplicando L a ambos lados obtenemos:
L((2 — 20)g) = (20 — 20)L(g) = 0,
L(f = f(20)) = L(f) = f(20).
Luego L(f) = f(z0). =

Un homomorfismo con imagen en H(Q) para otro abierto ' C C también tiene una
representacion simple. Observemos que si ¢ : " — Q es holomorfa entonces a : H(Q) — H(Q')
definida por a(f) = f 01 es un homomorfismo algebraico, es decir,

alf+g)=alf)+alg), a)=2ra(f), alfg)=alf)alg), VfgeH(), reC.
El reciproco es verdad si ' es conexo.

Proposicion 3.2. Suponemos que « es un homomorfismo algebraico no nulo de H(€2) en H (')
donde Q' es conexo. Entonces existe una funciéon holomorfa ¢ : ' — Q tal que a(f) = fo
para todo f € H(Q).

Representamos la situacion del enunciado mediante los siguientes diagramas:

(8]

H(€2) : > H(Y)
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Demostracion de la Proposicion 3.2. Del hecho de que a(I) = a(1) - a(1) obtenemos que
a(l) = 1, ya que Q' es conexo y a(1) es continua sobre €, luego a(1) debe ser constante.
Como a = 0 estd excluido, a(1) debe de ser 1. De la misma manera que en el caso anterior
a(¢) = ¢ para cualquier ¢ € C. Ahora para cualquier 2z’ € Q' definimos L, : H(Q2) — C que
viene dada por L,/(f) = a(f)(2').

Claramente L,/ es un funcional lineal multiplicativo sobre H(£2), luego por el resultado anterior,
existe zgp = 29(2') € Q tal que L,/(f) = f(20)-

Tomando f = Z tenemos zgp = L, (%) = a(2)(2'). Ademéas para un 2/ € Q' y f € H(Q)
cualesquiera,

a(f)(#) = La(f) = f(20) = f(a(2)(z)
por tanto a(f) = fow con ¢ = a(2) € H(Q'). Ademas () C Q, por construccion,

() =a(2)(Z)=2€Q, Ve
O

El Teorema 3.1 es utilizado para demostrar este tdltimo resultado, de hecho, podemos
observar que éste es un caso particular de la Proposicion 3.2 tomando « una aplicacién constante.

La propiedad de H(2) probada en el Teorema 3.1, es compartida por C(2), es decir, cada
funcional lineal multiplicativo de C(£2) viene dado por la evaluacién de un punto de 2. Esta
propiedad no es relevante en este trabajo.Véase [[3], Cap. 13, Sec.6]

Ahora vamos a comentar el concepto de gérmen de una funcién, el cual juega un papel
importante en la dualidad. Para ello, necesitamos dar unas definiciones previas.

Definicién 3.3. Diremos que una funcién F' es holomorfa en el infinito si existe R > 0 tal que

F € H(C\ D(0,R)) y ademas existe L = lim F(z), es decir, si para todo € > 0 existe M > 0

Z—00

tal que
|f(z) — L] <€ VY|z| > M.

Sea A un conjunto de C = C U {oo}, no necesariamente abierto. Se dice que una funciéon F es
holomorfa en A si existe un abierto B, que contiene a A, tal que F' es holomorfa en B.

Notar que las funciones holomorfas de A tienen dominios que son conjuntos abiertos que
contienen a A. Si A es abierto podemos escoger B = A y no hay lugar a confusién con la
definiciéon de funcién holomorfa.
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Definicion 3.4. Dadas [, F» funciones holomorfas en A, escribimos F} ~ F5 sobre A para
indicar que hay un conjunto abierto B que contiene a A tal que F} y F5 son holomorfas en By
Fi(z) = Fy(z) para z € B.

Esta notacién corresponde a una relacién de equivalencia en el espacio de funciones
holomorfas en A. Escribimos [F| para denotar la clase de equivalencia a la que pertenece F,
siendo F' holomorfa en A. Si no hay lugar a confusion, escribiremos F' en lugar de [F].

Ejemplo 1. Sea A el punto {0}. Notemos que para que F; ~ Fb no es suficiente tener
Fi(0) = F(0). Tomemos Fi(z) = z y Fa(z) = 2% entonces F1(0) = F3(0) pero [} y Fy
no coinciden en ningin conjunto abierto que contenga al 0. Cualquier funcién F' analitica en 0
puede expresarse como una serie de potencias F'(z) = Y7 anz" que converge en algin entorno

del 0.

Definicion 3.5. Las clases de equivalencia ~ se denominan gérmenes de las funciones
holomorfas en A. El espacio de todos los gérmenes de las funciones holomorfas en A se
denota como H(A).

Para sumar, multiplicar y derivar un germen de una funcién holomorfa basta con apli-
car estas operaciones a una funcién representativa en un entorno adecuado de A. Es posible
dotar a H(A) de una topologia, sin embargo no tiene cabida en esta memoria. Puede verse
en [[5],cap 17-18].

Definiciéon 3.6. Si oo € A, entonces Ho(A) es el subespacio de H(A) compuesto por todas
clases de equivalencia [F] de las funciones holomorfas de A con F(c0) = 0.

Para finalizar esta secciéon veamos un resultado que serd necesario en la demostracién del
teorema principal de dualidad del espacio H(€2).

Proposicion 3.7. Dado un abierto £ y un conjunto compacto K C 2, existe un camino cerrado
I formado por segmentos orientados I'1,I'y..., T, en Q \ K tal que para todo A € 1{0(@\ Q)
holomorfa en C\ K, y w € C\ T entonces se tiene A* = A como elemento de Ho(C \ ), en
1 A
donde \*(w) = / (2) 4.
r

21 w—z

Demostracion. La demostraciéon no se incluye por ser esencialmente la del Teorema homolégico

de Cauchy.Véase [[5], p.70-71]. O

3.2. Dualidad de H (D).

Cada funcién f € H(D) se puede escribir como una serie de potencias convergente,
oo

f(z) = Zanz” con z € . De modo que f puede ser representada por sucesiones, sus
n=0
FARI0)

n!
analitica ya que el criterio de la raiz para convergencia de series implica limsup |an|1/ "<

coeficientes de Taylor a, =

No todas las series corresponden a una funcién

o

siempre que E an 2" converja en . Recordemos que este criterio implica que la serie converge
n=0

absolutamente si lim sup |a,|/" < 1.

Proposicion 3.8. Dada una sucesion {bn} entonces se tiene que limsup |b,|"/" < 1 si y solo si la
serie Y~ anby, converge para toda sucesion {a, } que satisface la condicién lim sup lan|Y/™ < 1.
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Demostracion. Si lim sup |bn\1/n < 1 entonces lim sup \anbnll/n < 1y por el criterio de la raiz,

la serie > >° ;anb, converge. Reciprocamente, si suponemos que limsup \bnll/ "™ > 1 entonces
existe una sucesion njy — oo y una sucesion e, — 0 tal que |b,, | > (1 — €)™ . Definimos a,
cumpliendo:

= a, = 0 sl n no es ningiin nyg,
v an, | = (1 —e)™"™,

= a,b, > 0.

Entonces limsup |a,|'/™ = 1, pero la serie Y ne anbp 0o converge por el criterio de la raiz. O
Vamos a usar el hecho de que si f € H(ID), entonces la serie de Taylor Y ° ja,z" de f,

ap = % converge a f en la topologia de H (D). Identificaremos H (D) con el espacio A de

sucesiones a = a, satisfaciendo o(a) < 1 donde o(a) = limsup |a,|*/™.

De manera explicita, consideramos la aplicacion ¢ : A — H(D) definida por p(a) = f|, donde

fm(0)

f(z) =302y anz™. Esta aplicacion es lineal y tiene inversa ¢! dada por ¢~ (f) = &

Esta correspondencia nos dota A de una topologia.

Definicion 3.9. El espacio vectorial topologico localmente convexo A es el espacio de sucesiones
anterior con la topologia definida por la familia de seminormas ||al/,, con 0 < r < 1, donde

|lal|, = sup|an|r", a€ A.
n

Vamos a ver que los espacios (A, | - [|;) y (H(D),7.) son isomorfos topologicamente. Sea
e >0y 0 <r <1, veamos que existe un conjunto compacto K C D y un ntimero § > 0 tal
que si ||f||x < ¢ implica ||al|, < €, donde f = ¢(a). Para ello sea K = D(0,r). Si ||f||x <9
entonces por la desigualdad de Cauchy tenemos que |a,| < r% es decir |lal|, < 6 luego podemos
elegir § = e.
Reciprocamente, suponemos dado un conjunto compacto K C D y sea ¢ > 0. Elegimos p < 1
de manera que K C D(0,p) y asi poder escoger r con p < r < 1. Si tomamos § = € (1 — 2)
entonces ||a|, < d implica

oo o © pn = P\ 0
> an| <3 lanls" =D laalr™ £ < ke 3 (£)" < =5 =
n=0 K n=0 " =0

=0
como queriamos probar.
De esta manera podemos identificar los espacios A y H(D), lo que sugiere la siguiente
identificacién de dual de H(ID) mediante sucesiones.

1fll =

Proposicion 3.10. El dual de H(D) es isomorfo al espacio de las sucesiones A con o(\) < 1.
Demostracion. Dado L € H(D)', tomar A\, = L(2") con n € NU {0}. Dada f € H(D), como
m

m
Z anz" —— fen H(D) y L es continuo en H (D) entonces L Z anz" | —— L(f) . Pero
m—r0o0

m—00
n=0 n=0
m m oo
como L <Z anz”) = Z anAn S€ sigue que Z ap A, converge y su suma es igual a L(f). Por
la Proposicion 3.8 se sigue que o(\) < 1.
Reciprocamente, suponemos dada una sucesion A = {\,} con o(A) < 1. Definimos L por

L(f) = Y02y ani, para todo f € H(D) siendo a, = f<")(0)7 converge de nuevo por la

n!
Proposicion 3.8. Esta claro que L es un funcional lineal, entonces para mostrar que L € H (D),

solo tenemos que demostrar que L es continuo, es decir, encontrar un r,0 < r < 1, y una
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constante C' > 0 tal que |L(f)| < C”fHW'

Elegimos r y p de manera que o(\) < p < r < 1. Entonces existe un entero ng > 0 tal que para
todo n > ng tenemos que |A,| < p". Entonces

o0
Pl = Zan}m < Z |an|[An] + Z |an|p"
n=0 n<ngo n>ng
= 5 Janl |2+ 3 laalr” (2)
n<ng n>ng

y utilizando la formula de Cauchy para las derivadas sabemos que

f )]

sup anlr™ < sup Ty < sup 22 gy 1" = 1 s
n n n. )

con lo que llegamos a que

LN < 1/l [Z

n<no

An

T’I’L

pno/rno

1 p/r] = Crllf @y < oe-

O
Por otra parte, gracias a la definicion 3.6 podemos dar otra caracterizacion del dual de H (D).

Teorema 3.11. El dual de H(D) es isomorfo al espacio Ho(@\D) De manera mds precisa,
dada F € Ho(C\ D), tomar Lp € H(D)' definida por Lp(f) = 5 [ f( ) dz, donde
I’ es una circunferencia en D tal que F es holomorfa sobre y fuem de T'. Entonces para cada

L € H(D) hay una F € Ho(C\ D) tal que L = Lr y F satisface F(w) = L <z_1w

) para w & D.

Demostracion. En primer lugar, podemos observar que el funcional Ly estd bien definido ya
que si F € Ho(C\ D) y f € H(D) siempre podemos elegir una circunferencia I' contenida en
D tal que ambas funciones estén definidas sobre ella. Ademaés, es obvio que Ly € H(D)" ya que
para cada funcion f € H(D), L es lineal y también continuo ya que |Lr(f)| < ||fllcl|F]r-

Para demostrar que cada L € H(D)' viene dado por una funcion F de estas caracteristicas
procedemos de la siguiente manera. Sea A = {\,,} la serie asociada a A\,, = L(z") con n € NU{0}

oo
y sea F' la funcion definida por F(z) = Z = . Como L € H(D)', por la Proposicion 3.10,
z
n=0
o(A\) < 1y por tanto esta serie converge en un entorno de C \ D y define un elemento de

Ho(C\ D).
Ahora debemos mostrar que L = Lp. Por densidad es suficiente probar que L(z") = Lp(2")
para todo n € NU {0}. Asi,

n

1
#(2") 2mi /Fz 27?7,/ Z zk“ Z)\k 27TZ/ Pt dz, (3.1)

y haciendo el cambio de variable z = re? obtenemos:

kz—: 2mi / puasy dz = Ap = L(2")

donde I es cualquier camino en ID que se encuentra en el dominio de convergencia de > 7 Zi‘%,

es decir en {z : 2| > o(A)}. Esto muestra que la definicion de Lz es independiente de la eleccion
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de T'.

1 1 = 2"
Finalmente para |w| > 1y |z| <1, S, ) = ,;)wn“ que converge en H(ID).
Ademas,

1 L2 =
t (w — z) N Z Wt Z Wt Fw)

n=0 n=0

lo que concluye la demostracién del teorema. O

NOTA: Ha sido posible el intercambio de la integral y el sumatorio en la expresion (3.1)
debido a que la serie 372 % es absolutamente convergente ya que o(A) < 1y z € D.

3.3. Dualidad de H(Q).

En esta seccion emplearemos lo visto en la seccion 1.4 para estudiar el dual de H(€2).

Proposiciéon 3.12. H(Q) = M;(Q2). Lo que significa que existe una correspondencia uno
a uno entre H(Q) y M;(2) que asocia a cada |u] € M;(€2) el funcional L, definido por

Lu(f) = Jo [ ducon f e H(Q).

Demostracion. Si |p] € Mg, cada L, € H'(Q) ya que p es continua, en C(Q2) y por tanto sobre
H(2). Ademés la definicién de L, es independiente de la medida elegida para representar ||
porque si |pu] = |v] entonces [, f du = [, f dv para todo f € H(Q). Para ver que cada
L € H(S2)' usamos el Teorema de Hahn-Banach para extender L a un funcional lineal continuo
sobre C(€2) .Como p extiende L, tenemos que L,(f) = [of dp para f € H(Q). Ademas
L=1L,. O

Teorema 3.13 (Teorema principal de dualidad ). H(Q)" = Ho(C\ Q).

Demostracion. Dada |[p] € MG (€2), tomamos w ¢  y consideramos

A(w) ::/Q ! du(z).

w—z

Notar que la funcién —— € C(). Sea ahora w € C\ K donde K es un conjunto compacto de

Q que soporta a la medida g y definimos f,,(z) = —— € C(K). Luego por el Teorema de Tietze

w—=z

(enunciado en los preliminares), existe una funcién F,(z) := —= € C(Q) tal que

EJ@:fM@:EF;; Vs € K.

Asi, podemos definir

Mm:ém@@.

Debido a lo visto previamente en 1.4, esta integral es independiente de la extensién particular
elegida. Por tanto, podemos escribir

Mm541 du(2).

w—z
Ademas, si w, - w ¢ K entonces A(w,) — A(w), en efecto

Lot ) aus

W — Wy,

[A(wn) = AMw)| =

[u(K)] —0

(wn = 2)(w — 2) ‘K
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ya que
|w — wy 0

‘K = dlwn — Ddw—2)  d(w, K)?

W — Wy,

H (wn = 2)(w = 2)

Razonando de una forma similar podemos ver que \ est4 bien definida y es holomorfa en C\ K
y que A(0o) = 0, es decir, que A € Ho(C\ Q).
Hasta el momento tenemos la aplicacién
U MIQ) — Ho(C\Q)
L=l — Mw)= [

du(z)

w—z

Lo que queremos demostrar es que esta aplicacién es biyectiva, y en el proceso, hallar su inversa.
Esto requiere del teorema homolégico de Cauchy y las proposiciones 1.17 y 3.7.

Dicha funcién inversa asociara una medida a cada funcion A € Ho(C \ Q). Luego, dada ),
tomamos un conjunto compacto K C Q tal que A es holomorfa fuera de K, y tomamos un
camino cerrado I' =Ty Ul U--- UL, siendo I'1,'y..., ", una sucesién finita de segmentos
orientados en © \ K. Entonces definimos Ly como

Iar(f) = g [ F)Aw) du, VF € H(@),

Queremos mostrar que Ly es independiente de I', siempre y cuando I' se elija como en la
Proposicion 3.7 en relacién con un conjunto compacto fuera del cual A es analitica. Para este
fin, mostraremos

a) Ly(r),r = L para cualquier L € H(S2)" provisto de un compacto K elegido de modo que,
ademads, K soporta a la medida p para alguna extension p de L a C(€2).

b) W(Lyxr) =\ (como elemento de Ho(C \ 2)) para cualquier A € Ho(C \ Q).

Para mostrar (a), observar que para A = V(L) tenemos

Larf) = 5 [ F@w) du

:/Q [217” Fi(_w)zdw} du(z)
:/Qf(z) du(z) = Lu(f).

Hemos utilizado la Proposicién 1.17 y el Teorema homolégico de Cauchy.
Para mostrar b), tenemos

dpr(z)

(Lo r)(w) = / !

QwW—=2

donde p)r es una extension de Ly 1. Pero la definicién de Ly r muestra que

1
HAT = 277”)\(2) leF

es una extension apropiada. Esto significa

W(Lyr)(w) = 1/F L&) de = A(w),

- 2mi
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por la Proposicién 3.7.

Ahora vamos a demostrar que, efectivamente, Ly 1 es independiente de I'. Sea A € Ho(C\ Q) y
tomamos I' y IV ambos satisfaciendo las condiciones la Proposicion 3.7 para definir Ly y Ly .
Esto significa que existen los conjuntos compactos K y K’ tal que X es holomorfa fuera de
K y K’ respectivamente y que I' y IV rodean a K y K’ respectivamente en el sentido de la
Proposicién 3.7. Entonces existe un compacto Kg, conteniendo K U K’ UT UT”, fuera del cual
A es holomorfa. Elegimos I'g de manera apropiada para el compacto Kg. Entonces Kg cumple
los requisitos de a).

Para b), esta claro que W(Lyr) = A = V(L) 1v). Aplicando (a) con I's en el lugar de I' y Ly p
(resp.Ly 1) en el lugar de L, obtenemos

Lxrg = Lxr (resp. Lxrg = La1v)
O
Asi hemos probado el teorema de dualidad principal a través de medidas, pero como bien

sabemos exise una equivalencia entre medidas y funcionales, por tanto este teorema de dualidad
también puede escribirse a través de los funcionales.

Teorema 3.14 (Teorema principal de dualidad). Definimos la aplicacion
U H(Q) — Ho(C\ Q)

por U(L)(w) = L(-L-). (El sentido de esta expresion es el mismo que hemos visto en la
demostracion anterior.) La aplicacion ¥ es lineal, inyectiva y suprayectiva. Su inversa es dada
por

) = 5 [ ), ] e (@)

donde T' es una curva cualquiera en Q) satisfaciendo la Proposicion 3.7 en relacion a un conjunto
compacto K C Q tal que X es holomorfa en C\ K.

NOTA: La funcién V(L) es denotada L y se conoce como la transformacién de Cauchy de L.
L se define como un germen en Ho(C \ ©) o como una funcién fuera de un conjunto compacto
K C Q. Analogamente, si u € Mp(€2) escribimos

fw) = [ dute)

Z—Ww

y llamamos a ji la transformacion de Cauchy de p.
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