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A. Sobre la definicion del objeto matematico a ensefiar

1. Objetos matematicos a enseflar junto con curso y asignatura en la que se

sitan los mismos.

En este trabajo vamos a disefiar una secuencia didactica sobre los vectores y las rectas
en el plano, parte central del contenido de geometria analitica en la asignatura de

Matematicas | en el curso de 1° de Bachillerato.

Para abordar este punto, vamos a definir antes como se encuadra este campo de la

Geometria, tanto dentro de las matematicas en si, como en el curriculo de Aragon.

Segun Hernandez y Villalba (2001) citado en Gamboa y Vargas (2012) la geometria

puede concebirse como:

— La ciencia del espacio, vista como una herramienta para describir y medir
figuras, como base para construir y estudiar modelos del mundo fisico y otros
fendmenos del mundo real.

— Un método para las representaciones visuales de conceptos y procesos de otras
areas en Matematicas y en otras ciencias; por ejemplo, gréficas y teoria de
gréficas, histogramas, entre otros.

— Un punto de encuentro entre una Matematica tedrica y una Matematica como
fuente de modelos.

— Una manera de pensar y entender.

— Un ejemplo 0 modelo para la ensefianza del razonamiento deductivo.

— Una herramienta en aplicaciones, tanto tradicionales como innovadoras, como
por ejemplo, graficas por computadora, procesamiento y manipulacion de

imagenes, reconocimiento de patrones, robdtica, investigacion de operaciones.

Segun el curriculo oficial, esta parte de las matematicas se encuentra en el bloque 4 de

Geometria y debe contar con las siguientes caracteristicas:

Contenidos:

Cont.4.1 Vectores libres en el plano. Operaciones geométricas.

Cont.4.2 Producto escalar. Mddulo de un vector. Angulo de dos vectores.
Cont.4.3 Bases ortogonales y ortonormales.



Cont.4.4 Geometria métrica plana. Ecuaciones de la recta. Posiciones relativas de

rectas. Distancias y angulos. Resolucion de problemas.
Criterios de evaluacion:

Crit.4.1. Manejar la operacion del producto escalar y sus consecuencias. Entender
los conceptos de base ortogonal y ortonormal. Distinguir y manejarse con
precision en el plano euclideo y en el plano métrico, utilizando en ambos casos

sus herramientas y propiedades.

Crit.4.2. Interpretar analiticamente distintas situaciones de la geometria plana
elemental, obteniendo las ecuaciones de rectas y utilizarlas, para resolver

problemas de incidencia y célculo de distancias.
Estandares de aprendizaje

Est.4.3.1. Emplea con asiduidad las consecuencias de la definicion de producto
escalar para normalizar vectores, calcular el coseno de un angulo, estudiar la

ortogonalidad de dos vectores o la proyeccion de un vector sobre otro.

Est.4.3.2. Calcula la expresion analitica del producto escalar, del moédulo y del

coseno del angulo.

Est.4.4.1. Calcula distancias, entre puntos y de un punto a una recta, asi como

angulos de dos rectas.

Est.4.4.2. Obtiene la ecuacion de una recta en sus diversas formas, identificando en

cada caso sus elementos caracteristicos.

Est.4.5.1. Reconoce y diferencia analiticamente las posiciones relativas de las

rectas.

Est.4.5.2. Realiza investigaciones utilizando programas informaticos especificos en
las que hay que seleccionar, estudiar posiciones relativas (y realizar

intersecciones entre rectas y las distintas cénicas estudiadas).

Como vemos, en el curriculo no se hace mucha referencia acerca de los conceptos que
Herndndez y Villalba consideran esenciales de la Geometria, se centra en asegurarse
gue los alumnos saben resolver problemas, corremos con ello el riesgo de que los
alumnos entiendan que calcular la distancia entre dos rectas consiste en aplicar una

formula, el objetivo de esta propuesta seria que los alumnos abordasen las matematicas
3



como algo que puede ser interesante en si y no solo como “formulas para resolver

problemas”.

Para ello, trataremos de plantear la Unidad de tal forma que los alumnos vayan
descubriendo los objetos y buscando respuesta a las preguntas que les surjan y asi vayan
construyendo su conocimiento sobre dicho objeto. Para esto primero debemos conocer
cdmo se ensefian estos objetos y qué dificultades encuentran habitualmente los alumnos

en ellos.
B. Sobre el estado de la ensefianza-aprendizaje de los objetos matematicos

Segun nos indican Vargas y Gamboa (2012), varios autores coinciden en identificar el
problema en la ensefianza de la Geometria en que habitualmente se ha relegado la
ensefianza de esta parte de la Geometria al final de los contenidos, por lo que no se llega
a todos los contenidos del tema y esto hace que los docentes lleguen a la ensefianza sin
referencias acerca de coOmo ensefiar esta parte y nuevamente prioricen la imparticion de

otros temas mas “asequibles”, lo que vuelve a retroalimentar el problema.

El otro problema al que hacen referencia también estos autores es a que no suele guiarse
al alumno hacia “el descubrimiento de la geometria como generadora de
conocimiento”. El cual también puede estar condicionado por el hecho, indicado
anteriormente, de que los docentes no tienen referencia acerca de como ensefiar estos
contenidos y se tiende a lo que es més conocido, normalmente porque tienen como
referencia la forma en la que ellos aprendieron los conceptos, que habitualmente se

centra en aprender y utilizar férmulas que resuelven determinados problemas.
1. Justificacion habitual de la introduccion de los objetos matematicos

Para ver esta justificacion voy a hacer un breve estudio acerca de como introducen los

objetos libros de texto de cuatro editoriales distintas:
— ECIR (Deusa, M., Esteve, R., Montesinos, P., Ramirez, A. J. y Vives, E., 2008),

— Santillana (Antonio, M., Gonzélez, L., Lorenzo J., Molano, A., del Rio, J.,
Santos, D. y de Vicente, M., 2008)

— Oxford (Bescos i Escruela, E. y Pena i Terrén, Z., 2011)

- EDITEX (Gonzélez Garcia, C., Llorente Medrano, J. y Ruiz Jiménez, M. J.,
2006)



De ello sacaremos una idea de como se justifica habitualmente, aunque hay que tener en
cuenta que ambos objetos han sido ya introducidos en cursos anteriores y en este curso
(1° de Bachillerato) lo que se pretende es introducir los objetos nuevamente para

comprenderlos a fondo y ser capaces de trabajar con ellos.
Vamos a separar el estudio de ambos objetos:
Vectores

ECIR: Los autores justifican muy brevemente la aparicion de este objeto con un corto
parrafo al inicio de la unidad con una justificacion fisica, ya que nos encontramos con
magnitudes cuyas caracteristicas no se pueden determinar dando Unicamente un

ndmero, sino que requieren otros datos como su direccién y su sentido.

OXFORD: En este libro se hace una introduccién histérica para la geometria analitica,
en la que nos habla de Euclides, sin embargo, la necesidad del vector como herramienta
geométrica no se da. El tema empieza definiendo el vector como un segmento

orientado.

SANTILLANA: En las primeras péginas de la unidad dedicada a la geometria analitica,
se introducen una serie de casos en los que se requieren los objetos a tratar. EI primero
de estos casos es una situacion fisica en la que se requiere de unidades vectoriales, no se
trata de unos casos en forma de problema, sino méas bien una situacion para recordar

conceptos .

EDITEX: Se hace una introduccién histérica a la unidad de la geometria analitica, en la
que se habla de Euclides, Descartes, Gauss, etc... Sin embargo, al igual que en el libro
de la editorial OXFORD, no se justifica la necesidad de los vectores, directamente se

definen como segmentos orientados y se procede a deducir sus propiedades.
Rectas

ECIR: En este libro se introduce la recta en el plano en un tema distinto a los vectores.
En un breve parrafo al inicio de la unidad, se justifica la introduccion de la recta ya que
es, para los autores, el elemento mas importante de la geometria plana. Incluso hace una
breve reflexion sobre el hecho de que tradicionalmente se haya definido como la

distancia méas corta entre dos puntos, definicion que ha sido mas que discutida con



posterioridad. Después de esta introduccidn, procede a determinar la recta mediante un

punto y un vector y de aqui deducir las demés formas de representacion y propiedades.

OXFORD: Se hace un razonamiento, partiendo de los conocimientos adquiridos de los
vectores, en el que se llega a la conclusion de que si tres puntos estan alineados si los
vectores gque los unen son linealmente dependientes, o sea paralelos, de aqui deduce que
una recta se determina por un punto y un vector director, demostrando que cojamos el
punto que cojamos de dicha recta y cojamos el vector que uno dos puntos cualesquiera
de ella, la recta determinada es siempre la misma. De aqui deduce el resto de las

ecuaciones y sus propiedades.

SANTILLANA: Después de ver los vectores y los sistemas de referencia, en este libro
se llega a la conclusion de que cualquier recta queda determinada por un punto, junto su
vector de posicién, y una direccion, junto a su vector direccional. A partir de esto

deduce las distintas ecuaciones de la recta y sus propiedades.

EDITEX: A partir de los vectores, los autores de este libro inducen a deducir que con un
punto y un vector, queda definida una Gnica recta, a partir de esta idea empieza a

desarrollar las distintas ecuaciones de la recta junto con el estudio de sus propiedades.
2. Campos de problemas, técnicas y tecnologias que se ensefian habitualmente

Del mismo modo que en el punto anterior, para ver los campos de problemas habituales
voy a realizar un breve estudio de los libros de texto de las mismas cuatro editoriales.

De nuevo, estudiamos ambos objetos por separado.
Vectores
Los campos de problemas son practicamente comunes a los cuatro libros de texto:
— Determinar vectores:
Dados sus extremos.
Dados un extremo y una direccion.
Calculando algun pardmetro para que cumpla distintas condiciones.
— Operaciones con vectores:

Suma.



Producto vectorial.
Producto escalar.

— Calculo de distancias.

— Cdlculo de angulos entre vectores.

— Posiciones relativas de vectores.

— Determinar puntos segin direcciones y distancias (Determinar vértices en

paralelogramos o tridngulos, etc.).
Ademas de estos campos comunes, observo algunos ejercicios que se salen de estos
campos y que me parece interesante nombrar:

En el libro de la editorial OXFORD, hay algun problema de calcular proyecciones de un

vector sobre otro.

En el libro de la editorial SANTILLANA, aungue los campos de problemas son los
habituales, propone, ademas de la resolucion algebraica, una interpretacion geométrica
de los resultados obtenidos que me parece interesante para ayudar a la comprension de

los contenidos.

En el libro de EDITEX hay un ejercicio en concreto en el que propone realizar la
demostracion de un teorema de lecciones anteriores, utilizando los contenidos que
acaban de ver, me parece una buena forma de profundizar en la comprensién de los
objetos estudiados y a la vez de introducir a los alumnos en la demostracién de

resultados matematicos.
Rectas

De nuevo, observo que los campos de problemas son comunes a los cuatro libros de

texto:
— Determinar las distintas ecuaciones de una recta.

— Determinar pardmetros de la ecuacion de una recta para que esta cumpla

determinadas propiedades
— Estudiar posicidn relativa entre rectas.
— Determinar rectas con una determinada posicién respecto a otra dada.

— Calcular angulos entre rectas.



— Hallar simétricos de puntos respecto a una recta.

— Determinar puntos mediante la interseccion de rectas.

— Calculo de distancias y areas de figuras determinadas por rectas.
Otros tipos de problemas que observo son los siguientes:

En los libros de las editoriales ECIR y OXFORD, proponen una serie de ejercicios en
los que busca determinar puntos o las ecuaciones de rectas en problemas geométricos

clasicos, como mediatrices, circuncentros, medianas y baricentros.

En el libro de SANTILLANA, hay un altimo grupo de ejercicios que se plantean de una
forma geométrica, cosa que puede ayudar a la vision espacial de los alumnos y a la

comprension del sentido de las distintas técnicas de resolucion.

En el libro de la editorial EDITEX, encontramos un ejercicio muy interesante en el que
se plantea un problema que describe una mesa de billar, de la que conocemos la recta
que determina uno de sus lados, nos describe una situacion en la que la bola se golpea
en una direccién que nos dan y que tras rebotar contra ese lado conocido, acaba en un
punto que también nos da el enunciado, el objetivo es saber el punto de la recta en el
que rebota la bola.

Conclusiones

Estos campos de problemas que hemos visto para vectores y para rectas van dirigidos a
trabajar las técnicas aprendidas, pero no hay problemas que tengan como fin la
aparicion de la mismas. Asi que podemos deducir que los alumnos se encuentran con
muchos ejercicios para practicar distintas técnicas de resolucion pero no tantos
problemas que inviten a reflexionar sobre las técnicas necesarias para su resolucion.
Estas tecnicas de resolucion de problemas son habitualmente la aplicacion de una
formula y la interpretacion del resultado obtenido, las tecnologias que justifican estas
técnicas de resolucion suelen ser una demostracion de como se deducen dichas formulas

a partir de los conocimientos previos.
3. Efectos que produce dicha ensefianza sobre el aprendizaje del alumno

Para ver estos efectos, he realizado un pequefio estudio sobre los resultados obtenido en
la evaluacion de esta unidad en una clase de 1° de Bachillerato del instituto en el que

realicé las practicas (IES Santiago Hernandez), cabe destacar que en este centro utilizan
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como libro de texto de referencia el libro digital gratuito de la plataforma Marea Verde.
Para hacer este estudio, solicité las correcciones de los exdmenes del curso de 1° de
Bachillerato Cientifico y observé los tipos de errores que cometian los alumnos.

El examen consta de 8 preguntas acerca de unos datos dados al inicio del mismo, los

datos son los siguientes:

=n todo este efercicio se considaran los puntos A (-3, -1), B (5, <2}, C(3, 2) v la recta

k]
i

* .

b | B

¥
>

Estudiamos ahora cada pregunta con los errores que cometen los alumnos en ellas:
Pregunta 1:

1. Encuentra un vector director de la recta r que pasa por los puntos A v C. Calcula la
pendiente de esta recta. (1 punto)

Errores mas comunes:

- Fallos aritméticos o de transcripcion del problema, algun signo erréneo. Puede

significar un simple despiste o una técnica mal aprendida.

- La mayoria de los alumnos calcula el vector que une los puntos Ay C y lo toma
como director, casi ningin alumno simplifica dicho vector para facilitar el
calculo de la pendiente. No es un error en si, pero podria indicar dificultades
para diferenciar en qué tipo de problemas necesitan Unicamente la direccion de
un vector y cuando necesitan también el médulo o dificultades en identificar

estar caracteristicas.

- A'la hora de calcular la pendiente, algunos alumnos calculan la ecuacién punto-
pendiente de la recta. No se puede considerar como error, pero parece que

algunos alumnos no relacionan la pendiente con la direccion de la recta.
Otros errores:

- Caélculo del vector que une dos puntos de forma errénea. Parece que el alumno
que comete este error confunde la técnica para generar un vector ortogonal con

la técnica para calcular un vector que une dos puntos y las mezcla.
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Pregunta 2:

2. Deduce y nombra las seis ecuaciones de la recta r. (2 puntos)

Errores mas comunes:

- Fallos aritméticos y algebraicos al pasar de la Ec. Continua a la Ec. Punto-

Pendiente y de la Ec. Punto-Pendiente a la Ec. Explicita.

- No conseguir deducir la Ec. Punto-Pendiente de la Ec. Continua, a pesar de
conocer tanto la pendiente como un punto de la misma. No contemplan la

opcion de resolver el problema de distintas formas.

- Como en el enunciado inicial del examen hay tres puntos y con los dos de ellos
han sacado el vector director, utilizan el tercer punto que aparece en el
enunciado como un punto de la recta (aunque no es asi) para calcular la Ec.
Vectorial. Piensan que al haber utilizado ya dos puntos, no pueden volver a
utilizarlos y se inventan que el tercero pertenece a la recta para poder resolver el

gjercicio, esto indica que no entienden bien los elementos que estdn manejando.
- Confundir nombres de las ecuaciones.
Otros errores:

- Calcular un tercer punto “a 0jo” viendo una grafica dibujada a mano alzada. En

este caso, ademas comete otro error al calcular el vector director, ya que toma el
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punto C como tal. Parece indicar que ha visto una resolucién grafica e intenta

imitarla sin saber los elementos que intervienen.

o ll_,-r[.:-l.‘ve,—l“_frﬁ |I{""<,}.rj'_:_ [!. .l

I

i - .

- Tomar la recta “s” del principio del examen como si fuese la del problema. Esto
seria un fallo de comprension de la pregunta. Después hay un fallo algebraico al
deducir de esta su Ec. General.

Pregunta 3:

3. Expresa el vector AC como combinacion lineal de los vectores i - (d,-1)y v=(2,-3).
{1 punto)

Errores comunes:
- Fallos en la resolucién del sistema de ecuaciones.

- Olvidar de poner la combinacion lineal tras calcular los pardmetros. Puede ser

un despiste o no entender el ejercicio, solo saber una técnica que lo resuelve.

- Fallos al calcular el vector que une dos puntos. Como en la Pregunta 1.

- Simplificar el vector AC como si no importase el modulo.
Otros errores:

- Con los datos dados, dar la ecuacion de una recta. Parece indicar que no sabe en

absoluto lo que es una combinacion lineal. Ademas suma los vectores de una

AZ (3.6) T=(a-t) V27 :

7{;» w26 ) £ AL A

U X%y L 42 i
e [Bxfe e Gantd) :

¥
| P 3ol e
"?‘4& i 4
ATes

forma errénea.

\I‘l»: box =14
4@
Yi6 _Rt¥3, qytaz a3 b
e

r Y, -~ 2u=0 [
‘/05»17,7 77(7'1
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- Plantear la combinacién lineal y no saber plantear el sistema que la resuelve.

Puede indicar falta de tiempo o desconocimiento del objeto.

- Confundir combinacion lineal con producto escalar e intentar cuadrar los datos

con la formula del producto escalar.

ST T leni =y 4] o129 260d  @s4=|8,3)

&0 tond |33 133 2 7L =]

Pregunta 4:

4. Deduce la ecuacion de la recta que pasa por C y es paralela a s. (1 punta)

Errores comunes:

- En vez de buscar la pendiente de la recta ‘s’, buscan su vector directo y cometen

algun fallo aritmético o algebraico en el proceso.

- Errores al intentar poner la ecuacion de la recta ‘s’ en forma Punto-Pendiente o

Explicita. También son errores de tipo algebraico.

- Algan alumno se da cuenta de que la recta ‘s’ esta con la Ec. General y saca el
vector de los coeficientes de dicha ecuacidn, pero no se da cuenta de que dichos
coeficientes dan su vector normal y no el director. Fruto de no entender las

ecuaciones y simplemente saber propiedades de memoria.
Otros errores:

- Dar valores a la recta ‘s’ y asignarselos a la recta paralela. No entiende bien el

concepto.

- Sacar el vector director de la recta paralela de los datos dados al inicio del
examen, uniendo dos puntos que no estan en la recta buscada. No sabe resolver
el problema y deduce que debe usar datos que se le proporcionan, aunque no

sabe como.

Pregunta 5:

5. Deduce la ecuacion de la recta gue pasa por C vy es perpendicular a s, (1 punto)

12



Los errores son comunes a la Pregunta 4, algunos errores distintos:

Un alumno parece tener una confusion entre paralelismo y perpendicularidad, ya
que contesta con la misma recta que en la Pregunta 4. Podria ser que no
distingue cual es cual y él sabe calcular la paralela, por lo que decide contestar

con ella a ambas preguntas para asegurarse contestar correctamente a una.

Error al modificar la pendiente de la recta original, si la pendiente era s la

. . ; =5 . .
pendiente perpendicular sera ~» Ppero varios alumnos o solo cambian numerador

por denominador o solo cambian el signo. Fruto de aprender de memoria como

cambiar la pendiente y no entender bien el concepto.

Pregunta 6:

6. Comprueba que el tridngulo ABC es rectangulo y calcula su area. (2 puntos)

Errores comunes:

Los errores son de muy variadas formas, dado las distintas formas que tiene los alumnos

de abordar el problema.

Errores derivados de no tener claros conceptos trigonométricos o de propiedades
de los triangulos.

Errores al elegir los catetos con los que comprobar si es o no rectangulo.

Errores de calculo en los médulos al fallar con los signos de las componentes al no
aplicar correctamente el cuadrado.

Varios alumnos buscan construir la altura del tridngulo mediante la interseccién
de dos rectas, algunos abandonan a mitad, otros simplemente calculan la recta que
representaria a la altura y no saben seguir, otros cometen errores al resolver el

sistema.

Otros errores:

El alumno razona correctamente que se trata de un tridngulo rectangulo, sin
embargo decide calcular como altura la “intuitiva” segin su dibujo, por lo que
calcula la recta de la base, la de la altura y el punto de corte entre ambas, todo
correctamente. Sin embargo, es de suponer que confundido por el dibujo,
posteriormente deduce que esa altura es perpendicular al eje de abscisas y por lo

tanto razona que su médulo sera la diferencia entre las coordenadas ‘y’.
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- Un alumno simplifica los vectores cambiando sus mddulos, esto puede indicar que
ha interiorizado que toda la informacién que hay en un vector es la direccién ya

que es lo Unico que se utiliza al trabajar con rectas.
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Pregunta 7:

7. Calcula la mediatriz del segmento AC. (1 punto)

Errores comunes:

- Errores al calcular el punto medio debido a haber aprendido la formula
incorrectamente y restar componentes en lugar de sumarlas.

- Errores aritméticos y algebraicos al calcular la ecuacién de la recta.
Otros errores:

Calcular la recta que pasa por el punto medio pero con la misma direccién que el
segmento. Indica que sabe que la mediatriz es una recta que pasa por el punto
medio de un segmento, pero o no sabe que es perpendicular o no entiende el papel

que juegan los vectores en cuanto a esta caracteristica (Obviando el fallo al copiar

el punto).
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4. Conclusiones

Lo primero que se observa es que la mayoria de los alumnos trabajan con vectores como
con un objeto extrafio que tiene unas normas especiales, pero sin entender lo que es este
objeto ni cuéles son esas normas. La mayoria de los errores aparentemente vienen de la
memorizacion de una serie de técnicas que no se entienden, por lo tanto se pueden
cometer fallos por no recordar correctamente dichas técnicas o por no saber cuando
aplicarlas. En el caso particular del examen estudiado, también se observan casos claros
de “contrato didactico”, ya que se plantea el examen de una forma diferente a la
habitual, con unos datos dados al principio del mismo y a los cuales se hace referencia a
lo largo de todo el examen, lo que hace que muchos alumnos busquen datos extra de la
pregunta entre estos dados, aunque no participen en la misma. En cuanto al concepto de
recta, parece que les genera dificultad entender los conceptos que entran en juego en la
misma, de nuevo la mayoria de los errores se dan por malas mecanizaciones de técnicas

que no se comprenden.

En definitiva, parece que los alumnos tienen problemas para entender el concepto de
vector y de relacionarlo con la direccion, asi como para observar una recta como un

conjunto de puntos que siguen una direccién a partir de un punto en concreto.
C. Sobre los conocimientos previos del alumno
1. Conocimientos previos que necesitan los alumnos

Para poder comprender los contenidos que se indican en el curriculo, los alumnos van a

necesitar los siguientes contenidos previos:
Vectores:

Los vectores son unos objetos matematicos que, junto con las matrices, tienen unas
caracteristicas distintas a todos los demas objetos con los que estan acostumbrados, por
ello las dificultades empiezan desde las primeras propiedades como son el mddulo y la
direccién y contintan con la suma entre ellos. Ademas aparecen nuevas operaciones que

por primera vez dan como resultado un objeto distinto como es el producto escalar,
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deberan comprender este producto y su utilidad en la basqueda de angulos y para ello se
deberd tener un conocimiento de trigonometria suficiente, ya que deberdn utilizar

conceptos de esta area junto con otros como el de proyeccion de un vector sobre otro.
Rectas:

Las rectas ya deben conocerlas de cursos anteriores, deberan conocer bien las
caracteristicas de las rectas y sus distintas posiciones relativas, para después buscar
relacionar las mismas con direcciones, etc. y relacionar estas direcciones con los
vectores. Cuanto mejor dominen los conceptos de pendiente y de ordenada en el origen
y cuanto mejor entiendan la informacidn necesaria para poder determinar una recta en el
plano, més facil les resultard entender el paso a la geometria analitica. Sera
imprescindible, ademé&s, que dominen con soltura la resolucion de sistemas de
ecuaciones de primer grado. Seria una ventaja también que hubiesen trabajado con
construcciones con regla y compas (o con escuadra y cartabon), ya que esto les ayudara
a pensar en la resolucion gréfica de los problemas que propongamos y simplemente
tengan que traducir dicha resolucion al algebra, ya que estos ejercicios de visualizacion

espacial suelen ser muy complicados si nunca se han abordado graficamente.

2. Como ha propiciado la enseflanza anterior a la adquisicion de estos

conocimientos

Para responder a esta cuestion, hay que acudir a los curriculos anteriores, para ver los

contenidos que se han dado acerca de estos objetos matematicos en cursos anteriores.
Vectores

Los vectores entran en el curriculo oficial de Aragon en el curso de 4° de la ESO. Entre
los contenidos en el bloque de Geometria de este curso nos encontramos con Iniciacion
a la geometria analitica en el plano: Coordenadas. Vectores. Ecuaciones de la recta.
Paralelismo, perpendicularidad. En este contenido aparecen por primera vez los

vectores.

Si observamos los estandares en base a los cuales se evalua el aprendizaje nos

encontramos las siguientes:

Est. MAAC.3.3.1. Establece correspondencias analiticas entre las coordenadas de

puntos y vectores
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Est. MAAC.3.3.2. Calcula la distancia entre dos puntos y el modulo de un vector.

Los cuales son los Unicos estdndares en los que se evalla contenido en el que

intervienen los vectores.

De esto podemos deducir que no tienen ninguna nocién de anillo vectorial, o por lo
menos no se les exige nada al respecto, por lo que las operaciones con vectores pueden
suponer un problema para muchos alumnos que no entiendan bien el funcionamiento de
las mismas. A la vez que les cueste diferenciar este objeto de los nimeros, ya que no se
hace una ruptura entre el espacio de los vectores y el de los nimeros, por lo que cueste

entender propiedades como direccion y madulo.
Rectas

La primera vez que la recta aparece en el curriculo de forma indirecta es en 1°y en 2° de
la ESO, en el bloque de Geometria, en el contenido Elementos basicos de la geometria
del plano. Relaciones y propiedades de figuras en el plano: Paralelismo vy
perpendicularidad. Asi como en Construcciones geométricas sencillas: mediatriz,
bisectriz. Propiedades. Donde se trabajan propiedades de algunas rectas especificas. La
primera vez que los alumnos entran en contacto explicitamente con el concepto de una
recta es en 2° de ESO en el bloque de Funciones con el contenido Funciones lineales.
Célculo, interpretacion e identificacion de la pendiente de la recta. Representaciones
de la recta a partir de la ecuacion y obtencion de la ecuacion a partir de una recta. En
la que se evalua el conocimiento sobre este contenido en base a los siguientes

estandares:

Est. MA.4.4.1. Reconoce Yy representa una funcion lineal a partir de la ecuacion o de
una tabla de valores, y obtiene la pendiente de la recta correspondiente.

Est.MA.4.4.2. Obtiene la ecuacion de una recta a partir de la gréafica o tabla de

valores.

Est.MA.4.4.3. Escribe la ecuacion correspondiente a la relacion lineal existente entre

dos magnitudes y la representa.

Est.MA.4.4.4. Estudia situaciones reales sencillas y, apoyandose en recursos
tecnoldgicos, identifica el modelo matematico funcional (lineal o afin) mas adecuado

para explicarlas y realiza predicciones y simulaciones sobre su comportamiento.
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En 3° aparece Geometria del plano. Y Lugar geométrico. En el blogue de Geometria,
donde También han podido tomar contacto con el concepto de recta. Pero es en el
blogue de Funciones donde aparece el contenido de Expresiones de la ecuacion de la
recta. En el que se evallan ciertos conocimientos de las rectas en funcion de los

siguientes estandares:

Est. MAAC.4.2.1. Determina las diferentes formas de expresion de la ecuacion de la
recta a partir de una dada (Ecuacion punto pendiente, general, explicita y por dos

puntos), identifica puntos de corte y pendiente, y la representa graficamente.

Pero es de nuevo en 4° de la ESO donde aparece el contenido Iniciacion a la geometria
analitica en el plano: Coordenadas. Vectores. Ecuaciones de la recta. Paralelismo,
perpendicularidad. En el que por primera vez se les evaltan los siguientes estandares de

aprendizaje:

Est.MAAC.3.3.3. Conoce el significado de pendiente de una recta y diferentes formas

de calcularla.

Est.MAAC.3.3.4. Calcula la ecuacion de una recta de varias formas, en funcion de los

datos conocidos.

Est. MAAC.3.3.5. Reconoce distintas expresiones de la ecuacion de una recta y las
utiliza en el estudio analitico de las condiciones de incidencia, paralelismo y

perpendicularidad.

Por lo que podemos ver en el curriculo, el concepto de recta acompafia a los alumnos
desde 2° de la ESO, por lo que los alumnos deberian estar muy familiarizados con este
objeto. Sin embargo, parece que estan acostumbrados a tratar el objeto como una
funcién algebraica y no como un lugar geométrico, por lo que su relacion con los

vectores y su estudio geométrico puede ser dificil.

3. Actividades con las que trataremos de asegurarnos de que los alumnos

posean los conocimientos previos necesarios

Después de lo visto en el punto anterior, podemos concluir que donde mas falta de
conocimientos previos puede haber es en el concepto de vector y en la relacion de estos

con las rectas, para ello vamos a disefiar unas actividades que permitan a los alumnos
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recordar los conocimientos previos que tengan y a la vez les permitan comprender

mejor los conceptos relacionados con este objeto.
Actividades previas de vectores

Realizaremos dos actividades, una primera actividad en la que buscariamos que surgiese
el vector como objeto matematico para indicar una direccion, un objeto que nos indica
cuéntas unidades nos debemos mover sobre el eje de las X y cuantas sobre el eje de las
Y para realizar un movimiento; y una segunda actividad en la que exploraremos unas

primeras propiedades y operaciones con vectores.
Actividad 1:

En la siguiente imagen vemos que la Figural se ha desplazado mediante una traslacion

hasta la Figural ’:

Figurat'

3

Queremos hacer ese movimiento en dos veces, primero paralelo al eje x y luego

paralelo al eje Y.

1- Dibuja la situacion después de hacer el primer movimiento. ¢ Cuantos cuadros te has

movido y hacia dénde?

Figural

.1

2- Para llegar a la situacion final después del segundo movimiento ¢Cuéntos cuadros

debes moverte y hacia donde?

19



3-¢Conoces algun objeto matematico que te indique esos movimientos? Escribelo.

4-Con el objeto que acabas de indicar ¢Como indicarias el movimiento que lleva la

Figural’ a la Figural?
Actividad 2:

1- Indica el vector que describe la direccion del movimiento que va del punto A al
punto A’ en los dos casos que se muestran a continuacion. ;jCuanto miden dichos
vectores?¢;Qué relacion hay entre lo que miden esos vectores y la distancia que hay

entre Ay A’?

o

A= (2 8)

A=(2.1)

-1 [u] 1 2 3 4 ] [

-1

2- Si ahora le aplicamos al punto A los dos movimientos anteriores a la vez, ¢donde se

encontrara al final del movimiento? Dibuja la situacion.

8

5

A=(2,1)

3- Escribe el vector que describe la direccion de ese movimiento. ¢ Cuanto mide dicho

vector?

4- Ahora queremos mover el punto A en la misma direccion que en el ejercicio 2, pero
gueremos que esté a la mitad de distancia al final del movimiento, ¢qué vector es el que
describe este movimiento? ¢y si queremos hacer un movimiento en la misma direccion y

con la misma distancia pero en sentido contrario?
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Actividades previas de rectas

Realizaremos unas actividades en las que, a partir del concepto de vector, nos aparezca
el de recta. De esta manera esperamos que les resulte mas natural trabajar
conjuntamente con dos objetos que hasta ahora han tenido tan diferenciados uno del

otro.
Actividad 1:

1- Vamos a aplicarle al punto A movimientos en la direccion del vector v. En concreto

. . . 1
vamos aplicarle el movimiento que describe el vector v, el vector Vs el vector 2v y el

vector — gv. Dibuja el punto resultante después de cada movimiento.

5

A=(1,2)

-2

2- Si dibujasemos todos los puntos resultantes de aplicarle A un movimiento en la
misma direcciébn de v pero con distintas distancias y sentidos, ¢qué figura

obtendriamos?
Actividad 2:

1- Dibuja un vector que tenga la misma direccion que la recta r. ¢ Cuantos vectores con

esa misma direccion hay?
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2- Dibuja dos rectas que tengan la direccion dada por el vector v. ¢ Cuéntas rectas con

esa misma direccion hay?

Actividad 3:

Actividad con GeoGebra: Se propondrdn unas construcciones con el programa
GeoGebra que buscardn facilitar la comprension del objeto matemético para los

alumnos.

1- Dibuja un punto P y un vector v, posteriormente construye un deslizador k con
valores entre —10 y 10 con un incremento pequefio (0.001 por ejemplo) y construye el
punto X= P + kv resultado de desplazar el punto P mediante el vector kv. Ahora haz

que este punto X deje rastro y mueve el deslizador k. ¢ Qué dibujo aparece?

2- Haz lo mismo con otro vector w y otro deslizador [. ¢ Qué tiene que pasar para que

los dibujos no se corten nunca entre si? ¢Y para que sean el mismo dibujo?

D. Sobre las razones de ser de los objetos matematicos

1. Razones de ser que vamos a tener en cuenta en la introduccion de los objetos

Este tema pretende ser una primera toma de contacto con la geometria analitica
moderna. En la geometria moderna, que es en la que nos introducimos en este tema,
podemos encontrar dos elementos: la geometria analitica junto con el elemento
vectorial. Por lo que la razon de ser de nuestros objetos podria justificarse como los

elementos mas simples que componen la geometria moderna.

De forma resumida, la razén de ser que vamos a introducir para los vectores va a estar
relacionada con la necesidad de representar movimientos en el plano mediante una

direccion, un sentido y un médulo. Mientras que la razén de ser de la recta va a ser
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como elemento méas simple de la geometria plana, un primer elemento con el que

conocer el funcionamiento de la geometria cartesiana.

Para llegar a estas razones de ser, propondremos a los alumnos unos problemas
mediante los cuales buscaremos que ellos mismos lleguen a la necesidad de buscar un
objeto matematico que les ayude a representar la situacién que se muestra en dichos

problemas.

2. Razones de ser historicas que dieron origen a los objetos

En cuanto a la razon de ser histdrica de los vectores, como hemos visto en los libros de
texto consultados, la mayoria de autores sitGan su aparicion cuando surgié la necesidad
de representar ciertas caracteristicas de algunas magnitudes, sobre todo en la fisica, que
se pueden representar con una direccion, un sentido y un médulo o valor numérico. Es
por esto, que la razon de ser de los vectores apareceria en la fisica para representar
fuerzas u otras magnitudes como la velocidad o la aceleracién. Actualmente, también se
utilizan los vectores para representar otras caracteristicas de la fisica moderna como
campos descritos por la funcion de onda de algunas particulas, en las que es necesario
representar cada punto del espacio con un nimero complejo, por lo que se asigna un par
vector a cada uno de esos puntos cuyas componentes representan las partes imaginaria y

real de dicho nimero complejo.

Mientras que la recta es uno de los objetos basicos de la geometria, su aparicion puede
venir de unir dos puntos en un plano de la forma mas corta posible, mientras que hay
otro concepto que aparece por primera vez de una forma seria en este curso que es la

geometria analitica.

Como indica Gonzalez Urbaneja (2007), en cuanto a la raz6n de ser histérica, un primer
paso hacia la geometria analitica lo da Apolonio al realizar una primera aplicacién de
coordenadas en su obra las conicas, mientras que es Vieta en su Arte Analitica el
primero que desarrolla el algebra simbolica, pero no aplica coordenadas a sus trabajos.
Es Descartes el que auna ambos conceptos, el del algebra simbodlica y el uso de
coordenadas, dando lugar en su obra La Geometria a la geometria que recibe

cartesiana.

Para profundizar mas en este apartado, se recomienda acudir a Gonzélez Urbaneja
(2007) y al estudio que realiza también Gonzalez Urbaneja en su Estudio critico de tres
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obras cumbres de la literatura matematica: Los Elementos de Euclides, EI método de

Arquimedes y La Geometria de Descartes.

En cuanto a las razones de ser que vamos a utilizar en esta propuesta didactica no van a
coincidir exactamente con las razones de ser historicas. En el caso de los vectores, a
pesar de que si que hay problemas del ambito de la fisica, la principal razon de ser van a
ser las traslaciones. En cuanto a las rectas, se va a partir del concepto de vector y como
razén de ser se utilizara el conjunto de puntos que siguen una direccién a partir de uno
dado, es semejante a la razon de ser histérica, pero utilizamos el concepto de vector que
es posterior. En cuanto a la razén de ser de la geometria cartesiana como herramienta de
estudio de los objetos estudiados, si que la presentaremos como su razén de ser histérica
mediante un problema en el que los alumnos vean la necesidad de representar de una

forma analitica los objetos.

3. Problemas con los que constituir las razones de ser de los objetos

Tanto en el caso de los vectores como en el de la recta, vamos a proponer una serie de
problemas para resolver geométricamente, usando escuadra, cartabon y compas. De esta

forma podremos introducir posteriormente la geometria cartesiana como elemento para

poder resolver problemas de esta indole sin necesidad de utilizar estas herramientas.

En primer lugar se les proporcionard a los alumnos las herramientas de dibujo con las

que van a trabajar, que seran, como hemos dicho, escuadra, cartabon y compas.

Posteriormente emplearemos unos minutos de la sesion para recordar a los alumnos
como utilizar estas herramientas para trazar lineas paralelas y perpendiculares, asi como

para trasladar medidas de un sitio a otro.
Problema para introducir los vectores
Problema V1:

Al punto A se le ha realizado una traslacion y ha dado como resultado el punto A’.

Aplica esa misma traslacion al punto B para encontrar el punto B’.
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a) Escribe los pasos que has realizado durante el proceso de hallar B’.

b) ;Qué informacion necesitarias para encontrar B’ si no tuvieses los puntos A y
A’?

c) Disefia un objeto matemético que te de toda la informacidon necesaria para

poder realizar esa traslacion a cualquier punto sin necesidad de ver un ejemplo.

Finalidad del Problema: El objetivo de este problema es que los alumnos lleguen a la

necesidad de crear la herramienta vector para representar una situacion como la que
se da en el enunciado. Para ello se guia a los alumnos mediante cada apartado para
que terminen disefiando un objeto del cual puedan extraer la informacién necesaria

para mover correctamente el punto B.

Desarrollo de la actividad: Ya que los alumnos han visto en cursos anteriores el objeto,

es facil que enseguida lleguen a la conclusién de que estamos buscando un vector,
aprovecharemos esto para ir poniendo en comun con el resto de la clase las ideas que
vayan surgiendo con el objetivo de que todos vean la utilidad de los vectores y la
informacion que pueden extraer de ellos. Se debera llegar a una definicion geométrica

de vector, que ser& un segmento orientado o una flecha.
Problema para introducir las rectas

Seran problemas a resolver con herramientas de dibujo, las cuales debemos habernos
asegurado anteriormente que saben utilizar, y en las que trabajaran propiedades como la

perpendicularidad y el paraleleismo.

Problema R1:
Dibuja todos los puntos que podemos obtener trasladando el punto A con la

direccion del vector v.
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Finalidad del Problema: El objetivo de este problema es que los alumnos lleguen a la

definir una recta a partir de todos los puntos que se encuentran siguiendo una
direccion a partir de un punto dado. Con esto queremos que para los alumnos nazca de
una manera mas natural la representacion vectorial de una recta como punto de

partida hacia la representacion cartesiana de la misma.

Desarrollo de la actividad: Después de haber trabajado y dominado el concepto de

vector y sus propiedades, es de esperar que los alumnos sean capaces de representar
varios puntos cambiando el médulo y la direccion del vector dado. Queremos con esto
que poco a poco los alumnos vayan descubriendo que el objeto descrito es una recta y

que lleguen asi a una primera definicion de la recta como lugar geométrico.

Problema para introducir la geometria cartesiana
Problema C1:

Indica si las siguientes rectas se cortan o no en el mismo punto.

Finalidad del Problema: El objetivo de este problema es que los alumnos vean la

necesidad de trabajar con herramientas mas sencillas que no requieran dibujar los
objetos para resolver problemas. En este caso los alumnos deberan buscar un sistema

de referencia y a partir de él asignar puntos a cada recta. Una vez asignados estos

26



puntos se debera tratar de ver si siguiendo las direcciones se puede deducir que

pasaran por un mismo punto o no.

Desarrollo de la actividad: Para este problema, es de suponer que los alumnos

requieran de mas ayuda. Aquellos alumnos que recuerden la ecuacion de una recta,
esperamos que, tras conseguir definir dos puntos de cada recta, sean capaces de dar la
ecuacion y de resolver el problema, en este caso habremos conseguido que los alumnos
lleguen a haber llegado a la necesidad de la Geometria Cartesiana. Otro més largo
seria a través de mover los puntos en la direccion de los vectores de sus rectas y ver si
para algun mddulo los puntos llegan al mismo punto. De ambas maneras, los alumnos
llegarédn a la necesidad de traducir el problema gréfico a un problema numérico-
algebraico, por lo que conseguiremos el objetivo de que vean la utilidad de la

Geometria Cartesiana.
4. Metodologia a seguir para la implementacion en el aula
Segun Vargas y Gamboa (2012, p. 81):

“el modelo de razonamiento geométrico de Van Hiele explica como se produce
la evolucion del razonamiento geométrico de los estudiantes dividiéndolo en
cinco niveles consecutivos: la visualizacion, el analisis, la deduccién informal,
la deduccion formal y el rigor, los cuales se repiten con cada aprendizaje

nuevo.”

En este caso, no es un conocimiento nuevo propiamente dicho al que acceden los
alumnos, ya que han estado en contacto con estos objetos desde cursos anteriores, sin
embargo, vamos a buscar en estos primeros problemas una evolucion en el
conocimiento del alumno que se podria relacionar con los 3 primeros niveles de Van

Hiele.

Para trabajar estos niveles podemos plantear algunos problemas de representacion, para
facilitar a los alumnos el reconocer las figuras, representandolas ellos mismos, bien con
herramientas de dibujo como hemos indicado en los “Problemas para introducir la
recta”, bien con programas informaticos y a la vez ir viendo aparecer propiedades de
estos objetos como puede ser el mddulo en los vectores o el paralelismo o la
perpendicularidad, con el objetivo de que, al plantear problemas de Geometria

Cartesiana, el alumno consiga hacer el paso al algebra de una forma menos agresiva y
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sea capaz de seguir deducciones geométricas del mismo tipo a las que ha realizado
graficamente pero en este caso algebraicamente, lo que podriamos relacionar con ese

tercer nivel de Van Hiele.

El profesor deberd servir de guia en los razonamientos y se debera encargar de la
institucionalizacion de los conocimientos que vayan surgiendo, asegurandose del

maximo rigor posible.

El trabajo de los alumnos se podra realizar individualmente o por parejas y el profesor

deberé facilitar a todos los alumnos los materiales necesarios para su realizacion.

E. Sobre el campo de problemas

1. Disefo de los distintos tipos de problemas

Se van a dividir los tipos de problemas en Problemas de Vectores, Problemas de
Representacion de la Recta y Problemas de Propiedades de la Recta. El objetivo va a ser
ir justificando las técnicas que vamos a ir necesitando para construir los contenidos de
cada objeto, estas técnicas van a irse utilizando para construir y justificar otras mas

complejas y de esta forma iremos construyendo el conocimiento de los alumnos.
Problemas de Vectores (PV)

PV.1. Propiedades de vectores (direccion, sentido y modulo)

PV.2. Suma de vectores

PV.3. Vectores linealmente independientes, bases de vectores y coordenadas en
distintas bases.

PV.4. Producto escalar y angulo entre vectores
Disefio de algunos problemas:

PV.1.1. Agrupa los siguientes vectores en funcion de la relacion que
encuentres entre ellos. Explica por qué los organizas de esa manera. ¢Habria

mas formas de organizarlos?
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Finalidad del Problema: El objetivo de este problema es que los alumnos descubran las

distintas caracteristicas presentes en un vector. Al finalizar la actividad, los alumnos
deberan haber ordenado los vectores en funcion de su direccion, en funcion de su

sentido y en funcién de su maddulo.

Desarrollo de la actividad: Es de esperar que surjan multitud de clasificaciones distintas,

ya que el problema es muy abierto la mayoria de ellas seran validas, pero sera labor del
profesor ir orientando a los alumnos hacia descubrir las propiedades de direccion,

sentido y maédulo.

PV.1.2.  Se quieren unir los pueblos A y B con una carretera en linea recta,
tomando como origen el pueblo A, las coordenadas de B son 20 Km al Este y 15

Km al norte. ¢ Cuanto debera medir dicha carretera? Dibuja la situacion.

Finalidad del Problema: El objetivo de este problema es que los alumnos trabajen con

coordenadas y relacionen las distancias con mddulos de vectores.

Desarrollo de la actividad: Los alumnos deberan interpretar el problema y representar la

situacion para traducirlo a un problema de vectores. El profesor debera guiarles a la vez

gue pone en comun las ideas que surgen de los alumnos.

PV.2.1. Queremos aplicarle al punto A las traslaciones que generan el vector
v = (2,3) primero y el vector i = (—4,5) después. ¢Ddnde acabara el punto A
después de aplicarle esas traslaciones? ¢Hay algin vector que represente la
suma de esas traslaciones u + v? Ahora queremos representar la resta i — v

¢ Qué vector representara esa resta? ¢ Es el mismo que v — u?
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Finalidad del Problema: El objetivo de este problema es que los alumnos vean la

representacion grafica de la sumay de la resta de dos vectores.

Desarrollo de la actividad: EI profesor animara a los alumnos a que representen los

vectores graficamente para ver el resultado. Es de esperar que de problemas la resta, ya
que para ello los alumnos deberan deducir lo que significa restar un vector, par esto
pondremos en comun las ideas que vayan surgiendo.

- —

PV.2.2. Representa a continuacién los vectores u+v, u—vy v—1u.

Escribe cada uno de ellos de forma numérica.

Finalidad del Problema: El objetivo de este problema es completar el problema PV.2.1

con la representacion grafica del vector sumay del vector resta.

Desarrollo de la actividad: Esperamos que los alumnos no encuentren grandes

dificultades en la resolucion de este problema.

PV.2.3. Para los siguientes vectores da las coordenadas de los vectores

resultantes de las operaciones que se piden en cada caso:
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Finalidad del Problema: El objetivo de este problema es que los alumnos sigan

trabajando las operaciones con vectores y también su interpretacion geomeétrica.

Desarrollo de la actividad: La principal dificultad que pueden encontrar los alumnos en

esta actividad puede ser la traduccion de la representacion grafica a numérica.

PV.2.4. Escribe el vector w en funcion de los vectores v y u.

Finalidad del Problema: EI objetivo de este problema es institucionalizar la

representacion grafica del vector resta con el objetivo de ir preparando una técnica para

Ilegar a la tecnologia del producto escalar.

Desarrollo de la actividad: Esperamos que los alumnos vean enseguida que el vector

que buscan tiene misma direccién mismo sentido y mismo modulo que el vector resta,

por lo tanto es ese mismo vector.

PV.2.5. Tenemos 2 Mulas que tiran del arado con la fuerza y la direccion que se

indica en la imagen. Dibuja la direccién en la que se moveray su direccién.

Arado
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Finalidad del Problema: El objetivo de este problema es que los alumnos utilicen las

técnicas que han aprendido para resolver un problema relacionado con una situacion

real mas propia quizés de la fisica.

Desarrollo de la actividad: Se espera que los alumnos sean capaces de relacionar

rapidamente el problema con la suma de vectores, en caso de que haya dificultades, el

profesor buscara guiar a los alumnos hacia ese razonamiento.
PV.3.1. ¢ Cudles de los siguientes vectores forman una base?

a
-

Escribe todas las bases que encuentres y pon en coordenadas de estas bases el
punto P = (2,2).

Finalidad del Problema: El objetivo de este problema es que los alumnos comprendan el

concepto de base y de vectores linealmente independientes.

Desarrollo de la actividad: Los alumnos deberan contar con la definicion de base de

vectores y deberan ver que pares de vectores la cumplen. El profesor debera guiar a los
alumnos acerca de como comprobar que se cumplen las condiciones de la definicion, asi
como ayudar a comprender el significado de cambio de base con ayuda de dibujos que

realice en la pizarra animando a los alumnos a representar las situaciones.

PV.4.1. El vector ¥ = (4,0) y el vector i = (4, 3) forman el angulo a. ¢Cual

es el valor de dicho angulo?

v

Finalidad del Problema: El objetivo de este problema es seguir preparando las técnicas

necesarias para justificar el producto escalar. En este caso deberan relacionar el angulo
entre vectores con sus conocimientos sobre trigonometria y sobre Pitagoras.
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Desarrollo de la actividad: Dado el planteamiento del problema, es de esperar que los

alumnos pronto relacionen el problema con un problema tipico de resolucion de
triangulos. Al haber trabajado ya los conceptos, no deberia haber dificultad en
relacionar el modulo de cada vector con la medida del cateto adyacente y de la

hipotenusa y conseguir calcular el coseno del angulo pedido.

PV.4.2. Calcula el producto vectorial de dos vectores que forman dos lados
contiguos de un hexagono de 6 unidades de lado.

Calcula el producto vectorial de dos vectores contiguos de un hexagono de lado (.

Finalidad del Problema: El objetivo de este problema es que los alumnos trabajen con la

definicion de producto escalar a la vez que tratan de institucionalizar una técnica para
un problema particular aplicando sus conocimientos acerca de vectores y de figuras
geométricas. EIl objetivo final es que los alumnos lleguen a una férmula que del
producto vectorial de los vectores que forman dos lados contiguos de un hexagono a

partir de la medida de los lados.

Desarrollo de la actividad: Es de esperar que cueste mucho a los alumnos interpretar lo

que pide el enunciado, el profesor deberd observar como abordan los alumnos el

problema y poner en comun las ideas interesantes que vayan surgiendo.
Problemas de Representacion de la Recta (PRR)

PRR.1. Distintas caracteristicas de la recta (pendiente y direccién) y su
representacion tanto grafica como algebraica.

PRR.2. Deduccion de la Ecuacion de la recta a partir de su representacion
gréfica.

PRR.3. Deduccidn de las ecuaciones de una recta a partir de una dada.
Disefio de algunos Problemas:

PRR.1.1. Agrupa las siguientes rectas en funcién de caracteristicas que veas que

compartan. Explica las caracteristicas que observas para hacer la clasificacion.

33



)

Finalidad del Problema: El objetivo de este problema es que los alumnos observen las

caracteristicas que tienen las rectas y que las diferencian unas de otras. Este problema
pretende ser una primera toma de contacto con las rectas y su finalidad es que surjan

propiedades que acaben por relacionar la pendiente con la direccion.

Desarrollo de la actividad: Es una actividad muy abierta y pretende hacer que surjan las

primeras ideas antes de entrar mas a fondo. La intencidn es que se empiece a hablar de
paralelismo, de pendientes, etc... EI profesor debera buscar relacionar las ideas que

surjan con los conocimientos de los alumnos sobre vectores.

PRR.1.2. Calcula la pendiente de las siguientes rectas:

m

/

Finalidad del Problema: El objetivo de este problema es que los alumnos emiezen a ver

rapidamente el vector director de las rectas y a relacionar con este la pendiente de las

mismas.

Desarrollo de la actividad: Esperamos que los alumnos encuentren sin mucha dificultad

el método de resolucion de este problema, dado que llevan un tiempo trabajando de este

modo.
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PRR.1.3. Ordena las rectas que llevan las siguientes direcciones segun su

pendiente sea mayor 0 menor:
rov=031);s->w=23); toi=(21); m-od=(83); n—b=(168)
¢Como calcularias la pendiente de una recta d con direccion d= (dqy,dy)?

Finalidad del Problema: El objetivo de este problema es que los alumnos lleguen a la

conclusién de que la pendiente de una recta se puede dar observando su direccion y que
no es méas que la comparacion de lo que avanza la recta en vertical y lo que avanza en

horizontal.

Desarrollo de la actividad: En esta actividad los alumnos deberan explorar como afecta

a la pendiente de una recta su direccion. Para ello los alumnos podran buscar representar
rectas con esas direcciones y compararlas, pero el objetivo es que lleguen a la
conclusion de que dicha pendiente se obtiene dividiendo las componentes de su vector

director.

PRR.2.1. Escribe la ecuacion vectorial de las siguientes rectas:

5

&

m

[

Finalidad del Problema: El objetivo de este problema es que una vez interiorizadas las

partes que definen una recta, los alumnos busquen la expresion algebraica de unas

rectas dadas graficamente.

Desarrollo de la actividad: Esperamos que los alumnos sean capaces de resolver el

gjercicio sin encontrar muchas dificultades.

PRR.3.1. Escribe todas las ecuaciones de la siguiente recta:
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Finalidad del Problema: EIl objetivo de este problema es completar al PRR.2.1.

calculando todas las ecuaciones de una recta dada graficamente.

Desarrollo de la actividad: Esperamos que los alumnos sean capaces de resolver el

ejercicio sin encontrar muchas dificultades.
Problemas de Propiedades de la Recta (PPR)

PPR.1. Posicion relativa de rectas.
PPR.2. Angulos formados por rectas.
PPR.3. Distancia Punto-Recta.
PPR.4. Distancia entre Recta-Recta.

Disefio de algunos Problemas:

PPR.1.1. En los siguientes casos para las rectas r y s, indica que posibles
posiciones relativas pueden tener ambas rectas y por qué:

— rtiene a v = (2,2) como vector direccién y s tiene a u = (0,2).

— Tanto r como s tienen a v = (2,1) como vector direccion, s pasa por el punto

Q = (4,0) y r pasa por el punto P = (0,0).

— rtiene a v = (2,2) como vector direccion y s tiene a i = (0,2) y las dos pasan

por el punto P = (5,2).

— rtiene a v = (2,1) como vector direccion y s tiene a i = (4,2) y ambas rectas

pasan por el punto P = (0,0).

— Tanto r como s tienen a v = (3,1) como vector direccion, s pasa por el punto

Q = (3,1) y r pasa por el punto P = (0,0).
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Finalidad del Problema: El objetivo de este problema es que los alumnos vean las

caracteristicas que entran en juego a la hora de estudiar las posiciones relativas de dos

rectas.

Desarrollo de la actividad: Los alumnos deberan buscar de distintas formas la respuesta

para cada caso, puede que muchos alumnos busquen una representacion de cada
situacion para resolverlo, esto es bueno, ya que verdn como influyen los datos de cada
caso en la situacion. El profesor debe recopilar y poner en comun los resultados y hacer

hincapié en los puntos clave de cada situacion.

PPR.1.2. El siguiente dibujo representa el mapa de un trozo de un pueblo, se
quiere alargar la calle que pasa entre las casas verde y roja (representada por
el segmento s) para unir el pueblo con la casa marrén, que se ha construido al
otro lado del rio, la calle debe ser perfectamente recta pero se quiere empezar a
construir el puente que van a necesitar. Calcula el punto exacto en el que la

calle llegaré al rio para saber dénde construir el puente.

Finalidad del Problema: El objetivo de este problema es que los alumnos aplique los

conocimientos que tienen sobre la posicion relativa de rectas para resolver un problema

de la vida real mediante el calculo de la interseccién entre dos rectas.

Desarrollo de la actividad: Los alumnos deberan traducir el problema a un lenguaje

algebraico y buscar unas rectas que solucionen el problema. EIl profesor debera guiar a
los alumnos para que interpreten el problema de forma geométrica y lo transformen en u

problema de rectas y para que busquen estas rectas de una manera coherente.

PPR.2.1. Calcula los angulos que forman las dos rectas de la imagen:
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Finalidad del Problema: El objetivo de este problema es que lleguen a la conclusién de
que para calcular angulos entre rectas basta con calcular angulos entre sus vectores
directores. También tendran que pensar como hacer para calcular los dos angulos que se

forman

Desarrollo de la actividad: Los alumnos deberan llegar a la conclusion de que deben

estudiar los vectores directores, si no es asi, el profesor les recordaré que sabian calcular
angulos entre vectores y que miren si pueden encontrar alguna relacion. Como en cada
egjercicio, se iran poniendo en comun las ideas mas interesantes y se iran

institucionalizando técnicas.
PPR.3.1. Calcula la distancia del punto Q = (2,—3) a la recta 3x — 4y — 3 = 0.

Finalidad del Problema: El objetivo de este problema es que los alumnos usen

técnica para calcular distancias entre recta y puntos.

Desarrollo de la actividad: Los alumnos deberan hacer ellos la construccion que han

visto en la primera parte con los conocimientos y técnicas que han obtenido en
actividades anteriores. El profesor debera ir ayudando a los alumnos a hacer los
razonamientos apoyandose en explicaciones gréficas en la pizarra para facilitar la

visualizacion de los alumnos.
PPR.4.1. Calcula la distancia de la recta que pasa por el punto P = (0,1) con

. ., -3
la direccion v = (2,5) alarecta > = ===

Finalidad del Problema: El objetivo de este problema es que los alumnos utilicen la

técnica para calcular distancia entre dos rectas.

Desarrollo de la actividad: Los alumnos deberan resolver el problema utilizando las

técnicas que hayan aprendido. El profesor deberéa ir ayudando a los alumnos a hacer los
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razonamientos apoyandose en explicaciones graficas en la pizarra para facilitar la

visualizacion de los alumnos con el fin de asentar los conocimientos.
2. Modificaciones en la tecnica inicial para la resolucion de estos problemas

Hay muchas técnicas distintas para resolver los problemas propuestos. En los PV y en
los PRR se sienta la base de las técnicas que ayudaran a resolver los PPR, por lo tanto
no hay tanto una modificacién de una técnica inicial, sino que se van construyendo las

mismas apoyandose en las anteriores.
3. Metodologia a seguir para la implementacion en el aula

Los alumnos tendran un Cuaderno de Problemas y Teoria en el que deberan resolver
estos problemas asi como dejar constancia de los contenidos tedricos y técnicas que
vayamos institucionalizando. En muchos casos, los alumnos recibiran fotocopias con
los problemas que se deberan ir resolviendo, estas fotocopias las recibira cada alumno
individualmente, independientemente de que para su resolucion se proponga un trabajo
en grupo o en parejas. Estas fotocopias, junto con su resolucién y junto con las notas de
teoria que exponga el profesor en clase, deberan guardarse de forma ordenada y
entregarse cuando el profesor lo pida, para llevar una evaluacion del trabajo de cada

alumno y para obligar al trabajo continuo de los alumnos.

Los alumnos trabajaran individualmente, por parejas y en ocasiones en grupo, segun
indique el profesor, atendiendo a lo que sea més positivo para el funcionamiento de la
clase. El profesor debera ir sirviendo de guia y recopilando las ideas que vayan
surgiendo en los distintos alumnos o grupos para acabar institucionalizando los
contenidos. Podran mandarse ejercicios para que los alumnos los realicen en casa con el
fin de asentar conceptos o trabajar técnicas que parezcan no haber quedado
suficientemente claras, estos ejercicios no sera necesario que estén en el Cuaderno de
Problemas y Teoria, pero si que deberan constar en otro Cuaderno de Ejercicios con el

que deberan contar los alumnos.
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F. Sobre la técnicas
1. Distintos tipos de ejercicios que se van a presentar en el aula

Los ejercicios tendrdn como fin asentar y afianzar las técnicas que hayan surgido de la
resolucion de los distintos campos de problemas, por ello estos ejercicios seguiran el

mismo esquema que los campos de problemas (con un ejemplo en de cada tipo):
Ejercicios de Vectores (EV)

EV.1. Mddulo de vectores

EV.2. Suma de vectores.

EV.3. Vectores linealmente independientes, bases de vectores y coordenadas en
distintas bases.

EV.4. Producto escalar y angulo entre vectores.

EJ1. Calcula el médulo de los siguientes vectores:
Q)@ = (0,3) b) B = (3,6) )W = (3,5)
N =G~ &)W =(—2,0) Hiw=(5-2)
EJ2. Suma los siguientes vectores:
a)u = (1,3) con v = (—3,6) C)w = (g, 0) cono = (—3,0)
da=G-)conb=(1) fé=(5-7)cond = (-2,-3)

EJ3. Pon los siguientes puntos en coordenadas de la base B = {(3, 0), G 1)}

a)P = (2,7) b) Q = (3,0) 0D =C3)

EJ4. Calcula el angulo que forman los siguientes vectores:

a)u = (1,3) con & = (—1,4) 0)W = (3,1) con é = (~3,9)

d)&:(i 0) conl;:(g,é) fic=(-1,7) concf=(6,—§)

3 )
Ejercicios de Representacion de la Recta (ERR)

ERR.1.Calculo de ecuaciones de rectas dada su representacion gréafica.
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ERR.2.  Calculo de ecuaciones de rectas dados un punto y una direccion o dados
dos puntos.

ERR.3. Calculo del resto de ecuaciones de una recta dada una de ellas.

EJ5. Calcula las ecuaciones de la siguiente recta:
/
. 2 3
EJ6. Calculas las ecuaciones de la recta que pasa por el punto P = (g'g) con

. s, 1 4
direccion v = (5,-).
3°3
EJ7. Calcula el resto de ecuaciones de la recta cuya ecuacién General es
2x —5y+1=0.

Ejercicios de Propiedades de la Recta (EPR)

EPR.1.  Posicion relativa de rectas.
EPR.2.  Angulos formados por rectas.
EPR.3.  Distancia Punto-Recta.
EPR.4.  Distancia entre Recta-Recta.

EJ8. Calcula la posicion relativa de la recta y = g(x + 2) respecto a las siguientes

rectas:

a) 3x—y=0

x_y3
b) 5 2
C)y=§x—256

EJ9. Calcula el angulo formado por la recta y=§(x+2) y cada una de las

siguientes las siguientes:
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a) 3x—y=0

D 5=

2
C)y=§X

EJ10. Calcula la distancia del punto P = (1, 5) a cada una de las siguientes rectas:

a) 3x—2y=0
xX_ 4y

b) 2 3

c) y =256

EJ11. Calcula la distancia la recta (x,y) = (1,3) + k(2,3) a cada una de las

siguientes rectas:

a) y=2(x—5)
x_ 4y

b) 3= 6

c) y=2x—-3

2. Técnicas que se ejercitan con los ejercicios

A través de los campos de problemas que hemos disefiado, aparecen las siguientes
técnicas que son las que se trabajaran a través de ejercicios:

Técnicas de Vectores (TV)

En el campo de problemas PV.1 aparecen las siguientes técnicas:

TV.1.1. Calculo del médulo de un vector.
TV.1.2. Vectores linealmente independientes.
TV.1.3. Célculo de bases de vectores.

En el campo de problemas PV.2 aparecen las siguientes técnicas:

TV.2.1. Suma de vectores.
TV.2.2. Cambio de coordenadas en distintas bases.

En el campo de problemas PV.3 aparecen las siguientes técnicas:

TV.3.1. Calculo de vectores ortogonales.

TV.3.2. Célculo de angulos entre vectores.
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TV.3.3. Calculo del producto escalar entre dos vectores.
Técnicas de Representacion de la Recta (TRR)
En el campo de problemas PRR.1 aparecen las siguientes técnicas:

TRR.1.1. Calculo del vector director de una recta.
TRR.1.2. Calculo de la pendiente de una recta mediante su vector director.
TRR.1.3. Célculo de la pendiente de una recta mediante cualquiera de sus

ecuaciones.
En el campo de problemas PRR.2 aparecen las siguientes técnicas:

TRR.2.1. Deduccion de la ecuacion de una recta a partir de su grafica buscando
dos puntos de ésta y tomando uno de estos puntos como punto de la recta y el

vector que une ambos como vector director.

En el campo de problemas PRR.3 aparecen las siguientes técnicas:
TRR.3.1. Deduccion de todas las ecuaciones de la recta a partir de la ecuacion
vectorial.
TRR.3.2. Deduccion de las ecuaciones vectorial, paramétrica, continua y punto-
pendiente a partir de un punto y el vector director.

TRR.3.3. Deduccion de cualquier ecuacion a partir de una dada.
Técnicas de Propiedades de la Recta (TPR)
En el campo de problemas PPR.1 aparecen las siguientes técnicas:

TPR.1.1. Caélculo de la posiciéon relativa de dos rectas mediante sus vectores
directores.
TPR.1.2. Caélculo de la posicion relativa de dos rectas mediante la resolucion de un

sistema formado por sus ecuaciones.
En el campo de problemas PPR.2 aparecen las siguientes técnicas:

TPR.2.1. Calculo del angulo de dos rectas a partir del angulo formado por sus
vectores directores.

TPR.2.2. Calculo del angulo formado por dos rectas a partir de sus pendientes.

En el campo de problemas PPR.4 aparecen las siguientes técnicas:
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TPR.3.1. Célculo de la distancia entre un punto y una recta mediante la
aplicacion de la formula.

TPR.3.2. Célculo de la distancia entre un punto y una recta mediante el médulo
vector que une el punto con la interseccion de la recta ortogonal a la dada que

pasa por el punto.
En el campo de problemas PPR.4 aparecen las siguientes técnicas:

TPR.4.1. Célculo de la distancia entre dos rectas a partir de la distancia entre
un punto de una de ellas y a otra recta.

TPR.4.2. Célculo de la distancia entre dos rectas mediante el modulo del
vector que une el punto de una de las rectas con la interseccion de la recta
perpendicular a ambas que pasa por ese punto y la otra recta.

3. Adecuacion de las técnicas al campo de problemas asociado a cada objeto

matematico

Las técnicas que se trabajan con los ejercicios se trabajan conforme aparecen con la
resolucion del campo de problemas, por lo que la mayoria de estas técnicas iran
apareciendo conforme los alumnos resuelvan los problemas y estas mismas técnicas

contribuiran a la construccion del conocimiento sobre el propio objeto matematico.
4. Metodologia a sequir para la implementacion en el aula

Como ya hemos indicado anteriormente, los alumnos deberan llevar un Cuaderno de
Ejercicios en el que deberan ir dejando constancia, de manera ordenada, de la
resolucion de los ejercicios que proponga el profesor. Estos ejercicios se proporcionaran
en fichas que se repartirdn de forma individual y los alumnos deberén resolverlos de
manera individual en los tiempos de clase que se habiliten para ello y en sus casas en el

caso de que crean que es necesario.

Estos cuadernos con ejercicios seran entregados al profesor cuando éste se los requiera,
con el fin de ver el trabajo de cada alumno y observar posibles dificultades que puedan
servir para repasar conceptos que parezcan no estar claros o pasar méas deprisa otros que

parezcan asimilados.
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G. Sobre las tecnologias

1. Razonamiento mediante el que se van a justificar las técnicas

Algunas de las técnicas se van a dar sin una justificacion previa, otras se justificaran
mediante demostraciones que institucionalicen los razonamientos surgidos de la

resolucion de algun problema como los siguientes:

JV.1. ¢ Cual es la longitud de los siguientes vectores?

Finalidad del Problema: El objetivo de este problema es que los alumnos lleguen a la
técnica TV.1.1.

Desarrollo de la actividad: La pista que da el primero de los vectores deberia indicar a

los alumnos que deben hacer uso del Teorema de Pitagoras. En el caso de que algun
alumno sepa como calcular el modulo significara que ya tiene asimilada la técnica, aun

asi intentaremos que haga la deduccion (o demostracion) de que la técnica es como es.

JV.2. Calcula ahora el angulo que forman los vectores © = (6,—1)y
u=(43).

Finalidad del Problema: El objetivo de este problema es que los alumnos lleguen a la

expresion del coseno del angulo entre dos vectores mediante la resolucion del triangulo

que se forma. Este caso particular servira para llegar a las técnicas TV.3.2, TV.3.3.

Desarrollo de la actividad: EI problema estd muy guiado con su planteamiento, por lo

que esperamos que los alumnos planteen el problema como un problema tipico de
resolucion de triangulos y que acaben llegando al valor del coseno del angulo pedido.
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JV.3. Resuelve el problema anterior para el caso de dos vectores cuales quiera
U= (v,v,) Y U= (uy,u;). (Qué tendria que pasar para que esos vectores

fuesen ortogonales?

Finalidad del Problema: El objetivo de este problema es que los alumnos lleguen a la

expresion general del coseno del angulo entre dos vectores. De esta manera, ademas,
obtendremos la justificacion de las técnicas generales TV.3.2, TV.3.3. Con la pregunta

final acerca de la ortogonalidad se pretende llegar a la técnica TV.3.1.

Desarrollo de la actividad: Se animara a los alumnos a realizar los mismos calculos que

en el ejercicio anterior, pero en esta ocasion operando con parametros para obtener una
expresion general que permita resolver el problema para cualquier caso. Para buscar la
ortogonalidad, primero tendran que pensar lo que supone eso geométricamente y como
afecta al coseno, después los alumnos deberan buscar consecuencias. Como en todos los
ejercicios, se irdn poniendo en comun las ideas que vayan surgiendo del trabajo de los

alumnos.

JRR.1. Queremos representar todos los puntos de la recta que pasa por el punto de
la imagen con la direccién U de forma que podamos calcular las coordenadas de
cualquier punto de la misma. ;Podrias dar una férmula que nos solucione el

problema?

+ ] o 1 2 3 & 3 ] 7 F a

-1

Finalidad del Problema: El objetivo de este problema es que los alumnos lleguen a la

ecuacion vectorial de la recta mediante la exploracion de la representacion de los puntos

de la recta dado un punto y su direccion, que se corresponde con la técnica TRR.2.1.

Desarrollo de la actividad: Los alumnos deberan explorar la construccion de los puntos

de la recta con los datos dados. Se les orientara para empezar por dar unos cuantos

puntos y escribir como llegan a ellos, para intentar asi que se llegue a una expresion
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general que terminara por institucionalizarse por parte del profesor como la ecuacion

vectorial de una recta.

JRR.2. A partir de la ecuacion de la recta r == (x,y) = (2,3) + k(3,1) busca

otras ecuaciones que representen esa misma recta.

Finalidad del Problema: El objetivo de este problema es que los alumnos deduzcan

el resto de ecuaciones de la recta a partir de la vectorial que se corresponde con la
técnica TRR.3.1 y a la vez vean las relaciones que hay entre unas y otras y

entiendan bien las componentes y caracteristicas de cada ecuacion.

Desarrollo de la actividad: Los alumnos deberan explorar la ecuacion para ir poco a

poco deduciendo las distintas ecuaciones, el profesor debera ir guiando a los
alumnos que no consigan avanzar e ir poniendo en comdn las ideas que vayan
surgiendo. Cuando surja una ecuacion, el profesor deberé detenerse en ella, indicar

como se llama y tomar unos minutos en explicar las caracteristicas de la misma.

JPR.1.  Calcula la distancia del punto P a la recta r.

Finalidad del Problema: El objetivo de este problema es que los alumnos lleguen a las
técnicas TPR.3.1, TPR.3.2.

Desarrollo de la actividad: Es un problema de un caso sencillo en el que los alumnos

deberan ver rapidamente como buscar la distancia y veran que es el mddulo de un
vector perpendicular a la recta. El profesor deberd ir ayudando a los alumnos a hacer los
razonamientos apoyandose en explicaciones graficas en la pizarra para facilitar la

visualizacion de los alumnos y para mostrar otras construcciones que lo resuelvan.

JPR.1.  Calcula la distancia que hay entre las siguientes rectas:
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Finalidad del Problema: El objetivo de este problema es que los alumnos lleguen a las
técnicas TPR.4.1, TPR.4.2.

Desarrollo de la actividad: Es un problema en el que los alumnos deberan relacionar su

resolucion con el caso de distancia entre un punto y una recta. El profesor debera ir
guiando a los alumnos para hacer estas deducciones y una vez resuelto el problema

institucionalizar su resolucion.
En definitiva, las tecnologias que justificaran las técnicas seran las siguientes:

TEC.1. Definicién de vector y sus propiedades.

TEC.2. Definicion de vectores linealmente independientes.

TEC.3. Definicion de coordenadas en una base.

TEC.4. Definicion de vectores ortogonales.

TEC.5. Deduccion del angulo entre dos vectores mediante la resolucion de
triangulos rectangulos.

TEC.6. Definicion de recta y sus propiedades.

TEC.7. Definicién de recta como lugar geomeétrico.

TEC.8. Deduccion de todas las ecuaciones de la recta a partir de la ecuacion
vectorial.

TEC.9. Relacion entre direccion de las rectas y su posicion relativa.

TEC.10. Angulo entre rectas.

2. Responsabilidad de justificar las técnicas

La responsabilidad de institucionalizar los conocimientos y las técnicas serd del
profesor, pero en la mayoria de las ocasiones, para llegar a esta justificacion los
alumnos deberan haber realizado el ejercicio de resolver los problemas que dan lugar a
las mismas. El profesor sera el que se encargue de poner en comun las conclusiones a
las que han llegado los alumnos y de dar forma e institucionalizar con el rigor necesario

los conocimientos surgidos de las mismas.
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3. Disefio del proceso de institucionalizacion de los distintos aspectos de los

objetos matematicos

Las técnicas y las tecnologias, como venimos indicando, van a ir apareciendo durante la

secuencia conforme los alumnos vayan resolviendo los problemas que dan lugar a las

mismas. En la siguiente tabla mostramos la aparicion de estas técnicas y tecnologias que

aparecen en los problemas que hemos puesto como ejemplo anteriormente como idea de

lo que se buscard en el disefio de los problemas de cada campo, en ella asociamos a

cada problema que hemos disefiado en este trabajo con las técnicas que requiere y las

tecnologias que refuerza o que puede aportar.

PV.1.1 - TEC.1

JV.1 TV.1.1 TEC.1

PV.1.2 TV.1.1 TEC.1

PV.2.1 TV.2.1 TEC.1

PV.2.2 TV.2.1 TEC.1

PV.2.3 TV.2.1 TEC.1

PV.2.4 $x%§’ V.13, 1v.21, TEC.2, TEC.3
PV.2.5 TV.2.1 -

PV.3.1 1&;;’ V.13, Tv21, TEC.2, TEC.3
PV.4.1,1V.2, V.3 TV.3.1,TV.3.2,TV.3.3 TEC.4, TEC5
PV.4.2 TV.3.3 -

PRR.1.1 - TEC.6
PRR.1.2 TRR.1.1, TRR.1.2 TEC.6
PRR.1.3 TRR.1.2 TEC.6

JRR.1 TRR.2.1 TEC.7
PRR.2.1 TRR.2.1 TEC.7

JRR.2 TRR.3.1, TRR.3.2, TRR.3.3 TEC.8
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PRR.3.1 $§§:§é’ TRR3LTRR32, | 1ec 7 TECS
PPR.1.1 TPR.1.1 TEC.9
PPR.1.2 TPR.1.2 TEC.9
PPR.2.1 TPR.2.1, TPR.2.2 TEC.10
JPR.1 TPR.3.1, TPR.3.2 -

JPR.2, PPR.4.1 TPR.4.1, TPR.4.2 -

4. Metodologia a seguir para la implementacion en el aula

Cada tecnologia ird apareciendo conforme se necesite justificar una nueva técnica, ya
sea porque la técnica que conocen no es lo suficientemente sélida como para resolver el
problema o porque necesiten una técnica mas avanzada. En la mayoria de los casos,
seran los alumnos los que vayan descubriendo dichas tecnologias y el profesor debera
ser el que las institucionalice y les dé el rigor necesario, en otras ocasiones, el profesor
dard como tecnologia una demostracion matemética a partir de definiciones o
propiedades conocidas que de la justificacion del porqué de esa técnica, este serd el caso
de algunas de las formulas que resolveran casos generales de célculo de determinados
objetos como mediatrices o bisectrices, para los cuales obtendremos férmulas que
calcularan el objeto y a las cuales llegaremos a partir de la definicion de los mismos

utilizando técnicas que conocemos.

H. Sobre la secuencia didactica y su cronograma

1. Secuenciacién de las actividades propuestas.

Todas las sesiones que se describen a continuacién estan pensadas para una clase
ordinaria con una duracion de 50 minutos, se indicard en cada caso el tiempo estimado

para cada tarea planteada:

1 ATIVIEEOIES [FrEries Actividades previas de vectores 1y 2. (50)
de vectores

5 Introduccion de Problema V1. (50°)
vectores Campo de problemas PV.1 (30°)
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Justificacion de técnicas JV.1y campo de problemas PV.1.

3 Madulo de vectores | (50%)
Tarea para casa: Ejercicios de EV.1.
4 Suma de vectores Problemas PV.2.1, PV.2.2., PV.2.3. y PV.2.5. (50”)
5 Dependencia lineal | Introduccion teodrica. (15°-20)
y bases de vectores | Campo de problemas PV.3 (30’)

6 R_esol_upién de Ejercicios de EV.1., EV.2. y EV.3. (50°)
ejercicios (1) v o

7 grzoﬂr;?ntef:alar Y| Justificacion de técnicas JV.2.,JV.3.(50%)

g Tarea para casa: Problemas de PV.4., ejercicios de EV.3.
vectores

8 Actividades previas | Actividades previas de la recta 1, 2 y 3. Necesitaremos
de la recta tabletas electronicas con GeoGebra. (50)

. Problemas R1 y PRR.1.1. (15”)
Introduccion a la : ,
9 recta y propiedades Recordatorio de otros cursos. (157)
Justificacion JRR.1.1. y campo de problemas PRR.1. (20)
Representacion de B )
10 la tF‘)eCta Campo de problemas PRR.2. (30°)
Tarea para casa: Problemas de PRR.2.
DEOMEIENEE IS | 5 1 TR, (507
11 distintas ecuaciones i
Tarea para casa: Problemas de PRR.3.
de la recta

qp  REERUEEN Ejercicios de ERR.1., ERR.2. y ERR.3. (50°)
ejercicios (2)

13 Posicion relativa de | Campo de problemas PPR.1. de posiciones relativas(30”)
rectas Campo de problemas PPR.1. de puntos de corte (20)
Angulo entre rectas ,

14 |y distancia Punto- Campo de problemas PPR.2. (20°)

Recta

Justificacion JPR.1. y campo de problemas PPR.3. (30°)
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Distancia Recta-

Justificacion JPR.2. y campo de problemas PPR.4. (50”)

52 Recta Tarea para casa: ejercicios de EPR.3. y EPR.4.

16 Repaso previo al Resolucién de Problemas/Ejercicios/Dudas de cualquier
examen tipo

17 | Examen escrito -

18 Correccion de Resolucion del examen.

examen

Gestidn de resultados en el aula.

I. Sobre la evaluacion

1. Diseifo de la prueba escrita

La prueba escrita constara de 5 preguntas, cada pregunta tendra un valor de 2 puntos,

algunas preguntas tendran distintos apartados que se corregiran por separado puntuando

como se indica en cada caso. A la hora de corregir, se puntuara cada apartado sobre 10 y

posteriormente se adaptara esa nota a la proporcion que le corresponda.

Esta prueba se realizara en el horario de clase y debera realizarse en 50°. Las preguntas

de las que constard seran las siguientes:

1- Da las 6 ecuaciones de la recta r que pasa por el punto P con la direccion dada por el

vector v. (2 puntos)

2- Dados los vectores @ = (2, —6) yE = (3,1).

a) Comprueba si B = {a, b} es una base, en caso de que lo sea, comprueba si es

una base ortogonal. (1 punto)

b) Pon el vector v = (1,3) en coordenadas de la base B. (1 punto)
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3-Sealarectar :==(1,3)+ k(3,1) ylarectas ==y = é(x -2).

a) Estudia la posicion relativa de las rectas r y s. (0.5 puntos)
b) Da la distancia entre ambas rectas. (1 punto)
c) ¢Cual seria la distancia entre la recta r y la recta t := (0,1) + k(2,2)? (0.5

puntos)
4- Dadas las rectas r y t del ejercicio 3:

a) Calcula el angulo que forman las rectas r y t. (1 punto)
b) Calcula el punto Q de corte entre r y t y da la ecuacion de una recta [ que pase

por este punto Q y que forme un angulo de 90° con r. (1 punto)
5- Dados los puntos A = (1,2), B = (2,5 y C = (6,1).

a) Calcula el perimetro del triangulo de vértices A, B 'y C. (1 punto)
b) Calcula el area del triangulo de vértices A, B 'y C. (1 punto)

2. Aspectos a evaluar con cada pregunta

En la siguiente tabla indicamos los Campos de problemas, Técnicas, Tecnologias y

Estandares de aprendizaje que se pueden trabajar con cada pregunta:

Campos de )
Problemas Tecnologias
PRR.1, TRR.2.1, TEC.6, TEC.7,
PRR.2,PRR.3 | TRR.3.1 TEC.8 Est4.4.2
TV.1.2, TV.1.3, |TEC.2, TEC.3,
PV.2PV.3 | 1y21Tv22 | TECA4 Est4.3.1
TPR.LL,
EEE'}{ PPR3. | TPR12, TEC.7, TEC.8 | Est4.4.1, Est4.5.1
‘ TPR.4.1, TPR.A.2
Est4.4.1
PPRL PPR2 | TPR2.1,TPR2.2 | TECO, TECA0 | s egtass
ovipva |TVAILTVEL [1oo)roe, |Est4dl,
5 PR 3 TV.33, TRR21, | 1647 1o | ESt44.1,
‘ TPR.1.2 A TEL Est4.4.2, Est4.5.1
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3. Diferentes respuestas esperadas y posibles errores.
Ejercicio 1:

Hay varias formas mediante las cuales podemos los alumnos podrian llegar a la

respuesta de este ejercicio, pero principalmente esperamos que se divida en dos:

1- Deducir, mediante la imagen gréafica, la ecuacion vectorial de la recta y construir el

resto a partir de ella.

Posibles errores:

Confundir punto con vector en la ecuacion vectorial.

Fallos al dar el punto o el vector en coordenadas cartesianas.

Fallos aritméticos o algebraicos en el proceso.

Confundir nombres de las ecuaciones.

2- Deducir directamente, haciendo uso del punto y del vector, las ecuaciones vectorial,
paramétrica, y continua. A partir de la continua deducir el resto. También podria haber
algin alumno que calculase el vector normal a la recta y junto con el punto dado,

deducir la ecuacion general.

Posibles errores:

- Fallos al dar el punto o el vector en coordenadas cartesianas.
- Fallos aritméticos o algebraicos en el proceso.

- Confundir nombres de las ecuaciones.

Ejercicio 2.a):

Podemos esperar que los alumnos contesten a esta pregunta indicando que los dos
vectores son linealmente independientes pero que no son ortogonales, por lo que si que
forman una base pero no es ortogonal. Para llegar a que no son ortogonales podran

comprobarlo de dos formas:
1- Haciendo su producto escalar y viendo que es distinto de 0.

Posibles errores:

- No recordar correctamente como se calcula el producto escalar y sumar las
componentes en lugar de restar

- Fallos aritméticos en el proceso.
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2- Dando un vector ortogonal a uno de los dos y viendo que es linealmente

independiente con el otro.

Posibles errores:

- No recordar correctamente como se calcula un vector ortogonal.

- Fallos aritméticos o algebraicos en el proceso.

Ejercicio 2.b):

Solo hay una forma de solucionar este ejercicio y es planteando y resolviendo el sistema

de ecuaciones que lo resuelve.

Posibles errores:

- Fallos al plantear el sistema.
- No dar la solucién como coordenadas.

- Fallos aritméticos o algebraicos.

Ejercicio 3.a):

Principalmente hay dos formas de las que podran resolver este ejercicio.

1- La forma mas rapida es buscar un vector director (o el normal) de ambas rectas y ver
si son 0 no linealmente independientes, de esta manera se llegaria a que no son
independientes por lo que las rectas pueden ser paralelas o coincidentes, solo faltara ver
si un punto de una de las rectas esta o no en la otra, al ver que no est4, se llega a que son

paralelas.

Posibles errores:

- Fallos al buscar el vector director (o el normal).

- Fallos aritméticos en el proceso.

2- La otra forma es plantear un sistema con las ecuaciones de ambas rectas y llegar a la

conclusion de que dicho sistema no tiene solucién y por lo tanto son rectas paralelas.

Posibles errores:

- Fallos al plantear el sistema con las ecuaciones de la recta, por no calcular las
ecuaciones adecuadas.
- Fallos al interpretar los resultados.

- Fallos aritméticos o algebraicos en el proceso.
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Ejercicio 3.b) v 3.¢):

En el caso de ambos apartados, los alumnos podran calcular la distancia de las

siguientes formas:
1- Utilizar directamente la férmula de la distancia entre dos rectas y dar el resultado.

Posibles errores:

- No recordar la formula correctamente.
- Recordar la formula pero no entenderla y no saber utilizarla.

- Fallos aritméticos o algebraicos en el proceso.

2- En el caso de no saberse dicha férmula, en el 3.b) podrian plantear la situacion por
construccion, calculando el vector ortogonal a las rectas y construir la recta que pasase
por un punto de una de ellas con esa direccion ortogonal, posteriormente calcular la
interseccion de esta con la otra recta y por ultimo calcular el médulo del vector que une

el punto de la otra recta con este punto de interseccion.

Posibles errores:

- Cometer fallos en la construccion.
- Fallos aritméticos o algebraicos en el proceso.

- No saber interpretar los resultados.

3- En el 3.a) la opcion més rapida es ver que los vectores directores son distintos, por lo
que las rectas se cortaran y la distancia sera 0.

Posibles errores:

- Fallos al calcular los vectores.

- No saber interpretar correctamente los resultados.

Ejercicio 4.a):

La hay dos formas de responder a esta pregunta:
1- Mediante la definicion del producto escalar, despejando el angulo del coseno.

Posibles errores:

- No recordar la formula correctamente.

- Recordar la formula pero no entenderla y no saber utilizarla.
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- Fallos aritméticos o algebraicos en el proceso.
2- Mediante la formula que relaciona la tangente del &ngulo con las pendientes de las
rectas:

mg —m,

9S) = T
S T

Posibles errores:

- No recordar la formula correctamente.
- Recordar la formula pero no entenderla y no saber utilizarla.

- Fallos aritméticos o algebraicos en el proceso.

3- Si algdn alumno no recuerda estas formulas, quizas sea capaz de deducir alguna
haciendo uso de sus conocimientos de trigonometria y de resolucion de triangulos

rectangulos.

Posibles errores:

- Fallos en el planteamiento de la situacion.
- Fallos aritméticos o algebraicos en el proceso.
- No saber interpretar los resultados del proceso.

Ejercicio 4.b):

Para resolver este ejercicio esperamos las siguientes respuestas:

1- Resolver el sistema que da el punto de corte y calcular como vector director el vector

ortogonal al vector director de 7.

Posibles errores:

- Fallos en la resolucidn del sistema.
- No calcular el vector ortogonal correctamente.

- Fallos aritméticos o algebraicos en el proceso.

2- Utilizar la ecuacion del coseno entre dos rectas para sacar el vector director de la
recta pedida.

Posibles errores:

Es un proceso mas costoso de plantear y de entender y seria dificil que algun alumno
Ilegase a la solucion por este camino
57



- Fallos en el planteamiento de la situacibn o en la comprension del
planteamiento.
- Fallos aritméticos o algebraicos en el proceso.

Ejercicio 5.a):

Hay distintas formas de construir los vectores, pero al final todos los alumnos deben dar
la respuesta como la suma de los modulos de tres vectores, podran darlo como un

numero decimal redondeado o dejarlo indicado sin realizar las cuentas.

Posibles errores:

- Fallos en el calculo de los vectores.
- Fallos al no recordar correctamente lo que es el perimetro.

- Fallos aritméticos en el proceso.

Ejercicio 5.b):

Para calcular el area los alumnos deberan buscar la altura del triangulo, para ello hay

dos opciones:

1- La opcién mas rapida es elegir un vértice y calcular la distancia a la recta que forma
el lado opuesto, lo que les dara el valor de la altura. Deberan tener en cuenta que ese

lado opuesto seré la base y sustituir en la férmula.

Posibles errores:

- Fallos en el planteamiento de la situacion.

- Fallos al no recordar alguna formula correctamente.
- No elegir el vértice o la base adecuados.

- No recordar la formula del area de un triangulo.

- Fallos aritméticos o algebraicos en el proceso.

- No saber interpretar los resultados del proceso.

2- Construir la altura geométricamente, primero eligiendo una base, posteriormente
construyendo el vector ortogonal a esta, con este vector como director y el vértice
opuesto como punto construir una recta que intersecara a la recta de la base en un punto
y el modulo del vector que una este punto con el vértice opuesto nos dara la altura, solo

faltard sustituir en la férmula del area.

Posibles errores:
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- Fallos en el planteamiento de la situacion.

- No elegir el vértice o la base adecuados.

- No recordar la formula del &rea de un triangulo.
- Fallos aritméticos o algebraicos en el proceso.

- No saber interpretar los resultados del proceso.

4, Criterios de calificacion

Para corregir esta prueba proponemos el método de tercios, en el vamos a dividir las
tareas a calificar, de la misma forma que hemos indicado anteriormente, en tareas
principales, tareas auxiliares especificas y tareas auxiliares generales. Cada apartado se
puntuara sobre 10 y se restard puntuacion por cada fallo de tal forma que por fallos en
tareas auxiliares generales solo se podra restar hasta 1/3 de la puntuacion, por tareas
auxiliares especificas solo se podra restar hasta 2/3 de la puntuacion conjuntamente con
las tareas generales y por las tareas principales se podré restar hasta la totalidad de la
pregunta. De esta manera, si el alumno conoce métodos para resolver los ejercicios,
aunque no consiga ningun resultado, tendra una puntuacion minima de 1/3 de la
pregunta. Otra de las caracteristicas sera que cada error aritmético/algebraico se
penalizard con 1/12 de la puntuacién, con un maximo de 4 penalizaciones ya que solo

podra penalizarse 1/3 de la puntuacion con esta serie de errores.

59



J. Bibliografia

Gonzalez Urbaneja, P. M. (2003). Los origenes de la Geometria Analitica. Tenerife:

Fundacion Canaria Orotava de Historia de la Ciencia.

Gonzélez Urbaneja, P. M. (2007). Raices historicas y trascendencia de la geometria
analitica. SIGMA, 30, 205-236.

Gamboa Araya, R. y Vargas Vargas, G. (2012). El modelo de Van Hiele y la ensefianza

de la geometria. Uniciencia, 27, 74-94.

BescOs i Escruela, E. y Pena i Terrén, Z. (2011). Matematicas 1 Bachillerato. Madrid:

Oxford Unversity Press.

Deusa, M., Esteve, R., Montesinos, P., Ramirez, A. J. y Vives, E. (2008). Matematicas
1 Bachillerato. Valencia: ECIR.

Antonio, M., Gonzaélez, L., Lorenzo J., Molano, A., del Rio, J., Santos, D. y de Vicente,
M. (2008). Mateméticas 1 Bachillerato. Madrid: Santillana Educacion.

Gonzélez Garcia, C., Llorente Medrano, J. y Ruiz Jiménez, M. J. (2006). Matematicas
1, 1° Bachillerato. Madrid: Editex.

60



