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Resumen

En la presente memoria utilizamos distintas consideraciones cinematicas con el
objetivo de calcular la energia umbral de un foton de alta energia (£, > 100 GeV)
necesaria para que se produzca un par electron-positron a partir de la interaccion
con un fotén de baja energia perteneciente al fondo de luz extragalactico. En una
primera parte introducimos el marco tedrico de gravedad cuéntica, las teorias que
plantean desviaciones de Relatividad Especial y el problema de la transparencia
del fondo cosmico. Posteriormente, proponemos como solucién a este problema
una modificacién en la energia umbral de creacion de pares, realizando los célcu-
los correspondientes a una Violaciéon de Invariancia Lorentz y una Deformacion
de Relatividad Especial. Por ultimo, analizamos los resultados obtenidos y los
comparamos con aquellos que aparecen en la bibliografia.

Summary

In the present work we use different kinematic theories in order to calculate the
threshold energy of pair-production. We study the interaction of a high energy
photon (E, > 100 GeV) with a low energy photon belonging to the extragalactic
background light, which produces an electron-positron pair. Firstly, we introduce
the theoretical context of quantum gravity, the different theories which establish
deviations from Special Relativity and the problem regarding the transparency
of the cosmic background. Furthermore, we calculate the pair-production thres-
hold using Lorentz Invariance Violation and Deformation of Special Relativity,
which presumes to be a possible solution for the transparency problem. Finally,

we discuss our results and compare them with those obtained in the bibliography.



Listado de siglas
= AGN: Active Galactic Nuclei.
» CIB: Cosmic Infrared Background.
» CMB: Cosmic Microwave Background.
= COB: Cosmic Optical Background.
» DSR: Deformation of Special Relativity/ Doubly Special Relativity.
= EBL: Extragalactic Background Light.
s Fermi-LAT: Fermi Large Area Telescope.
= GR: General Relativity.
= GRB: Gamma Ray Burst.
= HESS: High Energy Stereoscopic System.
» LIV: Lorentz Invariance Violation.
= MAGIC: Major Atmospheric Gamma-ray Imaging Cherenkov telescope.
= SM: Standard Model.
= SR: Special Relativity.

= VERITAS: Very Energetic Radiation Imaging Telescope Array System.

Constantes fisicas fundamentales

» Constante de gravitaciéon universal: G = 6.6743 - 107" m?/(kg - s%).
» Velocidad de la luz (Relatividad Especial): ¢ = 299792458 m/s.

» Constante de Planck: h = 6.6261 - 10734 J - s.

» Constante de Planck reducida: A = 1.0546 - 10734 J - s.

» Energia de Planck: Fp; = 1.2209 - 101 GeV.

» Longitud de Planck: Lp; = 1.6163 - 1073° m.

» Carga del electron: e = 1.6022 - 107 C.
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1. Introducciéon

1.1. Marco general de gravedad cuantica

Durante el ltimo siglo, la fisica tedrica se ha embarcado en la biisqueda de una
teoria capaz de unificar las cuatro interacciones fundamentales de la naturaleza.
Un gran avance hacia este objetivo lo supone el desarrollo del Modelo Estandar
de la Fisica de Particulas (Standard Model, SM), una teoria cuantica de campos
relativista capaz de describir tres de dichas interacciones: electromagnética, dé-
bil y fuerte. No obstante, iinicamente existe una teoria de unificacién, la teoria
electrodébil, la cual considera que las interacciones electromagnética y débil coin-
ciden para particulas elementales sometidas a temperaturas (o energias) muy altas
(proximas a 100 GeV).

En el Modelo Estdndar de la Fisica de Particulas no se incluye actualmente la
interaccion gravitatoria, dado que no existe atn una teoria de gravedad cuantica.
El contexto de gravedad cuantica es el que vamos a tratar en la presente memoria;
sin embargo, antes de llegar a él, conviene realizar un breve repaso de algunas
teorias de gravedad propuestas a lo largo de la historia de la ciencia moderna.

Tomamos como punto de partida la Ley de Gravitacion Universal de Newton
(siglo XVII), la cual describe la atraccion entre cuerpos masivos del universo. En
ella aparece la constante de gravitacion universal G = 6.67- 107" m3/(kg - s?) [1].
Mas adelante, en el anio 1905, Einstein publica su teoria de Relatividad Especial

(Special Relativity, SR), construida a partir de dos postulados bésicos:

» La velocidad de la luz en el vacio es constante, con valor ¢ &~ 3-10%m/s [1].

= Principio de relatividad: todos los observadores inerciales del universo son
equivalentes. Para relacionar sus observaciones se utilizan las transformacio-

nes de Lorentz, las cuales mantienen la cantidad ¢ invariante.

Posteriormente, Einstein amplia su teoria anadiendo a la cinematica planteada en
SR una descripcién mas amplia de la interaccion de los cuerpos en el universo
y surge la teoria de Relatividad General (General Relativity, GR) en 1915. En
ella, se entiende la gravedad como una deformacion del espacio-tiempo de cuatro

dimensiones, cuyo comportamiento dinamico esta descrito en la teoria.

Por otra parte, a principios del siglo XX, Planck propone la idea de que la energia
absorbida o emitida por las particulas (en forma de fotones) no es continua, sino
que esté cuantizada y depende de la frecuencia v del foton asociado, E = hv.
Ademas, De Broglie plantea en 1924 la hipotesis de que a cualquier particula se
le puede asociar una longitud de onda, A\ = h/|p|, siendo p el momento de la
particula y h la constante de Planck, h = 6.62 - 10734 J - s [1].



Tras este planteamiento cuantico, las distintas areas de la Fisica ampliaron sus
leyes de forma que pudieran dar cabida a sucesos microscopicos (a nivel de par-
ticulas elementales) ademés de macroscopicos (recogidos en la fisica clésica). Sin
embargo, la busqueda de una teoria de gravedad capaz de incluir efectos cuénticos
supone un problema de la Fisica que sigue existiendo hoy en dia.

Para solucionarlo, se han formulado matemaéaticamente distintas teorias de grave-
dad cuéntica (como la teoria cuantica de bucles, la teoria de cuerdas, etc.). La
falta de predicciones claras por parte de estas teorias que sean observables ex-
perimentalmente impide favorecer un marco tedrico sobre otro. No obstante, en
los tltimos anos, se han conseguido realizar observaciones de posibles efectos de

gravedad cuéntica que podrian ayudar a impulsar este area de investigacion.

Dentro del campo de la fenomenologia de gravedad cuantica se consideran teorias
que van més alla de Relatividad Especial (seccion 1.2), de forma que puede dejar
de ser valido alguno de los postulados de Einstein. El camino que se sigue en estos
casos suele implicar particulas de altas energias, ya que, hasta donde sabemos, la
Relatividad Especial es una buena aproximacion para bajas energias.

La escala en la que se esperan ver efectos de gravedad cuantica suele ser del
orden de la energia de Planck, Ep;, equivalente a la longitud de Planck, Lpi,
para dimensiones espaciales (ver [1], [2], [3]). Se considera esta escala como punto
de partida, ya que esta contruida a partir de la combinaciéon de las constantes

universales pertenecientes a las teorias que se tratan de unificar.

hced 19
Lp = ,/G—f =1.62-10"% m. (1.2)
C

En este contexto que estamos describiendo aparece también la idea de que las
particulas de altas energias podrian ver otro espacio-tiempo distinto al clasico
planteado por Eintein, un “espacio-tiempo cuantico”’”. Este nuevo espacio-tiempo
se puede entender como una espuma, inicamente apreciable a energias muy altas o
longitudes muy pequenas (del orden de la escala de Planck), donde el concepto de
longitud podria ser difuso. Si este nuevo espacio-tiempo afectara a las particulas de
alguna forma, es posible que al detectarlas se pudiera encontrar alguna diferencia
entre estas y las particulas de baja energia.

Para estudiar experimentalmente algiin efecto de gravedad cuéntica, actualmente
no es posible crear o detectar en la Tierra ningin fendémeno con energias del
orden de la energia de Planck. Por tanto, se recurre a observaciones astrofisicas de
particulas creadas en los fendémenos mas energéticos del universo, las cuales hayan

podido interactuar en su propagacion con el “espacio-tiempo cuantico”.



Las méaximas energias detectadas proceden de fotones cosmicos (Eqe; ~ 10? GeV),
neutrinos (Fge, ~ 10°GeV) y nucleones cosmicos (Fge ~ 101 GeV) [3]. Podemos
notar que las energias de detecciéon no son proximas a Fpj; sin embargo, si las
particulas se han generado con energias suficientemente altas (£ 2 100 GeV),
han podido sufrir efectos de gravedad cuantica en su propagacioén, que serian
detectables desde la Tierra.

Las particulas més interesantes para estudiar posibles senales de gravedad cuanti-
ca son los fotones y los neutrinos. Esto se debe a que son particulas sin masa o con
masa muy pequena (en el caso de los neutrinos), neutras y capaces de propagarse
grandes distancias sin interactuar con otras particulas o desviarse de su trayecto-

ria, lo cual también resulta tutil para identificar la fuente de la que proceden.

En la presente memoria enfocamos nuestro estudio en los fotones de alta energia.
Las fuentes capaces de crear este tipo de fotones son los pulsares, los ntcleos
activos de galaxias (Active Galactic Nuclei, AGN) o los estallidos de rayos gamma
(Gamma-Ray Bursts, GRB), siendo estos ultimos los mas lejanos y los de menor

duracién.

Observaremos posibles efectos de gravedad cuantica al investigar la propagacion
de los fotones desde que se generan en la fuente hasta que los detectamos. Estos
efectos incluyen, por ejemplo, una posible diferencia entre los tiempos de vuelo
para fotones de alta energia respecto a los de baja energia. Los estudios de tiempos
de vuelo consideran que el vacio podria ser un medio dispersivo, de forma que
fotones de distintas energias se propagarian con distinta velocidad (contrariamente
al primer postulado de SR). Esta idea se basa en que los fotones de alta energia
podrian interactuar con el “espacio-tiempo cuantico” en su camino hacia la Tierra,

el cual podria afectarles acelerandolos o frenandolos (ver [4]).

Otro efecto de gravedad cuantica que se puede encontrar en la propagacion de
fotones de alta energia es una variacion en la cinematica de las reacciones que
afectan a este tipo de fotones. Por ejemplo, podria cambiar la energia umbral de
la creacion de pares al interactuar el foton de alta energia con otro fotén de mas
baja energia (v, + v — e~ + e*). También se podria dar la desintegracion de un
foton de alta energia en un par electron-positron (v, — e~ +et), un proceso que
estd prohibido en Relatividad Especial.

En la presente memoria nos centraremos en el estudio cinematico de la produc-
cion de un par electréon-positron, resultante de la interaccién entre un fotom de
alta energia y un fotén de baja energia. Para ello, consideraremos distintas mo-
dificaciones en la relacion de dispersion o las leyes de composicion de Relatividad
Especial, las cuales introducimos en la seccion 1.2. Por su parte, en la seccion 1.3,
concretamos el problema que motiva el estudio de la creacion de pares.



1.2. Teorias mas alla de Relatividad Especial

Nos encontramos en un contexto de gravedad cuéntica, donde es posible que la
Relatividad Especial de Einstein deje de ser una teoria valida a nivel de particulas
elementales. Buscamos teorias que modifiquen la cinematica de SR, de forma que
pueda variar la energia umbral de la creaciéon de pares. Si esta energia cambia,
podria dar lugar a efectos observables de gravedad cuéntica. A continuaciéon, des-
cribimos las teorias que emplearemos en los posteriores apartados de la memoria:

» Teorias de Violacion de Invariancia Lorentz (Lorentz Invariance Violation,
LIV): proponen una relacion de dispersion (relacion entre momento y ener-
gia de una particula) distinta a la de Relatividad Especial. Para ello, se
anaden términos a la relacion de dispersion de SR que resultan desprecia-
bles a baja energia. Estos términos son inversamente proporcionales a una
escala, denominada Ery ,, donde n es el orden de la correccién respecto a
SR (ver [3]).

Ademas, en las teorias de Violacién de Invariancia Lorentz, no se tiene en
cuenta el principio de relatividad. Existe un observador privilegiado que es-
tudia el universo, considerado normalmente como aquel que ve en reposo
el fondo césmico de microondas (Cosmic Microwave Background, CMB).
Por tanto, en estas teorias no aparecen transformaciones (como las de Lo-
rentz) que mantengan la invariancia de un fenémeno medido por distintos

observadores.

» Teorias de Deformacion de Relatividad Especial (Deformation of Special
Relativity, DSR): proponen una nueva relacion de dispersion distinta a la de
SR y una modificaciéon de las leyes de conservacion de energia y momento.
Del mismo modo que en LIV, se anade a la relacion de SR un término

inversamente proporcional a una escala de modificacion, denotada como M.

Las teorias que plantean una deformacién respecto a SR tratan de mantener
el principio de relatividad entre observadores. Sin embargo, las transforma-
ciones entre las distintas observaciones ya no serian las transformaciones de
Lorentz, sino otras nuevas que fueran compatibles con la nueva relaciéon de

dispersion y leyes de composicion (ver [5]).

Este tipo de teorias también se suelen llamar teorias de Relatividad Do-
blemente Especial (Doubly Special Relativity, DSR). Este nombre se debe a
que tratan de establecer unas nuevas transformaciones entre observadores
que mantengan invariantes dos cantidades: ¢ y Lpy,. El procedimiento para
conseguir esto trata de ser andlogo al que siguié Einstein para obtener las
transformaciones de SR, que mantenian invariante la cantidad c, a partir de

las transformaciones de Galileo.



1.3. Problema de la transparencia del universo

Dentro de todas las posibles lineas de estudio expuestas, nos vamos a centrar en
una concreta: el estudio cinemético de la creacién de un par electrén-positron
producido cuando un fotén de alta energia interactiia con un fotén del fondo de

luz extragalactico (Eztragalactic Background Light, EBL).

Cuando estudiamos el espectro de luz para todas las direcciones, detectamos fo-
tones en un amplio rango de longitudes de onda. Las longitudes de onda mayores
(A > 1mm), o energias menores (¢ < 1.24 - 1073 eV), corresponden al fondo cos-
mico de microondas (CMB). Este esta compuesto por la radiacién que escapo la
era de la recombinacion (en la que se formaron los primeros atomos de hidrogeno

y helio), y llena todo el universo de forma isotropa.

La luz perteneciente a EBL esta constituida por la radiaciéon emitida por estrellas
y galaxias tras la era de la recombinacion. En especial, la luz en el rango infrarrojo
se crea cuando fotones de energia por encima del rango 6ptico son absorbidos por

el polvo del medio interestelar y reirradiados con menor energfa (ver [6] y [7]).

Se suele denominar fondo de luz extragalactico a la radiaciéon procedente del cos-
mos con longitudes de onda entre 0.1 ym y 1mm (12.4eV > ¢ > 1.24- 1073 eV).
Esta incluye la radiacion en el rango 6ptico (Cosmic Optical Background, COB),
con longitudes de onda entre 0.1 ym y 0.8 um, y en el infrarrojo (Cosmic Infrared
Background, CIB), con longitudes de onda entre 8 um y 1 mm aproximadamente.

Existen diversos estudios que se centran en medir de forma rigurosa el flujo que re-
cibimos de EBL (ver [6] y [7]), planteando los modelos de emision correspondientes
de acuerdo con las observaciones. Mostramos una de las medidas més completas y
recientes (2016) de este fondo en la figura 1, donde se recogen medidas realizadas
por distintos autores. En ella, vemos que el mayor flujo que recibimos de fotones
de baja energia se corresponde con longitudes de onda préximas a 1.5um y a
150 pm.

Por otra parte, también podemos medir el flujo de fotones recibidos para todas las
longitudes de onda del espectro y calcular la profundidad optica (optical depth)
asociada a cada energia. Esta cantidad, 7(Ey, z5), indica la opacidad de un medio
(el fondo de baja energia en este caso), y depende de la energia del foton detectada,

Ey, asi como de la distancia a la que se encuentra la fuente, z,.

En algunos articulos (ver [6] y [8]) se comenta la observacién de una aparente
anomalia en la transparencia del universo para fotones de altas energias. Es decir,
es posible que la profundidad 6ptica 7 sea menor de la esperada para fotones
provenientes de fuentes lejanas, detectdndose un flujo mayor de fotones de alta
energia que el esperado (a partir de los modelos realizados para las fuentes).
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Figura 1: Modelo espectral del fondo de luz extragaldctico para un rango de longitudes de onda
0.1pm < A <1mm y un 68% de confianza [7]. Los puntos en azul indican limites inferiores al
flujo de fotones y los puntos en negro corresponden a medidas directas (o extrapoladas).

Mostramos un ejemplo de esta anomalia en la figura 2, donde aparece representada
la diferencia entre el flujo de fotones de alta opacidad (7 > 1) y el flujo esperado
(calculado a partir del flujo de fotones de baja opacidad, 7 < 1), R, frente a
la energia de la radiacion, E. Vemos que esta diferencia en el flujo es mayor de
la esperada para fotones de altas energias, y muchos de estos tienen opacidades
menores a 1, por lo que el vacio seria bastante transparente a estos fotones.
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Figura 2: Diferencia entre el flujo de fotones de alta energia observado y esperado (linea roja),
R, frente a la energia E. La zona gris indica un intervalo de confianza del 68 % para la diferencia
esperada en [8] (zona gris). Las distintas formas asociadas a los puntos indican el redshift de la
fuente, z5, mientras que el tamano denota la opacidad, 7.



Este problema se ha tratado de solventar planteando soluciones méas alla de Re-
latividad Especial. Una de ellas es que se detectan més fotones de alta energia
porque estos son capaces de convertirse en axiones (particula hipotética planteada
como una posible componente de la materia oscura) en algin lugar proximo a la
fuente, que oscilan de nuevo a fotones antes de ser detectados. De esta forma, los
axiones no interactuarian con el medio intergalactico en su propagacion. Este caso
de produccion de axiones se discute en articulos como [9] o [10], proponiéndose
cotas para el acoplamiento de la interaccién foton-axion, g,,, o para la masa del
axion, m,. En otros articulos como [6] se descarta que la anomalia pueda deberse
a la aparicion de axiones.

La aparente anomalia en la transparencia del universo se puede explicar de otra
forma si consideramos que la energia umbral de la creacion de pares puede cambiar.
Esto ocurrira si la cinematica de la reaccion v + v — e~ + e varia respecto
a Relatividad Especial, lo cual ocurre en teorias que van mas alla de SR (ver
seccion 1.2). Este es el proceso que vamos a analizar en los apartados posteriores,

calculando la energia umbral de acuerdo con las distintas teorias.

En la bibliografia encontramos articulos que han estudiado este fenémeno desde
el punto de vista de LIV, estableciendo cotas a la escala de modificaciéon respecto
de Relatividad Especial, Ery ,. Considerando una modificaciéon a primer orden de
la escala (n = 1), se propone en [6] una cota de Ery; > 7.93 - 10 GeV y en [11]
una cota de Ery; > 1.05- 10" GeV, ambas calculadas con una confianza del 99 %.
Estas cotas son cercanas a la energia de Planck, que era la energia esperada para

la escala al plantear teorias LIV.

Por su parte, para teorias de Deformacion de Relatividad Especial (DSR) ain
no se ha explorado el rango de valores que limitan la escala M de modificacion
respecto a SR desde el punto de vista de creacion de pares (aunque si que se han
puesto cotas a M en estudios de tiempos de vuelo). Por tanto, la tinica nocion
que tenemos para la escala proviene del contexto de gravedad cuantica en el que

trabajamos, donde la energia para la que aparecerian estos efectos seria Ep;.

En la presente memoria desarrollamos el estudio del proceso de creaciéon de pares,
averiguando la expresion correspondiente a la energia umbral del foton de alta
energia para cada una de las cinematicas propuestas. En primer lugar, considera-
mos el punto de vista de la Relatividad Especial en la seccion 2, para posterior-
mente poder comparar los resultados alcanzados con las teorias que van mas alla
de SR. En las secciones 3 y 4 realizamos los célculos correspondientes a teorias de
Violaciéon de Invariancia Lorentz y Deformacion de Relatividad Especial, respec-
tivamente. En la seccién 5 comparamos los resultados obtenidos entre ellos y con
las observaciones experimentales vistas en distintos articulos de la bibliografia, y,

por tltimo, en la secciéon 6, exponemos las conclusiones.



2. Creacion de pares en Relatividad Especial

En este apartado vamos a resolver cineméticamente la creacion de pares de acuerdo
con la relacion de dispersion y leyes de conservacion de Relatividad Especial. Nos
encontramos ante la interaccion de un foton de alta energia () con un foton de
baja energia perteneciente al fondo extragalactico (yggL), que produce un electron

(e7) y un positron (et),
Y+ 7YEBL — € +et. (2.1)
Para realizar los célculos cineméaticos correspondientes al proceso indicado en la

ecuacion anterior (2.1), planteamos una notacion para las energias y los momentos

de cada particula, que mantendremos a lo largo de toda la memoria (ver tabla 1).

Particula | Energia | Momento
y E, Kk
VEBL € K’
e E_ P
et E. q

Tabla 1: Energia y momento asociado a cada particula en la creacion de pares.

Por otra parte, podemos indicar la formulacion general de la relaciéon de dispersion
en Relatividad Especial para una particula de energia F/, momento p y masa m. En
este apartado, aplicaremos dicha expresion a todas las particulas, simplificandose

esta en el caso de los fotones (m, = 0)'.

E? — |p|* = m? (2.2)

También podemos plantear las leyes de conservacion de energia y momento aso-
ciadas a la reaccion, las cuales se verificaran para cualquier observador inercial

que estudie el proceso.
Eioy = E’y t+e=E_ + E+7 (23)
ﬁtot = E + E/ = 1_5 + (_i (24)

Como hemos mencionado anteriormente, buscamos hallar la energia minima del
foton de alta energfa, £, para que al interactuar éste con un fotén del fondo se

produzca un par electron-positron.

LA lo largo de toda la memoria se considera ¢ = 1 (unidades naturales).



2.1. Calculo con invariantes relativistas

La resolucion del problema planteado es especialmente sencilla en SR, ya que existe

una expresion que se mantiene invariante bajo distintos sistemas de referencia.

§= Et20t - |13t0t|2' (25)

En primer lugar, consideramos el sistema de referencia centro de masas, es decir,
aquel observador que ve como los dos fotones se acercan a €l con el mismo momento
y el electron y el positron se alejan de él con el mismo momento. En este sistema,
el momento total de las particulas se anula, tanto en el estado inicial como en el

estado final: p;,; = 0.

Como estamos buscando la energia minima del fotén v para que tenga lugar una
creacion de pares, el caso umbral serd aquel en el que las particulas creadas se
encuentren en reposo. Es decir, cuando los momentos p* y q* se anulen en el
sistema de referencia centro de masas (es el tnico sistema de referencia en el
que esto puede ocurrir), de forma que la interaccion entre fotones tunicamente
proporciona la masa a las particulas creadas. Trabajando con el estado final, el

invariante en este caso queda de la siguiente forma:

S = Sfin = (mi’gn)2 = 4m?. (2.6)

Por otra parte, podemos considerar otro sistema de referencia en el que se cumpla
la conservacion de energia y de momento (ecuaciones 2.3 y 2.4). El invariante para
el estado inicial visto por el nuevo observador lo expresamos de acuerdo con su

definicion (ecuacion 2.5):

5= Sinj = (Eim)2 - ‘ﬁini = (B, +¢)? - K+ K| (2.7)

[gualando ambos invariantes (ecuaciones 2.6 y 2.7) y cancelando los términos
correspondientes a la relacion de dispersion para fotones (|k| = E,y K'| = ¢) nos

queda lo siguiente:

2E.e — 2K - K = 4m?. (2.8)

En la ecuacion (2.8) aparece el producto escalar de los dos momentos iniciales, el

cual dependeré del dngulo 6 que formen los vectores K y K.

2E.e —2|K| - [K'| - cos ) = 4m?, (2.9)

2m?
E,=—°—. 2.1
7 (1 —cosb) (2.10)



Hemos obtenido la energia del foton incidente en funciéon del angulo 6. Buscamos
que dicha energia sea minima, lo que ocurrird cuando los momentos de los dos
fotones formen el maximo angulo posible, es decir, cuando se encuentren en la

misma direccion y sentidos opuestos (6 = 180°):

(2.11)

El resultado nos indica que la energia umbral buscada es directamente propor-
cional a la masa del electron (me, igual a la masa del positréon) e inversamente
proporcional a la energia del foton del fondo con el que estéa interactuando el foton
de alta energia. De esta forma, cuanto mayor sea la energia e del foton del fondo
(menor longitud de onda), menos energia necesitaré el foton « para crear un par

electron-positron.

2.2. Calculo sin invariantes relativistas

Existe un método més general que nos permite calcular la energia umbral E, sin
hacer uso del invariante relativista s. Este razonamiento lo emplearemos también
posteriormente para los casos de Violacion de Invariancia Lorentz (LIV, seccion
3) y Deformacion de Relatividad Especial (DSR, seccion 4).

En nuestro estudio de la creaciéon de pares buscamos encontrar una energia mini-
ma, por lo que nos hayamos ante un problema de optimizacion. Una herramienta
matematica muy util para resolver este tipo de problemas es el método de los

multiplicadores de Lagrange (ver anexo A).

De esta forma, en el caso de Relatividad Especial, tratamos de minimizar la ener-
gia del foton v tomando como restricciones la conservacion de la energia y la
conservacion del momento (ecuaciones 2.3 y 2.4). Suponiendo que conocemos la
energia de los fotones que podemos encontrar en el fondo de luz extragalactico, la

energia € y el momento k’ no serian variables de nuestro problema.

Haciendo uso de los multiplicadores de Lagrange (en principio desconocidos) p y

A, la funcién a minimizar es la que aparece a continuacion:

F(K,B,d X, 1) = B, (K)) = o [B-(18]) + B (1d]) — B,(K|) - <
, (2.12)
_Z)\i‘ (pi+Qi — ki —ki)-

Derivando la funcién F respecto a cada una de sus variables e igualando dichas
derivadas a cero, obtendremos un sistema de ecuaciones cuya solucién nos pro-

porcionara la energia minima buscada.
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%:_M.m.ﬂ_)\izo, (2.13)
Z_Z:_M.%.%_/\i:(), (2.14)
gg;:(l_i_u).%.%_i_)\i:o’ (2.15)
Z—Z:E_+E+—E7—5:O, (2.16)
gi —pit g k- K =0 (2.17)

En general, en el problema planteado nos aparecen trece ecuaciones con trece
incognitas: las tres componentes de los momentos E, P v q, ademés de los multi-
plicadores de Lagrange X y p. Cabe destacar que las energias de las particulas no
son incognitas, ya que las podemos relacionar con los momentos correspondientes

mediante la relacion de dispersion (ecuacion 2.2 en el caso de SR).

A continuacién, podemos reducir la complejidad del problema igualando los mul-
tiplicadores \; que aparecen en las ecuaciones (2.13), (2.14) y (2.15).

dE_  p; dE, g dE, k;

,ud—_,'T:Md—_,'T:('f‘,LO'—_:Y'T. (2.18)

B| [P dl |d dk| K|

Vemos asi que el vector unitario en la direccién del momento del electron es

proporcional al vector unitario en la direcciéon del momento del positréon y al

vector unitario en la direccién del momento del fotén, p;/|p| o ¢;/|d| o ki/|K|.

Esto significa que los momentos asociados a estas tres particulas se encuentran en

la misma direccion.

Para conocer el sentido de los vectores p, q y E, debemos averiguar el valor del
multiplicador de Lagrange p. Podemos despejar este parametro de una de las
igualdades que aparecen en la ecuacion (2.18). Escogemos en este caso la que
relaciona los momentos p y k:

Pl
p—m——==1+p, (2.19)
VI[P +me
~ |2 2 E_
jpo VPP mE . (2.20)
Bl - VIB? +m2 [Pl - E-

Sabemos que F_ > |p| siempre, por lo que el denominador que aparece en la

expresion de p va a ser negativo. Ademas, la energia F_ tomara un valor positivo
(por definicion), lo que hace que p adquiera un valor negativo. Por otra parte,
|E_| > ||p| — E—-|, y esto implica que |pu| > 1.
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Concluimos de esta forma que los momentos p, q y K se encontraran en el mismo
sentido, ya que los factores de proporcionalidad de la ecuacion (2.18) tienen el

mismo signo (son negativos).

Ademas, al igualar el multiplicador \; para las ecuaciones (2.13) y (2.14), obte-
dE- _ dEy

HEMOS 57 = alq]

creado tienen el mismo moédulo del momento y, por tanto, la misma energia.

. A partir de esta relacién deducimos que las particulas del par

VIBP+m2  1dP +mE
Il = ldl. (2.22)

Por ultimo, debemos resolver las ecuaciones (2.16) y (2.17), las cuales se corres-
ponden con la conservacion de energia y momento. La ecuacion (2.17) indica que si
E, P v q se encuentran en la misma direccion, el momento K’ también estard en esa
direccién y podremos reducir el problema a una dimensién. Ademas, conociendo

que |p| = |q| vy E_ = E, podemos simplificar dichas leyes de composicion:
E, +c=2E_, (2.23)
k| + K| = 2|p). (2.24)

Nos falta averiguar el sentido de K’ , el cual se puede deducir observando las ante-
riores ecuaciones. Buscamos que F., sea minima; por lo tanto, la energfa total del
proceso, asi como la energia del electron (y del positrén) deben tomar el menor
valor posible. Conociendo la relacién de dispersion, sabemos que la energia del
electron aumenta con el médulo de su momento, y que E_ sea minima implica
que |p| también debe serlo. Atendiendo a la ecuacion (2.24), vemos que |p| sera
minimo cuando el fotén de alta energia y el foton de baja energia se encuentren

en sentidos opuestos (como ya habiamos deducido en el anterior apartado),
k| — K| = 2[p]. (2.25)

Finalmente, completamos los calculos sustituyendo la relacion de dispersion y la

relacion entre momentos (ecuacion 2.25) en la conservacion de la energia simplifi-

E, + ¢ =2/|p|? + m2, (2.26)
(B, +2) = (k| = [K'])” + 4mZ, (2.27)
4B, = 4m?. (2.28)

cada (ecuacion 2.23):

Logramos asi el resultado para la energia umbral del foton de alta energia que
habiamos visto en el apartado anterior (ecuacion 2.11),

E, = —¢. (2.29)



3. Violacion de Invariancia Lorentz

En esta seccion trataremos la interaccion (2.1) desde el punto de vista de la Vio-
lacion de Invariancia Lorentz (LIV). Utilizaremos por tanto un planteamiento que
va mas alla de la Relatividad Especial de Einstein. Las teorfas LIV proponen una
nueva relacion de dispersion para particulas de altas energias, a la vez que mantie-
nen la composicién de energias y momentos de SR. De esta forma, no seria vélido
el principio de relatividad, existiendo un observador privilegiado.

La nueva relacion de dispersion se construye anadiendo una serie de Taylor a la
relacion conocida de SR. Para ello, se utiliza la escala Ery,, la cual da cuenta
los efectos de gravedad cuéntica para cada orden n. Para poder anadir esta serie
estamos considerando que la energia F de una particula es mucho menor que la
escala, I/ < Ery,. Asi, cuanto mayor sea [, mas apreciables seran los términos

anadidos:

+ m? (3.1)

E n
E2:|13|2[1—an.< )

ELV,n

Para resolver nuestro problema, aproximamos la relaciéon de dispersion hasta pri-
mer orden del desarrollo de Taylor (n = 1), el cual seria el més apreciable en el
caso de que esta sea la modificacién que tenga lugar en la Naturaleza?. Mostramos
a continuacion las expresiones de la relacion de dispersion que emplearemos para
el foton de alta energia y para una particula con masa m.. El fotén de baja energia
seguiré la relacion de SR conocida (ecuacion 2.2 con m, = 0), ya que ¢ < E,.

— — E
E? ~ |k|? — s - [K[P=2 3.2
TR s KT (32
2 — 12 —»QEi 2
EY ~ |p[" — 51 |P| T T Me (3.3)
LV

En las ecuaciones (3.2) y (3.3) aparece un coeficiente s1, el cual indica si la relacion
de dispersion para las particulas de alta energia varia aumentando el cuadrado de
la energia de las particulas (s; = —1) o disminuyéndolo (s; = +1) respecto a
la relacion conocida de SR. El significado de este coeficiente se entiende mejor si
calculamos la velocidad derivando la energia respecto del momento (ver anexo B):

L dE, E,

Vo |=—"F ~1-5—", 3.4

V| i) Ty (3.4)
5 dEi Ei m2

=—~1—-85— — e 3.5
V=l d|p| " iy 2F7% (3:5)

2Si n =1 entonces s, = 51 y Erv.n = Erv1, que denotaremos como Ery en lo que sigue.
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De esta forma, las particulas de alta energia se moverian maés réapido (s; = —1) o
més despacio (s; = +1) que las de baja energia. En el caso de fotones, la relacion
de dispersion nos estaria indicando que la velocidad de la luz no es constante en el

vacio, lo cual entra en contradiccion con el primer postulado de SR (¢ constante).

Una vez planteada la nueva relacion de dispersion, vamos a resolver la creaciéon
de pares utilizando la cinematica de LIV. Para ello, emplearemos de nuevo el
método de los multiplicadores de Lagrange introducido en el anterior apartado.
Proponemos asi la funciéon F a minimizar, bajo las restricciones de conservacion

de energia y conservaciéon de momento:

F(K B G %) = B, (K) — - [B-(B]) + B (al) - B(K) — €]

—ZAW <Pi+qz‘—k3i—k§>-

La funcién propuesta aqui es exactamente igual a la del apartado 2 (ecuacion 2.12),

(3.6)

por lo que sus derivadas proporcionaran las mismas conclusiones que antes. Es

decir, en el caso de LIV la energfa F. también serd minima cuando los momentos

E, K , PV g se encuentren en la misma direccion, con K’ en sentido opuesto a los

demés. Cabe destacar que, aunque se obtengan las mismas conclusiones que en el

caso anterior, la expresion explicita del multiplicador p sera distinta, ya que las

derivadas de la relacion de dispersion cambian (ver anexo B):
1-— SlEE—L::/

K=" "B mz-
517 By 2E2

(3.7)

Por tanto, se puede estudiar el problema en una dimension y, ademés, tenemos
|P| = |d|- Nos quedan las siguientes leyes de conservacion simplificadas:

E,+e=2E_ (3.8)
k| — [K'| = 2|p]. (3.9)

A continuacion, sustituimos la relacién de dispersion modificada para el electron
(ecuacion 3.3) en la ecuacion (3.8) de conservacion de la energia. Consideramos
también para el término de orden 1/Epy que podemos aproximar la relacion de
dispersion F_ ~ |p|. Segin los 6rdenes de magnitud con los que estamos traba-
jando, m. < |p| < E_ < Ey, podemos despreciar correcciones de orden m?/|p|?
en los términos proporcionales a 1/FEpy, ya que Gnicamente estamos buscando la

primera correccién al umbral de SR:

Sk
E7+5:2\/|13|2+m2—51ﬁ. (3.10)
Ery
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Podemos ahora sustituir el momento del electréon en funcién de los momentos de
los fotones (ecuacion 3.9).

o - [©)°
(o) = (K] = R+ am — s, LT B.11)
. . . R E . E/ 3
E2+2E, +¢* = |k|” — 2k| - [K| + [K'|” 4 4m — slu. (3.12)

2Eny

Conociendo la relacion de dispersion para el foton de alta energia (ecuacion 3.2)
y el fotén de baja energfa (¢ = [K'|), trabajaremos con la ecuacion anterior has-
ta encontrar la energia umbral. Ademés, como estamos trabajando hasta orden
1/FEyy, para términos de este orden podremos realizar la aproximacion |E| ~ E,
en la relacién de dispersion y despejar asi el moédulo del momento®:

E? = |k — le—3 (3.13)
K ELV’
o B3 s1 FE
k| =/ E2 e POl N | R0 B 3.14
I 7+SlELV 7( i 2 ELV) 1

Si consideramos que el fotéon de alta energia sigue una relacion de dispersion con
s1 = —1 (fotén superluminico, su energia es mayor al momento de SR), la ecuacion
(3.12) hasta orden 1/FEyy queda de la siguiente forma:

E3 4 E2e — 3E,e* 4 €°
2Ery '

4B, = 4m? — (3.15)

Despejando £, del miembro de la izquierda obtenemos la expresion de la energia
umbral de Relatividad Especial (ecuacion 2.11), a la que afiadimos una correccion
a primer orden en 1/Epy:

m?  E}+ Ee —3E,* +¢°

g 8ELV - £

(3.16)

Como tnicamente nos interesa la primera correccién, podemos quedarnos con el
término mas alto para primer orden en 1/Epy, es decir, el que contiene el término
Eii Podemos despreciar los deméas sumandos porque estamos considerando las
aproximaciones ¢ < E, < Ery en la escala de energias.

E3

8Ezv + E,e—m?=0. (3.17)

No obstante, no podemos despreciar el término ctubico frente al término lineal en
E,. Considerar I, < Fry no implica que se cumpla E:j’ /8Ery < E,¢e, por tanto,

obtendremos la energia umbral en este caso al resolver la ecuacion de tercer grado.

3Empleamos también la aproximacion /1 4+ z ~ 1 + 3, conx = 51%, donde E, < Fry.
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Por otra parte, si consideramos que el fotén de alta energia sigue una relaciéon de
dispersion con s; = +1 (fotén subluminico, su energia es menor al momento de

SR), la ecuacion (3.12) para orden 1/Epy queda:

E,?; + E,%s —3E%+¢?

AE. & = 4m?
~E m, + 2y

(3.18)

Realizando las mismas aproximaciones que en el caso negativo y queddndonos con
la primera correccion a orden 1/FEyy, la energia umbral la obtenemos a partir de

la siguiente ecuacion de tercer grado:

3
y

S8ELy

— E.e+m2=0. (3.19)

Hemos hallado la energia umbral de un foton de alta energia para una cinemaética
de acuerdo con una Violaciéon de Invariancia Lorentz. Para poder comparar estos
resultados con los de SR, representamos en la figura 3 el cociente entre la energia

umbral para LIV y la energia umbral para SR, frente a la escala Fry.

E,/Esg 15

— SR
1.10f| LIV superluminico
[ LIV subluminico
1.05}
1.00} —_—————
0.95
0.90] Ery (GeV)

2x10'° 4x10"8 6x101° 8x10'° 1x101€

Figura 3: Cociente entre la energia umbral de LIV y SR frente a la escala Ey.

Vemos en los resultados de la figura 3 que para un fotén con velocidad mayor a la de
SR (foton superluminico), la energia umbral disminuye respecto a esta (ecuacion
2.11). En este caso, los fotones de altas energias provenientes de fuentes alejadas
interactuarian més con el fondo de luz extragalactico, es decir, seria mas facil que
se produjera la reaccion. Esto derivaria en una disminucién de la transparencia de

EBL, ya que recibiriamos un menor flujo de fotones que el esperado.

Por otra parte, para un fotéon con velocidad menor a la de SR (fotén subluminico),
la energia umbral aumenta respecto a la de SR. Este efecto podria resultar en un
aumento de la transparencia de EBL, ya que fotones de altas energias que se
consideraba que creaban pares en SR no lo hacen en LIV. En este caso, seria
mas dificil que se produjera la interaccion de creacion de un par electron-positron.
Cabe destacar que en ambos casos si consideramos Fry — oo recuperamos la
expresion de la energia umbral vista para Relatividad Especial (ecuacion 2.11).
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4. Deformacion de Relatividad Especial

En este apartado planteamos una resolucién innovadora para el problema de la
creacion de pares, aplicando Deformacion de Relatividad Especial (DSR). Las
teorias que se engloban bajo este nombre se caracterizan por plantear una relacion
de dispersion modificada para particulas de altas energias, ademas de nuevas leyes

de composicion de energias y momentos (ver [5]).

La nueva relacion de dispersion se construye anadiendo términos a la relacion de
dispersion de Relatividad Especial. En este caso trabajamos hasta primer orden en
la inversa de la escala de modificacion, por lo que tnicamente podemos incorporar
dos términos compatibles con invariancia rotacional. La relacion de dispersion
modificada para una particula con energia E, momento p y masa m es:

E? — |B + T-E° + 2 E|B|* = m?. (4.1)

M M

Debemos notar que, con esta nueva formulacién, nos aparece una escala M de
altas energias. Supuestamente, esta escala seria proxima a Ep), ya que pretende dar
cuenta de los efectos de gravedad cuantica, como ocurria en el caso de LIV (seccion
3). Sin embargo, las cotas deducidas para Ery no se aplican necesariamente en el
caso de DSR, es decir, la escala podria tomar un valor distinto en cada caso (ver
seccion b).

De esta forma, los términos que anadimos a la relacion (2.2) de SR son pequenos
(ya que consideramos F < M), manteniendo la expresion de SR para particulas
de bajas energias. Ademas, en la ecuacion (4.1) nos aparecen los coeficientes oy
y Qa, los cuales adquiriran valores distintos dependiendo de como difiera la nueva

relacion de dispersion respecto a la de SR.

Al plantear teorias que deforman la Relatividad Especial y que mantienen la
equivalencia entre los observadores, encontramos también que debe existir una
deformacion en las leyes de composicion. Es decir, la energia o el momento total
de un sistema no es igual (en este caso) a la suma de energias o momentos de
las particulas, pudiendo aproximar la diferencia por una cantidad proporcional
a 1/M. Asi, a bajas energias se seguirian cumpliendo las leyes de composicion
conocidas de SR (ecuaciones 2.3 y 2.4).

Para un sistema como el que estamos estudiando, en el que interactiian dos parti-
culas en tres dimensiones, la energia total y el momento total se pueden expresar
en funcion de los cuadrimomentos de estas particulas: (po, P) v (o, q)-

6 6 — —
Eior =[p®qlo=po+ q0 + MlpoCIO + MZP - q, (4.2)
v Y 7
Drot)i =P B qli =pi + ¢ + Mlpo% + MQQOpi + Mgﬂjkpﬂm (4.3)
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De nuevo se incorporan términos que son compatibles con invariancia rotacional
para orden 1/M, apareciendo coeficientes (en general desconocidos) acompanando

a cada uno de esos términos: S, B2, V1, Y2 YV V3-

Las teorias fisicas que incluyen Deformacion de Relatividad Especial tratan de no
alejarse demasiado de los postulados de SR, por lo que Ginicamente suponen una
ligera modificacion respecto de esta. Asi, para que siga siendo valido el principio
de relatividad y las observaciones realizadas por los distintos observadores del
universo sean equivalentes, las transformaciones entre ellos deben dejar invariantes

las relaciones de dispersion y las leyes de conservacion.

Nos encontramos en un contexto que va més alla de la Relatividad Especial, por
lo que las relaciones de equivalencia mencionadas no seran las transformaciones
de Lorentz sino otras (ver [5]). Con el objetivo de que la relacion de dispersion
modificada (ecuacion 4.1) y las leyes de composicion (ecuaciones 4.2 y 4.3) sean
compatibles entre si, al buscar las nuevas transformaciones aparecen relaciones

entre los coeficientes:

ar+ By =0, (4.4)
ag + Bo =71 + 2.

Una vez planteada la nueva cinematica, volveremos a resolver la interaccion estu-
diada (ecuacion 2.1) utilizando el método de los multiplicadores de Lagrange. En
este caso, las restricciones de conservacion de energia y momento pueden variar
dependiendo del orden en el que compongamos las energias o momentos correspon-
dientes a las distintas particulas. Es decir, la expresion de la composicion [p @ ¢,
cambia si indicamos esta como [¢ @ p|,, aunque se trate de las mismas particulas.
Para resolver el problema de creaciéon de pares vamos a utilizar las expresiones de

las leyes de composicion que presentamos a continuacion:

B = E, P E +—Zkk (4.6)

Ein = E_ +E++51E E++ szqz, (4.7)

(pini)i = ki + K, + WMEWICQ ek + Me”kk: kL (4.8)
T Y2 3

(Pan)i =Di + ¢ + ME—%‘ + MEH% + S CikPik- (4.9)

Ahora ya conocemos todos los elementos necesarios para construir la funcién F a

minimizar, con el objetivo de hallar la energia umbral E.,.
F(Ea ﬁa (_1)7 K, X) = E’Y<|ED — M- (Eﬁn - 1n1> Z )\ [ pﬁn ) (pini)i . (410)
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El siguiente paso en el proceso es anular las derivadas de la funcién F' respecto
a cada una de sus variables, de forma que llegaremos a un sistema de ecuaciones

que posteriormente resolveremos.

g_; N 3;;;11 - 8(52?)1 _9, (4.11)
Z_Z ~ 8615:; o a(ggj)l o, (4.12)
g_:—l’ _ Zi; b dﬁ;i N d<§z)l — 0, (4.13)
Z_Z = Efin — Eini = 0, (4.14)

g—i = (Pan)t — (Pini)1 = 0. (4.15)

Nos encontramos asi frente a un sistema de trece ecuaciones con trece incognitas:
las tres componentes de los momentos E, P Vv q, asi como los multiplicadores de
Lagrange i1 y A. Veamos la forma explicita de las derivadas respecto al momento
para las ecuaciones (4.11), (4.12) y (4.13).

OF 0Egn V2 M dE_| V3
e N1+ 2B+ g [ =Y Nirenar =0, (4.16
o 1% o R VA VA dpz : 77 Citk O (4.16)
Z3 0L [ w 72 dE, | 3
o N1+ RE 4 Zp S ST N e =0, (417
R R TR e BRI Tt 1
aF dE,y dEini 71 dE Y2 3
ok kMl T MR T M +Zi VA (4.18)

Como tnicamente buscamos la correccion a primer orden en 1/M, podemos apro-
ximar por la solucion de Relatividad Especial los términos que acompanan a esta
escala. En SR (seccion 2) todos los momentos se encuentran en la misma direc-
cion y las energias de electréon y positron coinciden, £, = E_. De esta forma,
los términos que incluyen 73 desaparecen de las ecuaciones (4.16), (4.17) y (4.18),

quedandonos expresiones més sencillas:

oF O0FEsy, V2 M dE_]
- —M1+L2E —g——| =0 4.19
apl o 8pl l _ + M + + Mql dpl _ P ( )
OF O0FEfn [ vo dE,]
- S WA I Iy ) T . Vi) Ry | 4.20
aql M aql l _ + M + Mpl dql _ ) ( )
8F CZE17 dEini 1 dE Y2
- _ M1+ =—k 4+ 2o =0. 4.21
%, ak, + ak, + A +M ak,  + Me 0 ( )
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Con el objetivo de deducir la relaciéon entre las direcciones de los momentos E, P
y q hasta orden 1/M, igualamos a continuacion los multiplicadores de Lagrange

A; para las anteriores ecuaciones:

B P gl Yo dEL | p
N = 1+ 28, |+ 22 1+ 2B R
’ dlpl( M +qul T T g |
(4.22)
dE B By 4| V2 m o dE_ | q
1+ ZE | +=p—| |1+ =B+ — =
d/G \( M ) Mg MMy ||
b P 72 JAEL | pr
A = (1 bip, ) B2 B e A
i |< M) M | T M T MR | T
. (4.23)
b dE, Ba |k| 72 71 dE— /Cz
1 Plo) 22 g 2 1+ 2B L

De esta forma, demostramos que los vectores unitarios de los momentos E, Pyq
son proporcionales, p;/|P| o ¢/|d| o« ki/|K|. Este resultado implica que los tres
momentos mencionados (y el vector X) se encuentran en la misma direcciéon. En
cuanto al sentido asociado a estos vectores, del mismo modo que en apartados
anteriores, podremos deducirlo a partir de la expresion del multiplicador u, el
cual despejamos utilizando la ecuacion (4.23):

2F? 1
on = _W + O (M) . (4.24)

Vemos en la ecuacion (4.24) que los términos a partir de orden 1/M podrian
cambiar el valor de y pero no su signo, ya que trabajamos con las aproximaciones
me < E < M. Asi, u en este caso serd también un ntmero negativo y los
momentos del foton de alta energia, electrén y positron se encontraran en el mismo
sentido. Por su parte, el momento K’ asociado al fotén del fondo también seguira

esa direccion (su sentido lo deduciremos mas adelante).

Por lo tanto, hemos reducido el problema a una dimensién: la direcciéon de in-
teraccion de los momentos de las particulas. El sistema de ecuaciones que nos
queda contiene cinco ecuaciones y cinco incégnitas: los médulos de los vectores
que aparecen y el multiplicador u. Para aliviar la notacion, a partir de este punto
denotaremos estos modulos como |k| = k = k, K| =kl = K, |B| = p = p,
dl=a=q N =X=x

Continuamos con la bisqueda de la energia umbral para la creaciéon de pares,
notando que solamente las ecuaciones (4.19), (4.20) y (4.21) contienen a los mul-
tiplicadores p y A;.
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Para que este sistema (con tres ecuaciones) sea compatible, el valor asociado a los
multiplicadores debe ser distinto de cero, lo cual implica que dichas ecuaciones nos
van a proporcionar una relacion entre dos de las variables del problema. Igualando
de nuevo el multiplicador A para las ecuaciones (4.19) y (4.20), obtendremos una
relacion entre los momentos (o energias) del electron y el positron.

_dE— B 2 I M1 ]
)\: - 1 _E — . 1 _E, —_— ) — =
dp<+M +>+Mq RV v

- Toc ] (4.25)
dE, b1 B V2 m dE_
(B 2, i 2 0

dq<+M >+Mp Tt uTa

En el anexo C se han incluido las aproximaciones utilizadas para la relacion de
dispersion y sus derivadas (ecuaciones C.5 y C.8), considerando la energia de una
particula mucho menor que la escala de DSR, £ < M. Resolviendo la igualdad
anterior para orden cero, es decir, sin términos de orden 1/M o superiores, obte-
nemos el resultado visto previamente en el caso de Relatividad Especial (ecuacion
2.22): electron y positron tienen la misma energia (y momento), £, = E_ y ¢ = p.

Por otra parte, podemos calcular la relacion entre E, y E_ hasta orden 1/M,
teniendo en cuenta que podemos aproximar F, ~ E_ y ¢ =~ p para los términos
de orden 1/M:

2(y2 — %)E n 3(1 — 72)m2 LT

2 2
L L v oME. e T ynrEs e

(4.26)

Aplicando las aproximaciones v1+xz ~ 1+ 5y HLI ~ 1—x para z < 1,
conseguimos despejar E, en funcion de E_ hasta el orden 1/M con el que estamos
trabajando:

N 3(e—m) 2, M=

E.~FE_ + 1 _'“F? 4 4.2
+ T Pt T et s e (4.27)

Hasta este punto hemos utilizado tres de las cinco ecuaciones obtenidas al derivar
la funcién F'. Las ecuaciones restantes (4.14 y 4.15) hacen referencia a las leyes
de conservacion de energia y momento. Como hemos reducido el problema a una

dimension, dichas ecuaciones pueden simplificarse de la siguiente forma:

B o b o
E7+€+ME,Y€:|:MI€'I€/:E,+E++ME,E++MP'Q, (428)
r. N r 2 g gl T2
k+k :I:MEykz +M5k—p+q+—ME_q+ ME+p. (4.29)
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Atendiendo a las anteriores ecuaciones se puede inferir de forma sencilla el signo
de K'. Nuestro objetivo es hallar la energia minima asociada al foton de alta
energia, E,, para que en su interaccién con un fotéon de baja energia se cree un
par electron-positron. De esta forma, la energia total del proceso debe ser minima,
lo que implica que E_ y E, también adquiriran el menor valor posible. Sabemos
ademés que las energias del electron y el positron son funciones crecientes con
sus respectivos momentos, por lo que si £ y F, son minimas, p y ¢ también lo
seran. Para que esto ocurra, debemos tener una resta en el miembro izquierdo de
la ecuacion (4.29). Asi, comprobamos de nuevo que, en el caso umbral, K’ debe
encontrarse en sentido opuesto a los deméas momentos.

B B2 b P2
Efy‘l’g"‘ME,yE— Mkk/: E_+E++ME_E++MPQ, (430)
_p_Np 02 n 02
k—k MEvk: + Mék‘ p+q+ ME_q+ ME+p. (4.31)

Antes de pasar a resolver el sistema final de dos ecuaciones, debemos escribir
este en funciéon tnicamente de dos incognitas, que seran E_ y FE,. Para ello,
sustituimos los momentos teniendo en cuenta la relacion de dispersion aproximada
para particulas de alta energia (ecuacion C.5), empleando la relacion de dispersion

de SR para el foton de baja energia (k' = ¢).

Ademés, utilizamos la relacion deducida entre E_ y E. (ecuacion 4.27) para
los términos de orden cero, considerando que a orden 1/M podemos aproximar
E,~F_.

Br+Ba+71— 72 3o —3n—4B o mMm—72+20
E® 425 Nt Al 4
M - ekt o et T saEr e
P (4.32)
=E, +e+ 1M 2E.e,
arp + a4+ 2y, m? o +3ytday . Y-y
NTRTNEr  op _ Me
M - 7R et yapr et (.33
M= ¢ _ _ a1+ Q29 2N '
Menpi e ~ B et o Bt T B

Notar que tnicamente hemos mantenido los términos hasta orden 1/M, despre-
ciando o6rdenes superiores (1/M?, 1/M?3, etc.). Cabe destacar que al conservar
lnicamente el primer orden, lo que estamos haciendo es buscar la primera co-
rreccion a la energia umbral para DSR, es decir, el primer término que difiere
del resultado obtenido para SR, por lo que también podemos despreciar algunos
sumandos frente a otros (considerando ¢ < m. < E,, E_ < M).
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Bi+ B2+ — 72 32 — 311 — 40 Bi — B2
i E? +2F_ + i mg:E7+€+TEﬁ,€,
(4.34)
Oé1+042+271E3+2E_ B m? B 72+371+4042mg _
M ) E- AM (4.35)
- F MTXpe 2" Np

TTET o T T

Una vez obtenido el sistema de dos ecuaciones con dos incognitas simplificado,
este se puede resolver de varias formas. Aquella que utilizaremos consiste en sus-
tituir en los términos de orden 1/M la expresion de E_ vista en el apartado 2
para Relatividad Especial (ecuacion 2.23), ya que solamente estamos buscando la
correccion a la energia umbral hasta el orden mencionado:

B+ Ba+v1— 72 372_371_452m2:

(B, —e)* +2E_+

4.M ﬁ 6 4M € (436)
1 — P2
=FE, +e+ i E.e,
oy + ag + 27 2 mZ Y+ 3y +4das
——(F, — 2F — — — =
4M ( K 8> + E_ 4M me (437)
— B ey T2 g

2M 7 M T

Despejando E_ de la ecuacion (4.36) obtenemos su expresion hasta el orden 1/M
requerido?. Notar que recuperamos la ecuacion (2.23) cuando M — oo:

Ey+€+51—52E8+371—372+452 2_51+52+71—

FE_ =~
2 oM 8M e 8M

Bk (B, +¢)
(4.38)

Por ultimo, si sustituimos la expresion de E_ calculada (ecuacion 4.38) en la
ecuacion (4.37), obtendremos una ecuacion para la energia umbral E.:

M+ — b= B —ar —

3(ar+ ) + 81 = TB+371 — 72 1
< Ele+

8M (4.39)
Ba — Y2 — 2 2
+2—Eyme + Evg —m, = 0.

3
E® +

Como buscamos la primera correccion a la enegia umbral, podriamos tinicamente
tener en cuenta para orden 1/M el término dominante, el cual contiene a Eg

4Volvemos a utilizar aqui la aproximacion 1+ z ~ 1 + 5 para una expresion de r < 1
segin la relacion entre escalas empleada a lo largo de toda la seccion.
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No obstante, debemos incluir también en la ecuacion (4.39) las relaciones conoci-
das entre los coeficientes (ver |5]), las cuales vienen dadas por las ecuaciones (4.4)

y (4.5):

%% B —m?—0. (4.40)

Hemos alcanzado un resultado en el que la primera correcciéon a la energia umbral

se anula, por lo que debemos buscar la siguiente correccion, volviendo a considerar

términos que anteriormente habiamos despreciado.

Y2+ 371 — b1 — 50 205 — 1 — 279
i EZe + 517 E,m?+ E,e —m?=0. (4.41)

Los términos pertenecientes a la siguiente correcciéon no se anulan, y podemos por
tanto despejar la energia umbral del foton de alta energia:

5 _m_2+61+562—72—3%

_ 71+272—252@E
T g AM

2M g 7V

2
ET + (4.42)
Finalmente, podemos aproximar para términos de orden 1/M el valor de la energia
umbral de Relatividad Especial (ecuacion 2.11).

m_z 1+51+52+372—71.@

E, ~
T e AM €

(4.43)

Apreciamos que el resultado obtenido es ligeramente superior a la energia umbral
de Relatividad Especial (si 4 < (1 + B2 + 372). La diferencia con la energia
umbral de SR es muy pequena, mas atn de lo esperado, ya que no se ha calculado
utilizando la primera correccion (la cual se anula) sino la segunda. Por tanto, es
de esperar que la energia umbral para el caso de LIV sea mayor que la de DSR,
ya que los resultados obtenidos en la seccion 3 se correspondian con la primera

correccion a la energia umbral (ver seccion 5).

Por otra parte, volviendo a las leyes de composicion planteadas por una Deforma-
cion de Relatividad Especial (ecuaciones 4.2 y 4.3), podriamos preguntarnos si el
calculo de la energia umbral cambia al variar la forma de componer los momentos
y las energias. Es decir, nos preguntamos si al emplear la composicion ¢ @ p|, en
lugar de la composicion [p @ q], utilizada en este apartado (ecuaciones 4.6, 4.7,
4.8 y 4.9) cambia el resultado obtenido (ecuacion 4.43).

Podemos inferir que, si componemos la energia y el momento final de forma dis-
tinta (cambiando F_ por E y p por q), la tnica variacién que veremos sera una
permutacion de las particulas e_ y e, .
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En este caso, los momentos y energias asociados previamente al electron pasarian
a ser los del positron y viceversa. Sin embargo, componiendo la energia y el mo-
mento inicial de forma distinta (cambiando E. por ¢ y k por k') encontrariamos

intercambiados los coeficientes v, y 72 en la ecuaciéon del momento inicial.

71 2 3
De esta forma, cambiaria la expresion explicita de la funcion F' (ecuacion 4.10)
y, por tanto, de su derivada respecto al multiplicador X (ecuacion 4.15). Todo el
desarrollo posterior que hemos realizado utilizando el método de multiplicadores
de Lagrange seguiria siendo vélido, obteniendo finalmente la siguiente expresion

para la energia umbral:

2 3 _ 2
7o~ Me 1+ﬁl+ﬁz+ Y2 me

R AM c

(4.45)

El resultado logrado se corresponde con el de la ecuacion (4.43), intercambian-
do los coeficientes 71 y 7o (mismo efecto que tenia lugar en la composicion de
momentos alternativa). En comparacion con el resultado de Relatividad Especial,
hemos llegado a un resultado que nos indicaria que la energia umbral del proceso
estudiado es ligeramente superior a la de SR (si v < 81 + f2 4+ 371), e inferior si

no se cumple esta condicion.

5. Discusion de resultados

En este apartado pondremos en comtn y compararemos los resultados hallados en
las secciones 2, 3 y 4 para la energia umbral del foton de alta energia en el proceso
de creacion de pares indicado en la ecuacion (2.1). A continuacién exponemos
un resumen con las expresiones de la energia umbral obtenidas en los distintos

apartados:

2
Relatividad Especial: E, = %, (5.1)
€
E3
LIV con s; = —1 :=—"— + E.e — m? = 0, (5.2)
8Ery
E3
LIV con s; = +1 :=—"— — E.e + m? = 0, (5.3)
8Ery
m?2 1 m?
Def ion de SR: F,~ —< |1+ — -—2]|. 5.4
eformacion de T + Y ] (5.4)
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Notar que en el caso de Deformacion de Relatividad Especial hemos redefinido la
escala de la modificacion respecto a SR como M’, cuya expresion explicita seria
AM /(81 + Ba+3v2—1) si utilizamos la composicion (4.8) y 4M /(51 +F2+37v1 —72)
considerando la composicion (4.44). En ambos casos, M’ podria ser positiva o
negativa dependiendo de los valores que tomen los coeficientes 51, £, 71 ¥ Yo-

Con el objetivo de realizar una comparacion de los resultados obtenidos a partir
de las diferentes teorfas, podemos representar graficamente la energfa umbral F,
frente a la energia del fondo, . En la introducciéon habiamos mencionado que las
distintas referencias (ver [6] y [7]) asocian a la luz del fondo extragalactico (EBL)
longitudes de onda entre 0.1 gm y 1000 pm (ver figura 1). En términos de energias,

consideraremos, por tanto, el rango de representacion 1.24-1073eV < e < 12.4¢V.

Para poder apreciar diferencias entre las distintas teorias, tomaremos modifica-
ciones respecto a SR notables. Es decir, debemos utilizar términos anadidos en
los caso de LIV y de DSR que sean comparables a la soluciéon de SR. Eso nos
proporciona distintas expresiones para las escalas Ery y M’ en funcion e:

E3 E2 m4
LIV: ERYNY ) = Fy~—"~—F¢ 5.5
S v ~E LV Q¢ 883’ ( )
m2 m? m?
DSR: —& ~ £ = M ~ == 5.6
€ e2 M’ € (56)

Como tenemos un rango de longitudes de onda y, por tanto, un rango de energias
para el fondo extragalactico, las ecuaciones anteriores nos proporcionan un rango
de escalas para DSR y LIV. Escogiendo como estimacién una escala intermedia en
ese rango, Ery = 105 GeV en el caso de LIV y M’ = 103 GeV para DSR, podemos

a continuacion realizar la representacion mencionada (ver figura 4).

. E el
GeV e

— SR

\ LIV superluminico

]
=
=)

— SR
LIV superluminico
LIV subluminico
— DSR

LIV subluminico
- — DSR 500 -
\\\‘_— h '--.__H__h_____
L . . L L eV L L L '_____ £V
4 8 10 12 0.5 1.0 15 2.0

]

Figura 4: Energia umbral del foton de alta energia, E., en funcion de la energia del foton de
baja energia, £, para los casos de SR (azul), LIV (amarillo y verde) y DSR (rojo). Utilizamos
escalas de modificacion de Ery = 10 GeV en el caso de LIV y M’ = 103 GeV para DSR.

A simple vista, observamos que para los tres casos la energia umbral £, es in-
versamente proporcional a la energia del fondo. Ademas, para energias € a partir
de un cierto valor (0.7eV en el caso de LIV y 2eV para DSR) las modificaciones

respecto a SR desaparecen y se recupera la dependencia de Relatividad Especial.
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Notar que hemos diferenciado para Violaciéon de Invariancia Lorentz el caso su-
perluminico (s; = —1) y el caso subluminico (s; = +1). Podemos ver en la figura
que en el caso superluminico la energia umbral disminuye respecto a la de SR, de
forma que resultaria mas facil que se produzca un par electron-positron. También
en el caso superluminico existe otro efecto de Violacién de Invariancia Lorentz:
la desintegracion de un foton, v — e~ + e™, el cual no estaba permitido en SR.
Comparando con las referencias (ver [11]), se suele descartar este caso, ya que las

observaciones no indican un aumento de la opacidad del vacio.

Para el caso subluminico la energia umbral aumenta respecto a la de SR, de
forma que es mas dificil que se dé la reaccion estudiada. Esto podria explicar la
aparente anomalia de la transparencia del fondo, ya que algunos fotones que en SR
crearian pares no lo hacen en LIV y, por tanto, seriamos capaces de detectarlos al
no interactuar en su propagacion. En la bibliografia que hemos investigado se han
obtenido cotas a la escala de Epy > 7.93-10'® GeV (ver [6]) y Ery > 1.05-10' GeV
(ver [11]), proximas a la escala de Planck. Estas escalas se han calculado con una
confianza del 99 %, observando fotones de alta energia provenientes de blazares
(un tipo de AGN que emite radiacion en nuestra direccion de observacion). Asi,
la escala que hemos considerado en este caso, (Epy = 10'° GeV), no serfa valida,

ya que las observaciones demuestran que a esta escala no existen efectos de LIV.

Por su parte, en el caso de DSR, aumentaria la energia umbral del proceso, pudien-
do esto explicar la aparente transparencia del fondo extragalactico. Sin embargo,
al considerar una escala de 1 TeV estarfamos contradiciendo la aproximacion rea-
lizada en nuestros calculos, F < M, por lo que las deducciones realizadas en este

caso no serian validas.

Desde otro punto de vista, podemos realizar un anéalisis mas completo sobre las
escalas de modificacion representando el cociente E./Egg frente a dichas escalas.
En este caso, consideraremos un fotéon del fondo con longitud de onda A = 1.5 um
(energia ¢ = 0.83eV), correspondiente al mayor flujo que detectamos del fondo
extragalactico (ver figura 1, [7] y [9]). Utilizando de nuevo las ecuaciones de energia

umbral obtenidas, representamos en la figura 5 la energia umbral frente a la escala
Ery (en el caso de LIV) o la escala M’ (en el caso de DSR).

Ey/Esg 103 — SR Ey/Esp 3] — SR
1.02 — DSR con M'>0 110l LIV superluminico
1.01 — DSR con M'<0 LIV subluminico
1.05
1.00
1.00 = —
0.99
0.95
0.98
. M'(GeV) 0.90 Ery (GeV)
200000 400000 600000 800000 1x108 2x10'8 4x10'8 6x10'5 8x10'® 1x10'®

Figura 5: Cociente entre energia umbral para LIV o DSR, E.,, y Egp en funcion de la escala de
modificacion para el caso SR (azul), LIV (amarillo y verde) y DSR (rojo y morado).
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En primer lugar, en la imagen situada a la izquierda de la figura 5, hemos repre-
sentado la energia umbral frente a la escala M’ de Deformacion de SR. Hemos
distinguido aqui dos casos, M’ > 0 y M’ < 0, dependiendo de los valores de los
coeficientes. Tenemos que tener en cuenta de nuevo al sacar conclusiones que es-
tamos aproximando F < M, y que el primer término de (4.43) es mucho mayor
que el segundo. De esta forma, tnicamente se cumplirian estas condiciones para

un rango de escalas menores a M’ ~ 10° GeV.

En el caso M’ < 0 la energia umbral disminuye y seria mas facil que se produjera
la reaccion. Si M’ > 0, la energia umbral del proceso aumentaria, lo cual podria
explicar la aparente anomalia en la transparencia de EBL. Si consideramos escalas
M’ 5 10°GeV dejarian de cumplirse nuestras aproximaciones, y para escalas
M’ Z 10° GeV no se apreciaria diferencia con SR, reproduciéndose los resultados
de la ecuacion 2.11.

Por ultimo, en la imagen situada a la derecha en la figura 5, podemos comparar los
valores de las escalas para los casos LIV y SR. Para los casos LIV superluminico y
subluminico obtendriamos que la energia umbral disminuye o aumenta respecto a
la de Relatividad Especial, al disminuir la escala de modificaciéon. En el caso LIV,
nuestras aproximaciones para este valor de € nos darfan una escala méxima de
Eryv ~ 106 GeV para apreciar diferencias respecto a SR. Podemos deducir tam-
bién, que las escalas que asociamos a una deformaciéon de SR son mucho menores
a las de LIV para ver una modificacién respecto a SR.

Comparando nuestros resultados con la bibliografia, en el caso de DSR no exis-
ten aun cotas para la escala M’, por tanto nuestros resultados serian validos si
trabajamos con energias ¥ < M, y pueden indicar la importancia de la modifi-
cacion de la energia umbral de creaciéon de pares respecto a SR. Para LIV si que
existen resultados en la bibliografia (ver [6] y [11]), obteniéndose cotas proximas
a Fp;. Para esta escala, la diferencia entre la energia umbral de LIV y SR es lo
suficientemente apreciable para ser medida por nuestros telescopios (~ 100keV).
Sin embargo, no hemos logrado reproducir este resultado con nuestros calculos de

la seccidon 3.

Finalmente, podemos concluir a partir de nuestros calculos que las modificaciones
introducidas por teorias LIV son mas notables que las que aparecen al deformar
SR. Esto se debe a que en el caso de LIV obteniamos la energia umbral a partir
de una ecuacion de tercer grado (ecuacion 3.15) y en el caso de DSR el término
con E;” se anulaba y resolviamos una ecuacion de segundo grado (ecuacion 4.41),

obteniendo asf la segunda correcciéon a la energia umbral en lugar de la primera.
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Si estudidramos otras reacciones que no fueran la creaciéon de pares, podriamos
inferir que pasaria lo mismo que en este caso, es decir, los efectos LIV serian més
notables que los de DSR. Esto se debe a que al deformar la Relatividad Especial
estamos manteniendo el principio de relatividad, lo que proporciona una relacion
entre los coeficientes que aparecen en la relacion de dispersion y los que aparecen
en las leyes de modificacion. Estas expresiones (ecuaciones 4.4 y 4.5) provocan

que las correcciones respecto a Relatividad Especial sean més suaves.

6. Conclusiones

En la presente memoria hemos calculado la energia umbral de un foton de alta
energia para que tenga lugar la produccion de pares al interactuar con un fotéon de
EBL (ecuacion 2.1). Los célculos realizados han tenido en cuenta distintas consi-
deraciones cinematicas: Relatividad Especial (seccion 2), Violacion de Invariancia
Lorentz (secciéon 3) y Deformacion de Relatividad Especial (seccion 4).

En los resultados que hemos obtenido (ecuaciones 2.11, 3.17, 3.19, 4.43 y 4.45)
podemos ver como las teorias que van mas alla de Relatividad Especial proponen
expresiones para F, que tnicamente serfan notables para los fotones de muy alta
energia (mayor a 100 GeV). Hemos discutido también en la seccion 5 los valores
que deben tener las escalas de modificacion (Ery y M) para que se aprecien

variaciones de la energia umbral respecto a SR.

En caso de existir una anomalia en la transparencia de EBL y, por tanto, un
aumento en las energias del espectro de luz que podemos medir desde la Tierra,
los resultados que mejor podrian explicarla serian el caso de LIV con sy = +1
(subluminico) y el caso de DSR con M’ > 0.

Como posibles ampliaciones del calculo realizado, podriamos estudiar el proceso
de creaciéon de pares teniendo en cuenta modificaciones méas alla de orden n = 1
en las teorias més alla de SR, e interpretar los resultados realizando un estudio
fenomenolodgico mas completo que el expuesto en la seccion 5. En el caso de DSR,
la consideracion de un célculo a todo orden en un desarrollo en potencias de 1/M

serfa un interesante trabajo a realizar como ampliaciéon de la presente memoria.

Conforme se vaya mejorando la resolucion de los telescopios y observatorios em-
pleados para medir fotones de muy alta energia (Fermi-LAT, HESS, MAGIC,
VERITAS, etc.), dispondremos de mas observaciones experimentales que permi-
tiran verificar la validez de las teorias que exploran posibilidades mas alla de
Relatividad Especial. Continuando también el estudio de los mecanismos de pro-
duccion y propagacion de estos fotones de altas energias conseguiremos un mayor
entendimiento de las fuentes que producen este tipo de particulas y los fenémenos
a los que estan expuestas en su viaje hacia la Tierra.
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Anexo

A. Meétodo de los multiplicadores de Lagrange

El método de los multiplicadores de Lagrange es una herramienta matematica
muy util que permite resolver problemas de optimizacién donde encontramos un
gran numero de variables sujetas a restricciones. En este anexo describiremos el
método para una funcion generalizada de n variables (ver [12]).

El objetivo del método es obtener los extremos relativos (méximos o minimos) de
una funciéon f(xy,...,x,) con n variables y k restricciones ¢y (z1,...,2,) =0, ...,
¢r(x1,...,2,) = 0. Para ello, se crea la funcion auxiliar F'(z1, ..., 2, A1, ..., Ap):

F(l‘l,...,xn,)\l,...,)\k) :f('rlv"'axn)+)‘1¢1+)\2¢2+“-+)\k¢k' (Al)

Al plantear la funcion F' encontramos k variables escalares (Aq,...,\x) denomi-
nadas multiplicadores de Lagrange, las cuales son independientes de las variables
x1,...,x, del problema. Notese que encontramos tantos multiplicadores de La-
grange como restricciones impuestas a la funciéon f. Para resolver el problema,

debemos posteriormente derivar la funciéon F respecto de sus variables e igualar-

las a cero:
oF oF oF
o o OE_y ~ 0 A2
axl ) 8:152 ) ) 8xn ) ( )
oF oF oF
 — b =0 — =¢=0 — =¢r = 0. A3
Al anular las derivadas de F' respecto de las variables x1, ..., x, estamos bus-

cando los valores de dichas variables que minimizan la nueva funcién. Esto seria
equivalente a realizar la operacion divergencia de F', V - F' = 0, lo que implicaria
laigualdad V- f + MV -1 +...+ AV - ¢ = 0. En términos geométricos, esta-
riamos buscando un extremo (méximo o minimo) de la superficie F', llamémoslo
(x7,...,2). Lo encontramos sabiendo que las superficies ¢y, ..., ¢p v f tienen
un plano tangente comun en ese minimo:

Vf@y,..a)+ MV eo(ah, . xl)+ ..+ NV (2], x,) =0 (AA4)
Cabe destacar que al igualar a cero las derivadas de la funciéon auxiliar respec-
to de los multiplicadores de Lagrange recuperamos las ecuaciones que indican
las restricciones impuestas al problema. De esta forma, reducimos un problema
de optimizacion de una funcion f(zi,...z,) con n variables y k restricciones

o1(x1, .. x,), .., Ox(1,...,2,) a un problema de optimizacion de una funcion
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F(z1,...,2n, A1, ..., \;) con n+ k variables y sin restricciones, el cual se resuelve

encontrando las soluciones de un sistema de ecuaciones.

Mas adelante, para conocer si los extremos encontrados hacen referencia a ma-
ximos o minimos deberiamos realizar las segundas derivadas de la funcion f (6
F'), pero esto no va a ser necesario en el caso que nos ocupa, ya que si la energia
umbral E., de un proceso consta de un extremo, buscando el significado fisico

podemos deducir que este va a ser un minimo y no un méaximo.
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B. Aproximaciones utilizadas en LIV

En este apartado incluimos los calculos necesarios para derivar la velocidad de
una particula a partir de su relaciéon de dispersion en el caso de Violacion de
Invariancia Lorentz. Estos calculos resultaran ttiles también al aplicar el método
de Lagrange en la secciéon 3. La relaciéon de dispersion a primer orden para una
particula con energia E, momento p y masa m en el contexto de una Violacion

de Invariancia Lorentz es la siguiente:

— — E
E* = |p)* — s - !plg—E +m®. (B.1)
LV

Como estamos despreciando términos de orden 1/FE?;, podemos aproximar el fac-
tor |p|? que acompania al término de orden 1/ Fry por su expresion correspondiente

vista para Relatividad Especial (ecuacion 2.2):

. E

E* = |p|* — s - <E2 — m2> — +m? (B.2)
Ery

A partir de la anterior ecuacion podemos despejar el modulo del momento, |p|,

utilizando la aproximacion /1 +x ~ 1+ 3, donde x = leLLV — Sl#iv — "g—; < 1.

Recordemos que podemos realizar esta aproximacion porque estamos considerando

una escala de energias donde £ < Epy:

E m2 m2
p| = F4/1 — - — B.3
v \/ +SlELv EEy B (B:3)
2 m2 m2

Bl ~ E + s, — (B.4)

2B  2EL 2E

Finalmente, para calcular la velocidad de una particula, ||, en una teoria LIV,
debemos derivar la energia respecto del moédulo del momento. En este caso, es
maés sencillo derivar el moédulo del momento |p| respecto de la energia E y, mas
adelante, calcular la derivada inversa. Para ello, hemos utilizado la aproximacion

L%l—x,dondex:le—va+%<<1:

1+x
d|p| E m?
— =1 —_—t — B.5
B gL oy (B.5)
. dE 1 1
p “E + 515y + 352
FE m?
Vil —s5— — —. B.7
I~ - o (8.7
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C. Aproximaciones utilizadas en DSR

En este anexo hemos incluido las aproximaciones realizadas para la relacion de
dispersion y sus derivadas en el contexto de Deformacion de Relatividad Especial,
con el objetivo de simplificar los calculos de la seccion 4. La relacion de disper-
sion planteada por teorias que incluyen DSR para una particula con energia F,
momento p y masa m es la siguiente:

_ (07 « N
—~ |P|2+—1E3+M2E|P|2 =m?. (C.1)

M

Como trabajamos hasta orden 1/M, podemos considerar la relacion de dispersion
de Relatividad Especial (E? = |p|? +m?) para sustituir el momento en el término
que acompana al coeficiente ax.

- o Q2
E*—pP*+ —FE*+ —=FE-(E*> —m? ~m?% C.2
B+ B 2B (B ) (C2)
De esta forma, podemos despejar el modulo del momento de la particula, |p|, en
funcién de su masa y su energia. Cabe destacar que también hemos utilizado la
aproximacion /1 +z ~ 1+ 7, donde z = (alJﬁ?)E + —0‘1\24”5 - 1, ya que
estamos considerando m < F < M.

Ip| ~ \/E2 - ME3 + ME3 MmQE m?2, (C.3)
. a1 + Qo a2m2 m?

|p|~E(1—i— i E_QME_2E2>’ (C4)
—_— ap+ Qo o a2m2 m?

A partir de la relacion de dispersion aproximada, podemos hallar féucilmente la
Ip\

derivada . A partir de esta calcularemos finalmente la derivada 4 B ‘, que es la
que se neces1ta en la seccion 4 (se corresponderia con |V|). En este caso hemos
. : . _ (atag)B | m? .
utilizado la aproximacion F ~1—xtomando v =1+ =572~ + 55 < It
d|p| o + Qo m?
— =1 E C.6
dE + M + 2FE?’ (C.6)
dFE 1 1
m =Bl 14+ aator o m2’ (C.7)
Pl g 1T 7m &tap
dE a1+ o m?
—~1- E— C.8
d|p| M 2FE? (C.8)

IV
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