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RESUMEN

Las ecuaciones de Navier-Stokes promediadas en la vertical se resuelven numéricamente
mediante voliimenes finitos en un caso de flujo formado por dos fluidos de diferente densidad
y viscosidad sobre un lecho irregular fijo. Obtenido el modelo analitico como un sistema de
ecuaciones hiperbdlico con términos fuente, se aplica un esquema upwind de primer orden
de Roe y un esquema FORCE para su resolucion numérica programando en lenguaje C.
La simulacion de casos test y experimentales presentes en la literatura se utiliza para la
evaluacién y validacion del modelo. Este trabajo se ha desarrollado con una beca JAE
del CSIC de iniciaciéon a la investigacion en el marco del proyecto: Desarrollo y validacién
de modelos de simulaciéon avanzados con base fisica para procesos geofisicos e hidraulicos.
SIMGEOAGUA. Ministerio de Ciencia e Innovacion. CGL2015-66114-R.

ABSTRACT

Navier-Stokes vertical averaged equations are discretized using the finite volume method
for a flow composed by two fluids with different density over an irreqular bed. The model is a
hyperbolic equation system with source terms. A first order Roe upwind and a FORCE
scheme are applied to solve it numerically using C programming language. Test and
literature experimental cases are used to analyze and wvalidate the model. This work has
been funded with a CSIC JAE grant for initation in the research career and in the framework
of the project : Development and validations of physically advanced simulation models for
geophysical and hydraulic processes. SIMGEOAGUA. Ministry of Science and Innovation.
CGL2015-66114-R.

I1I



1Y



Indice

1. Introduccién y objetivos

3.

1.1.
1.2.
1.3.

2.1.

2.2.

Estado del arte . . . . . . ..
Objetivos . . . . . . . .

Estructura . . . . . . .o

. Modelo matematico y esquema numérico

Modelo matematico . . . . . . . ...
2.1.1. Estados criticos y subcriticos. El nimero de Froude . . . . . . . . ..
2.1.2. Términos de acoplamiento . . . . . . . . .. ... ...
2.1.3. Términos de friccion . . . . . . . ..o Lo
Esquema numérico . . . . ...
2.2.1. Método de los volimenes finitos . . . . . . . .. ... ...
2.2.2. Elresolvedor FORCE . . . .. ... ... ... ... . ........
2.2.3. Resolvedorde Roe . . . . . . ... .. ... ..
2.2.4. Condiciones de contorno . . . . . . . .. ..o Lo

2.2.5. Estabilidad temporal . . . . . . ... ..o

Validaciéon del esquema numérico

3.1.

3.2.

3.3.

Validacion del modelo monocapa . . . . . . . . . ...
3.1.1. Rotura de presa ideal sobre fondoseco . . . . .. . ... ... ....
3.1.2. Test experimental del CITEEC . . . . .. .. ... ... .......
Validacion del modelo bicapa . . . . . . . . . . ...
3.2.1. Equilibrio hidrostatico . . . . . . . . ... .. ... ... ... ...,
3.2.2. Rotura de presa ideal bicapa . . . . . ... ... o0
3.2.3. Condiciones de aplicabilidad de los esquemas numéricos de Roe y

FORCE . . . . .
Casos complejos de aplicacién de los modelos numéricos . . . . . . . .. ..
3.3.1. Método FORCE. Doble rotura de presa . . . .. ... ... .. ...

3.3.2. Método de Roe. Rotura de una balsa minera . . . . . .. . .. ...

\Y

(G2 B

~J

10
10
11
11
13
14
15
16



4. Conclusiones
5. Bibliografia
Lista de Figuras
Lista de Tablas
Anexos

A. Desarrollo del modelo matematico
A.1. Ecuaciones bicapa en aguas poco profundas . . . . . . ... ... ... ...
A 1.1, Capa superior . . . . . . . . ...
A.1.2. Capainferior . . . . . . . . . ...
A.1.3. Formulacion del sistema . . . . . .. ... ... .. ... ...
A.2. El acoplamiento en la formulacién del problema bicapa . . . . . . ... ...
A.2.1. Formulaciéon acoplada . . . . . . .. ... oL
A.2.2. Formulacién pseudo-acoplada . . . . . . ... .. ... .. ......

A.2.3. Formulacion desacoplada . . . . . . . ... ... ... ... ... ..

B. Desarrollos del esquema numérico
B.1. Reconstruccién hidrostatica en FORCE . . . . . . . ... ... .. ... ...
B.1.1. Capa superior . . . . . . . . . ...
B.1.2. Capainferior . . . . .. . . . . .. ...
B.2. Problema de Riemann . . . . . . ... ... ... ... ... ... ... ...
B.3. Esquema de Roe ampliado . . . . . . . . . .. ... o
B.3.1. Calculo de los valores y vectores propios . . . . . . ... .. ... ..
B.3.2. Problema de la entropia . . . . . .. ... ... oL

B.3.3. Tratamientos de los términos fuente. Estados intermedios . . . . . .

C. Validacién del esquema numérico
C.1. Expresiones analiticas de la rotura de presa ideal . . . . . . . .. ... ...
C.2. Rotura de presa ideal monocapa sobre el fondo mojado . . . . . . . . .. ..
C.3. Resultados complementarios al caso test experimental del CITEEC . . . . .
C.4. Resultados complementarios a los casos test de las condiciones de aplicacién

de los métodos numéricos de FORCE y Roe . . . . . . ... ... ... ...

D. Estabilidad en el método numérico
D.1. Estabilidad temporal. Métodos explicitos y la condicion CFL . . . . . . . ..

D.2. Condiciones iniciales y de contorno . . . . . .. ... ... ... ...

31

33

39

43

44

47
47
48
50
ol
52
23
o4
o6

57
o7
o7
59
60
62
62
64
66

73
73
74
75

76



D.3. Inestabilidades asociadas al fenémeno bicapa

VII



VIII



Capitulo 1

Introduccién y objetivos

El flujo bicapa se define como la coexistencia de dos fluidos inmiscibles, separados por
una superficie denominada interfaz. En el caso que es objeto de estudio en este trabajo
se analizara el flujo de superficie libre (con un contorno sin limitacién fisica, en la capa
superior) entre dos fases liquidas, con densidades diferentes y bajo la hipétesis de las aguas
poco profundas. Esto implica que las longitudes onda de las perturbaciones gravitatorias
son mucho mayores que la profundidad. Ejemplos de ello son fenémenos como las mareas,
los rios o los tsunamis. Permite enmarcar el problema dentro de una familia de flujos mas
amplia, cuya modelizacion ha sido estudiada con anterioridad.

El flujo bicapa, en el contexto de los modelos en aguas poco profundas, se puede
manifestar a nivel hidrodinamico en la interaccién de corrientes oceanicas o el transporte de

fangos en la rotura de balsas mineras. A continuacion se muestran ejemplos de ambos casos.

Ondas de interfaz en el estrecho de Gibraltar

El estrecho de Gibraltar, en Espana, es una de las regiones oceanicas donde se producen
ondas de presién (batimétricas) internas [1], como consecuencia de la existencia de una
interfaz, haloclina, debida a la fuerte diferencia de salinidades de las corrientes implicadas.
El flujo procedente del Mediterraneo, con altos niveles de salinidad, se sumerge bajo las
aguas procedentes del ocedno Atlantico [2].

La estratificaciéon coincide con la existencia del umbral de Camarinal. Este accidente
geografico, llamado umbral batimétrico, supone la superficie con la menor profundidad (284
m [2] ) entre ambos lados del estrecho. Su interaccion con el flujo bicapa genera unas ondas
de presion (mostradas en la Figura 1.1) que se transmiten a lo largo de la interfaz. Mientras
que las oscilaciones que se pueden producir en la superficie libre se disipan facilmente al
actuar la fuerza de la gravedad sobre dos medios con relaciéon de densidades de 1:1000, en el
estrecho de Gibraltar la relacién es cercana a la unidad y por tanto el efecto de esta fuerza
disipativa sustancialmente menor.

Se han registrado pertubaciones de hasta 200 m de amplitud [1] , siendo éstas incluso
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Fig. 1.1: Ondas batimétricas en el estrecho de Gibraltar, senialadas por la flecha superior, se desplazan a una
profundidad de 100 m hacia el este procedentes del ocedno Atlantico [3].

apreciables en imagen satélite. Las ondas de presion se transmiten a una velocidad de 70-80
ems™t [1] , del mismo orden que las velocidades relativas entre las capas. Se ha demostrado
que cuando se generan las ondas , en funcién de la fase de las mismas, el régimen del flujo
varfa de critico a subcitico (y vicerversa). La turbulencia que se produce es responsable de

la mayor parte del intercambio de masa entre las capas ocednicas.

Balsa minera de Aznalcéllar

Es conocido en Espana el caso de Aznalcéllar (Sevilla) cuando, en abril de 1998, en la
balsa minera del yacimiento, se produjo una rotura en el borde SE del perimetro (mostrada
en la Figura 1.2). La causa de la misma se debid a la rotura del terreno por deslizamiento a
favor del plano de estratificacion.

La presa, con almacenaje de residuos desde 1979, se localiza a menos de 100 m del Rio
Agrio, afluente del Guadiamar que a su vez los es del rio Guadalaquivir. Tras el accidente, las
autoridades construyeron sucesivos diques con los que proteger el cercano Parque Nacional
de Donana.

El muro de la presa, con 27 m de altura, tenfa una capacidad de almacenamiento de 33 hm?
[5]. A la rotura inicial este muro perimetral en la seccién de piritas le siguié el colpaso del
dique separador, y con ello el vertido desde la balsa con mayor capacidad (piroclasticos).
Se vertieron 2 Mm? de lodos decantados (esencialmente piritas) a los que se deberfan sumar
4Mm? de agua 4cida [6].

Se calcula que el 89% de los lodos fueron vertidos como consecuencia de arraste del agua

sobrenadante, la obertura produjo una cascada de agua que arrastraba los fangos hacia el
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Fig. 1.2: Vista de la rotura producida en el dique de la balsa de Aznalcéllar [4].

exterior. Esto subraya la necesidad de considerar este fendmeno como un bicapa, ya que es

el arrastre entre capas el que impulsa el propio movimiento del fango.

La zona afectada llegd a 41km aguas abajo de la balsa, con una superficie total de
26 km?. El hidrograma obtenido en una estaciéon de aforo del rio Guadiamar, localizado a
11 km aguas abajo del foco, permite identificar inequivocamente las dos puntas de caudal
separadas en el tiempo, 811 m3s™! y 294 m3s™! [6], correspondientes a la fase de agua y de

lodo respectivamente.

Los flujos bicapa, como fenémenos hidrodinamicos y geofisicos, se estudian ampliamente
por el impacto que tienen en el medio ambiente y el conjunto de actividades humanas. Para
ello es preciso contar con herramientas y técnicas de simulacién que analicen la naturaleza

de dichos fenémenos y las leyes que gobiernan fisicas que gobiernan su comportamiento.

La simulacién consiste en elaborar modelos semejantes a fendémenos existentes en la
realidad con los que evaluar las consecuencias de determinadas acciones o analizar su
evolucion. Es la herramienta por excelencia con la que cuentan los ingenieros en la actualidad
para concebir y evaluar sus disefios sin la necesidad de que estos hayan sido construidos con

anterioridad.

La modelizacion matematica de flujos bajo la hipotesis de aguas poco profundas, responde
a la necesidad de elaborar técnicas para obtener simulaciones fiables, eficientes y econémicas.
Para resolver las ecuaciones matematicas que modelizan los flujos es necesario recurrir a
potentes herramientas de calculo: los métodos numéricos, y un entorno capaz de ejecutar un

numero ingente de operaciones requerido: la computacion.

Este es el marco en el cual se desarrolla el estudio del flujo bicapa: la simulacion numérica

computacional.
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1.1. Estado del arte

El problema del flujo bicapa, bajo la 6ptica de la simulacion computacional del modelo
promediado en la vertical, ha sido y sigue siendo estudiado por numerosos autores, tanto por
las potenciales aplicaciones que posee como los propios desafios matematicos que supone su

simulacién mediante métodos numeéricos.

Como indican [7] [8], [9] [10] [11] el sistema que se obtiene al promediar en la vertical
las ecuaciones 3D del flujo es condicionalmente hiperbdlico, lo que plantea problemas de
estabilidad en los esquemas numéricos. Esta pérdida de hiperbolicidad estd asociada [11] a
inestabilidades en la interfaz que conllevan, en flujos reales, a una mezcla entre ambas capas
que los modelos no son capaces de simular. También se ha relacionado [7] con la inestabilidad
de Kevin-Hemholtz asociada a flujos cortantes, que con los esquemas promediados en la

vertical no es posible reproducir.

Para solucionar esta problemaética [10] introduce un término asociado a la compresibilidad
de los fluidos que permite liberar en forma de pequenas variaciones de la densidad las
inestabilidades que se producen en la interfaz, se afiade ademés turbulencia ficticia en dicha
superficie para favorecer la difusion. Se ha propuesto también la introduccién de un esquema
entrépico adecuado [7] o de una cantidad éptima de rozamiento [12], en una etapa correctora

[11] que mantiene al flujo dentro de la region hiperbdlica.

A esta dificultad se le debe anadir [9] la existencia de términos no conservativos asociados
al intercambio de momento y energia entre capas. Dichos términos impiden ver el flujo bicapa
[7] tinicamente como formado dos sistemas de Saint Venant desacoplados, porque la interfaz
que actia como topografia para la capa superior es simplemente una topografia aparente
[7], que en realidad, y a diferencia de los lechos fijos, varia a lo largo del tiempo. Establece
[13] que para lograr resolver con esquemas hiperbdlicos sistemas que contegan términos no
conservativos es necesario que al menos sean capaces de simular problemas estacionarios con

un error computacional de segundo orden.

La mayoria los modelos planteados son 1D o para canales con geometria variable [14].
Existen modelos 2D [15] [16] donde se han simulado fases con propiedades muy diferentes, una
de ellas fango, para reproducir fenémenos como el tranporte de sedimientos o corrimientos
de tierra. En dichas situaciones, por las propias condiciones de la simulaciones realizadas,
no han sido necesarios tratamientos especificos para controlar la estabilidad o hiperbolicidad

de los esquemas.
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1.2. Objetivos

El objetivo del presente trabajo es el desarrollo preliminar de una herramienta flexible que
permita la simulacién computacional del flujo bicapa, formado por dos fluidos de diferente
naturaleza, bajo la hipdtesis de aguas poco profundas. Para ello es necesario el estudio de

la formulacion matematica y numérica mas adecuada para la modelizacion de este flujo.

1.3. Estructura

La Memoria de este trabajo se organiza del siguiente modo. En el Capitulo 2 se desarrolla
el sistema diferencial que modeliza el flujo bicapa en 1D bajo la hipdtesis de aguas poco
profunda, asi como la descripcién de los métodos numéricos de FORCE y Roe. El Capitulo
3 incluye la validacién de los esquemas con casos test y de la literatura especializada y en
el Capitulo 4 se establecen las conclusiones y el trabajo futuro. Se incluyen una serie de
Anexos con informacion sobre el desarrollo de los planteamiento matematicos y numéricos

presentes en el cuerpo de la Memoria.
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Capitulo 2

Modelo matematico y esquema
numeérico

2.1. Modelo matematico

Partiendo de las ecuaciones de la conservacion de la masa y la cantidad de movimiento

en el plano vertical (2D, componentes z y z) promediadas en el tiempo:

dp 0 0 B
a0 T g (Uep) + 5 (usp) =0

0 0 0 Op  Omww  OTw

ot or 9 =l — o= 2.1
0 0 0 _ op  Or. O

/’fﬁ\_//
i =
71
Zs ul /L-\

Fig. 2.1: Esquema del flujo bicapa.

donde p es la densidad, u; y F; la velocidad y las fuerza volumétrica en la componente ¢, p
la presion, t el tiempo y 7;; las componentes del tensor de los esfuerzos viscosos 7.

El procedimiento seguido para obtener las ecuaciones shallow water del flujo bicapa, segin

el esquema mostrado en la Figura 2.1 con capa 1 (superior) y capa 2 (inferior), requiere de

la aplicacién de las siguiente consideraciones :
— Integracién de los términos de (2.1) en la vertical para ambas capas.

7
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— Aplicacién de condicién de contorno cinematica, no hay transferencia de materia a
través de la superficie libre zg, la interfaz z; y en el lecho fijo z, la velocidad es nula.

— Distribucién de presion hidrostatica, debido a que en la ecuacion de cantidad de
movimiento en direccion z el resto de términos son despreciables frente al fuerza
gravitatoria.

— Se consideran tnicamente los esfuerzos 7,; v 7, en la interfaz y con el lecho fijo,
despreciandose el resto de términos dispersivos y turbulentos.

El desarrollo de las ecuaciones (2.1) a shallow water se muestra en A.1, tomando como

referencia lo expuesto en [17]. Finalmente se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones en

derivadas parciales:

8h1 i 8(h1u1)

ot or U
8(h1u1) 0 9 0z Ohy Ty
———~ 4+ —(h h?) = —ghi— — ghy— — —

ot ou (1“1+g DG e (2.2)
8h2 + a(hQU/Q) —0 .
ot or
8(h2u2) 0 2 1 2 azb ahZ Txi Tab

ot + ox (hauy + g2h2) —9h or hQ c%v P1 B p1

donde g es la gravedad y los subindices indican la capa superior (1) o inferior (2). El calado
es h;, la velocidad promediada en la direccién x es u; y 2 es el lecho fijo. Los esfuerzos 7,
Y Tz son en la interfaz y con el lecho fijo respectivamente. Finalmente, el término p; es la
densidad.

El sistema (2.2) se puede reformular agrupando los términos vectorialmente, adoptando

una formulacion desacoplada como se discute en A.2 :

oUu OF
4 2.
ot + ox S (2:3)
Con:
h1 hiuy
. h1u1 . hlu% + g%h%
U= h2 F= h2u2
h2u2 hQU% + g%h%
. (2.4)
0z ah Toi
S _ —ghl =b gh =2 — H

_ 3% _p Ohi | Tai _ Tab
gh nghg Oz + 02

p2

donde el vector U es el llamado de variables conservadas y los vectores F' y S son flujos y

términos fuente respectivamente. La decisién de qué términos pasan a formar parte de los
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vectores F' y S responde a la necesidad de separar los términos conservativos de aquellos
que no lo son.
Aplicando la regla de la cadena a (2.3) y sustituyendo por la definicién del jacobiano

J = g—g se obtiene un sistema cuasi-lineal de ecuaciones en derivadas parciales:

ou ou
- — = 2.
En +J8x S (2.5)

donde J:

0 1 0 0

2 _ .2
| —ui 2wy 0 0
J = 0 0 0 1 (2.6)
0 0 &—ud 2uy

siendo ¢; = +/gh;, la velocidad de las ondas infinitesimales. Cuando J tiene m valores y
vectores propios reales se dice que el sistema es hiperbdlico, en tal caso J es diagonalizable.

Los valores propios que se obtienen son:

)\] =Uuy —C )\[[ =u+C )\[[[ = Uy — C9 /\IV = Uz + C2 (27)

De estos valores propios, A\; y A;; estan vinculados a la capa superior y A;;7 v Ajy a la
inferior, se les denominan velocidades o magnitudes caracteristicas y son de vital importancia
ya que gobiernan la estabilidad del método numérico con la formulacion de la condicién CFL
(ver 2.2.5).

2.1.1. Estados criticos y subcriticos. El nimero de Froude

Es habitual la clasificacién de estos flujos en funciéon del nimero adimensional de Froude
(homoélogo al Mach en flujo compresible), cuya definicién viene dada por el cocientre entre
la velocidad del flujo v y una velocidad caracteristica c:

u

Fr= . (2.8)

En funcién del valor del Froude el flujo presenta un comportamiento diferente, tomando

como ejemplo la capa superior:

— Flujo subcritico con Fr < 1, como el mostrado en la Figura 2.2 (izquierda), los
flujos estan gobernados por las fuerzas gravitatorias y las ondas pueden propagarse
en la direcciéon contraria al flujo. Relaciondndolo con los valores de las velocidades
caracteristica anteriormente obtenidas se cumple que u; < ¢;, y por tanto \;A\;; < 0.

— Flujo critico F'r = 1, existe un equilibrio entre las fuerzas inerciales y las gravitatorias.

Se cumple que A\ = 0.
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i i+1 3 it

Fig. 2.2: Estado subcritico (izquierda) en la capa superior para u; > 0 donde se cumple que A\; < 0y A;r > 0.
Estado supercritico (derecha) en la capa superior para u; > 0 donde se cumple que Ay > 0y A;p > 0.

— Flujo supercritico Fr > 1, como el mostrado en la Figura 2.2 (derecha), donde
prevalecen las fuerzas inerciales y las ondas solo se puede propagar en la direccion

del flujo. Se cumple que u; > ¢;, y por tanto A;A;; > 0.

2.1.2. Términos de acoplamiento

Oha

7 . ong p_1 8h1
Los términos gh, 52 y 0 J

O
en las ecuaciones de aguas poco profundas o shallow water monocapa. Son, en realidad,

son los denominados de acoplamiento, que no aparecen

un ejemplo de los términos que aparecen cuando en los problemas multidimensionales se
lleva a cabo algin tipo de simplificacién dimensional espacial [18] , convirtiendo los sistemas
homogénos en inhomogéneos.

Aportan al bicapa su formulacién esencial al representar la influencia de la presion
(columna de agua) de la capa superior sobre la inferior o la del relieve de la interfaz sobre
la capa superior, que seria equivalente al término de la pendiente de fondo.

La semejanza con el caso 1D monocapa serfa en realidad aparente, tal y como indica [7].
A diferencia de la pendiente del fondo que no varia a lo largo del tiempo o el rozamiento
que tiene una formulcién estacionaria, los términos de acoplamiento implican a variables de
ambas capas, estan expresados de forma diferencial y se modifican con el paso del tiempo.
Estas peculiaridades hacen que el tratamiento de los términos fuente deba ser especialmente

cuidadosa con la formulacién desacoplada.

2.1.3. Términos de friccion

Para modelizar el rozamiento de los fluidos en su interaccion con el fondo fijo se han
utilizado distintas leyes de friccion. Habitualmente el esfuerzo 7, de friccién turbulenta en
liquidos suele escalarse con el cuadrado de la velocidad del flujo [19] como:

7= pCru | u | (2.9)

10
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siendo C'y un factor de friccion turbulenta, que para la ley de Manning [20] se define como
C; = gn?/ h%, siendo n el coeficiente de rugosidad del fondo. En el caso de fangos, que
constituyen fluidos viscosos tipo Bingham [19], su comportamiento reoldgico se modeliza con

un esfuerzo viscoso 7, con la expresion:

T, = me(ry, pgh cos ap tan ) (2.10)

| u |
donde 7, es el esfuerzo caracteristico, a; el dngulo del lecho fijo con respecto del eje

longitudinal y &5 el dngulo de reposo. Combinando (2.10) y (2.9) se obtiene la expresion

de la friccion de la capa inferior, usualmente lodos, 7,:

Tob _ Craug | us | —i—ﬂmin(ﬁ,ghg Ccos oy, tan d;) (2.11)
P2 | uz | P2

1
con Cyy = gn?/h3. El rozamiento en la interfaz viene dado por la ley tipo Chézy [16] en

funcién de la velocidad relativa y una constante de friccion CY; a calibrar:

Tai
T Criur —ug) | uy — uy | (2.12)
1

En ausencia de capa inferior, el rozamiento en la capa superior se modelizara en contacto

con el lecho fijo también en base a la ley de Manning:

Taxi

P1

1
donde Cyy = gn?/h}.

2.2. Esquema numérico

2.2.1. Método de los volumenes finitos

Counsiderando el sistema diferencial a resolver:

oUu OF
—+—=5 2.14
ot ox ( )
El método de los volimenes finitos divide el espacio en una serie de celdas Ax y registra la
evolucion a lo largo del tiempo de una aproximacion de las variables conservadas U, calculada
como la integral de dichas variables en la celda. En cada paso de tiempo At se actualizan

los valores de las celdas, con las aproximaciones a los flujos F' a través de las paredes y los

11
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términos fuente S. Reformulando primero el sistema (2.14) a su versién integral:

$i+% I'H'% tn+1 tn+1 tn+1 :D'H'%
/ Uzt do— / Ule,t,)dz / F(U (s, 1, t)dt— / F(U(x,,., )1+ / / Sdudt
T, 1 T 1 tn tn tn T 1
(2.15)
i— 3 i+ &
t']".l.+l
* 1 T o
AN
un UH e
i—1 i i+1
t, ! - . -
" i1 i i+ 1

-

N Ax

Fig. 2.3: Representaciéon del método de los voliimenes finitos en una malla con celdas de tamafo Az, la

transferencia de informacién entre celdas se debe a los flujos numéricos F;‘f 1y F;" L1
2 2

Se define el valor aproximado U7, que es la integral del U para el tiempo t,, entre los

limites Ti 1Y Tigl de la celda:

xi+%
1
xi_%

it
2.3, como un vector de transporte de informacion hacia las celdas y a través de la pared y

El flujo numérico F'7 ; es el término clave en esta formulacién ya que actia, ver Figura
2

permite la actualizacion de las variables en las celdas. Se define bajo la aproximacion:

tn+1
. 1
Fi. = x / F(U(zy1,t) (2.17)
tn
Y finalmente los términos fuente S;:
tny1 it 3 itg
/ Sdxdt =~ At / Sdx = AtS] (2.18)

tn x,

%
Sustituyendo (2.16), (2.17) y (2.18) en (2.15), se obtiene la expresion:

xT.
i—

[T

At

12
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La ecuacion (2.19) recibe el nombre de formulacion en flujosy se obtiene de aplicar una
formulacién general a las leyes de conservacion.

Finalmente es necesario un resolvedor o solver que permita establecer el valor de las
variables numéricas implicadas en cada iteracién del cdlculo S}, junto a F'; 1y F? +1
cada una de las paredes i + % Vi— =z que delimitan las celdas . En el presente Trabajo se
emplearan dos solvers diferentes: FORCE construido sobre una formulacién centrada con
un caracter mas robusto pero también mas difusivo que el anterior y Roe construido sobre

un esquema upwind y por tanto especialmente indicado para la resolucion de ecuaciones

advectivas.

2.2.2. El resolvedor FORCE

Con el fin de evitar que las singularidades inestabilicen el método, se recurre un resolvedor
de caracter notablemente difusivo como es FORCE (First Order Centered), desarrollado en
[21] [22] v generalizado en [23] y [24]. Este método centrado en la celda es, por su sencillez
en la formulacién, utilizado en problemas mateméaticamente delicados [24] como es el caso
del flujo bicapa en aguas poco profundas.

Es habitual plantear el flujo numérico de FORCE en un solo paso como combinacién de
los flujos de Lax-Friedrichs y Lax-Wendroff. Los flujos numéricos F™* se definen como:

FL L+ FLW
F? 1= # (2.20)
donde Fff% es el flujo de Lax-Friedrichs y Fﬂg el flujo de Lax-Wendroff en la pared i + % :

1 1Az
FLF — _(F n,— F n,+ n,+ n,—
Hy = S(RU) + FU™) - S U —Um)
LW Lw
Fi+% - F(Ui+%) (2.21)
1 1 At
LVI{ - n,— n,~+ - F n,+y\ _ F n,—

Se incluyen en el sistema los términos fuente discretizados S’

0
_gh*, (B2 _ T
S; = 9 o )= (2.22)
Az i Taxi Tx
gh z( A?E’)+p_2_p_2b

Los términos de rozamiento se definen segin lo indicado en (2.11) y (2.12) con los
pardametros de célculo correspondientes centrados en la celda i. El método FORCE se
propuso inicialmente para sistemas homogéneos (sin términos fuente ) por lo que la inclusién

de S requiere de un tratamiento cuidadoso. La versién de FORCE aqui propuesta requiere

13
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aplicar el concepto de la reconstruccién hidrostatica [25] para lograr que el esquema sea
equilibrado o well-balanced. La idea basica, desarrollada en B.1, es reproducir el término
fuente promediado en la celda como la version discreta del gradiente del flujo de momento

hidrostatico para lograr que:

Fi,—F, - AzS; =0 (2.23)
2 2

Reconstruyendo los valores a ambos lados de la pared U; y U1 a U~ y U" que son
los empleados en el cdlculo de los flujos en (2.21). Esta técnica permite definir los grados de
libertad existentes en hj, y Az ; con B.6, h3; y Azy; con B.12.

El esquema numérico, expresado en la forma de la féormula de actualizacion, queda
finalmente:

At

n+1 __ n _

2.2.3. Resolvedor de Roe

Desde su aparicion en 1981 [26], el solver de Roe ha sido uno de los mads utilizados
en hidrodinamica para la resolucion de problemas, su propiedad principal es que es capaz
de conservar y resolver de forma exacta las discontinuidades planteadas en el problema de
Riemann, desarrollo expuesto en B.2, y reproducir correctamente las ondas de choque. Es un
método upwind o descentrado, esto afecta a la definicion discreta de las derivadas espaciales,
que depende del signo de la velocidad de las onda. Al conservar el sentido de la informacién
transmitida, el método logra la estabilidad en los casos en que se garantiza la hiperbolicidad
de las ecuaciones gobernantes.

En términos de difusividad, es un método poco difusivo en la resolucion de ecuaciones no
lineales, lo que planteara ventajas en cuanto a la precision y dificultades cuando aparezcan
singularidades a lo largo del célculo.

La idea fundamental de este método resulta de aplicar el problema de Riemann al caso
homogéneo, es decir sin términos fuente S. El objetivo es encontrar la expresiéon de F™* con
la que poder resolver el sistema:

Ut =0y - ii(F - Fy) (2.25)
donde F*, en la pared i + 1 s Y i— 2, se define como:

Fi=Fi+ Z(Ak@kékm%

(2.26)
Fr .
2

=F; - Z(S\k@kék)i,%

k+

14
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en funcién de los valores :\k, considerando su signo k*, y vectores propios €; de la matriz
jacobiana aproximada J, definida para la pared que resulta de transformar el sistema original
en derivadas parciales (2.3) al sistema hiperbélico mostrado en (2.5). Los coeficientes ay, se
obtienen de expresar la variacion de la variables conservadas en la pared expresada en la base
de los vectores propios, es decir AU = ) ax€,. Los detalles sobre el célculo de los valores
y vectores propios se pueden encontrar en B.3.1, donde se garantiza ademés el caracter
equilibrado (well balanced) del sistema.

Sustituyendo la expresion de los flujos numéricos en (2.25) , se obtiene la ezpresion de la
actualizacion en la celda , que sera aquella a implementar en el cédigo computacional para

modificar el valor de las variables en las celdas con cada paso de tiempo:

At < T
Ut =U - D (krer)ips + > (Aeréy); 1 (2.27)
k— kt

Se incorporan los términos fuente S, a través de técnicas como el wupwinding o
descentramiento, recurriendo a su proyecciéon en la base de los vectores propios. De este
modo la senal de la onda que se propaga (la informacién) queda afectada por la influencia

de los propios términos fuente [27]:

AzS; =" Bréx (2.28)
k

Incorporando (2.28) a (2.27) se obtiene la formulacién definitiva de la expresion de

actualizacion de la celda:

U?*l =U! - % Z((S\k&k — Bk)ék)iJr% + Z((S\k&k — Bk)ék)i—% (2.29)

k— ket
En los Anexos se completa el esquema numérico incluyendo las correcciones necesarias
para evitar los problemas de entropia B.3.2, impedir la apariciéon de calados o alturas
negativas B.3.3, de momentos de rozamiento fisicamente imposibles B.3.3 y el manejo
adecuado de la situaciones seco-mojado B.3.3. En este aspecto una de las principales ventajas
del bicapa es la posibilidad de aprovechar de forma directa los nuevos planteamientos y

correcciones que se suelen implementar o se han implementado recientemente en los modelos

monocapa de flujos en aguas pocos profundas como [27] [28] [29] [25].

2.2.4. Condiciones de contorno

En cualquier problema basado en sistemas de ecuaciones diferenciales es fundamental
el apartado referente a las condiciones de contorno. En las simulaciones realizadas con el

modelo aqui desarrollado se ha implementado la condicién de contorno cerrada (en el cual
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los flujos numéricos F™* a través de las paredes de los limites del dominio se hacen nulos).

Los detalles de la formulacién de la condicién de contorno cerrada se encuentran en D.2.

2.2.5. Estabilidad temporal

En la simulacién con métodos numéricos explicitos, en este caso con los esquemas de
FORCE y Roe, es necesario definir un intervalo de tiempo méaximo de iteracion At con el

que garantizar la convergencia y estabilidad del esquema:

Az

mazx
Ak

At =CFL

(2.30)

donde el valor A\J'** es el méaximo de los valores propios para las celdas del dominio de calculo
y el nimero CFL debe estar comprendido entre 0 y 1 ( ver la justificacién en D.1).

Es necesario comentar que para la version homogénea del sistema, la condicién CFL
es 1. En un caso, como es el que aqui se desarrolla, con términos fuente S, seran éstos
fundamentalmente los que determinen la nueva condicién CFL, habitualmente notablemente
mas restrictiva que la del sistema homogéneo original. La dificultad reside en que no se ha
desarrollado un método de analisis capaz de establecer esta condiciéon con términos fuente

de manera explicita.
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Validacion del esquema numérico

Para validar los dos esquemas construidos, FORCE y Roe, es preciso comparar primero
los resultados numéricos que se obtienen de éstos al plantear problemas con solucién ya
existente. En el presente capitulo se combinan casos test con solucién analitica con otros
experimentales y de comprobacién del comportamiento del modelo ante casos especificos.

Finalmente se simulan dos casos de aplicacién de los esquemas numeéricos.

3.1. Validacién del modelo monocapa

3.1.1. Rotura de presa ideal sobre fondo seco

El caso de una rotura de presa ideal es, bajo el punto de vista estrictamente matemaético,
un problema de Riemann, y como tal, resoluble [30] empleando la teoria de las ondas
caracteristicas, véase C.1 donde se obtienen las expresiones analiticas. Las condiciones

iniciales ¢ = 0 del problema son:

h siz <z
ho(z,0) = {ho G 7 !L‘i con us(x,0) =0 (3.1)
donde para este caso particular h' = 2.0m y A = 0.0m. Logicamente para que las

condiciones sean monocapa se cancela la capa superior haciendo hj(z,0) = O0m. La posicién
de la discontinuidad es z; = 0m en un dominio de simulacién [—3, 3] plano (sin relieve) con
condicién de estabilidad temporal CFL 0.7.

Con los resultados obtenidos, Figura 3.1, se evidencian buenos niveles de correlacién
entre las soluciones analiticas y las numéricas. Por completitud, en C.2, se ha simulado el

caso homélogo sobre fondo mojado.

3.1.2. Test experimental del CITEEC

En el flujo bicapa existe un movimiento continuo en el tiempo de la interfaz, que actia

para la capa superior de forma equivalente a un fondo moévil. Como paso previo a la
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(c) t=0.2s (d) t=04s

Fig. 3.1: Test 1. Rotura ideal de presa monocapa en seco.

simulaciéon de un bicapa es necesario comprobar en un caso mas sencillo como se comporta
el modelo monocapa ante la existencia de un lecho variable en el tiempo. A tal efecto se ha
reproduce el experimento desarrollado en el CITEEC [31].

El experimento se desarrolla en un canal rectangular de 15m de longitud por 60 cm de
ancho, de los que se emplean 3.69m. En el caso aqui considerado, se coloca en un extremo
un rampa de 45° accionada por unos pistones hidraulicos con un desplazamiento maximo de
AL = 0.59m a una velocidad de v = 0.29m/s . Se considera que la aceleracién del bloque
es tan rapida que resulta despreciable, tampoco es relevante el rozamiento [31].

El nivel inicial del agua es de hg = 0.15m y se colocan una serie de sondas de profundidad
a una distancia de la posicién final de la rampa de 0.0m (S1), 0.50m (S2), 1.00m (S3), 2.00 m
(S4) y 3.00m (S5). Tal y como se muestra en la Figura 3.2 con el esquema del experimento,
en el extremo opuesto del canal existe un muro de 0.36 m que no sera superado en este caso.

Los resultados obtenidos recogen la tendencia aunque muestran discrepancias entre los

datos experimentales y los numéricos. Esto puede ser debido fundamentalmente a los

18



Capitulo 3
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Fig. 3.2: Esquema del experimento llevado a cabo en el CITEEC.
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L Roe
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I Experimental - - - -
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(d) S5

Fig. 3.3: Test 2. Parametros del experimento del avance de un pistén sobre un canal rectangular.

fenémenos y aceleraciones de origen vertical que el modelo, como promediado en la vertical,
no es capaz de reproducir correctamente. Pese a ello la correlacion entre modelos es muy
buena, FORCE y Roe son por su naturaleza métodos muy distintos en su formulacion, pero
los resultados que se obtienen son muy parecidos. En C.3 se pueden consultar los resultados
de la simulacion para todo el dominio, registrandose también los valores de las sondas en los

puntos medidos.
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3.2. Validacién del modelo bicapa

En el presente apartado se plantean una serie de casos test bicapa con los que estudiar
los rangos de aplicabilidad de los dos esquemas numéricos propuestos: Roe y FORCE. El
objetivo es estudiar las limitaciones que presentan en cuanto a su uso, uno y otro modelo,

en funcién de las condiciones a simular.

3.2.1. Equilibrio hidrostatico

Como andlisis previo a la simulacion de casos test transitorios y estacionarios se reproduce
una situacion de equilibrio hidrostatico con relaciéon de densidades entre capas r = z—; =1y
superficie libre constante 7. Es decir con el bicapa se emula un monocapa en reposo, donde
la definicién de la interfaz es indiferente para conservar dicho estado. En un caso con r # 1,
el estado de equilibrio solo se alcanza con la interfaz uniforme, siendo un caso particular del

anterior . Las condiciones iniciales son:

hy(z,0) + ha(x,0) 4+ 2z, = n con uy(x,0) = ug(z,0) =0 (3.2)

Si el método numérico es equilibrado o well-balanced y se ha formulado correctamente
la reconstruccién hidrostatica para FORCE (B.1) y la discretizacion upwind de los términos
fuente S para el método de Roe (B.3.1), se deberd mantener a lo largo de todo el tiempo de

la simulacién.

2.5 T T T 1 T T
Layer; —— Layer1g ——
Layer, —— Layeraq ——
Slope
2 [ i
0.5 b
15| 1
- i . 0
£ | I A ‘ mE 0
< N nn .I‘ ML ‘ r n T
L IERi
U
Iy ! |r—|| ‘H U
- J r -05 ]
05 . | H
O L 1 L L L _l L L L 1 1
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
x(m) x(m)
(a) Lecho fijo, la interfaz y la superficie libre (b) Caudales en el dominio de simulacién

Fig. 3.4: Test 3. Estado de reposo hidrostatico con el método de FORCE para un tiempo ¢ = 10s con una
condicién de superficie libre n = 2.1 m y valores aleatorios de capa inferior hs y el lecho fijo zp.

Se comprueba en las Figuras 3.4 y 3.5 que para ambos esquemas numéricos los caudales

son nulos y que se conserva el equilibrio hidrostatico.
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Fig. 3.5: Test 3. Estado de reposo hidroestatico con el método de Roe para un tiempo ¢t = 10s con una
condicion de superficie libre n = 1.9 m y valores aleatorios de capa inferior hs y el lecho fijo zp.

3.2.2. Rotura de presa ideal bicapa

Se reproduce a continuacién una rotura ideal sobre fondo seco plano y sin friccién, pero
en este caso considerando una situacion bicapa, es decir fraccionando los calados anteriores

a partes iguales:

At siz <a

hi(z,0) = ha(x,0) = {ho siz>az OO uy(z,0) = uz(x,0) =0 (3.3)
donde para este caso h' = 1.0m y h° = 0.0m. La posicién de la discontinuidad es z; = 0m
en un dominio de simulacién [—3, 3].

Con el fin de comparar también con la solucién analitica del problema, desarrollada en
C.1, la relacion de densidades se hace r = Z—; = 1, convirtiendo el bicapa en un monocapa
ficticio.

Es necesario simular con intervalos de tiempo reducidos CFL 0.005. Son valores
temporales muy reducidos para un uso practico, pero no se debe olvidar que en este momento
el objetivo de los test es explorar las limitaciones de los métodos.

Se evidencia con los resultados obtenidos que tanto FORCE como Roe presentan
problematicas (distintas) al reproducir la rotura de presa bicapa. Se manifiesta
numéricamente de dos formas diferentes, en un caso con una fuerte difusion (FORCE en
la Figura 3.6) y en el otro con la dispersién, rizados o wiggles (Roe en la Figura 3.7). Se
han dado numerosas explicaciones a la aparicion de estas inestabilidades en la interfaz,
aunque mayoritariamente se suelen vincular con fenémenos ondulatorios en la interfaz
que los modelos promediados en la vertical no son capaces de reproducir adecuadamente.

Particularmente en FORCE la energia de estas ondas se disipa dando lugar a una fuerte
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Fig. 3.6: Test 4. Rotura de presa pseudo-monocapa con el método FORCE.

difusividad en los cédlculos. Matematicamente lo que ocurre es que el sistema pierde sus
propiedades de hiperbolicidad dando lugar a la aparicién de valores propios complejos
en la formulacion completamente acoplada del sistema. Este fenémeno se produce con
mayor intensidad cuanto méas parecidas son las densidades entre las capas (el cociente entre
densidades 7 es cercano a 1) y mayor es la velocidad relativa | u; —us | entre ellas. Para una
explicacion detallada de este fendémeno se recomienda consultar D.3.

3.2.3. Condiciones de aplicabilidad de los esquemas numéricos de

Roe y FORCE

A la vista de los resultados en el apartado anterior 3.2.2, parece que FORCE es el
método mas adecuado para simular casos bicapa, ya que a pesar de presentar difusividad
no se inestabiliza (principal problema del bicapa), lo que si ocurre con Roe. Sin embargo es
necesario preguntarse si este comportamiento es extensible a todas las situaciones bicapa o

si por el contrario van a existir una serie de casos en las que resulta més adecuado utilizar
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Fig. 3.7: Test 4. Rotura de presa ideal pseudo-monocapa con el método Roe.

uno u otro modelo numérico. Con el fin de responder a esta pregunta se simulan en este
apartado una serie de test de rotura de presa bicapa que ponen en juego los términos de

acoplamiento, presentes en el vector fuente S del bicapa.

Influencia de la relacion de espesores y densidades entre capas

Se simula a continuaciéon un caso test de rotura bicapa ideal similar al mostrado en

3.2.2, donde a diferencia de éste se modifica la relacién inicial de espesores y densidades.

Se recuerda que los términos de acoplamiento, excluyendo los de rozamiento, son ghl% y
Z—;g% , de modo que al reducir el valor de los cocientes Z—; y % se reduce la influencia de

dichos términos. Esto implica que los fenémenos inestables (comentados en D.3), de los que

especialmente sufre el método de Roe, deberian atenuarse.

23



Capitulo 3

Para todos los casos simulados en este apartado la posicion de la discontinuidad y el

dominio de simulacién son los mismos que los establecidos en los casos de 3.2.2, es decir:

_JhT six<m -
(e, 0) = {hf siz>a o0 w(z,0) =0 (3.4)

_Jhy six<m _
ho(z,0) = {h; siz>aq OO us(z,0) =0

Modificdndose los valores iniciales de los calados de las capas hy, hi, hy v hi asi como
las densidades p; y p2, no se incorpora fricciéon. Los parametros utilizados se muestran en la
tabla 3.1.

En virtud de la simplicidad y la claridad se omiten las representaciones iniciales de las
discontinuidades, representandose inicamente aquellos instantes relevantes bajo el punto de
vista del analisis que se pretende llevar a cabo. Para consultar los resultados completos que

se obtienen para cada una de las simulaciones ver C.4.

Test pi (kg/m®) po (kg/m®) hy (m) hi (m) hy (m) hj (m)

) 1000 1000 1.0 1.0 1.0 0.5
6 1000 1100 1.0 1.0 1.0 0.5
7 1000 2000 1.0 1.0 1.0 0.5
8 1000 1100 0.1 0.55 1.0 0.5

Tabla 3.1: Parametros de las rotura de presa bicapa.

En el test 5, Figura 3.9, el método de Roe, como resulta previsible para un caso con
relaciéon de densidades unitarias, presenta un comportamiento inestable. Con FORCE la
simulacion no llega a inestabilizarse pero si muestra una oscilacion numérica en la interfaz y
una fuerte difusion.

En el caso del test 6, Figura 3.10, dado que r # 1, Roe se inestabiliza solo localmente
(aparece una pared vertical en = = 0 asociada a un error numérico), mientras que FORCE
ya no presenta ninguna alteraciéon numérica a excepcion de su caracter difusivo.

Al reducirse la relacion de densidades, test 7y Figura 3.11, o de espesores, test 8 y Figura
3.12, con respecto al test 6, el rizado en Roe desaparece completamente como consecuencia
de reducirse la influencia de los términos fuente. Los resultados obtenidos con este tltimo
método permiten visualizar de forma clara las distintas ondas, de choque y rarefaccion, que
se producen tanto en la superficie como en la interfaz. En el caso de FORCE observar
estos fendmenos es mas complicado, especialmente en la superficie libre donde la difusion es
notable.

En resumen, Figura 3.8, se puede concluir que para una relaciéon de densidades unitaria

r = 1 ninguno de los dos métodos ofrece garantias de estabilidad numérica, presentando un
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comportamiento oscilatorio (FORCE) o inestable (Roe). En el resto de casos FORCE es
estable pero muy difusivo y Roe es condicionalmente estable, mejorando su comportamiento

al reducirse relacion de densidades y espesores entre capas.

1
Py
P2
r Roe Inestable :
LOO —— FORCE oscilatorio

FORCE I estable

' I
' |
| | Roe I
I Roe

|
' |
' |

estable | condicionalmente
| estable
L — — — — — A,
| -
v h
1.00 "*1
ha

Fig. 3.8: Esquema con las condiciones de aplicacion de los métodos FORCE y Roe en funcién de la relacion
de espesores Z—; y densidades 2—;.
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Fig. 3.9: Test 5. Rotura de presa bicapa.
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Fig. 3.10: Test 6. Rotura de presa bicapa.
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3.3. Casos complejos de aplicacion de los modelos
numéricos

En el presente apartado se simulan dos casos complejos que emulan a los fendémenos bicapa
comentados en la Introducciéon. Con FORCE se reproduce una rotura de presa enfrentada
de dos masas de liquido con densidades y espesores semejantes, emulando una interaccion
entre corrientes oceanicas, y el método de Roe se emplea en una simulacién de una rotura

de balsa minera.

3.3.1. Método FORCE. Doble rotura de presa

En este test idealizado se muestra la capacidad del método para estratificar las capas,
es decir que la capa de mayor densidad quede ubicada en la zona inferior y la de menor en
contacto con la superficie libre.

Para ello se simula una rotura de presa enfrentada entre ambas capas sobre un dominio
cerrado [—3,3] , donde los valores de densidades y constantes de rozamiento empleados se
muestran en la tabla 3.2. Al incorporar rozamiento al sistema, la energia se disipa de modo

que se puede alcanzar finalmente un estado de equilibrio hidroestatico con u = 0.

Simbolo Nombre Valor

p1 Densidad capa superior 1000 kg/m?

02 Densidad capa inferior 1200 kg/m?

n Coeficiente de Manning 0.06s/m!/3

Cyi Coeficiente de rozamiento en la interfaz 0.50

Ty Esfuerzo caracteristico de la capa inferior 0.0 Pa

O Angulo de reposo de la capa inferior 0.0°
Condicién CFL 0.05

Tabla 3.2: Parametros de la doble rotura de presa.

El perfil del lecho fijo empleado es:

_ f0.125 (cos(2) + 1) si |z ]<2
(@) = { 0.0 en cualquier otro caso (35)
Se sittian las capas a cada lado del origen z = 0:
_n—z(x) siz<O0 B
ho(z,0) = { 0.0 sz >0 Con ug(z,0) =0 (3.6)
0.0 six <0
hq(z,0) = {77 ~a(@) siz>0 con ui(x,0) =0 (3.7)

27



Capitulo 3

La superficie libre se ubica en 7 = 1.5m y la condicién de estabilidad temporal es CFL
0.05 .
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(a) t=0.0s (b) t =1.0s
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Fig. 3.13: Doble rotura de presa, instantes iniciales.

Los resultados para los primeros instantes de tiempo, en los cuales se produce el paso de
la capa de mayor densidad (layer 2) por debajo de la de menor densidad (layer 1) se muestran
en la Figura 3.13. Alcanzandose para el equilibrio hidroestatico el estado mostrado en la
Figura 3.14.
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Fig. 3.14: Doble rotura de presa, estado de equilibrio para t=150.0s.

3.3.2. Método de Roe. Rotura de una balsa minera

Como segundo caso de aplicacién practica se ha disenado una simulacién de una rotura
de presa bicapa (Figura 3.15) emulando a una balsa de residuos mineros, con la que evaluar:

— Las simulaciones con espesores reducidos de la capa superior h;.

— Las fuerzas de rozamiento tanto en la interfaz como en cada una de capas.

— Estratificacion de las capas con el paso del tiempo.

Simbolo Nombre Valor

p1 Densidad capa superior 1000 kg/m?
pa Densidad capa inferior 2000 kg/m?
hy Altura inicial capa superior 0.05m

ho Altura inicial capa inferior 0.95m

n Coeficiente de Manning 0.10s/m'/?
Cyi Coeficiente de rozamiento en la interfaz ~ 0.50

Ty Esfuerzo caracteristico de la capa inferior 2300 Pa

s low Angulo de reposo bajo de la capa inferior 20°

s, high Angulo de reposo alto de la capa inferior  30°

Tabla 3.3: Test 10. Pardmetros de un test tipo rotura de una balsa minera.

Para esta simulacién los valores de rozamiento, densidad y espesores iniciales empleados
han sido los mostrados en la tabla 3.3. Se modifica el valor del angulo de reposo (high y low)
para estudiar su influencia sobre los resultados.

En la Figura 3.16 se aprecia la diferente evolucién de la capa de fango en funcién del
angulo de reposo. El estado de equilibrio se alcanza para t = 50.0s, cuando la masa de agua

queda bloqueada entre el lodo y la rampa del dique, esto se muestra en la Figura 3.17.
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Fig. 3.15: Test 10. Condiciones iniciales en la simulacién de la rotura de una balsa minera .
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Fig. 3.16: Test 10. Rotura de una balsa minera, influencia del término del angulo de reposo.
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Fig. 3.17: Test 10. Rotura de una balsa minera, estado de equilibrio para t = 50.0s .
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Conclusiones

El problema del flujo bicapa en aguas representa un reto ya que permite simular
fenémenos de interés que habitualmente involucran una escala espacial grande. Desde desde
los primeros estudios especificos en 1954 [32] hasta hoy se han propuesto numerosas soluciones
utilizando técnicas numéricas muy diversas. Conjugar un fenémeno complejo como es la
interaccién entre capas con un modelo simplificado como son las ecuaciones de aguas poco
profundas, implica un desafio.

El método de FORCE, un esquema de caracter robusto, ha sido utilizado para mitigar los
problemas de inestabilidad y pérdida de la hiperbolicidad asociados a resolver el problema de
Riemann con densidades semejantes entre capas (situaciones vinculadas a la interaccién entre
corrientes ocednicas). La reduccién de las inestabilidades conlleva una fuerte difusividad del
esquema, pero este es un problema que es abordable y ademas largamente estudiado, lo que
aporta garantias de resoluciéon completa.

Se ha mostrado la posibilidad de reproducir fenémenos bicapa con el método de Roe donde
la influencia de los términos de acoplamiento es mas reducida. La ventaja de utilizar este
esquema, largamente estudiado como solver de Riemann, es que es posible adaptar al bicapa
muchas de las correcciones y mejoras incorporadas recientemente a los flujos monocapa y
que permiten extender su aplicabilidad.

En resumen, en este trabajo se ha conseguido abrir una nueva via para la resolucion
general del problema bicapa en el medio plazo con el uso de esquemas robustos como FORCE
y corrigiendo su difusion, sin renunciar por ello a emplear los esquemas actuales de resolucién
en hidraulica para simular y reproducir un cierto conjunto de casos con interés practico.

Este trabajo es necesario enmarcarlo dentro del proyecto més general que aspira a la
resolucién completa del flujo multifasico. Dados estos pasos preliminares seria necesario
continuar mejorando el esquema bicapa desacoplado en FORCE a un esquema numérico de
mayor orden, extendiendo el método de Roe al dominio bidimensional y desarrollar, una
vez superadas todas las comprobaciones analiticas, un mayor niimero de experimentos en

laboratorio que permitieran contrastar los resultados numéricos obtenidos con la realidad.
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