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1. Introduccion

El rol de la topologia en la fisica de materiales ha aumentado enormemente en los tltimos
anos. Motivada por encontrar una explicacion del descubrimiento de von Klitzig en 1980 del
efecto Hall Cuéntico (QHE) entero, su incursién ha dado lugar a numerosos descubrimientos
tedricos en forma de nuevos estados de la materia, inexplicables fuera del contexto topoldgico,
siendo algunos de ellos observados experimentalmente en los ultimos anos.

El QHE, descubierto en la capa de inversion de un Transistor de Efecto de Campo de
Metal-Oxido (MOSFET), consiste en la cuantizacién de la conductividad Hall, que permanece
constante en valores discretos a medida que se aumenta el campo magnético externo, multiplos
enteros de un cuanto de conductividad [1]. Este fenémeno se explica mediante la cuantizacién
de Landau, no mostrando dependencia alguna en la densidad de electrones méviles presentes
en la muestra. Un ano después de su descubrimiento, Laughlin muestra que esa cuantizacién
puede derivarse a partir de la invarianza gauge, y que los estados de borde que aparecen
en los extremos la muestra son una consecuencia directa de la cuantizacién[2]. A partir de
estas consideraciones, Thouless et al. [3] obtienen la relacién para la conductividad Hall
considerando un modelo de respuesta lineal en un conductor bidimensional bajo un potencial
periddico.

El concepto fundamental en la teoria de bandas topoldgica es la fase de Berry [4], factor
de fase relacionado con el transporte adiabatico dependiente de pardmetros externos (p.e. un
campo magnético aplicado). Al realizar una trayectoria cerrada en el espacio de parametros
del hamiltoniano, la funciéon de onda de la particula adquiere una fase debida tUnicamente
a la trayectoria, de modo andlogo al resultado de Aharanov y Bohm [5], que resulta ser
una Holonomia[6]. Esto ha motivado la bisqueda de nueva fisica en sistemas con topologias
no triviales, siendo hitos el modelo de Haldane [7] (Efecto Hall Cudntico Anémalo) y la
publicacién en 2005 de Kane y Mele [8] tratando un nuevo modelo (Efecto Hall Cuantico de
Spin). En este ultimo surgen nuevas ideas, como indices topoldgicos Zs o la relacién con la
simetria de inversion temporal.

Un aislante topoldgico se caracteriza por la presencia de estados de borde metélicos,
relacionados directamente con la topologia del sistema en el interior del material aislante.
Estos estados estan protegidos por esa topologia: su presencia unicamente depende del indice
topoldgico que presente el interior del material, y son inmunes a pequenas perturbaciones.
Sistemas topoldgicos no triviales con el mismo indice son equivalentes.

El objetivo de este trabajo es presentar el fundamento tedrico en el que se basan los
aislantes topoldgicos, asi como estudiar dos de los modelos de mayor relevancia historica para
este campo, el de Haldane [7] y el de Kane y Mele [8], haciendo énfasis en sus propiedades
exéticas y su relacion con la topologia de la estructura de bandas. Finalmente se evaluaré el
descubrimiento tedrico de Bernevig et al. [9] para el HgTe.



2. Sistemas topoldgicos bidimensionales

Un solido cristalino es un material en el que sus atomos estan dispuestos de manera
periddica. Esto hace que podamos definir una unidad espacial (celda unidad) cuya repeticién
en el espacio genera el sélido. Esta repeticién, representada por un potencial periédico, genera
soluciones de la ecuacion de Schrodinger en forma de ondas de Bloch, siguiendo el teorema
de Bloch-Floquet

P(r) = eik'ru(r), (2.1)

donde u(r) es una funcién periédica con la periodicidad de la red y k el momento cristalino,
que toma valores en la primera zona de Brillouin (PZB) del espacio reciproco. La PZB, posee
la topologfa de un toro T?¢ cuando se identifican sus caras opuestas y al que llamamos toro
de Brillouin. Asociado a cada k, como puede verse por (2.1), tenemos un Hamiltoniano de
Bloch H(k) definido sobre un espacio de Hilbert de dimensién infinita, Hy. Este conjunto de
espacios M, forma un fibrado vectorial complejo sobre el toro de Brillouin, 7 : H;, — T

Las bandas de energia surgen de la disposicién del gran niimero de dtomos en el sélido, y
representan los valores de la energia que puede tomar un electrén dentro de la red. Una banda
llena no puede conducir electricidad. Por tanto, en un material aislante, existe un ntimero de
bandas de energia completamente llenas, estando el resto completamente vacias. La banda
ocupada de mayor energia, banda de valencia, esta separada del primer nivel vacio por un
gap de energia, encontrandose el nivel de Fermi entre ambas. Esta separacién entre bandas
llenas y vacias permite separar el fibrado de Bloch en dos, el fibrado de valencia y el fibrado
de conduccién. En un aislante topoldgico, el fibrado de Bloch completo es siempre trivial. Es
la topologia del fibrado de valencia y los niveles mas bajos del conductor la que caracteriza
el estado topolégico de un sistema.

Es el nimero de bandas ocupadas n la que nos determinard la dimensién del espacio de
Hilbert efectivo, truncando el hamiltoniano de Bloch a n bandas ocupadas y n vacias, que
estard representado por una matriz 2n x 2n y definido sobre el espacio Hj, = C?*. Por tanto,
el caso mas simple, para n = 1, serd un sistema de dos niveles, que represente una banda
de valencia y otra de conduccién. Ejemplos de este tipo son los modelos bidimensionales de
Semenov [10] o el de Haldane [7]. En este tltimo se reproduce el efecto Hall Cudntico Anémalo,
analogo al efecto Hall Cuantico con la peculiaridad de no necesitar campo magnético externo
para obtener una conductividad Hall no nula. Su hamiltoniano, en la representacién sobre la
esfera de Bloch, es

[ do(k) +ds(k)  di(k) —idy(k)
= (d1(k)+id2(k) do(k)—dg(k)>’ (2.2)

y sus autoestados son e+ = do(k) + |d(k)| = do(k) + (d3(k) + d3(k) + d%(k))l/2 = do(k) £

d(k), representando la banda de valencia y la de conduccién en cada caso. El nivel de
Fermi se encuentra entre ambas bandas, y gap de energia es E, = |d(k)|, siendo dy(k) un
desplazamiento global. El sistema permanecerd aislante mientras F, # 0. El hecho de que
E, = 0 es indicativo de que las bandas de energia se cruzan en algin punto k, invirtiéndose.
En ese punto de cruce aparecen estados metalicos. Los vectores propios del hamiltoniano,
omitiendo la dependencia en (k) son (ver anexo A)



1 ds —d 1 dz +d
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Las cuatro d;(k) del hamiltoniano (2.2) forman un mapa del toro de Brillouin en la esfera

f: T? — S3. Sin embargo, al no aparecer do(k) en los autoestados, éstos forman un mapa
sobre la esfera tridimensional f : T? — S2.

Obstruccién para definir estados de manera continua

La presencia de puntos singulares en los vectores propios del hamiltoniano nos va a impedir
definir estados de manera continua sobre todo el espacio de parametros. Si observamos el
limite en el que dq(k) y d2(k) se anulan, haciendo el cambio di + idy = te’¥ y tomando el
limite ¢ — 0 vemos que (ver anexo B)

0 1
v () oo 4)

ds <0 ds > 0, (2.4)

()T ()

es decir, aparecen singularidades al definir el estado en ese limite: la fase 6 no esta bien
definida, ya que su dominio se reduce de un circulo de radio nulo (i.e. un punto). Consideremos
ahora los autoestados del Hamiltoniano (2.2) parametrizados por el vector (Z(k) € R3. Podemos
introducir el vector unitario 7@ = 7i(k) = d(k)/e_ (usamos el estado asociado a la banda de
valencia, pero podemos usar el de conduccién indistintamente), que describe un punto en una

superficie esférica S?. En coordenadas esféricas, tenemos

sen 6 cos ¢ _sen ?
i = | senfsen¢ (i) =1 . 29 (2.5)
e'? cos 5

cos b

Esta esfera (de Bloch) conforma un espacio de pardmetros, pero no podemos definir el
autoestado (2.3) de manera continua en toda la esfera [11]. Esto es debido a la imposibilidad
de definir un fibrado vectorial continuo que cubra toda la esfera, de manera similar al
teorema de la bola peluda 2, dejando ver la no trivialidad del fibrado 7 : C? — S? sobre
la esfera, representado por el mapa en (2.5). Para describir un fibrado vectorial en la esfera
necesitaremos dos trivializaciones locales [12, 11], una cubriéndola en una mitad, N, y otra
por la otra mitad, S, de manera que tengan interseccién no nula (ecuador). Definimos el
autoestado de valencia a ambos lados del ecuador § = 0. El paso de una zona a otra en
la interseccién de ambas trivializaciones necesita de una funcién de transicion ¢yg que nos

conecte ambos estados (2.4). Yendo de N a S tenemos

e~ qan @ _ [4
q/@(ﬁ) _ ( e ‘pben2> wf(ﬁ) _ < sen 20> tng = eicp’ (2.6)

(%) ip [
CoS 3 e'? cos 5

2F] teorema de la bola peluda estipula que un campo vectorial continuo definido sobre una esfera de
dimensién par n, con n > 2, se anula en al menos un punto, es decir, no puede cubrir toda la esfera



es decir, el paso de una seccién a otra del espacio de parametros anade una fase ¢ a la funcién
de onda en la transiciéon para evitar la singularidad en 8 = 0. De manera analoga ocurre si
consideramos el autoestado asociado a la banda de conduccion.

2.1. Invariantes Topoldégicos

Como acabamos de ver, no podemos definir un campo vectorial (nuestros autoestados) de
manera continua sobre la esfera. Esto puede generalizarse a cualquier variedad de parametros,
y como vamos a ver, caracterizarse mediante un invariante topolégico.

Al considerar un solido, el espacio de parametros es el toro de Brillouin. Para estudiar
sus puntos de singularidad de manera andloga, deberemos considerar el mapa del toro en la
esfera, que es el que nos define la topologia del sistema. Cuando un sélido posee topologia no
trivial, esta esta caracterizada por un factor de fase no dinamico que surge en los autoestados
del Hamiltoniano al recorrer adiabaticamente en un espacio de parametros, una trayectoria
cerrada [4]. Este espacio de pardmetros puede estar conformado por diferentes magnitudes
fisicas, como un campo magnético, eléctrico, flujo, etc. Si tenemos un pardmetro A y no existe

degeneracién, la fase de Berry es

=1 § W) (27)

Esta fase anade al sistema fisico un grado de libertad con estructura U(1) mediante un factor
e y es andloga al resultado obtenido en la experiencia de Aharonov y Bohm[5]. Ahi, la
fase obtenida depende tinicamente del flujo magnético encerrado por la trayectoria recorrida,
y por tanto, del gauge escogido para el potencial electromagnético A,. En el caso de Berry,
la fase depende unicamente del cambio en los autoestados cuando se recorre una trayectoria
cerrada en el espacio de pardmetros. Por analogia, se define la conexién de Berry (o potencial
gauge) como

A = i(ldy), (2.8)

donde d es la derivada exterior. Este A resulta ser la conexién geométrica del fibrado U(1)
sobre el la zona de Brillouin definido por los vectores propios del Hamiltoniano [6]. La conexién
de Berry nos permite definir la derivada covariante en el espacio de autoestados [12], que nos
permite realizar el transporte paralelo de los autoestados sobre el espacio de parametros

V. =0, —iA, (2.9)

Esta derivada es la que desplaza al autoestado al avanzar en el espacio de parametros. Al
hacerlo en una trayectoria cerrada, si al completarla y volver al punto inicial el fibrado de
Bloch no es trivial, nos descubrird una fase no dindmica. A partir de esa conexién, se define
la curvatura de Berry como F' = dA, que es una propiedad intrinseca del conjunto de bandas
de energia de un sistema?®. Para un sistema de dos bandas como el considerado en (2.2), la

conexién y la curvatura de Berry toman la forma (ver anexo C)

3Una magnitud dependiente del gauge , como A, no puede representar nunca un observable fisico, sin
embargo, v y F;; si que son observables y pueden medirse [5, 13].
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La topologia de un sistema fisico estd definida por sus invariantes topolégicos, propiedades
que no varian bajo transformaciones continuas del Hamiltoniano. En un sistema bidimensional
como el efecto Hall Cudntico, el invariante que caracteriza su topologia es el primer nimero
de Chern, un entero. Este invariante, que solo existe para sistemas bidimensionales, se obtiene
a partir de la curvatura de Berry, y puede verse como el indice (winding number) del mapa
h : T2 — 52 del toro de Brillouin en la esfera: es el ntimero de veces que los estados propios
del Hamiltoniano, parametrizados por las d;(k) cubren (completamente) la esfera de Bloch al
recorrer el toro de Brillouin [11, 12]. Thouless, Kohmoto, Nightingale y den Nijs demostraron
[3] que la conductividad Hall es directamente proporcional a este nimero, también llamado

invariante TKNN, al que contribuye cada una de las bandas ocupadas

1 e?
C= 7 /S F; Tay = za: Ce a = Bandas ocupadas, (2.11)
donde S es la superficie del espacio de parametros, en nuestro caso el toro de Brillouin. Los
materiales cuyas fases topoldgicas pueden caracterizarse por el nimero de Chern se denominan

aislantes de Chern, y son el tipo mas sencillo de aislante topoldgico.

2.2. Modelo de Haldane

Haldane [7] ide6 un modelo en una red de grafeno (hexagonal) mediante el que reproducia
el efecto Hall cudntico anémalo, es decir, sin campo magnético®. La red hexagonal no es una
red Bravais, ya que estd formada por dos subredes triangulares A y B, considerando en
cada una de ellas un orbital atémico por punto. Su Hamiltoniano se obtiene a partir del
método de tight-binding. Esta aproximacion considera los electrones fuertemente enlazados a
los niucleos, de manera que el Hamiltoniano del sélido en la vecindad de cada punto de la red
puede considerarse como el de un solo atomo colocado en ese punto. Tomando el pardmetro
de red @ = 1 con los vectores de las subredes a; y b; (ver anexo D), el Hamiltoniano de
Haldane es

do(k) = 2tgcos ¢ 32 cos(k - by)

(k)

dy (k) = t1(1 4+ cos(k - a1) + cos(k - az))
(k)
(k)

H(k) = ;di(k)m do(k) = ti(sen(k - a;) +sen(k - ap)) (212)

d3(k) = M — 2ty sen ¢ 2321 sen(k - b;)

siendo las o; las matrices de Pauli. Los términos t; y to son términos cinéticos, que dan
cuenta del salto de un electrén de un punto a un préximo vecino de diferente subred o de
la misma, respectivamente. M equivale al potencial de cada punto. (M, ¢) son pardmetros
externos del modelo que podemos variar. El gap se cierra (|d(k)| = 0) en los llamados puntos
de Dirac, aquellos K y K’ de la PZB para los que d; (k) y d2(k) se anulan, y en funcién de los
parametros, también ds(k). Sobre esos puntos, un cierre del gap implica |M| = 3v/3ty sen ¢,

4Haldane consideré un campo magnético cuyo valor neto sobre la celda unidad fuera nulo. Esto rompia
la simetria de inversién temporal y daba una fase de Aharonov-Bohm a un electrén que se moviera en la
red[7, 11].



definiendo el diagrama de fases de la figura (2.1). Para la red hexagonal del grafeno, los
puntos de Dirac se hallan facilmente °.

Ar
K= <3\0/§> K = -K (2.13)

Es en estos puntos donde aparecen las singularidades, como se ha visto en (2.4), siendo
d3(K) = M — 3V3sen¢ y d3(K') = M + 3v/3sen¢. Las distintas fases del diagrama
corresponden a topologias diferentes del fibrado de Bloch [13]. El ntmero de Chern
correspondiente a cada zona del diagrama de fases se obtiene calculando la curvatura de
Berry como en (2.10) e integrando en el toro de Brillouin. Como en (2.4) y (2.6), el signo de
d3 nos determina en que zona de la esfera de Bloch se encuentra el estado, es decir, sobre que
trivializaciéon (N o S en ese caso). El paso de una zona a otra implica la aparicién de una
fase no dindmica (2.6) y un cambio de signo en ds(k). Ese cambio de signo conlleva que en
algin punto el gap se cierra, al pasar de una zona a otra del diagrama. El niimero de Chern
puede definirse evaluando el signo de d3(k) en cada punto de Dirac [7]

00y = C = % [signo(ds(K')) — signo(ds(K))] (2.14)

La comparacion de los nimeros de ocupacién de ambas bandas en el caso trivial y en el
topolégico revela que difieren en el llenado completo de un nivel de Landau [7]. El nimero
de Chern en un aislante topoldgico equivale a una conductividad Hall de base o, = +e?/h,
independiente del campo magnético aplicado. Si consideramos la unién de dos aislantes con
diferente C' (con uno de los signos de ds(k) diferente en los puntos de Dirac) y los unimos,
su continuidad hace que en la interfase se crucen las bandas de energia y aparezcan estados
de borde metélicos andlogos a los del efecto Hall cuantico.

M/t
3V3
0

-3V3

¢

- 0 T
Figura 2.1: Diagrama de fases de Haldane. Las zonas donde C' # 0 indican topologia no trivial

del sistema (figura Ref. [11]).

Aislantes topolégicos con nimeros de Chern mayores surgen cuando consideramos interacciones
segundos, terceros vecinos, etcétera, anadiendo sus correspondientes términos cinéticos al
modelo [11].

Invariante C

El primer nimero de Chern C representa una clase caracteristica asociada al fibrado de
Bloch [12]. Es una cantidad topoldgica en el sentido de que no varia bajo transformaciones

5Tenemos en realidad seis puntos en los que se puede cerrar el gap, uno en cada esquina de la celda
Wigner-Seitz de la red reciproca, pero solo dos son inequivalentes en el toro: los vértices de la PZB que entran
en el paralelogramo formado por b1 y ba.



continuas del Hamiltoniano. Solo una transicién de fase asociada con un cierre del gap puede
cambiar la topologia del sistema, tal y como indica (2.14). El nimero C es el indice (winding
number) del mapa del toro en la esfera, es decir, el nimero de veces que este (definido por
las d;(k)) cubre la esfera a medida que k recorre el toro completamente. La fase de Berry
(2.7) surge de recorrer un ciclo cerrado en el espacio de pardmetros. Esto hace que cualquier
transformacién de gauge local U(1) deje invariante esa fase excepto aquellas que anadan un
factor 2w C [12]. Concretamente, considerando las trivializaciones en (2.6), C' se define como el
indice de la funcién de transicién en el ecuador de la esfera[12, 11]. En caso de que la funcién
de transicién pueda deformase en la identidad indica que podemos definir los autoestados
en todo el toro de Brillouin y C' = 0. Si no es posible, el fibrado es no trivial y necesitamos
realizar las dos trivializaciones y C' # 0. Este ultimo caso puede verse como una obstruccién
al teorema de Stokes, ya que la integral sobre el toro de la curvatura de Berry (2.11) seria

cero por ser este una superficie cerrada[12].

3. El rol de la simetria

En un sistema fisico, una simetria es una propiedad que no varia bajo transformaciones.
La gran mayoria de fenémenos fisicos se deben a la ruptura de alguna simetria. Por ejemplo,
la existencia de un momento dipolar eléctrico no nulo rompe tanto la simetria de inversién
temporal como la espacial. En el modelo de Haldane, es la ruptura de esas simetrias la
responsable de la aparicion de una conductividad Hall no nula independiente del campo
magnético aplicado[7]: el término M rompe la simetria de inversion, y el término ¢ rompe
la simetria de inversiéon temporal, ya que contabiliza el efecto del flujo magnético sobre la
celda hexagonal. En ese modelo, el efecto efecto Hall cuantico se produce por esa ruptura
de simetria. En el estudio de los aislantes topoldgicos, a partir de la publicacién de Kane
y Mele sobre el efecto Hall cudntico de spin [8], se abre la puerta a nuevos modelos donde
la presencia de esa simetria no solo no hace trivial la topologia del sistema, sino que es la
responsable de las diferentes fases topoldgicas, caracterizadas por un indice Zs. Debido a que
la 1inica condicién es la presencia de la simetria temporal, este tipo de aislantes topoldgicos

pueden extenderse a las tres dimensiones [14].

3.1. Simetria de inversién temporal

La inversién temporal es la transformaciéon T : t — —t, siendo T el operador de inversion
temporal. La aplicacién de este operador sobre un fibrado de Bloch relaciona las fibras en k
con las fibras en —k. Si un sistema presenta esta simetria, el Hamiltoniano conmuta con T y

satisface

H(—k)=TH()T! (3.1)

Al hacer la transformaciéon ¢ — —t, una solucién genérica de la ecuacién de Schrodinger
transforma como ¥ (t) — ¥ (—t) y deja de ser solucién. Sin embargo, ¢*(—t) si que lo es. Por
tanto, la inversion temporal equivale a resolver la ecuacién de Schrodinger conjugada. Con
este dato, y utilizando las propiedades de los arménicos esféricos 6, la accién del operador T

%Los arménicos esféricos conjugados cumplen Y;™*(0, ) = (=1)"Y, ™ (0, ¢)



sobre un autoestado [j,m) es de la forma[15]

Para sistemas de spin entero, el sistema es involutivo T? = 1, siendo T = K la conjugacién
compleja. Nos centraremos en sistemas de spin semientero, donde T? = —1 con T = exp(—imJ, /h)K
[15]. Tomando una base de autoestados de J,, es inmediato:

e Vm—Jg 0

T = ey /hyc — K (3.3)

0 eiﬂmJ

Para el caso particular de J = 1/2, este operador queda

—im/2 0 —i 0
e 7 .
Ty = ( . eim) K = < . Z) K = —issK, (3.4)

donde s5 es la matriz de Pauli o9 en su base de vectores propios. Como T covaria con so, esa
expresion es la misma sea cual sea la base del espacio de spin, pudiendo cambiar a la base
habitual de autoestados de o3, quedando

T1/2 == —iUQIC, (35)
que cumple T% /2= —1: es una rotacion 27 en el espacio de spin. Puede comprobarse aplicando
una rotacién

; 0 0
R.(0) = €'73%/% = cos g tiossing - R.(27) = —1 (3.6)

Por tanto, la aplicacion del operador T /5 equivale a un giro 7 en el espacio de spines.

Degeneracién de Kramers

T conforma un mapa de la fibra en & a la fibra en —k: la imagen de un autoestado de H(k)
en k por T es un autoestado de H(—k) en —k, con la misma energia. Sin embargo, este par
de vectores no representan el mismo estado: en caso de que lo hicieran, diferirian inicamente

en una fase y por tanto

Tly) =e¥ly)  T?[¢) = Te|y) = e ¥e|p) = +|v), (3.7)

contradiciendo asf el cardcter anti-involutivo de T para estados de spin semientero, T2 = —1.
La tnica explicacién posible es que |¢) y T |¢)) representen estados diferentes asociados a
la misma energia[15]. Este resultado es el teorema de Kramers: los niveles de energia de un
sistema con simetria T de spin semientero son, como minimo, doblemente degenerados en
ausencia de un campo magnético[8]. En el caso de spin total 1/2 la degeneracion es doble.
A cada par de estados relacionados por T se les denomina pares de Kramers. El caracter
anti-involutivo de T, mostrado en la relacién T? = —1, implica que estos pares de estados
son ortogonales entre si. Esta degeneracion puede verse en sistemas con un niimero impar de

electrones mediante efecto Zeeman, al aplicar un campo magnético[15].



En general, los pares de Kramers pertenecen a fibras diferentes del fibrado de Bloch. Sin
embargo, la periodicidad de la red hace que existan varios puntos en toro de Brillouin en los
que ambos estados pertenecen a la misma fibra, aquellos en los que k y —k son idénticos en
el toro. Estos puntos, llamados TRIM (Time Reversal Invariant Momenta) o puntos de alta
simetria, pueden obtenerse identificando los ejes opuestos de la celda primitiva del espacio
reciproco: son los que difieren entre si en una distancia de un vector G de la red, es decir,
k = G/2. En un sistema bidimensional, existen cuatro TRIM distintos, ya que la dimensién
de la base del espacio reciproco es dos. Del mismo modo, en tres dimensiones, ocho. En cada
uno de estos puntos, ambos estados de un par de Kramers pertenecen a la misma fibra, es
decir, al mismo H(k). Como son ortogonales y poseen la misma energia, en estos puntos el
espectro es siempre degenerado[11].

ky E
'
0 ka2
.
-7 0 T k
% A2 A

Figura 3.1: Puntos de la celda primitiva invariantes bajo inversiéon temporal, para una red
cuadrada (izquierda) y degeneracién de Kramers para un sistema de dos bandas (derecha).
(Figuras Ref. [11])

Zona de Brillouin Efectiva (EBZ)

Debido a la aparicion de pares de Kramers, la descripcién de un sistema temporalmente
simétrico resulta redundante en la mitad del toro de Brillouin, donde los TRIM se encuentran
sobre la frontera, compartida por ambas mitades. De esta forma, mantenemos tnicamente
uno de los estados de cada par de Kramers, excepto en la frontera. Esta mitad del toro de
Brillouin es la zona de Brillouin efectival8].

ky k, ky k,

Figura 3.2: Ejemplos de zonas de Brillouin efectivas (figura Ref. [11]).

Consecuencias de la simetria T

La simetria de inversion temporal hace que el estado del sistema no pueda caracterizarse
por el nimero de Chern: la curvatura de Berry resulta una funcién impar F;;(—k) = —Fj;(k),
anulandose su integral sobre el toro de Brillouin (y por tanto, la conductividad Hall)[9]. Esto
puede verse aplicando la definicién de la curvatura de Berry

Fij = alA] — Oin, (38)



obteniendo A usando la actuacién de T sobre los autoestados. En Haldane, si tasen¢ = 0, el
sistema tiene simetria de inversién temporal, ambas masas d(K) y d(K') tienen igual signo y
el nimero de Chern (2.14) se anula. Sin embargo, que el nimero de Chern se anule no implica
que la topologia del fibrado de Bloch sea trivial si T es una simetria.

Ademads de esto, la invarianza temporal identifica dos subespacios dentro del fibrado de
valencia [8]: un subespacio par en el que [H(k),T] = 0 y los autoestados del Hamiltoniano
de Bloch |u;(k)) y T |ui(k)) son equivalentes mediante una rotacién U(2), y uno impar en
el que los autoestados |u;(k)) v T |u;(k)) respectivamente son ortogonales. En los TRIM,
los autoestados del Hamiltoniano del sistema se encuentran en el espacio par, pues H(k) =
H(—k). La identificacién de estos subespacios seré importante a la hora de definir el indice
topolégico Zo, ya que es el estudio del conjunto de los k que pertenecen al espacio impar el
que establecerd la clasificacion.

3.2. Simetria de inversién espacial (Paridad)

La paridad, o inversién espacial, es el operador unitario P encargado de invertir las
coordenadas espaciales. Actia de la forma

Plr,s.) = | —r,s2), (3.9)

y aplicarlo dos veces devuelve el sistema a la configuracién inicial, es decir P? = 1, siendo sus
autovalores +1. En una red hexagonal, la accién de este operador deja invariante la red, pero
intercambia las subredes triangulares A y B sobre las que se define el modelo de Haldane.
Por tanto, en la base de subredes (A, B), el operador paridad de un sistema de dos bandas en
una red hexagonal serd P = o0,. En ese modelo, el parametro M rompe esta simetria. Otros
modelos, como el de Bernevig et al. [9], consideran una base de orbitales s y p, en los que
el operador paridad es diagonal, debido a su diferente paridad. Cuando esta simetria estd
presente, se cumple P H(k)P~! = H(—k). La presencia de esta simetria junto a T hace que
los tinicos puntos en los que pueda cerrarse y reabrirse el gap sean los TRIM[13]. Las bandas
en un sistema tal seran siempre doblemente degeneradas debido al spin. Si ambas simetrias
estan presentes

[H(k),PT] =0, (3.10)

y cada autoestado |¢) del hamiltoniano viene acompanado por otro ortogonal y degenerado
P T |¢). El minimo sistema que conserve P T tendrd un Hamiltoniano 4 x 4, expandible en
términos de matrices que cumplan el dlgebra de Clifford[11].

4. Efecto Hall cuantico de spin

La interaccion spin-orbita L - S es el acoplo entre el momento angular del electréon L y su
spin S. Esta perturbacién es pequena como para alterar demasiado la estructura de bandas
de energia, pero puede influir en aquellas cercanas al nivel de Fermi, lo que nos permite
considerar un Hamiltoniano dos bandas como (2.2). El modelo propuesto por Kane y Mele
fue introducido como una variante del modelo de Haldane en la que la topologia no trivial
surge de la simetria de inversién temporal, conservada por el término spin-érbita [8]. El
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resultado son dos copias del modelo de Haldane en las que las corrientes de los bordes no son
de carga, sino de spin. Por ello, este efecto se denomina efecto Hall Cuantico de Spin. En este

modelo, se conserva tanto la simetria espacial como la temporal.

4.1. El modelo de Kane-Mele

Debido a la degeneracién de spin, las dos bandas se duplican de (2.2) se desdoblan,
quedando dos llenas y dos vacias. Tomaremos la base del modelo de Haldane en dos dimensiones
e incluiremos el grado de libertad del spin: aqui el papel del término de salto to que contabiliza
el efecto del flujo magnético a través de la celda lo realiza un término de spin orbita AgO. El

modelo mas simple impone la simetria P T, y su Hamiltoniano es

H(k) = do(k) T+ di (k) + da(k)yz + da (k) (4.1)

donde las matrices «y; son producto tensorial de matrices de Pauli de spin y de subred. En la
base (A 1,A},B 1, B |) estas son:

71:7?:01@[ 7220'2@] 73:()_3@535 (42)

donde reconocemos en y; el operador paridad, que actia en el subespacio de subredes. En
la misma base, el operador de inversién temporal es T = i(I ® s2)K. El tercer término del
Hamiltoniano (4.1) da cuenta del acoplo spin-6rbita. El método de tight-binding lleva a unas
funciones d;(k) del Hamiltoniano tales que [16]:

do(k) =0

dy (k) =t(1 + cos(k-az) + cos(k - az)) (4.3)
do(k) = t(sen(k - a;) + sen(k - az)) '
d3(k) = 2\(so)(sen(k - a1) —sen(k - az) —sen(k - (a1 — az)))

Figura 4.1: (a) Vectores de la base para el modelo de Kane Mele. (b) Primera Zona de
Brillouin. (Figura Ref. [16])

Los autovalores del (4.1) son e4 (k) = do(k) + d(k) = do(k) + \/d} (k) + d3(k) + d3(k) y
los autoestados asociados se obtienen facilmente, considerando cada subespacio de spin como
un modelo de dos bandas anélogo a (2.2). Por comodidad nos centramos en los estados de
las bandas ocupadas. Tenemos, para cada estado de spin normalizado, los siguientes vectores

propios
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0 ds —d
1 —d3 —d 1 0
N R y -, 1) = ——= , (4.4)
2d(d + ds) 0 2d(d—ds) | d1+ide

di + ido 0

-, 1) =

Es facil comprobar, aplicando T, que estos autoestados forman pares de Kramers. La topologia
del sistema se deja ver en el limite di = d2 = 0, del mismo modo que en (2.4), donde
puede cerrarse el gap. Si pasamos a polares di + idy = te’ y hacemos t — 0 aparecen
las singularidades: no podemos definir el par de autoestados en todo el toro de Brillouin.

Considerando los vectores propios de las bandas ocupadas, tenemos (ver anexo A)

0 0
—1 0
|Q/)77\L> — 0 |¢*7T> — eig d3 >0
0 0
0 -1
0 0
N R ds <0,
0 0
et 0

por tanto, la fase # en t = 0 no esta bien definida (y uno de los estados tampoco). En los
TRIM (\; € A), los momentos k y —k son equivalentes y los autoestados (4.4) pertenecen
a la misma fibra H(k) = H(—k). Por tanto, la invarianza bajo inversién temporal hace que
las funciones d;~1 se anulen (ya que son impares en k), dejando inicamente el término d; (k)
asociado a operador paridad del sistema 7. La energia de la banda es e = —d; (k): mientras
no se anule dp, el sistema permanece aislante. Si d; cambia de signo en alguno de los TRIM
(\) manteniendo nulos ds y d3, y dado que H(k) es continuo en k, en ese punto d;(A\) =0y
el gap se cierra.

Consideremos ahora las singularidades encontradas al hacer di(k) = do(k) = 0. Esos
puntos poseen vorticidades opuestas para cada elemento del par de Kramers [11]. Si podemos
transformar el Hamiltoniano de manera continua para que se aniquilen, las singularidades
desaparecen y el sistema es trivial. En caso contrario, no podremos definir los autoestados
en todo el toro. Se observa facilmente al considerar un tnico par de autoestados: la tnica
manera de se aniquilen es pasar por el punto A (pues la simetria ha impuesto que da(A) = 0),
donde d3(A) = 0. Ahf los estados de Kramers no estan bien definidos y la tnica manera de
que se aniquilen es cerrando el gap. Sin embargo, dos pares de Kramers hace que podamos
aniquilar los vértices de uno de los pares con los del otro, de modo que se pueda definir d; (k)
de manera que no cambie de signo en todo el toro de Brillouin. Por ello, tracear el signo de
los d1()\;) nos diré si podemos eliminar las singularidades. Con d; el autovalor de la paridad”

en el punto \;, la cantidad

"Como la energfa de la banda ocupada es negativa, el autovalor de la paridad es el opuesto al del sign[di (\;)],

ya que e—(Ai)|) = di(Ai)n1[v) = di(Xi)E(N) ).
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I=]] signlds(M)] = ] & (4.5)
N EA AiEA
indica si d; cambia de signo un numero par (+1) o impar (—1) de veces al recorrer todo
el toro de Brillouin: es el nimero de pares de soluciones al sistema (d;(k) = 0,d2(k) =0)
presentes en la zona de Brillouin, los puntos de Dirac. Si es +1, el sistema es trivial y los
vortices pueden aniquilares; si es —1, los vortices se aniquilan hasta que queda un tnico par
que solo pueden cancelarse en un TRIM. Si esto ocurre, el sistema es topolégicol8].

k
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, /
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’ ,
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— —— ks
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’ s
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Figura 4.2: Ejemplo de lineas con di = d2 = 0 en el caso topoldgico, cuando d; < 0
siempre en el origen. Linea continua representa d;, discontinua do, donde se cruzan, aparecen
singularidades para definir los pares de Kramers.(figura Ref. [11])

4.2. Invariante Z,

La expresién maés general de ese invariante viene dada en funciéon del Pfaffiano de los
elementos de matriz del operador T. Esta cantidad tracea la ortogonalidad de los pares de
Kramers y nos permite dar una definicion del indice topolégico. Los elementos de matriz del
operador de inversiéon temporal son

mij(K) = (ui(k)| T |u;(k)), (4.6)

siendo los |u;(k)) una base global del fibrado de valencia. El Pfaffiano de esta matriz estd
siempre definido: el nimero de bandas llenas que compone el fibrado es par, y la ortogonalidad
de un estado con su simétrico por T implica la antisimetria de m. La magnitud Pf[m], en
el espacio par (ver seccién 3.1), cumple | Pf[m]| = 1, mientras que en el subespacio impar,
| Pf[m]| = 0 [8]. El Pfaffiano no es invariante gauge: una transformacién U(2) tal que |u}) =
Uzj|u9> transforma tal que Pf' = Pfdet U, y bajo una transformacién U(1) : U = €%, adquiere
un factor de fase €. Por tanto, su valor absoluto si es invariante gauge. El niimero de pares
de ceros complejos® del Pfaffiano es un invariante topolégico[8, 11]. Dos pares de ceros, en
los puntos £(kj, ko) pueden aniquilarse entre si, mediante una deformacién continua del
hamiltoniano, cuando k; = —ksy (figura 4.3). Si existe un solo par de ceros del Pfaffiano,
en t+k, deberan cruzarse en uno de los A;. En esos puntos, los autoestados pertenecen al
subespacio par y | Pf[m]| = 1. Este invariante de puede obtenerse como el winding number

8Los ceros del Pfaffiano son vértices con vorticidad +1, siendo esta el grado de una curva cerrada I :
S' — C {a} en el plano complejo entorno a los ceros a y una funcién f(z) > z € T', dado por deg(f(T),a) =

1/2mi [ dlog(f(z) — a).
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de la fase de Pf[m] en un ciclo cerrado sobre la frontera de la zona de Brillouin efectiva [§]

1
V= — dlog Pflm mod 2, 4.7
37 Porns [m] (4.7)

y puede tomar el valor 1 o 0. En esta tltima expresion estamos sumando las vorticidades en
todos los puntos k donde existan singularidades. Debido a que en su definicién inicamente se
usan las propiedades de los pares de Kramers, el inico requerimiento para definir este indice
es la existencia de simetria de inversion temporal. En caso de romperse la simetria, no existen
los puntos \; y los ceros del Pfaffiano pueden cancelarse sin problema.

Figura 4.3: Vértices (ceros) del Pfaffiano en el caso trivial (izquierda) vy
topolégico(derecha)(Figura de ref.[11]).

El Pfaffiano de la matriz m construida con los autovectores (4.4) del modelo de Kane y
Mele es

dy (dl + ’idg)
VIt + dB)(df +d3 + d3)

donde los ceros de esta funcién se encuentran en los puntos donde d; = ds = 0, que son las

Pf(m) = (4.8)

los mismos puntos donde surgen las singularidades obtenidas en (4.1) y (4.1).
En [17] se define el invariante v de una manera mas general y sencilla a partir de la
curvatura de Berry. Esta expresion, andloga a (4.7), es la siguiente

H =J[% A=TRIM, (4.9)
AeA V detw A
donde la matriz w se define como wyj(k) = (u; k| T |ujk). Esta matriz es antisimétrica

unicamente en los puntos A; y por tanto su Pfaffiano estd unicamente definido en esos
puntos. Esto supone una simplificacién en la obtencién de v y facilita su extensién a sistemas
tridimensionales. Ademas, si el sistema es simétrico bajo P T, se reduce al producto de los
autovalores de paridad (ver anexo F)

v=[] &N, (4.10)
AEA
que es la misma expresién obtenida en (4.5). Este indice se interpreta como una obstruccién
a definir pares de Kramers en todo el toro de Brillouin, y como el nimero de Chern, puede
verse como una obstruccién a aplicar el teorema de Stokes [17]. La diferencia con C radica en
que en el caso de v la obstruccién es a una transformaciéon SU(2) mientras que en el nimero
de Chern lo es a U(1) [11, 17].
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5. Estados de borde y correspondencia Bulk-Edge

La aparicién de estados de borde es una del las principales caracteristicas de un aislante
topolégico, cuando consideramos un sistema finito: el material es aislante en su interior”
pero en sus bordes (i.e, contacto con un material de diferente topologia) se comporta como
un metal. En el efecto Hall Cuantico Entero ya aparecen estos estados de borde: desde el
punto de vista de la cuantizaciéon de Landau, los electrones cercanos en los extremos de la
muestra no pueden realizar 6rbitas completas, pero el campo magnético, debido a la fuerza de
Lorentz, les obliga a conservar el momento angular. Esto resulta en el rebote de los electrones
contra el extremo de la muestra y en un desplazamiento neto a lo largo del borde (una
corriente) restringido a una direccién determinada (quiral). En el otro extremo de la muestra,
la intensidad circula en la direccién contraria. Estos estados son insensibles al desorden y
a la inhomogeneidad de la muestra pues no hay estados disponibles para que cambien su
direccién de propagaciéon. La quiralidad opuesta de estos estados puede derivarse del teorema
de Nielsen-Ninomiya[18]. Este indica que el nimero de estados de borde en un sistema debe
ser par, y el nimero de estados con quiralidades opuestas debe ser el mismo. La topologia
del sistema protege éstos estados de borde frente a perturbaciones [13, 19], y solo pueden
aparecer o desaparecer si cambia la topologia de la estructura de bandas del interior.

5.1. Aparicion de estados de borde

La relaciéon entre los estados de borde y la conductividad Hall la demostré Laughlin
en el efecto Hall cudntico [2]: éstos son una consecuencia directa de la cuantizacién de la
conductividad. Se va a seguir un procedimiento similar al suyo para obtener esa relacién.

Consideremos un material bidimensional con un campo magnético B perpendicular a él,
con periodicidad en la coordenada y y finito en x. La muestra en la coordenada x puede
modelarse como un pozo de potencial infinito donde las funciones de onda se anulan en los
extremos. Con estas condiciones de contorno, los niveles de Landau pueden aproximarse como
en la figura 5.1. La periodicidad en y nos permite tomar el sistema como un cilindro, con
circunferencia L, (espaciado de la red en esa dimensién), con el campo magnético aplicado
saliendo hacia afuera. La red reciproca es también un cilindro, con circunferencia 27/L,.
Existe, ademds, una diferencia de potencial AV entre los bordes del cilindro!?. Esta situacién

es el efecto Hall [1]. El Hamiltoniano del sistema es

21 hky \ 2
=22 4 (x - y) (5.1)

2m 2 MWe

Esta cuantizacién de Landau nos da una relaciéon de proporcionalidad entre el momento &,
y la posicién del centro de la érbita de ciclotrén que realizan los electrones g = —k, \/m ,
de modo que son equivalentes. Si llenamos los estados disponibles en el nivel de Landau,
tendremos una situacién como en la figura 5.1 (centro). Cada funcién de onda, caracterizada
por ky, se encuentra en una posicién distinta en x.

Anadimos un flujo magnético ® en la direccién del eje x atravesando el cilindro. El valor

9Tomamos interior como traduccién de bulk, que es la palabra inglesa utilizada en la literatura. Se entiende
como la parte del material interior al borde, pudiéndose traducir también como volumen.

0En ausencia de bordes no se puede medir el voltaje: si intentamos medir AV, las zonas de contacto del
voltimetro con el material lo son.
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de k, cambiard, como en la experiencia de Aharonov y Bohm [5], anadiendo un factor de fase
ky — ky +21®/L, a las funciones de onda. Si el flujo insertado es tinicamente un cuanto de
flujo &y = h/e variacién del momento de todos los estados ocupados, (en unidades de @) es
271 /Ly, que es exactamente el espaciado de la red reciproca. Esto supone un desplazamiento
de todos los estados hacia un mismo lado, a una posicién contigua. En el espacio fisico no es
posible, pues la muestra es finita, pero el momento puede seguir aumentando. Esto resulta
en el desplazamiento neto de un electréon de un borde a otro, quedando por encima del nivel
de Fermi y creando un hueco. Se acaba de crear un estado en cada uno de los bordes de la
muestra, con cargas opuestas.

V(x) V(x) e /
\ Ef / \ Ep 14 E RN / /
€] ® Q ® FAN T ). L.
% 4 o b4 ‘.‘Mo eeooo0e®
- ©c0cc000000° eoooocco o0’
L =

Figura 5.1: Nivel de Landau lleno (izquierda). El movimiento de los centros equivale al
desplazamiento neto de un electrén de un borde a otro (centro). Generalizacién a n niveles
de Landau es inmediata(derecha).

La energia necesaria para mover al electrén de un borde a otro la proporciona la insercion

del flujo, que debido a la caida de potencial AV es

AE = eAV, (5.2)

Para obtener la conductividad Hall tenemos que relacionar la intensidad en el eje y con
la caida de potencial entre ambos bordes. El operador de corriente j, podemos obtenerlo a
partir de las ecuaciones de Hamilton como

oH L,0H
s ) 5.3
W= ok, ~ 27 00 (5:3)
Si computamos el valor esperado de este operador, considerando que |¢) estd normalizado

(03 (¥|1b) = 0), obtenemos

O(y[H OE AFE
1y = liyl) = 2Oy magt) - et ) = 22 ~ 2F

donde se ha asumido que la variacién del flujo con la energia es lineal. Utilizando (5.2) y

(5.4)

sustituyendo en (5.4), se obtiene, considerando A® = h/e

2
Oy = 1Iy/Ve = T (5.5)

que es la conductividad Hall. Su extension a n niveles de energfa resulta inmediata. Cada par
de estados de borde, asociados a cada uno de los n niveles, conlleva un aumento de un cuanto
de conductividad €2 /h, o lo que es lo mismo, para n niveles de Landau llenos la conductividad
Hall es ne?/h.

En resumen, la adicién de un cuanto de flujo ®( creard un electrén y un hueco en bordes
opuestos, que se traducira en una conductividad hall o, no nula. En la relacién (5.5) podemos

ver la correspondencia entre el nimero de electrones que cruzan el nivel de Fermi (estados
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de borde) y la topologia de la estructura de bandas del interior, dada por la conductividad
Hall.

5.2. Aproximacion de baja energia entorno a los puntos de Dirac

Los puntos de Dirac K y K’ son aquellos en los que el gap puede cerrarse (d;(k = K, K') =
0) y por tanto, en los que pueden aparecer estados metalicos. Para calcularlos, consideraremos
un desarrollo de Taylor a primer orden en el entorno de estos puntos, es decir, zonas de baja
energia (gap practicamente cerrado). Ahi, el momento puede escribirse como k = K + q,
donde q es muy pequeno (|q|a < 1). Tanto en Haldane como en Kane-Mele, en esos puntos
se anulan siempre las correspondientes d; (k) y da(k). Siendo q = (¢4, ¢y) y tomando hv,, =1,
los hamiltonianos (2.12) y (4.1) quedan

Hy = qu01 + qyo2 + mos

: (5.6)
Hryv = @1 + gyy2 + Asos

que tienen la forma de la ecuacién de Dirac para (2+1) y (3+1) dimensiones respectivamente,
con velocidad ¢ = v,, la velocidad de Fermi del sélido. Los términos con o3 y 73 son términos
de masa, correspondientes a los pardmetros de las funciones d3 (k).

Validez de la aproximacion

Al utilizar esta aproximacién, estamos dejando a un lado la periodicidad, pasando a
considerar el sistema en un plano continuo. Realizando el andlisis de la topologia del bulk
usando esta aproximacién, encontramos que no es suficiente para caracterizarla, pues no da
el resultado correcto para el nimero de Chern. Sin embargo si que es valida para calcular los
estados de borde. Tomemos como ejemplo el modelo de Haldane, cuyo Hamiltoniano en (5.6)
es

H(k)z( " qm_iqy) (5.7)

Gz + 1qy -m

El término de masa es funcién de los pardametros del sistema y, en los puntos de Dirac, es
el inico que contribuye al gap. Por mera sustitucién de las funciones d;(k) del hamiltoniano
en las expresiones (2.10), la curvatura de Berry queda

(5.8)

donde ¢ = {/q2 + qs. Los estados ocupados seran los que estén encerrados en el drea wg?. Para
hallar el nimero de Chern integraremos sobre esos estados, teniendo en cuenta los limites de

integracion para el continuo

1 1 [ m m [ 1
B L L 2:/ o .
0=z | PP =5 || st = || Gt 69

Donde con el cambio de variable ¢*> — z ; (2¢dq — dx) nos queda
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El hecho de que C' no sea entero es debido a que la integracién se produce sobre el plano

0

continuo. Esa condicién reside en que la variedad sobre la que se integra sea compacta, como
sucede si consideramos el problema en el reticulo e integramos sobre el toro de Brillouin[12].
En el caso de la red, la periodicidad hace que las bandas de energia se doblen en los bordes
de la zona de Brillouin. La validez de esta aproximacién reside en dos cosas. Primero, esta se
realiza en torno a uno de los puntos de Dirac. Tenemos que contabilizar la aportacién del otro
punto (i.e. de la otra masa) también para abordar la topologia del bulk, dada por la ecuacién
(2.14). Por tanto, masas con signos iguales dan un sistema trivial, y masas con signos opuestos
corresponden a un sistema topoldgico. Segundo, la aproximacion de baja energia modifica el
dominio sobre el que integramos la curvatura de Berry. En la red, la periodicidad hace que
las bandas de energia se doblen en el limite de la primera zona de Brillouin. Esos estados
espectadores cercanos a la frontera no se contabilizan en la aproximacion, y son los que

proporcionarfan la otra mitad al nimero de Chern al integrar la curvatura (5.8) [13].

5.3. Correspondencia Bulk FEdge

Vamos a ver que la relaciéon entre estados de borde y la topologia de las bandas es directa.
Tomemos el modelo de Haldane (seccién 2.2). El contacto de dos aislantes de Chern, C; =1
y Co = 0 indica que una de las masas cambiard de signo en la interfase y = 0 (m(y = 0) = 0).
Consideramos que el valor de la masa permanece constante en el interior del material, lejos
de la interfase. En la aproximacion de baja energia, cambiando k por —iV, el Hamiltoniano
(5.7) tiene una solucién (ver anexo G)

Uy, (2, y) ox €% exp [— /Oy m(y’)dy’] G) : (5.11)

m(y) and [[*

-

Figura 5.2: Cambio en la masa y funcién probabilidad del electrén en la interfase (y = 0). El
valor de ambas masas lejos del contacto se considera constante. (Figura de ref. [11])

cuya relacién de dispersion (con fiv, = 1) es E(q;) = gz, que cruzard el nivel de Fermi con una
velocidad de grupo dE/dq, = 1, en uno de los puntos de Dirac. Esta recta conecta la banda de
valencia y la de conduccién, y corresponde a estados que se mueven hacia la derecha. Si al otro
extremo de la muestra existe otra interfase igual, el estado quiral correspondiente sera analogo,
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pero con velocidad de grupo negativa dE/dq, = —1. El estado (5.11) es localizado en el borde
y equivale a un Fermién de Dirac sin masa. La interfase es un conductor unidimensional.

Si se transforma el Hamiltoniano cerca del extremo, por ejemplo por una perturbacion
pequeinia, puede modificarse la relacién de dispersién de estos estados de borde. En este caso,
E(qy) puede cambiar y doblarse. Al ser continua y cruzar el nivel de Fermi, una transformacién
tal hara que la relacién tinicamente pueda cruzar el nivel de Fermi un ntimero impar de veces.
Por ejemplo, si conseguimos que haya tres cruces, uno de ellos tendra velocidad de grupo
negativa —1, las otras dos positiva +1. Sin embargo, la diferencia entre el niimero de estados
con velocidades de grupo distintas (i.e. la diferencia entre el niimero de estados que se mueven
a derecha, Np e izquierda, N7 ), no puede cambiar bajo ninguna transformacién continua, y
estd determinada por la topologia del bulk. Esto se conoce como correspondencia bulk-edge,

y puede expresarse como [19]

Ng — N = AC, (5.12)

donde AC' es la diferencia en el nimero de Chern de los aislantes en contacto. La expresion
(5.12) revela un hecho caracteristico de los aislantes topoldgicos: los estados de borde estédn
protegidos por la topologia del bulk. La existencia de una fase topoldgica en el aislante
garantiza la existencia de estados de borde en una interfase con un sistema trivial, asi como
la presencia de estados de borde garantiza la existencia de una topologia de la estructura
de bandas del bulk no trivial. Conocidas las propiedades del bulk, conocemos los estados de
borde.

Estados de borde en el modelo de Kane-Mele

En el modelo de Kane y Mele (4.1), el producto tensorial 0,®s, nos separa el Hamiltoniano
en dos subespacios, quedando dos sistemas andlogos al de Haldane con masas opuestas, cada

una asociada a un spin

H Hy = —i(0, A
HKM:< 1 0) 1 1(8 Ul—l—ayag)—{— S003 (5.13)

0 H, H = —i(0z01 + 8y0'2) — ASO03

El subespacio H; es el modelo de Haldane. Tenemos dos estados de borde en cada interfase,
con velocidades de grupo opuestas [20]. Con un argumento como el realizado en la seccién
5.1, cada uno de los Hamiltonianos de Haldane de los que se compone el modelo, debido a la
diferencia de signo en la masa, acumula electrones y huecos en bordes opuestos. Esto resulta
en que los estados no llevan carga, pero si spin. Si S, se conserva, los espines acumulados | 1)
y | ) son debidos a nimeros de Chern independientes Cy y C|, y su diferencia define una
conductividad Hall de spin cuantizada, o3, = (Ct — C|)/2, a partir de la cual el indice Zs es
v =0y, mbd 2[19].

Si existen estados de borde en el gap, el teorema de Kramers requiere que en los puntos \;
(TRIM) sean doblemente degenerados. La interaccién spin-érbita rompe la degeneracién fuera
de esos puntos, y, como se ve en la figura 5.3, puede hacerlo de dos maneras. Si se pueden
conectar a pares, los estados de borde pueden eliminarse transformando el Hamiltoniano
desplazando las bandas. En cambio, si se conectan de manera que vayan de la banda valencia
a la de conduccion, no es posible alejar los estados de borde del nivel de Fermi. Que ocurra
un caso u otro depende de la clase topoldgica de la estructura de bandas del bulk. Como estas
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Figura 5.3: Formas de unir los pares de Kramers (Figura de Ref. [19])

bandas son simétricas en la mitad de la zona de Brillouin, cada interseccion con el nivel de
Fermi Er en k, tiene un par de Kramers en —k,. La correspondencia entre el niimero de
pares de estados N que intersectan Er con el cambio en el invariante Zy a través de la

interfase es [19]

Nk =Av méd 2 (5.14)

6. Aislantes topolégicos

La propuesta de Kane y Mele de un aislante topoldgico con inversiéon temporal en el
grafeno [20] no es realizable debido a que el gap abierto por la interaccién spin-6rbita es
demasiado pequeiio, del orden de 10~3meV [21]. Por ello es necesario considerar materiales
compuestos de elementos pesados con una fuerte interaccion spin-orbita. Bernevig, Hughes y
Zhang aplican su modelo a un sistema con HgTe, encontrando que puede realizarse el efecto
Hall cudntico de spin bajo determinadas condiciones.

6.1. Modelo de Bernevig-Hughes-Zahng

El modelo presentado en [9] es un tight-binding en el que se consideran cuatro estados
por celda unidad: dos estados de spin 1/2 representados por un orbital s, y otros dos de spin
3/2 representando un orbital p, éstos ultimos contribuyendo al término spin-érbita. Estos
orbitales poseen diferente paridad, y el sistema simetria de inversién. Consideramos una red
cuadrada. En la base de autoestados (s T,s |,p T,p }), el operador paridad es diagonal, con

un autovalor diferente para cada orbital

P=0o3®I (6.1)

El Hamiltoniano del modelo es [9]

dy (k) = Asen(k;)
da(k) = Asen(ky)

ds(k) = —2B(2 — 2% — cos(ks) — cos(ky)) ’ (6.2)
ex = C — 2D(2 — cos(ky) — cos(ky))

H(k) =) di(k)y;

i<3
donde las matrices ~y; son
M=P=03®1 Yo =09 R 1 v3 = 01 & S3, (6.3)
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Al imponer la simetria de inversién temporal en los TRIM, en esos puntos el Hamiltoniano
conserva unicamente el término con =1, el operador paridad. Los autoestados de la banda llena

SOo1n
0 - i
1 [i(d—dy) 1 0
e )= 6.4
-1 N, 0 ¥-1) N_; do + ids (64
do + ids 0,

donde N_| y N_4+ son constantes de normalizacién.

Estudiamos las singularidades de estos vectores propios del Hamiltoniano haciendo do +
ids = te? y tomando el limite t — 0, en funcién del signo de d;. En los puntos de singularidad,
si d1 > 0, los autoestados estan formados tinicamente por orbitales de tipo p, mientras que
sen el caso d; < 0, estdn compuestos unicamente por orbitales s [11], como podemos ver

0 0
1 0 1 0
-, - — -, - — di >0
1v_,1) N | o [P, 1) o |1 1
1 0
0 ie'
1 iet 1 0
-, — — _, — — d; <0,
lv_, 1) N, 0 v, 1) N 0 1
0 0

En los TRIM, el tnico término que sobrevive es dj(k). Si en uno de esos puntos, d; (k)
cambia de signo, el electrén pasa de un orbital de tipo s (p) a otro de tipo p (s). Existen cuatro

1

TRIM )\; en la primera zona de Brillouin!! | siendo uno de ellos el centro I' = k = (0,0). En

esos puntos, un autoestado del Hamiltoniano lo es también de P

€

d3(A)

Como tenemos dos bandas de energia dadas por ex = +/d3()\;)?2, los autovalores de la
paridad quedan

HA\)Y = e — ds(M)PY = ep = Py

P (6.5)

P = £sign(ds(Ai))6 (6.6)

En el caso trivial donde d3 es siempre positivo no hay singularidades. En caso de que sea
negativo en todos los TRIM, una transformacién U(2) de los pares de Kramers puede eliminar

las singularidades. Cualquier otro caso se corresponde con una topologia no trivial[11].

Pozos de potencial en HgTe

El primer aislante topoldgico realizable fue teorizado por Bernevig Hughes y Zhang en
2006 [9], con un desarrollo tedrico en el que realiza el efecto Hall Cudntico de Spin en el
pozo de potencial formado en un semiconductor de tipo III de HgTe/CdTe. En el HgTe la
interaccién spin-Orbita abre un gap lo suficientemente grande para poder realizar el efecto.

"1.a primera zona de Brillouin es un cuadrado de lado 27. Los puntos TRIM \; son: (0, 0), (0, 7), (=, 0), (7, 7)
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El modelo muestra como variando la anchura del HgTe, se llega a producir una inversion de
bandas, fenémeno caracteristico de los aislantes topolégicos que implica el cierre del gap, en
el punto I'. En el contacto de ambos materiales, donde se cruzan, aparecen estados de borde.
El CdTe posee una estructura de bandas de progresiéon normal, con la banda sI'g por encima
de la pI's, mientras que en el HgTe, en el régimen invertido, la banda sI'g estd por debajo
de la pI's. El sistema se restringe a un modelo de seis bandas '? por tanto, se consideran seis

estados por celda unidad con el espinor

¥ = (|T's,1/2),[Ts,—1/2),|'s,3/2),[['s,1/2),|T's, —1/2), [I's, 3/2)) (6.7)

Esta notacién de bandas seria la tipica de un material tridimensional. En los pozos de
potencial en la direccién [001] la simetria cibica se rompe, quedando una simetria axial
de rotacién en el plano. En este caso, las bandas se combinan entre si para formar los
estados de spin (£) de tres subbandas F1, H1, L1 [21], esta tltima estando mucho mas
separada de las otras y pudiéndose despreciar, quedando un modelo efectivo de cuatro
bandas. El Hamiltoniano efectivo, en la base |E1l,m; = 1/2),|H1,m; = 3/2),|E1l,m; =
—1/2),|E1,m; = —3/2), es

H(k 0
Heff(k) = ( (() ) H*(—k)) H(k) = exlaxo + di(k)o; (6.8)
PR | | o=, 21 IR
CdTe |}===- CdTe o 1 Y | — CdTe
H1 E1
—_— Lo p—— —
d<de d>d.

Figura 6.1: Progresién de las bandas I'g y I'g del sistema HgTe/CdTe a lo largo de la muestra
(Figura de ref. [9])

En el HgTe real, la simetria de inversion temporal se rompe ligeramente y existen términos
fuera de la diagonal. Sin embargo, al ser pequenos y no cerrar el gap, pueden despreciarse
ya que, por continuidad adiabdtica, la fisica debida a la topologia del sistema seguird siendo
vélida cuando se anadan esos términos[13]. El Hamiltoniano efectivo (6.8) es el del modelo
de Bernevig-Hughes-Zhang (6.2). Aqui el gap viene representado por el parametro M, y es la
diferencia de energia entre las bandas £1 y H1 en el punto I'. La constante C' asigna el cero de
la energia al valor mas alto de la banda de valencia. Para anchuras 40A < d < 70/1, las bandas
E1 y H1 estan separadas del resto, a una distancia mayor que 30meV . La inversién de las
bandas en el HgTe lleva a un cruce de niveles de energia a una anchura critica d = d. ~ 64A
de la capa de HgTe. En el caso d > d., se invierte la progresién de las bandas de energia , de
manera que E(I'g) < E(Ts).

En los TRIM \; las d;(\;) se anulan para M /2B = 0. Podemos aplicar la aproximacién

de baja energia al Hamiltoniano, donde las d;(k) quedan

128e desprecia la banda I'; por no tener efecto apreciable en la estructura de bandas.
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dy +idy = A(q +iqy) ds=M—-DB(¢Z+q) e=C-D(@+q) (6.9

Es el cambio de signo de M en la transicién sobre I' el que definira el cambi6 en la conductividad
Hall Aoy o< AC = 1 para cada uno de los Hamiltonianos 2 x 2 del Hamiltoniano efectivo. La

conductividad Hall de spin vendréa dada por la diferencia de ambos bloques siendo Aoy, o< 2.

Debido a la correspondencia bulk-edge, la transicién en d = d. separa dos estados de la materia

que difieren en un par de estados de borde, por tanto, una de esas fases serd topoldgica y

estard caracterizada por el indice Zgo de Kane y Mele[9].

6.2. Resultados experimentales

En 2007, efecto Hall cudntico de spin se detecta experimentalmente de acuerdo con
la prediccién de Bernevig et al.[22]. Los pozos de potencial en el HgTe se generan en un
semiconductor de tipo III de HgTe/Hgp 3Cdo 7 Te a bajas temperaturas.

La extensién del invariante Zo a las tres dimensiones es directa pero llena de matices
[14]. Como caracteristica inmediata, los estados de borde son ahora de superficie. Ademas, se
pueden clasificar en dos tipos de materiales: fuertes, si tienen un indice Zo no trivial, y débiles,
si el indice es trivial, pero el sistema puede descomponerse en multiples copias del efecto Hall
de spin cuantico bidimensionales. La distincion de las conductividades de las superficies y las
del bulk resulta compleja. Por ello, la experimentacién en sistemas tridimensionales es mas
problemdtica [19]. Sin embargo en los tltimos anos se han conseguido observar algunos de
estos materiales.

En 2007 Fu y Kane predijeron [16] que sélidos tridimensionales con Bismuto pueden
presentar estados topolégicos. El primer aislante topolégico tridimensional (fuerte) realizado
experimentalmente ha sido en una aleacién de Bismuto y Antimonio, en 2008, por Hsieh et
al.[23]. Estos elementos son semimetales pertenecientes al grupo V y tienen gap finito, pero la
superposicién de las bandas de energia genera un gap indirecto negativo. La aleacién Bij_Sby
es un aislante topoldgico fuerte para concentraciones con 0,07 < x < 0,22. Los estados de
superficie se observaron mediante espectroscopia de fotoemisién de dngulo resuelto (ARPES).
Esta técnica, basada en el efecto fotoeléctrico, arranca electrones unicamente de la superficie
de la muestra, lo que la hace idénea para estudiar los estados de superficie. En 2009, Y.
Xia et al. observan los estados de superficie del BisSes, a temperatura ambiente [24]. En
ese mismo ano, Hsieh et al. miden la polarizacion de spin en los estados de superficie del
BiSb[25]. Otros Aislantes topolégicos predichos por Fu y Kane son los compuestos *Al/HgTe
y PbTe/SnTe[16].
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7. Conclusiones

Los modelos tedricos que se han presentado representan hitos en el desarrollo de la teoria
de bandas topoldgica. En el modelo de Haldane [7] es la existencia de una conductividad Hall
no nula en ausencia de campo magnético la que conlleva la aparicion de estados de borde
metalicos. Kane y Mele [8, 20] anaden la interaccién spin-6rbita y basan su caracterizacién
topoldgica en la simetria de inversién temporal y en la aparicion de la degeneracion de
Kramers. Ambos estados topoldgicos, caracterizados por indice Z y Zso respectivamente, son
excluyentes, debido a las propiedades de la curvatura de Berry. Estos invariantes caracterizan
sendas clases de equivalencia del Hamiltoniano, U (1) y SU(2) respectivamente. Los estados de
borde, en ambos casos, forman un conductor unidimensional, con una importante diferencia
en el de Kane y Mele: la corriente que transporta no es de carga, sino de spin, equivaliendo a
medio estado de Haldane. Esto hace que el modelo teorizado por Kane-Mele sea especialmente
interesante en el campo de la spintrénica, electrénica basada en el spin del electrém.

Uno de los conceptos clave en los materiales topoldgicos es que esos estados de borde estan
protegidos frente a perturbaciones por la topologia de la estructura de bandas del interior del
aislante, siendo inmunes a fenémenos disipativos como el backscattering o la localizacién de
Anderson, siendo esta una ventaja clara frente a un conductor convencional. Esos estados de
borde son fermiones de Dirac sin masa.

No fue hasta hace unos anos que se pudieron observar experimentalmente estados de
borde. Como senala Bernevig en su modelo experimental del efecto Hall cudntico de spin [9]
formulado en 2006, la capacidad tecnoldgica para llevar acabo experimentos en esa direccién
estaba al alcance de manera reciente. En ese sentido, se requeria atin un gran desarrollo
de la ingenierfa para producir materiales bidimensionales (exfoliacién mecénica, catélisis,
deposicién por ldser pulsado, etc.) y poder producir materiales bidimensionales de mayor
calidad. Aun se requieren grandes avances en para poder desarrollar todas sus aplicaciones
potenciales.

Para finalizar, el estudio de los aislantes topolégicos ha crecido exponencialmente durante
la ultima década, tanto tedrica como experimentalmente, motivando la busqueda de indices
topoldgicos en nuevos materiales que puedan presentar las interesantes propiedades estudiadas

en este trabajo.
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