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Capitulo 1

Introduccion

Motivacion

Cuando se desea reproducir mediante simulacién numérica, el flujo y distribuciéon de sangre en el
cuerpo humano, es necesario modelizar mateméticamente la interaccion entre este fluido y las vias que
lo conducen de acuerdo con las caracteristicas de cada una de las regiones que ha de atravesar.

Siguiendo un modelo realista, el sistema circulatorio modelizado en este trabajo comprende el corazén,
la circulacién sistémica y la circulacién pulmonar [35]. El corazén es el 6rgano que se encarga de bombear
la sangre, la circulacion sistémica o periférica es la que aporta el flujo sanguineo a todos los tejidos del
organismo y la circulacién pulmonar es la que lleva la sangre del corazon a los pulmones y de vuelta de los
pulmones al corazén. Dentro la circulacion sistémica, dividimos entre sistema arterial, el sistema venoso
y el sistema capilar. Tanto dentro del sistema arterial como del sistema venoso, encontramos diferencias
entre los grandes vasos, ya sea la aorta o la vena cava, como los pequefios vasos arteriales que derivan el
flujo en arteriolas o los vasos venosos que lo recogen de las vénulas. El sistema capilar estd compuesto
por las arteriolas, los capilares y las vénulas. Dentro de la circulacién pulmonar, encontramos la misma
clasificacién, aunque las condiciones fisioldgicas son distintas respecto a la circulacién y por tanto no atane
a este trabajo. Dentro del sistema circulatorio, y después del corazon, el sistema arterial en la circulacién
sistémica soporta mayor presién media, (100 mmHg frente a, por ejemplo, 17 mmHg en capilares) [35].
Por ello estan provistos de un mayor espesor de pared.

La friccién entre la pared elastica y en continuo movimiento y la sangre transportada genera un perfil
de velocidad sofisticado y variable en el tiempo. La simulacién del flujo en un sistema completo necesita
reproducir este comportamiento para poder caracterizar la fuerza de friccién en los diferentes vasos. Se
justifica asi el objetivo de este trabajo: analizar la influencia que tiene la eleccién de un determinado
perfil de velocidad para flujo sanguineo unidimensional en vasos grandes, medianos y pequenos pertene-
cientes al sistema arterial para el anélisis de un modelo de sistema circulatorio completo en bucle cerrado.

El anélisis en este trabajo se centra en arterias por varios motivos. En comparaciéon con las arterias,
tanto la presiéon como la variacion de la presion en las venas es muy baja. Ademas, la pared en los vasos
venosos es menos rigida y de menor espesor que en arterias. Por ello, las venas son, en media, ocho veces
mas distensibles que las arterias. La distensibilidad es un parametro que cuantifica la capacidad de alma-
cenar sangre ante un incremento de la presion. Las venas actilan como un reservorio de sangre, lo cual,
en el global del sistema circulatorio, permite la regulacién de la sangre a las necesidades fisiol6gicas [35].
El ser un reservorio, significa que, dentro del ciclo cardiaco, se producira el llenado y vaciado de los vasos
venosos de manera mas o menos ciclica. Por las bajas presiones, estos colapsan facilmente, tomando la
seccién transversal geometrias no circulares e invalidando los supuestos con los que si se puede analizar
el flujo arterial. Algunos de estos supuestos eran flujo unidimensional para vaso de seccién circular.
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Para el anélisis de la microcirculacion, o sistema capilar, hay que tener en cuenta la reologia del fluido.
A nivel macroscépico, la sangre se comporta como un fluido newtoniano a su paso por los vasos grandes
y medianos. La sangre se compone de plasma, el cual transporta en suspension células como son los
leucocitos, los eritrocitos o las plaquetas. Conforme disminuye el didmetro y cambia el comportamiento
del fluido circulante, asi lo hace también la reologia. Debido al efecto Fahraeus-Lindqvist, la viscosidad
del fluido decrece conforma también lo hace el didmetro de los vasos por los que circula. El efecto es
relevante para didmetros menores de un milimetro. Para los vasos arteriales, este efecto es despreciable y
por tanto podemos considerar p constante.

Para analizar la influencia del perfil de velocidad usaremos un modelo matematico multi-escala, en
bucle cerrado y global [24]. Es un modelo multi-escala porque detalla el flujo arterial y venoso mediante
un sistema de ecuaciones unidimensional e hiperbélico y detalla la microcirculaciéon y el sistema pulmonar
mediante un modelado paramétrico o cero-dimensional. El flujo sanguineo que recorre el sistema circu-
latorio estd gobernado por las ecuaciones de Navier-Stokes promediado en la seccién transversal junto a
las condiciones de contorno en la pared, puesto que la pared de los vasos se comporta como una pared
movil. La elasticidad de los vasos es la que ateniia de manera progresiva los efectos oscilatorios del flujo
hasta atenuarlos y llegar a un estado cuasi-estacionario en los vasos terminales y arteriolas. La ecuacién
de estado establece la relacién entre la presion y la seccién transversal en los vasos. Para el resto de
vasos se utiliza el modelo paramétrico o cero-dimensional, donde las variables se calculan mediante una
formulacién andloga a la de un circuito eléctrico. Aunque haya distintos modelos para los diferentes tipos
de vasos, el sistema debe estar perfectamente acoplado a través de ecuaciones diferencio-algebraicas que
incluyen conservacién de la masa entre otras.

El sistema de ecuaciones promediado y derivado de Navier-Stokes, no asume a priori ningin tipo de
perfil de velocidad, lo cual permite la generalidad en las ecuaciones. Pero la resolucion del sistema requie-
re el calculo del término de friccion sobre la pared y de un coeficiente corrector del término convectivo
que aparece en el sistema de ecuaciones. La fricciéon es proporcional a la variacién espacial del perfil de
velocidad en la pared del vaso, y el coeficiente corrector del término convectivo es un coeficiente de forma
que corrige la suposicién de perfil plano en la obtencién del término convectivo. Las fuerzas inerciales
tienen mayor presencia frente a las viscosas conforme aumenta el didmetro del vaso y para mayores ve-
locidades promedio. El perfil de velocidades se uniformiza cuando aumentan las fuerzas inerciales frente
a las viscosas.

La seleccién de un perfil de velocidad que mejor recoja las caracteristicas del flujo, nos permitira
realizar un célculo mejor de los términos convectivo y de fricciéon, y en dltima instancia, unos resultados
finales mas verosimiles. También es destacable que en toda simulacién numérica de fenémenos transitorios
el coste computacional es un factor importante. Utilizar formulaciones para la friccién coherentes con la
estructura del flujo, pero con un coste numérico minimo, es necesario para poder utilizar la herramienta
de simulaciéon en situaciones complejas, cémo maniobras respiratorias o cambios posturales. Hay que
advertir que la transitoriedad de estos flujos tiene un gran impacto en el campo de presiones en el cuerpo
humano. La modelizacién de la friccién en estos casos utilizando valores instantaneos, evitando el uso de
valores histéricos que requieren de gran capacidad de memoria y coste en operaciones, es deseable. En
este trabajo se verificard el impacto del perfil velocidad en las arterias en un caso donde la transitoriedad
estara generada unicamente por la modelizacién de la regién cardio-pulmonar.

Estado del arte

La circulacién sanguinea ha sido materia de estudio desde la antigiiedad, aunque no seria hasta el
inicio de la época moderna cuando aparecieron trabajos significativos. En 1616 William Harvey describia
la circulacién de la sangre [I]. En el siglo XVIII, Isaac Newton afiadia el concepto de viscosidad y su
relacién con la variacion de la velocidad en el radio. Coetdneo de Newton, Stephen Hales observé la
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importancia de la elasticidad en las arterias para la propagacién del flujo durante la didstole y formuld
el concepto de resistencia periférica vascular basado en la idea de pequenas arterias capilares.

Ya en el siglo XIX, destacan dos personajes, Thomas Young y J. L. M. Poiseuille. El primero por sus
estudios sobre la elasticidad, que, aplicado a las arterias, era la propiedad que explicaba el transporte de
las ondas de presién y el pulso sanguineo. El segundo por la relacion entre caudal y gradiente de presién
para vasos de pequeflo didmetro [2]. Poiseuille desarroll6 una ley del flujo para tubos rigidos cuando es-
tudiaba el flujo sanguineo. Este descubrimiento quedé reflejado en la publicacién de un escrito cientifico,
cuyo titulo en castellano, El movimiento de los liquidos en tubos de pequeno didmetro, donde se describe
con precisién las condiciones a las que queda restringido el flujo [I]. El andlisis que hiciera Hales sobre
la resistencia vascular periférica tenia como objeto la descripcién de la microcirculacién. El estudio de
Poiseuille validé las hipétesis de Hales.

En 1914, K. Witzig [3], y Paul Lambossy en 1952 [4] profundizaron en el aspecto del caracter pulsatil
del gradiente de presién. Este tltimo desarrollé una expresién analitica para el calculo de la friccién para
gradiente de presion pulsédtil. En 1955 y 1957 Womersley [6L[7] acompanado en sus investigaciones por
McDonald [5], estudié y propuso una solucién a la ecuacién que gobierna el flujo para tubo rigido y
gradiente pulsatil, cuya solucién es el perfil de velocidades que denominamos perfil de Womersley. Esa
propuesta estaba acompafiada de otra para vasos de paredes eldsticas [7]. Debido a la complejidad de
las soluciones propuestas por Womersley, en este trabajo se desarrollaran soluciones asumiendo paredes
rigidas. Este modelo genera resultados suficientemente realistas y es aceptado comtinmente en el estudio
de la hemodindmica [12].

La solucién de Womersley se encuentra en el dominio de la frecuencia, al ser necesario para su célculo,
no tanto su desarrollo temporal, si no la obtenciéon de las componentes armoénicas que forman la se-
nal. Posteriormente serd necesaria su traducciéon al dominio del tiempo. Aunque Womersley plantea un
perfil de velocidad calculado en base a los armoénicos del gradiente de presién, en este trabajo planteare-
mos la solucién en funcién de los armoénicos de caudal, ya que es la variable promedio resultante de las
ecuaciones que es finalmente modelizada. Para disponer de los coeficientes armoénicos que precisa la solu-
cién de Womersley, se analiza el fluido a través de la teorfa de Fourier, usando la transformada de Fourier.

En afios posteriores, otros autores trabajaron en el desarrollo de perfiles de velocidad con el que poder
calcular los términos friccién viscosa y convectivo. En 1973 Hughes y Lubliner publican un articulo en
el que desarrollaban el sistema de ecuaciones y proponian un perfil de velocidades de tipo ley de poten-
cia [I3]. Olufsen, en 2000, propone el uso del concepto de capa limite para dividir el perfil de velocidad
en dos subdominios. El primero ocupa una parte central donde aparece un perfil plano dominado por
los efectos inerciales. El segundo subdominio refleja la existencia una capa viscosa pegada a la pared del
vaso, con un perfil con pendiente constante [8]. Graficamente es un perfil trapezoidal, que se aproxima a
un tridngulo donde el dominio interno decrece conforme el didmetro de los vasos decrece (con la distancia
de los vasos al corazoén).

Basado en las propuestas de Hughes y Lubliner y de Olufsen, surge la propuesta de Bessems [10],
el cual también distingue dos intervalos en la funcién. De igual manera, en el nicleo central se supone
despreciable el efecto de la viscosidad y el predominio de las fuerzas inerciales. En la capa viscosa, se
desprecia el papel de las fuerzas inerciales. La diferencia radica en que el espesor de la capa viscosa es
obtenido asumiendo un equilibrio de fuerzas en la frontera entre ambas regiones.

Los modelos sugeridos por Hughes y Lubliner, Olufsen y Bessems , posteriores a la compleja teoria de
Womersley, motivados por la necesidad de simplificar un problema ya de por si complicado, investigan
alternativas en la implementacién del cdlculo del término de friccion y del coeficiente corrector del término
convectivo. Womersley precisa de analizar una senal periddica, calculando los coeficientes armoénicos de
esa senal, en el periodo anterior. En simulaciones realistas, la circulacién se ve afectada por factores
tan dispares como son la posiciéon del cuerpo o el ritmo de respiraciéon o la actividad fisica que se esté
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desarrollando en el momento. Womersley no puede calcular con realismo simulaciones de ese tipo, ya que
requiere de la descripcién completa del propio ciclo. En una herramienta predictiva como la usada aqui,
sélo se puede utilizar en casos en los que los ciclos cardiacos se repitan constantemente. A mayor realismo
en las suposiciones, mas complicado es obtener una senal de caudal periddica que se parezca a la anterior.
La convergencia del problema muchas veces precisa més de una buena aproximacién que de un céalculo
mas detallado, pero con resultados de poca fiabilidad.

Objetivos especificos

Para poder realizar un analisis de los distintos perfiles de velocidad, se han superado una serie de hitos
a través de uno serie de tareas intermedias. Estas tareas no sélo incluyen una busqueda y recopilacién
bibliogréafica sino también la programacion de todos los algoritmos necesarios para la implementacién de
las herramientas de analisis utilizadas. Dada la alta especialicién del campo cientifico en el que se centra
el trabajo, este proceso no ha sido inmediato.

Uno de los perfiles méas refenciados por su sencillez es el perfil hipétetico de velocidad desarrollado
en [§]. Este perfil tiene la desventaja asociada al uso de un espesor de capa viscosa constante, ya que
fue desarrollado para grandes vasos. La variabilidad de la geometria en el arbol arterial aqui utilizado ha
hecho necesario la extensién de este modelo a uno méas completo utilizando las hipStesis de Bessems [10].

Por otro lado, a diferencia de la propuesta original de Womersley, donde el perfil de velocidad se
desarrolla en funcién de las componentes armonicas del gradiente de presién, en este trabajo usamos el
caudal en la seccién transversal. En las ecuaciones utilizadas para modelar el flujo arterial, el caudal es
una variable conservada y definida en cada volumen de célculo. A partir de la ecuacién de conservacién
de masa se obtiene el area transversal, que permite evaluar la presién en cada volumen de calculo a través
de una ley constituva de la pared eldstica. En vasos de pequena longitud, como aquellos en los que se
divide la aorta, o en algunos periféricos, el flujo se evalia utilizando un ntimero de celdas muy reducido,
en algunos casos, simplemente dos celdas computacionales. El gradiente de presién no puede calcularse
con exactitud en estas condiciones, no sélo por el hecho de contar con pocas celdas, sino porque estas
celdas actiian c6mo vasos y como uniones en las ramificaciones arteriales. Aunque es posible generar un
refinamiento de la malla de calculo mucho mayor, esta posibilidad compromete la seleccién del paso de
tiempo en el esquema predictivo utilizado, generando unos tiempos computacionales excesivamente lar-
gos. Como consecuencia, un objetivo fundamental fue analizar en detalle la resolucién de la ecuacion de
Womersley y obtener la expresién de un perfil de velocidad en funcién de las componentes armonicas del
caudal en los vasos arteriales. La solucién a la ecuacion de Womersley propuesta requiere una solucién
en el dominio de la frecuencia, y construye el perfil de velocidad con las componentes armoénicas que
conforman el caudal circulante en el vaso. Como consecuencia, un objetivo fue implementar un algoritmo
FFT o Transformada rapida de Fourier, para poder analizar la variable caudal y luego sintetizarlo en una
funcién en el dominio del tiempo.

Para la obtencion de la solucién analitica es preciso tratar con nimeros complejos y funciones Bessel. Estas
funciones son propias de geometrias cilindricas y, en este caso, tienen argumento complejo. Los nimeros
complejos y un perfil de velocidad con parte real e imaginaria son consecuencia del andlisis del caudal en
el dominio de la frecuencia. Este trabajo anterior ha permitido la elaboracién de una expresion para la
determinacién del término de friccién en la pared y otra expresion para el ciaculo del coeficiente corrector
del término convectivo, ambas derivadas del perfil de velocidad de Womersley desarrollado en este trabajo.

Este trabajo inicial permite realizar un anélisis diferencial con otros perfiles de velocidad aproximados
presentes en la literatura [2,[8/[10,T13]. Todas estas aproximaciones han sido recopiladas en este trabajo,
detallando los perfiles de velocidad y derivando para cada uno de ellos una expresion para el calculo de
término de friccion en la pared y del coeficiente corrector del término convectivo. El modelo matematico,
multi-escala y de bucle cerrado usa por defecto, la friccién calculada usando el perfil de Poiseuille y un
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coeficiente corrector para perfil plano [23]. La aproximacién de perfil plano para el coeficiente corrector
es frecuentemente utilizada [23]27H30]. Para la aproximacién al valor del término friccién, Poiseuille es
aceptada [23127], pero también lo es la férmula asumiendo perfil potencial de pardmetro n=9 [29,31]. En
la siguiente parte del trabajo se ha realizado un analisis diferencial usando los resultados de la simulaciéon
numérica del modelo global. Con estos datos se ha recalculado los términos de friccion y coeficiente
corrector para todos los perfiles detallados en esta memoria y han sido comparados sistematicamente con
los resultados del perfil de velocidad de Womersley propuesto en este trabajo. Para poder analizar la gran
cantidad de datos (302 vasos, 85 de ellos arteriales) se han agrupado los vasos utilizando como criterio
el espesor aproximado de la capa viscosa [I0]. Es destacable que las aproximaciones en [2[8[I0,13] son
validas en vasos largos, caracterizados por el criterio geométrico (D /L), didmetro de la seccién del vaso (D)
frente a su longitud (L), y parecerfa por tanto, 16gico ulizar este pardmetro. Un primer intento de anélisis
siguiendo este criterio mostré resultados inchorentes. La razén estriba en que el criterio geométrico (D/L)
tiene en cuenta cémo longitud del vaso, la longitud de una rama arterial completa, y no sus segmentos,
definidos entre las ramificaciones.

Usando las conclusiones del andlisis diferencial previo se plantearon una serie de metodologias de célculo
alternativas al uso de un perfil de Poiseuille en todos los vasos y un coeficiente corrector para perfil
plano. Con los resultados de la aplicacién de estas metodologias al modelo global, se realizé6 un segundo
andlisis diferencial donde se reflejan las diferencias de la aplicacion utilizando como referencia el caso por
defecto con un coeficiente corrector para perfil plano y perfil de Poiseuille. Por tltimo, se argumentan las
conclusiones de este trabajo.
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Capitulo 2

Flujo Pulsatil en tubo rigido

J.R. Womersley [6,[7] desarrollé una teorfa para el caso de flujo unidireccional y axisimétrico para el
caso en el que se tiene un gradiente de presién pulsatil. Con ello, planteaba una hipotesis que le acercaba
a la naturaleza oscilante de un flujo sanguineo bombeado desde el corazéon en ciclos cardiacos. En 1914,
Witzig [3] habia planteado el problema del flujo sanguineo en estos términos y Lambossy [4] habia calcu-
lado el término de friccién sobre la pared para un gradiente de presiones oscilante. Pero seria Womersley
quién finalmente plantea el problema en funcién de los armoénicos del gradiente de presion.

En este capitulo se obtendran las leyes que gobiernan el flujo bajo las condiciones de flujo pulsétil
para el perfil unidimensional (1D) que se desarrolla en la seccién [l En este trabajo se desarrolla como
novedad la solucién analitica del perfil de velocidad, variable en la seccién y en el tiempo, en funciéon del
caudal circulante.

2.1. Ecuaciones de Navier-Stokes: aplicacion a flujo 1D

Se consideran las ecuaciones de Navier-Stokes para un fluido viscoso e incompresible fluyendo a través
de un vaso cilindrico de pared rigida. La geometria del problema requiere de un sistema de coordenadas
cilindricas, en los ejes (r, 0, x). Para cada eje , la velocidad correspondiente

v = (Up, Vg, V).

Las ecuaciones generales en coordenadas cilindricas son

» Ecuacion de conservacién de la masa:

1 . 1
V~v:76r Uy % vy,

r Or +;89+5‘x20 (2.1)

= Ecuacién de conservacién del momento:

En el eje radial:
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{at”’”arJrraa”x z }

2.3
__@_’_ 2 larvg +ia2ue_ga%+8%9 (2:3)
00 K or \r Or r2 002  r2 962 Ox?
En el eje longitudinal:
Ove 4y Qa0 00 00y
Plac " ar "7 90 "o
(2.4)

__%_1_ lg % +i62u1+82’u$
T Oz . ror rar rZ 002 02

con p y p, densidad y viscosidad dindmica del fluido respectivamente. Asumiendo L > D, podemos
considerar que

Vg > Vp, Vg > Vg

lo cual informa de un flujo unidireccional y axisimétrico. Por tanto

vrzvainavr—ave—O 86—

o o0 Y gV

Las ecuaciones generales dependientes del tiempo que gobiernan el fluido son las siguientes:

» Ec. de conservacion de la masa

Ov,
7 =0 (25)
s Ec. de conservacion del momento
Ov, Qug|  Op |0 Ov, 0%v,
[ﬂ ot ”ﬁax} =~ [a (a)] T (26)

De ellas se deriva la ley que gobierna el flujo
vy Op wpld [ Ov,
= —-—— —_ —_ . 2'
Pot 81‘—'—7“{87"(?”67“)} 2.7)

2.2. Flujo en condiciones de presion pulsatil.

Se define un gradiente de presiones pulsatil como

Op ;

— = —Me™! 2.8
o (2.8)
con Me™! = M (coswt +isinwt) y M una constante. Como cuando el flujo se comporta con la ley de
Poiseuille, el gradiente de presiones induce el movimiento del fluido. Se considera la ecuacién derivada
de Navier-Stokes para flujo completamente desarrollado e inducido por un gradiente de presién pulsatil
([23). Se reordenan los términos en la ecuacién ([27)) y se opera la derivada del término convectivo, lo que
conduce a

Pv  10v 10v —M ,,
guv 2o 20 T e 2.
or? + ror vot 1 ¢ (2.9)
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donde aparece el término transitorio dyv. Se tiene una ecuacién diferencial de segundo orden cuasi-
lineal. Es cuasi-lineal por aparecer coeficientes no constantes multiplicando los términos derivativos. La
naturaleza de estos coeficientes clasifica una ecuacion diferencial de segundo orden en eliptica, parabdlica
o hiperbdlica. En nuestro caso, se tiene una ecuacién de tipo hiperbdlica, la cual depende de dos variables,
tiempo y radio [20H22]. El «Método de Separacién de Variables» planteado para esta situacién sugiere
una solucién de la forma

v(r,t) = u(r)e™?. (2.10)
Por consiguiente, los términos derivativos en (29) se convierten en

82

wt - iwt
arz’

= e’ Evzue . —v=u-iw- et (2.11)

con it = Opu y i = 0?u. Cuando se reemplazan (ZI0) y [ZII) en la ecuacién (2.3)), aparece entonces

1 1 . —M .
(a +oa— Mu) et = () et (2.12)
r v W

El término exponencial en (ZI2) se desvanece apareciendo una ecuacién de segundo orden no homo-
génea cuya Unica variable es el radio.

1. i M
G4 i — Sy = T (2.13)
r v L

Esta ecuacién se denomina la ecuacién de Womersley. Como cualquier ecuaciéon de segundo orden no
homogénea, es preciso obtener primero la solucién para el caso de la ecuacién homogénea, up(r), y
obtener la solucién para la ecuacién no homogénea, u,(r), por no ser el término independiente nulo. Ast,
la solucién completa sera

u(r) = up(r) + up(r). (2.14)

2.3. Resolucién de la ecuacién homogénea

La expresién generalizada para una ecuacion de segundo orden seria la siguiente
i+ p(r)a+ q(r)u =0, (2.15)
La ecuacién de segundo orden homogénea asociada a la ecuacién de Womerley es
1 W
i+ —u— —u=0, (2.16)
r v

donde, en la obtencién de la solucién homogénea se considerara la notacién u = uy,.
Los coeficientes de ZT5] para este caso en (2I0]) son

pr) = ——  qlr) = (~i2) (217)

)
T —To

donde rg = 0. Una ecuacién de segundo orden con coeficientes no constantes requiere de una soluciéon en
forma de serie de potencias local en » = 0. Elegir un tipo especifico de serie de potencias depende de las
propiedades del coeficiente p(r) en r = 0.
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Punto ordinario. Un punto r = r se denomina ordinario si satisface que la funcién p(r) es analitica
evaluada en el punto. En este caso, la solucién serfa una expresién de serie de potencias de (r — rp) con
radio de convergencia positivo. Para comprobar si estamos en esta situacién, calculamos el limite del
coeficiente no lineal cuando r = 0.

1
lim p(r) = lim — = o0 (2.18)

r—0 r—0 7r

Entonces p(r) en ro no es analitica, y por tanto, no es un punto ordinario.

Punto singular regular. Es el punto que satisface que la funcién p(r) es analitica en la vecindad del
punto.

En (2ZI8)) se muestra que 79 = 0 es un punto singular regular. Por consiguiente, (ZI6) se puede
resolver de acuerdo al teorema de Frobenius. El teorema de Frobenius da una una solucién para el caso
de una ecuacién diferencial de segundo orden con coeficientes no constantes y con el afiadido de tener un
punto singular regular

u(r) = an(r—ro)" " (2.19)
n=0

donde m is, a priori, desconocido y debe ser hallado. A continuacién, se desarrolla el ansatz (Z19) dado
por el Método de Frobenius.

Método de Frobenius para resolucion de ecuaciones diferenciales de segundo
orden

Multiplicando (ZI8]) por el factor r2, da la siguiente expresién
r2i + i+ 2 (—ﬂ) u=0. (2.20)
v
Se desarrollan los términos de (220) para el ansatz, o solucién tipo, en (219

2

a) Término derivativo de segundo orden, r#i:
oo
TQdZTmZ{(n—I—m)(n—I—m— Day}r" (2.21)
n=0

b) Término derivativo de primer orden, r:
ri = rm Z {(n+m)a,}r" (2.22)

¢) Término derivativo de orden cero, r? (—z%) u:

r? (—i£> u=r" (—z%) nio;) {anr"?} (2.23)

v

El sumatorio en ([2:23]) se reescribe como

Z anr"t? = Z ap_or" (2.24)
n=0 k=2
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donde k = n + 2, para asi elevar todos los términos a la misma potencia. Asi se logra la aparicién de un
término comun, ™, el cual podemos cancelar

,r,m

=0 (2.25)

PIRDIEDD
n=0 n=0 n=2

De este modo se reduce la ecuacion inicial, [220)), a la siguiente expresion:

m?ag + (m + 1)%arr + Z [(n +m)?a, + (—z%) an,g} ™ =0. (2.26)

n=2
Para satisfacer (Z.20]), todos los términos deben ser nulos. De esta condicién, surgen tres igualdades
maom?>=0Aay#0=m=0
s (m+1)2a;=0Am=40=a; =0

s n2a, + (—l%) Gp_o =0

La ultima igualdad provee la siguiente relacién de recurrencia:

an = — (_iw> an_s (2.27)

n2v

La relacién de recurrencia en (Z27) informa de que todos los términos impares dependen de a;. Como
ap = 0, se deduce que

ap =a3 =0a5 = ... = aap+1 = 0. (2.28)

Sélo se conservan los términos de potencias pares. Para que el contador, n, vaya de n = 1,2, 3..00 pero
sélo calcule los términos pares, x2n, se tiene que reescribir la relacién de recurrencia en [Z27]

Qo = — <<22)2> 3. (2.29)

Se busca ahora la deduccién de la expresién que da a,, en funcién del término independiente, ag.

k
n=1 ag—(—l)(2.1)2ao

k , k2
n=2  a=(NGg5z%= ) gamp

k k3 (2.30)
n=3  as= (-G g = (1) Gaygagaz to

n kn
Vn a2y — (71) WCLO

w
donde k = (fz'—> y por lo tanto, el coeficiente de la serie, as,, se define como
v

don = (—1)" (—z“’)n{(é)n} a0 (2.31)

v n!
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con lo que la solucién o ansatz ([ZI9]), toma la siguiente forma

%) 1\ 2
u(r) = a0y 4 (~1)"(=i%) {(271)'} — (2.32)
n=0

La solucién para la ecuaciéon homogénea, tras reorganizar las potencias del mismo orden, es la siguiente

un(r) = ao i ((2!1;; {(_i":)l/ ’ ;}2n (2.33)

volviendo a utilizar uj para expresar la soluciéon homogénea y u la solucion global.

La solucién en (2.33)) resulta ser una funcién Bessel con argumento complejo. Al comparar la ec.(ZI0) con
la expresion [AT] ecuacién Bessel de primer tipo genérica, se observa que (ZI6]) es una ecuacién Bessel de
orden cero, ya que £ = 0, donde £ es un parametro con el que se formula la ecuaciéon general de Bessel.
La solucién serd una combinacion lineal de funciones Bessel del siguiente modo,

y = c1Jo (v) + Yo (),
donde ¢y = 0, ya que, cuando el radio tiende a cero, sucede que
limYy = oo,
x—0
y que para el eje del vaso, el valor del perfil de velocidad no puede ser infinito. La funciéon Bessel del

primer tipo de orden cero que permanece en la solucién, no es si no, una serie de potencias local, cuya
definicién es la que sigue

o0
S () e
o)=Y {5} . (2.34)
n=0
Comparando términos, se observa en (Z34]) la misma expresién que en (Z33]), con z = (—i%)r. Usando

un radio adimensional, y = r/R , la solucién a la ecuacién homogénea es

un(y) = aoJo (R (f:)y> . (2.35)

2.4. Resoluciéon de la ecuacién no homogénea

Una vez obtenida la solucién a la ecuacién homogénea, es el turno de la obtencién de la solucién
asociada a la ecuaciéon no homogénea, u,. E1 Método de Variacién de los Pardmetros permite encontrar
la solucién para una ecuacién no homogénea de coeficientes no constantes. Pero se puede evitar ese
procedimiento puesto que el término independiente, —M /i, es constante en (2.I3]). Por lo tanto,

up(r) = up = constant =, = U, = 0. (2.36)

Sustituyendo u, en ([ZI3), se obtiene

0+0+ (—z%) upy = —— (2.37)
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asi, tras despejar u,,
M
up = —. (2.38)
1pw
La solucién general ([ZI4), sumando las expresiones obtenidas para la solucién homogénea y para la
solucién no homogénea, queda del siguiente modo,

u(y) = aoJo (R (—iw)y> + M (2.39)

v 1pw

un () up(y)

_r
donde y = 7.

Aplicando condiciones de contorno sobre la solucién general, encontraremos ag. La condicién de no
deslizamiento en la pared del vaso, y = 1, conduce a

uly=1)=0= % + aoJo (R (—f:)) . (2.40)
Por consiguiente, el valor de ag es
M
= —— 0w (2.41)
Jo (Ry/(=i%))
Reemplazando la expresiéon de ag en la solucién general
M
uly) = | ——22 | j <R (zw)y> M (2.42)
Jo (R (—zg)) v ipw
lo cual da
uy) = 21— o (2 (i) (2.43)
| (ry i)
con 0 <y < 1.

El nimero de Womersley, a, es el pardmetro adimensional que compara los términos inerciales en un
fluido frente a los viscosos. Su definicion es la siguiente,

o= R\/f (2.44)

Si ponemos la ec. ([Z43)) en funcién del ntimero de Womersley en ([Z.44]) y teniendo en cuenta i® = —i, la
solucién general resulta

v(y,t) =R % 1- w elwt (2.45)

que se denominara solucién de Womersley. Es necesario recordar que esta soluciéon también depende de
la posicién longitudinal en el vaso, a través del valor que tome el médulo de gradiente de presién.
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2.5. Perfil de velocidad en funcion del caudal

Se obtiene el perfil de velocidad de Womersley en funcién del caudal. A través de la definicién del
caudal como la integral del perfil de velocidad en la seccién transversal,

R 1
Q(z,1) :/Sv(r)dS:27r/0 v(r,x)rdr:%rRz(;v,t)/o v(y)ydy. (2.46)

para una localizacion arbitraria en x = zq a lo largo del eje del vaso, el mdédulo del gradiente de presién M
es constante en la seccién transversal, y asi, el caudal s6lo depende del tiempo. Entonces Q(t) = Q(zo,t)
y M = M (xg). Se sustituye v(y) de ([2:45) en la definicién de caudal en (2Z:46]),

2mR2M [ Jo (léay)
= — 1 —

- — 2 Y elydy (2.47)
T N Py

Q(t)

y aparecen dos integrales, en las que una involucra funciones de Bessel

1
3
Jo(22ay ) ydy
2rR2M | [ / 0 ‘
= / lydy — 20 ( ) e, (2.48)
0

Jo (i%a)
1

1 ! :
La primera integral es inmediata lydy = 5 Pero no asi la segunda / Jo (i%ay) ydy, la cual requiere
0

0
el uso de la siguiente propiedad de las funciones Bessel

1
/ Joxdx = xJy(x) (2.49)
0
siendo J; la funcién Bessel de primer tipo y orden cero. Se aplica un cambio de variable tal que,
T = (22a) y=dzr= (z?a) dy.
Los nuevos valores limite de la integral, acorde con el cambio de variables aplicado, son
y=1=>z=12«
y=0=z=0

lo que conduce a

3

1 12« .3
.3 x dz Ji(i2 «
[ vntEanay= [ 5 - i)
0 0 2

12 12 7

Tras resolver las dos integrales, la ec. (Z48) se convierte en

[N

Q) =

[NV

ipw ifa Jo(iz )

WRQM{ 2 (i a)}eiwt (2.50)

donde todos los términos son constantes excepto el término temporal. Con el flujo obtenido en (Z350) y
asumiendo que @Q(t) puede ser definido con una expresién andloga a la del gradiente de presién,

Q(t) = Qe (2.51)
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donde Q constante. El médulo del gradiente de pesién, M, en funcién del médulo del caudal, es

ipw@

M(Q) = TR (2.52)
{ 2 J1(22a)}

ita Jo(i2 )

Sustituyendo M por ([Z52)) en la ecuacion (2.45)),

- Jo (z‘iay) 1
oy, 1) 73%2 {1 - 2']0 gj:l) }eiwt (2.53)

isa Jo(is )

|
3

donde el perfil de velocidad de Womersley esta expresado en términos del caudal que cruza la seccién
transversal y depende exclusivamente del tiempo.
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Capitulo 3

Flujo pulsatil en tubo elastico

Existen modelos matemdticos unidimensionales, tridimensionales y paramétricos (o cero-dimensionales)
para simular el flujo sanguineo por los vasos. El andlisis de las ecuaciones unidimensionales se plantea
dentro de un modelo multiescala, en bucle cerrado y global. Para el modelo matemadtico utilizado [24],
multiescala significa modelado unidimensional y paramétrico. El &mbito de estudio en este trabajo es el
sistema arterial, el cual estd detallado con un modelo unidimensional. En este capitulo se obtendra el
sistema de ecuaciones unidimensional e hiperbélico que gobierna el flujo en estos vasos, derivado de las
ecuaciones de Navier-Stokes. Las variables del problema estan promediadas en la seccién transversal.

Definamos algunos conceptos que aparecen en las integrales: volumen fluido o material, V,,,; volumen
de control, V,; superficie del volumen de control, S.; velocidad del fluido, v; velocidad de la superficie
de control, v.; velocidad relativa del fluido, (v — v.). Un sistema de coordenadas cilindricas describe el
espacio y el movimiento, (r,0,z). Para una seccién de un vaso arbitrario dependiente del tiempo y la
posicion en el sistema arterial, se declara, R(x,t).

3.1. Conservacion de la masa. Ecuacion integral
El primer Teorema del Transporte de Reynolds, —TTR— dice

a
dt

pdV = / a—de + Yv - ndS. (3.1)
Vin (1) Vi (t) O Se(t)

Para el balance de masa, ¢ = p - 1. Por ser en términos del volumen material, no hay intercambio
macroscopico a través de las superficie del volumen. Consecuentemente,

d
— pdV = 0. 3.2
dt Vi (£) ( )
El Tercer TTR concreta que
d d
— pdV = — pdV + p(v —v.) - ndS. (3.3)
dt Jv,. ) dt Jv. ) Se(1)

Reemplazando la ec. (B2)) en el lado izquierdo de la igualdad de ([B3)):

d
— pdV + / p(v—v:)-ndS =0. (3.4)
dt Jv. (1) S.(t)
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Término Temporal (TT):

Desarrollando el término temporal de la ec. [3.4), se obtiene que,

A
d pdV:a (z,t)

5
dt Jv. s, ot ¥

lo cual, viene de

4 pdV:/ pA(x,t)dx

dt Jv, () 5z
/ pA(x,t)dx = / OA(@,1) dz + A(x,t)
ox dx ot

ot ot

/ OA,Y) 1o v A1) -0 = 220 5,
ox

Término convectivo (TC):

Desarrollando el término convectivo de la ec. [B4) se obtiene que,

oQ
v —1v.) -ndS = —dx
/ ) 9

lo cual, viene de

/ p(v—v.) -ndS = pwpdS
Sc(t) Se(t)

/ pwndS - Qa:+6z - Qm
Se(t)

T Oz

o0Q oQ
ax ) - Qa:

Q$+6w - Q;E = (Qx + —0x

Flujo pulsdtil en tubo elastico

0 (3.7)

(3.10)

(3.11)

o (3.12)

3.2. Conservacion de la masa. Ecuacion diferencial

La suma de (B8) y (33) es igual a cero, asi que se cancela el término comin, dz. Por lo tanto,

0A(x,t) N 0Q(x,t)

ot or 0

(3.13)

la cual es la ecuacién diferencial de balance de masa o ecuacién de continuidad.

3.3. Conservacion del momento. Ecuacion integral

La definicién del momento lineal es m - v. Aplicando la segunda Ley de Newton a un volumen, se

obtiene el momento lineal de este volumen,
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d _
— pvdV = / - 7dS + / pfmdV
dt Jv, ) St(t) Vi (t)

Cuando V,,, = V, usando [B3), el término de lado derecho en ([BI4]) cambia. Asi,

4 pvdV +/ p(u—v) -ndS = / ii-7dS + / pfmdV.
dt Jv, ) S.(t) S.(t) Va(t)

Término Temporal (TT):

La integral del término temporal es

d 0 t
dt Jv, ) vy Ot
la cual, viene de
d d 0Q(z,t)
— pvA(z,t)de = — pQ(x,t)da = / p———dux.
dt Jv, (1) dt Jv, () vy Ot

Término Convectivo (TC):

La integral del término convectivo es

ox 2
9 (Q

vvac~nd5:/ n()dx.
/Sc(t)p ( ) o Oz \ A

la cual, viene de

2
/ pv(v —v.) - ndS = pv? - ndS = pk Q
S.(1) Se(1) A

ox dx
= / @dx
0 0 8$

donde k corrige el error que se produce al aproximar la velocidad por el caudal.

Términos de Fuerzas de Superficie (TFS):

Dos tipos de fuerzas son ejercidas sobre S,.: las fuerzas de presién y las fuerzas de friccién.

Sz
/ ﬁ-%dsz/ {—AapdaH-f(x)}dx
S.(t) 0 Ox

la cual, viene de

/ ii-7dS = —/ p(z, t)n,dS + /f(x)dx
Se(t) Se(t)

La integral de la friccién viene dada por

ox

= f(z)de,

0

27

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)
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mientras, la integral del término de presién es igual a

/ p(z,t)n,dS = pA|gx —|—/ p(z, t)ndlde (3.23)
Se(t) U(z)

resultado que viene de evaluar la presion sobre S., realizando el balace entre la seccién transversal de
entrada y la de salida y sobre la pared del vaso, para la componente axial, n,. A continuacién, el balance
sobre S..

a) Balance de presion en las secciones transversales:

OpA

Sz
z J0(pA
pA[Y; :(pAJriM)—pA:—/ P (p4)
0

ox

d 24
o x (3.24)

b) Presién sobre la pared del vaso:

/l i /5 bl nsda = / m@%dx (3.25)

which comes from

B B 0A(x,t)
/lp(x,t)nmdrdem = /p(ac)nm%rR(x,t)dx = /p(m)ade (3.26)

La suma de ambos términos de presién se simplifica con la definicién de derivada parcial de (p(x) - A(z)),
lo que conduce a

0] Op 0A
—(pA)=A— —. 2
5 PA) = Ax— +po (3.27)
Término de Fuerzas Volumétricas (TFV):
Desarrollando las fuerzas volumétricas del (BI5):
In
pfodV = pA(z,t)gfo—dx (3.28)
Ve(t) ve(t) Oz
la cual, viene de
/ pfrdV = / pfoA(z, t)de. (3.29)
Ve(t) oz
Las fuerzas volumétricas acttian por la acciéon de la gravedad sobre la sangre de las venas.
fo=—pVUZ (3.30)

Se define un sistema absoluto de coordenas en el plano vertical (el flujo es unidimensional): (n, 7). La fuerza
de la gravedad actta en direccion del eje 7. Para describir la fuerza gravitatoria segun las coordenadas
del eje local, se efecttia un cambio de coordenas.

0
n = —sinpx +cospr = anr_ —sin . (3.31)

Oz
Se sustituye la ec. (B31]) en (3:29)

/ PLmdV = pgA(a:,t)f@dx. (3.32)
Ve(t) Ve(t) Oz
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3.4. Conservacion del momento. Ecuacién diferencial

Remplazando TT de @I8), TC de BIF), TFS de B20), TFV de B28) en la ecuacién (FI5), nos

lleva a

OLeQ QA [ o o an

Todos los integrandos estan en la misma variables, z, y para el mismo intervalo. Asi, el operando integral
se cancela, y permanecen todos los integrandos. Por lo tanto,

2/A A
0Q , 0Q*A _ Adp  f an

ot or ~ por o, WG

(3.34)

ecuacion diferencial de conservacién del momento.

3.5. Sistema de ecuaciones

Se ha derivado de las ecuaciones de Navier-Stokes un sistema de ecuaciones unidimensional e hiper-

bélico obtenido en BI13) v (334):

2,U 4 0,F(U) = G(U) (3.35)
siendo U =1TU ($,t>, con
U= { } F(U) = Q? G(U) = A0 ]9 0 (3.36)
) ) P n .
Q K— —;T-i-f—(gA)—x

y la ecuacion constitutiva o de estado serd

- l(3) ()

El término de friccion, f, fuerza por unidad de longitud, depende de la tensién cortante sobre la pared del
vaso. El coeficiente corrector del término convectivo es «. La eleccién de un perfil de velocidad determina
el método de cédlculo de ambos dos términos.

K= é /A v2dA. (3.38)

Considerando A = wR2, una seccién transversal circular para un vaso arbitrario, el término integral de
b b

B3) os

R 2m R
/ vidA = / V2 (r, x, t)rdr do = 271'/ v (r, 2, t)rdr.
A 0 0 0

Asi, Kk se convierte en

Az, t R
K= Qz((xx,t))QW/o V2 (r, x, t)rdr. (3.39)

Si el perfil de velocidad depende de y, radio adimensional, x queda

2

1
2
= — . -4
K 172(x,t)/0 v (y,x, t)ydy (3.40)
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Capitulo 4

Perfiles de Velocidad

4.1. Introduccion

El sistema de ecuaciones unidimensional e hiperboélico en ([B.38]) se deriva de las ecuaciones de Navier-
Stokes sin asumir ningtn perfil de velocidad. Sin embargo, para la realizaciéon de la simulacién numérica
es obligado suponer uno, puesto que los calculos del término de friccién, f, y del coeficiente corrector del
término convectivo, x lo requieren.

En este capitulo se recopilard y analizara los perfiles de velocidad maés utilizados en la literatura. Se
dedicard especial atencion sobre el perfil de Womersley y a sus funciones geométricas. La denominacién
de funcién geométrica proviene del la relaciéon con la geometria a través de las funciones Bessel y su
valor adimensional. También se analizara el comportamiento de la friccién cuando sea relevante. Todos
los perfiles asumen la condicién de seccién circular y L > D, longitud del vaso mucho mayor que su
didmetro. A continuacién, se listan los perfiles de velocidad

= Perfil plano

= Perfil de Poiseuille

= Perfil de ley de potencia o potencial
= Perfil de capa viscosa de Stokes

= Perfil aproximado

= Perfil de Womersley

Van de Vosse [I1] clasifica los perfiles de velocidad segiin su origen. Los perfiles de forma hipotética, o
perfiles hipotéticos, son aquellos en los que se asume una forma del perfil en base a criterios empiricos, o
incluso heuristicos. El perfil Aproximado se basa en una serie de simplificaciones en la ecuacién de Navier-
Stokes, las cuales se detallan méas adelante. El perfil de Womersley reproduce la periodicidad propia de
la naturaleza pulsatil del gradiente de presién. Los perfiles hipotéticos, plano, de Poiseuille y potencial
tienen la forma

v(y, z,t) = o(y)o(z,1) (4.1)

siendo ¢(y) una funcién dependiente del radio adimensional y v(z,t) la velocidad promedio del fluido en
la seccién transversal [I1L[13]. En adelante, por simplificacién de la notacién, v. El perfil Aproximado, en
su forma, representa una variacién del perfil hipotético tipo ([@I]).

Para cada perfil de velocidad, se derivan las expresiones para f, término de friccién, y para k, coefi-
ciente corrector del término convectivo. Las expresiones para su obtencién son
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t 2 [
M and k= UQ(y,x,t)ydy
0

fly) =2mp a9y o

Se consideraré que, para un area A = mR2, el caudal sea

Q= /v(y, z,t)dA = TR%v.

4.2. Perfil de velocidad plano

El perfil de velocidad plano es la planteamiento més sencillo para implementar en un modelo matemé-
tico. Asumir un perfil plano significa despreciar los efectos de la viscosidad y suponer un flujo dominado
por las fuerzas inerciales. Un perfil plano supone que la funciéon dependiente del radio adimensional tenga
valor unitario para todo el dominio,

P(y) =1
y por tanto, que el valor del perfil para todo el radio adimensional sea el de la velocidad promedio,
vy, z,t) = . (4.2)

Para un perfil de velocidad plano, y por tanto constante, la friccién, cuya expresion es proporcional a la
variacion de la velocidad en el radio (£2]) serd

0
f=02m)p v =0 for y € [0, 1] (4.3)
y y=1
La formulacién del coeficiente k para perfil plano es
2 [, 2 (2
K== ; v (y, x, t)ydy = = (2) =1 (4.4)

4.3. Perfil de velocidad de Poiseuille

El perfil de velocidad de Poiseuille es un perfil parabdlico. Las hipotesis, ecuaciones, desarrollo y
relaciones entre las variables caudal, velocidad promedio y gradiente de presion, se encuentran detalladas
en §D.11 No es un perfil hipotético, puesto que se deriva de la ecuacién que gobierna el flujo, pero puede
expresarse como un perfil hipotético. Asi la funcién del radio adimensional, ¢(y), es

oy) =2{1-¢*},
y por tanto, el perfil de velocidad es
o(y,z,t) =2{1—y*} 0. (4.5)

4.3.1. Derivaciéon del término de friccion

Sustituyendo la expresién del perfil de velocidad ([3H]) en la férmula de la friccidn,

)

= (2mp) { —2 (2y)|y:1}

0
f = (27T/J/) { %Upois
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Se obtiene la formulacién del término de friccién para un perfil de Poiseuille
f = —8umv. (4.6)

4.3.2. Derivacidon del coeficiente k:

El término integral presente en ([3.40) de la definicién del coeficiente x, es
2 2 9
v (y,z, t)dA = 37

lo cual conduce a la formulacién de  para flujo de Poiseuille,
2 [ _52 4
T {U 3} 3 (47)

4.4. Perfil de velocidad de ley de Potencia

El perfil hipotético de ley de potencia, o perfil potencial, fue propuesto y utilizado por Hughes y
Lubliner [I3] y utilizado por Wan [I4]. Es una generalizacién del perfil de velocidad de Poiseuille. La
funcién ¢(y) queda,

o) = "2 -y,

y por tanto, el perfil de velocidad es,

n+2

v(y,z,t) = (1—y™)v. (4.8)

Se observa como n = 2 nos lleva a ([&H). En la Figura ] se encuentran graficados las distintas leyes
potenciales utilizadas.

v(y) /v

Figura 4.1: Perfil potencial: relaciéon de forma para distintos valores del paramétro n. Casos para n=2
(poiseuille), n=4 y n=9.

4.4.1. Derivacidon del término de friccién

Sustituyendo la expresion del perfil de velocidad ([S]) en la férmula de la friccién,
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0
f=0@m)psvpr
y y=1

n+2

— (2R) [ (ny™™) v}

= (2mp) {~ (n+2)}w.

y=1

Se obtiene la formulacion del término de friccién para un perfil potencial y pardmetro n arbitrario,

f=-2(n+2)purv. (4.9)

4.4.2. Derivacion del coeficiente k:

El término integral presente en ([B.40) de la definicién del coeficiente &, es

n+ 292
n+12°

/vz(y,x,t)dA =
Por lo tanto, la formulacién de x para un perfil potencial es

K =

— — = . 4.1
2 |n+12 n+1 (4.10)

2 {n+2v2}n+2

4.5. Perfil de velocidades de capa viscosa de Stokes

Este perfil, desarrollado y utilizado por Olufsen [§], es un perfil hipdtetico puesto que no se deriva de
las ecuaciones que gobiernan el flujo pero asume la existencia de una capa viscosa. Supone una funcién
¢(y) evaluada a trozoas, con valor constante en el centro y decreciente de manera lineal en la pared del
vaso. Se declara la variable § como el espesor dimensional de la capa limite. El perfil serd decreciente en
la zona de la capa limite. Olufsen utiliza un valor constante de espesor de la capa limite § = lmm como
valor de referencia, valor que toma del trabajo de Lighthill.

En este trabajo se considerara que el valor de la capa viscosa no es constante y para ello se asumira la
aproximacién sugerida por Bessems [10], donde § = R(v/2/a), con o = R+/pw/p el ntimero de Womersley
para la frecuencia del ciclo cardiaco. El espesor de capa limite adimensional se define, d; = §/R. Por tanto
la funcién ¢(y) queda,

B bo for y < (9765)
¢(?J)—{?S(1_y) for (y—ds) <y <1

y por tanto, el perfil de velocidad es

b0 for y < (1 -4y)
o(y,z,t) = q 4 _ (4.11)
F@—yv for (1-0,)<y<l
3 . .
donde ¢y = 3735, 162 con J; el espesor de capa viscosa. En la Figura se encuentra graficado el

perfil para distintos espesores de capa posibles, para una velocidad promedio unitaria.
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v(y) /v

Figura 4.2: Perfil de Stokes: evolucién para distintos espesores de capa viscosa, Js.

4.5.1. Derivacion del término de friccién

Desarrollando el perfil de velocidad para la férmula de calculo de friccion,

0
[ = (u2m) afyUSL

= (2mp) [_50 v} -

se obtiene la férmulacién de la friccién para el perfil de capa viscosa de Stokes

27 o
ds

y=1

f:_

U,
donde, sustituyendo ¢ por su valor,

67 _

f:_(37355+5g)55”

35

(4.12)

(4.13)

(4.14)

Esta formulacién asume que la friccién estara en fase con la velocidad. A continuacién se analiza los casos

limite en el calculo del término friccién. Cuando 65, — 0,

6 _ _
__ TP s 1i — _§
551n_1~_0f 57 0, 5511riof U

existiendo una correspondencia con el caso de flujo para perfil plano. Cuando §; — 1,

6
lim f = i1

s S = Ty T e

existiendo una correspondencia con el caso ideal de Poiseuille.

4.5.2. Derivacién del coeficiente s

El término integral presente en ([B.40) de la definicién del coeficiente &, es

o _
/v2(ac,y,t)dA = 121%2 (6 — 84, + 302) v°.

(4.15)

(4.16)
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Por lo tanto,

2 | gg0? 2
/11)2{ 0 (6-80,+36%) ¢

La formulacién del coeficiente x para un perfil de capa viscosa de Stokes es

(6 — 86, + 352)

A 4.17
(3 — 36, + 02)° (4.17)

3
K==
2

El coeficiente k toma valores de 1 a 1,5 en todo el rango de valores de ds. En la Figura 3] se muestra la
evolucién del coeficiente con respecto al espesor de capa viscosa.

15 T T T
e
13 f rrrrrrrrrrrrr S rrrrrrrrrrrrrr rrrrrrrrrrrrrr -
7] L —— o e -

N e b b e —

Figura 4.3: Perfil de Stokes: evolucién del coeficiente x para todo el rango de valores de ¢,.

4.6. Perfil de velocidad Aproximado

El perfil Aproximado fue introducido por Bessems [10], basado en el trabajo de Hughes y Lubliner [I3].
La obtencién detallada del perfil se encuentra en §D.3l En este trabajo se asume una funcién cuyo dominio
se divide en dos subdominios, Dom, = (0,y.)(ye, 1), donde y. coordenada adimensional que localiza
la frontera de la capa viscosa y por tanto y. < 1. Bessems asume un subdominio central, y € (0,y.)
donde desprecia las fuerzas viscosas y un subdominio en el entorno de la pared del vaso, y € (y.,1).
Estas hipotesis conducen a una redefinicién de la ecuacién de Navier-Stokes para cada subdominio y una
definicién del perfil de velocidad definido a trozos. El perfil de velocidad para el subdominio asumido
€como Vviscoso, sera

v(y) = ¢1(y)0 + d2(y)v,  for y € (ye, 1]

donde
paR? 2Iny 2 2
= Y $1(y) = ZoT ¢2(y) = (1+yc) Iny + 1 -y~
y Pz = —0zp. Se busca un perfil de velocidad de valor constante en el subdominio central,

ve for y € [0,yc).

Evaluando la continuidad del perfil de velocidad v(y) en la frontera, conduce a

<

e = o) =0 { e b+ 2 g (14 42) - (2 - 1)} (4.18)

-1 4p
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Asi, el perfil de velocidad segmentado queda,

o(y) =4 ) Wy € [0, ] o)
5{53111‘11}+pi {1+y2)my+1—-92} Vye (v, 1] :

donde en la Figura A4l se detalla la relacién de coordenadas utilizada.

ds

y=1; r=R

Figura 4.4: Perfil Aproximado: radio adimensional y localizacién de la frontera con la capa viscosa para
un vaso arbitrario.

Una aproximacién presente en [I0] da la expresién para el espesor de capa viscosa. A continuacién,
se reproduce en ([€20),

ye=1—105, ds=min [1, \/é} , (4.20)
!

donde « es el nimero de Womersley definido en ([2:44]) para la frecuencia cardiaca o primer armdnico del
caudal. En la Figura se encuentra graficado el perfil para distintos espesores de capa posibles, bajo
el supuesto de una relacién de Poiseuille entre la velocidad promedio y el gradiente de presion, para una
velocidad promedio unitaria.

v(y) /v

Figura 4.5: Perfil Aproximado: evolucién para distintos espesores de capa viscosa, ds.



38 Perfiles de Velocidad

4.6.1. Derivacion del término de fricciéon

Desarrollando el perfil de velocidades para la formula de céalculo de friccién,

f=(m)

H =V
dy y=1

B 0 [_[ 2lny poR? 9 9
_(27r)uay{v{yc2_l}+ 1 {4y Iny+1-y*}

y=1
o[ ( 2 )1 sz2{ o 1 H
=@M p— |04 ——— b=+ 1+ =2 .
( )Hay{ {yZ—l}y 4p ( y)y Y y=1

Se obtiene la formulacién del término de friccién para un perfil Aproximado

{ygwl}+pw{7r2R2(yg_1>} (4.21)

La férmula de la friccién derivada de un perfil Aproximado depende del valor de la localizacién de la
capa viscosa, dado por el parametro adimensional y.. El gradiente de presién, p,, aparece como segunda
contribucién junto a la velocidad promedio.

(b en S -0} (4.29)

C

11

f=

<

f=

Cuando y. — 1, entonces

i ., 4 TR? | 9
ylclgllf = vylclgl <y2 - 1) P ylclgl (vo = 1)
TR?

=00 U+ Py N .

(4.23)
0

Asi, se puede asegurar que a menos espesor de capa viscosa, menor es la influencia del gradiente de presiéon
sobre la forma del perfil. Por el otro lado, cuando y. — 0,

2

lim f=—4mruv — pr (4.24)
Ye—0 2

TR?
o cuando se asume una relaciéon de Poiseuille v = pggg— entre el gradiente de presion y la velocidad
I

promedio,

2
lim f = —4muw fpm% = —8mud. (4.25)

Ye—0

4.6.2. Derivacion del coeficiente
Siguiendo la notacién de [I0], se define el siguiente cambio de variables,
(=y* = d(=2ydy
donde los limites de la nueva variables son,
y:0:>C:0a y:yc:><:Ccv y:1:><:1~

Se reescribe el término integral presente en ([B.40), en funcién de la nueva variable (,
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1 1
1
/ ’Uz(y,l’,t)ydy = 7/ U2(<,$,t)d<
0 2 Jo
donde la expresion del perfil de velocidad al cuadrado es

V(¢ . t) = @)D + 201 (C) B2 (C)vv, + ¢3(C)v?

Entonces, la expresion del coeficiente x queda del siguiente modo,
21 [,
H:’l_}ﬁi/o v (vavt)dc

1 v v 2
-/ {¢%<<>+2¢1<<)¢2<C);+¢%<<> (=) }dc (1.26)

p

[ s [Cam@aoact (2) [ aon

A continuacién, se declaran las funciones 61(¢.), 02(¢.) y d5(¢.), definidas como

2( —2¢. (1 —1Ing.)
CC / ¢ (1 _CC)Q ’
52(<c) :_2/ ¢1(<)¢2(<)dcz 1+4Cc (IDCC—‘,—l)—i—CE (21n<c_5) (4'27)
0

l_Cc ’

! 3
d3(Ce) = ; ¢§(<)dC:%—|—CC(3—|—2lnCC)—|—CC2(3—2lnCC)—%,

La utilizacion de las funciones delta, las cuales se muestran en la Figura [£.6] conducen a la siguiente
expresion del coeficiente &,

—\ 2
K= 016) () 2 + e () (429

p

N

1.6l 57
1.4

1.2

61,02,63[—]

0.8
\ 62

Al N
.6 \
0.4

03

0.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
€cl -]

Figura 4.6: Perfil aproximado: funciones delta del coeficiente corrector del término convectivo. Imagen
extraida de [10].
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4.7. Perfil de velocidad de Womersley

En el §2]se encuentra la derivacién de la formulacién del perfil de Womersley dependiente del caudal
que para mejor entendimiento, se reproduce ahora,

[ Jo (i%ay> |
1 — 7

Se observa en la expresion de arriba, tres funciones Bessel de argumento complejo. Los valores que
toman estas funciones en la seccién son nimeros complejos. Para la obtencion de un perfil de velocidad,
u otro término derivado de esta, en parte real y parte imaginaria, se descomponen estas funciones en
otras que permitan separar la parte real y la parte imaginaria. Se define una notacién mas simple para
las funciones Bessel,

Jo(y) = Jo (i%ay) ., Jo=Jo (i%a> y Ji=.J1 (i%a> ) (4.29)

En §A 4 se declaran las funciones médulo y fase. Se define una notacién simplificada para las funciones
modulo y fase,

Me(y) = Me (ay), Oc(y) =0 (ay) y Me= Mg (o), 0 =0¢(a), (4.30)

donde £ es el parametro que indica el orden de la funcién. A continuacién, se define una serie de funciones,
las cuales vamos a denominar geométricas, puesto que su origen es la geometria cilindrica del vaso por
el que circula el flujo sanguineo. Se especifica una distinciéon entre las funciones geométricas del perfil,
variables en el radio adimensional, y las funciones geométricas de caudal, aquellas que permiten pasar
de un perfil de velocidad dependiente del gradiente de presién a otro dependiente del caudal circulante.
Estas funciones permiten tratar la funcién Bessel de argumento complejo como un ntimero complejo en
notacién polar.

Las funciones geométricas del perfil corresponden a dos pares de funciones. El primer par, M), €,, médulo
y su fase asociada de un niimero complejo. El segundo par de funciones geométricas, hg y dg, médulo y
fase asociada a un ntimero complejo. Primero, se definen éstas tultimas,

ho = ho(y) = M]\o/[i(oy)7 o = do(y) = b — bo(y) (4.31)

de la expresién

My (y) efo®) A
M, etfo B Jo.

hoeiwo =

El segundo par de funciones geométricas del perfil, M), y €,, graficado en la Figura [L.7] se define como

Nl

M, = (1 + h§ — 2hg cos (&)

hoSiH50 ) (4 32)

€, = arctan | ————
’ P (]. — th (¢0)] (510

de la expresién

Mpeiep —1_ hoeﬂ‘éo —1— Jo(y).
Jo
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Modulo M, Fase €,
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Figura 4.7: Perfil de Womersley: funciones geométricas del perfil. En el lado izquierdo, M, y en el lado
derecho, €.

Las funciones geométricas de caudal son cuatro funciones, Myg y €19, médulo y fase de un ntimero
complejo y hig v 910, mddulo y fase de un niimero complejo. Primero, se definen estas tltimas,

2 My 3
hig=—=—,010 =00 —0; + — 4.
10 oM, 10 o 1+ 1 (4.33)

de la expresion

2 M e 2

—1d10 — — —
ei37/4q, My eifo i%a Jo

hloe

Se define una nuevo par de funciones geométricas de caudal, Mg y €19 ,

1 h1o sin d1¢
M10 = (1 + I’L%O — 2h10 COS (510)) 2 , €10 = arctan <1_hlocos(510 . (434)
de la expresion
) ) 2 J
Mloelfm = ]. — hloe—z510 = ]. — Tfl
iza Jo
Las cuatro funciones geométricas de caudal se muestran en la Figura L8l
Aplicando las funciones geométricas sobre el perfil de velocidad de Womersley, conduce a
2
v(y) = Mp(y)m cos (wt — ¢ + €,(y) — €10) - (4.35)

Esta solucion es para una perfil de velocidad de un solo armonico. Pero se puede extender sistematicamente
al de un perfil multiarménico.
4.7.1. Derivacion del término de friccién

Se desarrola la expresion del perfil de velocidad de Womersley en (248]) para el cdlculo del término
friccion.

o .3
e[ o 3 [0 (Ha)]

13}
fy,t) = ZﬂMa—yv(y,t) =pu o 87/[ |- p (3 ) et (4.36)
0 (2
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Figura 4.8: Perfil de Womersley: funciones geométricas de caudal. Arriba en la imagen, h1g y 619 y abajo,

Mo y €10-

d

Aplicando la siguiente propiedad de las funciones Bessel, T [Jo (z)] = =J1 (z), v la Regla de la Cadena
Y

9f(g(x)) _ 0f 09

or  0gox’

L ()] =~ () 1 ()

Asi, el término de friccién en funcion del gradiente de presién, es

en la derivacion, conduce a

oM (i%a) J1 (i%ay)

Jo (i%a)

Se reemplaza M, médulo del gradiente de presién por [Z52) y evaluando el término de friccién en la
pared del vaso, y =1,

iwt

elt, (4.37)

f(yvt) =K ipw

~ Jo
2 .
f=fly=1)= g? > 7, et (4.38)
{1 Bl igaJO}

Se utilizan las funciones geométricas de caudal, (£33]) y (£34) para reescribir el término de friccién,

2
A (i3 —i8 A
i2a) hpge™ "0 2
— HQ ( ) 10 eiwt _ /LQO[ th ei(wt7¢7510*610+%ﬂ‘)

F= ﬁ M;geteto R?2 My,

(4.39)
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Entonces,

A2
f= {/JQQ ECOS <wt—¢)—(510—610+37r)}

R? M10
0o ; (4.40)
Ry eiee 10 .

— t—¢—dio — = .

—+1 { R2 Mlo Sin <w ¢ 10 €10 —+ 27T> }

Debido a que cos (A + 37) = sin (A), la parte real del término de friccién es

pQo® hyg

f = R2 m S11n (wt — ¢ — 51() — 610) . (441)

siendo andlogo el proceso para la férmula de la parte imaginaria de la fricciéon, donde sen (A + %TF) =
—cos (A). La férmula anterior, aunque no se ha especificado, estd formulada para un arménico arbitrario.
Se puede extender facilmente a una senal que sea sumatorio de arménicos aplicando la formula a cada
componente armoénica.

N/2

pQna hio .
= n—— sin (wpt — @ — 810 — € 4.42
f n§:1 RT My, ( ¢ — 010 — €10) (4.42)

0, reescribiendo la férmula en funcién de una tedrica velocidad promedio arménica

N/2
/ hio

f= nz_:l wwnaiM—m sin (wnt — ¢ — d10 — €10) (4.43)

con v, = @Q,/(mR?). Se hace notar que hig, Mg, €10 ¥ 010, son funciones dependientes del . Cuando
a — 0, My = 0, pero Womersley [7] dejé tabulado los valores de Myg/a?2. Asi,

2

; ; ) . T
lim — =8, Ilimhy =1, limd =0, limegzw=—
a—0 Mg a—0 a—0 a—0 2

Por lo tanto, la friccién para una sola componente armonica, resulta en la expresién del término de friccién
derivado de Poiseuille,

lim f,, = —8mpv,. (4.44)
a—0
De este resultado hay dos lecturas utiles. La primera es que la componente estacionaria de la senal se

trata como si de la friccién de Poiseuille se tratase. La otra es, que a bajos ntimeros de Womersley, la
friccién se comporta como la friccién derivada de Poiseuille.

4.7.2. Derivacién del coeficiente s

Por la definicién de & en (340) aplicada al perfil de velocidad de Womersley en ([Z53), conduce a

Veiwt 2
. 1 {?f}#} Jo (itay) |
k= 72%}22/ 71— ydy
G B {1 2J1<i%a>} I i)
.3 %O{

(4.45)

que simplificado, resulta
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2
9 1 Jo (z ay)
K= 5 / 1———F& 3 ydy (4.46)
L2 Ji(ita)\ Yo
ita Jo(iza)
Desarrollando el binomio del integrando, entonces

K= 2 /1ydy—2/01 h (z%ay> o + /o1 Jo (i%ay) vy
(1- ) 1 n(ite) ()

(4.47)

iz Jo (i

Nleo| e

@)

Dentro de los corchetes de la ec. ([L41), aparecen tres integrales. Dos de ellas fueron ya calculadas en

§2.5]

L 1 1 3 J i%a
/1ydy:§ y /yJo(zgay)dyZ 1.(; )
0 0

12

pero no la tercera integral, cuyo integrando contiene una funcién Bessel al cuadrad. En la teoria especifica
sobre funciones Kelvin, contenida en la teoria general para funciones Bessel, se encuentra la siguiente
igualdad,

x2
/xjg (z)dr = 5 {3 (2) + JE ()} . (4.48)

Antes de realizar la integracién, se tiene que proceder a un cambio de variables ya visto antes en §2.5l
Asi

T = (i%a) y=dx = (i%a) dy
y por consiguiente, los nuevos limites de la integral son,

y:1:>x:i%a, y=0=2=0

lo que cambia la forma de la integran y lleva a que,

1
/ JZ (i%ozy> ydy = zJE (z)dz
O .

o (4.49)

Reemplazando la ec. (£49) y las otras dos integrales en (£47), lleva a:

R = —_ — _l’_f
J2 (i%a)

(i a1 )

(4.50)
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Reemplazando en (L50) los dos pares de funciones definidos en [@33) y (£34), conduce a, x expresada
en notacién polar para ntimeros complejos,

2 (1 — 2hige#10) + (%)2 (372610

= 4.51
e (M pgcicn |2 (4.51)
Multiplicando la expresién anterior por e~%2¢10 /ei?¢10 entonces
et a hi ) §(3m/2—2610—2e10)
K= — e Tecremaao), 4.52
Mo * (2 M10> (4.52)

Tras aplicar una relacién trigonométrica sobre el dngulo (37/2 — ), entonces, la parte real del coeficiente
Kk resulta ser

2 hio \
R{k} = ST COS €19 — <;]\41100> sin (2610 + 2e10), (4.53)

mientras la parte imagina resulta ser

2 ah 2
S{k} = ~ sin €19 — (2 1\411(;) cos (2619 + 2e1p), (4.54)

Ambas componentes del coeficiente se muestran en la FiguraL9l Sélo tiene aplicacion la parte real (£53).

S R N E B B B N T T T T T T T T

Figura 4.9: Perfil de Womersley: Coeficiente k. A la izquierda, componente real de coeficiente; a la
izquierda, la imaginaria.

4.8. Resumen

En este capitulo se han detallado los perfiles de velocidad que son de interés en este trabajo. Estos
perfiles tiene por objeto describir la distribucién de velocidades a largo del radio adimensional para una
seccién cualesquiera. De cada uno de ellos, se ha derivado las expresiones de los términos de friccién y
los coeficientes correctores del término convectivo, que se denominaran como términos asociados al perfil
de velocidad.

Excluyendo el perfil plano y el perfil de Poiseuille, se ha constatado relaciones y semejanzas entre el
resto de los perfiles analizados con los mencionados, con uno o con los dos. El perfil potencial es, por
definicién, una extension del perfil de Poiseuille. El perfil de capa viscosa parte de una configuracién
plana y evoluciona de manera trapezoidal, segtin se incrementa la capa viscosa prevista, a un triangulo.
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Una interrelacion entre los perfiles potencial y de capa viscosa de Stokes, en el perfil potencial para un
hipotético valor de n=1, seria equivalente al perfil de capa viscosa de Stokes cuando §; = 1. El perfil
aproximado evoluciona desde un perfil tipo plano a otro tipo Poiseuille. Todo esto queda dentro del
ambito de la manipulacién mateméatica de las férmulas, puesto que la expresion del perfil aproximado
se formula para unas hipétesis consideradas. La forma adoptada por el perfil de Womersley depende del
nimero de Womersley, asi que para bajos niimeros de Womersley, més se aproxima a un perfil parabdlico.
No se ha demostrado en el capitulo, pero sucede que, a mayor nimero de Reynolds, mas se acerca la
forma del perfil de Womersley a uno plano.

También, en este capitulo, se ha extendido la hipdtesis de Bessems sobre el espesor de capa viscosa
variable, del mismo origen que el valor asignado al espesor de capa viscosa por Olufsen, s6lo que constante.
Anadiendo este detalle, se ha buscado mayor sofisticacién y un anélisis méas preciso. De este modo, para los
perfiles de capa de Stokes, el Aproximado y el de Womersley, la forma del perfil depende de la geometria
y la frecuencia del ciclo cardiaco. Quedan patentes los efectos transitorios del flujo sobre su formulacion.

Dentro del proceso de derivacién de los términos asociados, se ha realizado un esfuerzo mayor para el
perfil de Womersley para poder obtener expresiones analiticas, ya sea del perfil o de los terminos que de él
se derivan. Las funciones geométricas, de caudal en este caso, que se han declarado, permiten desarrollar
una formulacién analitica en el tiempo para f y x. Para el coeficiente corrector, k, no se ha podido
encontrar otra férmula que la que desarrolla la expresién para un sélo arménico. Se ha hecho patente
que calcular el coeficiente corrector implica la integraciéon numérica para resolver fol v2ydy. Este asunto
se abordard mas adelante y de manera escueta.
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Capitulo 5

Caracterizacion de los vasos del
sistema arterial

5.1. Introduccion

El sistema circulatorio humano comprende el corazén, la circulacién sistémica o periférica y la circula-
ci6on pulmonar. La circulacién pulmonar se encarga del camino de ida y vuelta de la sangre del corazén a
los pulmones y la circulacién sistémica, del camino de ida y vuelta de la sangre a los tejidos. La circulacién
sistémica y pulmonar son andlogas aunque con diferencias importantes.

La circulacion sistémica, comprende el sistema arterial, el venoso y el capilar. Las funciones de cada
sistema determinan las caracteristicas de sus vasos. La funcién de los vasos arteriales es transportar la
sangre con un nivel de presién alto para asi superar la pérdida de carga que supone la distribucién por todo
el sistema capilar. La funcion del sistema venoso es recoger la sangre de los tejidos y servir de reservorio
para regular las necesidades de sangre. La funcién del sistema capilar es la de distribuir y recoger la sangre
por todos los tejidos (arteriolas y vénulas) y realizar el intercambio de liquidos, nutrientes y electrolitos
(capilares).

Los vasos arteriales por su funcién, soportan mayor presion sanguinea. La presién media en arterias es
de 100 mmHg frente a 17 mmHg en capilares, 16 mmHg en arterias del sistema pulmonar [35]. En una vena
sistémica la presion es muy baja pero influyen en el valor de la presién, la denominada presién hidrostéatica
o las valvulas venosas que obligan a la sangre a ir en un sentido. En la Figura [5.1] se observan los valores
que toma la presién a su paso por los distintos tipos de vaso. También, las arterias son ocho veces menos
distensibles en promedio que los vasos venosos y por tanto menos colapsables. La distensibilidad es la
propiedad de un vaso para incrementar su volumen respecto de su volumen caracteristico frente a un
aumento de presiéon. Menos distensibilidad y soportar mayor presiéon explican por qué la pared de los
vasos arteriales es mas gruesa y por qué los vasos arteriales son menos colapsables que el resto

Por las razones antes dadas son por las que sélo en arterias se pueden asumir los perfiles de velocidad
que hemos recopilado y analizado. Para implementar los perfiles de velocidad necesitamos un modelo
matematico detallado para todo el sistema circulatorio. En este trabajo se utiliza la modelizacién mate-
mética elaborada por [24]. La Figura muestra el sistema global utilizado en la simulacién. En rojo,
a la izquierda se tiene la red de vasos arteriales, de interés en este trabajo, distribuciéon desarrollada
y utilizada por Miiller y E. Toro en [23]. De los 302 vasos modelizados con un sistema de ecuaciones
unidimensionales, 85 vasos forman parte del sistema arterial de la circulacién sistémica.

El esquema numérico utilizado en este trabajo estd basado en una discretizacion descentrada de los
términos fuente de presién y friccién de las ecuaciones y el desarrollo de un método numérico especifico
para flujo unidimensional en arterias [24]. Este método numérico involucra la presencia de los términos
fuente asegurando asi la convergencia a la solucién exacta mediante la introcuccién de una onda extra
asociada al cambio en las propiedades de los materiales y el término de friccion. El esquema resultante, es
un esquema energéticamente equilibrado, que asegura el equilibrio en condiciones de reposo y el equilibrio
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Figura 5.1: Presién esperada para las distintas componentes de la funcién circulatoria. Imagen extraida
del Tratado de Fisiologia Médica de Guyton y Hall [35].

numérico en casos con un nivel energético constante y velocidad. Asi, este este esquema es capaz de resolver
el transporte de sustancias evitando la generacién de osiclaciones no fisicas.
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Figura 5.2: Circulacién sanguinea: sistema global empleado en la simulacién. Imagen extraida de [23].

Antes de realizar cdlculo alguno, se procedera en este capitulo a la caracterizacion de los vasos arteriales
a través de los resultados obtenidos de la simulacién numérica del modelo matemdtico | [24]. En este
capitulo, se clasificardn los vasos por grupos §5.2] se estudiard el comportamiento del fluido en los vasos
en §5.3)y se analizard la importancia de los armoénicos en el desarrollo del perfil de velocidad de Womersley.

Para esta caracterizacién, conviene saber qué valores se les da a algunas de las propiedades de la
sangre circulante: densidad, p = 0,00105[kg - cm~3]; viscosidad dindmica, u = 0,000045[kg - cm - s~1];
aceleracién de la gravedad, g = 980[cm - s71]. Algunos de los pardmetros empleados en la simulacién
son: periodo del ciclo cardiado, T = 1s; nimero de muestras por ciclo, Ny = 2'4 = 16834, tiempo de

muestreo, A = 27 = 0,00006103515625s. La simulacién numérica emplea, por defecto, el término de
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friccién derivado del perfil de velocidad de Poiseuille, f = —8umv, y un coeficiente corrector del término
convectivo para perfil plano, k = 1.

5.2. Caracterizacion de los vasos por Grupos

Utilizando la hipétesis de Bessems sobre la regién de influencia de una capa viscosa [I0], la relacién
entre las fuerzas viscosas y las inerciales induciria en el fluido la aparicién de dos regiones en el seno
del vaso, en una de ellas predominarian las fuerzas inercias, mientras la otra estaria dominada por las
viscosas. También Bessems proporciona una férmula que provee de una aproximacién para el espesor de
eseta capa.

ds = min {\/?, 1] .
o

donde J,, el espesor de la capa limite. La expresion nos indica que a mayor valor del nimero de Womersley,
menor es el valor de la regién viscosa. Bajos valores de §, van asociados con perfiles planos, y valores
altos, con perfiles redondeados y proximos a Poiseuille. Los valores de capa viscosa obtenidos para los
vasos arteriales del modelo pueden observarse en la Figura [5.3]
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arterias
Figura 5.3: Espesor adimensional de casa viscosa, ds. Valores para cada vaso obtenidos a lo largo de un

ciclo cardiaco.

Segun el valor del espesor de capa limite se puede presuponer la forma que tendra el perfil. Se propone
una clasificacién de los vasos en tres grupos,

= Grupo I: perfil de tipo plano
ds € (0,0,2)

= Grupo II: perfil de tipo potencial
ds € (0,2,0,8)

= Grupo III: perfil de tipo Poiseuille
d, €(0,8,1)
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donde ya en el anterior capitulo habiamos valorado las relaciones de los distintos perfiles con el perfil
plano y el perfil de Poiseuille y ahora se le da forma clasificando al Grupo I y Grupo III como los casos
en los que mas se parecen los perfiles a estas formas ideales y al Grupo II como los casos de transicion
que bien pueden llamarse de tipo potencial, pues su formulacién permite declarar infinitud de opciones
intermedias entre ambos casos.

ye min

Y

........................................................................................................................................... y=0.80
y=1
GRUPO 1 GRUPO 2 GRUPO 3
yc min= 0.8 yc min= 0.2 yc min= 0.0
yc max=1.0 yc max=0.8 yc max=0.2

Figura 5.4: Grupos de vasos. Tipos de perfiles esperados en un vaso de acuerdo a la asignacién de grupo.

Analizando qué vasos han ido a parar a cada grupo, se observa como el Grupo I recoge a todos los
vasos correspondientes a la Aorta y a una bifurcacién de ésta cerca del arco adrtico. Los vasos del Grupo
IT se encuentran la mayoria en el tronco y también algunas arterias importantes que irrigan la cabeza.
Los vasos del Grupo III se encuentran la mayoria en la cabeza, y s6lo dos, fuera de ésta, en los brazos.
En la Figura 5.0 se muestra como queda la clasificacién propuesta sobreimpresa sobre el arbol arterial de
Miiller [23].
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Figura 5.5: Red de vasos arteriales de la circulacién sistémica. 85 vasos arteriales forman parte del estudio
para la influencia del perfil de velocidad. Imagen editada por el autor de este texto extraida de [23].

La Figura muestra la clasificacién por grupos en un diagrama de dispersién donde se analiza la
influencia de la geometria. La grafica sefiala la imposibilidad de establecer una relacién entre la longitud
del vaso y la ratio L/D, debido a que la longitud de cada vaso se define a través de la distancia entre
bifurcaciones y no se contempla el vaso real. Si que se aprecia la relacion entre didmetro y grupo, aunque
es achacable a la relacion intrinseca del espesor de capa viscosa al nimero de Womersley, a y éste con el
radio de la seccién transversal del vaso.
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Figura 5.6: Vasos arteriales. Diagrama de dispersién de L/D frente a D. Los rombos azules hacen refe-
rencia al Grupo I; los circulos morados al Grupo II; los circulos blancos al Grupo III.

5.3. Numeros adimensionales para los vasos arteriales

Para determinar el comportamiento del fluido, se calcula, a partir de los resultados de la simulacién
para un ciclo cardiaco, el nimero de Reynolds y el nimero de Womersley. El niimero de Reynolds, Re,
determina el comportamiento del flujo estacionario. El nimero de Womersley, aparece por primera vez
en [3] y adquiere su dimension actual con el trabajo de J.R. Womersley [6]. Determina el comportamiento
del flujo oscilatorio.

Numero de Reynolds

El ntmero de Reynolds es la ratio entre las fuerzas convectivas y las viscosas. Un ntimero de Rey-
nolds bajo implica flujos laminares, y viceversa. Cuando un ntimero de Re es alto, y por tanto el flujo
es turbulenteo, viene determinado por cada configuracion del flujo. Nuestra configuracion es de fluido
circulando por un vaso de geometria cilindrica, de longitud mucho mayor que el didmetro de vaso. Otros
pardmetros influyen en el comportamiento del fluido, como la rugosidad de la pared del vaso. La definicién
de Reynolds para un vaso cilindrico es

puD
Re = —,
I
donde u es la velocidad promedio del fluido en la seccién de un vaso de didmetro D para un momento
arbitrario del muestreo, la viscosidad dindmica de la sangre, p. Para un vaso de paredes rigidas, se
consideran los siguiente valores para el niimero de Reynolds, Re,

= Flujo laminar : Re < 2300
= Flujo en transiciéon: 2300 < Re < 4000
= Flujo turbulento : Re > 4000

Si se grafica para cada vaso la distribuciéon de los valores obtenidos de Reynolds, se observa la alta
variabilidad de comportamiento que a lo largo de un periodo se alcanza. En el diagrama de cajas de la
Figura 0.7l se observan los valores de los cuartiles de la distribucién para cada vaso, Repnn,Reas, Resg,
Rers and Rep,q,. La grafica incluye una linea continua indicando el valor medio. En el andlisis de los
resultados de la obtencién de Re, se ignora, momentaneamente, la naturaleza pulsatil del fluido. De la
grafica se desprende valores instantaneos de turbulencia para los vasos pertenecientes a la arteria aorta.
Bajo el anélisis de flujo estacionario, se espera flujo laminar en el resto de vasos y también para la mayor
parte del tiempo en la arteria aorta.
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Figura 5.7: Nimero de Reynolds, Re. Distribucién por cuartiles de los valores de Re para cada vaso a lo
largo de un ciclo cardiaco simulado.

Si se analizan los valores Re,,q., se tiene lo siguiente.

Renq: = 5469, el mayor nimero de Re en el sistema arterial se encuentra en el primer vaso de la
aorta, después del corazén.

Repaz > 4000 valor alcanzado por los cinco primeros vasos de la aorta.

Renq: > 2300 valores maximos superiores para toda la aorta
» Remar < 2000 para el resto de vasos del sistema arterial.

= Renmar = 1841 mayor valor fuera de la aorta.

Otros valores significativos son que el mayor valor medio de Reynolds se encuentra en el primer vaso de
la aortoa, Re = 753 y que, sin embargo, Re7s = 441 es el mayor valor para tercer cuartil en un vaso, de
entre todos los vasos arteriales y se sitta en el vaso 14. De este tltimo valor se deduce que el 75% de
los valores en todos los vasos se encontraran por debajo de 441. Si el valor critico es Re = 2300, sélo la
Aorta presenta valores mayores. Por lo tanto se espera un comportamiento laminar salvo para la aorta
en algunos momentos.

Numero de Womersley

El niimero de Womersley, « es la ratio entre las fuerzas inerciales transitorias y las fuerzas viscosas.
Por tanto es el nimero adimensional que tiene en cuenta la naturaleza peridédica del flujo. Mediante
el andlisis dimensional y la manipulacién de las ecuaciones [I0], se relacionan a con la magnitud de la
capa viscosa: O(a~!) —origen de la aproximacién de Bessems en §D.3l Valores bajos de a implica un
flujo dominado por las fuerzas viscosas y dan lugar a una §; mayor y por tanto, perfiles de velocidad
redondeados. Valores altos de o implica un flujo dominado por las fuerzas inerciales y dan lugar a una y
dan lugar a una &, mayor y por tanto, perfiles de velocidad planos.

El comportamiento del flujo, para el caso pulsatil, se encuentra determinado tanto por el Re como por
el valor de « [25]. En 1967, en el estudio del flujo pulsatil, Happel y Brenner [26] denominan como nimero
de Reynolds vibracional al cuadrado del niimero de Womersley. Este hecho da idea de la utilizacién de «
como contraparte del Re en flujo pulsétil.

Si se considera la clasificacién por grupos, destacan los siguientes valores de «,
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Figura 5.8: Nimero de Womersley, «. Distribucién por cuartiles de los valores de o para cada vaso a lo
largo de un ciclo cardiaco simulado.

» Grupo L: « € (6,20)
= Grupo II: « € (1,9,5,4)

= Grupo III: « € (1,2,1,76)

Se han excluido de esos valores dos casos particulares, en los vasos etiquetados como 59 y 69, donde
0,88 < a < 0,90. Cuando a < 1 se asume que el flujo es cuasi-estacionario, lo cual no significa el fin de
la pulsatilidad del flujo. El resto de valores no supera el valor de 20. Existe una relacion empirica que
concluye que para a < 20 y Re < 5000 los flujos son laminares [25]. Por lo tanto en todos los vasos
se puede esperar un flujo laminar salvo casos puntuales en la aorta que quedan indeterminados, pues
siempre hay unos valores de transiciéon entre flujo laminar y flujo turbulento.

5.4. Determinaciéon del calculo arménico para Womersley.

En la simulacién numérica de la circulacién sanguinea, Q(t) es una variable conservada que recoge los
valores de caudal en cada instante muestreado. Para cada periodo en una posicién fija, se puede recoger los
valores en cada tiempo, para posteriormente analizarlos mediante un algoritmo de Fourier y asi obtener los
armonicos de la senal en cada vaso para un ciclo cardiaco. Una vez obtenidos las componentes arménicas
del caudal, se puede obtener el perfil de velocidad de Womersley para cada vaso durante un ciclo cardiado.

El algoritmo que se utiliza para el analisis del caudal es un algoritmo FFT y luego una interpolaciéon
en el tiempo de los datos a través de los coeficientes armoénicos obtenidos del algoritmo. Para un ciclo
cardiaco muestreado N veces, el algoritmo calcula una funcién interpolatoria exacta calculando Ny /2+1
modos armonicos. En la simulaciéon, Ny = 16384 muestras, lo cual supone 8193 modos armoénicos. Esto
supone un coste computacional a la hora de calcular el perfil de velocidad de Womersley o las férmulas
derivadas de la f y &, al tener que utilizar las férmulas en §47 N;/2 + 1 veces, tanto como modos
armoénicos tenga el caudal. Por ello es importante analizar si reduciendo el nimero de armonicos, los que
se desprecian tienen un valor considerable o no.

En esta seccion se analizard la repercusién de una reduccién del niimero de armoénicos utilizado y la
similitud entre la sefial de caudal calculada en la simulacién numéricas y la aproximacién armoénica a
través de Fourier. Se estudiaran los casos para ntiimero de armoénicos de n = 10, n = 15, n = 20, n = 40.
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(a) Error medio del error. (b) Cuasivarianza muestral del error.

Figura 5.9: Grupo I: andlisis del error armoénico. Comparacién entre la variable caudal, Q(n) para un
instante dado y un cuadal sintetizado para un ciclo cardiaco completo.

Para realizar el andlis se define un vector error sobre el que se acumulard la diferencia entre los valores
del caudal generado por la simulaién y la proveniente de la aproximacién armoénica,

e(n) — |q(7’b) — QW|

qmaz

donde ¢(n) es la caudal generado por la simulacién y ¢, la aproximacién armoénica tras sintetizar un
numero arbitrario de armoénicos, y donde se define ¢4,

Qmaz = 1§H71La§}gvs q(’l’L)

De este modo el error en cualquier vaso estd normalizado a unos valores de e(n) € (0,1). Una vez definido
el vector error, se define los parametros para su cuantificacién,

1 & 1 &
b &, 2
€= N nz::le(n), Se N1 nz::l (e(n) —e) (5.1)

los cuales son la media muestral del error, €, y la cuasivarianza muestral del vector error S(e). En los
histogramas que acompanan a la seccion se observa los valores por cada vaso y grupo de vasos arteriales
segun la clasificacién propuesta anteriormente.

En las tres figuras sobre el error armoénico, se observan valores muy bajos o despreciables de la
cuasivarianza en todos los grupos, es decir, poca dispersiéon entre el valor del caudal de la simulacién
y las distintas sintesis armoénicas propuestas. Analizando los valores de la media muestral, se aprecian
diferencias notables. Para la aproximacion sintetizada con 10 arménicos, se observan errores del 0,5 % and
2% para el Grupo I en la Figura[5.9l Para los grupos II y III, mostrados en las Figuras [5.10 y .11 estos
errores se incrementan en algunos vasos hasta el entorno del 4 %. La aproximacién sintetizada con 15
armonicos se observa como un caso intermedio, dando en general errores mayores que la senial sintetizada
con 20 armoénicos salvo en casos circunstanciales. La aproximacién sintetizada con 20 armonicos da un
buen rendimiento para los Grupos I y II con valores por debajo del 0,6% y sélo en el Grupo III se
encuentran valores del 1%. Para una aproximacion sintetizada con 40 armonicos, el error resulta casi
despreciable. Se concluye para el cdlculo del perfil de Womersley, se aproxime el problema con los 40
primeros armoénicos.
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Figura 5.10: Grupo II: analisis del error armonico. Comparacién entre la variable caudal, Q(n) para

instante dado y un cuadal sintetizado para un ciclo cardiaco completo.

(d) Cuasivarianza muestral del error.
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Figura 5.11: Grupo III: andlisis del error armoénico. Comparacién entre la variable caudal, Q(n) para un

instante dado y un cuadal sintetizado para un ciclo cardiaco completo.
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5.6. Resumen

En este capitulo se han caracterizado los vasos arteriales a través de tres parametros: el espesor de la
capa viscosa ds, el nimero de Reynolds, Re, y el nimero de Womersley, a. Con ello se pretende conocer
las caracteristicas del flujo a su paso por los vasos arteriales.

Se ha realizado una clasificaciéon de los 85 vasos arteriales a través de los valores del espesor de capa
viscosa. Se han determinado tres grupos mediante el establecimiento de dos valores de corte, para §; = 0,2
y para ds = 0,8. Cuando en el vaso se tiene d5 < 0,2 esperamos flujos tipo plano; en el intervalo intermedio
se espera un flujo tipo potencial, es decir, en transicién entre una forma plana y otra parabdlica; para
ds > 0,8 se espera un flujo tipo Poiseuille. Con esto, se ha generalizado el uso de este pardmetro para este
trabajo.

Por referencias en la literatura [25], se tiene presente que el comportamiento del flujo no depende en
exclusiva del nimero de Reynolds, si no que, influyen conjuntamente o y Re. Para Re < 5000 y o < 20 se
considera un flujo laminar. En los datos generados por la simulacion, los valores del niimero de Reynolds
estan por debajo de esa cota salvo en el primer vaso de la aorta y el nimero de Womersley nunca rebasa
el valor de 20. Se considera pues que por el arbol arterial el flujo es laminar, salvo instantes en la aorta,
que hay razones para considerar flujo en transicién méas que flujo turbulentos.

Respecto a la influencia de los armonicos para el cdlculo del perfil de velocidad de Womersley, se
puede considerar que, si Q(t) es un sumatorio de distintos caudales armoénicos, se pueden sintetizar tantos
modos como creamos conveniente para tener una buena aproximacién. Una vez realizado el anélisis se ha
concluido que 40 arménicos dan una aproximacién éptima. Si se requiere reducir el niimero de armoénicos
para reducir el tiempo de calculos, se perderd por el camino cierta precision.

Después del andlisis armoénico y teniendo desarrolladas las expresiones para los distintos perfiles de
velocidad en §4 se han escogido de manera arbitraria una serie de vasos, para los cuales se ha grafi-
cado su perfil para determinados instantes del periodo. En ellos se ha podido ver la diferencia entre el
comportamiento de los perfiles hipotéticos y los perfiles Aproximado y de Womersley.

Una vez se ha realizado ya la caracterizacién de los vasos del sistema arterial, se procede en el siguiente
capitulo a calcular los términos convectivo y de friccion para cada vaso usando los perfiles de velocidad
en § siendo comparados de manera sistemdtica con el perfil de velocidad de Womersley.
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Capitulo 6

Analisis comparativo de perfiles de
velocidad

6.1. Introduccion

En este capitulo se realizard un andlisis diferencial entre los perfiles de velocidad propuestos en §4l
Para realizar este andlisis diferencial, se usaran los datos provistos por la simulacion numérica para un
ciclo cardiaco, usando para los calculos los valores por defecto de f = —8unv y k = 1. Con estos datos,
se calcularan los términos de friccién y los términos convectivos con las formulas asociadas a cada tipo de
perfil. Las variables de interés son: Q(n), U(n), A(n), 9, P(n), con n = 1..Ng and Ng niimero de muestras
por ciclo.

Una vez se tengan todos los términos de fricciéon y de conveccién, se realizara una comparacion entre
los distintos perfiles, salvo el de Womersley, pues sirve de referencia en la comparacion. Para simplificar
el andlisis para 85 vasos arteriales, se utilizara la clasificacién propuesta en §5.21

Para el anélisis de los términos convectivos, primero, se definird un vector error, e = [e; ...ep,], donde
Ny es el nimero de muestras por ciclo cardiaco. Este vector alojard, para un instante de muestreo, la
diferencia absoluta entre el término de fricciéon asociado a un perfil de velocidad y el término de friccién
derivado de Womersley. Asi,

N Vil
el;TA — |fPL¢l _ f“‘P‘
e;’LS) — |fPL9 _ f\\vp‘
e;L — |fSL _ f\\vl’
6;‘\1) — |fAl’ _ f\\ P

Cada vector error para la friccién, estd asociado un perfil de velocidad, salvo el de Womersley, puesto
que se usa como referencia de todos. Para el andlisis de los términos convectivos, se realiza lo mismo que
con los términos de friccién. Se define para cada vaso un vector error, e = [e; ...en,], donde Ny es el
nimero de muestras por ciclo cardiaco. Este vector alojaré, para un instante de muestreo, la diferencia
absoluta entre el término de conveccién asociado a un perfil de velocidad y el término de conveccién
derivado de Womersley. Asf,

e = lm" - MW
et = |t -
et =t - m
e = lm - owm
e = I -

Como con la friccién, el vector error para la conveccion, estd asociado un perfil de velocidad, salvo el
de Womersley.Para el andlisis del error, sea friccién o conveccién, se calculard una serie de parametros



70 Andlisis comparativo de perfiles de velocidad

con los cuales analizaremos el error en la friccién y el error en la conveccién. Los parametros estadisticos
son la media muestral y la cuasivarianza muestral, definiendo su calculo sobre el vector error asociado a
un perfil como,

1 & 1 &
— A 2
e = A 3:1 €n, S = N1 T;:l (en —€) (6.1)

con n el indice que recorre el valor del vector para cada instante muestreado y N el ntimero total de
muestaras por ciclo cardiaco. Para cuantificar el maximo error por ciclo o la acumulacién del error a lo
largo de un ciclo, se utilizard la norma infinito, L., para lo primero y la norma euclidea, Ly, para lo
segundo, ambas definidas a continuacién,

n

_ ‘ _ Y
ILooll = mix (en),  [IL2ll = /3 (en —&)". (62)

6.2. Analisis del término de friccion

6.2.1. Grupol

En la Figura [6.1] se muestra el analisis del error para el término de friccién en los vasos del Grupo I.
El flujo circulante por los vasos arteriales del Grupo I se caracteriza por estar dominado por las fuerzas
inerciales. Como se ha visto anteriormente, se alcanzan en algunos de estos vasos los valores méaximos del
numero de Reynolds y de Womersley. Es de esperar perfiles de tipo plano.

El estadistico media muestral refleja que se da valores mas pequenos para los errores asociados al perfil
aproximado, al de capa de Stokes y al de ley de potencia para n = 9. El error asociado a Poiseuille tiene
los peores valores. La cuasivarianza muestral es el valor cuya esperanza es la varianza de la poblacion e
informa indirectamente de la dispersién del error. El error asociado al perfil de capa de Stokes y de Ley
de potencia para n=9 da los mejores valores, mientras el asociado al perfil aproximado da valores mayores
de dispersion. Para el error asociado a Poiseuille, tanto la media como la varianza dan los mayores valores
en todos los vasos.

La norma infinito informa del error maximo encontrado en cada vaso. El error asociado al perfil
aproximado da los mayores valores, mientras para el error asociado a los perfiles de capa de Stokes y ley
de potencia n=9 presentan una diferencia menor. La norma euclidea, se interpreta como una acumulacién
del error, presenta mayores valores para el error asociado a Poiseuille. Los menores valores se dan para
el error asociado al perfil de capa de Stokes y el perfil de ley de potencia para n = 9.

Se colige de lo anterior que para el Grupo I de vasos arteriales, el perfil de capa de Stokes y de Ley
de Potencia permiten un calculo del término de friccién mas préximo al término de friccién derivado de
Womersley.

6.2.2. Grupo II

En la Figura se muestra el andlisis del error para el término de fricciéon en los vasos del Grupo II.
El flujo circulante por los vasos arteriales del Grupo II se caracteriza por estar parcialmente dominado
por las fuerzas inerciales y parcialmente por las fuerzas viscosas. Es de esperar perfiles mas redondeados,
aunque sin poder reconocer todavia un perfil de tipo Poiseuille. Por la cantidad de vasos presentes en este
grupo, se realiza una division del grupo en dos subgrupos separando entre vasos situados al lado derecho
y vasos situados al lado izquierdo del cuerpo.

El estadistico media muestral refleja que los errores asociados a Poiseuille, Aproximado y capa de
Stokes dan valores parejos. La cuasivarianza muestral muestra indirectamente una mayor dispersién de
los resultados, sobre todo en algunos vasos donde es especialmente acusado. El andlisis con la norma
infinito revela que el que menor valor absoluto da es el error asociado al perfil de ley de potencia para
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n=24, seguido del error asociado a Poiseuille. El andlisis de la norma euclidea revela poca diferencia salvo
en casos aislados.

Como comentarios generales para todas la graficas, el error asociado al perfil de Ley de Potencia para
n=9 da los valores mas grandes tanto en la media como en la varianza. Destaca de manera global como
en los vasos 20 y 21, el error del calculo de la friccién para perfil aproximado se dispara. En los vasos 34
y 35 también se disparan los valores para todos los perfiles, asi que es debido a la friccién derivada de
Womersley.

De lo anterior se colige que son los perfiles de Poiseuille, Approximado y y el de capa de Stokes, los
que mejor se adaptan.

6.2.3. Grupo III

En la Figura [6.3] se muestra el anélisis del error para el término de friccién en los vasos del Grupo II1.
El flujo circulante por los vasos arteriales del Grupo III se caracteriza por estar ampliamente dominado
por las fuerzas viscosas. Es de esperar perfiles redondeados y muy cercanos a los perfiles de Poiseuille.
Por la cantidad de vasos presentes en este grupo, se realiza una divisién del grupo en dos subgrupos
separando entre vasos situados al lado derecho y vasos situados al lado izquierdo del cuerpo.

El estadistico media muestral y la cuasivarianza reflejan valores de menos a més en este orden:
Poiseuille, Approximado, capa de Stokes, ley de potencia para n=4 y ley de potencia para n=9. En la
aplicacién de la norma infinito y euclidea se ve el mismo comportamiento.

Se colige de lo anterior que para el Grupo III de vasos arteriales, el calculo de la friccién mediante la
formula derivada del perfil de Poiseuille da el mejor resultado.
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6.2.4.

Graficas de cuantificacion del error

Andlisis comparativo de perfiles de velocidad

A continuacién, las graficas con el andlisis del error para los Grupos I, II y III.
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Figura 6.1: Grupo I: Analisis diferencial del error para el término de friccién usando Womersley como
referencia. Error medio, cuasivarianza, norma euclidea y norma infito.
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(a) Error analysis for the left-side.
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(b) Error analysis for the right-side.

Figura 6.2: Grupo II: Analisis diferencial del error para el término de friccién usando Womersley como
referencia. Error medio, cuasivarianza, norma euclidea y norma infito.
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(b) Error analysis for the right-side.

Figura 6.3: Grupo III: Andlisis diferencial del error para el término de friccién usando Womersley como
referencia. Error medio, cuasivarianza, norma euclidea y norma infito.
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6.3. Analisis del término convectivo

6.3.1. Coeficientes &

No todos los coeficientes x asociados a los distintos perfiles de velocidad son constantes para todo el
rango de vasos. Para perfil plano, poiseuille y ley de potencia, tenemos que k = 1, k = % VK= Z—ﬁ, donde
n depende de la elecciéon del programador de la simulaciéon. Veanse algunos de los valores caracteristicos

que toma « en la Tabla [6.1]

Tipo de Perfil Value of &
Poiseuille (n = 2) 4/3
Potencial (n = 4) 1,2
Potencial (n =9) 1,1
Plano 1

Cuadro 6.1: Characteristic kappa values.

En cuanto a los coeficientes asociados a los perfiles de capa viscosa de Stokes, Aproximado y Womersley,
son variables segiin la geometria y las condiciones del ciclo cardiaco a través de la frecuencia. El coeficiente
% de Stokes depende del espesor de capa viscosa como se muestara en la Figura 3] y lo mismo sucede
con el perfil aproximado, a través de las funciones delta y que se muestra en la Figura Pero este
perfil muestra dependencia también de la ratio entre el gradiente de presién y la velocidad promedio en la
secciéon. El coeficiente de Womersley es una aproximacion para el primer armoénico o frecuencia del ciclo
cardiaco. Depende directamente del nimero de Womersley, asi como el perfil Aproximado o el de Stokes
depende indirectamente a través de ;.

Valores de « para un perfil de capa de Stokes

El coeficiente k derivado del perfil de capa de Stokes asumia un valor de capa viscosa, 6 = lmm
en [8]. Para realizar la misma suposiciéon que para el perfil aproximado, se toma d5 espesor adimensional
y dependiente de la frecuencia y el radio de la seccién a través del nimero de Womersley, «.

(6 — 86, + 352)

(3 — 308, +62)° (6.3)

3
K==
2

Evaluando la expresion, se obtiene que Im,, € (1, %)En la Figura[6.4] se muestra los valores del coeficiente
k en todos los vasos arteriales contemplados.

Valores de x para un perfil Aproximado

El perfil aproximado asume una capa viscosa localizada en y = y., donde y € [0,1] y 0 < y. < 1. La
formula derivada de & se encuentra en funcién de (. = 2, la velocidad promedio, v, y el gradiente de
presiéon, p, = —0, P, a través del término v,,.

w5100 + 8a(6) 2 + dulce) (22) (6.4

Visto de otro modo, el coeficiente « es una funcién cuadratica de la la ratio Z=. Cuando esta ratio siga la
relacién de Poiseuille, entonces x tendra valores acotados entre I'm,, € (1, %) Lo normal es que el flujo no
siga una relacién de Poiseuille como sucede en los vasos del modelo [23][24] y que se observa en la grafica
Respecto a la otra dependencia de este coeficiente, la localizacién de y. es funciéon del nimero de
Womersley. Los valores de las funciones §; donde i = 1, 2,3 crecen conforme disminuye ., o, desde otras
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perspectiva, conforme aumenta la capa viscosa. En la Figura se muestra los valores del coeficiente k
en todos los vasos arteriales contemplados.

Valores de x para un perfil de Womersley

El coeficiente x obtenido en §4.7 resulta para un sélo armonico. Si calculamos x con la frecuencia del
ciclo periddico, se tiene una aproximacion al valor del coeficiente,

2
R = Milo COS €19 — (31}\2100) sin (2510 + 2610). (65)
Para la obencion del coeficiente, sin tener en cuenta aproximacione, se puede calcular mediante integracién
numérica. En §G.2] se encuentra el programa generado para el célculo del coeficiente en cada instante
para un vaso. Si se sistematiza, como se ha realizado, se encuentran los valores teniendo en cuenta todas
las componentes armoénicas del caudal.En la Figura se muestra los valores del coeficiente aproximado
de k en todos los vasos arteriales contemplados y en la Figura [6.7, los valores del coeficiente calculado
por integracién numérica con el método del Trapecio.

Graficas de los coeficientes x variables

1
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arterias

Figura 6.4: Stokes: coeficiente convectivo, . Distribucién de valores para todos los vasos.
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(a) Coeficiente x cuando se asume una relacién de Poiseuille entre el gradiente de presion, 9, P, y la velocidad

promedio en la seccién, v.
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(b) Coeficiente x cuando se asume el gradiente real de presion.
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Figura 6.5: Aproximado: coeficiente convectivo, . Distribucién de valores para todos los vasos.



78 Andlisis comparativo de perfiles de velocidad
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Figura 6.6: Womersley: aproximacion del coeficiente convectivo, k.

arterias

Figura 6.7: Womersley: integracion numérica del coeficiente convectivo, k.
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6.3.2. Grupo I:

Por defecto, la simulacién calcula el término convectivo, v, con el valor de k = 1, es por ello que se
muestran los valores distribuidos para un ciclo cardiaco para cada vaso perteneciente al Grupo I en la
Figura[6.8l Se aprecian valores descendientes conforme se aleja el flujo del corazén. Existe diferencias de
hasta 7 veces en los valores maximos en la gréafica.

El andlisis del error se muestran en la Figura 611l Se observa como el coeficiente s derivado de
Poiseuille resulta la peor opcién y como, los perfiles que mejor adaptan su forma a una de tipo plano,
tienen el menor error.

6.3.3. Grupo II

Para los vasos arteriales del Grupo II, los valores de v cuando se asume perfil plano muestran en
la Figura Hay disparidad de valores en esta gréafica, aunque ya no tan acusados como en el grupo
anterior. Destacan los valores de los vasos 15, 34, 35, 49 y 50. Resultan ser de las principales bifurcaciones
de la Aorta

Las gréficas con el andlisis del error se muestran en la Figura Mientras para el Grupo I, la
aproximada tenfa el menor erro con respecto a Womersley, aqui sucede lo contrario El parametro de
la varianza muestra valores altos y para algunos vasos, extremadamente altos. El perfil de capa viscosa
parece dar buen resultado.

6.3.4. Grupo III

Para los vasos arteriales del Grupo III, los valores de 7 cuando se asume perfil plano muestran en
la Figura El rango de valores disminuye por diez comparando con los vasos del Grupo II. Estos
vasos se ramifican desde el cuello a la cabeza, por ello disminuye conforme se ramifica el arbol arterial.
Destacan los vasos 61 y 67, las denominadas arterias cerebrales, irrigando el cerebro hacia el circulo de
Willis.

Las gréficas con el anélisis del error se muestran en la Figura [.I3l Se aprecia como Poiseuille ofrece
el célculo de la mejor aproximacion a Womersley., seguido por el perfil potencial con pardmetro n=4.
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6.3.5. Graficas de cuantificacion del error

A continuacién se muestran las graficas de los términos no convectivos Q?/A asumiendo perfil plano
y posteriormente, el andlisis comparativo del error, teniendo en cuenta el coeficiente corrector para cada
tipo de perfil.
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Figura 6.8: Grupo

I: Distribucién de valores para el término convectivo no lineal Q?/A.
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Figura 6.9: Grupo II: Distribucién de valores para el término convectivo no lineal Q?/A.
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Figura 6.10: Grupo III: Distribucién de valores para el término convectivo no lineal Q2/A.
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Figura 6.11: Grupo I: Anadlisis diferencial del error para el término convectivo no lineal, H%, usando
Womersley como referencia. Error medio, cuasivarianza, norma euclidea y norma infito.
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Figura 6.12: Grupo II: Anélisis diferencial del error para el término convectivo no lineal, K%, usando
Womersley como referencia. Error medio, cuasivarianza, norma euclidea y norma infito.
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Figura 6.13: Grupo III:Anélisis diferencial del error para el término convectivo no lineal, /1%, usando
Womersley como referencia. Error medio, cuasivarianza, norma euclidea y norma infito.
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6.4. Resumen

En este capitulo se ha calculado la friccién y el término convectivo no lineal asociado a los distintos
perfiles de velocidad con los datos provistos por la simulacién numérica [24], utilizando por defecto los
valores de k = 1y f = —8umv. Para la friccién, se ha calculado sisteméticamente el error para términos
de friccién asociado a cada perfil en cada vaso usando como referencia la friccion de Womersley. Para la
friccién de Womerley se ha hecho el célculo sintetizando una férmula con los cuarenta primeros armoénicos
del caudal. Para la conveccién se ha realizado la misma operacion con el error para términos de conveccion.
Para el célculo de la conveccién de Womersley, se ha realizado una aproximacién del coeficiente k para
la frecuencia del ciclo cardiaco o primer arménico. Posteriormente, se han graficado los parametros con
los que se analiza el error.

Sobre el analisis del cdlculo de los términos de friccién, para el Grupo I, las graficas revelan que no
hay grandes diferencias en el resultado del célculo de la friccién derivada de los perfiles aproximado, capa
de Stokes o perfil potencial para n = 9. Para los vasos arteriales del Grupo II, el calculo de la friccion
derivada de los perfiles Aproximado, Poiseuille y capa de Stokes dan errores similares. Para el grupo III
si se encuentra claramente que calcular la friccién con la férmula derivada de Poiseuille es la opcién que
da un valor més cercano a Womersley.

Respecto a las graficas de ley de potencia aplicadas al calculo de la friccién, de acuerdo con el capitulo
§ se menciona Poiseuille como perfil potencial para n = 2. El rendimiento observado de cada una de
los tres perfiles, y, para con si mismo, la friccién del perfil potencial para n = 9 da su mejor rendimiento
para los vasos del Grupo I; la friccién del perfil potencial para n = 4 responde mejor para los vasos del
Grupo II; la friccién del perfil potencial para n = 2 o Poiseuile responde cuando mejor para los vasos del
Grupo III. Independientemente de esto, Poiseuille,en los vasos del Grupo II, da resultados mejores que
para n =4 y sélo es la peor opcién para los vasos del Grupo I.

Respecto al calculo de la conveccién, el término Q% /A es comtn, cualesquiera sea el perfil de velocidad
utilizado. El célculo del coeficiente corrector, x tiene una influencia decisiva. En las gréaficas se ha dado
cuenta de la variabilidad de valores y cémo incluso superando el rango esperado. Las funciones k para
Womersley y para capa de Stokes estan acotadas en unos valores. Debido a los valores que toma el gra-
diente de presion, el coeficiente k del perfil aproximado supera ampliamente el valor asociado a Poiseuille
de %.

Teniendo en cuenta los valores de los coeficiente x, se observa en las graficas de la convecciéon mayor
separacion entre los célculos que unos perfiles proveen respecto de otros. Para el Grupo I son los perfiles
de capa de Stokes y Aproximado los que dan un mejor célculo de la conveccién. Para el Grupo II, el
perfil potencial para n=4 y el perfil de capa de Stokes dan un mejor valor del término de conveccién
con respecto a Womersley. Para el Grupo III, Poiseuille da la mejor aproximacion. Asi en el Grupo I
predominan los perfiles que mejor tratan la aproximaciéon a perfil plano. En el Grupo II no se observa
preponderancia clara. En el Grupo III, se observa el perfil de Poiseuille como indiscutible.

Aglutinando en una conclusién tanto friccién como conveccion, en el Grupo I, los célculos asociados a
capa de Stokes y a perfi aproximado dan un resultado aceptable en comparacién con el resto y teniendo en
cuenta tanto friccion y conveccién. Para el Grupo 11, es donde més variabilidad se ha visto. Sin embargo
el perfil aproximado da el que peores datos para conveccion, no asi en friccién. Para el Grupo III, es el
perfil de Poiseuille el que mejor rendimiento ha mostrado tanto en friccion como en conveccién.
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Capitulo 7

Analisis diferencial de metodologias
de calculo

7.1. Introduccion

En el capitulo §0l se caracaterizan los vasos arteriales segin los datos obtenidos por la simulacién
numérica [24] asumiendo que, por defecto,

4

f=-8umv, k= 3

Con los mismos datos de la simulaicon numéricas empleados para la caracterizacién, se realiza, en §6.2]

y §6.31 un andlisis diferencial sobre la aplicacién de los distintos perfiles en el célculo de la friccién y de

la conveccion comparandolo con la misma operacién respecto del perfil de Womersley. Tras este analisis

y sus posteriores conclusiones, se propone en este capitulo implementar una metodologia de calculo en

la que no se dé por defecto la utilizacién de la friccion de Poiseuille y el coeficiente corrector para perfil
plano. A este caso, tendréd la denominaciéon de Caso Inicial, para distinguirlo del resto de propuestas.

7.2. Metodologias de calculo para fricciéon y conveccién

En las conclusiones del §6.2] se afirma que para los vasos del Grupo I hay una terna de perfiles que dan
unos resultados parejos. En el resto de Grupos, el perfil de Poiseuille tiene unos resultados aceptables en
el Grupo II y es la mejor opcién para el Grupo III. Las conclusiones de §6.3] son parecidas. Debido a la
variabilidad del coeficiente x del perfil aproximado para los Grupos II y III, restringimos la aplicacién al
Grupo I. Grupos II y III aplicaremos las férmulas derivadas de Poiseuille o la férmula de Womersley, la
cual, al ser una apoximacién, no requiere de un anélisis arménico previco del ciclo cardiaco anterior.

Metodologia 1
Se hace una propuesta que contempla los perfiles Aproximado y Poiseuille; y se concreta la forma,

= Grupo I. Se utilizan las formulas derivadas del perfil Aproximado.

| 4w TR? o _2-2¢(1-1In¢)
f‘”{yz—1}+px{2(y0_1)}’ S TR

donde ¥, € (0,8, 1) and (. = y2.
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= Grupo II. Se utilizan las férmulas derivadas del perfil de Poiseuille:

4
= —8 v = —.
f UTU, K 3

= Grupo III. Se utilizan las férmulas derivadas del perfil de Poiseuille.

4
= —8 v == —.
f pTU, k=g

Metodologia II

Se hace una propuesta que contempla los perfiles de capa de Stokes y Poiseuille; y se concreta la forma,

= Group I. Se utilizan las férmulas derivadas del perfil de capa de Stokes.

6 _ 3 (6 — 805 + 35?)

f:_(3—358+6§)5sv’ " 2 (3—30, +62)°

donde d; is el espesor de la capa viscosa

= Grupo II. Se utiliza la férmulas derivadas del perfil de capa de Stokes para el coeficiente corrector
y la férmula derivada de Poiseuille para la friccion.

6 — 86, + 392
f=-8umv, k= §—( + °2
2 (3-30,+02)

= Grupo III. Se utiliza la formulas derivadas del perfil de capa de Stokes para el coeficiente corrector
y la férmula derivada de Poiseuille para la friccion.

6 — 83, + 352
f — —8,u7r17, K = §(—+sg
2 (3—-30s+62)

Metodologia III

Se hace una propuesta que contempla los perfiles de Womersley, capa de Stokes y Poiseuille; y se concreta
la forma,

= Grupo I. Se utiliza la formula derivada del perfil de Womersley para el coeficiente corrector y la
férmula derivada del perfil de capa de Stokes para la friccién.

f=— 67 _ 2 (oz k1o

2
S L — = = cosero— [ 220 sin (2010 + 2€10).
(330, + 9700, v, K v COS €10 5 M10> sin (2019 + 2¢€10)

= Grupo II. Se utiliza la férmula derivada del perfil de Womersley para el coeficiente corrector y la
férmula derivada del perfil de Poiseuille para la friccién.

_ 2 a hio \? |

=-8 =——coseyg— | =——— | sin(2d 2€10)-

f UTU, K m coS €10 (2 M10> sin (2019 + 2¢€10)

= Grupo III. Se utiliza la formula derivada del perfil de Womersley para el coeficiente corrector y la
formula derivada del perfil de Poiseuille para la friccion.

« th

2
——— ) sin (20 2 .
Mlo D) Mw) Sin ( 10 + 610)

2
f=-8umv, K= ——coseg— (
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7.3. Comparativa entre metodologias de calculo para la friccion

Una a una, se han implementado las distintas metodologias y tras pasar por el proceso de la simulacién
numérica, se han obtenido una serie de resultados que se han analizado como en los capitulos §6.2] y
§6.31 La comparacién de resultados se ha realizado a través de la norma infinito, L., para todas las
metodologias y siguiendo la clasificacién por grupos de los vasos arteriales. Se incluye en la comparacion
el Caso Inicial, aunque sea repetir una gréfica de otra seccién.

rasos areriales vasos arteriales

(a) Initial case (b) Met. I

(c) Met. II (d) Met. III

Figura 7.1: Grupo I: Comparacién de L., para todas las metodologias del término de fricciéon usando
Womersley como referencia.
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sssssssssssss

(a) Caso Inicial. Vasos del lado derecho.

(c) Met. I. Vasos del lado derecho.

aaaaaaaaaaaaa

(e) Met. II. Vasos del lado derecho.

aaaaaaaaaaaaa

(g) Met. III. Vasos del lado derecho.

Andlisis diferencial de metodologias de cdlculo

sssssssssss

(b) Caso Inicial. Vasos del lado izquierdo.

uuuuuuuuuuu

(d) Met. I. Vasos del lado izquierdo.

aaaaaaaaaaa

(f) Met. II. Vasos del lado izquierdo.

aaaaaaaaaaa

(h) Met. III. Vasos del lado izquierdo.

Figura 7.2: Grupo II: Comparacién de L., para todas las metodologias del término de friccién usando

Womersley como referencia.
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ssssssssssssssssssssssssss

(a) Caso Inicial. Vasos del lado derecho. (b) Caso Inicial. Vasos del lado izquierdo.

(c) Met. I. Vasos del lado derecho. (d) Met. I. Vasos del lado izquierdo.

sssssssssssssssssssssssssss

(e) Met. II. Vasos del lado derecho. (f) Met. I1. Vasos del lado izquierdo.

ssssssssssssssssssssssssss

(g) Met. III. Vasos del lado derecho. (h) Met. III. Vasos del lado izquierdo.

Figura 7.3: Grupo I: Comparacién de L., para todas las metodologias del término de fricciéon usando
Womersley como referencia.
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7.4. Comparativa entre metodologias de calculo para la convec-
cion

Una a una, se han implementado las distintas metodologias y tras pasar por el proceso de la simulacién
numérica, se han obtenido una serie de resultados que se han analizado como en los capitulos §6.2 y
§6.31 La comparacién de resultados se ha realizado a través de la norma infinito, L., para todas las
metodologias y siguiendo la clasificacién por grupos de los vasos arteriales. Se incluye en la comparacién
el Caso Inicial, aunque sea repetir una grafica de otra seccién.

sssssssssssssssssssssssssssss

(a) Initial case (b) Met. I

(c) Met. II (d) Met. III

Figura 7.4: Grupo I: Comparacién de L, para todas las metodologias del término de convecciéon usando
Womersley como referencia.
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(b) Caso Inicial. Vasos del lado izquierdo.

(c) Met. I. Vasos del lado derecho. (d) Met. I. Vasos del lado izquierdo.

(e) Met. II. Vasos del lado derecho. (f) Met. I1. Vasos del lado izquierdo.

(g) Met. III. Vasos del lado derecho. (h) Met. III. Vasos del lado izquierdo.

Figura 7.5: Grupo II: Comparacién de L., para todas las metodologias del término de conveccién usando
Womersley como referencia.
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(al Caso Inicial. Vasos d61 le:d(; d;re;h(:. (b)Casc: ;ni;ial. ;i;sos del lado izc;ui;rd:).
(C) Met L Va;os del lado derecho. (Wd;;\)/[eti‘?;/;sosvdel slado izquiemrd;). m
(g) Met. III. V;;os del ;ado derecho. “ (;)Met I’/IZI“:;/asos del lado izquimer(jlo.w

Figura 7.6: Grupo III: Comparacién de L, para todas las metodologias del término de conveccién usando
Womersley como referencia.
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7.5. Resumen

En los anteriores capitulos se habia calculado la friccion y la conveccién para cada perfil usando
los datos de una simulacién numérica bajo la configuracién del Caso Inicial, friccion de Poiseuille y
coeficiente corrector para perfil plano. Posteriormente se habia realizado un anadlisis diferencial entre
perfiles de velocidad respecto al perfil de Womersley para el cdlculo de los términos friccién y conveccion.

A partir de las conclusiones del andlisis comparativo, se han planteado una serie de metodologias de
calculo que cambian la configuracién de célculo del Caso Inicial. Debido al, en general, buen comporta-
miento de calculo asociado al perfil de Poiseuille, se ha establecido como perfil complementario en las
metodologias propuestas. Para la Metodologia I, se ha pensado el uso del perfil Aproximado. En [I0],
Bessems s6lo hacia uso de su k para grandes arterias y los resultados graficos aconsejaba su uso para los
vasos del Grupo I. Ademas el coeficiente corrector x del aproximado, s6lo es estable en el primer grupo.
Para la Metodologia II, se ha pensado en el perfil de capa de Stokes. En general se ha visto un buen com-
portamiento para los trs grupos, seguramente, debido a una variabilidad en el rango de vasos arteriales
sin estridencias, debido a su simple expresion. Pero la fricciéon se ha preferido calcularla con la friccién
de Poiseuille para los grupos I y III. Para la metodologia III se ha pensado en el perfil de Womersley.
Debido a la complejidad de operar con arménicos, se ha dejado el célculo de friccion a la expresién de
Poiseuille, y el célculo del coeficiente corrector k a Womersley. En nuestro caso, esta expresion depende
s6lamente de la frecuencia del ciclo cardiaco, de la geometria instantdnea de la seccién y del caudal. Por
tanto no requeria guardar los datos armoénicos de un ciclo previo.

Una vez se han generado las simulaciones numéricas, una por cada metodologia propuesta, se ha
procedido al analisis de los datos con una tnica funcién de error, la norma infinito. La razon, reducir
la complejidad en el andlisis para abarcar todas las metodologias y evitar una saturacién gréafica. La
conclusiéon del anélisis ha sido la siguiente: tras la implementacién de todas las metodologias el cambio
percibido en los datos obtenidos ha sido nulo o casi nulo. Sélo la metodologia II produce algin cambio
en algunos vasos del Grupo III y no sé puede afirma que haya sido a mejor, ni tampoco lo contrario.

Se colige de lo anterior que, para la simulacién numérica en su configuracién actual, ésta converge
a unos resultados que no varian de manera significativa si se procede después a cambiar los modos del
célculos de friccion y conveccion siguiendo las metodologias aqui presentadas. A la luz de los resultados,
la configuracién del Caso Inicial parece la idénea ya que require el minimo coste computacional.
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Capitulo 8

Conclusiones

Ha sido el interés principal de este trabajo desarrollar todas las herramientas matematicas que permi-
ten analizar el flujo circulante por los vasos arteriales pertenecientes a la circulacion sistémica y evaluar
desptes la influencia sobre los resultados numeéricos de suponer un perfil de velocidad u otro.

En este trabajo se han desarrollado las ecuaciones unidimensionales que permiten modelar el flujo a
través de los vasos arteriales. Para el supuesto de pared rigida, se ha obtenido la que aqui se denomina
como ecuacién de Womersley, que es el caso de flujo oscilante en vaso de pared rigida. Para el supuesto de
pared elastica, a través de la forma integral de la ecuacién de conservacién de masa y de la de momento, y
anadiendo la ecuacién constitutiva, se ha obtenido el sistema de ecuaciones unidimensional e hiperbdlico
que modeliza matematicamente. En este sistema de ecuaciones, aparecen los términos friccién y coeficiente
corrector del término convectivo, o de manera reducida, f y k.

En el apartado tedrico se han recopilado todos los perfiles de velocidad de relevantes, para analizar
sus expresiones y derivar los términos f y k. Para los perfiles Aproximado y de capa de Stokes, los cuales
tienen semejanza en el planteamiento de capa viscosa, se ha unificado el criterio del espesor de esta, dg,
al tomar la aproximacién propuesta por Bessems [I0]. Se ha constatado también la existencia de cada
uno de los perfiles como una solucién entre perfil plano y perfil Poiseuille, salvo los aludidos que ya lo
son, al incluir entre sus configuraciones los valores para perfil plano o Poiseuille. Tambien sucede con el
perfil de Womersley.

Se ha propuesto un criterio para clasificar los vasos arteriales. Extendiendo la idea de espesor de
capa viscosa, d,, sirve como pardmetro para clasificar los vasos arteriales Asi se generaliza el concepto
y se consigue realizar la clasificacién con un criterio que contempla la influencia de la frecuencia y la
geometria.

Respecto al perfil de Womersley y a la teorfa sobre la que se sustenta, se ha resuelto la ecuaciéon
y detallado todo el proceso hasta la consecucién de una expresion en el dominio de la frecuencia. Es
precisamente en la resoluciéon donde aparecen las dos grandes complejidades de esta solucién que propone
Womersley. La primera, la aparicion de funciones Bessel con argumento complejo. La otra, el ser una
solucion en el dominio de la frecuencia.

Para tratar con las funciones Bessel de argumento complejo ha sido necesario involucrar en el trabajo
la teoria sobre estas funciones y el modo de luego implementarlas. Para ello se ha hecho un trabajo
intermedio de conocimiento, uso y algoritmo. Todo ese trabajo ha quedado reflejado en los anexos en ,
donde se ha desentrafiado las series de potencias tras una notacién tan simple y en [C] donde se escriben
los algoritmos de la teoria sobre funciones Bessel necesarios para nuestro trabajo. En el caso que ocupa al
trabajo, son las funciones Kelvin las que permiten tratar las funciones Bessel como un nimero complejo
en notacion cartesiana.

Para tratar con el dominio de la frecuencia, ha sido necesario involucrar la teoria de Fourier para
variable discreta. Asi pues, se ha visto necesario buscar en librerias externas un algoritmo FFT que nos
permita un analisis arménico de la variable de interés. Este algoritmo se encuentra en los anexos §G.4] y
en la bibliografia [34]. Para la sintesis de la sefial y conseguir una funcién interpolatoria, se ha generado
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un codigo en §G.3.2 para obtener los coeficientes arménicos de la sefial, en este caso el caudal. Todo el
soporte tedrico se ha compilado y llevado a anexos §Bl

Es importante sefialar que se ha buscado una expresion del perfil de Womersley en funcién del caudal,
pues ésta es una variable conservada, no asi el gradiente de presién. Una vez el perfil se encontraba en
funcién del caudal, era posible abordar la derivacién de f y . El término fricciéon se ha derivado usando
propiedades de las funciones kelvin [32] y se ha formulado en funcién de los arménicos que tuviera la
senial. El termino integral ha sido més complejo. Para llegar a él ha sido preciso también de propiedades
de las funciones Kelvin y de un desarrollo mas elaborado. Pero se ha formulado la expresién para un
s6lo armonico. Si no es por aproximacién, el otro modo de calcular k es por integracién numérica. En
la Figura se muestra un coeficiente calculado para todos los vasos integrando mediante la regla del
trapecio. El rango tan grande de valores y la dificultad para implementar un algoritmo que calculase de
manera ciclica este coeficiente, hace que se la aproximacion de x mejor opcién.

Ademas de derivar los términos f y k, en este trabajo se ha implementado un algoritmo que insertado
dentro del modelo matematico, calculase estos términos de manera ciclica. Toda la explicacién teérica y
el planteamiento se han llevado a anexos en §Cl

El andlisis comparativo entre perfiles se ha llevado a cabo definiendo una serie de funciones de error
para poder cuantificar la diferencia entre los célculos de f y x con un perfil y el perfil de Womersley, el
cudl ha sido utilizado como referencia. En base a este andlisis se ha podido elaborar unas propuestas de
metodologia de calculo de f y k involucrando a algunos de los perfiles analizados en este trabajo, que era
uno de los objetivos principales.

Una vez establecidas distintas metodologias de céalculo, sustentadas por las conclusiones del andlisis
comparativo entre perfiles, hacemos una andlisis diferencial entre éstas. Se incorpora también la opciéon
por defecto. El resultado es, que la variabilidad entre metodologias es imperceptible en casi todas. Sélo
la Metodologia II produce cambios visibles.

Como con el resto de perfiles, para la solucién de Womersley se ha derivado una expresién para la
friccién y otra para el coeficiente corrector. Pero mientras la obtencién de la expresién de la friccion supone
una operacion lineal, derivando cada término del caudal, el coeficiente corrector implica una integral de
area de la expresién al cuadrado del perfil de velocidad fol v?ydy. Teniendo presenta que la expresién
del perfil serd una serie de tantos términos como se haya considerado necesarios, se ha hecho necesario
resolverlo con una aproximacién. Se ha propuesto para el coeficiente corrector la expresion obtenida para
la sefial de un armonico, caracterizada para la frecuencia del ciclo cardiaco.

La conclusiéon sobre el objetivo detallado de analizar la influencia, es que no ha habido tal influencia,
y, ante la evidencia, la mejor opcion de céalculo es la que se viene utilizando, por ser la de minimo coste.
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Apéndice A

Funciones Kelvin

A.1. Introduccion

La ecuacién de Bessel es una ecuacion ordinaria diferencial (ODE) de segundo orden, la cual se resuelve
a través del Teorema de Frobenius. La solucién es una combinacién lineal de funciones Bessel. La ecuacién
general de Bessel es

22w+ zw + (22 = Hw =0 (A1)

donde z es una variable arbitraria. El orden de la ecuacién Bessel depende del valor del pardmetro &.
Cuando £ = 0, la ecuacién de Bessel queda tal que

220 + z + 22w =0 (A.2)

y la solucién, es la combinacién lineal de dos funciones. Una funcién Bessel de primer tipo, Jy (z) y otra
del segundo tipo, Y, (z), ambas de orden cero,

y=c1do(z) + Yy (2), (A.3)
donde las constantes ¢; y ¢y estdn determinadas por las condiciones de contorno. Cuando la variable
x — 0, entonces

lim Yy = occ.
x—0

Si no queremos y(x = 0) = oo, entonces cy = 0.

William Thomson, méas conocido como Lord Kelvin, introdujo la siguiente ecuacién de Bessel, variacion
de la anterior,

1

qua(iJri)u—O (A.4)
x x

Es una ODE, como la de Bessel, de segundo orden, en la que aparece un ntimero complejo. La soluciéon

es una funcién de Bessel, pero, con argumento complejo.

3
y=c1de (ezﬂz) (A.5)
.z . , . . . . i3 . .
donde £ es el orden de la ecuacién, i = v/—1 el nimero imaginario y i*/2 = €’1™ en notacién cartesiana o
polar. Para nuestro caso, hemos considerado co = 0. Esta funcién Bessel da un valor complejo. Thomson
estudiaba la distribucién de corriente en un cable para describir la resistencia ohmica en éste, cuando
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descubrié las funciones que hoy llevan su nombre y que permiten analizar la funcién de Bessel con
argumento complejo.

Jg(e’%”ac) = Ber¢(x) + iBeig(x), (A.6)

llamadas funciones Bessel-real y Bessel-imaginaria. Es costumbre, cuando las funciones Kelvin vienen de
una ecuacion de Bessel de orden cero, usar la siguiente notacion,

Ber(z) = Bero(x) y Bei(x) = Beig(x).

A.2. Funciones Kelvin derivativas

Para la siguiente seccién, hemos acudido a las férmulas existentes en la literatura. De entre otras
fuentes, Abramovich and Stegun nos da las férmulas para £ = 0.

A.2.1. Funcién Bessel-real

La funcién Bessel-real se define como

Ber(z) = miio {COS (mg) %;?;;n} (A7)

e inducido por la funcién coseno, se observa lo siguiente

=0

~—

a) si m=l1, 3, 5,... = cos (m%
b) sim=0, 4,38, ...= cos (mg) =1

¢) sim=2,6,10,...= cos(m%) = -1

jus
2

Como consecuencia, as,11—9. Mediante cambio de variables del indice del sumatorio, m = 2n, calculamos
sblo los términos pares. Esto nos conduce a una redefinicién de la funcién Bessel-real,

S o (32"
Ber(z) =Y {(—1) )P } (A.8)

n=0
donde los valores del coseno vienen dados por (—1)™. Diferenciando la anterior formula, tenemos que

4dn—1

) B ) n2(2n)ZT B oo . (lx)‘l"—l
Ber' ()= 328 (0 B 1 =D

n=1 n=1

y sobre esta formula aplicamos cambio de variables en el indice del sumatorio, n = t+1, para que el indice
empiece en t = 0 y renombramos nuevamente el indice ¢ como n, para asi manter la misma notaciéon en
todos los sumatorios. Por lo tanto, la derivada de una funcién Bessel-real es,

oo

, 1ydnt3
Ber (2) = 3 {(1)n+1(2n J(r22))!(2n+ 1)!}' (A.9)

n=0
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A.2.2. Funcién Bessel-imaginaria

La férmula encontrada en literatura es

Bei(z) = i {sin (mg) (%:L);;”} , (A.10)

m=0

donde, inducido por la funcién seno, se observa que
a) ifm=0, 2,4, ...:>sin(mg) =0
b) ifm=1,509,...=sin(m}) =1
¢) ifm=3,7 11,... = sin (mg) =-1

Como consecuencia, as,,—o. Mediante cambio de variables del indice del sumatorio, m = 2n+1, calculamos
solo los términos impares. Esto nos conduce a una redefinicién de la funciéon Bessel-imaginaria,

. oo . (%$)4n+2 A
Bei(x) =Y {(_1) (2n+1)'2} (A.11)

n=0

donde los valores del coseno vienen dados por (—1)". Diferenciando la anterior formula, tenemos que,

4n+1
, 00 n(2(2n+ 1)) 724n+2
el (e) = 38 (- o

Por lo tanto, la derivada de una funciéon Bessel-imaginaria de orden cero es

%) z 4n-+1
Bei (z) = 2::0 {(—1)"(271(_231)!(271)!} (A.12)

El interés en calcular funciones kelvin de orden cero y sus derivadas estd, en que son a través de ellas que
conocemos el perfil de velocidades de Womersley.

A.3. Funciones Kelvin de primer orden

La obtencion de expresiones para las funciones Kelvin de primer orden tiene como utilidad la de
reescribir el perfil de velocidades de Womersley en funcién del caudal y no del gradiente de presion. Para
ello haremos uso de las distintas funciones Kelvin antes obtenidas y sus derivadas The calculation of the
first-order kelvin functions is in the interest due to the calculation of the Womersley profile when is in
function of the cross-sectional discharge. The recurrence relations of kelvin functions gives the following
expressions

= Funcién Bessel-real de primer orden

Beri(z) = 2

ol%

(Ber’ (z) — Bei’(x)) (A.13)

= Funcién Bessel-imaginaria de primer orden

V2

Beiy(w) = - (Ber’ () + Bei’(x)) . (A.14)

donde Ber' (z) y Bei (z) han sido definidos en (A9) y (AI2) respectivamente.
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A.4. Funciones mdédulo y fase

Las funciones médulo y fase permiten escribir en notaciéon polar las funciones Kelvin. Son, simple-
mente, una conversién de la notacién cartesiana a polar. Asi, tenemos que, la funcién Je(e’i™z), se puede
expresar en notacién compleja polar,

Je (1™ x) = M (z)e0®) (A.15)

donde el médulo se define por la expresién

Me(z) = \/(367“5(96))2 + (Beig(r)?) (A.16)
y la fase viene definida por @
= arctan Beig(z)

0(x) = arct (Berdx)) . (A.17)
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Apéndice B
Transformada de Fourier

La Transformada de Fourier reescribe cualquier funcién en una suma de funciones sinusoidales y
cosinusoidales [16]. Este proceso recibe el nombre de analisis porque es obtenido el espectro de la funcién,
o en otras palabras, el andlisis de los arménicos de la sefal [I7]. Esto sucedo s6lo en caso de funciones
periddicas o si queda acotado a un periodo de tiempo. La funcién continua de la Transformada de Fourier
se define

F(s) = /_OO fz)e 2™ dg (B.1)

donde f(z) es una funcién continua en x. El proceso inverso, denominado como la Inversa de la Trans-
formada de Fourier o sintesis, es el proceso de ensamblaje de la funcién a través del espectro de la
funcion [1617]. Se define

f(z) = [ O:O [ [ O:o f(x)eﬁmdm} e’ g, (B.2)

B.1. Transformada Discreta de Fourier

La Transformada Discreta de Fourier —DFT en inglés y TDF en castellano— es el proceso anadlogo de
la Transformada de fourier para datos discretos. Definamos la Transformada Discreta de Fourier usando
una notacién cercana a la que aparece en [I7]

N-1
X = Z xp etk /N (B.3)

n=0

con x, un conjunto de datos dado compuesto por muestras igualmente espaciadas. A esta expresién se
la denomina la Transformada Discreta de Fourier Directa, en contraposicién a la Inversa —IDFT en las
siglas en inglés. La IDFT esta definida por la siguiene expresion,

1 N-1
_ —i27kn/N
T = kz_:o Xpe ) (B.4)

Introducimos W™ y W~"F que son denominados factores de rotacién o en inglés, «twiddle factorsy,
donde

W = e?m/N, (B.5)

Usando esta notacién, la ecuacién (B.3)) se transforma en
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N-1 N—-1
X, = Z l,neiQﬂ'kn/N _ Z T, z27r/N Z onnk (BG)
n=0 n=0

y en el proceso inverso,

N—
1 —-n

Tn NE XkW k. (B.7)
k=0

La TDF es evaluada en este trabajo a través de algoritmo FFT, o Transformada Rapida de Fourier. El
FFT es un algoritmo que optimiza el cdlculo de manera eficiente. Dentro del libro [34] encontramos este
algoritmo del modo en el que hacemos uso de él.

B.2. TDF de datos reales

Para un conjunto de datos reales, ,, = 0 : N — 1, compuesto por muestras igualmente espaciadas,
introduzcamos algunas de las propiedades de la TDF de utilidad en el problema. Considerando que
el conjunto de datos, x,, se repite de manera periddica, la salida de la TDF también se repetira con
periodicidad N [I7HI9]. Asi,

X = Xpan. (B.8)

La salida de datos de la TDF seréd de datos con ntimeros complejos. Para una entrada de datos reales,
la salida de la transformada tendréd simetria conjugada [I7HI9]. Matemé&ticamente, es

R} = R{EY v S{Fi}=-S{F}. (B.9)

La notacién que se emplea para la conjugada de cada dato de salida Xy, serd

X;=X_y. (B.10)

Ahora, la TDF inversa puede ser dividida en cuatro componentes [17],

1 N-1
_ —nk
Tn = > X W
k=0
Xo 132 1 = X B4y
_ 0 —nk —nk N/2
_W—FN;X]CW +Nk_§N:+1XkW "‘FTCOS(TLT().

En el tercer sumatorio de la ec. (BI), el indice corre de n = & +1..N — 1. Usando la propiedad de
la periodicidad antes mencionada, se puede comprobar que,

N
N

N—-1 —1
Sooxwh = 3 X Wwrh =y x (B.12)
k=

k=% +1 k=—4 +1

Como nuestro conjunto de datos de entrada es real, es posible expresar el resultado anterior a través de
la conjugado por la propiedad de simetria conjugada de la TDF,

&g 4

1 3 1 3

v > X Wk = v > Xpwrk, (B.13)
k=1 k=1
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Por consiguiente, la ec. (BI1)) se convierte en

¥
XO I —nk x117nk XN/2
I"ZWJFN ’; {Xp W=k XpWwnr L+ cos (nm) . (B.14)

Hacemos notar que los factores W~="% y W™* son ntimeros complejos. Los coeficientes X, al ser el con-

junto de datos de entrada reales, son ntimeros complejos, tal que Xj = R {X;} + i3 {X}. Desarrollemos
el término dentro del sumatorio de la ec. (B14),

XiW = 4 XEW™ = (R X} + S {Xi}) (cos (2mnk/N) —isin (2mnk/N)

B.15
+ (R{X{} + 1S {X{}) (cos (2mnk/N) + isin (2rnk/N)) , ( )
donde X} es el complejo conjugado. Asi pues,
XeW =™ 4+ XpW™ = (R{X,} 4+ iS {X1}) (cos (2mnk/N) — isin (2rnk/N)) (B.16)
+ (R{Xr} —iS{Xk}) (cos (2mrnk/N) + isin (2rnk/N)) )
Una vez desarrollada la ecuacién de arriba, el sumatorio queda,
X X1
{X W=k 4 XY =2 ) © {R{ X} cos (2mnk/N) + S { X} sin (2mnk/N)} . (B.17)
k=1 k=1
Y la ecuacién de sintesis para la DFT para datos reales queda,
J-1
Xo , 2 N . Xny2
T =37 + N Z {R{Xy}cos (2mnk/N) + S{ X} sin (2mnk/N)} + cos (nm). (B.18)
k=1

donde la parte imaginaria se cancela.

B.3. Aproximacién trigonométrica usando la TDF

Dado un conjunto de datos reales y representado estos datos una senal arbitraria, existen varias
maneras de obtener una funcién que interpole esos datos. Una de ellas, y la que es de nuestro interés, es
la de utilizar la TDF para interpolar este conjunto de datos. En §B.2 aparece la ecuacién de sintesis para
datos reales, (B.IS), la cual funciona como una serie de Fourier para un dominio del tiempo continuo.
Los modos armoénicos de la sefal se calculan a través de la ecuacién de sintesis, y la suma de ellos en un
punto, retorna el valor original de los datos de entrada. Si reescribimos esta ecuacion,

-1
Ty = % + {an cos (2mnk/N) + b, sin (2mnk/N)} + % cos (nm). (B.19)
k=1
donde los coeficientes del sumatorio son
= ZRXe), b = 29Xy} (B.20)
an = N kS, UYn — N\S k .

siendo ag y an/2
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2 2
ap = NXOa anj2 = NXN/2- (B.21)

Usando la definicién del coseno de la diferencia de dos dngulos
cos (A — B) = cos Bcos A + sin Bsin A,
la ecuacién en (BI9) adquire mayor compacidad.
|

_Co CN/2
Ty = o+ k; en €08 (2mnk/N — ¢n) + — = cos (nm) (B.22)

donde los nuevos coeficientes son

[NIE

1 2
Cp = (ai + bi) 2 = N (§R2 {Xi}+ 32 {Xk}) ,

b SH{X
¢, = arctan — = arctan (X}

n, R{Xk}

(B.23)

Si deseamos transformar el reultado para cada valor de z;,, para (B.22) en una funcién continua en
t, 2(t), debemos considera que, el indice k, cambia discretamente a k + 1, teniendo correspondencia ese
cambio con el tiempo de muestreo, Ts. Entonces, pasar de una escala de tiempo discreta a cargo del indice
n a otra, dependiente del tiempo, t , es cuestion de aplicar un cambio lineal de escala. Por consiguiente,

41
co 2m k CN/2 t
% A — B.24
x(t) 5 + 2 Cp, COS (N Tst ¢n> + 5 CO8 (WTS) ( )
donde las frecuencias angulares armoénicas son
2mk
w(k) = — (B.25)

NT,
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Apéndice C

Womersley: Algoritmos para su
implementacién

C.1. Introduccion

In order to define the algorithms required in the analysis of a Womersley velocity profile and its
aplication to the computation of friction, we define the discrete time variable, ¢,

5:077;7271;3"'

with T the sampling time. A «sampling cycle» (SC), t(™ — t(m=1 "is defined as

t0" = {0, Ty, 2T, 3T ... (N — 1)T} + ™=

where (N — 1)Ty is the period of a heartbeat with N is the number of samples done in every SC. Each
SC is labeled with index m, being 1 < m < M where M is a parameter of the program. Let use m = 0
only on those arrays which save a state previous to the first SC.

We have a finite volume representing a section of an arbitrary vessel which is situated in the grid that
models a system of one or more vessels by its discrete position &. During a generic m SC the variation of
the radius is described changing in the discrete time

R™(2,8) = [R{™ ... RU™M]

In same fashion, vector ¢(™, defined as

g (2,8 = g™ ... ¢,

which is the array that contains the value of the cross-sectional discharge in every sample time in (™).
Computation of both cross-sectional area and discharge during t™) require the evaluation of the friction
f and convective term k at the same sampling times. That is, we need the following vectors:

A

FO @8 = [ k@) = R

It must be considered that the numerical solver used here evolves the solution in time, and vectors ¢("™
and R("™) can not be completed until the novel SC is finished. The strategy followed here approximates
vector f™) and k("™ using the interpolating coeficients in (B.24), involving the complete set of values
for both area and discharge, ¢~ and R(™~1, stored in the previous SC, approximating

Fm) o fm=1)  pm) (1)



114 Womersley: Algoritmos para su implementacion

All the commands that allow these calculations are placed in algorithm [7Z] First step requires the use
of algorithm 771 From ¢(™)[i], with 1 <4 < N, we will obtain a set of harmonics coefficients provided by
the Fourier transform that can be also used to interpolate the original data.

This transformation is done in two steps, first step, converting array ¢(™ [i] of real data in a new array
of double length, (™) [4], with 1 < j < 2N containing real and imaginary part. The imaginary part is
equal to zero,

(@[j], 2[5 +1]) := (qli], 0).

Applying the fast Fourier transformation (FFT), placed in algorithm ??, over vector ("™ [j], then

X [j] = FFT(z™)1j]),

with 1 < j < 2N, that contains the spectral coefficients for each frequency. For a paired term correspon-
ding with an arbitrary frequency, (X [j], X™)[j +1]), the odd term X ™) [j] will be the real compound
of the spectral coefficient and the even term X (™) [7 + 1] will correspond to the imaginary compound
of the spectral coefficient. Taking this into account and supported by the mathematical development in
§B.3l we can obtain the Fourier Series coefficients

clk], o[k], w[k], with 1 <k < N/2+1

that describe the trigonometrical series that interpolates the data set, and cam be computed using
equations in (B23). It must be stressed that from the N starting sampling points, the Fourier series
obtained has % + 1 modes.

Womersley numbers, afk] = R[i]y/w[k]/v where w[k] is the harmonic angular frequency, are the
argument of the procedure described in algorithm 72} With c[k], ¢[k], w[k] and a[k] geometrical functions,
functions [@33)) and ([@34]) can calculated for harmonic modes ranging from k = 1 to k = N/2. The
algorithm 7] commands next steps.

Function kelvinmodulus, in algorithm [Z7] call the Womersley number two times, first time to obtain
the zero order kelvin modulus, and the second time to obtain the first order kelvin function. With that
numbers, hig[k] can be obtained. In an analog process, d1g[k] is obtained calling two times function
kelvinphase for order 1 and 0 where «[k] is also the argument. It is found in algorithm 72l Geometrical
functions Mj[k] and e19[k] are function of hig[k] and d1o[k].

For each k mode, a friction and kappa term are obtained. The combination of geometrical functions
with the harmonic coefficients, allow us to calculate the harmonic terms of x and f, in equations (£41])
and ([@53), named as i and fi respectively. Thus,

N/2+1 N/2+1

f: Z fk7 K= Z K-
k=1 k=1

The constant mode, following the notation in the algortithm, & = 1, requires especial attention. In this
particular case, friction and convective term are calculated using the Poiseuille model. In section §£3.2] eq.
(#5) and eq.( 7)) gives the expression used for poiseuille terms within the algorithm. These calculations
must be repeated % + 1 within a loop.

C.2. Kelvin functions

The iterative sequence for the Kelvin function known as Bessel Real function is

Ber (a) — lH( -1 (3)" +1] -1 (5)"

on)? (2n — 1)? (2n — 2)* (2n — 3)°

] 7(_;)2]52%) 41 (C.1)

where n, is the number of iterations done. Therefore, the resulting algorithm is
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Calculation of the Bessel Real function for a given argument
1: function BER(«)

2: Ber:=1 > Initialize
3: for k=20..1 do

4 Ber := Berx (—1) % (a/2)"/ ((2k)2 (2k — 1)2) +1

5: end for

6: end function

The iterative sequence for the Kelvin function known as Bessel Imaginary function is

' vz (=1)(5)" a2 (-1 (%) a2 (-1 (9)" | ay?
st~ [[[ 63 i+ ) e+ )] S )

(C.2)

where n, the number of iterations done. Therefore, the resulting algorithm is
Calculation of the Bessel Imaginary function for a given argument

1: function BEI(«a)

2: Bei := (a/2)? > Initialize

3: for k=20..1 do

" Bei:=Bei*(—1)  (a/2)* / {(Qk +1)? (2k)2} + (a)2)?

5: end for

6: end function

Derivatives of zero-order Bessel functions

The iterative sequence for the derivative of the Bessel-Real function is

oo 1 ay3 (-1)(2)" 1 /ay3 (-1)(2)" 1
Ber' (a) = H[— {2 (5) } {(2n+2) (2n + 1) (Zn)} - {2 (5) }] {(2n) (2n — 1) (2n—2)} - {2
3)

and the resulting algorithm is

Calculation of the derivative Bessel Real function for a given argument
1: function DER_ BER(«)

2: der_ber_inicial:=— (a/2) /2 > Initialize
3: for k=20..1 do

4: der_ber:=der_ber*(—1)/ {(Qk +2) (2k +1) (Qk)} s (/2)* + der_ber_inicial

5: end for

6: end function

The iterative sequence for the derivative of the Bessel-imaginary function is

s a (=1) (
sl = || |(3) G

and the resulting algorithm is

R
S—
'S

2 3.22.1

(C.4)

~
[\v]
—~
[\~
3
|
—_
~—

(2n—1)>(2n—2)* (2n — 3)

N (a)] (=1 (5) +(%) | =D (5)

)
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Calculation of the derivative Bessel Imaginary function for a given argument
1: function DER_ BEI(«)

2: der__bei_ inicial:=(«/2) > Initialize
3: for k=20..1 do > k-index has to be end in a pair number
4: der_bei:=derBei*(—1)/ {(2k + 1) (2k) (2k — 1)} % (o/2)"+der_bei_inicial

5: end for

6: end function

Modulus and Phase calculations

We need to calculate the Modulus and phase functions of the kelvin functions seen above, which is
the way to write them in polar notation of. Algorithms below only allow to calculate zero order, when
p =0, and first order modulus and phase functions, when p = 1. When we have to calculate a first order
kelvin functions, we need to call algorithm [Z7] and algorithm [Z7] Thus, the algorithm to calculate the
modulus is

Calculation of the modulus for a given Bessel function with complex argument.

1: function KELVINMODULUS(p,«)
2: if p=0 then

3: a:=KelvinBer(«) > a, real part
4: b:=KelvinBei(«) > b, imaginary part
5: else if p=1 then

6: a :=+/2/2 (der KelvinBer(a) — der K elvinBei(a))

7: b :=+/2/2 (der KelvinBer(a) + der K elvin Bei(a))

8: end if .

9: kelvinmodulus := (a2 + b2) 2

10: end function

and the algorithm to calculate the phase

Calculation of the phase for a given Bessel function with complex argument.
1: function KELVINPHASE(p,«)
2: if p=0 then
a:=KelvinBer(«) > a, real part
b:=KelvinBei(«) > b, imaginary part
else if p=1 then
a :=/2/2 (der KelvinBer(a) — der K elvinBei(a))
b :=/2/2 (der KelvinBer(a) + der K elvinBei(a))
end if
9: kelvinphase:=arctan (b/a);
10: end function

P NPT w

C.3. Cross-section calculations

Geometrical functions appear in order to calculate the main function that define the womersley velocity
profile. These functions are calculated in the next algorithm

The cross-sectional discharge (q) and the Area of the vessel are the variables of the equations. So q(n)
will be a n-dimension array of the value of the cross-sectional discharge in n points. This data must be
processed to obtain the distinct compounds than are part of it.

The friction term in an arbitrary section depends on the geometry of the section and the harmonic
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Procedure to obtain the Womersley geometrical functions.
1: procedure GEOMETRICAL_ FUNCTIONS(c, h1g, M1, 010, €10)
2: hio := (2/alpha) - kelvinmodulus(1, alpha) /kelvinmodulus(0, alpha)
3: 010 := 3w/4 — kelvinphase(1, alpha) + kelvinphase(0, alpha)
4: My = (1 + h%O —2-hio- COS((;lo))%
5: €10 = arctan(hw - sin (510/(1 — hl() - COS 51()))
6: end procedure

Calculation of the harmonic coeflicients.
Require: Length(q) must be a power of 2

1: procedure HARMONIC__COEFFICIENTS(T,q[i],N,cli],phi[i],omegali])

2 N :=length(qli]) > Number of samples
3 71

4 for i < 2N do > Pad with zeros the imaginary part of the number
s aff] =i

6 afj+1]:=0

7 ji=7+2

8 end for

9: X[j] == FFT(x[j],N) > Application of the Fast Fourier Transform algorithm
10: j«1
11: for i=1..(N/2+1) do

12: cli] == 2 (X[j]> + X[j +1]?)7 /N

13: if i =1 then

14: cli] == ¢[i]/2

15: end if

16: if i =(N/2+1) then

17: cli] :==cli]/2

18: end if

19: @[i] := atan2(X[j + 1], X[4]) > Phase lag of the harmonic wave
20: wli] := (2m)/(NTs) - @ > Harmonic angular frequency
21: ji=7+2
22: end for

23: end procedure
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frequencies of the circulating flow. Because friction is a force, it can be defined as
F=> 1t (C.5)
i

where i is the harmonic compound of the friction. Analog case is what happens with the calculation of
the kappa coeflicient, where there as many kappa coefficient as frequencies has the circulating flow. In
the algorithm below it is written both cases.

Calculation of the friction term and Kappa value in a specific cross section of the vessel for an harmonic
frequency given in a specific cross-section.

1: procedure XSECTION__CALCULATION(R, f, kappa) > calc. o belonging to its harmonic
2: harmonic_ coefficients(Ts,q[ ],N,coef] ],phi[ ],omega[ ])
3: for i=1..(N/2+ 1) do
4: if i=1 then
5: f = —(8u/R?) - coefli] > friction term associated to a poiseuille-shape profile
6: kappa:=4/3 > convective term associated to a poiseuille-shape profile
7 else
8: a = R\/omegali] /v
9: geometrical functions(a, hig, M10, d10, €10)
10: fk = /LCYQ/RQ . {h10/M10} C[Z] - sin (omega[i] -t — (]5[7/] — (510 — 610)
11: f=F+T
12: RE =
13: (14 cos(3m/4) /o — 2+ hyg - cos(819) + (a/4)h3, - cos(3m/4 — 2819)) - cos(2e€10) /M3,
14: + (—sin(37/4)/a + 2 - hyg - sin d19 + (o/4)h3, sin (37/4 — 2610)) - (sin 2e19/M7,)
15: K=K+ K
16: end if
17: end for

18: end procedure
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A.7. Geometrical
functions

[ alpha(R(x), omegali]) ]

(' a:=kelvinmodulus(1,alpha) ) ( ci=kelvinphase(1,alpha) )

( b:=kelvinmodulus(0,alpha) ) ( d:=kelvinphase(0,alpha) )

( h10:=(2/a

Ipha)-(a/b) D) ( deltal0:=3pi/4-c+d )

(MlO:=sqrt(1+h10-cos(delta10)))

(epsilonlO:=(h10-sin(delta10)/(1-h10-cos(delta10))

Eﬂo,delta10,M10,epsi|on1(ﬂ

Figura C.1: Algorithm [77] Geometrical functions.
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qlil.Ts A.8. Calculation of
! Harmonic coefficients

i>2N

Y vrrr———

— > - { XI[j1:=FFT(x[j1) )
x[j]

X[j1

x[jl:=qli] — i>N/2+1
i=N/2+1
( phi[il:=atan2(X[j+11,X[j1) )

( omegalil:=(2p))/(N-Ts)-(i-1) )

( clil=@/N)-(X[D2+(X[+11)2)°2 )

( clil:=0.5-c[i] )

Il
=

i=l

[ clil, phi[i]l, omegali] ]

Figura C.2: Algorithm [72] Calculation of the harmonic coefficients.
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[ R[x=Xq,t=tg] }

A.9.: Calculation of
Harmonic coefficients

A.9. Cross sectional
calculations

c_k, phi_k, omega_k

i>N/2+1

F.3. Harmonic alpha

A.7. Geometrical
functions

( f:=f_poiseuille ) delta_10, h_10, M_10, epsilon_10

(' F.4. Harmonic friction )
(' kappa:=kappa_poiseuille ) £k

( E5. Harmonic Kappa )

kappa_k

( F.1.f_poiseuille )

( F.2. kappa_poiseuille )

(kappa:=kappa+kappa_k)

1

kappa(t=tp)
f(x=xq.t=to)

Figura C.3: Algorithm 9. Cross-sectional calculations.
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Apéndice D

Calculos auxiliares para perfiles de
velocidad

D.1. Poiseuille: flujo estacionario en vaso de pared rigida

El médico francés J.L.M. Poiseuille in 1840 introdujo la primera aproximacién matemaética sobre
el comportamiento de la circulacién sanguinea. Las hipétesis del flujo son, unidireccional, axisimétrico,
estacionario e inducido por un gradiente de presién constante. Estas dos ultimas condiciones descritas
con

00

ot

0, £ =—p,.
 Fp =P

y sujeto a la condicién de flujo axisimétrico y de unas condiciones de contorno y geométricas ,

Ay /Or|y—o =0, v(r=D/2)=0

asumiendo la condicién de no deslizamiento del fluido en la pared. Con esas condiciones, re-escribimos la

ec. [27):

w0 Ovg\ B
L (1) = (b1

Integrando (D.)) dos veces y aplicando condiciones de contorno, obtenemos:

V(1) = Z—;(RQ — ) forr € (0, R] (D.2)

donde R es el radio del perimetro del vaso, o lumen. Por tener velocidad s6lo en uno de los ejes, simpli-
ficaremos la notacién llamando v, = v e introduciremos el radio adimensional, y = r/R. Por lo tanto, el
perfil de Poiseuille queda de la siguiene forma

o(y) = %32(1 —4?)  paraye (0,1). (D.3)

El calculo del caudal en la secciéon transversal del vaso, para radio adimensional y, se realiza con la
siguiente expresion,

Q:/AvdA:/Av(r)rdﬁdr://v(y)RydﬁRdy (D.4)
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el cual, para el caso de flujo de Poiseuille, nos da

1 4
o2 [(Propa ooy o 2mpe a (Y0 '] wR'p.
Q =21R —4MR (1—y*)ydy = e R {2 4]0 T (D.5)

El perfil de velocidades de Poiseuille, en funcién de @, queda

_ 20

= W—RZ(l —1?) para y € (0,1). (D.6)

v(y)

D.2. Stokes: obtencién del parametro ¢,

El perfil de capa viscosa de Stokes es un perfil hipotético que formul6 Olufsen [§]para grandes y
arterias y medianas para conseguir un perfil que se adaptara a la existencia de una capa viscosa en la
pared. Supone la aceptacion de una region central donde el perfil de velocidad tiene valor constante y
una region lateral o lindante con la pared del vaso, con valores decrecientes e una progresion lineal hasta
el valor nulo en la pared por la condicién de no deslizamiento.

) gov for y < (1 —0s)
U(y’m’t)_{g(l—y)v for (1—0)<y<1 (D7)

donde ¢q, funcién constante en la seccién transversal, v, velocidad promedio en la seccién transversal y
Js, espesor adimensional de la capa viscosa. En [I1], Van de Vosse clasifica el perfil de capa de Stokes en
la categoria de perfil hipotético e introduce la funcion ¢y. Como declara Olufsen, u, es la velocidad axial
en la regién central, y usando la notacién de Van de Vosse, u, = ¢ov. Cumpliendo el balance de masa, se
garantiza un valor de ¢ correcto. Por ellos, se procede a calcular el caudal, ), mediante la integral de
area de la ecuacion (D.7]).

1-38¢ 1
Q = 2rR? / povydy + 27 R? / %0 (1 —y) vydy (D.8)
0

1-5, Os

Por la definicién de caudal para seccién circular, Q = wR?v. Si se utiliza el pardmetro y. = 1 — &5, se
simplifica las operaciones

Ye ~ 1 (bO ~ 1
Govydy + [ (1 —y)oydy = 5 (D.9)
0 . —Ye 2
donde la integral en la regiéon central
Ye y2
Povydy = ¢o?c (D.10)
0
y la integral en la capa viscosa
1-6 2 371
) _ o0 |y Y Po 2
—(1- dy = = - = =—11 e — 2 D.11
/O 5, (L= v)oydy Tz 5], o [1+ve—2y] (D.11)
Reemplazando el valor de las integrales en la ecuacién (D.9))
3 =3¢oy? + do(1 + ye — 2¢7) (D.12)

Despejando ¢g en funcién de vy,
3

S

(D.13)
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y en funcién de J;
3

con d; el espesor de capa viscosa.

D.3. Aproximado: derivacion del perfil

El perfil Aproximado fue desarrollado e implementado por Bessems en citebessems2007, donde amplia
el trabajo de Hughes and Lubliner [I3] y realiza una variacién sobre el concepto de perfil hipotético. Ya
Olufsen [8] habia propuesta un perfil segmentado bajo el la hipdtesis de una capa viscosa. Pero su hipdtesis
impone las condiciones sobre el perfil. Bessems, asume la capa viscosa utilizada por Olufsen e impone las
condiciones sobre la ecuacion gobernante del flujo. La hipétesis supone dos regiones del flujo, un nicleo
central dominado por las fuerza de inercia, y una zona adyacente a la pared del vaso donde domina la
friccion. Esta hipdtesis induce dos regiones en la seccién, con una ecuacién gobernante simplificada para
cada region. La ecuacién que gobierna el flujo, ya calculada en la seccién §2] es

vy,  Op pl|o Ovg
Por = aﬂr[ar@ar)]

Cuando se asume flujo dominado por la inercia es

vy dp

ot T ox

expresion que conlleva un perfil plano en la seccién transversal. En el limite cuando r — R, anlz O =0,
r—

uwlo vy dp

Ll Bl = D.15

r [67" (T or >} ox ( )
siendo consistente con la hipétesis previa de flujo dominado por la friccién, y que da como resultado la

expresion de la ecuacion de flujo Poiseuille, restringida a la region lindante con la pared del vaso. En el
limite entre regiones, se supondra equilibrio de fuerzas,

lo que conduce a la siguiente expresion,

Oov, pl|o vy
i [ar (a)} : (D-16)
Realizando un anélisis dimensional del equilibrio,
ov* o LoV ] u* | 0 ov*
* e = * D.1
lpoVecol " 5 {5 5 52] v Lo\ o (D-17)

donde p = pop*, p = pop*, t = t*/w y r = r*d. El pardmetro dimensional § es el espesor de capa
viscosa y por tanto, determina la regién de aplicacién de la ecuaciéon (D.I5). El orden de magnitud de los
pardmetros dimensionales de la ecuacién es el mismo, asi que,

O(poViwn) ~ 0(;12) > §~o( /) (D.18)

Si se considera el espesor de capa viscosa adimensional, s = d/R, y se hace uso de la definicién de ntimero
de Womersley, entonces
§~O0(a™t). (D.19)

Considérese la obtencion de un perfil de velocidad para un dominio dividido en dos regiones. Se define
la ecuacién adimensional para la regién viscosa, y € yc, 1, donde y. = 1 — §5. Considérese también que
pz = —0, P. La ecuacién (D.IH) queda del siguiente modo
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pld (g 1d
RyRdy YR dy

> =Pz VYE Y1) (D.20)
y para la regién central, se define directamente un valor constante para el perfil de velocidad, tal que
v(y) = V¢ Yy € [anc)'

Para obtener el perfil de velocidad completo, se tiene que resolver la ecuacién (D.20) y obtener el
valor de v, en funcién del resto de variables, a través de la ecuacion de conservacion de la masa. Se inicia
el primer paso, integrar una vez la ecuacién (D.20)),

Jolesy) =5 ®2

lo cual da
dv, Pal? paR? y?
— ) =- dy = ——=—+ (1. D.22
(ydy) /Myy o O (D.22)
Integrando una segunda vez,
2
w2y
lo cual da
wRQ 2
vy = _pT yZ +CyIny+ Co. (D.24)

Aplicando condiciones de contorno en la pared del vaso en y = 1 y en la frontera entre regiones, en y = y.,

pa:RQ Uc pxR2 (1 — yz)
vz (y = 1) 2= va(y = ye) = [ T R (D.25)
Sustituyendo los valores de las constante en la ec. (D.24)
v_zﬂ(l_2>+ v_pg;R2(1_ 2 Iny (D.26)
T 4 4 ¢ 4 Ye) | n Ye '
Se calcula el caudal en la seccién transversal, )
Ye 1
Q = 2rR? / veydy + 21 R? / v ydy (D.27)
0 Ye
—_——
Integral I Integral II
La integral I resulta
Ye y2 Ye
27TR2/ veydy = 21 R? |:’UCQ:| = VT (Ryc)2 : (D.28)
0 0

La Integral II resulta
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2 ! 2 ' [paR? 2
2R veydy = 2R ﬂ {1 -y }ydy
Y Ye

c

integral II.1

(D.29)
4 2rR? /1 e DY |y dy — 2n R /1 Pl (1= yi) Iy |,
v L “Inye ve 4p Inye.
integral I1.2 integral 11.3

= La Integral II.1 después de reorganizar términos,

2 rl 4 2 471
QWRszf / [{1—y2}ydy] TR, l:y_y:|
c Ye

2 2 4
v R:‘ (D.30)
TR*p, o 2
= 8/1* (1 - yC)
= La Integral I1.2
omR2v, [* o R2v, [y2 2q 1
@/ ylny] dy = 27 {ylny/ydy}
Iny. J,, In y. 2 2y Ve
2 2 211
_ 2rR%v. {y Iny — y] (D.31)
In . 2 4 Ve
TR, , 4 9
T (ve — 2y2 Iny. — 1)
= La Integral I1.3
21 R4p, (1 — y2) ! TRp, (1 — y2)
_— Iny|ldy = —————22 142 — 22 Iny. — 1 D.32
iy, /y [yIny]dy Sl g {y2 — 292 Iny. — 1} (D.32)

Juntado los términos integrales resueltos, se tiene el caudal en la seccién transversal, @), en funcién de la
ve vy de ¥y, localizacién de la frontera entre regiones.

TR (ye —1)  mRpe (1—ye) ye (1+92) +1 -2

@=ve 2Iny, 8u In gy,

(D.33)

Porque v = /A, velocidad promedio, con A = mR?, entonces, v, velocidad en el nicleo central o region
dominada por la inercia, se tiene en funcién de la velocidad promedio.

=1l

21nyc szQ
e {y§—1}+ g Unve (L+92) — (w2 - 1)} (D.34)

Por tanto, se tiene un perfil de velocidad en funcién del gradiente de presién y de la velocidad promedio,

_( 2Iny Dy R2
szv{yg_l}—k ZM {(1+y§)lny+1—y2}. (D.35)
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Apéndice E

Distribucion de las variables de
calculo de la simulacion

El esquema matemaético esta formulado sobre un sistema de ecuaciones unidimensional y las variables
de este sistema de ecuaciones son variables conservadas, es decir, variables sobre las que se puede aplicar
el principio de conservacion de la masa o conservacién del momento. A continuacién, se muestran algu-
nas variables, donde A y ) son variables conservadas, P depende del area, A, a través de la ecuacién
constitutiva, el gradiente de presion, P, es una variable derivada de la presién, P, asi como V', velocidad
promedio en la seccién, lo es de Q y A.

» area: [A] = [em?]

= velocity: [V] = [em - s71]

s discharge: [Q] = [em? - s71]
= pressure: [P] = [kg-cm - 572

= pressure gradient: [P,] = [kg - s72]

Para analizar los datos generados por la simulaién, recogemos algunas de las variables significativas

para un ciclo cardiaco simulado y realizamos un tratamiento de los datos para conocer la distribucién de
sus valores. La Figura [E.J] muestra los valores del 4rea de la seccién para todos los vasos.

The box-and-whisker graphic for cross-sectional area distribution for all the arterial vessels is

area [cmz]

- = - - = LS LN
oLl 1l bl )] IT i T T T it | | I TiTicki i Tkt Thb bt ik i | Tbb Tt i d i g g i i idddiiiiid
12345678 9101112131415 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 56 59 60 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80 81 82 83169170

vasos arteriales

Figura E.1: Arterial section development along a pulse-heart cycle.

Para el caudal se tiene la Figura [E.2] mostrando la variabilidad
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caudal [cmz B'l]
T

LI rl T lsid HE |
°r= ::‘::..:";%:I::::::::':l:'lxl:J.:?:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

oL L LU ULV L LD b bbbyl

12345678 91011121314 151617 16 10 20 21 22 23 24 25 26 27 28 20 30 31 32 33 34 35 36 37 38 30 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 61 62 63 64 65 66 67 63 69 70 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80 81 82 83169170

vasos arteriales

Figura E.2: Cross-sectional discharge along a period of pulse-heart cycle.

Para el el gradiente de presién, variable derivada se muestra en la Figura [E.3]

gradiente de presion [kg (5 '2]

NI NN NN

12345678 91011121314 1516 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71 72 73 74 75 76 77 76 79 80 81 82 83169170

vasos arteriales

Figura E.3: Distribution by quartiles of the pressure gradient along a pulse-heart cycle.
End.

Sobre el gradiente de presiéon

Para el cdlculo de esta variable derivada, la implementacién depende del nimerdo de celdas de las
que disponga el vaso. Para n = 2, realizamos

op _ P(2) - P(1)
or Az
donde P(1) y P(2) se refieren a la presién en la entrada y en la salida respectivamente y Az es la longitud

de la celda del mallado. Cuando el vaso esta detallado con tres celdas o mas, se utiliza la féormula de
derivacién numérica de «Diferencias Centrales». Entonces, para n > 3

@7 Pli+1)—Pi—1)
or 2Ax

donde la celda i es una celda centrada en el vaso, y con los valores de las celdas i — 1 e ¢ + 1 contiguas,
se evalia el valor de la derivada en 1.

Si se analiza cémo varia el gradiente de presion segin la clasificacién propuesta en §5.2] se podréd
apreciar si hay cambios relevantes. En las Figuras [E4] y se muestra la evolucién de los valores para un
ciclo cardiaco.
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Figura E.4: Grupo I: gradiente de presién. Distribucién de valores.
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Figura E.5: Grupo II: gradiente de presion. Distribucién de valores.

Figura E.6: Grupo III: gradiente de presion. Distribucién de valores.

vasos arteriales
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Apéndice F

Evolucién temporal a lo largo de un
ciclo
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Figura F.1: Vaso 1. Evolucién temporal de la friccién y la conveccién a lo largo de un ciclo cardiaco.
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Figura F.2: Vaso 3. Evolucién temporal de la friccién y la conveccién a lo largo de un ciclo cardiaco.
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Figura F.3: Vaso 27. Evolucion temporal de la friccién y la conveccion a lo largo de un ciclo cardiaco.
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Figura F.4: Vaso 29. Evolucion temporal de la friccién y la conveccion a lo largo de un ciclo cardiaco.
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Figura F.5: Vaso 15. Evolucion temporal de la friccién y la conveccion a lo largo de un ciclo cardiaco.
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Figura F.6: Vaso 49. Evolucion temporal de la friccién y la conveccion a lo largo de un ciclo cardiaco.
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Figura F.7: Vaso 20. Evolucién temporal de la friccién y la conveccién a lo largo de un ciclo cardiaco.
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Figura F.8: Vaso 34. Evolucion temporal de la friccién y la conveccion a lo largo de un ciclo cardiaco.
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Figura F.9: Vaso 56. Evolucion temporal de la friccién y la conveccion a lo largo de un ciclo cardiaco.
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Figura F.10: Vaso 60. Evolucién temporal de la friccion y la conveccién a lo largo de un ciclo cardiaco.
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Figura F.11: Vaso 59. Evolucién temporal de la friccién y la conveccién a lo largo de un ciclo cardiaco.
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Figura F.12: Vaso 64. Evolucién temporal de la friccion y la conveccién a lo largo de un ciclo cardiaco.
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Figura F.13: Vaso 67. Evolucién temporal de la friccion y la conveccién a lo largo de un ciclo cardiaco.
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Figura F.14: Vaso 6. Evolucion temporal de la friccién y la conveccion a lo largo de un ciclo cardiaco.
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Figura F.15: Vaso 46. Evolucién temporal de la friccién y la conveccién a lo largo de un ciclo cardiaco.
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Figura F.16: Vaso 69. Evolucién temporal de la friccién y la conveccién a lo largo de un ciclo cardiaco.
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Programacién de los procedimientos
de analisis

G.1.

Calculo de la friccion

En esta seccién se va a calcular los valores para todos los términos de friccién para un ciclo cardiaco.
Las féormulas empleadas son

f=—8umv
f=-2(n+2)urv
67 L
T T (3-30, +02)4,

~
I
<

1Qra? hag

fe=

v

A
PRI

TR?

5 2 -1)}

sin (wkt — ¢ — 010 — 610) .

donde la friccion de Womersley estd formulada para un sélo armoénico.

C

C

Last change: hm
DESCRIPCION: Caso

PROGRAM EXPLICITO
implicit none
GLOBALES

DOUBLE PRECISION
ALLOCATABLE

DOUBLE PRECISION
ALLOCATABLE

DOUBLE PRECISION
ALLOCATABLE

09 Feb 2017

09:27 pm

Poiseuille

Potencial

Capa de Stokes
Aproximado

Womersley

calculamos todos los tipos de friccién

U
Uu(:)

A
AC:)

P
P(:)
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C

DOUBLE PRECISION
ALLOCATABLE

DOUBLE PRECISION
ALLOCATABLE

DOUBLE PRECISION
ALLOCATABLE
DOUBLE PRECISION
ALLOCATABLE
DOUBLE PRECISION
ALLOCATABLE
DOUBLE PRECISION
ALLOCATABLE
DOUBLE PRECISION
ALLOCATABLE
DOUBLE PRECISION
ALLOCATABLE
DOUBLE PRECISION
ALLOCATABLE

DOUBLE PRECISION
ALLOCATABLE

DOUBLE PRECISION
INTEGER
DOUBLE
DOUBLE
DOUBLE
DOUBLE
DOUBLE
DOUBLE

PRECISION
PRECISION
PRECISION
PRECISION
PRECISION
PRECISION

DOUBLE PRECISION
DOUBLE PRECISION
ALLOCATABLE
ALLOCATABLE

DOUBLE PRECISION
ALLOCATABLE

DOUBLE
DOUBLE
DOUBLE
DOUBLE
INTEGER
DOUBLE PRECISION
ALLOCATABLE
DOUBLE PRECISION
ALLOCATABLE

PRECISION
PRECISION
PRECISION
PRECISION

C VARIABLES AUXILIARES

INTEGER

Programacion de los procedimientos de andlisis

FRICTION
FRICTIONC(:)
F_POIS
F_POIS(:)
F_PL4
F_PL4(:)
F_PL9
F_PLO(:)
F_SL
F_SL(:)
F_APP
F_APP(:)
F_WOM
F_WOM(:)

T
T(:)

DT 'PASO DE TIEMPO

N_SAMPLINGS

DELTA | DELTA [CM]>> param.input

N_PL IPARAMETRO POWER-LAW

PHI_O IVALOR FUNCION STOKES LAYER
XI_C,Y_C IESPESOR CAPA VISCO
PHI_1 ,PHI_2 ,ALPHA,OMEGA IVALOR FUNCIONES APPROXIMATED
RADIO, ADIM 'RADIO DEL °

ERROR_POIS,ERROR_PL4 ,ERROR_PL9

ERROR_SL ,ERROR_APP
ERROR_POIS(:),ERROR_PL4(:),ERROR_PLO9(:)
ERROR_SL (:),ERROR_APP(:)

C_K,PHI_K,OMEGA_K
C_K(:),PHI K(:),0OMEGA_K(:)

!COEFICIENTES SERIE FOURIER

I NUMERO WOMERSLEY ARMONICO
| WOMERSLEY FUNCIONES GEOMETR.
| WOMERSLEY FRICCION ARMONICA

ALPHA K
H_10,M_10 ,EPSILON_10,DELTA_10
FRICTION_ K, ARGUMENTO

MU ,RHO, GRAVITY

ADIMENSIONALIZAR
NORMA_CUADRADO , NORMA_INF
NORMA_CUADRADO (:) , NORMA_INF (:)
MEDIA_ MUESTRAL ,CUASIVAR MUESTRAL
MEDIA MUESTRAL (:),CUASIVAR MUESTRAL (:)

'0 ES NO; 1



G.1 Calculo de la friccion

C

&

INTEGER

ALLOCATE
ALLOCATE
ALLOCATE
ALLOCATE
ALLOCATE

ALLOCATE
ALLOCATE
ALLOCATE
ALLOCATE
ALLOCATE
ALLOCATE
ALLOCATE
ALLOCATE

ALLOCATE
ALLOCATE
ALLOCATE
ALLOCATE
ALLOCATE

ALLOCATE
ALLOCATE
ALLOCATE

K,MAX_FRECUENCIAS !WOMERSLEY
DOUBLE PRECISION PI,AUX1,VASO
C LECTURA PARAMETROS
OPEN (UNIT=1,FILE=’param.input’)
READ (1 ,*) MU
READ (1, =) RHO
READ (1,%) GRAVITY
READ (1 ,%*) N_SAMPLINGS
READ (1,%*)DT
READ (1,%*) ADIMENSIONALIZAR
CLOSE (1)
C RESERVA DE ESPACIO DE MEMORIA DE VARIABLES GLOBALES

(U
(A
(P
(P_X
Q

(FRICTION
(F_POIS
(F_PL4
(F_PL9
(F_SL
(F_APP (
(F_WOM

(T

(

AN~~~

(
(

(ERROR_POIS

(ERROR_PL4
(ERROR_PL9

(ERROR_SL

IVISCOSIDAD DINAMICA ,MU

1:N_SAMPLINGS))
1:N_SAMPLINGS))
1:N_SAMPLINGS))
1:N_SAMPLINGS))
1:N_SAMPLINGS))

1:N_SAMPLINGS))
1:N_SAMPLINGS))
1:N_SAMPLINGS))
1:N_SAMPLINGS))
1:N_SAMPLINGS))
1:N_SAMPLINGS))
1:N_SAMPLINGS))
1:N_SAMPLINGS))

(1:N_SAMPLINGS))
(1:N_SAMPLINGS))

(1:N_SAMPLINGS))

(1:N_SAMPLINGS))

(ERROR_APP (1:N_SAMPLINGS))

(C_K
(PHI_K
(OMEGA _K

(1:N_SAMPLINGS/2+1))
(1:N_SAMPLINGS/2+1))
(1:N_SAMPLINGS/2+1))

WRITE (*,%) >PARAMETROS _DEL_,PROBLEMA : ’
WRITE (s, k) 7 sk ok ok ok ok ok % s % s s ok ok ok ok ok ok % % % % ok ok

WRITE (*,*)>VISCOSIDAD DINAMICA:,’,MU

WRITE (*,*) >DENSIDAD:,’ ,RHO

WRITE (*,%*) °>GRAVEDAD:,’ ,GRAVITY

WRITE (*,%*) > NUMERO_ DE_MUESTRAS:,’,N_SAMPLINGS
WRITE (*,*) >PASO,DE_TIEMPO:,’,DT

LECTURA DE DATOS DEL VASO SANGUINEO

OPEN (UNIT=1,FILE=’data.input’)

DO N=1,N_SAMPLINGS
READ (1,*) VASO,T(N) ,A(N),AUX1,AUX1,P(N)

,AUX1 ,Q(N) ,U(N) , AUX1,AUX1,AUX1,AUX1,P_X(N)

WRITE (*,*)T(N),A(N),P(N),Q(N),U(N),P_X(N)

END DO
CLOSE (1)

DO N=1,N_SAMPLINGS
P(N)=P(N)#*1.32594D0

141

IVISCOSIDAD DINAMICA ,MU



142 Programacion de los procedimientos de andlisis

P_X(N)=P_X(N)*1.32594D0
END DO

IF (ADIMENSIONALIZAR.EQ.1) THEN
ADIM=0.5DO*RHO*U (1) **2
ELSE
ADIM=1.d0
END IF
WRITE (*,%) ?ADIM:’ ,ADIM
cceeeeceeceeeeeceeceeeeeceeceeceeecececeeeececeeeeecececceeeececeeecceececeeeccececee
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCeeceeeeeeeeceeeeeceeeeeeeceeeececeeeeccececeeececececcece
C VALOR DE PI
PI=ATAN (1.D0)*4.DO
C VALOR DE LA FRECUENCIA ANGULAR
OMEGA=2%PI
C POISEUILLE N_PL=2.DO
N_PL=2.DO
DO N=1,N_SAMPLINGS
FRICTION(N)=-2.DO*(N_PL+2.D0)*PI*xMU*U(N)
F_POIS(N)=FRICTION(N)
END DO
C POWER-LAW N_PL=4.DO
N_PL=4.DO
DO N=1,N_SAMPLINGS
FRICTION(N)=-2.DO*(N_PL+2.DO0O)*PI*xMU*U(N)
F_PL4 (N)=FRICTION(N)
END DO
C POWER-LAW N_PL=9.DO
N_PL=9.DO
DO N=1,N_SAMPLINGS
FRICTION(N)=-2.D0O*(N_PL+2.DO0)*PI*MU*U(N)
F_PL9(N)=FRICTION(N)

END DO
C STOKES LAYER
C Variables exclusivas:PHI_O,DELTA, ALPHA
DO N=1,N_SAMPLINGS
RADIO=SQRT (A(N)/PI)
ALPHA=RADIO*SQRT (RHO*OMEGA/MU)
DELTA=SQRT (2.d0)/ALPHA
DELTA=RADIO*MIN(DELTA,1.DO)
!DELTA=0.1D0 ESTO ES LA PROPUESTA DE OLUFSEN Y DE SCHILGTING...
PHI_0=(3.DO*RADIO*%*2.D0)
PHI_0=PHI_0/(3.DO*RADIO**2-3.DO*RADIO*DELTA+DELTA*%*2.D0)
FRICTION(N)=-2.DO*PI*MU*PHI_Ox*(RADIO/DELTA)*U(N)
F_SL(N)=FRICTION(N)
END DO
C APPROXIMATED
C Variables exclusivas: XI_C,ALPHA,PHI_1,PHI _2,P X

DO N=1,N_SAMPLINGS
RADIO=SQRT (A(N)/PI)
ALPHA=RADIO*SQRT (RHO*OMEGA /MU)

XI_C=1-SQRT(2.d0)/ALPHA
XI_C=MAX(XI_C,0.D0)
PHI_1=4.DO*PI*MU/(XI_C*%2-1.D0)
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PHI_2=(PI*RADIO**2)*0.5D0*(XI_C**2-1.D0)
FRICTION(N)=PHI_1*U(N)-PHI_2*P_X(N)!corregido segun signo real del gradien:
F_APP(N)=FRICTION(N)

END DO
C WOMERSLEY
C Variables exclusivas: MAX _FRECUENCIAS, H_10,M_10,EPSILON_10,DELTA_10,ALPHA K,.

WRITE (*,%) ’Computando serie equivalente de fourier...’

CALL SERIEFOURIER(Q,N_SAMPLINGS ,DT,C_K,PHI_K,6OMEGA_K)
MAX _FRECUENCIAS=N_SAMPLINGS/2+1
WRITE (*,*) ’Computando ,los valores de friccion...
DO N=1,N_SAMPLINGS
RADIO=SQRT(A(N)/PI)
!'DO K=1,MAX_FRECUENCIAS ! esta es la expresidén correcta
!DO0 K=1, (MAX_FRECUENCIAS-1)/10 ! esta fue una proba
DO K=1,40 !DEJAMOS ESTA, AHORRA MUCHO TIEMPO DE CALCULO
IF (K.EQ.1) THEN
FRICTION(N)=-8.DO*PI*MU*C_K(K)/A(N)
END IF
IF (K.GT.1) THEN
ALPHA _K=RADIO*SQRT (RHO*OMEGA_K (K)/MU)
CALL GEOMETRICAL (ALPHA K,H_10,DELTA_10,M_10,EPSILON_10)
ARGUMENTO=0MEGA_K (K)*N*DT-PHI_K(K)-DELTA_10-EPSILON_10
FRICTION_K=MU*C_K(K)*(H_10/M_10)* (ALPHA_K/RADIOD)*x*2
FRICTION_K=FRICTION_K*SIN(CARGUMENTO)
FRICTION (N)=FRICTION(N)+FRICTION_K
END IF
END DO !'DO K=1,MAX_FRECUENCIAS
F_WOM(N)=FRICTION(N)
END DO !'DO N=1,N_SAMPLINGS

OPEN (UNIT=1,FILE=’friccion.out’)
DO N=1,N_SAMPLINGS
WRITE(1,*)T(N)-T(1),F_POIS(N)/ADIM,F_PL4(N)/ADIM,F_PL9(N)/ADIM
& ,F_SL(N)/ADIM,F_APP(N)/ADIM,F_WOM(N)/ADIM
END DO
CLOSE (1)
dJddddddddddddddddddddddddddddddddddddddddaddddaddddaddddaddddaddddaddddaddddddddd
C CALCULO DE LOS ERRRORES
I0PEN (UNIT=1,FILE=’error.out’)
DO N=1,N_SAMPLINGS
ERROR_POIS(N)=ABS(F_WOM(N)-F_POIS(N))
ERROR_PL4(N) =ABS(F_WOM(N) -F_PL4(N))
ERROR_PLO(N) =ABS(F_WOM(N) -F_PL9(N))
ERROR_SL (N) =ABS(F_WOM(N) -F_SL(N))
ERROR_APP (N) =ABS(F_WOM(N)- F_APP(N))
IWRITE (1,*)ERROR_POIS(N),ERROR_PL4 (N),ERROR_PL9(N),ERROR_SL(N),
! & ERROR_APP (N)
END DO
ICLOSE (1)
C APLICACION DE LA NORMA INFINITO
C
ALLOCATE (NORMA_INF(1:5))
DO N=1,5
NORMA_INF (N)=0.DO
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END DO
OPEN (UNIT=1,FILE=’norma_infinito.out’)
DO N=1,N_SAMPLINGS
NORMA_INF (1)=MAX (NORMA_INF (1) ,ERROR_POIS(N))
NORMA_INF (2)=MAX (NORMA_INF (2), ERROR_PL4(N))
NORMA_INF (3)=MAX (NORMA_INF(3), ERROR_PL9(N))
NORMA_INF (4)=MAX (NORMA_INF (4), ERROR_SL (N))
NORMA_INF (5)=MAX (NORMA_INF(5), ERROR_APP(N))
END DO
WRITE(1,*) INT(VASO),NORMA_INF
CLOSE (1)
cccceceeeceeceecececeeecceccecececececceccecececcecceccceccecceccccecceccecccecccccecccce
cccceceeeeeeeeececeeceeccececcececececcecececcecceccecceccecceccceccecceccecceccecccecccceccce
C APLICACION DE LA NORMA CUADRADO

ALLOCATE (NORMA_CUADRADO(1:5))

DO N=1,5
NORMA_CUADRADO(N)=0.DO
END DO

OPEN (UNIT=1,FILE=’norma_cuadrado.out’)

DO N=1,N_SAMPLINGS

NORMA_CUADRADO (1)=(ERROR_POIS(N))**2 +NORMA_CUADRADO (1)
NORMA_CUADRADO (2)=(ERROR_PL4 (N) ) *%2 +NORMA_CUADRADO (2)
NORMA_CUADRADO (3)=(ERROR_PLY (N) ) *%2 +NORMA _CUADRADO (3)

NORMA_CUADRADO (4)=(ERROR_SL (N) ) *x2 +NORMA_CUADRADO (4)
NORMA _CUADRADO (5)=(ERROR_APP (N) ) **2+NORMA_CUADRADO (5)
END DO

DO N=1,5

NORMA_CUADRADO (N)=SQRT (NORMA_CUADRADO (N))
END DO
WRITE (1,*) INT(VASO),NORMA CUADRADO
CLOSE (1)

ccceeeeceeececeececceeececceeececeececceececceecececececceeccecccececcceccc
ccceceeeeeeceeececeececeeececececeececcececceccecececcceececceccececcccc
C CALCULO ESTADISTICOS: media muestral

ALLOCATE (MEDIA_MUESTRAL(1:5))

DO N=1,5
MEDIA_MUESTRAL(N)=0.DO
END DO

OPEN (UNIT=1,FILE=’media_muestral.out’)

DO N=1,N_SAMPLINGS
MEDIA_MUESTRAL (1)=ERROR_POIS(N) +MEDIA_MUESTRAL (1)
MEDIA_MUESTRAL (2)=ERROR_PL4 (N) +MEDIA MUESTRAL (2)
MEDIA_MUESTRAL (3)=ERROR_PL9 (N) +MEDIA_MUESTRAL (3)
MEDIA_MUESTRAL (4)=ERROR_SL (N) +MEDIA_MUESTRAL (4)
MEDIA MUESTRAL (5)=ERROR_APP (N)+MEDIA_ MUESTRAL (5)

END DO

DO N=1,5
MEDIA MUESTRAL (N)=MEDIA MUESTRAL (N)/N_SAMPLINGS

END DO

WRITE (1,*) INT(VASO),MEDIA MUESTRAL

CLOSE (1)

C CALCULO ESTADISTICOS: varianza muestral
ALLOCATE (CUASIVAR_MUESTRAL (1:5))
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DO N=1,5

CUASIVAR_MUESTRAL (N)=0.DO

END DO

OPEN (UNIT=1,FILE=’cuasivarianza_muestral.out’)

DO N=1,N_SAMPLINGS

CUASIVAR_MUESTRAL (1)=(ERROR_POIS(N)-MEDIA_MUESTRAL (1)) *x%2

& +CUASIVAR_MUESTRAL (1)
CUASIVAR_MUESTRAL (2)=(ERROR_PL4 (N)-MEDIA_MUESTRAL (2))*%2
& +CUASIVAR _MUESTRAL (2)
CUASIVAR_MUESTRAL (3)=(ERROR_PL9 (N)-MEDIA_MUESTRAL (3)) *%2
& +CUASIVAR_MUESTRAL (3)
CUASIVAR_MUESTRAL (4)=(ERROR_SL (N)-MEDIA_ MUESTRAL (4))*%2
& +CUASIVAR_MUESTRAL (4)
CUASIVAR_MUESTRAL (5)=(ERROR_APP (N)-MEDIA_MUESTRAL (5))*%2
& +CUASIVAR_MUESTRAL (5)
END DO
DO N=1,5
CUASIVAR_MUESTRAL (N)=CUASIVAR_MUESTRAL (N)/(N_SAMPLINGS-1)
END DO
WRITE (1,*) INT(VASO),CUASIVAR_MUESTRAL
CLOSE (1)

WRITE(*,*) ’FRICTION_ HAS ,BEEN_,COMPUTED’
END PROGRAM
El término convectivo se calcula con la expresion v = n% donde k tiene las siguientes formulaciones

segun el perfil del que se derive

Poiseuille

Potencial
+1

n
3 (6 — 80, + 362)
2 (3—30, +62)°

Capa de Stokes

N
K =01(C) — 52(@)1}) + 03(Ce) (v ) Aproximado
v Up
2 a hio \? .
= e 2610 + 2 Womersl
K - oS €19 (2 M10> sin (219 + 2€10) omersley

El programa es anédlogo al de friccion. Por tanto no se va mostrar completo, elimindndose toda la decla-
raciéon de variables y el tratamiento posterior de los datos y centrandolo en la parte de

[...]

C VALOR DE PI
PI=ATAN (1.D0)*4.DO

C VALOR DE LA FRECUENCIA ANGULAR
OMEGA=2%PI

C POISEUILLE N_PL=2.DO
N_PL=2.DO
KAPPA=(N_PL+2.D0)/(N_PL+1.DO0)
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DO N=1,N_SAMPLINGS
CNV(N)=KAPPA*xA(N)*U(N)*x2.d0
CT_POIS(N)=CNV(N)

END DO

C POWER-LAW IN_PL=4.DO

N_PL=4.DO

KAPPA=(N_PL+2.D0)/(N_PL+1.DO0)

DO N=1,N_SAMPLINGS
CNV(N)=KAPPA*xA(N)*U(N)**2.DO
CT_PL4(N)=CNV(N)

END DO

C POWER-LAW IN_PL=9.DO

N_PL=9.DO

KAPPA=(N_PL+2.D0)/(N_PL+1.D0)

DO N=1,N_SAMPLINGS
CNV(N)=KAPPA*xA(N)*U(N)*%2.DO
CT_PL9(N)=CNV(N)

END DO

STOKES LAYER
C Variables exclusivas:DELTA,ALPHA
DO N=1,N_SAMPLINGS
RADIO=SQRT(A(N)/PI)
ALPHA=RADIO*SQRT (RHO*OMEGA/MU)
DELTA=SQRT (2.d0)/ALPHA
DELTA=MIN (DELTA,1.DO0)
DELTA=RADIO*DELTA
KAPPA=1.5DO*RADIO**2*(6.DO*RADIO**2-8.d0*RADIO*DELTA+3*DELTA*%2)
KAPPA=KAPPA/(3.d0O*RADIO**2-3.d0*RADIO*DELTA+DELTA **2) **2
CNV (N)=KAPPA*A(N)*U(N)*%2.DO
CT_SL(N)=CNV(N)
END DO
C APPROXIMATED
C Variables exclusivas: XI_C,ALPHA,PHI 1 ,PHI _2,P X
DO N=1,N_SAMPLINGS
RADIO=SQRT (A(N)/PI)
OMEGA=2%PI
ALPHA=RADIO*SQRT (RHO*OMEGA/MU)
XI_C=1-SQRT(2.d0)/ALPHA
XI_C=MAX(XI_C,0.DO)
ZETA_C=XI_Cx*x*x2.DO
IF (XI_C.EQ.0.DO) THEN
DELTA1=2.DO

Q

ELSE
DELTA1=(2.D0-2.DO*ZETA_C*(1.D0-LOG(ZETA_C)))
& /(1.DO-ZETA_C)**2

IF (XI_C.GE.0.8D0) THEN

KAPPA=DELTA1

ELSE

V_P=(RADIO**2.D0)*P_X(N)/(4*MU)

IF (XI_C.EQ.0.DO) THEN
DELTA2=1.d0
DELTA3=1.d0/3.d0
ELSE
DELTA2=1.D0+4*ZETA_C*(1+L0G(ZETA_C))
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& -ZETA_C*%2.d0%*(5.D0-2.D0*LOG(ZETA_C))
DELTA2=DELTA2/(1.D0O-ZETA_C)
DELTA3=ZETA_C%*(3.D0+2.DO*LOG(ZETA_C))
DELTA3=1.d0/3.d0+DELTA3

AUX3=(3.D0-2.DO0*L0OG (ZETA _(
AUX3=-AUX3*ZETA_C*x*2.DO
DELTA3=DELTA3+AUX3
AUX3=-1.d0/3.d0*ZETA_C**3
DELTA3=DELTA3+AUX3
END IF!IF (XI_C.EQ.0.DO) THEN
AUX1=V_P/U(N)
KAPPA=DELTA1+(DELTA2+DELTA3*AUX1)*AUX1
!corregido para Gradiente de presion=-px
END IF !IF (XI_C.GE.0.8D0) THEN
END IF !IF (XI_C.EQ.0.DO) THEN
CNV(N)=KAPPA*A(N)*U(N)=*x*2.DO
CT_APP(N)=CNV(N)

END DO
C WOMERSLEY
C Variables exclusivas: MAX_FRECUENCIAS, H_10,M_10,EPSILON_10,DELTA_10,ALPHA_K,.

WRITE (*,*) ’Computando ,serie equivalente de fourier ,del  caudal...’
CALL SERIEFOURIER(Q,N_SAMPLINGS ,DT,C_K,PHI_K,6OMEGA_K)
WRITE (*,*) ’>Computando los,valores de conveccidn. ..’
DO N=1,N_SAMPLINGS
RADIO=SQRT(A(N)/PI)
ALPHA K=RADIO*SQRT (RHO*OMEGA_K (2)/MU)
CALL GEOMETRICAL (ALPHA_K,H_10,DELTA_10,M_10,EPSILON_10)
M=ALPHA _K*H_10/(2.D0*M_10)
KAPPA=2.DO*COS (EPSILON_10)/M_10
KAPPA=KAPPA-M**2.DO*SIN(2.DO*DELTA_10+2.DO*EPSILON_10)
CNV(N)=KAPPA*A(N)*U(N)**2
CT_WOM(N)=CNV(N)
END DO !'DO N=1,N_SAMPLINGS

G.2. Obtencion del coeficiente corrector mediante integraciéon
numérica

El coeficiente corrector es el término que acompana al término convectivo en el sistema de ecuaciones
B.36] que modeliza matematicamente, en este caso, los vasos arteriales. Su férmula es la siguiente,

2 ',
K= —— v (y, z, t)yd
) /0 (y, z, t)ydy
El siguiene programa calcula el coeficiente corrector del término convectivo mediante integraciéon numé-
rica, para aquellos perfiles que no se puedan integrar de manera analitica por su complejidad. En este
caso se disponen de todos los perfiles utilizados en el trabajo y mediante un archivo 'param.input’, el
programa lee la configuracion deseada por el usuario.

G.2.1. Programa principal
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program OBTENCION_KAPPA

implicit none

variables globales

double precision
allocatable

double precision
allocatable

double precision
allocatable

double precision
allocatable

double precision
allocatable

double precision
allocatable

double precision
allocatable

double precision
allocatable

double precision
allocatable

double precision
allocatable

double precision
allocatable

parametros
double precision
double precision
integer
integer
variables
integer
double precision
double precision

X

x(:)

area
area(:)

q
q(:)

u

u(:)

grad_p
grad_p(:)

kappa
kappa (:)

c_k
c_k(:)

phi_k
phi_k(:)

omega_k
omega_k(:)

a,b,h

delta_t
n_samplings ,nmax
profile ,metodo

auxiliares

n,m
auxi
pi

Leemos parametros exdgenos
write (*,*) ’Programa: integracion, deyuna, funcion.’
write (*,*)’Leemos parametros.’
open(unit=1,FILE=’param. input’)

read (1,*)nmax
read(1,%*)a

Programacion de los procedimientos de andlisis
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read (1,*)b
read(1,*)n_samplings
read (1,*)delta_t
read (1,*)profile
read (1,*)metodo

close (1)

c
allocate (f_x (1:nmax))
allocate (x (1:nmax))
allocate (kappa (1:n_samplings))
allocate (t (1:n_samplings))
allocate (area (1:n_samplings))
allocate (q (1:n_samplings))
allocate (u (1:n_samplings))
allocate (grad_p (1:n_samplings))
allocate (c_k (1:n_samplings/2+1))
allocate (phi_k (1:n_samplings/2+1))
allocate (omega_k (l:n_samplings/2+1))

cccccec

c Leemos variables

open(unit=1,FILE=’data.input’)
do n=1,n_samplings
read (1,*)auxl,t(n),area(n),auxl,auxl,

& auxl,auxl,q(n),u(n),auxl,
& auxl,auxl,auxl,grad_p(n)
end do
close (1)
pi=ATAN (1.D0)*4.DO
cccccc
c arménicos

if (profile.eq.0) then
call SERIEFOURIER(q,n_samplings,delta_t,c_k,phi_k,omega_k)
end if
if (profile.eq.2) then
do n=1,n_samplings
grad_p(n)=grad_p(n)*1.325944d0

end do
end if
cccccc
c CALCULO KAPPA para cada instante N
do n=1,n_samplings
c calculamos valores de la funcion para instante N

h=(b-a)/(nmax-1)
if (profile.eq.0) then !perfil womersley
do m=1,nmax
x(m)=a+(m-1)*h
call perfil_wom (f_x(m),x(m),

& t(n),area(n),n_samplings,
& c_k,phi_k,omega_k)
end do
end if

if (profile.eq.l1) then !perfil poiseuille
do m=1,nmax
x(m)=a+(m-1)*h

149
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call perfil_pois(f_x(m),x(m),u(n))
1if (x(m).eq.1.d0) then
lwrite (*,*)x(m),f_x(m)

lend if

end do
end if !'if (profile.eq.l1l) then !perfil poiseuille
if (profile.eq.2) then !perfil tipo capa de Stokes

do m=1,nmax

x(m)=a+(m-1)*h

call perfil_stokes(f_x(m),x(m),u(n),area(n))

end do
end if!if (profile.eq.2) then !perfil tipo capa de stokes
if (profile.eq.3) then !perfil aproximado

do m=1,nmax

x(m)=a+(m-1)*h

call perfil_app(f_x(m),x(m),u(n),area(n),grad_p(n))

end do
end if!if (profile.eq.3) then !perfil aproximado
'write (*,*)’Comienza el procesode integracion numerica.’,n

call squareintegrand(auxl,f_x,x,nmax,metodo)
kappa(n)=2.d0*auxl/(u(n)**2)

end do !do n=1,n_samplings
cccccc
c ESCRITURA DE KAPPA EN ARCHIVO
open (unit=1,FILE=’kappa.out’)
do n=1,n_samplings
write (1,*)kappa(n)
end do
close (1)
write (*,*) ’FIN,del programa’
end program

G.2.2. Subrutinas propias

A continuacién el algoritmo que realiza la integracién numérica. El método con el que ésta se realiza
viene determinado por el usuario, que podra elegirlo a través del archivo 'param.input’

subroutine squareintegrand(squared,y,x,nmax,metodo)
implicit none
C Variables globales:
double precision auxl,aux2
double precision squared
integer metodo
integer n,nmax
double precision x (1:nmax)
double precision y (1:nmax)

squared=0.do0
c TRAPECIO
if (metodo.eq.0) then
do n=1, (nmax-1)
aux1=0.5d0*(x(n+1)-x(n))
auxl=auxl*(y(n)+y(n+1))
squared=auxl+squared
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end do!do n=1,(nmax-1)m trapecio
end if
C SIMPSON 1/3
if (metodo.eq.1) then
do n=1, (nmax-1),2
auxl=(x(n+2)-x(n))/6.40
auxl=auxl*(y(n)+4.d0*xy(n+1)+y(n+2))
squared=auxl+squared
end do!do n=1,(nmax-1), simpsonl3
end if
C SIMPSON 3/8
if (metodo.eq.2) then
do n=1, (nmax-1),3
aux1=3.D0*(x(n+3)-x(n))/24.4d0
auxl=auxl*(y(n)+3.d0*y(n+1)+3.d0*y(n+2)+y(n+3))
squared=auxl+squared
end do!do n=1,(nmax-1), simpson38
end if
c BOOLE
if (metodo.eq.3) then
do n=1, (nmax-1) ,4
aux1=2.d0/(4.d0*45)
auxl=auxl*(x(n+4)-x(n))
aux2=7.d0*y(n)+32.d0*y(n+1)+12.d0*xy(n+2)
aux2=aux2+32.d0*y(n+3)+7.d0*y(n+4)
auxl=auxl*aux2
squared=auxl+squared
end do'!'do n=1,(nmax-1), boole
end if
end subroutine

A continuacion, se listan todos las subrutinas que permiten calcular el valor del integrando de la
integral de la expresién del coeficiente corrector, v¥v*y.

= Para el perfil potencial

El perfil potencial es la extension del perfil de Poiseuille. El algoritmo tiene el paramétro n para el calculo
del perfil de Poiseuille.

subroutine perfil_pois(y,x,u)
implicit none
C Variables globales:
double precision x,y,u
double precision n
n=2.d0
y=((n+2.d0)/n)*(1-x**n)*u
yEy*y*x
end subroutine

= Para un perfil de stokes

subroutine perfil_stokes(y,x,u,area)
implicit none
C Variables globales:
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cccccc

cccccc
C
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double precision x,y,u,area

Variables propias del perfil de velocidad
double precision radio,alpha,omega

double precision phi_0,delta

double precision x_c

Constantes

double precision rho,mu,pi

Determinacién del valor de las constantes

pi=ATAN(1.D0)*4.DO

rho=0.00105D0 ! DENSIDAD [KG-CM-3]

mu=0.0000454d0 ! VISCOSIDAD DINAMICA ,MU [KG-CM-1-S-1]
omega=(2%pi)

radio=SQRT (area/PI)
alpha=radio*SQRT (RHO*OMEGA/MU)
delta=SQRT(2.d0)/alpha !ADIMENSIONAL
delta=MIN(delta,1.D0)
x_c=1-delta !'ADIMENSIONAL
phi_0=(3.D0)
phi_O=phi_0/(3.D0-3.D0O*delta+delta**2.D0)
IF (x.GT.x_c) THEN
y=phi_0/deltax*(1-x)*u
ELSE
y=phi_Ox*u
END IF
YEY*y*x
end subroutine

= Para un perfil aproximado

subroutine perfil_app(y,x,u,area,grad_p)
implicit none
Variables globales:

double
double
double
double
double
double

precision
precision
precision
precision
precision
precision

X,y,u
area,grad_p
radio,alpha,x_c
v_p,phi_1,phi_2
auxl1

rho ,mu,omega,pi

pi=ATAN (1.D0)*4.DO

rho=0.

00105D0

mu=0.00004540

omega=

(2*%pi)

!X=radio adimensional;y=velocidad;u:
!;area=superficie instantantea;grad

!funciones propias del perfil aproximado

! DENSIDAD [KG-CM -3]
! VISCOSIDAD DINAMICA ,MU [KG-CM-1-S-1]

radio=SQRT (area/PI)
alpha=radio*SQRT (RHO*OMEGA/MU)
x_c=1-SQRT(2.d0)/alpha

x_c=MAX(x_c,0.D0)

v_p=grad_p*radio**2.D0/(4.D0*MU)
IF (x.LE.x_c) THEN

IF (x_c.EQ

.1.D0) THEN
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y=u
ELSE
phi_1=L0G (x_c**2.D0)/(x_c**2.D0-1.D0)
phi_2=1.d0-x_c**2.d0+(1+x_c**2.D0)*L0G(x_c)
y=phi_1*u-phi_2*v_p !corregido para el signo real de p_x
END IF
IF ((x_c+x).EQ.0.DO) THEN
auxl =x_c+0.001DO
phi_1=L0G (aux1*%2.D0)
phi_1=phi_1/(auxl1**2.D0-1.D0)
phi_2=1.d0-aux1**2.d0
phi_2=phi_2+(l+auxl**2.D0)*L0OG (auxl)
y =phi_1*u-phi_2*v_p !corregido para el signo real de p_x
END IF

ELSE
phi_1=L0G(x**2.D0)/(x_c*%*2.D0-1.D0)
phi_2=1.D0-x**2.DO0+(1+x_c**2.D0)*L0G (x)
y=phi_1*u-phi_2*v_p !corregido para el signo real de p_x

END IF

YEy*y*x

end subroutine

= Para un perfil de Womersley

subroutine perfil_wom(y,x,t,area,n_samplings,
ck,phik, omegak)
implicit none
Variables globales:

double precision y,x

Variables de lectura externa

double precision area

double precision t

integer n_samplings ,max_frecuencias

Variables derivadas de la lectura interna
double precision ck (1:n_samplings/2+1)
double precision phik (1:n_samplings/2+1)
double precision omegak (1:n_samplings/2+1)
Variables propias del perfil de velocidad
double precision ALPHA,H_10,DELTA_10,M_10,EPSLN_10
double precision M_PRIMA,EPSILON_O

double precision y_k,radio,argumento ,modulo_vel
variables auxiliares

integer k

Constantes

double precision rho,mu,pi

max_frecuencias=20
Imax_frecuencias=n_samplings/2+1
rho=0.00105D0 ! DENSIDAD [KG-CM -3]

mu=0.0000454d0 ! VISCOSIDAD DINAMICA ,MU [KG-CM-1-S-1]

pi=ATAN(1.D0)*4.DO
DO k=1,max_frecuencias
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radio=SQRT (area/pi)
if (k.EQ.1) then
y=ck (1) /area
y=2.DO0*y*(1.D0O-(x**2.D0))
else
ALPHA=radio*SQRT (rho*omegak (k) /mu)
call WOM_GEO(ALPHA,H_10,DELTA_10,M_10,EPSLN_10)
call WOM_PERFIL (ALPHA ,x,M_PRIMA,EPSILON_O)
argumento=omegak (k) *t-phik (k)+EPSILON_O-EPSLN_10
modulo_vel=ck(k)/area
modulo_vel=modulo_vel*M_PRIMA/M_10
y_k=modulo_velx*cos (argumento)
y=y+y_k
end if !'IF (k.EQ.1) THEN

END DO !'DO k=1,MAX_FRECUENCIAS

YEy*y*x

end subroutine

G.3. Librerias generadas

En esta seccién se muestran todos los algoritmos utilizados como subrutinas en los programas princi-
pales.

G.3.1. Funciones geométricas

Las funciones geométricas son aquellas cuyo origen son las funciones Bessel con argumento complejo
presentes en la expresién del perfil de velocidad de Womersley. Las funciones geométricas de perfil son
las que dependen del radio adimensional y. Aparecen s6lo en la expresion del perfil de Womersley.

[N

M, = (1 + h§ — 2hg cos (&) (G.1)

hoﬁnéo
1-— th COs 510 '

, €p = arctan (

SUBROUTINE WOM_PERFIL (ALPHA K,Y,M_P,EPSILON_P)

SUBRUTINA: Perfil de velocidad de Womersley

ESCRIPCION: subrutina que calcula el perfil de velocidad
segin el modelo de Womersley para tubo rigido.

AUTOR: Héctor Martinez Salvador

FECHA: 9 de Diciembre de 2016

ACTUALIZADO: 24 de Mayo de 2017

oNoNoNoNoNe!

implicit none

DOUBLE PRECISION ALPHA _K,Y

DOUBLE PRECISION BER,BEI,GER,GEI,DER,DEI,HER,HEI
DOUBLE PRECISION BERY,BEIY

DOUBLE PRECISION THETA_OO,THETA_OY ,DELTA_O,EPSILON_O
DOUBLE PRECISION M_0OO,M_OY, H_OY, M_PRIMA

DOUBLE PRECISION NUM,DEN,PI

PI=ATAN(1.D0)*4.DO
cccccc
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CALL KLVNA (ALPHA_K ,BER,BEI,GER,GEI ,DER,DEI ,HER,HEI)
CALL KLVNA (ALPHA_K*Y,BERY,BEIY,GER,GEI ,DER,DEI ,HER,HEI)
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THETA_00 =ATAN2(BEI,BER)

THETA_OY =ATAN2(BEIY,BERY)

M_00 =SQRT (BER**2+BEI **2)

M_0Y =SQRT (BERY **2+BEIY *%2)

H_O0Y =M_0Y/M_00

DELTA_O =THETA_O0O-THETA_OY

NUM =H _OY*SIN(DELTA 0)

DEN =1.DO-H_OY*COS(DELTA_O)
EPSILON P =ATAN2(NUM,DEN) !cédlculo desfase
M_P =1.D0+(H_O0Y**2.d0)-(2.D0O*H_0Y)*COS (DELTA_O0)
M_P =SQRT (M_PRIMA)

END SUBROUTINE

Las funciones geométricas de caudal son las que dependen exclusivamente del valor del nimero de
Womersley, o y aparecen en las férmulas derivadas del perfil de velocidad de Womersley, como el término
de friccién o la expresion del coeficiente corrector del término convectivo. El perfil utilizado en este
trabajo depende de las componentes armonicas del caudal. Para realizar el cambio en la férmula de un
perfil dependiente del gradiente de presién a otro dependiente del caudal, también son requeridas. Se
declaran las funciones, hig y d10

2 M1 3T
hip=—-—, 010 =09 — 01 + —
10 o My’ 10 o 1+ 1

y Mg, €10.

Nl

h1 sin
MlO = (1 + h%O — 2h10 COS (510)) 10 St 910 > .

€19 = arctan | ————
’ 1-— h10 (¢0)] (510

SUBROUTINE WOM_GEO (ALPHA K ,H_10,DELTA_10,M_10,EPSILON_10)

SUBRUTINA: Perfil de velocidad de Womersley

DESCRIPCION: subrutina que calcula el perfil de velocidad
segin el modelo de Womersley para tubo rigido.

AUTOR: Héctor Martinez Salvador

FECHA: 5 de Diciembre de 2016

ACTUALIZADO: 9 de Diciembre de 2016

oNoNoNoNONe!

implicit none
C IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)

C Constantes del problema
DOUBLE PRECISION ALPHA_X
DOUBLE PRECISION BER,BEI,GER,GEI,DER,DEI,6HER,HEI
DOUBLE PRECISION THETA_00,M_00
DOUBLE PRECISION M_O1,THETA_O1
DOUBLE PRECISION NUM,DEN,PI
DOUBLE PRECISION H_10, M_10,DELTA_10, EPSILON_10
DOUBLE PRECISION BER_01,BEI_O1
PI=ATAN(1.D0)*4.DO

C 0.- Calculo de la frecuencia angular y del nuimero de Womersley
CALL KLVNA (ALPHA_X ,BER,BEI,GER,GEI ,DER,DEI,HER,HEI)
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G.3.2.

1.-

Calculam

Programacion de los procedimientos de andlisis

os FUNCIONES GEOMETRICAS, nfmeros complejos en forma polar

THETA_00= ATAN2 (BEI,BER)

M_00= SQRT(BER#*#%2.DO+BEI*#*2.D0)
BER_01=(SQRT(2.D0)/2.D0*(DER-DEI))
BEI_01=(SQRT(2.D0)/2.DO*(DER+DEI))
THETA_O1=ATAN2(BEI_01,BER_01)

M_01=SQRT (BER_01%*%2.D0+BEI_01%*%2.D0)
H_10=(2.DO/ALPHA_K)*M_01/M_00

DELTA 10=3.DO*PI/4.DO-THETA O1+THETA 00
NUM=H_10*SIN(DELTA_10)
DEN=1.DO-H_10%COS(DELTA_10)

EPSILON_10=
M_10=SQRT(1.DO+H_10%*%2.D0-2.D0*H_10*COS (DELTA_10))

END SUBROUTINE

ATAN2 (NUM, DEN) lcdlculo desfase

Serie de Fourier: obtencion de los coeficientes armonicos

En §B.3lse declara la funcién interpolatoria en un ciclo periédico como serie de términos sinusoidales.
El siguiente algoritmo, tras realizar una subrutina de una librerfa externa el anélisis de los armoénicos de
una senal, genera los coeficientes armoénicos de la funcién interpolatoria.

QOO o

g 27 k c t
Co N/2
_ E —t— I — 2
.’L‘(if) = + 1 Cp, COS (N qbn) + cos ( S) (G )

donde las frecuencias angulares armoénicas son

27k
~ NT,

w(k) (G.3)

SUBROUTINE SERIEFOURIER(Q,N_SAMPLINGS ,DT,C_K,PHI_K,6OMEGA_K)

SUBRUTINA :
DESCRIPCION:

AUTOR:
FECHA :

REVISADO

implicit none

Serie de Fourier equivalente
Obtencidn de los coeficentes de la serie
de Fourier equivalente que interpola una
serie de datos discretos.

Héctor Martinez Salvador

7 de Octubre de 2016
: 8 de Diciembre de 2016

INTEGER M,N_SAMPLINGS ,m_maximo ,ind,i,j,K
INTEGER signofft

DOUBLE
DOUBLE
DOUBLE
DOUBLE
DOUBLE

1.0-

DOUBLE

PRECISION
PRECISION
PRECISION
PRECISION
PRECISION

Entrada

PRECISION

DT, PI
C_K (1:N_SAMPLINGS/2+1)
PHI_K (1:N_SAMPLINGS/2+1)
OMEGA_K (1:N_SAMPLINGS/2+1)
Q ( 1:N_SAMPLINGS)

datum (1:2*N_SAMPLINGS)
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PI=ATAN(1.DO)*4.DO

C 2.0- Aplicacidén de la FFT
! completar con ceros la parte compleja de cada num.
do j=1,2*N_SAMPLINGS,2
i = (j+1)/2
datum (j)=Q (i)
datum(j+1)=0.0
end do
! cdlculo de la dft, signofft=1; para la inversa, signofft=-1
CALL fourl(datum,N_SAMPLINGS,1)

C 3.0- dft directa: cédlculo coeficientes de polinomio interpolacidn
j=1
DO K=1,N_SAMPLINGS/2+1
C_K(K)=2.DO*sqrt (datum(j)**2.DO+datum(j+1)**2.D0)
& /DBLE (N_SAMPLINGS)
PHI_K(K)=atan2(datum(j+1) ,datum(j))
OMEGA_K(K)=2.DO*PI*(K-1)/(N_SAMPLINGS*DT)
if (K.eq.1) then
C_K(K)=C_K(K)/2.DO
end if
if (K.eq.(N_SAMPLINGS/2+1)) then
C_K(K)=C_K(K)/2.DO
end if
j=3+2
END DO

END SUBROUTINE ! SUBROUTINE COEFICIENTESARMONICOS(Q,N_SAMPLINGS,DT)

G.3.3. Cuartiles: distribucion de los valores de un vector

Para conocer como se distribuyen los valores de una variable almacenada en un vector, se puede
realizar un tratamiento de los datos, agrupandolos por percentiles. En este caso, se usan cuartiles. Es
decir, se ordenan los datos del vector de mayor a menor y se busca el valor que tienen al menos el 25, el
50, el 75 y el 100 % de los datos almacenados.

SUBROUTINE CUARTILES(V,N_MUESTRA,Q1,Q2,Q3,V_MAX,V_MIN)

C SUBRUTINA: Cuartiles
C DESCRIPCION: Calculo cuartiles de conjunto de datos
C AUTOR: Héctor Martinez Salvador
C FECHA : 10 de Febrero de 2017
C REVISADO: 11 de Febrero de 2017
C
implicit none
C
C VARIABLES GLOBALES
INTEGER N_MUESTRA
DOUBLE PRECISION V (1:N_MUESTRA)

DOUBLE PRECISION Q1,Q2,Q3,V_MAX,V_MIN
C VARIABLES DEL PROBLEMA
DOUBLE PRECISION W, AUX
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C VARIABLES AUXILIARES
INTEGER N,M
C CLASIFICACION VECTOR
DO N=1,N_MUESTRA-1
W= V(N)
AUX= V(N+1)
M=N
DO WHILE (W.GT.AUX)
V(M)=AUX
V(M+1)=W
M=M-1
IF (M.NE.O) THEN
W=V (M)
ELSE
AUX=W
END IF
END DO
END DO
V_MIN=V (1)
Q1=V(N_MUESTRA/4)
Q2=0.5D0*(V(N_MUESTRA/2)+ V(N_MUESTRA/2+1))
Q3=V(3*xN_MUESTRA/4)
V_MAX=V(N_MUESTRA)

END SUBROUTINE

G.4. Librerias externas

Para poder realizar algunos calculos se ha recurrido a librerias externas. Asi ha sido en el caso del
algoritmo FFT, ya que, debido a su complejidad, hacia desaconsejable intentar implementarlo. En el libro
Numerical Recipes [34], se ha encontrado el algoritmo. Decir, que este algoritmo exige condiciones sobre
el nimero de muestras, debiendo ser potencia de dos, Ny = 2", donde n =1, 2, ...

SUBROUTINE fourl (datum,nn)
implicit none

INTEGER isign,nn
DOUBLE PRECISION datum(1:2%*nn)

O 0O o o0

MUST be an integer power of 2 (this is not checked for!).

INTEGER i,istep,j,m,mmax,n
DOUBLE PRECISION tempi, tempr

DOUBLE PRECISION theta,wi,wpi,wpr,wr,wtemp
C Double precision for the trigonometric recurrences.

isign=1 !forward dft by fft means
n=2%nn

Replaces datum(1:2*nn) by its discrete Fourier transform, if isign is input as
datum (1:2*nn) by nn times its inverse discrete Fourier transform, if isign is
datum is a complex array of length nn or, equivalently, a real array of lengtl]
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j=1
do i=1,n,2 !This is the bit-reversal section of the routine.
if(j.gt.i)then
tempr=datum(j) !Exchange the two complex numbers.
tempi=datum (j+1)
datum (j)=datum (i)
datum (j+1)=datum(i+1)
datum (i)=tempr
datum(i+1)=tempi
endif
m=n/2
1 if ((m.ge.2).and.(j.gt.m)) then
j=j-m
m=m/2
goto 1
endif
j=jtm

end do

mmax=2 !Here begins the Danielson-Lanczos section of the routine.
2 if (n.gt.mmax) then !Outer loop executed log2 nn times.

istep=2*mmax

theta=6.28318530717959d0/(isign*mmax) !Initialize for the trigonometric recur

wpr=- 2.d0*sin (0.5d0*theta)**2 !rence.

wpi=sin(theta)

wr=1.d0

wi=0.dO0

do m=1,mmax ,2 !Here are the two nested inner loops.

do i=m,n,istep

j=i+mmax !This is the Danielson-Lanczos formula:

tempr=sngl (wr)*datum(j)-sngl (wi)*datum(j+1)

tempi=sngl (wr)*datum(j+1)+sngl (wi)*datum(j)

datum(j) =datum(i) - tempr

datum(j+1)=datum(i+1) - tempi

datum (i) =datum(i) + tempr

datum (i+1)=datum(i+1) + tempi

end do

wtemp=wr !Trigonometric recurrence.

WIr=Wr*wpr-wi*wpi+wr

wi=wi*wpr+wtemp*wpi+wi

end do

mmax=istep

goto 2 !Not yet done.

endif !'All done.

return
END SUBROUTINE

El algoritmo que calcula las funciones Kelvin también ha sido encontrado en librerias externas. El
profesor John Burkardtd, a través de la pagina web de la Universidad del Estado de Florida pone a
disposicién una serie de recursos electrénicos , entre ellas una librerfa con funciones especiales [33].

SUBROUTINE KLVNA (X,BER,BEI,GER,GEI,DER,DEI,HER,HEI)
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C ======================================================
C Purpose: Compute Kelvin functions ber x, bei x, ker x
¢ and kei x, and their derivatives ( x > 0 )
C Input : x --—- Argument of Kelvin functions

C OQutput: BER --- ber x

C BEI --- bei x

C GER --- ker x

C GETI --- kei x

C DER --- ber’x

C DEI --- bei’x

C HER --- ker’x

C HEI --- kei’x

C ================================================

C

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
PI=3.141592653589793D0
EL=.5772156649015329D0 !parece un cos30, CONFIRMAR
EPS=1.0D-15 !parece que es una tolerancia
IF (X.EQ.0.0DO) THEN

BER=1.0DO

BEI=0.0DO

GER=1.0D+300

GEI=-0.25D0*PI

DER=0.0DO

DEI=0.0DO

HER=-1.0D+300

HEI=0.0DO

RETURN
END IF
X2=0.25D0*X*X
X4=X2%X2
IF (DABS(X).LT.10.0D0) THEN

BER=1.0DO

R=1.0DO

DO 10 M=1,60

R=-0.25DO*R/(M*xM)/(2.0D0O*M-1.0D0) **2*X4

BER=BER+R
IF (DABS(R).LT.DABS(BER)*EPS) GO TO 15
10 CONTINUE
15 BEI=X2
R=X2

DO 20 M=1,60
R=-0.25D0*R/(M*M)/(2.0D0O*M+1.0D0) **2*X4

BEI=BEI+R
IF (DABS(R).LT.DABS(BEI)*EPS) GO TO 25
20 CONTINUE
25 GER=-(DLOG(X/2.0DO)+EL)*BER+0.25D0*PI*BEI
R=1.0DO
GS=0.0DO

DO 30 M=1,60
R=-0.25D0*R/(M*M)/(2.0D0O*M-1.0D0) **2* X4
GS=GS+1.0D0/(2.0D0*M-1.0D0)+1.0D0/(2.0D0*M)
GER=GER+R*GS
IF (DABS(R*GS).LT.DABS(GER)*EPS) GO TO 35
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30 CONTINUE

35 GEI=X2-(DL0OG(X/2.0D0)+EL)*BEI-0.25D0*PI*BER
R=X2
GS=1.0DO

DO 40 M=1,60
R=-0.25D0*R/(M*M)/(2.0D0O*M+1.0D0) **2*X4
GS=GS+1.0D0/(2.0D0*M)+1.0D0/(2.0D0*M+1.0D0)
GEI=GEI+R*GS
IF (DABS(R*GS).LT.DABS(GEI)*EPS) GO TO 45

40 CONTINUE
45 DER=-0.25D0*X*X2
R=DER

DO 50 M=1,60
R=-0.25D0*R/M/(M+1.0D0)/(2.0D0O*M+1.0D0) **2xX4

DER=DER+R
IF (DABS(R).LT.DABS(DER)*EPS) GO TO 55
50 CONTINUE
55 DEI=0.5D0*X
R=DEI

DO 60 M=1,60
R=-0.25DO*R/(M*xM)/(2.D0*M-1.D0)/(2.D0O*M+1.D0)*X4

DEI=DEI+R
IF (DABS(R).LT.DABS(DEI)*EPS) GO TO 65
60 CONTINUE
65 R=-0.25D0*xX*X2
GS=1.5D0

HER=1.5D0*R-BER/X-(DL0OG(X/2.D0O)+EL)*DER+0.25*PI*DEI
DO 70 M=1,60
R=-0.25D0*R/M/(M+1.0D0)/(2.0D0O*M+1.0D0) **2xX4
GS=GS+1.0D0/(2%M+1.0D0)+1.0D0/(2*xM+2.0D0)
HER=HER+R*GS
IF (DABS(R*GS).LT.DABS(HER)*EPS) GO TO 75

70 CONTINUE
75 R=0.5D0*X
GS=1.0DO

HEI=0.5D0*X-BEI/X-(DLOG(X/2.DO)+EL)*DEI -0.25%PI*DER
DO 80 M=1,60
R=-0.25D0*R/(M*M)/(2%M-1.0D0)/(2%M+1.0D0)*X4
GS=GS+1.0D0/(2.0D0*M)+1.0D0/(2%M+1.0D0)
HEI=HEI+R*GS
IF (DABS(R*GS).LT.DABS(HEI)*EPS) RETURN
80 CONTINUE
ELSE
PP0O=1.0DO
PNO=1.0DO
QP0=0.0DO
QNO=0.0DO
RO=1.0DO
KM=18
IF (DABS(X).GE.40.0) KM=10
FAC=1.0DO
DO 85 K=1,KM
FAC=-FAC
XT=0.25D0*K*PI-INT (0.125D0*K)*2.0DO0*PI
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CS=C0S (XT)
SS=SIN(XT)
RO=0.125D0*RO*(2.0D0*K-1.0D0)**2/K/X
RC=R0O*CS
RS=R0O*SS
PPO=PPO+RC
PNO=PNO+FAC*RC
QP0O=QPO+RS
85 QNO=QNO+FAC*RS
XD=X/DSQRT (2.0D0)
XE1=DEXP (XD)
XE2=DEXP (-XD)
XC1=1.DO/DSQRT (2.0DO*PI*X)
XC2=DSQRT (.5D0*PI/X)
CP0O=DCOS (XD+0.125D0*PI)
CNO=DCOS (XD-0.125D0*PI)
SPO=DSIN(XD+0.125D0*PI)
SNO=DSIN(XD-0.125D0*PI)
GER=XC2*XE2#* (PNO*CP0O-QNO*SPO)
GEI=XC2*XE2* (-PNO*SPO-QNO*CPO)
BER=XC1*XE1* (PPO*CNO+QPO*SNO)-GEI/PI
BEI=XC1*XE1*(PPO*SNO-QPO*CNO)+GER/PI
PP1=1.0DO
PN1=1.0DO
QP1=0.0DO
QN1=0.0DO
R1=1.0DO
FAC=1.0DO
DO 90 K=1,KM
FAC=-FAC
XT=0.25D0*K*PI-INT (0.125D0*K)*2.0D0*PI
CS=DCOS (XT)
SS=DSIN (XT)
R1=0.125D0*R1*(4.D0-(2.0D0*K-1.0D0)**2)/K/X
RC=R1%CS
RS=R1%*SS
PP1=PP1+FAC*RC
PN1=PN1+RC
QP1=QP1+FAC*RS
QN1=QN1+RS
90 CONTINUE
HER=XC2*XE2* (-PN1*CNO+QN1*SNO)
HEI=XC2*XE2* (PN1*SNO+QN1*CNO)
DER=XC1*XE1*(PP1*CPO+QP1*SP0)-HEI/PI
DEI=XC1*XE1*(PP1*SP0-QP1*CP0)+HER/PI
ENDIF
RETURN
END SUBROUTINE
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