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Meétodos de divisor y su relacién con los principales
procedimientos de distribucién de escanos

por

Paz Jiménez-Seral y Manuel Vazquez

RESUMEN.  Durante méas de 200 afios, politicos y politdlogos, en colaboracién
con matematicos, han experimentado diversos métodos para el reparto de los
puestos de representacién a las circunscripciones y parlamentos en funcién
del tamano de las poblaciones o de los votos obtenidos por los partidos, con
criterios de proporcionalidad.

De entre las varias facetas que rodean el estudio de dichos métodos nos
fijamos en el detalle de los procedimientos para su efectiva realizaciéon. Asi, en
unos paises se prefieren métodos basados en el nimero de votos para conseguir
un escano, mientras que en otros el procedimiento consiste en acudir a series de
ndameros, o a otras formas diferentes como el centrar la atencién en las partes
entera y decimal de un reparto proporcional puro. Se analizan y comparan estos
métodos, y se observa que, en unos casos, descripciones diferentes dan lugar
a los mismos resultados y que, en otros, se trata de métodos esencialmente
diferentes.

1. INTRODUCCION

El método D’Hont es bien conocido en Espana por ser el procedimiento de re-
parto proporcional que se utiliza para transformar votos en escafios en las elecciones
generales, autonémicas y municipales. Este método, tal y como se describe en la Ley
del Régimen Electoral General ([5, articulo 163]), consiste en «dividir el ndmero de
votos obtenidos por cada candidatura por 1, 2, 3, etcétera, hasta un nimero igual
al de escanos correspondientes a la circunscripcion; los escafios se atribuyen a las
candidaturas que obtengan los cocientes mayores, atendiendo a un orden decrecien-
te. Cuando en la relacién de cocientes coincidan dos correspondientes a distintas
candidaturas, el escano se atribuird a la que mayor nimero total de votos hubiese
obtenido. Si hubiera dos candidaturas con igual niimero total de votos, el primer
empate se resolvera por sorteo y los sucesivos de forma alternativa.»

La citada ley contempla otro procedimiento de distribucién proporcional: el que
se aplica para distribuir doscientos cuarenta y ocho escanios entre las provincias. La
descripcion de este segundo método (articulo 162) es como sigue: «Se obtiene una
cuota de reparto resultante de dividir por doscientos cuarenta y ocho la cifra total
de la poblacion de derecho de las provincias. Se adjudican a cada provincia tantos
diputados como resulten, en niimeros enteros, de dividir la poblacién de derecho
provincial por la cuota de reparto. Los diputados restantes se distribuyen asignando
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uno a cada una de las provincias cuyo cociente, obtenido conforme al apartado
anterior, tenga una fraccién decimal mayor.» Este procedimiento se suele designar
con la denominacién de método Hére, método Niemeyer, método de Hamilton o de
restos mayores.

Ambos procedimientos de distribucién han sido objeto de discusion en foros po-
liticos y periodisticos sobre su caracter de mayor o menor proporcionalidad y su
consiguiente efecto de favorecer més a unos partidos, o provincias, que a otros.

Curiosamente, estos dos métodos, el de D’Hont y el de Hamilton, fueron los que
primero se propusieron para resolver una distribuciéon proporcional de escafios en
un proceso electoral. Esto ocurrié en Estados Unidos, en 1792, para solucionar el
problema de asignar puestos de representacién a cada uno de los 15 estados que
conformaban el pais, proporcionalmente a su poblacién, para constituir el primer
Congreso norteamericano tras aprobar la Constitucién estadounidense. Por supuesto,
ambos métodos fueron también objeto de profundas discusiones, especialmente de
caracter politico y partidista. En EEUU cada uno de estos métodos se conoci6 con el
nombre de quien lo propuso, Jefferson y Hamilton, respectivamente; en la literatura
especializada, precisamente estas dos son sus denominaciones més frecuentes ([2,
pag. 10 y ss.], [3, pag. 427]).

Una ligera diferencia de estos dos métodos utilizados en EEUU con respecto a los
senalados para Espana residia en la manera de aplicarlos. En Espafia se trataba, y se
trata, de repartir un nimero fijo de escanos entre partidos y provincias, mientras que
en EEUU los escanos se asignaban a cada estado de manera que se respetase, en lo
posible, la proporcién de un escano por cada 30000 habitantes, por lo que el nimero
de escanos a repartir no estaba fijado al inicio, dependia del censo electoral que se
elaboraba cada 10 afios. Esta manera de distribuir escanos en la Camara americana
propicié una definicién del método de Jefferson, y de otros similares, aparentemente
distinta de la que anos més tarde utiliz6 D’Hont para definir el método que lleva su
nombre, y que es la que aparece en nuestro reglamento electoral.

La abundante literatura sobre esta cuestion, la de los repartos de escafios en los
variados sistemas electorales, ha tratado fundamentalmente de estudiar la mayor o
menor proporcionalidad de los métodos de reparto, mientras que no ha sido apenas
considerada una presentacion formal de los mismos, de sus generalizaciones y de las
relaciones de igualdad entre ellos. El libro de Balinski y Young ([2, pag. 95 y ss.])
proporciona una acertada aproximacion a la formalizacion de los procedimientos
de distribucién en sistemas electorales, sin embargo la cuestién que importa en esa
publicacion es la de encontrar un método justo para determinar las distribuciones y
no tanto un andlisis de la igualdad o no de los distintos sistemas de reparto.

El objetivo del presente trabajo es, por una parte, definir los infinitos métodos
de reparto siguiendo el tipo de descripcién utilizado por el Congreso norteamericano
y analizar las diferencias entre ellos, y, por otra, compararlos con la descripciéon que
usualmente se utiliza en Europa, finalizando con la relacién de los mismos con el
método de restos mayores.

En la reciente publicacién de F. Pukelsheim ([6]) se contempla de forma exhaus-
tiva el problema de la distribucién de escanos, con una orientaciéon mas formal que
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en publicaciones anteriores, en la linea del presente articulo, coincidiendo en algunos
de sus resultados (ver proposiciones 3 y 9).

2. METODOS DE DIVISOR

El procedimiento més usual para el reparto proporcional es el de la «regla de
tresy». Si las cantidades asignadas a cada parte deben ser enteras, entonces se deben
redondear, siendo muy usado el llamado «redondeo del euro» o redondeo estandar.

2.1. LOS PROCEDIMIENTOS DE DISTRIBUCION ASOCIADOS A FUNCIONES DE RE-
DONDEO

DEFINICIONES. Una funcién de redondeo es una aplicacién a : N — R que cumple
n<an)<n+1l y an)#aln+1)

para cada n € N. En adelante, con « representaremos siempre una funcién de re-
dondeo. (Véanse [2, appendix A] y [6, chapter 3].)

Dado b un ntimero real no negativo, se dice que un a-redondeo de b es n € N, o
que se redondea a n con respecto a a, sin < b < a(n),osin >0y a(n—1) <b<n.

| 1 | 1 |
n—1 a(n—1) n a(n) n+1

Figura 1: Funcién de redondeo.

EJEMPLOS. Las siguientes funciones a y 8 son de redondeo:
a(n)=n+1, B(n)=n+0.5.

El ntimero 3.7 se redondea a 3 con respecto a « y a 4 con respecto a 3.

Ayudéandose del esquema de la figura 1 resultan elementales las siguientes pro-
piedades de los a-redondeos.

PROPOSICION 1. Se verifica:

(a) Un a-redondeo de b esmn >0 si y solo si a(n —1) <b < a(n).

(b) Un a-redondeo de b es 0 si y solo si b < a(0).

(¢) Un nimero b se redondea a un tnico nimero n o bien an y a n+ 1. Este
dltimo caso ocurre si y solo si b= a(n).

(d) Sia < b, entonces un a-redondeo de a es menor o igual que cualquiera de b.

(e) Sib < a(n) (respectivamente, b > a(n)), entonces el redondeo de b es a lo
mds n (respectivamente, al menos n+ 1).
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En la definicién de a-redondeo hemos impuesto la condicién a(n) # a(n+1). Ello
se justifica puesto que si se permitiese la igualdad se tendria n+1 = a(n) = a(n+1)
y entonces n + 1 se podria redondear a n, an+ 1y a n+ 2, lo cual resultaria poco
natural y ademas afectaria a resultados posteriores.

DEFINICIONES. Sean ¢ € Ny v = (vq,...,v5) € Q%, con s,v; # 0. Se dice que
n = (n1,...,ns) € N® es una a-distribucion (o a-reparto) de e segin v si existe
0 # d € Qtal que n; es un a-redondeo de v;/d v > n; = e. A un tal d se le denomina
divisor adecuado para esos parametros (feasible divisor en [6]). Al procedimiento que
asigna a («, v, e) la tupla n se le denomina método de divisor. Si se sobreentiende «
simplemente hablaremos de redondeos, distribuciones y repartos.

En el lenguaje electoral cada v; puede representar los votos que obtiene el partido
i, vy e los escanos o puestos a repartir en funcién de los votos. También v; puede
representar la poblacion de la circunscripcién i, y en este caso e representaria los
escanios a repartir entre las distintas circunscripciones segtin su poblacién. Al vector v
lo denominaremos como vector o tupla de votos y a e un nimero de escafios. También
diremos que n; es el nimero de escafios asignado al partido . En esta interpretacién,
el divisor d representa el promedio en votos para conseguir un escafio.

Se supone que v; es un nimero racional para que esta misma definicién sirva
cuando el reparto se realiza en funcién de las cuotas (ver mds adelante).

Notar que también podriamos haber optado por esta otra definicién equivalente:
n=(ny,...,ns) € N° es una a-distribucién de e segtin v si existe f € Q tal que n;
es una a-redondeo de fv; y Y. n; = e. Se dice que f es un factor adecuado para esos
parametros.

EJEMPLOS. (a) Sea a(n) = n+ 1; la correspondiente a-distribucién se conoce con el
nombre de método Jefferson (1792). En otras palabras, este método de distribucién
consiste en «redondear hacia abajo». Més adelante se demostrara que coincide con
el método D’Hont (1878).

(b) La funcién a(n) = n + 0.5 se suele denominar «redondeo estandar». La
correspondiente distribucién se conoce con el nombre de método Webster (1832). El
método Schepers (1980), usado actualmente en el sistema electoral alemén, tiene su
misma descripcion. Mas adelante se demostrard que ambos métodos coinciden con
el de Sainte-Lagué (1912).

(c) Sea a(n) = n; la a-distribucién se conoce con el nombre de método Adams
(1828). Asi pues, este método de distribucién consiste en «redondear hacia arribay.

(d) Sea
nn+1)

a(n) = n+0.5"

la a-distribucién asociada se conoce con el nombre de método Dean (1832).

(e) Sea
a(n) = v/n(n+1);
la a-distribucién se conoce con el nombre de método Hill (1911), que es el que

actualmente se utiliza en EEUU ([3]) para la distribucién de los escafios del Congreso
entre los distintos estados.
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PROPOSICION 2. Si nn es una a-distribucién de e segin v, entonces n es también
una distribucion de e segun tv, para cualquier 0 #t € Q.

DEMOSTRACION. Basta tener en cuenta que si d es divisor adecuado para el reparto
de e segiin v, entonces td es divisor adecuado para el reparto de e segin tv. O

Con la notacién anterior, llamando

L €ev;
qi = S o

a las tuplas (v1,...,vs) ¥ (¢1,--.,4s) les corresponde, por la proposicién 2, idéntica
distribucién de los e escatios. Notar que e = > ¢;. A ¢; se le dice cuota del partido .
Se dice tupla de cuotas para el reparto de e escafios a una tupla (¢1,...,¢,) € Q"
cumpliendo Y ¢; = e. Claramente, dada una tupla de cuotas existe una tupla de
nimeros naturales que tiene la misma distribucién de los e escanios. En la seccién 5
utilizaremos tuplas de cuotas para la presentacién de ejemplos.

En la practica, la aplicacion de un método de divisor se puede realizar mediante
aproximaciones sucesivas para encontrar ese divisor. Para ello se divide el niimero
total de votos por el nimero de escanos a repartir, obteniéndose un primer divisor.
Con la notacion utilizada, este primer divisor seria

PREpIL

e

A continuacién se dividen los ntimeros de votos de cada partido por ese primer
divisor dy. Los numeros resultantes se redondean conforme a la funcién de redondeo
utilizada. Si la suma de todos ellos coincide con el niimero de escafios a repartir,
esos numeros son los escanos de cada partido. Si no se da la coincidencia citada, se
vuelve a repetir ese paso pero con un divisor mayor o menor, segin corresponda,
hasta que la suma de los cocientes redondeados coincida con el de escafios a repartir.
Esta es precisamente la descripcién que, basicamente, figura en la ley electoral para
las elecciones al Parlamento alemén ([4] y [8]).

En la figura 2, utilizando una hoja Excel, y mediante el método de Webster, se
ha calculado el reparto de 5 escafios tomando como datos los correspondientes al
estado de Bremen en las elecciones al Parlamento aleméan celebradas en 2013. Se
aprecia que 65000 ha resultado ser un divisor adecuado (véase [8]).

2.2. EXISTENCIA Y UNICIDAD

Una funcién de redondeo no proporciona siempre una tnica distribuciéon. Por
ejemplo, el método Webster para repartir 2 escanos segin (15,5) proporciona las
distribuciones (2,0) y (1,1), siendo 10 un divisor adecuado para ambas distribucio-
nes. Incluso puede que no exista ninguna distribucion, es el caso del método Adams
para la distribucién de un ntimero de escanos menor que el nimero de partidos. La
siguiente proposicién prueba cuéles son las condiciones para la existencia de distri-
buciones.
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partidos votos cociente 1 redondeo cociente 2 redondeo
CDU 96 459 1.68 2 1.48 1
SPD 117204 2.04 2 1.80 2
LINKE 33284 0.58 1 0.51 1
GRUNE 40014 0.70 1 0.62 1
total 286961 6 5
dq do
divisores 57392 65 000

Figura 2: Distribucién de 5 escafos en Bremen (2013).

PRrROPOSICION 3 (Véase [6, pdg. 59]). Dada una s-tupla © de nimeros racionales,
e € N y a una funcion de redondeo, se verifica:

(a) Si a(0) #0 o s <e, existe una a-distribucidn de e segin v.

(b) Si existe una a-distribucion de e segin v, entonces a(0) #0 o s <e.

DEMOSTRACION. (a) Sea v = (v1,...,vs). Supongamos primero que «(0) # 0. Pro-
cederemos por induccion sobre e. Para el caso e = 0 podemos tomar d € R tal que
d > v;/a(0), para todo indice i. Se tiene

0< 2 < a(0) para cada i,

d
luego, por la proposicién 1 (b), (0,0,...,0) es una a-distribuciéon de e = 0 segtin .
Supongamos ahora que exista una a-distribucién, (nq,...,ns) € N° de e segtn v,

y consideremos el caso del reparto de e + 1 escanos. Sea d divisor adecuado corres-
pondiente a esa distribucién. Como a(n;) # 0 para cada j, existe un indice i tal que

para todo j se verifica
V; Uj

> .
a(ni) — a(n;)
Por la proposicién 1 (c¢), n; +1 es uno de los redondeos de v; /d’, donde d' = v;/a(n;).
Se tiene que d’ < d, puesto que si fuese d’ > d se tendria

(o (O
E > J = Oé(’lli)

y entonces m; no serfa un a-redondeo de v;/d, que contradice que d sea divisor
adecuado para la distribucion (nq, ..., ng).

Por hipétesis de induccién, por ser d’ < d y por la eleccién de d’, para todo j # ¢
se tiene
v v vieni) _vieng) a(n;)
d — d Vs - Uj e

a(n; —1) <
por lo que n; es un redondeo de v;/d’. En definitiva,
(nly"' s Mi—1, T + 17"'7”8)

es una distribucién de e 4 1 segtn v.
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Consideremos ahora el caso s < e. Por lo anterior podemos suponer que «(0) = 0.
Demostraremos por induccién sobre {e € N | e > s} que existe una distribucién de
e segin v con todas sus componentes no nulas. Para e = s, tomando d tal que

d > v; para todo i, se obtiene la distribucién (1,1,...,1), puesto que d es un divisor
adecuado.
Supongamos a continuaciéon que (ng,...,ns), con n; # 0, es una distribucién de

e escanos segin v con e > s y consideremos el reparto de e + 1 escanos. Puesto que
n; # 0 se tiene a(n;) # 0, por lo que el argumento visto en el proceso de induccién
anterior para el caso del reparto de e + 1 escanos también se puede aplicar aqui, asi
que existe una distribucién de la forma (nq,...,n; +1,...,ns), para un cierto .
(b) Sea (ny,...,ns) una a-distribucién de e escanos segun v = (v1,...,vs). Sea
d un divisor adecuado para esa distribucién. Supongamos que a(0) = 0; entonces,

para todo ¢ se tiene
Vi

Ev
y por la proposicién 1 (e) es n; > 1 para cada ¢. As{ pues,

e:ZniZS. O

En el caso b = n = a(n), en la proposicién 1 (c) hemos indicado que b se puede
redondear tanto a n como a n + 1. En la definicién de redondeo podiamos haber
supuesto que, en este caso, b se redondeara a n, pues es mas natural. Sin embargo, si
fuese asi, el apartado (a) de la proposicién no seria cierto, como prueba el siguiente
ejemplo:

Sea la situacién © = (2, 3) para repartir 6 escaflos respecto del redondeo (2) = 2
y @(3) = 3. Tomando un divisor d > 1, se tiene 2/d < 2 y 3/d < 3, luego los
redondeos son a lo mas 2 y 3, respectivamente, que no corresponde a un reparto de
6 escafios. Si considerdaramos d < 1, se tendria 2/d > 2 = a(2) y 3/d > 3 = «(3),
luego los redondeos son como poco (3,4), que tampoco sirve para repartir 6 escaflos.
Finalmente para d = 1, y supuesto que 2 y 3 se redondeasen a 2 y 3, tampoco se
obtendria una solucién para un reparto de 6 escanos.

0=a(0) <

PROPOSICION 4. Sean una s-tupla v de niimeros racionales, e € N y o una funcién de
redondeo. Sin = (n1,...,ns) yn' = (n},...,n.) son dos a-distribuciones distintas
de e segun v, entonces:

(a) Para cada distribucion existe un dnico divisor adecuado y ademds ambos
divisores coinciden.

(b) Para cada k se tiene |ni —nj| < 1.

(c) Para el indice i que verifique n; —nj; = 1 se tiene que v; /a(n; —1) = v;/a(n;),

para aquellos indices j tales que n; —n; =1.

DEMOSTRACION. En primer lugar, puesto que n # 7' y > ni = y_nj, = e, existen
1,7 tales que
ng>mn; y n;<nj.
(a) Sean d y d’ divisores adecuados correspondientes a las distribuciones 1 y 7/,
respectivamente. Si fuese d’ < d, para cada k se tendria vg/d" > vi/d y, por la
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proposiciéon 1 (d), nj, > ni. Andlogamente, si d' > d se tendria nj < nj. Pero
cualquiera de estos dos supuestos contradice lo anterior, por tanto debe ser d = d’.

(b) Puesto que solo existe un divisor adecuado, la tnica posibilidad de que apa-
rezca mas de una distribucién es que para algtin indice exista mas de un redondeo, y
por la proposicién 1 (c¢) los dos redondeos posibles se diferenciarian en una unidad.

(¢) Como n; y n; =n; — 1 son dos asignaciones del indice i, entonces v;/d tiene
como redondeos n; y n; — 1, luego, por la proposicién 1 (c), v;/d = a(n; — 1). Por
la misma razén se tendria v;/d = a(n;), para aquellos j tales que n; —n; = 1. Es
decir,

V; Vj

= - ) -

La siguiente proposicion es, en cierta manera, reciproca de la anterior.

PROPOSICION 5. Sean una s-tupla v de nimeros racionales, e € N y a una funcion
de redondeo.

(a) Sin=(n1,...,N4,...,nj,...,Ng) s una a-distribucién de e segin v, y para
los indices i y j se verifica v;/a(n; — 1) = vj/a(n;), entonces

(n,...,m;—1,...,n;+1,...,n)

es otra distribucion.
(b) Si para una distribucion eziste un unico divisor adecuado, entonces existen
al menos dos distribuciones distintas.

DEMOSTRACION. (a) Sea d divisor adecuado para la distribucién 7. Como v;/d y
v;/d se redondean, respectivamente, a n; y n;, de la proposicién 1 (a) se sigue

V; V; Vj Uj
——>d> : >d= :
a(n; — 1) a(nig)’ a(ng—1) a(n;)
Aplicando la hipotesis se tiene
(3 Uj

Tam—1)  aly)
Por la proposicién 1 (c), v;/d se redondea a n; — 1 y a n,;. Andlogamente, v;/d se
redondea a n; y an;+1, por lo que d es también divisor adecuado para la distribucién

(...,ni—l,...,nj—f—l,...).

(b) Sea d ese divisor y n; el redondeo de v;/d, para cada i. Por la proposicién 1 (a)
es a(n; — 1) < v;/d < a(n;). Supongamos que v;/d < a(n;) para todo i, es decir,
d > v;/a(n;). Entonces podemos tomar d’ tal que d > d' > v;/a(n;), y por tanto

Vi Vg

E < E < Oé(’fli),
luego d’ serfa también divisor adecuado. De la hipdtesis se sigue ahora que necesa-
riamente v;/d = a(n;) para algin j. Analogo razonamiento demuestra que existe i

tal que v;/a(n; — 1) = d. Finalmente basta aplicar el apartado (a) de esta proposi-
cién. O
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Dada una funcién de redondeo «, supuesto que la tupla v = (vq,...,vs) sea de
ndmeros enteros, es claro que ella misma es una a-distribucién de > v; segtin o,
tomando 1 como divisor adecuado. Pero pudiera ocurrir que hubiese otras distribu-
ciones igualmente vélidas, ocasionando una cierta anomalia.

La manera de evitarla consiste en imponer la condicién de que no existan n y
m verificando a(n) = n y a(m) = m + 1. En efecto, continuando con el supuesto y
notacién anteriores, si, para v, ademas de ella misma existiera otra distribucién, o',
por la proposiciéon 4 ambas distribuciones tendrian un tnico divisor adecuado, el 1,
y existirfan ¢, j tales que v} = v; —1y v§ = v; +1, por lo que v; se redondearia a v; y
av;—1, y v, se redondearfa a v; y a v; + 1, es decir, v; = a(v; —1) y v; = a(v;), que
contradiria la condicién dada para «. Es més, también es cierto el reciproco porque
si existieran tales n, m, claramente la tupla (n,m + 1) tendria dos distribuciones de
n+m + 1 escafios, a saber, (n,m+ 1)y (n+ 1,m).

Actualmente, en la literatura suele imponerse a las funciones de redondeo dicha
condicién en la propia definicién ([1, pag. 40], [6, pdg. 57]). En general, un método
de distribucién se dice exacto si en el caso en el que la tupla © = (vq,...,vs) sea de
nimeros enteros, ella misma es la unica distribucién de > v; segin o.

En la practica se debe prever algtin criterio que permita elegir una de entre las
distribuciones posibles. La manera usual de resolver esa eleccién es acudir al sorteo
o bien establecer previamente una ordenaciéon de los indices y elegir la distribucién
que «favorezcay a los partidos segtin esa ordenacién.

Los métodos de reparto proporcional, como los de divisor, han sido estudiados
desde diversos puntos de vista, analizando sus propiedades, en especial las relativas a
la proporcionalidad, por ejemplo en [2] y [1]. Por su relacién con la seccién 5 y con la
posibilidad de empates, nos fijaremos aqui en la propiedad de monotonia respecto del
aumento del nimero de escafios. Concretamente, la propiedad consistente en que el
aumento del nimero de escanos a repartir no suponga una disminucién en el nimero
de escanos asignados a un partido. El incumplimiento de esta propiedad se conoce
como paradoja de Alabama (véase la seccién 5). La siguiente proposicién, que con
una ligera diferencia también estd enunciada en [2, proposition 3.2], demuestra que
los métodos de divisor evitan la paradoja de Alabama, si bien se necesita un criterio
de desempate cuando exista més de una solucion.

PROPOSICION 6. Sean nn = (ny,...,ns) una a-distribucién de e y 0/ = (n},...,n})
de ¢’ segin seqin v € Q%, cone < e'. Ademds, y si fuese el caso, se supone que ambas
distribuciones han sido elegidas conforme a un criterio de desempate mediante una
misma ordenacion de indices. Entonces n; < n;, para cada 1.

DEMOSTRACION. Sean d y d’ divisores adecuados para e y €/, respectivamente. Asi
pues, para cada i se tiene que n; y n. son los redondeos de v;/d y v;/d’ en las
respectivas distribuciones. Si fuese d’ < d, se tendria

Vg Vj

a5 a

para todo 4, y por la proposicién 1 (d) es n; < nf, como querfamos demostrar.
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Si fuese d < d’, andlogamente al caso anterior se ve que n; < n;, pero entonces
b 7 b

se tendria
! I
e = E n’i S E n; = e,

lo cual contradice que e < €’.

Queda por considerar la posibilidad d = d’. En este caso v;/d = v;/d’ se redondea
an;yn;. Como e < ¢, existe j tal que n; < n}, por la proposicién 1 (c) es n; = n;+1
y v;/d = a(n;).

Ahora bien, si existiera k tal que nj, < nj, por un razonamiento andlogo al
anterior se tendria ny = nj + 1y vi/d = a(n}) = a(ni — 1). En definitiva,

d=—3 _—__ %
a(n;)  alng —1)

De la proposicién 5 (a) se deduce que
(M1, .., g,y eo,ng) Yy (e, — 1,000 ,m 41,000 ng)

son dos distribuciones de e escanos. Por la hipotesis referida al criterio de desempate,
es claro que el indice k es preferido al indice j.
Por otra parte, de lo anterior también se sigue que

d— Vi - Uj
oalnh) a(n) — 1)

y de nuevo por la proposicién 5 (a) se tiene que

/ I / / I / ! I
(s My )y (0, g+ 1,00, mf — 1,0 )

son dos distribuciones de e’ escafios, y puesto que se ha elegido la primera de ellas, es
el indice j el que prevalece sobre el k en el criterio de desempate, que es lo contrario
de lo visto anteriormente. Por ello no existe un tal k. O

Notese que, en la proposicién anterior, un empate en el reparto de e escanos no
implica que existan empates en el reparto de €’ escafios, y viceversa.

EJEMPLO. Supongamos que se reparten 12 escanos y 13 escanios segtin la tupla de
votos (15,25, 35,45) utilizando el método de Webster. Para la resolucién de empates
se utilizara la preferencia indicada por el orden expuesto. Nétese que 10 es divisor
adecuado tanto para la distribucién de 12 escanos como para la de 13. La solucién
para el reparto de 12 escafios es (2,3,3,4) y para el de 13 es (2,3,4,4). Si no hu-
biéramos fijado un orden de preferencia, para el reparto de 13 escanos habria sido
igualmente vélida la distribucién (1, 3,4, 5), que sufre la paradoja de Alabama.

En este sentido cabe hacer notar que, cuando el criterio de desempate es por
sorteo, un método de divisor podria dar lugar a la paradoja de Alabama.

Para completar caracteristicas relativas a la unicidad sobre funciones de redon-
deo se enuncia a continuacién una proposicién, cuya demostracion se pospone a la
siguiente seccion.

PROPOSICION 7. Si o y o son funciones de redondeo distintas, entonces existen
una s-tupla v y e € N que proporcionan distintas distribuciones.
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3. METODOS DE SUCESION DE DIVISORES

DEFINICIONES. Sean (3 una sucesion dg,dq, ... estrictamente creciente de niimeros
reales positivos y v € Q° y e € N como antes. Una tal 3 se dice sucesion de divisores.
Sea

S={gj=vi/d;j|i=1,...,s;j=0,...,e—1};
supuestos ordenados los ¢;; en orden decreciente, sea 1" subconjunto de S formado
por los e primeros g;; de acuerdo con la ordenacién anterior y designemos

ni = {j | a; € T}

La s-tupla 7 = (n1,...,ns) se dice que es una distribucién respecto de la sucesién
de divisores 3 de e segin v. Si e = 0 supondremos que n = (0,...,0). Notar que T'
puede no ser Gnico, y por consiguiente puede haber mas de una distribucion.
EJEMPLOS. (a) Método D’Hont: Tomar la sucesion 1,2, 3,4, ...

(b) Método Sainte-Lagué: Considerar 1,3,5,7, ...

(¢) Método Sainte-Lagué modificado: Considerar 1.4,3,5,7,...

(d) Método imperiali: Considerar 2,3,4,5, ...

(e) Método danés: Considerar 1,4,7,10, ...
PROPOSICION 8. Sea 3 la sucesion de divisores dy,dy, ...y B lady,d,,... Entonces
las distribuciones respecto de B y B coinciden si y solo si existe un nimero real
positivo r tal que rd; = d; para todo i.

DEMOSTRACION. Si existe un tal r, directamente de la definicién de distribucién
respecto de una sucesién de divisores se sigue que las distribuciones respecto de 8y
B’ coinciden.

Reciprocamente, supongamos que no existe un tal r; entonces existen m,n € N
tales que d,,,/d}, # d,/d], y podemos suponer que

dn d,’
Sean a,b € N tales que /

n n
Consideremos la tupla v = (a,b) para el reparto de e = m + n + 1 escaflos segin 3
y B’. Respecto de S, si al partido con a votos le correspondieran més de m escafos,
entonces al partido con b votos se le asignarian més de n escafios puesto que a/d,, <
b/dy, lo cual no puede ser pues el nimero de escafios a repartir es e = m + n + 1.
Asi pues, al primer partido le corresponderian a lo mas m escanos y, al segundo, al
menos n + 1.

Respecto de la sucesién 3, como

b/d, < a/d.,,

por un argumento similar se tendria que al partido correspondiente a a se le asigna-
rian al menos m + 1 escafios y, al otro, a lo mas m. En definitiva, las distribuciones
correspondientes a 3 y ' no coincidirfan. O
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4. METODOS DE DIVISOR Y DE SUCESION DE DIVISORES

Los métodos de sucesion de divisores son bastante utilizados en Europa, pero en
Alemania en las dos tultimas elecciones generales se ha usado el sistema denominado
Sainte-Lagué/Schepers ([4]), descrito como método de divisor, exactamente el de
Webster. En [8] damos una demostracién de que ese método es realmente el de
Sainte-Lagué. En la siguiente proposicién se generaliza esa propiedad a cualquier
método de divisor.

PROPOSICION 9 (Véase [6, pag. 60]). Sea o una funcién de redondeo con «(0) # 0.
Entonces, para cualesquiera e y v, las a-distribuciones coinciden con las distribucio-
nes respecto de la sucesién de divisores a(0), a(1), a(2), ...

DEMOSTRACION. Sean = (ng,...,n,) una a-distribucién de e segtin v = (v1, . ..,vs).
Para la aplicacion del método de sucesion de divisores, se deben tener en cuenta la
lista de los cocientes

(] (Y Vi

a(0) (1) T ale—1)’

1=1,...,s.

Por ser a una funcién creciente, para el mismo ¢ cada cociente es mayor o igual que
el siguiente. Por otra parte, si d es divisor adecuado para 7, aplicando la proposi-
cién 1 (a) para los indices ¢ tales que n; # 0 y para cualquier j, se tiene que

ani—1) <vi/d<a(n;) y v;/d<alng),

luego
vifa(n) <d <wv/a(n,—1) vy vj/a(n;) <d.

En definitiva se cumple
V; Uj

> .
a(n; —1) — a(ny)
Por tanto, los mayores cocientes de la lista anterior son

U1 U1 Vs Vs .
a0)  aln — 1) a(0)  alng — 1)

en total hay ny 4+ --- 4+ ns = e cocientes, de los que n; corresponden al indice i, es
decir, 77 es también una distribucién para la sucesién de divisores a(0), a(1), a(2), . ..
Sea ahora una distribucién, 7, de e escanos respecto de la sucesién de divisores

a(0), a(1), a(2),..., por lo que que ny +- - - +ng = e. Siguiendo el inverso del razona-
miento anterior se prueba que 7 es también una distribucién respecto de la funcién
de redondeo a. O

EJEMPLOS. Entre los métodos citados anteriormente se dan las siguientes coinciden-
cias:

(a) El método D’Hont coincide con el de Jefferson.

(b) El método de Webster/Schepers coincide con el de Sainte-Lagué. (Tener en
cuenta la proposicién 8.)
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(c¢) El método danés coincide con el correspondiente a la funcién de redondeo «
dada por
a(n) =n+1/3.

Ahora podemos dar una demostracién de la proposicion 7.

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 7. Teniendo en cuenta las proposiciones 8 y 9,
bastard ver que si a y o’ son funciones de redondeo distintas, entonces las sucesiones

a(0),a(l),a(2),... vy a'(0),a'(1),a/(2),...

no son proporcionales. Para ello, consideremos un n € N tal que a(n) < &/(n), con
lo cual existe m € N tal que

1
N
m m

Ahora bien, por definicién de funcién de redondeo, el primer término de la expresion
anterior es mayor o igual que o/(m)/a(m). En definitiva,

a'(m)  o(n)

)

a(m) — a(n)
que prueba que ambas sucesiones no son proporcionales. O

Puesto que a una sucesion de divisores solo se le ha exigido que fuese estricta-
mente creciente, no siempre una distribucién por el método de sucesion de divisores
coincide con otra por el método de divisor. Sin embargo, se puede probar una con-
dicién necesaria y suficiente para que se dé esa coincidencia, como se muestra en la
proposicién 11.

El siguiente lema previo es una consecuencia de la propiedad de completitud de
los nimeros reales.

LEMA 10. Sean f y g dos sucesiones de nimeros reales que verifican f(i) < g(j)
para todo i,j € N. Entonces existe r € R tal que f(i) <r < g(j) para todo i,j € N.

PROPOSICION 11. Sea una sucesién dg,dy, ... de nimeros reales estrictamente cre-
ciente. Entonces existe una funcion de redondeo « tal que coinciden las respectivas
distribuciones si y solo si para todo i € N y para todo 0 # j € N se verifica

i _dj

1+17
DEMOSTRACION. Supongamos que « es una funcién de redondeo tal que cualquier
distribucién coincide con la de la serie de divisores dy, dy, ... Por las proposiciones 8
y 9 se sigue que existe r nimero real positivo tal que a(i) = rd; para todo 4, y como
i <a(i) <i+1,setiene i <rd; <i+ 1,y por tanto 1/r < d;/j paratodo j #0y
d;/(i+ 1) < 1/r para todo i, de donde se deduce que

i 4

i+1 7 g
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Reciprocamente, supongamos que se verifica la desigualdad anterior para todo
1,7 € N. Por el lema anterior, existe r € R tal que
d: .
L <r< dJ
L= =

_l_

)
Observar que por ser los d; positivos no nulos, 7 # 0. Sea ahora la funcién « definida
mediante a(i) = d;/r. Se tiene que

a(i) <i+1 y j<a());

en particular,
i<a(i)<i+1

para todo 7, luego a es una funcién de redondeo y, por la construccién de a y la
proposicién 8, se sigue que las respectivas distribuciones coinciden. O

El método Sainte-Lagué modificado, que corresponde a la sucesion de divisores
1.4,3,5,..., se ve que es de divisor aplicando la proposicién 11.

El método imperiali corresponde a la sucesiéon de divisores {d; = 2+ i | i =
0,1,...}. Como este método no cumple la desigualdad de la proposicién anterior
(basta comprobarlo para el caso i = 1,5 = 5), se sigue que el método imperiali no
es de divisor.

Los métodos de sucesion de divisores que no son de divisor, como el imperiali,
no son exactos, es decir, sufren de la anomalia descrita a continuacién de la pro-
posicién 4. En efecto, sea dgy, dq,... la correspondiente sucesion de divisores; por la
proposicién 11 existen i, j tales que d;/(i + 1) > d;/j, es decir, (i + 1)/d; < j/d;.
Considerando la tupla (i+1, j) para el reparto de i+ j + 1 escanos, de la desigualdad
anterior se sigue que si el primer partido recibe al menos ¢ 4+ 1 escafos, el segundo
recibiria al menos j + 1 escafos, lo cual implica que el método no es exacto.

5. EL METODO DE HAMILTON

Recordemos que el método de Hamilton, o el de restos mayores, para la dis-
tribucién de e escafios segin v consiste en asociar a cada i la parte entera de las
correspondientes cuotas. El resto de elementos hasta completar e se asigna a los
indices i cuyas cuotas tengan mayor parte decimal. En el caso de iguales partes
decimales el escano o escanos que correspondan se asignan al partido o partidos fa-
vorecidos por un criterio de desempate, por ejemplo segiin una ordenacién de indices
previamente establecida.

La literatura aporta suficientes ejemplos para apreciar que el método de Hamil-
ton no coincide con ninguno de los ejemplos de métodos de divisor mencionados
anteriormente. Incluso en las publicaciones especializadas se afirma que el de Hamil-
ton no es un método de divisor; sin embargo, no se indica ninguna prueba, al menos
directa, de esa afirmacién, que por otra parte se trata de una afirmacién intuitiva.
A continuacién presentamos tres demostraciones de esta afirmacion, de naturalezas
esencialmente distintas.
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La siguiente propiedad de los niimeros racionales, que no necesita demostracién,
es util para probar la citada afirmacién.

LEMA 12. (a) Sean qo,q1 € Q werificando 1/2 > qo > g1 > 0. Entonces existen
l1<neNuyq,...,q, € Q tales que

QO>0>@>>¢% Y potate+ -+am=1

(b) Sean m € N y 5,7 € Q tales que s <m y 0 < r < 1. Entonces ezisten n € N
Y qi,. .., qn € Q verificando

r>qq>q@>>¢0:>0 y sttt tagp=m

PROPOSICION 13. El método de Hamilton no es un método de divisor, es decir,
no existe ninguna funcion de redondeo que cumpla que, para cualquier tupla, nin-
guna distribucion obtenida por el método de Hamilton coincida con alguna de las
distribuciones obtenida con el método correspondiente de divisor.

DEMOSTRACION. Supongamos que el método de Hamilton es coincidente con uno
de divisor cuya funcién de redondeo sea «. Denotaremos «(i) =i + r;.

(a) Se verifica que ¢ # 0. En efecto, pues, en caso contrario, considerando el caso
de la tupla de cuotas ¢ = (1.6,0.4) para distribuir 2 escafios, se ve que Hamilton
realizaria la dnica distribucién (2,0), mientras que con un tal o y con un divisor
mayor que 1.6 se obtendria la distribucién (1,1), que también serfa tnica. Luego
a(0) =rg #0.

(b) En segundo lugar se probard que r1 > rg. Como rg > 0 podemos tomar
qo, q1 € Q, verificando
o — Qo

Zq Y Gq1>q — .
To

N | =

o > qo > q1 > 0,

Formemos el siguiente ejemplo de cuotas para el reparto de 2 escanos,

E:(1+Q17QO7q27"'aqn)a

con las condiciones o > q1 > g2 > -+ > ¢n Y o+ @1 + -+ + ¢, = 1. La existencia

de tales ¢a,...,¢q, estd garantizada puesto que 1/2 > g9 > ¢1 y por aplicacién del
lema 12 (a).
En este ejemplo, Hamilton proporciona la distribucién (1,1,0,0,...,0). Para que

se obtenga esa misma distribucién con la funcién de redondeo «a, un divisor adecuado

d debe verificar 1+
Dsg> 10
To 1 —+7r1

Teniendo en cuenta estas desigualdades y las condiciones para ¢i, se verifica

T T
1+7‘12—0(1+Q1)>—0(1+q0—
q qo

To-Qo) _To
0

7<QO+q70> = 1+r0a
q0 To

es decir, r1 > 1¢.
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(c¢) Finalmente probaremos que no existe una tal .. Por los apartados anteriores
sabemos que
1>r;>r9>0.

Podemos tomar m € Ny qo,q1,---,qn € Q tales que

qo
1—qo

THT>qQ>q1> o >qm >y Yy m>

De la eleccién de m se sigue m(1 — go) > qo, luego m > go(1+m). En consecuencia,
Go+q1+ -+ qm < (m+1)g < m.

Por el lema 12 (b) podemos construir el siguiente escenario para el reparto de m + 1
escaios:

E:(1+QO>(]17(I27~-~>Qm7Qm+17~-~7Qn)
con las condiciones 79 > ¢my1 > - > ¢ >0y g+ @+ -+ qm+ -+ g =m.

Puesto que qo,q1,---,@m—1 > Gm > -+ > Gn, Hamilton proporciona la distribu-

cién
m—1
—
(2,1,...,1,0,...0).

Aplicando a la tupla de cuotas el a-redondeo con 1 como divisor, se tiene que 1+ g
se redondea a 1 puesto que «(1) =1+ 73 > 1+ go. Para i = 1,...,m, el redondeo
de g; es 1 porque ¢; > ro = (0), y los redondeos de ¢;, para j =m+1,...,n, son

0 puesto que 19 > g;. Luego 1 es divisor adecuado y la tnica distribucién es

asi que el de Hamilton no es un método de divisor. O

En 1881, la Oficina del Censo de EEUU recibi6 el encargo de realizar la simulacién
de aplicar diversos procedimientos de distribucién de escatios (Jefferson, Webster,
Hamilton) para las siguientes elecciones al Congreso tomando como datos iniciales
los del censo electoral de 1880 de los 38 estados que en aquella época componian la
Unién, y variando el nimero de escafios a repartir. La citada oficina observé que,
utilizando el método de Hamilton para 299 escanos, el estado de Alabama recibia 8,
mientras que, si se simulaba el reparto de 300 escanos, Alabama recibia solamente 7.
Esta es la razon histérica por la que se conoce con el nombre de paradoja de Alabama
al no cumplimiento de la propiedad de monotonia por aumento del ntimero de escafios
a repartir, propiedad que para el caso de los métodos de divisor se ha expresado en
la proposicion 6.

La descripcién completa del caso de Alabama es claramente compleja, pues invo-
lucra a una tupla de longitud 38 (una descripcién parcial se encuentra en [2, pdg. 39]).
Pero existen ejemplos més sencillos, como el que se muestra en [7, pdg. 602], el pre-
sentado en [3, pdg. 436], o el que aparece en la siguiente proposicién.
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PROPOSICION 14. El método de Hamilton sufre la paradoja de Alabama.

DEMOSTRACION. Basta considerar la tupla (50,40,3,2,2,2,1) para el reparto de
10 y de 11 escanos. En el primer caso la distribucién es (5,4,1,0,0,0,0), y para el
reparto de 11 escafios la distribucién es (6,5,0,0,0,0,0). Asi pues, un aumento de
un escano ha supuesto la disminucién de uno para el tercer partido. O

En consecuencia tenemos una segunda demostracién, indirecta y no formal, de
que el método de Hamilton no es uno de divisor, pues estos métodos verifican, con
alguna condicién relativa a desempates, la propiedad de monotonia descrita en la
proposicién 6.

Por otra parte, el ejemplo anterior nos sugiere otra demostraciéon de la pro-
posiciéon 13 de naturaleza diferente a las dos expuestas anteriormente. Para ello,
consideremos de nuevo la tupla (50,40,3,2,2,2,1) para el reparto de 10 y de 11
escanos. Supuesto que el de Hamilton coincide con un método de divisor respecto
de la funcién de redondeo «, no es dificil probar que entonces se tendria

a(d) 4
(5

ad) 5

Por otra parte, considerando la tupla (51,41) para el reparto de 10 escanos, igual-
mente es facil ver que
a4

(

41
51’

~—

>

2
N

que contradice la anterior igualdad.
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