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Prologo

La clasificacién de las formas cuadraticas en los cuerpos de los complejos y los reales es algo
que se estudia en el primer curso del grado en Matemaéticas, en la asignatura de algebra lineal. Una
cuestion que surge de modo natural es la de realizar una clasificacién en otros cuerpos. Resolver dicho
problema involucra el estudio de las propiedades aritméticas del cuerpo en cuestién. En este trabajo
nuestro objetivo final serd la clasificacion de las formas cuadraticas en el cuerpo de los racionales. Que se
deduce de la demostracion del Teorema de Hasse-Minkowski. Para esto necesitaremos un estudio previo
de las formas cuadraticas en los cuerpos finitos y en los cuerpos p-adicos. Necesitaremos introducirnos
en uno de los grandes temas de las Métematicas, La Teoria de Niimeros que comenzd a ser estudiada en
profundidad por Fermat, quien escribi6 en el margen del libro Aritmética de Diofanto, la famosa cita:

"He sido el primero en descubrir un muy bonito teorema de la mayor generalidad, el siguiente: Cada
nimero es o bien un nimero triangular o la suma de dos o tres niimeros triangulares; cada niimero es un
cuadrado o la suma de dos, tres, o cuatro cuadrados; cada nimero es un nimero pentagonal o la suma de
dos, tres, cuatro, o cinco nimeros pentagonales; y asi hasta el infinito, para hexagonales, heptagonales
y cualesquiera otros poligonos, el enunciado de este teorema hermoso y general debe variarse con el
nimero de dngulos. La demostracién que depende de variados y abstrusos misterios de los nimeros
no la puedo dar aqui, pues he decidido dedicar un trabajo completo y separado a este tema y con ello
avanzar la aritmética en esta regidonde la investigacion de manera extraordinaria m4s alld de sus limites
antiguos y conocidos."(Fermat)

Sin embargo La Teoria de Niimeros se empezd a consolidar con el estudio realizado por Gauss en
su libro Disquisitiones Arithmeticae.

Para este trabajo nos hemos apoyado principalmente en la monografia del francés Jean-Pierre Se-
rre mencionada en la bibliografia. En el se desarrolla toda la parte de la teoria de niimeros necesaria
para poder demostrar el Teorema de Hasse-Minkowski.

Comenzamos en este trabajo con una pequeia introduccién recordando la deficinicion de las formas
cuadrdticas y la clasificacién en el cuerpo de los reales. En el segundo capitulo profundizamos en el
estudio de las formas cuadréticas en cualquier cuerpo. Para finalizar en el dltimo capitulo enunciaremos
y demostraremos la clasificacion en los cuerpo finitos, en los cuerpos p—adicos y de esto deduciremos
la clasificacién en los niimeros racionales.
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Summary

Our aim is the Theory of quadratic forms over the rational field.
But first of all, let us give the general definition of a dorm over a field:

Definition: Let be K a field (characteristic #£2) and V his K-vectorial space . We say that the map
Q:V — K is a quadratic form if:

1. Q(ax) =a*Q(x) forac Kandx € V.

2. The map (x,y) — Q(x+y) — Q(x) — O(y) is a bilinear form.

The couple (V,Q) is a quadratic module. Let be ey,...,e, a basis of V, ¢ is a quadratic form if and

only if there exits a polynome f(Xj,...,X,) = Zainin € K[Xi,...,X,] such that foreach xy,...,x, € K
i<j

we have g(xie; +---+x,e,) = f(x1,...,X,). The matrix A = (a;;) is the matrix of the symetric bilinear

form F belonging to g. F is the dot product associate to g, that is defined as follows:

F(x,y) = S[q(x+y) —q(x) —q(y)]

Next we review some of basic notions concerning quadratic modules.
We say that two elements of V x and y are orthogonal if the dot product is 0, i.e. F(x,y) = 0 from now
on we are writting (x-y). The set of orthogonal elements to V is denoted by V°, and is called the radical
of V. If V¥ = 0 then we say that Q is not degenerated.
Let be an element x of (V,Q), if Q(x) = 0, then we define x isotropic element. An hyperbolic plane is a
quadratic module that has a basis consisting of two isotropic elements x and y such that (x-y) # 0.
If (V, Q) is not degenerated and has an isotropic element, then we have that Q(V) = K.
All quadratic modules have an orthogonal basis, so after a change of basis, we can write Q as Q(x) =
alx% =+ apx,.
If we diagonalize (V,Q) so that Q has the form given above, then we writte V ~ (ay,...,a,). If the-
re exists a second diagonalization such that Q(x) = byx? + -+ + b,x, then we write (ay,...,a,) ~
(b1y...,by).
The Witt’s cancelation theorem asserts that if a quadratic module (V, Q) over a field K has:

(alv"'>ar7b17"'7bn) ~ (al>"'7aracla"'7cn)

with ay,...,a, # 0 then:
(bl,...,bn) ~ (Cl,...,Cn)

After all that, we can rewritre the theory in terms of degree 2 polynomials
Let:

n
fx) =Y aiX? + Y aiXX;
i=1 i<j
be a quadratic form. The pair (K", f) is a quadratic module.
A quadratic form of two variables is called Hyperbolic if:

\Y%



VI Capitulo 0. Summary

f~X1 X~ X X3

we’ll say that f represents an element a of K if there exists x € K" such that f(x) = a. If f represents O
and it is not degenerated then f represents all element in V and f ~ f> + g where f; is hyperbolic.

We now stress one of the most important results of the theory, that reads:
Let g and & be two non-degenerate quadratic forms and f = g — h. The followings assertions are equi-
valent:

1. f represents 0.
2. There exists an element a € K* such that both g and & represent a.
3. There exists an element a € K* such that both g — aZ? and h — aZ? represent 0.

Another important theorem, Witt’s cancelation theorem, can be rewirtten in the following form:
Letbe f = g+hand f' = g + I two non-degenerate quadratic forms. If f ~ f" and g ~ g’ then h ~ /.

Now we’ll study the clasification the quadratic forms over finite fields (F,» with p prime).
Thanks to de Chevalley’s Theorem we know that:

1. Let be f a polynomial with n variables and coefficients over Z. If degree(f) < 0 and f doesn’t
have a constant term, then the congruence f(xj,...,x,) =0 (mod p) has at least one not trivial
solution for each p prime.

2. All quadratic form with at least 3 variables over Fy» has a not trivial zero.

Chevalley’s Theorem says:
Let ¢ be a power of p and f;(x1,...,x,) € Fy[X1,...,X,] be polynomials that have: } degree(f;) < n. Let
be V' the set of common zeros of f; over F/, then:

[V|=0 (mod p)

For the clasification of the quadratic forms we need to choose an element a € F),, that is not a square.
Any non-degenerate quadratic form with rank m over F)» is equivalent to:

X2 +4---+X2 ,+X2 if the determinant is a square.
or:
Xlz +--- +X,1271 + aan1 if the determinant is not a square.

So two non-degenerate quadratic forms are equivalent if and only if they have the same rank and
determinant.

Then we need to know whether the discriminant is not a square or it is a square in Fjn.
But for all n this problem is the same problem as determining whether if the element is not a square or
it is a square in F,. So we introduce The Legendre Symbol:

(£) = { 1 ifxisasquar.eian

P -1 otherwise

In short, the problem is to solve the congruence:

X=a (modp).

Later on we will need to solve all the congruences x> = a (mod p") for a in Z and any n > 1, to do
that we’ll introduce the p — adic numbers. Because sommetimes the equation x> —a = 0 doesn’t have
integer solution but we have solutions (mod p"*!) for all n > 0. We’ll denote by Q) the p-adic field. An
element in Q, is a sequence (x,), of solutios of the equation x2—a=0 (mod p"t!),

Let f be a quadratic form over QQ, with n variables, if:
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fr~ 611X12—|—---—|—aan2
Then the invariants elements of the equivalence class of forms congruence are:
1. The discriminant d(f) = a;---a, (in Q}/Qp).

2. e(f)=]](aia;) (in{£1}). Where (a;,a;) is the Hilbert’s Symbol which is defined by:

i<j

= (aj,a))=1 if z»—ax*—by* =0 has a not tirivial in Q7.

» (aj,a;) =—1 ifnot.

So two quadratic forms over Q, are equivalent if and only if they have the same rank, same discri-
minant and same invariant €.

Now, we are able to classify the quadratic forms over the Rational Field.
First of all, we define the set V the union of the set of all the prime numbers and {eo}.
Let f be a quadratic form over Q and f, be the corresponding form over Q, (note Q C Q,) forv € V.
Let’s note that Q.. = R.
If f is quadratic form over (Q then we can associate the following invariants:

1. The discriminant d(f) € Q*/Q*?, equal to a; - - - a,.

2. Letv € V and f, be as before then we have the invariants d,(f) and &,(f) that are the invariants
of f.

3. The signature (1) of the real quadratic form f..

The Hasse-Minkowski theorem asserts that:
f represents 0 if and only if Vv € V the quadratic form f, represents 0.

So the conclusion that we can obtein for the clasification is:
Two quadratic forms over QQ are equivalent if and only if they are equivalent over Q, Vv € V.






Indice general

Prélogo 11
Summary v
1. Introduccion 1
2. Médulos Cuadraticos 3
2.1. Otrogonalidad . . . . . . . . . . . .. e 3
2.2, Vectores ISOtropos . . . . . . . . oL e e e e 4
2.3. Basesortogonales. . . . . . . . ... e e 5
2.4. Teoremade Cancelacionde Witt . . . . . . . . . . . . . . . . . o e 5
2.5, TraducciOn . . . . . . . . s 6
3. Clasificacion Formas Cuadraticas 9
3.1. Cuerpos Finitos F, . . . . .. ... ... .. ... 9
3.2. Cuerposp-ddicos Q, . . . . ... .. ... 15
33. CuerpodelosRacionales@Q . . ... ... ... .. . ... ... ... 22
A. Suma de Tres Cuadrados 27
Bibliografia 29

IX






Capitulo 1

Introduccion

Nuestro objetivo es el de clasificar las formas cuadraticas en el cuerpo Q.
Para esto necesitaremos un estudio previo de las formas cuadraticas en cuerpos finitos F;, y en los cuer-
pos p-ddicos QQ,, (con p nimero primo).

Definiciéon. Sea V un modulo sobre un anillo conmutativo A. Una aplicacion Q:V—A se llama forma
cuadrética de V si:

1. Q(ax) =a’*Q(x) paraacAyxcV.

2. Laaplicacién (x,y) — Q(x+y) — Q(x) — Q(y) es una forma bilinial.

A la pareja (V,Q) se le denomina modulo cuadrdtico. Nosotros trataremos el caso particular en el
que A es un cuerpo K de caracteristica # 2; el A-médulo V es entonces un K-espacio vectorial que
supondremos de dimension finita.

Sea ey, ..., e, una base de V, Q es una forma cudratica si y solo si existe un polinomio f(Xj,...,X,) =
Zainin € K[Xj,...,X,] de modo que para cada xi,...,x, € K, Q(xje; + -+ xen) = f(x1,...,%)
i<

(Tomandoa;; = Q(e;,ej) si i < jy a; = Q(e;)). La matriz A=(g;;) es la matriz de la forma blinial
simétrica F correspondiente a 0. Donde F es el producto escalar asociado a Q y estd definida de la
siguiente manera:

F(x,y)=1[0(x+y) — Q(x) — Q(y)]-

Dieremos que una forma cuadrética q representa a a € K si existe 0# v € V con ¢(v) = a.

Recordaremos ahora la clasificacion de las formas cuadréticas en el cuerpo R, pero antes la termi-
nologia habitual de una forma cuadrética Q sobre el cuerpo R es:

» Definida positiva si Q(a) >0 Va(#0) € R.
» Semidefinida positiva si Q(a) >0 Va € R.

» Definida negativa si Q(a) <0 Va(#0) € R.

Semidefinida negativa si Q(a) <0 Va € R.

» Indefinida si no se da ninguno de los casos, es decir si existen a,b € R tales que Q(a) <0y

0(b) > 0.
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Sea Q una forma cuadrética real, mediante un cambio de bases adecuado podemos llegar a escribirla en
la forma: Q = a1 X + - - - + a,X,, se tiene entonces que Q es:

» Definida positiva si a; > 0 para todo i € [1,n].

» Semidefinida positiva si a; > 0 para todo i € [1,n].

» Definida negativa si a; < 0 para todo i € [1,n].

» Semidefinida negativa si a; < 0 para todo i € [1,n].

» Indefinida si existe una; <Oyua;>0coni,j€ [1,n].

Ademds como en R todo elemento positivo es un cuadrado, entonces los a; > 0 los podremos sus-
tituir por 1, mendiante la normalizacion de la base dividiendo por /a; el elemento i-€simo de la base.
En el caso de que a; sea negativo podremos escribir a; = (—1)(—a;) donde (—a;) es positivo y como
hemos dicho antes podremos sustituirlo facilmente por 1.

Por lo tanto toda forma cuadrética real podra escribirse de la forma Q = a;X; + --- +a,X, con a; €
{-1,0,1} Vi€ [1,n]. El nimero de 1,0,-1 es tnico, no depende de la base que tomemos, es el inva-
riante que caracteriza a la forma cuadritica.

En el caso que nosotros queremos estudiar (el cuerpo ), sera mds complejo. Necesitaremos la
clasificacién de las formas cuadraticas en los cuerpos Q, y en el cuerpo R = Q.. que introduciremos
mas tarde, ya que el teorema de Hasse-Minkowski nos dice que:

f una dorma cuadrética en Q representa a 0 si y solo si la imagen de f en el cuerpo Q,, (f,), representa
a 0 para toda valoracion v=v, con p primo o p = o, correspondientes a la complecciones de Q en la
métrica inducida por la valoracién v,,.



Capitulo 2

Modulos Cuadraticos

En este cépitulos vamos a estudiar los médulos cuadraticos y veremos su traduccién en las formas
cuadréticas.

2.1. Otrogonalidad

Sea (V,Q) un médulo cuadrético sobre el cuerpo K. Dos elementos x,y de V se dicen ortogonales
si F(x,y)=0 (a partir de ahora escribiremos simplemente (x-y) el producto escalar, en vez de F(x,y) ).
El conjunto de elementos ortogonales a un sub-espacio vectorial H de V se denota como H?; que es
un sub-espacio vectorial de V. Se dice que V{ y V, son ortogonales si V| C Vg i.e. para cuales quiera
x € Vi, y eV, setiene (x-y)=0.

El ortogonal V° de V entero se llama radical de V y se denota rad(V). Su dimensién se llama rango
de Q. Si V=0 se dice que Q es no degenerada; esto equivale a que el discriminante de la matriz asociada
a Q sea #0.

Aunque este fuera de nuestro estudio, es interesante saber que si la caracteristica de K fuera igual a 2
entonces deberiamos introducir el conjunto radQ = {v € V° | 9(v) = 0}.

Si CarK # 2, (rad(Q) = V), Q induce una forma cuadritica en V/V°. Entonces dim(V /V?) es el
"ndmero efectivo"de variables: existe una base de V en la que la forma cuadritica se representa por un
polinomio en dim(V /V°) variables.

Si CarK = 2, Q no induce una forma cuadraticaen V / V0. Por eso se introduce el radical de Q, yasi Q
induce Q:V /rad(Q) — K y dim(V /rad(Q)) es el "nimero efectivo"de variables. Y la forma cuadrética
Q se llamara también no degenerada si rad (Q)=0.

Ejemplo. Consideramos las forma cuadritica ¢ : K> — K dada (en la base canénica) por f(x,y,z) =
—3x% +4y? — 2xy + 2x7+ 2yz

Si CarK = p > 3, la forma es no degenerada.
SiCark =3,V =K < (1,—1,—1) > yenlabase (1,0,0),(0,1,0),(—1,1,1) tiene polinomio g(x,y) =
y% — 2xy.

Teorema 2.1. Sea U un sub-espacio finito no degenerado de V'y sea U° su complementario ortogonal.
Entonces V es suma directa de U y de su complementario ortogonal U°. (V =U @& U°)

Demostracion. Primero haremos notar que como U es no degenerado entonces U NU® = 0. Por lo tanto
solo nos queda demostrar que U y U° generan el espacio V. Sea x un elemento arbitrario de V. Tenemos
que expresar x como suma de un elemento de U y otro elemento de U°. Tomamos una base de U
(uy,...,uy). Para resolver nuestro problema tenemos que buscar escalares ay,...,a, € K y un elemento
y € U° de tal manera que:

X=auy+---+apxp+y 2.1)

3



4 Capitulo 2. Médulos Cuadréticos

Suponiendo que (u; - uj)=c;;. Utilizando la ecuacion (2.1) para el producto escalar de x con cada u; y

dado que (y-u;)=0Vi € 1,...,n, entonces encontramos:
crar +cpay+---+cepwa, = (x,up)
c1a1 +enay+- -+ epa, = (x,u2)
cpial teppar+- -+ coppay = (-x7 un) (2.2)
Estudiamos (2.2) como un sistema de n ecuaciones y n incognitas ay, ... ,a,. La matriz de coeficien-
tes (¢;j) es no singular ya que es la matriz del producto escalar de las base (u1,...,u,) de U y como U

es no degenerado entonces la matriz tendra determinante distinto de 0. Luego el sistema (2.2) tiene una
Unica solucién.
O

Definiciéon. Sean Uy, ...,U, sub-espacios vectoriales de V. Se dice que V es suma directa ortogonal de
los U; si estos son dos a dos otrogonales y si V es la suma directa de todos ellos. Entonces se escribe:

2.2. Vectores Isétropos

Definicion. Un elemento x de un médulo cuadratico (V,Q) se dice isétropo si tenemos Q(x)=0. Un sub-
espacio vectorial U de V se dice is6tropo si todos sus elementos son isétropos. Tenemos evidentemente
que:

Uisétropo= UC U < Q|U=0

Definicion. Se llama plano hiperbdlico a todo médulo cuadratico teniendo una base formada por dos
elementos x, y istropos tales que (x-y)70.
Podremos multiplicar por (x-y)~! y asi podremos suponer que (x-y)=1. Entonces la matriz asociada
”» L. 0 1 L
a la forma cuadratica respecto la base x, y serd simplemente | o) Ysu discriminante es -1 (por lo
tanto vemos que se trata de una forma cudrdtica no degenerada).

Proposicion 1. Sea x un elemento isétropo #0 de un moédulo cudrdtico no degenerado (V,Q). Entonces
existe un sub-espacio U de V contiene a x, que es un plano hiperbdlico.

Demostracion. Ya que V es no degenerado entonces existe z € V tal que (x-y)=1. Si tomamos el ele-
mento y = 2z — (z- z)x es isétropo y ademds (x-y) = 2. Entonces el sub-epacio U=Kx + Ky corresponde
al sub-espacio que buscabamos ya que es un plano hiperbdlico. O

Corolario. Si (V,Q) es no degenerado y contiene un elemento isétropo no nulo, tenemos que Q(V)=K.

Demostracion. Por la proposicion anterior basta hacer la prueba en el caso en que V es un plano hiper-
bélico, con base formada por elementos isétropos x, y tales que (x-y)=1. Si tomamos V a € K el elemento
x+ 5y entonces tenemos que Q(x + 5y)=a. De donde obtenemos el resultado buscado Q(V)=K. ]
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2.3. Bases ortogonales.

Definicién. Una base (ey,...,e,) de un médulo cuadrético (V,Q) se dice ortogonal si los elementos son
dos a dos otrogonales; i.e. V = Ke| & --- B Ke,,.

Esto es lo mismo que decir que la matriz de Q respecto a dicha base es una matriz diagonal:

a 0 0 0
0 a 0 ... O
0 0 a3 ... O
0 0 0 ... a,

Por lo tanto todo elemento de V se escribira de la forma x = Zx,-ei y entonces tendremos:
O(x) = alx% +o At apx?.
Teorema 2.2. Todo modulo cuadrdtico (V,Q) posee una base ortogonal.

Demostracion. Sea n=dim V, en el caso n=0,1 es trivial. Para n>2, si V es isétropo entonces toda base
de V es ortogonal. En caso contrario entonces existe un elemento e; € V tal que (e -e;) # 0. Sea H el
sub-espacio ortogonal, del sub-espacio Kej, es un hiperplano y como ey ¢ H tenemos V = Ke; ® H; H

contiene una base (ey,...,e,). Como H es no degenerado, al ser un hiperplano, podremos utilizar otra
vez este procedimiento sobre su base (ez,...,e,) y por recurrencia llegaremos a una base ortogonal,
luego el teorema queda demostrado. O

Corolario. Sea A una matriz simétrica con elementos en el cuerpo K. Entonces existe una matriz P no
singular tal que PAP es diagonal (donde P° es matriz ortogonal de P).

Si diagonalizamos V con la base (ay,...,a,), escribiremos V~ (ay,...,a,). Si ademds existe una
segunda base (by,...,b,) que diagonalice V entonces escribiremos (ajy,...,a,) ~ (bi,...,by).

Sean (V,Q) y (V’,Q’) dos mddulos cuadriticos, diremos que V 'y V’ son equivalentes o isomorfos
V~V’ si existe una transformacién lineal inyectiva de V en V’ que preserve los prodcutos escalares.
Es decir: sean F y F’ los productos escalares asociados a Q y Q’ respectivamente, T la transformacion
lineal para que V~V’ es necesario que F’'(Tx,Ty) = F(x,y). Diremos también que T es una isometria
deVenV’.

2.4. Teorema de Cancelacion de Witt

Teorema 2.3. Sea x un elemento no isotrépico del médulo cuadrdtico (V,Q). Sea T la transformacion
lineal:

Ty=—y+282x
Entonces T es una transformacion lineal ortogonal en V. Ademds T cumple que Tx = x y T? = Idy
Demostracion. Las propiedades de T son evidentes. Dados y,z € V tenemos que demostrar que

(Ty-Tz) = (y-z). Tenemos:
(Ty-T2) = (—y+2600x —2+ 26550 = (0-2) = 0 2650) — () + {3 2650 = (0-2) -

(or-x (xx

2%()}-@ - Zgi g (x-2) —1—4%@%) Como el producto escalar es simétrico entonces (x-y) = (y- x)

Entonces se anulan y tendremos el resultado buscado (Ty-Tz) = (y-z). O

Teorema 2.4. Sea (V,Q) un mddulo cudrdtico. Sean y, z dos elemento de V con (y-y) = (z-z) # 0.
Entonces existe una transformacion lineal ortogonal en V que envia y a z.
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Demostracion. El caso en el que y+ z, y — z son elementos nulos no se puede dar ya que si no:
0=0+zy+a)+—2zy-2)
=2(y-y)+2(z-2)
=4(y-y)

Contradiccion. Por lo que ahora supondremos que x = y+ z es un elemento de V no nulo. Tenemos
Z =X —Y, entonces:

(z:z) = (x-x) =2(x-y) +(y-y)

Por lo tanto (x-x) = 2(x-y). Utilizando las transformacién del Teorema (2.3) encontramos que
Ty = —y+ x = z. Igualmente como y — z es no nulo entonces sea T la reflexion de y — z tendremos
T(—y) = —z. Por lo que tenemos una transformacién lineal que manda todo elemento de V en su nega-
tivo, por lo tanto es una transformacion lineal ortogonal y ademads envia y a z lo que buscabamos y el
teorema queda demostrado.

Teorema 2.5. Cancelacion de Witt

Sobre el cuerpo K y (V,Q) su modulo cuadrdtico supongamos que:
(ar,...,ar,b1,...,by) ~ (ai,...,ar,ci,...,cp)

Conay,...,a, # 0 Entonces:

(bl,...,bn) ~ (Cl,...,Cn)

Demostracion. Por iteracidn reducimos la prueba al caso r=1 y simplificamos la notacion remplazando
aj por a.

Sea la primera base ortogonal de V (u,uy,...,u,) con (u-u) = a, (u;-u;) = b; y la segunda base ortogonal
de Ves (v,vy,...,v,) con (v-v) =a, (vi-v;) = ¢; Por el teorema anterior (2.4) sabemos que existe una
transformacidn lineal ortogonal 7 que lleva u a v. Necesariamente 7" lleva el complementario ortogonal
de u en el complementario ortogonal de v. Lo que quiere decir que T lleva el subespacio generado por
los uls en el espacio generado por los vis. Por lo que tenemos:

(b],...,bn) N(cl,...,cn)

2.5. Traduccion

Sea
n
f(X) = ZaiiXiz + Zainin
i=1 i<j

una forma cuadratica a n variables sobre K. Tomamos a;; = aj; si i > j, de manera que la matriz
A = (a;;) es simétrica. La pareja (K", f) es un médulo cuadrético, que se dice asociado a f o a la matriz
A.

Definicion. Dos formas cudrdticas f y f’ se dicen equivalentes si los modulos correspondientes son
isomorfos.
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Entonces se escribe f ~ f'. SiAy A’ son las matrices de f'y f’, entonces que f 'y f’ sean equivalentes
es lo mismo que decir que existe una matriz inversible X tal que A’ = XAX". Sean f(X;,---,X,)y
g(Xy,---,X,,) dos formas cuadréticas; escribiremos f + g a la forma cuadratica de n + m variables:

f(X17"' 7Xn)+g(X’l+17”' 7X’l+m)

Esta operacidn corresponde a la suma ortogonal. (También escribiremos f 4+ g si no hay confusién
alguna). A la resta tambien la denotaremos como f — g que representa a f + (—g)

Definicién. Una forma f(X;,X,) de dos variables se dice hiperbdlica si tenemos:
f~X1 X~ Xt X3
(Esto sigfinica que el médulo (K2, f), corresponde a un plano hiperbélico.)

Proposicion 2. Si f representa 0y es no degenerado, entonces f ~ f» + g, donde f> es hiperbdlica.
Ademads f representa todo elemento de K.

Es la traduccién a la proposicién (1) y su corolario.

De modo general, podremos tener un resultado identico incluso si f es degenerada:

Lema. Sea f:V + K es una forma cuadrdtica. Si existe v € V\V? con f(v) = 0, entonces f representa
atodoa € K.

Demostracion. Puesto que f(v) =0y v ¢V, yexiste u con(v-u) # 0. Tomando (v-u)~'u en vez de u
podremos suponer que (v-u) = 1.

Y tomando 2u — (u-u)v en vez de u, podremos suponer que f(u) = 0. Entonces si a € K, f(v+ 5u) =
a. O

Corolario. Sean g y h dos formas cudrdticas no degeneradas de rango > 1, y sea f = g — h. Las
propiedades siguientes son equivalentes:

a) f representa Q.

b) Existe un a € K* tal que g y h lo representan.

c) Existe un a € K* tal que g — aZ? y h — aZ? representen 0.

Demostracion. La equivalencia b) <> c) resulta del lema anterior. La implicacién b) = a) es trivial.
Demostremos ahora que a) = b). Un cero no trivial de f puede escribirse de la forma (x,y), con g(x) =
h(y). Si el elemento a = g(x) = h(y) es # 0, es claro que se verifica b). Si @ = 0, una de las formas g
por ejemplo, representa 0, por lo tanto también representa a todo elemento de K, y en particular a todo
valor no nulo que toma A. ]

Teorema. (2.2)’. Sea f una forma cuadrdtica en n variables. Entonces existen ay,--- ,a, € K tales que
f X4t @

El rango de f es el numero de indices i tales que a; # 0. Es igual a n si y sélo si el discriminante
ai...a, de fes # 0 (lo que equivale a que f es no degenerada).
Y finalemente del teorema de Witt traducimos que:

Teorema 2.6. Sea f =g+hy f' =g + W dos formas cudrdticas no degeneradas. Si f ~ f'y g~ ¢/,
entonces h ~ h'

Corolario. Si fes no degenerada tenemos:
f~git+gmth

Donde g1, - ,gm son hiperbolicas y h no representa 0. Esta descomposicion es tinica, salvo por las
equivalencias.

La existencia resulta de la proposicién 2 y la unicidad del Teorema (2.6).






Capitulo 3

Clasificacion Formas Cuadraticas

Primero clasificaremos las formas cuadrdticas en los cuerpos finitos. Estudiaremos como encon-
trar ceros de la forma cuadratica modulo p" (con p primo) e intentaremos ir subiendo el exponene,
introduciremos los niimeros p-ddicos y haremos la clasificacion en los cuerpos p-ddicos Q,. Y como
consecuencia finalmente pasaremos al estudio en el cuerpo Q.

3.1. Cuerpos Finitos £

Teorema 3.1. i) La caracteristica de un cuerpo finito K es un niimero primo p #0; si r = [K : F,|, el
cardinal de K es g = p’.

ii) Sea p un niimero primo 'y sea q = p" (r > 1) una potencia de p. Sea Q un cuerpo algebraico cerrado
de caracteristica p. Existe un sub-cuerpo Fy de £y uno solo que tenga q elementos; Es el conjunto de
raices del polinomio X9 — X.

iii) Todo cuerpo finito de g = p” elementos es isomorfo a F,.

Demostracion. i) Si K es finito, entonces no contiene a QQ; su caracteristica es por lo tanto un niimero
primo p. Sir es el grado de la extension K /F,, es claro que |K| = p".

ii) Si Q es algebraicamente cerrado de caracteristica p, tenemos que la aplicacién x — x7 es un au-
tomorphismo de  ; ya que es la potencia r-ésima del automorfismo o : x — x” (notar que o es
sobreyectiva ya que € es algebraicamente cerrado). Los elementos x € Q invariantes por x — x4 for-
man un sub-cuerpo F; de Q.

Veamos ahora que este cuerpo tienes q elementos. En efecto, la derivada del polinomio X7 — X es:

gX ' —1=p-plxr1-1=-1

y no se anula. Por lo tanto (ya que € es algebraicamente cerrado) X7 — X tiene q raices distintas. Enton-
ces tenemos |F,;| = g.

Inversamente, si K es un sub-cuerpo de Q con q elementos, el grupo multiplicativo K* tienes g-1 ele-
mentos; Por lo tanto tenemos x9~! = 1 si x € K*, vemos entonces que x¢ = x si x € K lo que demuestra
que K esta contenido en F,. Y como

K| = [F]

tenemos la igualdad K = F;.
iii) Resulta del apartado ii) y del hecho que todo cuerpo de p” elementos puede considerarse en Q, ya
que este es algebraicamente cerrado.

O
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Teorema 3.2. El grupo multiplicativo Fy. del cuerpo finito Fy es ciclico de orden p" — 1.

Demostracion. Si d es un entero > 1, recordamos que escribimos ¢@(d) al indicador de Euler de d, es
decir el nimero de enteros x, 1 < x < d, que son coprimos con d. Est4 claro que el nimero de genera-
dores de un grupo ciclico de orden d es igual a ¢(d).

Lema. Sin es un entero > 1, entonces tenemos n = Z o(d).
d|n

Lema. Sea H un grupo de orden finito n. Suponemos que, para todo divisor d de n, el conjunto de los
x € H tales que x? = 1 tiene a lo mds d elementos. Entonces H es ciclico.

Demostracion. Sea d un divisor de n. Si existe x € H de orden d, el sub-grupo (x) = 1,x,...x%1
generado por x es ciclico de orden d, por la hipétesis todo elemento y € H tal que y¢ = 1 pertenece
a (x). En particular los tnicos elemetnos de H de orden d son los generadores de (x), y de estoy hay
¢(d). Asi el nimero de elementos de H de orden d es 0 o ¢(d). Si fuese O por un valor de d, la
formula n = Z(p(d) muestra que el nimero de elementos de H es < n, contradiciendo a la hipétesis

d|n

del enunciado. En particular existe un elementos x € H de orden n y H coincide con el grupo ciclico
(x). O

Asi pues el teorema (3.2) resulta del lema precedente aplicadoa H = F yn=q—1.

O

Lema. (Elevacion de Soluciones)

Sea fe Z[X], p € Zy n € Z*. Supongamos que:

f(x)=0 (mod p").
vp(f'(x)) =k con0<2k<n.

Entonces existe y € 7, conx =Yy (médp"*) cumpliendo f(y) =0 (médp"*').

Demostracién. Pongamos y = x+zp" ¥ y busquemos z para que se satisfaga f(y) =0 [p"*!]. Se tiene:

fx+2p" %) = f(x) + f'(x)zp" F 4 g(x,2p" )2 p* 2

(aplicando el desarrollo de Taylor, para un cierto g € Z[X,Y]). Sea g(x,zp"*)z> = h(z). Como v, (f'(x)) =
k, f'(x) = bp* paraun cierto b € Z con med(p,b) = 1 y como f(x) =0 [p"], f(x) = cp” para un cierto
ceZ.

Es decir, buscamos z € Z con:

ple+bzp" +h(z)p k=0 (méd p*t).
es decir,
c+bz+h(z)p"* =0 (méd p).
Pero n > 2k = n—2k > 1 y basta que z cumpla
c+bz=0 (mdd p).

Lo que siempre es posible ya que mcd(p,b) = 1 y por lo tanto por la identidad de Bezout tenemos
el resultado.
O

Este resultado se puede generalizar para el caso de funciones en varias variables.
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Corolario. Sea f(X,,...,X,) €Z[Xy,...,X,]. Si f € F,[X, ...X,| tiene un cero simple en F!!, (X7,...,%,)
€ F), entonces f(x1,...,x,) =0 (mddp™) tiene un cero simple (y1,...,y) € Z" con y; = X;, para cada
m.

Teorema 3.3. [Chevalley].
Sea g una potencia de p primo y sea fi(x1,...,x,) € Fy[X1,...,X,] polinomios cumpliendos: Y} grad(f;) <
n. Sea V el conjunto de ceros comunes de los f; en Fj, entonces:

V=0 (mdd p)
Demostracion. Pongamos P(xy,...,x,) =II(1 — fiqfl). Notando que Va € F, a?~! = 1 se tiene:

P(x1,...,xn) =0si (x1,...,x,) ¢V
P(x1,...,x,) =1si(x1,...,x,) €V
es decir, P es la funcion caracteristica de V. Pongamos para h € Z[X,...,X,], S(h) = Z h(x). Tenemos
xeFy
por lo tanto:

VI =58(P) (mddp),

Luego basta demostrar que S(P) = 0.
La hipétesis Y deg(f;) < n implica:

deg(P) <n(q—1);
por lo que P es combinacién lineal de los monomios.
Xu — Xlul Xu”

con Yu; < grad(P) < Y. grad(f;)(q—1) < n(q— 1); Es sufucuiente probar que S(X"...X!) =0 si
Y u; <n(g—1). Luego basta ver que S(X," ... X}") = 0siu; < g— 1 para algiin i (su existencia es segura
debido a la desigualdad anterior). Pero S(X|" ... X!) = S(X")...S(X"). Sea | = u; tal que [ < g — 1
entonces basta probar que S(X') = 0.

Si [ = 0, por convenio escribiremos X’ = 1, luego todos los terminos de la suma S(X!) = Z x' son
x€ky

1 por lo tanto S(X') = ¢-1 = 0 ya que la caracteristica de F,es p.Sil#0como !/ < qg—1 entonces /

no es divisible por g — 1, (haremos notar que S(X') = Z x' ya que el tnico elemento que pertenece a
xqu*

Fq\Fq* es 0). Como F/ es ciclico de orden g — 1 existe un elemento y € F" tal que y! # 1 entonces:

Sxh=Y A=Y ¥ =ysx’)

xqu* xqu*

de donde obtenemos (1 —y')S(X') = 0, y como teniamos y' # 1 entonces S(X!) = 0.

Luego obtenemos el resultado que buscabamos y entonces:
V| =0 (mddp).
Y asi el teorema queda demostrado. O

Corolario. Sea fun polinomio en n variables con coeficientes en Z. Si grad(f) < n 'y f no tienes término
constante, la congruencia f(xy,...,x,) =0 (mddp) tiene al menos una solucion no trivial para cada
primo p.

Demostracion. 0 es la solucion no trivial y si fuese la tinica enotnces |V| = 1 pero el teorema anterior
nos dice que p | |V| y como p es un nimero primo entonces p > 2 por lo tanto p { 1 entonces tenemos
una contradiccén. Luego 0 no es la unica solucién, con lo que existe una solucén no trivial. O
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Corolario. Toda forma cuadrdtica de almenos 3 variables sobre Fy tiene un cero no trivial.

Geometricamente este corolario nos dice que: toda cdnica sobre un cuerpo finito tiene almenos un
punto.

Notemos que el Teorema de Chevalley sélo se aplica a polinomios sin termino constante, luego a la
representacion del 0. El truco que utilizamos para obtener un resultado general es:

Sea g : V —— F,» una forma cuadritica y sea a € Fj». Definimos en V @ Fj» la forma cuadratica
q+a:V@®Fy — Fy dada por (g+a)(v+1) = q(v) +at*. Se tiene entonces:

Lema. Sea q:V —— Fjn es una forma cuadrdtica 'y a € Fy. Si g es no degenerada, q+ (—a) representa
0 & q representa a a.

Demostracion. Sea (q+ (—a))(v+1t) =q(v) —at> =0.Sit #0, g(t~'v) = a, yaestd. Si t=0, g(v) =0
Yy puesto que g es no degenerada representa a todos los elementos de F,..
O

Notemos que si g : V — F,» es una forma cuadrtica, la forma inducida g : V/ VO Fyn respre-
senta a los mismo elementos de Fj,» que g y por lo tanto podemos aplicar el siguiente resultado:

Lema. Sea q:V +—— F,» una forma cuadrdtica, ey, ...,e, unabasedeV'y f(Xy...,X,) € F[Xi,...,X,]
el polinomio asociado:

» g induce una forma cuadrdtia q:V |V Fyn que es no degenerada, y existe una base de 'V en la
que el polinomio que representa a q tiene dimV /V° variables, y este niimero es el menor posible.

Proposicion 3. Sea g una forma cuadrdtica sobre V, y F,n el cuerpo finito.

1. Si dimV/VO > 2, g representa a todo a € F;n.

2. Si dimV/V0 > 3, q representa a todo a € Fy.

Demostracion. q:V — Fyn se expresa mediante un polinomio en dimV / VO variables, lo que da 2) ya
que por el corolario del teorema de Chevalley tenemos que existe un cero no trivial y por lo tanto g
representa a 0 luego g representa a 0 y asi también representa a todo elemento de F,».

Para obtener 1) consideramos g+ (—a) Va € F y aplicamos 2) entonces g + (—a) representa a 0 y por
el lema visto anteriormente tenemos que g representa a a. Por lo tanto g representa a a € Fy,. O

Podemos ver que en realidad lo importante no es el nimero de variables sino el rango de q, donde
rang(q) = dimV /V°,

Elegimos a € Fy, un elemento que no es un cuadrado.

Proposicion 4. Toda forma cuadrdtica no degnerada de rango m sobre F,n es equivalente a:
2 2 2
X2+ + X2+ X3
o bien a
Xt ++ X2 +aX?
seguin si su discriminante es o no un cuadrado respectivamente.
Demostracion. Para m=1 es claro. Si n > 2, la proposicién (3) muestra que la forma g representa 1.

Entonces es equivalente a X 12 + g, donde g es una forma de m — 1 variables, y aplicamos la hipotesis de
recurrencia a g, y el ultimo paso obtendremos X2 si su discriminante es un cuadrado sino serd aX? [

Corolario. Para que dos formas cuadrdticas no degenradas sobre F,n sean equivalentes, es necesario
y suficiente que tengan el mismo rango y mismo discriminante.
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Ahora veremos como estudiar si un elemento a € Fj,» es 0 no un cuadrido.
A partir de ahora ¢ es una potencia de un numero primo p # 2. Recordemos que la caracteristica de
Fy es diferente de 2.

Teorema 3.4. Los cuadrados de F; forman un sub-grupo de indice 2 de F;. Este sub-grupo es el niicleo
del homomorfismo x —s x\4=1/2 con valores en +1.

Demostracion. Sea Q una clausura algebraica de Fy; six € F seay € Q tal que y? = x. Tenemos:

yq71 = x(qfl)/z = :tl

yaque x?~! =1.

Para que x sea un cuadrado en F, es necesario y suficiente que y pertenezca a Fy, es decir yi—l=1.
Por lo tanto Fq*2 es el nicleo de x —s x(@~1/2. Ademas como F es ciclico de orden ¢ — 1, el indice de
Fq*2 esigual a 2. O

Lema. Si p es un niimero primo impar, sea d un entero tal que med(d,p)=1y r > 1, d es un residuo
cuadrdtico modulo p” <= es un residuo cuadrdtico modulo p.

Demostracion. Sid es un residuo cuadriticpo médulo p” es obvio que también lo es médulo p.

Ahora demostraremos el reciproco. Sea f(x) = x> —d, d es un residuo cuadritico méd p, existe un a € Z
cona’> =d (méd p); ie. f(a) =0 (méd p). Claramente mcd(p,d) = 1 => p{a, luego v,(f'(a)) =
vp(2a) =0y la solucién es simple. Esto implica que existe solucién méd p” Vr. O

Es lo mismo estudiar si d es un cuadrado en F),r que en F), Vr > 2.
Luego estudiaremos si un elemento x del grupo multiplicativo de F}, es un residuo cuadratico o no. Para
ello definimos el Simbolo de Legendre:

() = 1  sixesun residuo cuadratico méd p

r’ -1 si no
La definici6n se extiende al caso plx siendo (7)) =0.

Es claro que (i) depende sélo de la clase de x (m6dp). (%) = (%) sixX’ =x (médp) . Si p 1 xy entonces

(2) = (2)(2).

Si x € F; tiene por raiz cuadrada y en una clausura algebraica de F},. Tenemos entonces (%) =yl
Vamos a calcular el valor de (%) parax=1,—1,2.

Primero definimos para un entero n impar, €(n) y @(n) los elemento de F; por:

o . 0 si n=1 (mod4)
e(m)="7" (m6d2) :{ 1 si n=-1 (mod4)

e i J O si n=%1 (mod8)
o(n) =55~ (m6d2) = { 1 si n=45 (mod8)
Tenemos los siguientes resultados:

Los dos primeros resultados son triviales solo para el tltimo es necesario una demostracion.
Sea o una raiz primitiva 8* de la unidad en una clausura algebraica Q de F,, el elemento y = o+~
verifica que y? = 2, ya que a* = —1 de donde obtenemos a? 4 a2 = 0. Tenemos:

1

Y=o +a7P.
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Si p==+1 (mA6d8), esto conlleva que y” =y y por lo tanto y € F}, de donde (%) =1.
Si p =45 (maéd8), tenemos que:
Y=o +ad=—(at+a )=~y

Por lo tanto tenemos que y*~! = —1 entonces y ¢ F,, luego (%) =—1.
La formula queda demostrada.

Ahora estudiaremos la Ley de Recirpocidad Cuadratica.

Teorema 3.5. (Gauss).
Sean | y p dos primos distintos y diferentes a 2. Tenemos (é) =(9)(~1 )EWE(Pp),

Para la demostracion necesitamremos introducir la suma de Gauss junto a ciertos lemas técnicos.
Sea Q una clausura algebraica de F),, y sea @ € L una raiz primitiva /—€sima de la unidad. Si x € F),, el
elemento " tiene sentido, ya que @' = 1. Por lo que podemos definir la suma de Gauss:

X X
y= Z (i)co .
x€F,

Lema. y? = (—1)¢ donde, por abuso de notacion, [ se identifica con su imagen en F,.

Demostracion. En efecto:

y2 :tZ(IIZ)wH-Z — Z wu(z (t<”l_t)))

(’(”;t)) = (=F)(—) = (—l)e(’)(i]_‘l”fl ). Entonces nos queda que:

(1) = ¥ 0t

uerk,
Donde

1— ™!

Co= ) ( -
teFy”
1
Siu=0,C = Z (v)=1-1;Sino s=1—ut"" describre todos los elementos de F; — {1}, y
teF
tendremos:
s 1 1
Cu= Z(i) - (7) = —<7) =-1L

sEF

Ya que en F;* hay tanto elementos que son residuos cuadraticos como elementos que no lo son. Entonces
nos queda:

Y co'=1-1-) =1

uck), uEF;

Y el lema queda demostrado. O

Lema. y’~! = ().



TFG - Jorge Bernués Garcia 15

Demostracion. Ya que € es de caracteristica p, tenemos:
~1

X -1
w=Y Ho? =Y (FE-)o = (Ey= ).

xeF), z€F

De donde obtenemos el resultado yP~! = (?) O

Asi el Teorema(3.5) resulta de estos Lemas. De los dos lemas obtenemos:

(=W P
T)*)’p 1*(7)'

(
(=10

-1
)= (( ))8(1) = (—1)¢Pel)_ Asi el Temorema de Gauss queda demostrado.
p p
Ejemplo. Comprobaremos si 29 es un residuo cuadratico en Fi7:
29 23,47 18, 32 2 2
() = (CDMB(C5) = (30) = (55)(39) = (55) = (-1 = 1.

Por lo tanto no lo es.

Y como (

3.2. Cuerpos p-adicos Q,

El problema principal en la clasificacién de las formas cuadraticas en los cuerpos finitos se trata de
resolver las congruencias:

2 =a (méd p).

También es natural plantearse la ecuacién X =aenZo Q, una solucién lo es, obviamente, de todas las

congruencias x> =a (méd p”) Vp primo y Vn € N. Un problema que surge de modo natural es si el
reciproco es cierto, es decir si una solucién de todas las congruencias es también solucién en Z o Q. En
general esto no es cierto y esto nos lleva a la introduccién de los nimeros p-ddicos. Sea x una solucion
entera de la ecuacién x> —a = 0. Si x,, es una solucién de la ecuacién anterior médulo p"+!. Basta tomar
x, = x (méd p"T!) eligiendo x, entre los representantes de F,ui1, asi x determina una tdnica solucion
X0y -5 XnsXntly---

Con x, =x (méd p"“) y por lo tanto con x,, = x,4+1 (méd p”“) Ademas la sucesion de los x,, deter-
mina a x, si x, =y (méd p"!) Vn, entonces x =y (méd p") Vn = p"*! | x—y Vn, luego x —y = 0.

Si consideramos la ecuacién x>+ 1 =0 (méd 571 Vn > 0, para cada n por el proceso de elevacion
de soluciones , podemos encontrar una raiz de f(x) = x>+ 1 médulo 5**!; por ejemeplo:
X0 =2,x1 =7,x0 =57,... y se cumple que x, = x,,+; (mod 5"*1). El resultado es una sucesién como
la introducida antes, pero estd no corresponde a ningtin entero ya que la ecuacién f(x) = 0 no tiene
solucion.

Entonces nuestra intencion es de hacer que esa sucesion corresponda a algun elemento “entero ex-
tendido”, es decir queremos un anillo A con Z C A de modo que los elementos de A correspondan con
las sucesiones del tipo anterior.

Este anillo lo denotaremos como Z,, enteros p-ddicos. Ponemos A, = 7/ p"Z, definimos el homeo-
morfismo sobreyectivo, de nicleo p"A; 11

(Pn :An+1 i—)An

Entonces Z,, es el limite proyectivo del sistema (A,, @,). [Z, = lim(A,, ¢,)]. Daremos ahora una cons-
H

truccién del anillo Z,,, sea S C H Z el conjunto de sucesiones (X, ),>0 conx, =x,4+; (méd P Vn. De-
n>0
finimos en S la relacién de equivalencia (x,,) ~ (y,) si Vax, =y, (méd p"t1).Seal={& €S| & ~0}. Si
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E=(x,) €L = (y,) €Ssetienex, =0 (méd p"*") Vnluego x,y, =0 (médp™™ 1)y EL = (xuyn) €1
luego I > S es un ideal. Asi S/I es un anillo y definimos Z,, := S/I.
Definimos la aplicacion €, : Z, — A, la proyeccion asociando a un entero p-adico x su componente x, .

. s .. " &
Proposicion 5. La sucesion 0 — Z,, LA Zp, — A, — 0 es exacta.

Demostracion. La multiplicacion por p y entonces también por p" es inyectiva en Z,; ya que sea x =
(x,) un entero p-adico tal que px = 0, tenemos px,1=0 para todo n, lo que conlleva que x,; es de la
forma p"y,;1 con y,11 € Ayt1; como x, = Q(x,11), vemos que x, es también divisible por p”, luego
nulo.

Es claro que el nicleo de g, contiene a p"Z,. Reciprocamente si x = (x,,) pertenece a Ker(g,), tenemos
xm =0 (méd p™) para todo m > n. Lo que significa que hay un elemento y,,_, bien definido en A,,_,
tal que X,, = p"yn—m. Los y; definen un elemento y € Z, y por lo tanto x = p"y Luego Ker(&,) = p"Z,
y asi obtenemos el resultado buscado para tener una sucesion exacta. O

Proposicion 6. 1. Para que un elemento de 7, sea inversible, es suficiente y necesario que no sea
divisible por p.

2. Si U designa el grupo multiplicativo de Z,, todo elemento de 7, diferente de cero se escrive de
forma tinica como producto p"u, conu € U yn > 0.

Demostracion. Basta probar a) para los A, y el resultado en Z, serd una consecuencia. Si x € A, no
pertenece a pA,, su imagen en A no es nula, por lo tanto inversible; existen y,z € A, tales que xy =
1 — pz, de donde obtenemos xy(1+ px+---+ p"~ 17"~ = 1) por lo tanto x es inversible.

Por otra parte, si x € Z, es no nulo, existe un maximo entero » tal que x, = &,(x) sea nulo. Entonces
x=p"ucon pfuluegou € U. La unicidad es evidente. O

Podemos definir la siguiente aplicacién.
vp 1 Ly — LU {0}

con v,(0) =00y v,(§) =nsi & = wp” con w € U(Zp,) y n > 0. Se conoce como la Valoracion
p-ddica. Se tiene:

vp(E8) =vp(8) +vp(E)
Vp(é +&) > min{v,,(é),v,,(@)}

Des esto resulta que Z,, es un anillo integro.
Podemos definir la topologia de Z, dada por la métrica.

d(E,8) =217 con [A]| < 1.
vp(§) =00 <= & =0. Ademds tenemos que v,(§) <v,({) <= &|{ya e U(Z,) <= v,(a) =0.

Definicién. Llamaremos cuerpo de los niimeros p-ddicos a @, al cuerpo de fracciones del anillo integro
Lp.

La aritmética de QQ, es muy sencilla: todo elemento 0 # o € Q, se escribe de la forma o = wp"
con tinicos @ € U, k € Z. Por lo tanto esto permite extender v, a Q.

vp 1 Qp — ZU{oo}.
Y de nuevo tomando 0 < A < 1, se tiene una aplicacion llamada valor absoluto p-ddico:

| 1p: Qp— R, 00— ||, = A%
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que cumple:
o], =0<= =0

aBl, = lalplBlp

Propiedead no arqumediana: |+ |, < max {|al,,|B|,} < |al, + B,

Por lo tanto se puede extender la métrica de Z, a Q,,. Asi (Q,,|-|,) es un espacio métrico. Luego
Q, tiene la topologia inducida por dicha métrica.

Teorema. Si p # 2, sea x = p"u un elemento de Q), conn € Z'y u € U. Para que x sea un cuadrado, es
suficiente y necesario que n sea par, y que la imagen de u en F,; sea un cuadrado.

Teorema. Para que un elemento x = 2"u de Q5 sea un cuadrado, es suficiente y necesario que n sea
paryqueu=1 (modS$).

La clasificacion de las formas cuadraticas sobre Q,, depende de dos invariantes y del rango.
Sea (V, Q) un médulo cuadratico sobre Q,, el primer invariante serd el discriminate, que denotaremos
como d(Q) un elemento de Qp/(@%. Sie=(ey,...,e,) es una base ortogonal de V, si tomamos a; = ¢; - ¢;
tendremos:

d(Q) =daj---ay

El siguiente invariante es:

e(e) =[](ai,a))

i<j
Donde (a;,a;) representa el el simbolo de Hilbert, el cual se define de la siguiente manera:

Definicion. Sean a, b € Q}, entonces:
(a,b)=1 si z2 — ax* — by> = 0 tiene una solucién no tirivial en Q;.
(a,b)=-1 si no.

Para el célculo de este simbolo necesitaremos ver ciertas propiedades.

Proposicion 7. El simnolo de Hilbert satisface las formulas:
i) (a,b) = (b,a) y (a,¢?) = 1;

ii) (a,—a) =1y (a,1 —a)=1;

iii) (a,b) = 1 = (ad',b) = (d',b);

w) (a,b) = (a,—ab) = (a,(1 —a)b).

Demostracion. 1) es evidente.

Para ii) tenemos que b = —a entonces nos queda la forma cuadrética z> — ax> 4+ ay® que tiene por cero la
solucién (0,1,1) y para b = 1 — a entonces tenemos la solucién (1,1,1) y por lo tanto en ambos (a,b)=1.
En iii) necesitamos definir el cuerpo Q p(\/l;) que se obtiene al afadir una raiz cuadrada de b al cuerpo
de inicio Q, y NQ,(v/b)* el grupo de normas de elementos de Q,(v/b)*. Para que (a,b) sea igual a 1
entonces es suficiente y necesario que a pertenezca a NQ p(\/l;)*. Luego como en la hipotesis (a,b)=1
tenemos que a pertenece a NQ,(v/b)* asf que:

d € NQ,(Vb)* <= ad' € NQ,(Vb)*

2

y queda demostrado.
La propiedad iv) es consecuencia de las tres anteriores. O

Teorema 3.6. Calculo de (a,b), si ecribimos a, b en la forma p®u, pPv donde u y v pertenecen al grupo
de unidades p-ddicas U. Tendremos:
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(a,b) = (—1) B ()P (2), i p 2.

(a, b) — (_l)e(u)s(v)+aw(v)+ﬁw(u)’ sip=2.
Para la demostracion de este Teorema necesitaremos la ayuda de ciertas proposiciones y lemas.

Proposicién 8. Sean f1) e Zp[X1,...,Xn] polinomios homogeneos con coeficientes enteros p-ddicos.
Hay una equivalencia entre:

1. Los U tienen un ceo comiin no trivial en (Q,)".

2. Los fU tienen un ceo comiin no trivial en (Z,)".

3. paratodon > 1, los f(i) tienen un ceo comun no trivial en (A,)™.

Demostracion. La implicacién b = a es trivial. Reciprocamente si x = (xp,...,X;) esun cero comin no
trivial de los £, tomamos:

h=1f(v,(x1),...,vp(xm)),y y=p "x

Es claro que y es un elemento primitivo de (Z,)™, y que es un cero comun de los f @, por lo que ya
tenemos la equivalencia. La equivalencia de b < ¢ vienen dada por que si X = limX, y los X, son
F

finitos y no vacios, entonces X es no vacio, luego aplicamos esto al caso particular de Z, que es el
limite proyectivo de los (A,) que son finitos y no vacios.
O

Lema. Sea v € U una unidad p-ddica. Si la ecuacion 7> — px*> — vy* = 0 tiene una solucion no trivial
en Q,, entonces tiene una solucion (x,y,z) tal que z,y € U, x € Z,,

Demostracion. Por la proposicién anterior la ecuacion tiene una solucién primitiva (x,y,z). Demostre-
mos que es la solucién necesaria. Sino tendriamos, y =0 (méd p) 0z=0 (méd p), ya que 72 —v?*y =0
(méd p), y v # 0 (mdd p), o tendriamos a la vez y =0 (mdd p), z=0 (mdd p), de donde obtendria-
mos px*> =0 (méd p?), lo que conlleva x =0 (mdd p) lo que contradice que la solucién (x,y,z) sea
primitiva. O

Volviendo a la demostracién del Teorema. Podemos ver que en realidad los exponentes o y 3 sélo
intervienen por su residuo médulo 2; por la simetria del simbolo, tenemos tres casos a considerar:

1) a =0, = 0. Hay que verificar que (#,v) = 1. Lo que es lo mismo que la ecuacién 7> — ux> —
vy? = 0 tiene una solucién no trivial médulo p, como el discriminante de la forma cuadrética es una
unidad p-ddica, entonces lleva a una solucién p-adica y asi (#,v) = 1. Esto es debido a los siguientes
resultados:

Lema. Sea f € Zy[X], y sea f' su derivada. Sea x € Zp, n,k € Z tales que 0 < 2k <n f(x) =0 (méd
P"), vp(f'(x)) = k. Entonces existe y € Z,, tal que :

f(y) =0 (mod p*)
vp(f'(v)) =k y=x (méd p"*).

Demostracion. Tomemos y de la formax+ p" %z, conz € Z p- Gracias a la formula de Taylor obtenemos:
f) = fx)+p"*zf'(x) + p** *a, cona € Z,,.

Por hipétesis tenemos que f(x) = p"by f'(x) = pkc,con b € Z,y c € U, por lo que podemos elegir z
de manera que:

b+zc=0 (mddp).

Por lo tanto tenemos ya que f(y) =0 (méd p"!). Y la formula de Taylor aplicada a ' nos da que
() = pFe (méd p"*) y como n—k > k se deduce que v, (f'(y)) =k
O
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Teorema 3.7. Sean f € Zy[X1,..., Xn), x = (x;) € (Zp)",n,m € Z'y j un entero comprendido entre 1y
m. Suponemos que 0 <2k <nyque f(x) =0 (mod p")y vp(%(x)) = k. Entonces existe un ceroy de
J

f en (Z,)" que es congruente a x médulo p"*

Demostracién. Supongamos primero que m = 1. Aplicando el lema anterior a x(¥)

xM e Z,, congruente con x(©) médulo p" ¥y tal que:

FED)y=0 (méd p"), vy (f'(x1V)) = k.

Podemos aplicar el lema a x(!), remplazando n por n + 1. Paso a paso construiremos una sucesién
xO X9 tal que:

xt) = x@  (méd prtir), f(x9) =0 (méd p"H9).

Es una sucesion de Cauchy; si denotamos y su limite, tenemos evidentemente f(y) =0y y =x (méd
"% el resultado buscado.

El caso de m > 1 es un corolario del caso anterior. Ya que solo se modifica x;. Mds en concreto, sea

= x, obtenemos que

f€ Z,[X;], polinomio en una variable remplazando los X; cuando i # j por los x;. Entonces podemos

aplicar lo que acabamos de demostrar a f y x;. Deduciremos la existencia del y; = x; (méd P75 tal
que f(y;) = 0, tomando entonces y; = x; obtendremos el elemento que buscabamos y = (y;).

O

2) a =1, B =0. Hay que verificar que (pu,v)=(7). Como (u,v)=1 tenemos que (pu,v) = (p,v)

por lo tanto se trata de demostrar que (p,v) = (;) Es claro que si v es un cuadrado entonces los dos

son igual a 1. Si no lo es tenemos (;) = —1y por lo tanto la ecuacién z2 — px*> — vy> = 0 no tiene una
solucién con z,y € U y entonces no tiene un cero trivial en Q,, luego (p,v) = —1.

3) a =1, B = 1. Tenemos que demostrar:
(pu, pv) = (=1)P= D2 (%) (%).
Por las propiedades del simbolo de Hilbert tenemos que (pu, pv) = (pu, —p*uv) = (pu, —uv). Y por 2)
tenemos que (pu, —uv) = (_TW)
El caso p = 2 no lo demostraremos, es el caso mas complejo.
Corolario. El simbolo de Hilbert es una forma bilineal sobre el Fy-espacio vectorial Q, / Q;‘f
Veamos que es cierto que €(e) es un invariante ya que no depende de la eleccién de la base.

Teorema 3.8. El niimero €(e) no depende de la eleccion de la base ortogonal e

Demostracion. Si n = 1, tenemos g(e) = 1. Si n = 2, tendremos €(e) = 1 si y solo si la forma Z> —
a1X? — ayY? representa 0, que dicho de otra manera es que a; X2 + a,Y? representa 1. Esto quiere decir
que existe un elemento x € V tal que Q(x) = 1, y esto no depende de la base e. Para n > 3, utilizaremos
recurrencia sobre n. Como n > 3 podemos aplicar que si e y €’ son dos bases ortogonales de V, entonces
existe una sucesion de bases (%) e(1) ... (" de bases ortogonales de V tales que e0) =¢, oM =¢ y
las bases e(), (1) son contigiias para 0 < i < n. Por lo tanto basta probar &(e) = £(¢'). Debido a la
simetria del simbolo de Hilbert, £(e), no cambia por la permutacion de los e;. Por lo tanto podemos
suponer ¢’ = (¢},...€),) tal que €] = e;. Tomamos a; = (.- ¢}), tendremos @} = a;. Podemos escribir
€(e) de la forma:

ele) = (ai,...,an) H (aj,aj) = (ar,d(Q)ay) H (aj,aj).

2<i<j 2<i<)
Igualmente :
() = (a1,d(Q)ar) [] (d;.d)).
2<i<j

Y la hipétesis de recurrencia, aplicado al ortogonal de ey, nos da:
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[1 (@.ap)= ] (ai,q))

2<i< 2<i<

Y obtenemos el resultado que buscabamos. O

Volviendo a la clasificacién de las formas cuadraticas en Q,, recapitulando tenemos que si f es una
forma cuadrética de n variables y si:

fraXP+- t+aXy,
los dos elementos:

d(f)=ai---a, (enQ}/Q).
e(f)=[1(aaj) (en{£1}.
i<j
Son los invariantes de la clase de equivalencia de f.
A partir de ahora denotaremos por d = d(f) y € = €(f) sus dos invariantes.
Ahora estudiaremos la representacion de un elemento de Q, por una forma cuadratica.

Teorema 3.9. Para que f represente a 0, es suficiente y necesario que se de una de las siguientes
situaciones:

1. n=2yd=—1(en Q,/Q)

2. n=3y(—1,-d)=¢.

3. n=4y,0d#1,0d=1ye=(—1,—1)
4 n>5

Demostracion. Escribimos f en la forma f ~ a1 X 12 +---+a,X?, consideraremos por separado los casos
den=2,3,4y>5.

1. Paran = 2. Laforma f representa 0 siy solo si —a;/a; es un cuadrado; pero —a; /a, = —aja; =
—den Q,/ Q;z por lo tanto debemos tener —d = 1 lo que es igual a tener d = —1.

2. Paran = 3. La forma f representa O si y solo si la forma
aszf ~ —a3a1X12 — a3a2X22 —X32

representa 0. Asi la forma representa 0 si y solo si el simbolo de Hilbert (—aza;, —azaz) = 1 Por
ser bilineal encontramos:

(=L, =D(=La)(=1a2)(—1,a3)(a1,a2)(a1,a3)(az,a3)(a3,a3) = 1

y como (a3,a3) = (—1,a3) podemos rescribir lo anterior como:

(=1, =1)(=1l,a1a2a3)(ar,a2)(a1,a3)(az,a3) = 1

Lo que es lo mismo:

(—1,—d)e = 1 entonces (—1,—d) = €.

3. Paran =4. f representa 0 si y solo si existe un x € Q}, / Q;‘,z el cual esta representado por las dos
formas:
a1X12 + c12X22 y —a3X32 — a4X3 Por lo tanto debido a la demostracién de n = 2 obtenemos como
corlario que x queda caracterizado de la siguiente manera:
(x,—a1a2) = (a1,a2) y (x,—azas) = (az,as).
Sea A la parte de Q, / Q;‘,Z definida por la primera condicién y B la definida por la segunda. Para
que f no represente 0, es suficiente y necesario que ANB=0. Ya que A y B son evidentemente no
vacios. Esto equivale a tener las siguientes condiciones:
aay = azas y (a1,a2) = — (a3, a4)
La primera condicion significa que d = 1. Si se cumple entonces tendremos:
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€= (a1,m)(a3,as)(azas,azas) = (a1,a2)(az,as)(—1,a3a4) = (a1,a2)(—az, —as)(—1,—1);

Por lo tanto la segunda condicién es € = —(—1,—1) de donde obtenemos la demostracion.

4. Paran > 5. Basta con tratar el caso en el que n = 5. Como habiamos dicho antes de la demostracién
de rango 2 obtenemos un corolario en el que si f representa a un elemento x entonces (x,d) = €
y si d = 1 entonces existen 2" elementos cumpliendo esto, si d # 1 existen 2. Por lo tanto una
forma de rango 2 representa almenos 2"~! elementos. Este resultado se puede deducir a fortiori
para formas de rango > 2. Como 2'~! > 2, f representa almenos un elemento diferente de d.
Tendremos:

fr~aX?tg

Donde g es una forma de rango 4. El discriminante de g est igual a d/a. Por lo tanto es diferente
de 1y por la demostracién 3) tenemos que g representa a 0. Y entonces tenemos que f representa
también 0.

O]

Ahora enunciaremos el corolario que hemos utilizado en la demostracién del Teorema pero para
todos los rangos.

Corolario. Sea a € Q;, / (@;2. Para que f represente a, es suficiente y necesario que se de una de las
siguientes situaciones:

1. n=1ya=d.

2.n=2y(a,d)=¢.

3. n=3y0a#—-doa=dy(—1,—d)=¢.
4. n>4.

Teorema 3.10. Dos formas cuadrdticas sobre Q, son equivalentes si'y solo si tienen el mismo rango,
mismo discriminante y mismo invariante €.

Demostracion. Que dos formas equivalentes tengan los mismos invariantes resulta de la definicion de

equivalencia (Capitulo 2). El reciproco se demuestra por recurrencia sobre el rango n de dos formas f'y

g consideradas. El caso n = 0 es trivial. El corolario anterior muestra que f y g representan los mismos
2 z

elementos de Q;,/Q}". Por lo que podemos encontrar un a € Q;, que estd representado por f'y g a la

vez, por lo tanto podemos escribir:

fral?+fyg~aZ?+g

donde f’, g’ son dos formas de rango n — 1. Tenemos:
d(f') =ad(f) =ad(g) =d(g')
e(f") =&(f)a,d(f) = €(g)(a,d(g')) =€(g)
Luego f’, ¢’ tienen los mismo invariantes. Por la hipétesis de recurrencia tenemos que f’ ~ g’ y entonces
también obtenemos f ~ g.
O

Proposicion 9. Sean > 1, d € Q) / Q;‘,z y € = x1. Para que exista una forma cuadrdtica f de rango n
tal que d(f) =d y €(f) = €, es suficiente y necesario que tengamos:
n=lLe=l,on=2,d#—1;on=2,e=1,0n>3.
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Demostracion. Bl caso n = 1 es trivial. Si n = 2 tenemos f ~ aX>+bY? ysid(f) = —1, &(f)(a,b) =
(a,—ab) = 1. asi que no podemos tener simultaneamente d(f) = —1 y €(f) = —1. Inversamente si
d=—1,&=1tomamos f = X> —Y?, sid # —1 entonces existe a € Q,, tal que (a,—d) = € y tomamos
f=aX?+adY?. Sin=3,elegimos a € Q, / Q;z distinto de —d, por lo que acabamos de ver existe una
forma g de rango 2 tal que d(g) = ad, £(g) = €(a,—d) y entonces la forma aZ? + g es la qu cumple el
enunciado. El caso n > 4 se deduce del caso anteior tomando la forma f como:

8(X1, X, X3) + X+ + X

donde g tiene los invarientes requeridos. O

Corolario. El niimero de clases de formas cuadrdticas de rango n sobre Q,, es igual a 4 sin=1, a 7 si
n=2yad8sin>3.

3.3. Cuerpo de los Racionales Q

Denotaremos V la unién del conjunto de nimeros primos y del simbolo {eo}. Sea f ~ alez 4+
a,X? una forma cuadritica sobre Q de rango n. Sea v € V podremos considerar gracias a la inyeccién
Q — Q, la forma cuadrética f,. A la forma cuadrética f le asociaremos los siguiente invariantes:

1. El discriminante d(f) € Q*/Q*2, que serd igual a a; - - - ay,.

2. Los invariantes de la imagen de f sobre Q, f, que denominamos d,(f) y &,(f). Es claro que d,(f)
es la imagen de d(f) por Q*/Q*? — Q,/Q2 y &,(f) = H(ai,aj)v donde (a;,a;), representa el

i<j
simbolo de Hilbert de las imagnenes de a;, a; en Q,.

3. La signatura (r,s) de la forma real f..

Los invariantes d,(f), €,(f) y (r,s) son llamados los invariantes locales de f.
Un resultado interesante es la formula del producto que nos da el Teorema de Hilbert.

Teorema 3.11. (Hilbert). Si a, b € Q*, tenemos (a,b), = 1 para casi todov €V, y :

[1(a.b),=1.

vev

Demostracion. Como el simbolo de Hilbert es bilineal, entonces nos basta con demostrar el teorema en
los caso en los que a y b son —1 o son un niimero primo. Lo que tendremos que hacer en cada caso es
calcular (a,b),.

1. a=—1, b = —1 Entonces tendremos:
(—1,—Dew=(—1,—1)2=—1y (—1,—1), =1 con v # 2. Por lo tanto el producto para todo v € V
es 1.

2. a=—1,b=1con/ un primo. Si/ =2 entonces (—1,2), =1YveV.
Si [ # 2 tendremos:
(=L, =1siv#£2,
(=102 = (=1,0); = (=)=
Por lo tanto el producto es siempre igual a 1.

3. a=1,a= pconl, pnimeros primos. Si / = p tendremos (/,1), = (—1.[),, paratodov € V, lo
que nos lleva al caso 2).
Ahora si [ # p. Si p =2 tendremos (/,2), = 1 para todo v # 2,1, (—1,2), = (1,2); = (%) =
(=1)*"). Si los dos son diferentes a 2 entonces (I,p), = 1 para todo v # 2,I,p y (I,p), =

(—1)eDEw) (1, p); = 5y U,p)p = (é) Ademds gracias a la ley de reciprocidad cuadrética

tenemos (%)(%) = (—1)¢e(P) Luego tenemos que el producto es igual a 1 para todo v € V.
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Por lo tanto tendremos: H &(f)=1.
vev

Teorema 3.12. (Hasse-Minkowski) Para que f represente 0, es suficiente y necesario, que para todo
v €V la forma f, represente 0.

Demostracion. Lanecesidad es trivial. Pero tendremos que demostrar que si es suficiente también vale.
Escribimos f bajo la forma:

f=ailX}+--+aX? a€cQ.
Si remplazamos f por a; f podemos suponer que a; = 1. Estudiaremos los distintos cason =2,3,4,> 5.

1. Cason =2:
Tenemos f = Xl2 — aXzz. Como f. representa O entonces a > 0. Si escribimos a bajo la forma:

a= Zp"p(a)
P

El hecho de que f), represente O implica que a es un cuadrado en QQ, por lo tanto v,(a) es par.
Entonces a es un cuadrado en Q luego f representa 0.

2. Cason=3:
Tenemos f = Xl2 — aX22 — bX32. Si multiplicamos a, b por cuadrados, podremos suponer que a,b
son enteros sin factores cuadrados (i.e v,(a),v,(b) son iguales a 0 o a 1 para todo primo p).
Podemos suponer también que |a| < |b|. Razonamos por recurrencia sobre el valor m = |a| + |b|.
Sim = 2, tendremos:

2 2 2
f=X?+X2+X]

El caso X12 +X22 +X32 queda excluido ya que f. representa a 0. En los otros caso es claro que f
representa a 0.

Supongamos ahora que m > 2, por lo tanto |b| > 2 y escribimos b como b = £py, ..., p;. donde
los p; son primos distintos. Sea p un de los p;, veremos que a es un cuadrado médulo p. Es
evidente sia=0 (méd p). Si no a es una unidad p-adica. Por hipétesis, existe (x,y,z) € (Q,)?
tal que:

Z—ax*—by* =0

y podemos suponer que (x,y,z) es solucion primitiva. Tenemos z*> —ax> =0 (méd p). De donde
podemos concluir que si x =0 (mdd p) entonces z y by* son divisibles por p2, como vp(b) =1
tendremos y =0 (méd p) que contradice el hecho de que (x,y,z) es una solucién primitiva. Por
lo que tenemos x Z 0 (méd p), lo que demuestra que a es un cuadrado médulo p. Como tenemos
7 /b7 =117/ p;iZ, tendremos también que a es un cuadrado médulo b. Por lo que existen enteros
t,b tales que:

2=a+bb

y podemos elegir ¢ de manera que [¢t| < |b|/2. La formula b'b = t> — a demuestra que b'b es una
norma de la extension k(y/a)/k, (donde k = Q o k = Q,). Entonces conluimos que f representa
a0enksiy solosi f = X? —aX3 — b'X} también. En particular, f’ representa 0 en cada uno de
los Q,, pero tenemos:

B =154 < B+ 1<|p| yaque|p| >2.

Escribimos »’ de la forma b"u? con b” u enteros y b sin factores cuadrados; tenemos a fortriori
|b”| < |b|. La hipétesis de recurrencia se aplica entonces a la forma: f” = X7 —aXj — b"X3 que
es equivalente a f’. Vemos claramente por la recurrencia que f” representa a 0 ya que |b”| < |b|
y por lo tanto tambien f’ y como consecuencia final f también representa a 0.
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3. Cason=4
f=aX}+bX? — (X3 +dX}).
Seav €V, f, representa a 0, entonces tenemos que existe un elemento x, € Q}; que esta represen-
tado a la vez por las formas aXl2 + bX22 y por cX32 + dX42, lo que es lo mismo que decir que:

(xy,—ab), = (a,b) 'y (x,—cd), = (c,d),.

Como H(a, b), = H(c,d)v = 1, entonces existe un elemento x € Q* tal que:
veV veV

(x,—ab)y, = (a,b) 'y (x,—cd),=(c,d), YveV.

Por lo tanto la forma aX? + X7 — xZ? representa 0 en cada uno de los Q,, por lo tanto en Q por lo
que hemos visto para n = 3. Entonces x esta representado en QQ por la forma aX 12 + sz2 y usando
el mismo argumento encontraremos que también esta representado por la forma cX32 + de y
finalmente vemos que f representa 0.

4. Cason > 5:
Razonaremos por recurrencia sobre n. Escribiremos f de la forma: f =h—gconh=a X 12 +a2X22,
g= —(a3X32 +---+a,X?) Sea S un subconjunto de V formado por o, 2 y de niimeros primos p
tales que vj,(a;) # 0, para un i > 3 (es un conjunto finito). Sea v € S, ya que f, representa 0, existe
un a, € Q) que esta representado a la vez por iy g en Q,. Por lo tanto existe x} € Q,,i=1,...,n
tal que :
h(x},xy) = a, = g(x},...,x))
Recordamos que @, es un espacio métrico cuya métrica induce la topologia. El conjunto de

cuadrados de QQ} es abierto. Y ya que la imagen de QQ en HQV es denso en dicho producto
veS
tenemos la existencia de x;,x; € Q tales que, si @ = h(xy,x2). Tendremos a/a, € Q:? paratodo v €

S. Consideramos ahora la forma: fi = aZ? —g. Siv € S, g representa a, en QQ,, entonces también
ayaquea/a, € Q’V‘z. Por lo tanto f representa 0 en Q,. Siv & S, los coeficientes —as, ..., —a, de
g son unidades v-adicas, luego d,(g) también, y ya que v # 2, tenemos &,(g) = 1. Como el rango
de g es > 3, por el teorema (3.9) vemos que g representa a 0. Por lo tanto hemos demostrado
que en todos los casos fi representa a 0 en Q,. Como el rango de f; es n — 1 por la hipétesis de
recurrencia tendremos que f] representa 0 en Q. Luego g representa a en QQ y como / representa
a, deducimos que finalmente f representa 0 en Q.

O

Corolario. Sea a € Q*. Para que f represente a en Q, es necesario y suficiente que lo represente en

cada Q,

Corolario. Una forma cuadrdtica f de rango > 5 representa 0 si y solo si es indefinida(i.e. si representa
aOenR)

Teorema 3.13. Sean f y f' dos formas cuadrdticas sobre Q. Para que fy f' sean equivalentes sobre Q
es necesario y suficiente que lo sean en cada uno de los Q.

Demostracion. La necesidad es trivial. Para probar la suficiencia, razonaremos por recurrencia sobre el
rango n de fy f’. Si n =0, no hay nada que demostrar. Si no existe un a € Q* representado por f, por
lo que también por f'. Tendremos f ~ aZ?+g, f' ~ aZ? +g'. Luego para todo v € V tendremos que
g ~ ¢’ en Q,. La hipétesis de recurrencia demuestra que g ~ g’ en Q (ya que su rango es n— 1) y por lo
tanto lo serdn también f ~ f’. O
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Corolario. Sean (1,s)y (r’,s’) las signaturas de fy de f’. Para que fy f’ sean equivalentes, es necesario
y suficiente que tengamos:

d(f)=d(f’), (r.s)=(r’,s’) y &(f) = &(f’) para todov € V.

En efecto estas condiciones expresan simplemente que f'y f’ son equivalente en cada uno de los Q,..

Algo a destacar es que los invariantes d = d(f), &(f) = & y (r,s) no son arbitrarios. Si no que
verifican las siguientes relaciones:

1. &, =1paracasitodoveV,y Hsv =1.
veV

2. &, =1sin=1,0sin=2ysilaimagen de d, de d en Q}/Q:? es igual a —1.
3. ns>20yr+s=n.

4. dw=(—1)".

5. £ = (—1)6-D2,

Inversamente también tendremos:

Proposicion 10. Sean d, (g,),cv y (r,s) verificando las relaciones anteriores. Entonces existe una forma
cuadrdtica de rango n sobre Q, que tiene por invariantes d, (€,)vey y (1,5).

Demostracion. El caso n = 1 es trivial. Supongamos que n = 2. Sea v € V ,como el simbolo de Hilbert
es no degenerado y de la condicion 2) se demuestra que existe x, € Q tal que (x,, —d) = €,. De aqui y de
la condicién 1) obtenemos la existencia de x € Q* tal que (x,—d), =&, Vv €V.La formaxX?+xdY?
convendria.

Supongamos ahora que n = 3. Sea S el conjunto de v € V tales que (—d,—1), = —g, (es un conjunto
finito). Si v € S, elijamos un elemento ¢, en Q}/Q:? distinto de la imagen de —d, de —d. Como Q

es denso en HQV existe un ¢ € Q* el cual su imagen en cada uno de los Q}/ Q:? es ¢,. Por lo que

ves
acabamos de demostrar, existe una forma g de rango 2 tal que:

d(g) =cd, ¢&(g)=(c,—g)v& paratodov € V.Luego laforma f = cZ*+ g conviene.

Cuando n > 4 lo demostraremos por recurrencia sobre n. Primero supongamos que » > 1. Por medio
de la hipdtesis de recurrencia vemos que existe una forma g de rango n — 1 que tiene por invariantes d,
(& )vev y (r—1,s), luego la forma X2 + g es la buscada. Cuando r = 0 construimos una forma / de rango
n— 1 teniendo por invariantes, —d, €,(—1,—d), y (0,n— 1), por lo tanto la forma que necesitabamos es
—X?+h. O






Apéndice A
Suma de Tres Cuadrados

Gracias al estudio que hemos realizado de la clasificacion de las formas cuadraticas, podremos saber
cuando un entero positivo n es suma de p cuadrados, donde p € N*. En este caso diremos que n estd
representado en el anillo Z por la forma cuadratica X7 + - -- —|—Xp2, i.e. si existen enteros ny,...,n, tales
que:

n:n%—&—---—l—n}%.

Teorema. Gauss. Para que un entero positivo n sea suma de tres cuadrados, es necesario y suficiente
que no sea de la forma 4*(8b — 1), con a,b € 7

Ejemplo. Si n no es divisible por 4, entonces n es suma de tres cuadrados si y solo si tenemos que n es
congruente a 1,2,3,5,6 médulo 8. 19 = 3% +32 412

Demostracion. Podemos suponer que n es no nulo. La condicion de que n es de la forma 44(8b — 1)
equivale a decir que n es un cuadrado en (Q,. Ahora bien, tenemos el resultado siguiente:

Lema. A. Sea a € Q*. Para que a sea representado en Q por la forma cuadrdtica f = Xlz +X22 +X32, es
suficiente y necesario que a>0y que -a no sea un cuadrado en Q.

Ahora tenemos que pasar de la representacion en Q a la representacion en Z. Esto 1o conseguimos
gracias al siguiente lema:

Lema. B. Sea la forma cuadrdtica:
p
fX) =Y ajXX;
ij=1
Definida positiva, la matriz (a;; es simétrica 'y con coeficientes enteros. Haremos la siguiente hipdtesis:
Para todo x = (x1,...,xp) € QP, existe y € Z* tal que f(x—y) < 1.
Entonces si n € Z es representado por f en Q, n es representado por f en 7 también.

Por lo que ahora para demostrar el Teorema bastara con verificar que la forma f = X2 + X7 + X7 sa-
tisface la hipétesis del lema anterior. Esto es inmediato ya que si (x1,x2,x3) € Q? elegimos (y1,y2,y3) €
73 tal que |x; — y;| < 1/2 para todo i. Tenemos ¥(x; —y;)> < 3/4 < 1

O

Corolario. (Lagrange) Todo entero positivo es suma de cuatro cuadrados.

Demostracion. Sea n un entero >0. Podremos escribirlo de la forma 4m, donde m no es divisible por
4.Sim=1,2,3,5,6 (mdd 8), m es suma de tres cuadrados y por lo tanto también z. Si no, tendremos
n=-—1 (méd 8) y asi m — 1 es suma de tres cuadrados, luego m es suma de cuatro cuadrados y
entonces n también. O

Corolario. (Gauss). Todo entero positivo es suma de tres niimeros triangulares. (llamaremos niimeros

triangulares a todo niimero de la forma @), donde m es un entero)

27
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Demostracion. Sea n un entero > 0. Aplicando el teorema a 8n + 3 vemos que existen enteros xi,x;, X3
tales que:

x% +x% +x§ =8n+3.

Por lo tanto:

B+ +x3=3  (méd ).

Pero los tnicos cuadrados en Z/8Z son 0,1,4, por lo tanto una suma de tres cuadrados en Z/8Z puede
ser igual a 3 solo si los terminos son igual a 1. Podemos entonces deducir que los x; son impares, luego
podemos escribirlos de la forma 2m; 4 1, con m; entero. Tenemos:

Smlmt1) 1/ B )
Zf*g(Z(Zmi—i—l)z—?a)f§(8n+3—3)fn =

i=1 i=1
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