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1 INTRODUCCION

Se presenta esta propuesta didactica sobre el objeto matematico sistemas de
ecuaciones lineales con dos incégnitas para el tercer curso de Educacién Secundaria
Obligatoria en el marco del Trabajo Final del Master Universitario en Profesorado de
Educacion Secundaria Obligatoria, Bachillerato, Formacion Profesional y Ensefianzas de
Idiomas, Artisticas y Deportivas, en la especialidad de Matematicas.

La propuesta didactica seguird la siguiente estructura:

e Sistemas de ecuaciones lineales con dos incdgnitas.

e Estado de la ensefianza-aprendizaje del objeto matematico.
e Propuesta de ensefianza.

e Secuencia didactica.

e Evaluacion.



2 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES CON DOS
INCOGNITAS

A continuacidn se presentan los sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas,
clasificAndolos segln el nimero de soluciones, mostrando sus diferentes representaciones
y analizando la tecnologia sobre la que se sustentan. Ademas se repasa su evolucién a lo
largo de la historia del hombre.

Segun el Diccionario de la Real Academia Espafiola (2014), un sistema de
ecuaciones es definido por “conjunto de dos 0 mas ecuaciones cuya solucion es comun a
todas ellas” y por ecuacién se entiende “una igualdad que contiene una o mas incognitas”,
por lo que la palabra clave que va a dar sentido a toda la propuesta didactica sera “la
igualdad”.

Los sistemas de ecuaciones pueden clasificarse atendiendo a diferentes

propiedades:

e Segun el grado de las ecuaciones: ecuaciones de primer grado o lineales, de
segundo grado o cuadraticas, de tercer grado, de cuarto grado o de grado n
(siendo n un nimero cualquiera).

e En cuanto al nimero de ecuaciones, el sistema sera de una ecuacion, dos
ecuaciones, tres ecuaciones, y asi sucesivamente.

e Dependiendo del nimero de incdgnitas que tenga, el sistema serd de una
incognita, de dos incdgnitas, etc.

Este trabajo se centra en el estudio de los sistemas de dos ecuaciones lineales con
dos incdgnitas.

2.1 Las ecuaciones lineales

Las ecuaciones lineales con dos incégnitas pueden escribirse, en términos

algebraicos y de manera general, como
ax+by=c

donde x e y representan las incognitas o variables y a, b y ¢ son coeficientes constantes.
Los términos x e y se asumen como incognitas cuando se trata de determinar el valor
concreto que toman para que se cumpla la igualdad, mientras que se entienden como

variables cuando pueden tomar distintos valores para los cuales sea cierta la igualdad.



Cualquier ecuacién de este tipo, representa una linea recta dentro de un plano
cartesiano, pasando de esta manera, del registro algebraico al registro grafico. Un ejemplo

de ello puede ser la ecuacion 2x + 3y = 3 (Imagen 1).

r:2x+3y=3

Imagen 1. Ejemplo de representacion algebraica y grafica de una ecuacion lineal con dos

incognitas.

Esta representacion, se trabaja también en la Educacion Secundaria como parte de
la funcion lineal, la cual se define como una correspondencia entre los elementos de un
conjunto inicial y los elementos de un conjunto de llegada de tal manera que a cada
elemento del conjunto inicial le corresponde uno y solo un elemento del conjunto de
llegada y cuya expresion viene dada por y = mx + n, donde m representa la pendiente y

n la ordenada en el origen.
Al hacer la conexién entre la ecuacion lineal y la funcién lineal se ve que en la
funcién lineal la pendiente serd m = —%y la ordenada en el origen n = %, siendo a,b y

c los coeficientes constantes de la expresion general de la ecuacion de la recta.

2.2 Tipos y representaciones de los sistemas de dos ecuaciones lineales
con dos incognitas.

Un sistema de ecuaciones lineales con dos incognitas se puede representar

algebraicamente por

{alx +by=c
ax + by = ¢’

donde x e y representan las incognitas y a;, b; y ¢; (i = 1,2) son coeficientes constantes.

Gréaficamente, se podra representar mediante dos lineas rectas en el plano cartesiano.



Ademas, la solucion algebraica de un sistema de ecuaciones se correspondera con
los valores de las incdgnitas x e y que cumplen todas las ecuaciones a la vez v,

graficamente, con el punto de corte de las rectas que representan.

Estas dos ecuaciones pueden tener o no soluciones en comun. En caso de tener
soluciones en comin puede compartir una o infinitas soluciones. Se llama sistema
compatible determinado cuando ambas ecuaciones comparten una Unica solucién y se
dice sistema compatible indeterminado cuando comparten infinitas soluciones. En el caso
de no tener soluciones en comin, el sistema se Ilama incompatible. Su representacion

algebraica y geométrica se presenta en la Tabla 1.

Tabla 1. Tipos de sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas. Representacion

algebraica y gréafica.

Tipos de sistemas de Representacion
dos ecuaciones algebraica Representacion gréafica y posicion
lineales con dos ) . relativa de las rectas en el plano
rra;x +by=c¢
incognitas S ayx +byy =y
Sistema compatible a, by
determinado a, b, T A T F S

Ty s secantes

e

w_b_a 1

Sistema compatible 4 b, ¢

0
o
w

indeterminado
Cz ¢ O -1

G _ba a

w o e
c, #0 /

ry s paralelas

Sistema incompatible




En cuanto a la representacidon tabular, los sistemas de dos ecuaciones lineales con

dos incognitas presentaran las siguientes formas:

1) Sistema compatible determinado:

. b
Por ser dos rectas secantes, se tiene que % +* b—l. Luego, la tabla que lo representa
2 2

serd la siguiente:

x -r -1 0 1 r
Cl - alx C1 al C1 al C1 C1 al C1 al
y - i 1 —r e —1 1 1 11 —— 7
b, b, b b, b b, b, b, b, b,
Cz - azx CZ az CZ az CZ CZ az CZ az
y:— “ 4+ =y _4 & _4 L _ e L _ e
b, b, b, b, b, b, b, b, b, b,

La solucion vendra dada por el valor de x; que iguala las dos expresiones que dan

i P4 z byci—b
lugar a y. Es decir, la solucién se encontraré en el valor x, = 22112

byai—bqay ’
2) Sistema compatible indeterminado:

Al tratarse de dos rectas coincidentes, se cumple que % = Z—l =< =k, luego la tabla
2 2

2

correspondiente a este caso es:

X —r -1 0 1 r
y:C1—a1x ky +kgr | ... k, + kg k, ky — k3 o | ky = kgt
b,
yzcz—azx ky +kgr | ... k, + kg k, ky, — k3 o | ky = kgt
b,

Se aprecia claramente que el valor que toma y en ambas expresiones es el mismo
y, por tanto, todo par (x,y) de esta tabla sera solucidn del sistema. Por consiguiente, el

sistema tiene infinitas soluciones.

3) Sistema incompatible:

b
Como son rectas paralelas, se cumple que 22 = 2 = Ly portanto, 2 =2 =k y
a b, Co bq b,
;—1 * Z—Z. Luego, la representacién tabular es:
1 2
x -r -1 0 1 r
€1 — 41X 1 1 1 1 1
= Lk Lk e Lk Lk
Y= "h, b, O b, b, b, b,
Cz - azx CZ CZ CZ CZ CZ
= 24k 2k 2 2 _k 2 _k
Y= b, b, O b, b, b, b,




Es decir, en ningln caso podrd encontrarse un valor de x para el que las dos

expresiones que determinan y tomen el mismo valor ya que, comparandolas, el primer

sumando siempre es distinto (Z—1 +* Z—Z) y el segundo es igual.
1 2

2.3 Tecnologias

Todos los sistemas de ecuaciones lineales estan formados por dos 0 mas ecuaciones,
que se definen como una igualdad y es por ello que toda tecnologia utilizada radica en el

signo igual y su significado y utilizacién.

Las técnicas que se emplean en la resolucién de los sistemas de dos ecuaciones
lineales con dos incognitas estan basadas en la manipulacion de ecuaciones y, por tanto,
en el uso del signo igual. Una vez traducido un enunciado del lenguaje habitual al lenguaje
matematico (ya sea en su registro algebraico, tabular o gréafico) aparece dicho signo. Por
tanto, es importante que los alumnos sepan interpretarlo y utilizarlo de la manera

adecuada, ya que fundamenta y justifica todas las técnicas que se presentan en el aula.

Sin embargo, el problema fundamental que esconde este signo se encuentra en sus
diferentes interpretaciones y significados que vienen determinados por el contexto en el
que se mueve. Molina (2006) indica que se pueden diferenciar once significados distintos
del signo igual dentro del ambito de la aritmética y el algebra escolar (Anexo I). Esta
amplia variedad de significados facilita la aparicion de errores de concepto entre los

alumnos.

En referencia a esta propuesta, el significado mas relevante es el de expresion de
una equivalencia condicional (ecuacién). Esto es, dentro del algebra, expresa una
equivalencia, mediante el signo igual, que solo es cierta para algin o algunos valores de

la variable o variables, pudiendo no existir ninguno. Por ejemplo, x? + 4x = 5x — 6.

Otro significado que también interesa es el de expresion de una equivalencia, que
relaciona dos representaciones distintas de un mismo objeto matematico. Se distinguen

cuatro acepciones diferentes:

e Equivalencia numérica. Las expresiones aritméticas de ambos miembros de
la igualdad tienen el mismo valor numérico. También denominado,
significado relacional. Ejemplos, 4 + 5 = 3 + 6, 24/3 = V/12.

e Equivalencia simbdlica (identidad simbdlica). Las expresiones algebraicas
de ambos miembros de la igualdad tienen el mismo valor numérico para

cualquier valor que tomen las variables. Ejemplo, x? + 2x = x(x — 2).



e ldentidad estricta. Las expresiones de ambos miembros de la igualdad
representan el mismo objeto matematico con el mismo representante. Por
ejemplo,3=360x+5=x+5,

e Equivalencia por definicion o por notacion. Equivalencia de dos

expresiones bien sean aritméticas o algebraicas por definicion o por

equivalencia de significado de la notacion usada. Ejemplo, %:2 donde

ambas expresiones son representaciones de una misma fraccion.

En la pagina siguiente se muestra el planteamiento que seguird esta propuesta en
base a las representaciones y la clasificacion de los sistemas de dos ecuaciones lineales
con dos incognitas (Imagen 2). El estudio de este objeto matematico se centra en los
sistemas compatibles determinados y su resolucién, como ha ido ocurriendo a lo largo de
la historia del hombre, ya que, como se vera a continuacion, todas las civilizaciones
focalizaban su atencién en la busqueda de solucion de diferentes problemas, sin

preocuparse de aquellos que no tenian solucion o que tenian infinitas soluciones.
2.4 Los sistemas de ecuaciones lineales a lo largo de la historia

El grupo Thales® indica que el algebra tiene su origen en miles de afios atras.
Respecto a las ecuaciones lineales hace un repaso de los registros que hay a este respecto

en las civilizaciones egipcia, babildnica, griega, india y china.

La resolucion empleada por la cultura egipcia era de manera retérica, usando las
operaciones con los datos de forma analoga a como se resuelven estas ecuaciones
actualmente. También habla acerca de hallar la solucién a través del método de “falsa
posicion” o “regula falsi”, que consiste en dar un valor concreto para la incégnita y probar
con él si se verifica la igualdad. En caso de verificarse, ya se tiene la solucion; en caso

contrario, la solucion exacta se obtiene mediante calculos.

Los babilonios apenas trabajaron las ecuaciones lineales pero si dieron gran
importancia a los sistemas de ecuaciones. Los resolvian designando a las incégnitas con
palabras y, para su resolucion, comenzaban dandole un valor a alguna incognita y
comprobaban si podia ser solucion. El procedimiento empleado era similar a la actual

técnica de resolucién por reduccion.

! Sociedad Andaluza de Educacion Matematica THALES.
http://thales.cica.es/rd/Recursos/rd98/Matematicas/14/historia.html
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Imagen 2. Esquema del planteamiento a seguir en esta propuesta.




Por otro lado, los griegos también resolvian algunos sistemas de ecuaciones, aunque
empleaban procedimientos geométricos. De hecho, Thymaridas (400 a. de C.) llegd a
encontrar una férmula para resolver un determinado sistema de n ecuaciones conn
incognitas. Diophante, quien representd a los griegos en el algebra, transformaba los
sistemas de ecuaciones en una ecuacion lineal para su resolucion. Como su intencion era
resolver los problemas, tan s6lo aceptaba las soluciones positivas. El principal
inconveniente de los procedimientos usados por Diophante es la carencia de un
procedimiento general para la resolucién de ecuaciones, ya que para cada problema

utilizaba un procedimiento distinto.

Los indios comenzaron utilizando el método de falsa posicion empleado por los
egipcios, hasta que Brahmagupta expres6 cdmo resolver ecuaciones lineales: dada la
ecuacion ax + b = cx + d, lasolucién se obtiene dividiendo la diferencia de los términos
conocidos entre la diferencia de los coeficientes desconocidos, es decir, x :%.

Llegaron a resolver tipos especiales de ecuaciones, sin embargo, no obtuvieron métodos

generales de resolucion de sistemas.
Gracias a los arabes se produjo la extension de estos métodos por Europa.

También se menciona que en la cultura china resolvian problemas con ecuaciones,

ademas de usar el método de las matrices para resolver sistemas de ecuaciones lineales.

Se puede concluir, por tanto, de este repaso historico de la evolucién de las
ecuaciones lineales y de los sistemas, que su presencia y trabajo ha sido notorio a lo largo

de distintas civilizaciones, principalmente en la resolucion de problemas reales.

11



3 ESTADO DE LA ENSENANZA-APRENDIZAJE DEL
OBJETO MATEMATICO

En el presente apartado se analizaré la situacion de la ensefianza de los sistemas de
dos ecuaciones lineales con dos incognitas desde el punto de vista legislativo y desde las
propuestas que plantean las editoriales de los libros de texto, en base a la introduccion,
las tecnologias, las técnicas y los campos de problemas que proponen. Para concluir, se
presentaran los errores y obstaculos mas comunes que produce esta ensefianza entre los

alumnos.
3.1 Laensefanza de los sistemas de ecuaciones lineales en la ESO

Actualmente, el marco legislativo de la Educacion Secundaria Obligatoria esta
formado dos leyes educativas distintas: la Orden de 9 de mayo de 20072 y el Real Decreto
1105/2014%. En ellas, el objeto matematico sistemas de ecuaciones lineales aparece en
diferentes cursos de Secundaria. En las tablas 2 y 3 se presenta la situacion de este objeto

matematico en ambas leyes.

Tabla 2. Contenidos de matematicas sobre los sistemas de ecuaciones en la LOE.

Orden de 9 de mayo de 2007, del Departamento de Educacién, Cultura y Deporte, por la que se aprueba
el curriculo de la Educacion Secundaria Obligatoria y se autoriza su aplicacion en los centros docentes
de la Comunidad Auténoma de Aragén

3° ESO. Blogue 2. Algebra.

Contenidos minimos

Resolucio6n algebraica de ecuaciones de primer
grado. Sistemas de dos ecuaciones lineales con dos
incognitas. Interpretacion de las soluciones.
Ecuaciones de segundo grado.

Resolucién de problemas mediante la
utilizacién de ecuaciones, sistemas y otros métodos
personales. Valoracion de la precision, simplicidad
y utilidad del lenguaje algebraico para resolver
diferentes situaciones de la vida cotidiana.

Criterios de evaluacion

Expresar mediante el lenguaje algebraico una
propiedad o relacion dada mediante un
enunciado, [...]. Se pretende comprobar la
capacidad de extraer la informacion relevante de
un fendmeno, expresado mediante un enunciado o
una tabla, para transformarla en una expresion
algebraica.

Resolver problemas de la vida cotidiana en los
que se precise el planteamiento y resolucion de
[...] o de sistemas de ecuaciones lineales con dos
incégnitas. Este criterio va dirigido a comprobar la
capacidad para trasladar al lenguaje algebraico
enunciados de problemas, para aplicar las
técnicas de manipulacion de expresiones literales,
para traducir el resultado al contexto en el que se
enuncio el problema y para comprobar la validez
de dicho resultado.

2 Orden de 9 de mayo de 20072, del Departamento de Educacion, Cultura y Deporte, por la que se aprueba
el curriculo de la Educacién Secundaria Obligatoria y se autoriza su aplicacion en los centros docentes de
la Comunidad Auténoma de Aragon.

% Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, por el que se establece el curriculo basico de la Educacion
Secundaria Obligatoria y del Bachillerato.
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Tabla 3. Contenidos de matematicas sobre los sistemas de ecuaciones en la LOMCE.

Secundaria

Real Decreto 1105/2014, de 26 de diciembre, por el que se establece el curriculo basico de la Educacion
Secundaria Obligatoria y del Bachillerato, este objeto matematico aparece en los siguientes cursos de

1°y 2° ESO - Blogue 2. NUmeros y algebra

Contenidos

Sistemas de dos
ecuaciones lineales con
dos incognitas.
Métodos algebraicos de
resolucion y método
gréfico. Resolucion de
problemas.

Criterios de Evaluacion

Utilizar el lenguaje algebraico
para simbolizar y resolver
problemas mediante el
planteamiento de [...] y sistemas
de ecuaciones, aplicando para su
resolucion métodos algebraicos o
gréficos y contrastando los
resultados obtenidos.

Estandares de Evaluacion
Comprueba, dada una ecuacién (o

un sistema), si un nimero (0 ndmeros)
es (son) solucion de la misma.

Formula algebraicamente una

situacion de la vida real mediante [...],
y sistemas de ecuaciones lineales con
dos incégnitas, las resuelve e interpreta
el resultado obtenido.

3° ESO - Bloque 2. NUmeros y algebra.

Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas

Contenidos
Resolucion de
problemas mediante la
utilizacion de

ecuaciones y sistemas
de ecuaciones.

Criterios de Evaluacion
Resolver problemas de la vida
cotidiana en los que se precise el
planteamiento y resolucion de [...]
y sistemas de dos ecuaciones

lineales con dos incAgnitas,
aplicando técnicas de
manipulacion algebraicas,

gréficas 0 recursos tecnolégicos,
valorando y contrastando los
resultados obtenidos.

Estandares de Evaluacién

Formula algebraicamente una

situacion de la vida cotidiana mediante
ecuaciones y sistemas de ecuaciones,
las resuelve e interpreta criticamente el
resultado.

Matematicas orientadas a las ensefianzas aplicadas

Contenidos
Resolucion de
problemas mediante la
utilizacion de

ecuaciones y sistemas.

Criterios de Evaluacion

Resolver problemas de la vida
cotidiana en los que se precise el
planteamiento y resolucion de
[...], sistemas lineales de dos
ecuaciones con dos incégnitas,
aplicando técnicas de
manipulacion algebraicas,
gréficas 0 recursos tecnolégicos,
valorando y contrastando los
resultados obtenidos.

Estandares de Evaluacién

Resuelve sistemas de dos

ecuaciones lineales con dos incdgnitas
mediante procedimientos algebraicos o
gréficos.

Formula algebraicamente una

situacion de la vida cotidiana mediante
ecuaciones [...] y sistemas lineales de
dos ecuaciones con dos incognitas, las
resuelve e interpreta criticamente el
resultado obtenido.

4° ESO - Bloque 2. NUmeros y algebra.

Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas

Contenidos

Resolucion de
problemas cotidianos y
de otras é&reas de

conocimiento mediante
ecuaciones y sistemas.

Criterios de Evaluacion
Representar vy analizar
situaciones y relaciones
matematicas utilizando [...] ¥y
sistemas para resolver problemas
matematicos y de contextos reales.

restricciones
situacion de la vida real, lo estudia y
resuelve, mediante [...] o sistemas, e
interpreta los resultados obtenidos.

Estandares de Evaluacién
Formula  algebraicamente las
indicadas en una

Matematicas orientadas a las ensefianzas aplicadas

Contenidos

Resolucion de
ecuaciones y sistemas
de dos ecuaciones
lineales con dos
incAgnitas.

Resolucion de
problemas cotidianos

mediante ecuaciones y
sistemas.

Criterios de Evaluacion
Representar y analizar
situaciones y estructuras
matematicas utilizando ecuaciones
de distintos tipos para resolver
problemas.

Estandares de Evaluacién

Resuelve sistemas de dos

ecuaciones lineales con dos incdgnitas
mediante procedimientos algebraicos o

gréficos.
Formula algebraicamente una
situacion de la vida real mediante

ecuaciones [...] y sistemas de dos
ecuaciones lineales con dos incognitas,
las resuelve e interpreta el resultado
obtenido.
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Como se puede apreciar en la Tabla 2, en la LOE los sistemas de ecuaciones lineales
con dos incdgnitas tan solo se trabajan en 3° ESO. Esta ley propone que dicho contenido

se trate en contextos de la vida cotidiana para alcanzar los siguientes objetivos:

e Traducir a lenguaje algebraico las situaciones dadas y las tablas de datos.
e Plantear problemas que se describan con este objeto matematico.
e Hacer uso de las técnicas de resolucion algebraica.

e Interpretar las soluciones y validarlas en el contexto original del problema.

Omite, por tanto, cualquier referencia a la representacién grafica del objeto

matematico.

En la Tabla 3, parece que la LOMCE otorga mayor importancia al trabajo sobre los
sistemas de ecuaciones lineales ya que se trata en los cuatro cursos de la etapa. Esta
propone que este contenido se trabaje en diferentes contextos dependiendo del nivel
educativo: en 1° y 2° ESO se alude a la vida real y en 3° y 4° a situaciones de la vida
cotidiana aunque en el Gltimo curso también se pide trabajar este contenido enfocado a
otras areas de conocimiento (matematicas orientadas a las ensefianzas académicas) o en
contextos netamente matematicos (matematicas orientadas a las ensefianzas aplicadas).

Los objetivos que se quieren alcanzar son:

e Traducir a lenguaje algebraico las situaciones dadas.
e Comprobar la solucién numérica de un sistema de ecuaciones lineales.
e Resolver los sistemas de ecuaciones haciendo uso de:
0 Las técnicas algebraicas.
0 Latécnica grafica.
0 Los recursos tecnoldgicos, que se mencionan en 3° ESO.
e Interpretar las soluciones en el contexto original del problema.
e Valorar y contrastar los resultados obtenidos al hacer uso de diferentes

técnicas.

A diferencia de la LOE, la LOMCE, ademas de apostar por las técnicas algebraicas,
apuesta por el registro grafico, pero no menciona el tabular.

Como se vera cuando se hable de las técnicas, en la norma no se hace explicito el
uso de todas las técnicas que se trabajan sobre este contenido. Ademas, en ninguno de los
dos textos anteriores se hace referencia explicita a los campos de problemas que se han a
utilizar y se hace especial hincapié en hallar la solucion e interpretarla, por lo que se puede
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entender que todos los problemas que se han de proponer a los alumnos constan de

sistemas de ecuaciones lineales compatibles determinados.

Por tanto, atendiendo al analisis hecho sobre los sistemas de ecuaciones lineales
con dos incdgnitas, en esta memoria se han considerado los siguientes objetivos de

aprendizaje:

e Reconocer los diferentes sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas.

e Traducir a lenguaje algebraico las situaciones dadas, las tablas de datos y
las gréficas.

e Hacer uso de las técnicas de resolucién algebraica, tabular y gréfica, y pasar
de una representacion a otra.

e Resolver los sistemas de ecuaciones usando recursos tecnolégicos.

e Valorar y contrastar los resultados obtenidos al hacer uso de diferentes
técnicas.

e Comprobar e interpretar las soluciones en el contexto original del problema.

Para ello se abordaran los sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incognitas
desde su definicion, diferenciando entre sistemas compatibles (determinados e
indeterminados) e incompatibles. A partir de esta distincion, la propuesta se centrara en
aquellos sistemas que poseen una Unica solucion y en las técnicas de resolucion de éstos,
principalmente dentro de problemas contextualizados aunque también se propondran
algunos ejercicios en los que se practiquen las distintas técnicas.

3.2 Sistemas de ecuaciones lineales en los libros de texto

Los sistemas de ecuaciones lineales con dos incdgnitas se pueden clasificar, segin
el nimero de soluciones que posean, en sistemas compatibles (determinados e
indeterminados) e incompatibles. Se puede observar en los seis libros de texto analizados
(tres de 2° y tres de 3° de ESO*), que su estudio suele limitarse a los sistemas compatibles

determinados, pues todos los problemas y ejercicios constan de una tnica solucién.

En algunos de los libros de texto no se nombra dicha clasificacion (SM del 2011 y
Santillana del 2008). En otros, solo se distinguen entre compatible e incompatible segln
tenga 0 no solucién (SM del 2002 y Santillana del 1999). Y en otros, se presenta esta

tipologia a través de la representacion gréafica, diciendo que los sistemas mas habituales

4 Libros de 2°ESO: SM (2011), Anaya (2001) y Santillana (2008).
Libros de 3°ESO: SM (2002), Anaya (2002) y Santillana (1999).
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son aquellos que tienen una Unica solucién y que el resto de casos son excepcionales
(Anaya del 2001 y 2002).

El trabajo que se desarrolla en los libros de texto sobre el sistema de ecuaciones
lineales con dos incognitas se centra en la resolucién de aquellos que tienen una sola

solucion como se describe en los siguientes apartados.
3.3 Razon de ser del sistema de ecuaciones lineales

La metodologia escolar seguida para presentar los sistemas de ecuaciones lineales
con dos incognitas se basa frecuentemente en el planteamiento de una ecuacion con dos
incognitas para la cual se busca una solucion precisa, dando lugar a que los estudiantes
observen que dicha ecuacion tiene infinitas soluciones y que, por lo tanto, necesitaran
mas informacion para llegar a una Unica solucién, es decir, para encontrar los valores
Unicos de ambas incognitas. Este planteamiento suele darse mediante problemas
contextualizados en situaciones que los estudiantes puedan entender perfectamente,

aunque habitualmente se trata de situaciones poco reales en la vida cotidiana de éstos.

Sin embargo, la introduccion del tema en los libros de texto (Anexo Il1) no suele
coincidir en todas las editoriales, ni siquiera entre libros de la misma editorial. Por
ejemplo, la editorial Anaya apuesta por las balanzas, aunque con distintos enfoques. En
el libro de 2° ESO se propone la traduccion al lenguaje algebraico mientras que en el de
3° ESO simplemente se hace un analisis de los datos, llegando a la solucion sin utilizar

lenguaje algebraico.

En la editorial Santillana se utilizan dos contextos muy diferentes. En 2° ESO se
utiliza una historia a modo de cuento en la que se plantea un problema que puede
resolverse tanto con una ecuacion de una incognita (x + x +1 = 55) como con un
sistema de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas (x +y =55,y = x + 1). En 3°
ESO se utiliza un contexto real que se propone modelizar a través de una ecuacién, pero
se trata de ejemplos con cantidades puntuales y resultados claros, sin dificultad. Por
altimo, SM en su libro de 3° ESO expone una pequefia parte de la historia de los sistemas
de ecuaciones como dato curioso, sin dar informacidon del sistema de ecuaciones en dicha
época. Y en el libro de 2° ESO expone una utilidad real y plantea su aplicacién en la vida
al hacer referencia a los superordenadores, cuya velocidad viene determinada por la

maxima velocidad con la que la maquina es capaz de resolver un sistema de ecuaciones.
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Por tanto, se ve que la introduccidn se limita, en ocasiones, a que el escrito toque el
objeto matematico asi sea de manera tangencial, aunque no se muestre la utilidad de éste

en la sociedad.

3.4 Tecnologias, técnicas y campos de problemas que se ensefian

3.4.1 Tecnologias

Las tecnologias que justifican las técnicas son muy escasas y no suelen aparecer
explicitamente. Cuando aparecen, es a modo de recordatorio de conocimientos anteriores
y frecuentemente son reglas para operar con las propias ecuaciones, como la regla de la
suma o la regla del producto (Imagen 3).

RECUERDA

Regla de la suma
Si se suma o se resta el mismo nimero o letra a una igualdad, se obtiene otra igualdad:
A=B=> A+k=B+k

e A BT "y

ASER7S= BT L:ﬂ:’ 1_L_—ﬂ_—_Tf
Regla del producto
Si en una igualdad se multiplica o se divide por un nimero distinto de cero, se obtiene otra igualdad:
kA = kB Por ejemplo, se multiplica por 4: 4A = 4B
= > : A B
G A_B o se divide por 4: 7 = o
k= itk
Si dos igualdades se suman o se restan, se obtiene otra igualdad:
A=B _A=B
R e A= B
A+A'=B+8 A-A=B-B

Imagen 3. Ejemplo de tecnologia.

Respecto a la regla del producto, los libros de 3°ESO de SM y Anaya indican que
si los dos miembros de una igualdad se multiplican o dividen por un mismo namero, la
igualdad no varia. La editorial SM afina un poco mas incluyendo el detalle de que, en el
caso de dividir, dicho namero debe ser distinto de cero. El libro de 3°ESO de Santillana
lo expresa de manera ligeramente distinta, mencionando el término ecuacién equivalente:
“Si se multiplican los dos miembros de una ecuacion por un namero distinto de cero se

obtiene otra ecuacién equivalente a la dada”.

En este Gltimo texto, laregla de la suma también se expresa en los mismos términos:
“Si se suma una cantidad a los dos miembros de una ecuacion se obtiene otra ecuacion
equivalente a la dada”. Mientras que la editorial SM escribe: “Si se suma o se resta el
mismo nimero o letra a una igualdad, se obtiene otra igualdad”. Puede observarse como

SM explicita en mayor medida la regla.

Una ultima regla que aparece en los libros de 3° ESO de SM y Anaya de igual

manera, explica que si dos igualdades se suman o se restan el resultado es otra igualdad.
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Las definiciones que aparecen asociadas al discurso tecnoldgico son:

Ecuacion lineal con dos incognitas (en el libro de 3° ESO de SM, ecuacién
de primer grado con dos incgnitas). Aparece en todos los libros excepto en
los de 3° ESO de Anaya y Santillana. La definen como una ecuacion de la
forma ax + by = ¢, donde x e y son las incognitas y a, b y ¢ son nimeros
conocidos. La editorial SM acota un poco mas la terminologia indicando
que a y b son los coeficientes de las incognitas y c es el término
independiente.

Sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas. Aparece en todos los
libros pero existen pequefias diferencias en las definiciones. Por un lado, la
editorial SM dice “un sistema de dos ecuaciones de primer grado con dos
incognitas son dos ecuaciones en las que las incégnitas representan los
mismos valores”. Mientras que en el resto de textos, en vez de aludir a las
ecuaciones de primer grado, se habla de ecuaciones lineales y, en lugar de
hablar de los mismos valores de las incdgnitas se refieren a una solucion
coman.

Solucién de un sistema. Definida como el par de nimeros que verifica las
dos ecuaciones tanto en SM como en Santillana, y como la solucion comdn
a ambas ecuaciones en Anaya.

Sistemas equivalentes. Solo aparece en los libros destinados a 3° ESO y se

dice que dos sistemas son equivalentes si tienen las mismas soluciones.

A pesar de que las definiciones y las reglas para operar con ecuaciones son

frecuentes en los libros de texto, detras de todo ello est4 el significado del signo igual, al
que parece no hacerle mencion implicita cuando se habla de la regla de la adicion y del
producto, no obstante, se trata de un signo que provoca grandes dificultades a los alumnos,
que pasan de un ambito aritmético a otro algebraico y que, por tanto, adquiere un
significado diferente al que estan acostumbrados.

3.4.2 Técnicas

Las técnicas que se presentan en estos niveles educativos sobre los sistemas de dos

ecuaciones lineales con dos incognitas pueden ser dadas a partir de tres representaciones
diferentes: tabular, grafica y algebraica, haciendo uso de la resolucion por sustitucion, por
reduccion y por igualacion (Tabla 4).
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Tabla 4. Presencia de las técnicas en los libros de texto analizados.

TECNICA SM SM ANAYA | ANAYA | SANTILLANA | SANTILLANA
2°ESO | 3°ESO | 2°ESO 3°ESO 2°ESO 3°ESO
1. Tabular X X X X X X
a. Por. X X X X X X
sustitucion
2. b. Por
Algebraica | reduccion X X X X X X
_ ¢ Por. X X X X
igualacion
3. Gréfica X X

La técnica de resolucién mediante tablas de datos siempre aparece al comienzo del
tema. Dado un sistema de dos ecuaciones, se crea una tabla para cada una de ellas y se
dan valores, casi siempre nimeros enteros o, a lo sumo, reales con dos decimales. Se
busca la solucion que aparece en ambas tablas y se determina que ese par de valores es la
solucion del sistema. Es destacable que siempre se dan valores a la incognita x y se
calculan los de la incdgnita y, pudiendo dar a entender a los estudiantes que este
procedimiento siempre debe hacerse asi. Ademas, SM (2011) advierte de que dicho
meétodo “no es préctico si la solucion de un sistema no son ndmeros naturales y

pequefios”.

La resolucion algebraica, en sus tres formas, se explica siempre a modo de receta,
en la que se indican uno a uno los pasos a seguir, ya sea dentro de un problema con

contexto o un mero ejercicio (Imagen 4).

Para resolver un sistema por ¢l método de sustitucion: .

1 S¢ despeja uma de las incognitas en una i'rlﬂ.ifw.

2* Se smstituye la cxpresion obtewida en la ofra ecuacion j 5¢ e
suelve la ecuacion de una incognita que resulta. ]

3. Se calcala la otra incognita en la ecuacion despejada.

Imagen 4. Ejemplo de técnica.

La resolucion gréfica tan solo se presenta en la editorial Anaya. En esta técnica se
parte de las tablas de valores creadas previamente para un determinado sistema de
ecuaciones y se representan todos los puntos en el plano. Una vez dibujados, para cada
ecuacion, se traza una linea recta que une todos ellos. La solucion es el punto en el que
ambas rectas se cortan. No se tiene en cuenta en esta forma de explicar la técnica que para

trazar una recta basta con representar dos puntos en el plano.

A nivel general, las explicaciones de las técnicas suelen aparecer dentro de la
resolucion de algunos problemas, pero las primeras actividades que se proponen a los

alumnos para ser resueltas, son ejercicios cuyo objetivo Unico es practicar la técnica
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expuesta. Una vez propuestos los ejercicios, al final se plantean algunos problemas de los
campos habituales.

Respecto a las técnicas algebraicas, las editoriales dan una serie de indicaciones
para saber cuando utilizar una u otra. Las tres editoriales aconsejan utilizar el método de
sustitucién en el caso de que alguna de las incégnitas tenga como coeficiente 1 0 -1. Para
el método de reduccion hay distintas recomendaciones. SM lo aconseja cuando ninguno
de los coeficientes de las incégnitas es 1 o -1, y Anaya y Santillana lo acotan mas,
diciendo que es util cuando una incdgnita tiene el mismo coeficiente en las dos ecuaciones
0 bien sus coeficientes son maltiplos uno del otro. EI método de igualacion, segin la
editorial Santillana, es util “si los coeficientes son distintos de 1 o de -1”. Anaya, sin
embargo, no da ninguna indicacion al respecto de este Gltimo método a pesar de

explicarlo.

De acuerdo con las indicaciones dadas, SM explica las técnicas sobre sistemas de
ecuaciones acordes a ellas. No ocurre lo mismo con las otras dos editoriales ya que Anaya,
en su libro de 2° ESO, explica todas las técnicas algebraicas en base a un mismo sistema
de ecuaciones, por lo que puede deducirse que ninguna técnica es mas apropiada que otra.
Esto mismo ocurre con los textos de Santillana, a excepcion del método de reduccion en

el libro de 3° ESO, que se explica sobre un sistema diferente.

Generalmente, las técnicas se trabajan lo suficiente para que los alumnos puedan
llegar a encontrar la solucion de un sistema, pero, al final, lo que se consigue es que los
estudiantes mecanicen unos procedimientos sin pensar en lo que realmente se esta

haciendo.
3.4.3 Campos de problemas

Los campos de problemas esencialmente son dos: los de traduccion y los que se dan
en lenguaje algebraico. Los problemas de traduccién son de contexto variado (Tabla 5)

y, en algunos de ellos, se pide pasar del lenguaje natural al lenguaje algebraico y al tabular
o al gréfico.
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Tabla 5. Presencia de los diferentes contextos de los campos de problemas en los libros

de texto analizados®.

SM SM ANAYA | ANAYA | SANTILLANA | SANTILLANA
CONTEXTO 2°ESO | 3°ESO | 2°ESO 3°ESO 2°ESO 3°ESO
1. Productos de dqs tipos / X X X X X X
personas por género
2. Mezclas / aleaciones X X X X
3. Edades X X X X X X
4. Geometria X X X X X X
5. Balanzas / pesas X X X X
6. Nimeros X X X X X X
7.Recorr|d95/_ distancias / X X X X X
moviles
8. Examen X X X X
9. Volumen / peso de envases X X X X X
10. Ruedas, pa_tas,_jorobas, X X X X
camas, habitaciones
11. Precios rebajados o
; . X X X
aumentados / Interés bancario
12. Dinero que pagan / tienen X X X X X X
dos personas
13. Tipos de monedas X X X X

Se puede observar que todos los libros de textos usan la mayoria de los contextos,
sin embargo, existen algunas diferencias. Por ejemplo, la editorial Santillana olvida todos
aquellos problemas relacionados con las mezclas o aleaciones y la editorial SM no
menciona ninguno en los que intervengan porcentajes de rebaja o aumento de precios o
intereses bancarios. El libro de 3° ESO de Anaya es el mas completo en cuanto a
diversidad de contextos, mientras que los libros de 2° ESO de SM y Anaya y el de 3° ESO
de Santillana, son los que menos contextos presentan, utilizando 9 de los 13 que se han
establecido.

Como se ha comentado anteriormente, dichos contextos no se suelen encuadrar en

situaciones de la vida cotidiana (Imagen 5).

23 g Fl doble de la edad de Sara coincide con la
cuarta parte de la edad de su padre.
Dentro de dos afios la edad de Sara serd la sexta

parte de la de su padre.
:Qué edad tienc cada uno?

Imagen 5. Ejemplo de campo de problemas.

En la imagen anterior, se muestra un problema con contexto que no se encuadra
dentro de la vida cotidiana, ya que nadie se plantea actualmente encontrar la edad de dos

personas segun estas condiciones.

5> En el Anexo Il se muestra una explicacion aclaratoria sobre el significado de los trece contextos que se
han mencionado.
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En todos los problemas propuestos, el alumno debe traducir el enunciado del

problema del lenguaje habitual al lenguaje algebraico y plantear dos ecuaciones para su

posterior resolucion mediante una de las técnicas explicadas, haciendo énfasis en el uso

de técnicas algebraicas.

3.5 Efectos de la ensefianza en el aprendizaje del alumno

Este tipo de ensefianza que plantean las editoriales supone ciertos errores y

obstaculos en los estudiantes.

Segln Socas (1989) los principales errores que cometen los estudiantes en el

algebra, y por consiguiente en los sistemas de ecuaciones, pueden achacarse, entre otros,

a.

La naturaleza y el significado de los simbolos. El principal cambio
conceptual al que se enfrentan los estudiantes cuando pasan de la aritmética
al algebra viene del significado de los simbolos, ya que deben enfrentarse a
la ambiguedad notacional, lo que les provoca cierta confusion. Asi, pueden
cometer errores del tipo “si x =5, 3x = 35”. Ademas, el signo que mas
confusion puede llegar a crear es la igualdad, ya que en aritmética sirve para
unir un problema con su resultado y, sin embargo, en las ecuaciones tiene
un caracter bidireccional e indicador de relacion de equivalencia.

El uso incorrecto de férmulas o procedimientos.

0 Mal uso de la propiedad distributiva. Por ejemplo,

(a +b)? = a* + b?

o Errores de cancelacion por generalizar procedimientos que pueden

- . . . Ax+B
verificarse en otras situaciones. Un ejemplo es: zTyy —A+B

Errores relativos al uso de reciprocos. Tomando como referencia la

. -, 1 1 - 1 1 1
situacion ~=-=x = 2, pueden concluir que de =t se
obtiene la ecuacion 3 = x + 7.
Falsas generalizaciones sobre numeros. Como ejemplo, los
estudiantes afirman que

(x—a)(x—-b)=k >5x—a=kb6x—-b=k

generalizando errdneamente la siguiente situacion:

x—-a)(x—-b)=0=>x—a=06x—b=0
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e La mala comprensién de la aritmética por parte de los estudiantes. la falta
de buen manejo de la aritmética que traslada esos mismos problemas al

algebra (fracciones, potencias, uso de paréntesis, etc). Asi, se cometen

+b b
errores tales como — aT = - % + p

Betancourt (2009) indica que las dificultades que presenta gran parte del alumnado
a la hora de efectuar operaciones donde intervienen fracciones, paréntesis, etc. condiciona
el planteamiento comentado anteriormente acerca de los campos de problemas

contextualizados pero no totalmente reales y de aplicacion diaria.

En los libros de texto, muchos de los problemas que se presentan en estos niveles
educativos estan adaptados y pueden ser resueltos mediante sistemas de ecuaciones cuyos
coeficientes son nimeros enteros y, en menor medida, nimero racionales. Esto ayuda al
estudiante a la hora de efectuar las operaciones de manera mas segura y evitando en la
medida de lo posible los fallos de célculo, pero restringe enormemente la posibilidad de
plantear problemas que surgen de la vida cotidiana. Desafortunadamente, estos problemas
adaptados no despiertan el interés del alumno ni tienen la misma capacidad de
motivacién, por lo que puede haber estudiantes que no le vean el sentido al objeto

matematico.

Una posible solucion a este problema, como sugiere Betancourt (2009), seria la

introduccion de las TIC en la resolucion de sistemas de ecuaciones.

También, la traduccién del lenguaje habitual al lenguaje algebraico, y viceversa, ha
sido motivo de muchos estudios a lo largo de los afios dados los diversos errores que se
cometen en torno aella. Por ejemplo, Garriga (2011) menciona a (Clement, 1982; Mestre,
1988; Spanos, Rhodes, Dale y Crandall, 1988), quienes tratan la “traduccion sintactica”
y dicen que ésta se produce cuando los errores se deben a la conversién de cada oracién
en una ecuacion, sustituyendo las palabras clave por simbolos de forma secuencial de

izquierda a derecha.

Finalmente, de Herrero (2004) cita a Panizza et al. (1995) quien afirma que no
verificar la solucion constituye otro de los problemas que nos encontramos en la
educacion matematica, produciéndose asi una desarticulacién entre el objeto sistemas de

ecuaciones y su conjunto solucion.

En efecto, las consideraciones que se acaban de citar estdn de acuerdo con el
curriculo educativo. En la legislacion se apuesta por plantear problemas de la vida real o
cotidiana, sin embargo, éstos pueden causar grandes dificultades a los estudiantes ya que

23



los coeficientes dejarian de ser nimeros enteros para pasar a ser mucho mas complejos,
incluyendo fracciones y nimeros con excesivos decimales. Es por ello que las TIC, que
también se mencionan en el curriculo, tienen que ejercer un papel importante en la
ensefianza, facilitando estas tareas. Por Ultimo, de acuerdo con el curriculo, se debe
verificar la solucion y devolverla a su contexto inicial. Sin embargo, es otro de los

problemas a los que hay que hacer frente.
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4 PROPUESTA DE ENSENANZA

4.1 Conocimientos previos

Para que el alumno pueda enfrentarse al nuevo objeto matematico deberad poseer

una serie de conocimientos y habilidades que se han trabajado en cursos anteriores.

En primer lugar, debera ser capaz de reconocer una ecuacion y resolverla. Para ello,
deberé saber manipular las expresiones algebraicas asi como la transposicion de términos
de un miembro a otro de la igualdad, entendiendo que la ecuacion es una relacién de
equivalencia y que ambos miembros deben valer lo mismo en todo momento. Ademas,
para resolver la ecuacion, sera importante que entienda el concepto de solucién y sepa

comprobar la veracidad de la igualdad para dicha solucion.

De igual manera, en la resolucion de problemas, serd necesario que sepa traducir

los enunciados del lenguaje habitual al lenguaje algebraico.

También debe conocer y usar correctamente las tablas de valores para asegurar que
el alumno sabe pasar entre los registros algebraico, grafico y tabular sin excesivas
dificultades.

Por Gltimo, debe conocer la ecuacion de la recta, en sus registros algebraico, tabular
y gréfico, y el paso de un registro a otro. También es importante que el alumno conozca
las distintas posiciones relativas de dos rectas dentro de un plano.

Todo esto se encuentra dentro del curriculo de los cursos 1° y 2° ESO tanto de la
LOE como de la LOMCE. Sin embargo, aunque estos son conocimientos previos, también
son conocimientos sobre los cuales se debe incidir de manera efectiva en busca de que el
alumno llegue a ser capaz de resolver y plantear problemas que se pueden modelizar a
través de los sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incognitas, razon por la cual se
indaga por su estado inicial, y a su vez se plantean situaciones en las que el alumno se
vea enfrentado a poner en uso este conocimiento, en busca de incidir de manera positiva
en el aprendizaje de este tema. Por ello se propondra realizar una prueba inicial en busca

de identificar el estado de estos contenidos.

En el Anexo Ill se propone una prueba inicial, donde se plantean diferentes
ejercicios indicando los objetivos que persiguen y describiendo los posibles errores.
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4.2 Razones de ser

En cuanto a la propuesta aqui planteada, para introducir los sistemas de ecuaciones,
se propondréan situaciones de la vida cotidiana de los alumnos y de temas que pueden ser
de su interés, con el prop6sito de incrementar su motivacién de cara a enfrentarse al nuevo
objeto matematico. Se partira de tres problemas que den lugar a la razén de ser. El primero
de ellos (PR1), pretende dar a conocer los distintos tipos de sistemas de ecuaciones
lineales en base a los registros algebraico y grafico. En el segundo (PR2), se planteara
una situacion en la que el alumno tenga que usar ecuaciones donde intervienen dos
incognitas de manera que, con una sola ecuacién, vea la imposibilidad de encontrar la
solucién que esta buscando y, por consiguiente, sienta la necesidad de plantear una
segunda ecuacién que debera obedecer a otra condicion del problema. Finalmente, con el
tercer problema (PR3) se mostrara al estudiante que la técnica tabular queda obsoleta
cuando las ecuaciones se hacen mas complejas y que solo serd util si se cuenta con
sistemas tecnoldgicos que lleven los registros y que permitan visualizar en qué momento
los valores se hacen iguales. Estos tres problemas se encuentran, mas adelante, en el
apartado de campo de problemas, donde también se indica el objetivo que persiguen. Su
solucion, junto con la metodologia con que se presentaran en el aula y las dificultades o
errores que puede presentar, se desarrollan en el Anexo IV.

4.3 Técnicas

Esta propuesta, de la misma manera que ha ocurrido a lo largo de la historia, presta
mayor atencion a los sistemas de ecuaciones compatibles determinados. Es por ello que,
las técnicas (T) que se presentaran en el aula, estan enfocadas a la resolucién de sistemas

de dos ecuaciones lineales con dos incognitas.
(T1) Resolucion por tablas:

- Dar valores a una de las dos incégnitas.

- Despejar la otra incognita en ambas ecuaciones generando dos expresiones
nuevas.

- Calcular los valores correspondientes a ambas expresiones, segin los

valores que se dan a la otra incdgnita.

La solucion del sistema se obtendrd cuando para un mismo valor de la primera
incognita se obtenga en ambas expresiones de la segunda incognita el mismo resultado.

Entonces, la solucién sera el par de valores que verifican este proceso.
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(T2) Resolucion algebraica:

a)

b)

Resolucidn por sustitucion:

Despejar una de las incognitas en una de las ecuaciones.
Sustituir la expresion hallada en la otra ecuacion.
Resolver la ecuacion que resulta.

Calcular la otra incdgnita mediante la ecuacion despejada.

Resolucién por reduccion:

Multiplicar cada ecuacion por un nimero de manera que una de las
incognitas quede con el mismo coeficiente que el de la otra ecuacion,
salvo el signo.

Sumar las ecuaciones para obtener una ecuacion con una sola incognita.
Resolver esta ecuacion resultante.

Calcular la otra incdgnita sustituyendo el valor obtenido en una de las

ecuaciones del sistema.

Resolucion por igualacion:

Despejar la misma incognita en las dos ecuaciones.

Igualar las expresiones, de tal forma que quede una ecuaciéon con una
sola incognita.

Resolver la ecuacion resultante.

Sustituir el valor obtenido en una de las dos expresiones donde aparecia

despejada la otra incognita.

(T3) Resolucion grafica:

Dar un par de valores a una de las incognitas en una ecuacion y calcular el

valor de la otra incdgnita para cada uno de los dos valores dados a la

primera. Los dos pares de valores obtenidos representan dos puntos en el

plano. Trazar la recta que pasa por ambos. Esta sera la recta que viene dada

por la primera ecuacion

Repetir este proceso con la segunda ecuacion y dibujar la segunda recta en

el plano.

La solucion del sistema sera el punto de corte de ambas rectas. En el caso

de que las rectas sean paralelas, el sistema no tendra solucién. Por Gltimo,

si las rectas coinciden, el sistema tendra infinitas soluciones.
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Estas técnicas se presentaran dentro del contexto de algunos de los problemas que
se expondran en el siguiente apartado, para pasar a ejercitarlas, una vez vistas y

comprendidas, mediante los ejercicios que se mostraran mas adelante.

Todas ellas estan adecuadas al campo de problemas planteado en esta propuesta. El
punto mas importante para poder aplicar estas técnicas a los problemas es la comprensién
del enunciado, ya que sera la base para un buen planteamiento de las ecuaciones y su
posterior resolucién. Ademas, comprender el enunciado permite devolver la solucion a

su contexto original y verificar si tiene sentido dentro de éste.
4.4 Campos de problemas

Los campos de problemas que se presentaran en el aula se pueden clasificar en tres
tipos: los ejercicios dados en lenguaje algebraico (E), los problemas de traduccion (P) y
los problemas a resolver con el software Geogebra (G).

En el caso de los primeros, su misién es la de practicar las técnicas presentadas. Por
ello, los ejercicios ponen en préctica cada una de las técnicas de resolucién, ya sean

algebraicas, grafica o tabular, y el paso de unos registros a otros.

Los problemas de traduccion tendran dos objetivos fundamentales: el paso del
lenguaje habitual al matematico y, posteriormente, su resolucion mediante las técnicas
disponibles; y la comprobacion e interpretacion de las soluciones en su contexto original.
Dentro de estos problemas de traduccién se encuentran los problemas de razén de ser
(PR).

Todos los problemas pueden resolverse mediante cualquiera de los tres tipos de
resolucion (algebraica, tabular y gréfica) puesto que se trata de tres tipos de
representaciones de un mismo objeto matematico. Sin embargo, en todos los problemas
es mas conveniente utilizar una técnica u otra ya que la complejidad o sencillez de los

calculos depende de esta eleccidn en gran parte de los casos.

Ademas, algunos de estos problemas no exigen un sistema de ecuaciones para su
resolucion. En estos casos, no se trata de ver la razén de ser del sistema de ecuaciones,
sino que se pretende dotar al estudiante de mas recursos para que sea capaz de determinar

por si mismo qué le conviene en cada situacion.

En el caso de los problemas a resolver con Geogebra, es claro que el objetivo
fundamental es el uso de los recursos tecnoldgicos tanto en el reconocimiento de los

distintos tipos de sistemas, como en su representacion y resolucion.
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4.4.1 Problemas de traduccion

A continuacidn, se listan los problemas de traduccion (P) de sistemas de ecuaciones
lineales. En primer lugar aparecen los tres problemas de razén de ser y seguidamente el
resto, entre los que algunos estan destinados Unicamente a la traduccion del lenguaje
habitual al matematico y en otros se busca la solucion, por lo que hay que aplicar las

técnicas y devolver la solucién al contexto original del enunciado.

(PR1) En una competicion participan cuatro barcos: Espafa, Portugal, Grecia y Francia.
Han partido de diferentes lugares y todos estan equipados con planos y radio, por
la que se les van informando de la situacion en cada momento. En este momento de
la competicion el Gnico requisito que tienen que cumplir es que pasen por la boya
y luego continden su camino. Todos quieren llegar en el menor tiempo posible, por
lo que tienen que recorrer la minima distancia entre la boya y el punto en que se
encuentran, siguiendo una linea recta. La situacion actual de cada barco es la

siguiente:

- Espafia: Actualmente se encuentra en las coordenadas (1, —1) y continla con
la misma trayectoria, manteniendo la misma direccion de 45° al noreste
(pendiente m = 1).

- Grecia: Esta trazando una trayectoria que viene la dada por la ecuacién de la

recta—x +y = —4.

- Portugal: Esta en el punto (0,3) y le informan de que no debe cambiar la

trayectoria, asi pasara por la boya.

- Francia: Esté en el punto de coordenadas (—5,2) y le informan de que si sigue

asi pasara por el punto en el que se encuentra actualmente Portugal.

Contesta a las siguientes preguntas y dibuja todas las trayectorias en el mismo
plano:

a) Si las trayectorias de Espafa y Francia se cruzan en la boya, ¢en qué punto
se encuentra ésta? Representa graficamente ambas trayectorias y después
compruébalo algebraicamente. ;Cual es la posicion relativa de ambas
rectas?

b) ¢Cudl es la ecuacion de la recta que determina la trayectoria que esta
siguiendo Portugal?

c) ¢Tienen algo en comin las trayectorias de Francia y de Portugal?
Compruébalo graficamente.
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d) ¢El barco de Espafia se cruzara con todos los demas barcos? En caso de que
no se cruce con algun barco, compara las dos ecuaciones, ;qué tienen en
comun? ¢en qué se diferencian?

e) ¢Pasara Grecia por la boya? Compruébalo gréfica y algebraicamente.

(PR2) En una discusion sobre fatbol entre dos amigos, cada uno tiene una opinidn acerca
de cuantos partidos ha ganado el Real Zaragoza. En la radio acaban de decir que ha
puntuado en 7 partidos pero siguen sin ponerse de acuerdo. Cuando consiguen un
periddico, miran la clasificacion donde tan solo vienen los puntos totales de cada
equipo y ven que el Real Zaragoza lleva 15 puntos a esas alturas de la competicién.
¢Sabrias decir cuantos partidos ha ganado? ;Y cuantos ha empatado?

(PR3) EI fabricante de neumaticos Michelin esta preparando los proximos campeonatos
del mundo de Formula 1 y Moto GP. En los test de pretemporada tiene que equipar
a 10 vehiculos con 32 neumaticos. ;Cuéntos vehiculos de cada tipo hay?
Para la temporada tendréa que dar servicio a 1031 vehiculos proporcionandoles 3548

neumaticos. En este caso, ¢a cuantos vehiculos de cada tipo tiene que dar servicio?

(P1) En un laboratorio estan realizando experimentos con un nimero desconocido x de

ratones e y de arafias con 8 0jos.

a) ¢Cuantas arafias hay?

b) ¢Cuéntos ratones hay?

c) ¢Cuantas cabezas hay?

d) Sise quitan 100 arafas, ¢cuantas cabezas hay?

e) ¢Cuantas patas hay?

f) Para una prueba muy concreta, se necesitaran 10 ratones y 25 arafias mas.
¢Cuéntas patas habra?

g) ¢Cuéantos ojos hay?

h) Sise quitan 100 arafas, ¢cuantas cabezas hay?

(P2) Expresa mediante ecuaciones lineales con dos incdgnitas las siguientes situaciones

e indica qué representan las incognitas.

a) Ana tiene el doble de afios que Pedro.

b) Maria tiene 3 afios menos que Ana.

c) Dentro de 4 afios, Diego tendréa el triple de edad que la que tiene ahora Cristina
(considera x como los afios actuales de Diego).

d) La diferencia entre las edades de un padre y un hijo es de 28 afios.
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e) Tengo una tercera parte de los afios de mi abuela.

(P3) Escribe en lenguaje algebraico las situaciones representadas en cada balanza, indica

queé representan las incognitas y establece relaciones entre los pesos de cada figura:

a)
Q@}O _ Zslkg
b)
Ah
L X X 2 _ 5
c)
OO0 L7 VY
. |
d)
A 4
*9e v

(P4) Enunatienda venden botellas de agua de 1y 2 litros. En el almacén todavia quedan
sin vender 24 botellas, que corresponden a 38 litros de agua. ¢Cuéntas botellas de
cada tipo hay?.

(P5) ¢Qué cantidades de oro a 6 €/g, y de plata, a 1,2 €/g, hay que utilizar para conseguir
1 g de mezcla a 2,40 €/g°.

(P6) Una tienda de deportes vende balones de futbol y de baloncesto. Raul compra 3 de
futbol y 2 de baloncesto por 18,50€ y Luis compra 4 de fltbol y 3 de baloncesto por
26€. ;Cuanto vale un baldn de futbol? ¢Y uno de baloncesto?.

(P7) Un rectangulo de perimetro 124 cm pasa a tener 328 cm de perimetro si sus lados
mayores triplican su longitud y sus lados menores la doblan. ;Qué dimensiones

tiene el rectangulo inicial?

(P8) Encuentra dos nimeros cuya suma sea 10 y la diferencia entre el primero y el doble
del segundo sea 1.

(P9) Un motorista sale del pueblo A hacia B con una velocidad de 80 km/h mientras que
un ciclista empieza el recorrido en sentido contrario a la vez que el motorista pero
a una velocidad de 20 km/h. Si la distancia entre los pueblos Ay B es de 150 km,
¢a qué distancia del pueblo A se encontraran y cuanto tiempo les costara

encontrarse?.
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(P10)Un examen estd formado por problemas de probabilidad y estadistica. Beatriz
resuelve bien 4 problemas de probabilidad y 3 de estadistica, obteniendo una
calificacién de 9 puntos. Luis contesta bien 3 problemas de probabilidad y 5 de
estadistica, obteniendo una calificacién de 9,5 puntos. Si los problemas de un

mismo tipo tienen la misma puntuacion, ;jcuantos puntos vale cada problema?

(P11) Se tienen 0,53 € en 16 monedas de 2 y 5 céntimos. ;Cuantas monedas de cada clase
hay?

(P12)En una fabrica de tejidos tienen tela roja y gris que envian a las sastrerias en
paquetes de dos tipos distintos que se forman como indica la tabla.

Telaroja Tela gris
Paquete A 30m 25m
Paquete B 20m 35m

Si tienen que enviar 550 m de tela roja y 825 m de la gris. ¢Cuantos paquetes de
cada tipo deben llenar?

(P13)En el bar de la plaza, la semana pasada, el bocadillo de tortilla valia 1 € mas que el
refresco. Esa semana, dos refrescos y un bocadillo nos costaron 4 €. Esta semana
han subido los precios y nos han cobrado 7,70 € por tres refrescos y dos bocadillos.

¢En qué tanto por ciento se han incrementado los precios?

Estos problemas no son Unicos ya que podran proponerse otros similares siempre
que se considere necesario. Su resolucién puede encontrarse en el Anexo IV.
4.4.2 Ejercicios

Como ocurre con los problemas de traduccion, a continuacion, se muestran los

ejercicios® destinados a practicar las técnicas. En caso de necesitar mas ejercicios, se

pueden utilizar otros similares a éstos.

(E1) Determina si los siguientes sistemas de ecuaciones tienen solucion Unica, infinitas

soluciones o son incompatibles:

{2x+5y=19 {3x—2y=9 { x—3y=9
) 2x +5y =23 ) 9x —6y =3 ) —3x + 9y = —-27

& La solucidn de los ejercicios (E) no se explicita por ser aplicacion directa de las técnicas que ya se
han utilizado en la resolucion de los problemas de traduccion.
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5x + 3y = . Ax—y=09 f 4x —2y =5
> _ 3 ){—2x+3y=3 )

(E2) Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones graficamente:

{x—3y=5 c {x—y=11

) 2x+y =3 ) —2x—4y =8
2x—y =6 x—2y =26

b) {—8x+4y= —24 d) {—5x+10y=30

(E3) Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones mediante tablas:

) 2x +5y =19 3x+4y =28 2x—2y =6

(E4) Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones mediante el método de sustitucion:

—x+6y=7 {x+8y=19 {—5x—3y=—2
a>{2x—y=8 b) dx — Ty = =2 ©) 8x+y =26

(E5) Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones mediante el método de reduccion:

){4x+7y=—56 Sx+2y=9 8x—-9y =7

(E6) Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones mediante el método de igualacién:

x—6y=5 {3x—y=11 {x—4y=9
){2x+y=—3 ) lsx+y=8 Dz +y=-3

4.4.3 Geogebra

Mediante los siguientes recursos se resolveran ejercicios similares a E1, donde se
podran visualizar las representaciones de los diferentes tipos de sistemas y hallar su

solucién en caso de tenerla.

(G1) Primer recurso’, donde los estudiantes pueden ir modificando las ecuaciones en
cualquiera de sus tres representaciones (Imagen 6). A la vez que se modifica una
representacion, el programa cambia los otros dos registros para que continuamente
los tres estén representando el mismo objeto matematico. Los alumnos pueden ir
modificando las representaciones y ver las caracteristicas de cada tipo de sistema
segun los registros.

" https://www.geogebra.org/m/XHy57QhT
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Puedes escribir las ecuaciones del SEL
en las siguientes cajas de texto

EC2x-y=5

ECx+ay=7

9 0

Imagen 6. Primer recurso de Geogebra.

(G2) Segundo recurso®, donde se pueden modificar los coeficientes y los términos
independientes de las ecuaciones (Imagen 7). El recurso tecnoldgico va
modificando la representacion grafica simultaneamente y calculando dos puntos de
cada recta. En este ejercicio se aprecia claramente que para representar una recta en

el plano basta con tener dos puntos.

Sistema de Ecuaciones Lineales

Meétodo Grafico g0: x-y=-3
(Dlezsilovesic X Y=g(x)
(2)dz+ey=f Y 7
1 2
:u.:‘ Ecuacion(2)
S 8 h(x): x+y=-2
= 9 X Y=h(x)
* 10 -3 5
Ix+1y=-3 1 3 ]
- 12
—Ix+1y=-2 =
d=a 14
@ 15
=. 16
fa2 =
. 18

Imagen 7. Segundo recurso de Geogebra.

(G3) Resolucion de sistemas con Geogebra. Dentro de la ventana “Célculo Simbdlico
(CAS)” de Geogebra, se puede escribir el sistema de ecuaciones como se aprecia

en la Imagen 8:

P Calculo Simbdlico (CAS) X

1 Soluciones[{x+y=4 x-y=2}, {x,y}]
Imagen 8. Resolucion de sistemas con Geogebra (1).

Basta con darle a Intro y el programa calcula la solucion del sistema (Imagen 9):

8 https://www.geogebra.org/m/nCdXe4Sz
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P Calculo Simbdlico (CAS) X

1 Soluciones[{x+y=4 x-y=2}, {x,y}]
(3 1)
Imagen 9. Resolucion de sistemas con Geogebra (2).

Para los alumnos mas aventajados, como medida de atencién a la diversidad, se les
propondré que investiguen acerca de los sistemas de ecuaciones lineales con tres
incognitas. En Geogebra podréan realizar los mismos pasos incluyendo una ecuacion
y una incdgnita mas. A continuacion, deberan comprobar que la solucién que

calcula el software es realmente solucién del sistema planteado.

En el siguiente apartado se explicara el orden en que estos ejercicios y problemas

iran apareciendo en el aula.
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5 SECUENCIADIDACTICA

A continuacion se explican las sesiones que se desarrollaran para ensefiar los

sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas en tercero de Educacion Secundaria.

Como deberes para casa se dejaran aquellas actividades que no haya dado tiempo a

realizar en clase y ademas se mandaran problemas similares a los aqui planteados. Todos

ellos se corregirdn al comienzo de la sesion posterior.

Sesion 1:
Prueba inicial
o Conocer la situacion con la que los alumnos se disponen a enfrentarse al

Objetivos ) .
nuevo objeto matematico.

Técnicas Resolucion de ecuaciones de primer grado con una incognita.

Campos de | Ejercicios sobre ecuaciones de primer grado con una incognita.

problemas | problemas de traduccion.

Sesion 2:
Razén de ser
Razdén de ser 1: Conocer los diferentes sistemas de dos ecuaciones
lineales con dos incognitas: sistema compatible (determinado e
indeterminado) y sistema incompatible.
o Razon de ser 2: Ver la necesidad de los sistemas de ecuaciones para

Objetivos » ) ) y
hallar la solucién de algunas situaciones. Concepto de solucidn de un
sistema.
Razon de ser 3: Ver la necesidad de las técnicas de resolucion de tipo
algebraico ya que la técnica de resolucion tabular queda obsoleta.
(T1) Resolucion tabular.

Técnicas (T2) Resolucion algebraica.
(T3) Resolucidn gréafica.

Campos de B
Problemas de traduccion PR1, PR2 y PR3.

problemas
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Sesion 3:

Revision de los problemas de razén de ser. Solucién con Geogebra. Tipos de

sistemas de ecuaciones lineales. Traduccion.

Revisar los problemas de la sesion anterior y solucionarlos mediante

recursos tecnolégicos.

Objetivos . ) . .
Conocer los tipos de sistemas de ecuaciones lineales.
Traduccion del lenguaje habitual al matematico.
Técnicas Resolucién con Geogebra.
Problemas de traduccion:
Campos de | - Problema similar a PR1 para diferenciar los tipos de sistemas.
problemas | - problemas P1, P2 y P3.
Ejercicio E1.
Sesidn 4:
Manejo de Geogebra. Estudio de representaciones.
Conocer las representaciones algebraica, grafica y tabular de los
Objetivos ) ]
sistemas de ecuaciones y el paso de unas a otras.
Técnicas Resolucién con Geogebra.
Campos de | Problemas similares a PR1 y E1 a resolver con los recursos de Geogebra
problemas | G1, G2y G3.
Sesion 5:

Sistemas compatibles determinados: resolucion grafica y tabular.

Conocer los procedimientos de resolucion de sistemas de ecuaciones

lineales con dos incAgnitas gréafico y tabular.

Objetivos
Comprobacion de la solucion y verificacién dentro de su contexto
original, en el caso de los problemas de traduccion.
(T1) Resolucion tabular.

Técnicas

(T3) Resolucidn gréafica.
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Problema de traduccion P8.

Campos de
problemas | Ejercicios E2 y E3.
Sesion 6:

Sistemas compatibles determinados: resolucion algebraica por sustitucion.

Conocer el procedimiento de resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales con dos incdgnitas algebraico por sustitucion.

Objetivos
Comprobacion de la solucion y verificacién dentro de su contexto
original, en el caso de los problemas de traduccion.

Técnicas (T2a) Resolucion algebraica por sustitucion.
Problemas de traduccion:

Campos de | - Segunda parte del problema de razon de ser PR3.

problemas | - problemas P4 y P11.
Ejercicio E4.

Sesion 7:

Sistemas compatibles determinados: resolucion algebraica por reduccion.

Conocer el procedimiento de resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales con dos incdgnitas algebraico por reduccion.

Objetivos
Comprobacion de la solucion y verificacién dentro de su contexto
original, en el caso de los problemas de traduccion.
Técnicas (T2b) Resolucién algebraica por reduccion.
Campos de | Problemas de traduccion P6, P7 'y P10.
problemas | Ejercicio E5.
Sesion 8:

Sistemas compatibles determinados: resolucion algebraica por igualacion.

Objetivos

Conocer el procedimiento de resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales con dos incdgnitas algebraico por igualacion.

Comprobacion de la solucion y verificacién dentro de su contexto
original, en el caso de los problemas de traduccion.
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Técnicas (T2c) Resolucion algebraica por igualacion.
Problemas de traduccion:

Campos de | - Similares a P4y P8.

problemas | - problema P9.
Ejercicio E6.

Sesiones 9 vy 10:

Resolucion de problemas. Dudas y repaso.

Resolver problemas de traduccion de mayor complejidad.

Comprobacion de la solucién y verificacion dentro de su contexto

Objetivos original
Resolver las dudas de los alumnos.
Repaso.
(T1) Resolucion tabular.
Técnicas (T2) Resolucion algebraica.
(T3) Resolucidn gréafica.
Problemas de traduccion.
Campos de o
- Hoja adicional (Anexo 6).
problemas
- Problemas P5, P12 y P13.
Sesién 11:
Examen.
Objetivos | Evaluar los conocimientos adquiridos por los alumnos.
(T1) Resolucion tabular.
Técnicas (T2) Resolucion algebraica.
(T3) Resolucidn gréafica.
Campos de | Problemas de traduccion.
problemas | Ejercicios.
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6 EVALUACION

La calificacion de esta unidad se obtendra realizando la media ponderada de las
calificaciones de las siguientes actividades de evaluacion, teniendo en cuenta que la

prueba inicial de conocimientos previos no tendra valor en la calificacion final:

e Prueba escrita: supondra un 65% de la nota final y sera necesario obtener
una nota de, al menos, 4,5 puntos sobre 10 para poder ponderar con el resto
de calificaciones.

e Actitud y comportamiento: se valorara con el 10% de la calificacion final
de esta unidad.

e Cuaderno, deberes y/o actividades adicionales propuestas para entregar:

tendra un valor de hasta el 25% de la nota final.

A continuacion se muestra la prueba escrita sobre sistemas de ecuaciones lineales
con dos incdgnitas para evaluar el aprendizaje realizado por los alumnos. La puntuacién

total de esta prueba sera de 10 puntos, que se repartirdn como se indica en cada ejercicio.
6.1 Examen 3° ESO

Ejercicio 1. Para cada uno de los siguientes apartados, escribe una situacion de la
vida cotidiana que se pueda interpretar matematicamente como (puedes ayudarte
escribiéndolo primero en lenguaje algebraico) [1,5 puntos]:

a) Una ecuacion lineal con dos incognitas que pueda tener como solucion el par
(3.8).

b) Un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas.

c) Unsistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas que no tenga solucién.

d)

x 0 1 2 3 4 5

y 7 9 11 13 15 17

Ejercicio 2. Determina de qué tipo de sistema de dos ecuaciones lineales con dos
incognitas se tratan en los siguientes casos Y justifica la respuesta [1,5 puntos]:
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b) {3x+2y=5

xX—y=2
8x—y=-2
){—4x+%y=1
d)

x | 3] 2 |-1]0]11]2]S3
y=f(x) | 7| 4 |=-1]2]|5 |8 |1
y=g() || 3| 3|9 (1521|2733

21 2 2|2 2|2]2

Ejercicio 3. Resuelve cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones por el
procedimiento algebraico que consideres mas oportuno (debes utilizar los tres

procedimientos, uno en cada apartado) [1.5 puntos]:

1 1
_§x+2y:—€ b{5x_y:3 {3x+4y=—10
2) 33 N-2x+4a=y N x+2y=-3

— 7y =—
S5x — 1y 7
Ejercicio 4. Al viaje de fin de curso acuden 19 alumnos que deben repartirse en 6

habitaciones dobles y cuadruples.
Esta situacion puede modelizarse mediante el sistema de ecuaciones

{2x +4y =19
x+y==6
(Es (x,y) = (2.5,3.5) solucién del sistema? ¢Es (x,y) = (2.5,3.5) solucion del

problema? [1.5 puntos]

Ejercicio 5. Una planta embotelladora dispone de botellas de 1,5 y 2 litros. Han
recibido un pedido de 4350 litros y actualmente solo disponen de 2682 botellas. ;Cuéntas

botellas de cada tipo tienen en la planta? [2 puntos]

Ejercicio 6. En una fabrica se producen dos tipos de lamparas: tipo 1 y tipo 2. Para
producirlas son necesarias dos maquinas A y B. El nimero de horas que se necesitan para

producir una lampara esté indicado en la siguiente tabla:

Maquina A Maquina B
Tipo 1 2 1
Tipo 2 2 3

41



Si cada maquina puede utilizarse 24 horas por dia, ¢cuéntas lamparas de cada
modelo se producen al dia? [2 puntos]

6.2 Aspectos a evaluar

Los aspectos a evaluar en cada uno de los seis ejercicios son diferentes y responden

a los objetivos marcados en el apartado 3 de este trabajo.

Destacar que el cuarto objetivo (resolver los sistemas de ecuaciones usando
recursos tecnoldgicos) sera parte de las sesiones de clase y no se evaluara en el examen
final, sino que su seguimiento se realizara en el aula mediante observacion directa de la

actuacioén del alumno.

En el primer ejercicio se pretende evaluar la capacidad de plantear problemas en los
que intervienen conceptos propios de las matematicas como el de ecuacion lineal con dos
incognitas, sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas y solucién tanto de una

ecuacion como de un sistema.

El segundo ejercicio corresponde al primer objetivo marcado, pues se trata de
identificar el tipo de sistema de ecuaciones que se presenta en cada apartado y que viene
representado ya sea de manera algebraica, tabular o gréafica.

El tercer ejercicio consiste en resolver sistemas mediante procedimientos
algebraicos, por lo que puede evaluarse el cumplimiento del objetivo nimero 3. Ademas,
se pide comprobar la solucién hallada en relacion con el objetivo 5.

El ejercicio 4 pretende evaluar el cumplimiento de los dos ultimos objetivos, ya que
se trata de comprobar la solucion del sistema y validarla dentro de un contexto dado.

Los ejercicios 5 y 6 son los mas completos en cuanto a objetivos que se quieren
evaluar. En primer lugar, interviene la traduccion del lenguaje habitual al algebraico y la
interpretacion de una tabla de datos. A continuacion, se debe hacer uso de una de las
técnicas de resolucion de sistemas para poder hallar la solucion del problema v,
finalmente, se deben comprobar e interpretar las soluciones dentro del contexto del
problema. Por ello, la evaluacion de estos dos ejercicios dependera de varios objetivos

que tendran diferentes pesos asignados en cuanto a relevancia.
6.3 Catalogacion de tareas y valoracion

A continuacion se sefialan las tareas principales, las tareas auxiliares especificas y

las tareas auxiliares generales de cada ejercicio, de acuerdo con los objetivos marcados y
los aspectos que se quieren evaluar.
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Ejercicio 1.

e Tareas principales:
- Estructurar relaciones de tipo algebraico que describan el concepto
matematico. [0,6 puntos]
- Identificar situaciones en las que tengan sentido dichas relaciones.
[0,3 puntos]
e Tarea auxiliar especifica: Determinar los datos variables y los que serén
constantes. [0,4 puntos]
e Tareas auxiliares generales: Utilizar correctamente el lenguaje algebraico

evitando cometer errores de sintaxis. [0,2 puntos]
Ejercicio 2.

e Tareas principales:

- Reconocer las caracteristicas propias de cada sistema: posicion
relativa de las rectas, relacion entre los coeficientes de las
expresiones algebraicas o variacion entre los datos de la tabla. [0,6
puntos]

- Justificacion de la respuesta: describir en términos de (x,y) la
solucion que se ve en la gréfica, encontrar ecuaciones equivalentes
o comparar los datos de las dos ecuaciones de la tabla. [0,5 puntos]

e Tareas auxiliares especificas: Manipulacion de expresiones algebraicas
conservando la relacion de equivalencia, en el caso de utilizar el registro
algebraico. [0,3 puntos]

e Tarea auxiliar general: Operaciones de caracter aritmético, en el caso de

utilizar el registro algebraico. [0,1 puntos]
Ejercicio 3.

e Tareas principales:
- Aplicacién de las técnicas de resolucion algebraica de manera
correcta. [0,7 puntos]
- Dar la solucion indicando el valor de ambas incognitas. [0,3 puntos]
e Tarea auxiliar especifica: Manipulacién correcta de las expresiones
algebraicas para obtener ecuaciones equivalentes. [0,4 puntos]

e Tarea auxiliar general: Operaciones de caracter aritmético. [0,1 puntos]
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Ejercicio 4.

e Tareas principales:
- Determinar si es solucion del sistema. [0,5 puntos]
- Determinar si es solucion del problema. [0,5 puntos]
e Tarea auxiliar especifica: Aplicar correctamente el concepto de solucién
sustituyendo las incognitas por los valores dados en la solucién. [0,3 puntos]

e Tarea auxiliar general: Operaciones de caracter aritmético. [0,2 puntos]
Ejercicios 5y 6.

e Tareas principales:
- Planteamiento del sistema de ecuaciones mediante la traduccion del
lenguaje habitual al algebraico. [0,7 puntos]
- Devolver la solucion al contexto original del enunciado. [0,3 puntos]
e Tareas auxiliares especificas:
- Resolucion del sistema mediante una de las técnicas aprendidas. [0,5
puntos]
- Encontrar la solucion precisa, dando los valores de ambas
incognitas. [0.25 puntos]
e Tarea auxiliar general: Calculos intermedios con expresiones algebraicas

y/o de tipo aritmético. [0.25 puntos]
6.4 Respuestas esperadas
Ejercicio 1.

En este primer ejercicio es previsible que los alumnos planteen primero la solucién
en términos algebraicos para después inventar una situacion que se pueda modelizar con

ella. Las posibles respuestas de los alumnos son:

a) Un ejemplo puede ser la ecuacion 2x + 5y = 46
Situacion que se puede interpretar como tal: En una excursién participamos 46
personas ocupando todas las plazas de las motos y los coches que estaban
disponibles.
En este caso, x seria el nimero de motos e y el nimero de coches que habia
disponibles para la excursion. Se comprueba que 3 motos y 8 coches es una
posible solucién de la ecuacion planteada: 2 - 3+ 5 - 8 = 46.

x+y=28

b) Una solucidn sencilla puede venir dada por {2x +y =38
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Situacion: Carla se compré una camiseta y un bolso por 28€ y Maria se compré
dos camisetas iguales y el mismo bolso por 38€.

Asi, las incOgnitas serian x = "precio de una camiseta” e y=
"precio de un bolso”.

x+y=28
3x+3y =76

Situacion: Siguiendo el ejemplo del apartado anterior, Carla se comprd una

c) Un sistema de ecuaciones que no tiene solucién puede ser {

camiseta y un bolso por 28€. Cuando Maria los vio, decidi6 que queria
regalarles lo mismo a tres amigas sin saber lo que costaba cada producto y solo
contaba con 76€.

d) Esta tabla se puede representar algebraicamente mediante, por ejemplo, la
ecuacion lineal con dos incégnitas —2x +y = 7.
Situacion: En un examen muy exigente, Luis sac6 un 7 de nota final. Cada
respuesta incorrecta restaba dos puntos y se sumaba un punto por cada respuesta
correcta. Por lo que, en caso de duda, era recomendable dejar la respuesta en
blanco.
En este ejemplo se considera que x es el nimero de respuestas fallidas e y el

namero de correctas.
Ejercicio 2.

Como cada apartado aparece en un registro diferente, los alumnos deberian actuar

en consecuencia con dicho registro.

a) A simple vista, como las rectas se cortan, se trata de un sistema de ecuaciones
compatible determinado. Existe un Unico punto que pertenece a ambas rectas,
que se corresponde con el punto de corte (0,3).

b) Es posible que recurran al registro grafico para distinguir el tipo de sistema.
Representaran las dos ecuaciones en el plano, dando valores a una de las

incognitas y calculando el valor de la otra. Asi, obtendran que

\ 2

se trata de un sistema compatible determinado justificandolo de igual manera
que en el apartado anterior.
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Otra forma distinta de proceder que pueden emplear los alumnos para contestar
a este apartado, es comparando los coeficientes de las incognitas y, en caso de

. . . . . - 3 2
ser necesario, los términos independientes de ambas ecuaciones: Py
Como los coeficientes no guardan la misma razon de proporcionalidad, se trata

de un sistema compatible determinado.

c) De igual manera que en el apartado anterior, mediante la representacion grafica

”

se observa que se trata de un sistema compatible indeterminado, pues son dos
rectas coincidentes y todos los puntos de una recta pertenecen a la otra. Ademas,

- 8 -1 2 .
algebraicamente se observa que —, =T =Y por tanto, ambas ecuaciones
2

son equivalentes.

d) De nuevo, representando ambas rectas en un plano se obtiene que
/i

ambas ecuaciones son paralelas y, por tanto, es un sistema incompatible ya que
no tienen ningun punto en coman.

Sin embargo, en esta ocasidn, es previsible que los alumnos se den cuenta de
que la tabla del enunciado muestra que ambas expresiones de la incégnita y van
aumentando de tres en tres, por lo que nunca coincidiran. Es decir, no tiene

solucion y, por consiguiente, es un sistema incompatible.
Ejercicio 3.

El enunciado especifica que se deben utilizar los tres métodos de resolucion
algebraicos, luego se prevé que los alumnos elijan el método méas apropiado para cada
sistema. A continuacién, se muestran los procesos de resolucion que previsiblemente han

empleado los alumnos:
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a) Por reduccion.

Loy =1 PSS 5x + 30y = — =
3T T e )Y T e L )T T T
By — 7y = o Bx— 7y =" By — 7y = o
XTI =y XTIV = S

Sumando ambas ecuaciones:
15 33 30 99 69 23

=TT TR R 124
23 1
23y=Z$y=Z
33 1 33 33 7 40
5x—7y=Z;5x—7-Z:Z;5x=Z+Z:Z:10

5x =10 =>x =2
Luego, la solucién es el par (x,y) = (2,%).

b) Por igualacién.

{5x—y=3 ﬁ{Sx—SZy
—2x+4=y —2x+4:y

Se igualan ambas expresiones: 5x —3 = —-2x + 4
Se despeja la incognita: 5x +2x =4+ 3;7x =7

Luego x = 1.

Se sustituye x por su valor en alguna de las expresiones que se han igualado:

y=5—-3y=5.1-3=2
Luego, la solucion es el par (x,y) = (1,2).
c) Por sustitucion.

{3x+4y=—10 {3x+4y=—10
x+2y=-3 = x=-3-2y

Sustituyendo la expresién despejada en la otra ecuacion:
3x+4y =-10:3(-3—-2y) +4y =-10; -9 -6y +4y =—-10
—-9-2y=-10;,-2y=-10+9;-2y = -1

1

Luegoy =

Se sustituye y por su valor en la expresion que da lugar a x:

1
x=—3—2y:x=—3—2-§=—3—1=—4

Luego, la solucién es el par (x,y) = (—4,%).
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Ejercicio 4.

El par (x,y) = (2.5,3.5) sera solucion del sistema si al sustituir cada incognita por

su valor, las dos ecuaciones se cumplen.

v 2x+4y=19:2-25+4.-35=5+14 =19
vV x+y=6:25+35=6

Luego, efectivamente, el par (x,y) = (2.5,3.5) es solucion del sistema.

Este par de valores sera solucién del problema siempre y cuando tenga sentido
dentro del contexto original del problema. En este caso, x e y representan el nimero de
habitaciones dobles y cuadruples, respectivamente, luego no podra ser solucion del

problema ya que no se puede media habitacion.
Ejercicio 5.

Denotando como x = "nUmero de botellas de 1,5 litros” e y =

"nUmero de botellas de 2 litros”, se obtienen las siguientes ecuaciones:
Han recibido un pedido de 4350 litros: 1,5x + 2y = 4350
Solo disponen de 2682 botellas: x + y = 2682

Luego, el sistema de ecuaciones es {1’5x +2y = 4350
i x +y = 2682
Mediante la resolucion algebraica por sustitucion, se tiene:

{1,5x + 2y = 4350 {1,5x + 2y = 4350
x+y=2682 x =2682—y

1,5x +2y = 4350; 1,5 (2682 — y) + 2y = 4350;4023 — 1,5y + 2y = 4350;
4023 + 0,5y = 4350;0,5y = 327;y = 654
Para hallar el valor de x:
x = 2682 —y;x = 2682 — 654 = 2028
Luego en la planta hay 2028 botellas de 1,5 litros y 654 de 2 litros.
Ejercicio 6.

Denotando como x = "nUmero de lamparas de tipo 1" e y =

"nUmero de ldmparas de tipo 2", se obtienen las siguientes ecuaciones:

Maquina A: 2x + 2y = 24 Maquina B: x + 3y = 24
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ya que cada maquina puede utilizarse 24 horas al dia.

Luego, el sistema de ecuaci {ZX+2y:24
uego, el sistema de ecuacioneses ", 3y = 24
Por sustitucion,

{2x+2y=24 {2x+2y=24
x+3y=24 x =24 -3y

2x +2y =24;2- (24 — 3y) + 2y = 24,48 — 6y + 2y = 24,48 — 4y = 24;
4y =48 -24 =24 =y =6
Para hallar el valor de x:
x=24—-3y;x=24—-3:-6=24—-18=6
Por tanto, se producen 12 lamparas al dia, 6 de cada tipo.
6.5 Posibles errores
Ejercicio 1.

Cabe destacar que este ejercicio tiene multiples soluciones en cada uno de los
apartados. Debido a esto, los errores cometidos se deberdn principalmente a la

complejidad de la respuesta buscada, en lugar de utilizar respuestas mas sencillas.

Es previsible que donde mas problemas encuentren los alumnos sea en el
planteamiento de una situacién donde intervenga un sistema sin solucion, pues en las

ultimas sesiones, la propuesta esta mas centrada en los sistemas que tienen solucién Unica.

También cabe esperar que, en el caso de que se proponga una situacion que se puede
modelizar con una ecuacion lineal en el apartado a, ésta no respete la condicién de que el

par indicado sea solucion.

Ejercicio 2. Ademas de errores de concepto, en los que los alumnos no sepan la
diferenciacion entre tipos de sistemas, los errores pueden ser debidos al paso de un
registro a otro, en caso de que se opte por pasar al registro gréfico para clasificarlos segun

la posicion relativa de las dos rectas en el plano.

En el caso de que los alumnos opten por trabajar en el registro dado por el enunciado
en cada apartado, los errores se deberan principalmente, en el registro algebraico, a la
comparacion errénea de los coeficientes, pudiendo confundirse entre coeficientes de
incognitas y términos independientes. Por ejemplo, en el apartado b, en lugar de

compararse la razon de proporcionalidad entre los coeficientes de x y de y, podrian haber
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comparado la razon de proporcionalidad de los coeficientes de x y los términos

independientes diciendo % +* ;

Ejercicio 3. Uno de los errores esperados es la solucion dada por una Unica
incognita, en lugar de dar el par de valores que solucionan el sistema. Ademas,
probablemente el error mas comun aparezca en el trabajo con las expresiones algebraicas,

donde se suma mal, se transpone mal, etc.

Ejercicio 4. Los errores que pueden cometerse, ademas de no conocer el concepto
de solucidn, seran de tipo aritmético. También pueden confundirse las incégnitas x e y y
sustituirlas por sus valores intercambiados. Por Gltimo, habra alumnos que no se den

cuenta de que el problema no puede tener solucion decimal.

Ejercicios 5 y 6. El primer problema puede surgir a la hora de designar las
incognitas. Seguidamente, escribir mal las ecuaciones dara lugar a no resolver
correctamente el problema. En la aplicacion de la técnica para su resolucion los errores
cometidos seran los mismos que los indicados en el ejercicio 3y, por Gltimo, no devolver

la solucion a su contexto original.

En el ejercicio 6 se suma la interpretacion de la tabla de datos, donde tienen que
compaginar el lenguaje habitual con una tabla de datos que les permite escribir las

ecuaciones que dan lugar al sistema.
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ANEXO |I. TECNOLOGIAS

Los once significados diferentes del signo igual que Molina (2006) identifica dentro

del ambito de la aritmética y del algebra escolar son:

1.

Propuesta de actividad de célculo. Aparece en expresiones incompletas
consistentes en una cadena operacional de nimeros y/o simbolos seguida del
signo igual. Por ejemplo, x(x + 1) — 3x(x +5) =.

Operador. Indica la respuesta a un célculo o simplificacion de una cadena de

operaciones situada a su izquierda y cuyo resultado esta colocado a su derecha.

Por ejemplo, x(x — 2) + 3x% = 4x? — 2x.

Separador. Los alumnos lo usan en el &mbito algebraico para separar los pasos

realizados en una resolucién. Puede relacionar expresiones algebraicas que no

tienen ninguna relacién en el contexto que se mueven. Por ejemplo,

flx) =x* = f2(x) = x*.

Expresién de una accién. Simbolo operador o separador de una cadena de

operaciones y su resultado con sentido bidireccional. Interpreta la sentencia

numérica como la expresion de una accion. Por ejemplo, 24 =12 +12 y

12+ 12 = 24.

Expresion de una equivalencia condicional (ecuacion). Dentro del algebra,

expresa una equivalencia que solo es cierta para algn o algunos valores de la

variable o variables, pudiendo no existir ninguno. Por ejemplo,

x?+4x =5x — 6.

Expresion de una equivalencia. Relaciona dos representaciones distintas de un

mismo objeto matematico. Se distinguen cuatro acepciones diferentes:

e Equivalencia numeérica. Las expresiones aritméticas de ambos miembros de
la igualdad tienen el mismo valor numérico. También denominado,
significado relacional. Ejemplos, 4 + 5 = 3 + 6, 24/3 = V/12.

e Equivalencia simbdlica (identidad simbdlica). Las expresiones algebraicas
de ambos miembros de la igualdad tienen el mismo valor numérico para
cualquier valor que tomen las variables. Ejemplo, x? + 2x = x(x — 2).

e ldentidad estricta. Las expresiones de ambos miembros de la igualdad
representan el mismo objeto matematico con el mismo representante. Por

ejemplo,3=360x+5=x+5,
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7.

10.

11.

e Equivalencia por definicion o por notacion. Equivalencia de dos

expresiones bien sean aritméticas o algebraicas por definicion o por
. . . .y . 3 6
equivalencia de significado de la notacion usada. Ejemplo, PRl

considerando ambas expresiones como representaciones de una misma
fraccion.
Definicidn de un objeto matematico. Se utiliza para definir o asignar un nombre
a un objeto matematico. Por ejemplo, a® = 1.
Expresion de una relacion funcional o dependencia. Indica cierta relacion de
dependencia entre variables o parametros. Ejemplos, | = 2nr 6 y = 3x + 2.
Indicador de cierta conexion o correspondencia. Uso entre objetos no
matematicos o de distinta naturaleza. Ejemplo, Precio bici = 3x + 5, donde x
es el precio de un bal6n de baloncesto.

Aproximacion. Relaciona una expresion aritmética y una aproximacion de su
o . 1
valor numerico. Por ejemplo, 3= 0.33.

Asignacion de un valor numérico. Asigna un valor numérico a un simbolo. Por
ejemplo, en la resolucion de ecuaciones se utiliza para indicar el valor de la

incognita (a = 30 cm?).
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ANEXO II. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES EN
LOS LIBROS DE TEXTO

La introduccidn del objeto matematico que presentan las distintas editoriales en sus

libros de texto es:

Libro de texto de 2° ESO de la editorial SM (2011): presenta el tema
mediante un fragmento acerca de los superordenadores, cuya velocidad
viene determinada por la maxima velocidad con la que la maquina es capaz
de resolver un sistema de ecuaciones.

Libro de texto de 3° ESO de la editorial SM (2002): la introduccion se basa
en un pequefio escrito sobre el libro “El arte matemético”, deduciendo que
ya en el siglo 111 a.C. se resolvian problemas de sistemas de ecuaciones y
que posiblemente los chinos fueran los primeros en encontrar un
procedimiento general de resolucion de sistemas de ecuaciones.

Libro de texto de 2° ESO de la editorial ANAYA (2001): parte del dibujo
de una balanza equilibrada en la que no se conoce el peso de algunos
componentes. Seguidamente, se anima al alumno a pensar en cuanto pueden
pesar, diciendo que ya saben trabajar con ecuaciones de una sola incégnita.
Libro de texto de 3° ESO de la editorial ANAYA (2002): muestra dos
balanzas equilibradas con distintos componentes en cada brazo, y hace uso
de una tercera balanza para determinar los pesos desconocidos.

Libro de texto de 2° ESO de la editorial Santillana (2008): utiliza una
pequefia historia cuyos personajes son Gabriel Cramer y Giovanni
Calandrini en la que se produce una reflexion de Cramer Porque pienso que
cualquier problema tiene su solucion, aunque lamentablemente no somos
capaces de plantear las ecuaciones adecuadas que da lugar a pensar en los
sistemas de ecuaciones. Por Ultimo, plantea el problema (Imagen 10):

51 las edades de los dos amigos sumaban 55 anos
I LS -

v Chovannl erd un ano mayor I'."rflm':r"l‘
¥ Li d . H

¢l problema y di cudl era la edad

de cada uno
Imagen 10. Introduccién del tema. Ed. Santillana (2008)

Libro de texto de 3° ESO de la editorial Santillana (1999): dedica un tema a

las ecuaciones y a los sistemas de ecuaciones conjuntamente. Utiliza las
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calorias de los alimentos para su introduccion, y mediante las unidades de
medida gramos y calorias conduce al alumno a plantear determinadas
ecuaciones. Por ejemplo, “expresa mediante una ecuacién con dos

incognitas el valor energético de x gramos de pollo e y gramos de pan”.

Respecto a los campos de problemas, a continuacién se muestran algunas
aclaraciones y ejemplos que permiten entender las diferencias entre los diferentes
contextos que aparecen en los libros de texto analizados.

1. Productos de dos tipos / personas por género o lugar en el que se encuentran.
Consiste en hallar el nimero de productos o personas que hay en una
determinada situacion diferenciados por tipos, género o lugar en el que se
encuentran respectivamente.

Ejemplos:

a) Enel patio del instituto hay el doble de estudiantes que en el gimnasio, pero
9 de estos ultimos han salido al patio, y ahora en el patio hay cinco veces el
nimero de alumnos de los que permanecen en el gimnasio. ¢Cuéntos
estudiantes habia al principio en cada sitio? (SM, 2002).

b) En un avién vuelan 192 pasajeros entre hombres y mujeres. EI nimero de
. 3 . . .
mujeres es - del nimero de hombres. ¢Cuantos hombres hay en el avion?

¢Y mujeres? (Santillana, 2008).

c) Una empresa fabrica dos tipos de bicicletas, A y B. Para fabricar una del
modelo A, se necesitan 1 kg de acero y 3 kg de aluminio, y para una del
modelo B, 2 kg de cada uno de esos materiales. Si la empresa dispone de 80
kg de acero y 120 kg de aluminio, ¢cuantas bicicletas de cada tipo puede
fabricar? (Anaya, 2002).

2. Mezclas / aleaciones.

Problemas donde se quiere obtener la mezcla o aleacién de dos productos como

son la mezcla de aceite de girasol y de oliva o la aleacion de oro y cobre.

Ejemplo: Se tiene aceite de oliva de 3 euros el litro y aceite de girasol de 2 euros

el litro. Se desea obtener 1200 litros de mezcla de 2,60 euros el litro. ¢Cuantos

litros de cada tipo de aceite hay que mezclar? (SM, 2011).

3. Edades.
Se trata de determinar la edad o edades de una o varias personas segin la

relacién existente entre ellas.
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Ejemplo: El doble de la edad de Sara coincide con la cuarta parte de la edad de
su padre. Dentro de dos afios la edad de Sara sera la sexta parte de la de su padre.
¢Qué edad tiene cada uno? (Anaya, 2001).

Geometria.

Pensados para hallar las dimensiones de una figura geométrica.

Ejemplo: Calcula las dimensiones de un rectangulo cuyo perimetro es 60y cuya
altura es 2 unidades mayor que la base (SM, 2002).

Balanzas / pesas.

Problemas en los que aparecen balanzas o pesas donde se busca el equilibrio.
Ejemplo: Las dos balanzas estan en equilibrio. ;Cuénto vasos se necesitan para
equilibrar una jarra? ;Cuantos vasos se necesitan para equilibrar un plato? (SM,
2002)

NUmeros.

Consistentes en hallar uno o varios nimeros que cumplen determinadas
condiciones.

Ejemplo: Calcula dos nimeros sabiendo que el primero supera en 6 unidades a
la quinta parte del segundo y, a su vez, el segundo supera en 6 unidades al doble
del primero (Anaya, 2001).

Recorridos / distancias / moviles.

Problemas donde intervienen magnitudes como la distancia y la velocidad.
Ejemplo: Un tren parte de la estacion A a las 9 horas con una velocidad de 30
km por hora, y otro parte de dos horas mas tarde de la misma estacion
recorriendo su mismo itinerario con una velocidad de 40 km por hora. Halla la
hora del encuentro y la distancia de A a la que se produce (SM, 2002).
Examen.

Se establecen relaciones entre la nota final de un examen o test y el nimero de

aciertos y fallos.
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10.

11.

12.

Ejemplo: En un test de 30 preguntas se obtienen 0,75 puntos por cada respuesta
correcta y se restan 0,25 puntos por cada error. Si mi nota ha sido de 10,5,
¢Cuéntos aciertos y cuantos errores he tenido? (Anaya, 2002).

Volumen / peso de envases.

Problemas en los que intervienen magnitudes de envases o recipientes como el

volumen o el peso.

Ejemplo: Una cooperativa ha envasado 5000 litros de vino en botellas de 1y 2

litros utilizando un total de 4500 botellas. ;Cuantas botellas de cada clase ha

utilizado la cooperativa? (Santillana, 1999).

Ruedas, patas, jorobas, camas, habitaciones.

Problemas de distribucion como, por ejemplo, un nimero total de ruedas en

coches y motos, un nimero total de jorobas entre camellos y dromedarios, etc.

Ejemplos:

a) En un campamento de verano hay tiendas de camparia dobles y triples. Si
en total hay 20 tiendas y 52 sacos de dormir, ;cuéntas tiendas hay de cada
clase? (SM, 2002).

b) En una granja, entre gallinas y conejos hay 100 cabezas y 252 patas.
¢Cuantas gallinas y cuéntos conejos hay en la granja? (Anaya, 2001).

Precios rebajados 0 aumentados / Interés bancario.

Problemas donde se ha aplica cierto porcentaje de descuento o aumento en el

precio de algun producto. Por similitud, se ha englobado también en este

contexto aquellos en los que interviene un interés bancario.

Ejemplos:

a) Mari Carmen ha pagado 7375 ptas. por una camisa y un jersey que costaban
8500 ptas. Halla el precio original de cada prenda sabiendo que en la camisa
le han hecho un 10% de rebaja y en el jersey un 15% (Santillana, 1999).

b) Un capital, colocado en el banco durante un afio, ha producido un beneficio
de 800€. El beneficio habria sido el mismo si el capital se hubiera
aumentado en 2000€ y el interés anual se hubiera disminuido en un punto
(enun 1%). ¢A cuanto asciende el capital y a qué tanto por ciento ha estado
colocado? (Anaya, 2002).

Dinero que pagan / tienen dos personas.

Se trata de identificar el precio de algin producto en funcién del dinero que

pagan dos personas por ello o de conocer el dinero que poseen dos personas en

una determinada situacion.
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13.

Ejemplos:

a) Entre Anay Sergio tienen 600 euros, pero Sergio tiene el doble que Ana.
¢Cuanto dinero tiene cada uno? (Santillana, 1999).

b) En una fruteria, Fernando ha comprado 2 kilogramos de manzanas y 3 de
naranjas por 8 euros, mientras que Teresa ha comprado 6 kilogramos de
manzanas y 5 de naranjas por 18 euros. ¢Cuanto cuestan el kilogramo de
manzanas y el de naranjas? (SM, 2011).

Tipos de monedas.

Problemas en los que se habla de dos tipos de monedas diferentes, en funcion

de su valor.

Ejemplo: Tenemos 53 céntimos de euro repartidos en 16 monedas de dos

céentimos y de cinco céntimos. ¢Cuadntas monedas de cada clase tenemos?

(Anaya, 2002).
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ANEXO I111. PRUEBA INICIAL

Ejercicio 1. ;| Qué es una ecuacion de primer grado? ¢ Y una funcion lineal? Inventa

un problema que se pueda resolver con una ecuacion de primer grado.

Solucién: Una ecuacion de primer grado es una igualdad que contiene una 0 mas

incognitas cuyo exponente es 1.

Una funcién lineal es una correspondencia entre los elementos de un conjunto inicial y
los elementos de un conjunto de llegada de manera que a cada elemento del conjunto
inicial le corresponde uno y sélo un elemento del conjunto de llegada y cuya expresion

viene dada por y = mx + n, donde m es la pendiente y n la ordenada en el origen.

Un ejemplo de problema que puede resolverse mediante una ecuacién de primer grado
es: ¢Cuanto miden los lados de un campo rectangular de perimetro 42 metros si su lado
largo mide el doble que el corto?

Objetivo: Se pretende conocer si el alumno es capaz de relacionar una situacion de la vida
real con una ecuacion de este tipo pasando de un lenguaje matematico al lenguaje habitual
y verificar si conoce los conceptos y la caracterizacion de ecuacion de primer grado y

funcion lineal.

Dificultades o errores: Es posible que el estudiante no encuentre un enunciado adecuado

por buscar situaciones complejas en lugar de sencillas.

Ejercicio 2. Escribe una ecuacién que tenga como solucién:

a) x=3
b) x=—-4
C) x=g

Solucién: Algunos ejemplos de posibles soluciones a cada apartado son:

a) x+2=54—-x=1,2x =6, etc.
b) 4+x=05—-3x=17,x —1 = -5, etc.

11 17 5
) 1+x==,-2—x=—=—,3x =2, etc.
6 6 2

Objetivo: Este ejercicio tiene como finalidad conocer si los alumnos son capaces de
plantear una ecuacion dada su solucién, demostrando de esta manera si tienen claro el

concepto de solucion.

Dificultades o errores:
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- No tener claro el concepto de solucion.
- Dificultades al operar con nimeros enteros y fracciones.
- Buscar ecuaciones demasiado complicadas en lugar de escribir algunas sencillas.

- No comprobar la solucion para verificar que la ecuacién escrita tiene como solucién el

valor de x correspondiente.

Ejercicio 3. Escribe la ecuacion correspondiente a cada una de las siguientes

situaciones:

a) El perimetro de un cuadrado es de 36 cm.
b) La suma de tres nimeros enteros consecutivos es igual al doble del mayor
mas 1.

c) Enuna clase de 30 alumnos hay el doble de chicos que de chicas.
Solucién:

a) Ellado del cuadrado mide x cmy el perimetro de un cuadrado es la suma de las

medidas de todos sus lados. Luego,
4x = 36.

b) Llamando al primer nimero x, los dos siguientes nimeros seran x + 1y x + 2.

El nimero x + 2 sera el mayor de los tres. Por tanto,
x+(x+1)+(x+2)=2(x+2)+1.

c) Llamar x al namero de chicas, entonces 2x serd el nimero de chicos. Por

consiguiente,
x + 2x = 30.

Objetivo: Se pretende verificar si los alumnos son capaces de traducir situaciones
cotidianas a lenguaje matematico ya que, como se ha comentado con anterioridad, la
traduccion supone uno de los pasos mas importantes en la resolucion de problemas. Por

ello, es interesante conocer los errores mas frecuentes que cometen los alumnos.

Dificultades o errores: A nivel general, pueden darse errores de interpretacion del

enunciado como no saber qué es el perimetro o percatarse de que tres nimeros
consecutivos pueden escribirse como x, x +1 y x + 2. Ademas, también pueden
plantearse ecuaciones alternativas a las que se han mostrado aqui dependiendo del
significado que se dé a la incognita en cada caso. Por ejemplo, en el apartado ¢ puede

considerarse como x tanto el nUmero de chicos como de chicas. Las ecuaciones variaran
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y podran tener distintos aspectos pero siempre deberan ser equivalentes unas con otras,

dentro de un mismo apartado.
Otros errores que pueden cometerse son:
- No escribir los paréntesis al poner 2(x + 2) en el apartado b.

- Mala interpretacién de “el doble”. Este error sera especialmente frecuente en el apartado

c si se toma como x el nimero de chicos, ya que apareceran fracciones que pueden

inducirlos mas facilmente a error. En ese caso, la ecuacién quedaria x +§ = 30.
Ejercicio 4. Resuelve las siguientes ecuaciones.

a)2x+6=16

b)5x+10 =-3x+2

C) lx-3=-2x

4 8

d—-6x+4=9x—-6

Solucion:

a) 2x+6—-6=16—6

2x =10
2x_10
)
x=5

b) 5x+10-10=-3x+2
5x=-3x—8
5x+3x =—-3x -8+ 3x
8x = -8
8x 8
8 8
x=-1

) ;x—3+3=—-x+3
1 1 +3
4x——8x
1 +1 1 434
4x 8x— 8x 8x
1 1
—x+-5x=3
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w | =

X

2
8
3
g*
8

> =38
-8x_ .

3x =24
3 _ 24
3 3
x=28

d) —6x+4+6x =9x —6+ 6x
4=15x—-6
4+6=15x—-6+6
10 = 15x

10

5"

— =X

3

Obijetivo: Conocer el grado de manejo y manipulacion de ecuaciones que poseen los
alumnos. Por ello, se proponen apartados con distinto grado de dificultad en los que
aparecen, no solo coeficientes y soluciones naturales, sino que también pueden aparecer

nameros enteros y racionales.

Dificultades o errores:

- Errores al trasponer términos de un miembro a otro de la ecuacion.

- Dificultades al operar con expresiones algebraicas.

- No conocer cémo se halla la solucién, es decir, dada una ecuacién no sabe qué calcular.
- Soluciones erréneas por no comprobar la solucion.

- Presenta dudas al observar que aparecen soluciones negativas o fraccionarias. Observa
que la ecuacion tiene todos los coeficientes enteros y, sin embargo, la solucién es
fraccionaria, por lo que no termina de solucionar la ecuacion al considerar que ese

resultado no es posible.
- Opera mal con fracciones y no simplifica.
Ejercicio 5. Crea una tabla de valores para cada una de las siguientes rectas y

después represéntalas graficamente.
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a)y=3x+2

b)5y=3x-1

C)x+4y=6

Solucién:

a)

b)

La tabla de valores es:
x 0112 3|4 |5

y=3x+2|2|5[8|11 |14 |17

Y su representacion gréfica:

Ky
/
/

/

Para dibujar la recta, basta con representar dos de los puntos hallados en la tabla

y trazar la recta que los une. Se puede comprobar, graficamente, que todos los
pares de valores que aparecen en la tabla, son puntos que pertenecen a la recta.
Para completar facilmente la tabla de valores, es recomendable despejar primero

una de las incognitas. Por ejemplo, se despeja y:

5y 3x-1
5 5
_3x—1
Y= s
La tabla de valores es:
x 0 [1]12|3]4 |5
3x—1] 112 8|11 14
_ |z ===
Y= 5 5 5/5 |5

Y su representacion gréfica:

63



c) En este caso, es mas sencillo despejar la incognita x:
x+4y—4y =6—4y
x=6-—4y
La tabla de valores es:

y |ol1] 2|3 4|5

x=6-4y|6|2|-2|-6|-10|-14

Y su representacion gréfica:

Objetivo: Con este ejercicio se pretende saber si los alumnos dominan el paso del registro
algebraico al tabular y al gréfico.

Dificultades o errores:

- Errores de célculo. Por ejemplo, para un valor de x calcular mal el de y.
- No saber como colocar los puntos en el plano.

- Representar mas de dos puntos para trazar la recta.

- Presentar dificultades para representar valores fraccionarios en el plano.

- En el tercer apartado, sera frecuente dar valores a x para hallar después y, en lugar de
hacerlo al revés. No se trata de un fallo pero puede deberse a que tengan interiorizado que

siempre deben dar valores a x.

- Presentar cierta confusién al aparecer una recta decreciente, pues pueden estar

acostumbrados a ver mas frecuentemente aquellas que son crecientes.
Ejercicio 6. Halla la ecuacion de la recta en los siguientes casos:

a) Recta que pasa por los puntos P(0,5) y Q(3,4).
b) Rectaque cortaalejeYen2yaleje Xen7.

c) Recta cuya pendiente esm = —2 y pasa por P(1,6).
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Solucién:

X—X1 — Y—=Y1

X2—X1 Y2=V1

a) Ecuacion de la recta que pasa por dos puntos:

Se sustituyen los valores conocidos: % = E
X -5

Luego la ecuacién de la rectaes: x + 3y = 15
b) Cortaal eje Y en 2, luego pasa por el punto P(0,2).
Corta al eje X en 7, luego pasa por el punto Q(7,0).

De la ecuacion de la recta que pasa por dos puntos se obtiene: ’7‘:

-2
;Zy_—z; —2x=7(y—-2); —2x =7y — 14

Luego la ecuacién de la recta es: 2x + 7y = 14

c) Ecuacionde larecta:y = mx +n
Se sustituyen los valores conocidos: 6 = (=2) -1 +n
Se halla el valor de la ordenada en el origenn: 6 = —2+n;n =8

Luego la ecuacion de larectaes: y = —2x + 8

Objetivo: Conocer el grado de conocimiento que los alumnos tienen acerca de las rectas
y las ecuaciones que las definen.

Dificultades o errores:

- Errores debidos al desconocimiento de las distintas ecuaciones de la recta.
- Fallos en la manipulacion de expresiones algebraicas.

Ejercicio 7. Un padre tiene el doble de edad que su hijo y, entre los dos, suman 57

afos. ¢Cuantos afos tiene cada uno?
Solucion:

Llamando x = "afios que tiene el hijo”, se tiene que el padre tiene 2x. Por tanto,

x +2x = 57.
Se resuelve la ecuacion:
3x =57
3x _57
3 3
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x =19
Como x = 19, entonces 2x = 2 - 19 = 38.
Se comprueba que se ha resuelto bien la ecuacion:
v 2.19=38
v’ 19+ 38=57

Luego el hijo tiene 19 afios y el padre 38 afios.

NOTA: Este problema también se puede resolver designando la incognita x como los

afios que tiene el padre. El procedimiento es el mismo, con la Unica diferencia de la

ecuacion que debe resolverse. Esta seria: x +§ = 57.

Objetivo: Valorar si los alumnos saben traducir el lenguaje habitual al algebraico y si, una
vez resuelto, son capaces de devolver la solucion a su contexto original valorando si la

solucion es factible dentro del contexto en el que se plantea.

Dificultades o errores:

- Traduccion errénea del enunciado al lenguaje algebraico.
- Fallo en la resolucién de la ecuacion.

- Hallar la edad de uno de ellos, pero olvidar la del otro. Esto puede deberse a que los
alumnos consideren que hallar el valor de la incognita es el final del problema, como

ocurre en los ejercicios que se platean Gnicamente para practicar alguna técnica.

- No comprobar la solucion puede originar malos resultados que podrian haber sido

corregidos previamente.
- No expresar la solucién en su contexto original.

- Pueden encontrar dificultades afadidas si consideran x = "aflos que tiene el padre”
ya que la ecuacion resultante tendra coeficientes racionales con los que debera operar el

alumno.
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ANEXO IV. CAMPOS DE PROBLEMAS

A continuacion, se presenta la solucion, la metodologia y las dificultades que
presentan los problemas de razén de ser (PR):

(PR 1)
Solucién:

a) Para dibujar la trayectoria de Espafia se debe colocar el punto A(1,—1) en el
plano y, a continuacion, interpretar el significado de la pendiente. Esto es, m =
a significa que por cada unidad que se avanza horizontalmente se avanzan a
unidades verticalmente.
En este caso, m = 1, luego por cada unidad avanzada horizontalmente, se
avanza también una verticalmente.
Asi, se debe colocar también en el plano el punto B(0,2) y trazar la recta que
une ambos puntos. Esta sera la recta que describe la trayectoria que sigue el

barco espafiol.

n

Para dibujar la trayectoria de Francia se deben colocar en el plano los dos puntos
por los que dice el enunciado que pasa: C(—5,2) y D(0,3). Se traza la recta que

pasa por ambos puntos, hallando asi la trayectoria del barco francés.

Francia p——
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Observando la grafica se ve el punto de corte de ambas rectas que, como indica

el enunciado, es el lugar donde esta situada la boya. De la gréafica, se obtienen

las coordenadas precisas Boya(6.25,4.25).

b Vista Algebraica X! | » Vista Grafica
Punto
® A=(1,1)
® 2

@® Boya=(6.25,4.25)
® C=(52)

L

Recta

@® Espaiia: -x+y=-2
@ Francia: -x + 5y =15

_—TFTancia

-8 8 -4

Espafia -6

Como se pide que se compruebe dicha solucién algebraicamente, se deberan

hallar las ecuaciones de las rectas. Para ello:

- Trayectoria de Espafia:

Datos que se conocen: Pasa por A(1,—1) y tiene pendiente m = 1.

Ecuacion de larecta: y = mx +n

Se sustituyen los valores conocidos: =1 =1-1+n

Hallar el valorden: -1 =1+n; -1-1=1+n-1;, -2=n

Finalmente se escribe la ecuacion de larecta: y = x — 2

- Trayectoria de Francia:

Datos que se conocen: Pasa por los puntos C(—5,2) y D(0,3)
X=X _ Yy

Ecuacion de la recta que pasa por dos puntos: =

X2—X1 Y2=V1

x=(=5) _y=2

Se sustituyen los valores conocidos: =
0-(-5) 3-2

x+5 y-—-2
5 1

;x+5=5(y—2); x+5=>5y—10;

x+5—-5=5y—-10-5; x =5y —15;

x—5y=5y—-15-5y; x —5y =-15
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Ecuacion de la recta: x — 5y = —15

Para comprobar algebraicamente que tanto Espafia como Francia pasan por la
boya, basta con verificar que para dicho punto se cumplen ambas ecuaciones:

Boya(6.25,4.25)
v y=x-2:425=625-2

v x—5y=-15625-5.425=—15

Efectivamente, ambas ecuaciones se cumplen.

Como las dos rectas se cortan, se dicen que son secantes.
b) Trayectoria de Portugal: Esta en el punto D(0,3) y pasara por Boya(6.25,4.25),

, .z -0 -3
luego segun la ecuacion de la recta que pasa por dos puntos: 6’;5_0 = 425_3

x _y—3 _ o
625~ 125" 1.25x = 6.25(y — 3);

1.25x = 6.25y — 18.75; 1.25x — 6.25y = 6.25y — 18.75 — 6.25y;

1.25x — 6.25y = —18.75

Ecuacion de la recta que describe la trayectoria de Portugal:
1.25x — 6.25y = —18.75
c) Francia: x —5y = —15
Portugal: 1.25x — 6.25y = —18.75
Las dos ecuaciones son equivalentes ya que se puede pasar de una a otra
multiplicando o dividiendo los dos miembros de la ecuacion por un mismo

namero. Ambas tendran las mismas soluciones y describen la misma recta en el

plano, como se observa a continuacion:

Boya

Portugal

-8 -8 -4 -2 0 2 4 8 8
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Y ambas rectas dibujadas a la vez:

fancia

Portugal

-8 -8 -4

'
n

d) Anteriormente se ha comprobado que los barcos espafiol y francés se cruzaban

y, como Portugal sigue el mismo recorrido que Francia, entonces también se

cruzara con el barco espafiol. Falta por comprobar qué ocurre con Grecia.

Su trayectoria viene dada por la ecuacion —x + y = 4. Para representarla en el

plano, se calculan dos puntos que cumplan esa ecuacion. Por ejemplo,

Six =0,y = 4. Por tanto, E(0,4).
Siy = 0,x = —4. Entonces F(—4,0).

Se representan en el plano y se traza la recta que los une:

6

n

2O

'
N

n
&

Si se observan las dos rectas representadas en el plano se comprueba que no

Ilegan a cruzarse nunca, pues son paralelas.
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Comparando las ecuaciones de las trayectorias de Espafia (y = x — 2) y Grecia
(—x +y = 4) se observa que situando las dos incognitas en un lado de las
ecuaciones quedan: —x +y = —2y—-x+y =4,

Luego en ambas ecuaciones las incdgnitas x e y van acompafiadas por el mismo
coeficiente pero se distinguen en el término independiente.

e) Graficamente se observa que no pasa por el punto donde se encuentra la boya.
Para comprobarlo algebraicamente, basta con comprobar si dichos valores de
las incognitas x e y hacen verdadera la igualdad:

—x+y=4: —625+425=1050+ 4
Luego, efectivamente, el barco griego no pasara por la boya.

Metodologia:

Se trabajara individualmente desde el principio, a modo de debate en el que
participan todos los alumnos, y sera el profesor el encargado de conducirlo.

En el apartado a, los alumnos deberan, en primer lugar, dibujar ambas rectas en el
plano cartesiano. Es posible que se sientan comodos dibujando la grafica de la trayectoria
que describe el barco francés desde el primer momento, ya que disponen de dos puntos
para representar. Sin embargo, no ocurre lo mismo con la trayectoria que sigue el barco
espafiol, pues tan s6lo cuentan con un punto y la pendiente. Los alumnos no suelen estar
acostumbrados a graficar directamente las rectas que vienen dadas de esta manera, Sino
que primero hallan la ecuacion de la recta y después la representan en el plano cartesiano.
Llegados a este punto, el profesor debera hacerles ver como interpretar la pendiente a la
hora de representar una recta graficamente. Una vez se haya puesto en comdn la imagen

final de ambas rectas en el plano, el profesor les animard para que escriban las
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coordenadas del punto de corte de ambas rectas. Como habra alumnos que no sean
capaces de identificar las coordenadas exactas por no tratarse de nimeros enteros, el
profesor debera guiarles hasta poner en comun la solucion final. A continuacion, seran
los alumnos los encargados de verificar la solucion algebraicamente. Seran ellos los que
propongan las ecuaciones (es probable que el profesor tenga que recordarles las distintas
maneras de calcular la ecuacion de una recta, segun los datos que se poseen de ella) y
comprueben que dicho punto esta en las dos rectas. Como graficamente habran observado
que tan s6lo hay un punto en comuin, éste sera el Unico punto que cumpla las dos
ecuaciones. Al final, se hara en la pizarra para que los alumnos que hayan quedado
rezagados puedan saber como proceder. Por Gltimo se recordard la posicion relativa de

ambas rectas.

El resto de apartados no deben causar grandes problemas a los alumnos y les
permitird darse cuenta de las distintas posiciones relativas de dos rectas. Como en el
primer apartado, el profesor seré el encargado de poner en comun todas las respuestas de
los alumnos y hacer ver, a aquellos que no han dado con la solucién correcta, como llegar
a ella. Es decir, en caso de que los alumnos hayan cometido algtn error, los tendré que
guiar para que sean ellos mismos quienes se den cuenta de la incoherencia que han
plasmado. Por ejemplo, para un alumno que en el apartado b haya escrito una ecuacion
errénea de la trayectoria del barco portugués, el profesor le preguntara si esa trayectoria
pasa por el punto (0,3) y por la boya. Asi, el alumno tendra que comprobar que dichos
puntos cumplen la ecuacion y, por si mismo, daré cuenta de su error. De esta manera, se
reforzaran las estrategias de comprobacion de resultados y se inculcara a los alumnos el
habito de comprobar la solucién para evitar caer en errores que pueden haber sido
corregidos.

Cuando se hayan calculado todas las trayectorias, con el problema terminado, el
profesor las escribird en la pizarra haciendo ver las relaciones de proporcionalidad, en
caso de haberlas, entre los coeficientes de las distintas rectas, a la par que se muestran en
su representacion grafica. El objetivo es explicar qué son los sistemas de dos ecuaciones
lineales con dos incdgnitas y los distintos tipos: sistemas compatibles (determinados e
indeterminados) e incompatibles y cémo pueden identificarlos. Ademas, para hacer esta
diferenciacion, previamente, debera introducirse el concepto de solucion de un sistema,

como los valores de las incdgnitas x e y que cumplen todas las ecuaciones a la vez.

Cuando se hayan diferenciado los distintos sistemas, el profesor animara a los
estudiantes a que elaboren una tabla de valores para cada una de las ecuaciones de las
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trayectorias que describen los barcos. Se compararan las tablas de las rectas en busca de

identificar las relaciones entre ellas segun los sistemas formados.

Dificultades o errores:

La primera gran dificultad con la que se encuentran los alumnos es la interpretacion
del término pendiente a la hora de traducirlo al lenguaje gréafico. Algunos alumnos optaran
por hallar en primer lugar la ecuacion de la recta para saber dibujarla, sin embargo, la
pregunta esta planteada para que se pase directamente del lenguaje habitual al gréfico.
Ademas, es de esperar que los estudiantes hallen mas de dos puntos para representar una

recta en el plano, sin pensar que dos puntos son suficientes.

Otra de las dificultades que encuentran en este apartado viene por el uso de nimeros
no enteros en las coordenadas de la boya. Habra alumnos que crean haberse equivocado
ya que no esperan una respuesta de tal calibre, ya que en el enunciado se utilizan siempre

valores enteros.

Esto mismo les creara dificultades a la hora de hallar la trayectoria de Portugal,
aungue al haber tomado como punto el de la boya (cuyas coordenadas no son enteras), no

se veran tan sorprendidos.

En el apartado c es posible que no se den cuenta de que pueden pasar de una
ecuacion a otra multiplicando o dividiendo por un mismo nimero los dos miembros de la

ecuacion.

Ademas de todas estas dificultades, se espera que se comentan errores debidos al
desconocimiento de las distintas ecuaciones de la recta y a fallos en la manipulacion de

expresiones algebraicas y en la resolucion de ecuaciones.
(PR2)
Solucion:

En el fatbol cada partido ganado vale 3 puntos, cuando se empata se consigue un
punto y, al perder, no se obtiene ninguno.

La primera condicion que indica el enunciado es: “En la radio acaban de decir que
ha puntuado en 7 partidos pero siguen sin ponerse de acuerdo”.

Denotando x ="NUmero de partidos ganados” e y=

"NUmero de partidos empatados”, se tiene la ecuacion x + y = 7.
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El problema contintda: “Cuando consiguen un periédico, miran la clasificacion
donde tan solo vienen los puntos totales de cada equipo y ven que el Real Zaragoza lleva

15 puntos a esas alturas de la competicion”.

Como los partidos perdidos no suman puntos, solo han de tenerse en cuenta las

variables x e y. Entonces, 3x + y = 15.

Para hallar el nimero de partidos ganados y el de empatados, basta con hallar la
x+y=7

solucion del sistema {Bx +y=15

Por medio de la representacion tabular, se iran dando valores hasta encontrar

aquellos pares de nimeros que verifiqguen ambas ecuaciones.

y=7—x

Primero se despeja la incognita y en ambas ecuaciones: {y — 15— 3y

Se construye la tabla dando valores a x y calculando los correspondientes de la

incognita y:
x 0 1 2 3 4 5 6
y=7-x 7 6 5 4 3 2 1
y=15-3x| 15 12 9 6 3 0 -3

Como se puede observar, el valor de x = 4 hace que las dos expresiones de y valgan

lo mismo, luego la solucion del sistemaesx =4 ey = 3.

Para verificar la solucion, basta con sustituir las incégnitas por los valores obtenidos

en las dos ecuaciones y comprobar que se cumplen ambas igualdades:

vV x+y=T74+3=7
v 3x+y=15:3-4+3=15

Es decir, el Real Zaragoza ha ganado 4 partidos y ha empatado 3.

Metodologia:

La metodologia a seguir en el planteamiento de este problema seria comenzar
informando de la noticia que acaba de dar la radio (“En la radio acaban de decir que ha
puntuado en 7 partidos pero siguen sin ponerse de acuerdo”) y dejar a los alumnos trabajar
en grupos de 4-5 personas (formados por el profesor de tal manera que los componentes
tengan distintos niveles académicos) intentando averiguar realmente cuantos partidos ha

ganado y cuantos ha empatado. El profesor podré intervenir en cualquiera de los grupos
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siempre que considere necesario Yy teniendo en cuenta que el objetivo es que se den cuenta,
por si solos, de que no pueden saber la solucion exacta, que necesitan mas datos. Una vez,
haya dado lugar el debate en todos los grupos, se expondran las opiniones de cada uno en
general y se escribiran las soluciones que cada grupo haya dado en la pizarra de modo

que todos los alumnos puedan verlos.

Llegados a este punto, podran darse varias situaciones en los grupos: algunos
habran conseguido plantear la ecuacién (por si solos o con ayuda del docente) pero no
sabran llegar a una solucién, mientras que otros habran encontrado distintas soluciones.
Aquellos que hayan encontrado una solucion, pueden haberse conformado con esa o
seguir buscando mas. En cualquier caso, el profesor tendra que recopilar todas las

opiniones y guiarles hasta que perciban que puede haber mas de una solucidn.

A continuacion, se expondra: “Cuando consiguen un periédico, miran la
clasificacion donde tan solo vienen los puntos totales de cada equipo y ven que el Real
Zaragoza lleva 15 puntos a esas alturas de la competicion” y se volvera a dejar trabajar
en grupos durante un tiempo. El propdsito es que los alumnos sean capaces de escribir la
segunda ecuacion y empezar a buscar la solucion mediante tanteo. Algunos de ellos,
llegaran a la solucién correcta, otros solo encontraran una solucion que satisfaga una de
las dos ecuaciones. Por ello, se volveran a poner en comin las ideas grupales y juntos se

pondran de acuerdo en cual es la solucion real.

Es importante ir revisando el proceso de resolucion de cada grupo para detectar las
posibles dificultades que se van encontrando los alumnos. Ademas, habra que hacerles

ver los siguientes puntos:

Una vez escrita y resuelta la primera ecuacion, seguramente aparezcan distintas
soluciones en los grupos. Hay que animarlos a que verifiquen que todas esas soluciones

son correctas.

Con la primera ecuacién se pueden encontrar varias soluciones (en este caso no
son infinitas puesto que los partidos de futbol se cuentan como nimeros naturales) y, por
lo tanto, tienen que ver la necesidad de conocer méas informacion para llegar a una

solucién concreta.

La solucion final del problema tiene que verificar ambas ecuaciones.
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Dificultades o errores:

Fuera del contexto puramente matematico, puede ocurrir que haya alumnos que no
sepan la puntuacion que se da en el futbol segun el resultado del partido, por lo que, en
caso de que sea necesario, se daran los datos oportunos para poder realizar el ejercicio.

Dentro del contexto algebraico, habra alumnos que no identifiquen correctamente
las incognitas y se encontraran errores de confusion entre el nimero de partidos y el
namero de puntos. Por ejemplo, si identifican x="ganados” e y="empatados” no sabran
si estan haciendo referencia a los partidos o a los puntos, lo que puede llevarles a plantear

mal las ecuaciones.

Una vez escrito el sistema, es previsible que los alumnos intenten resolverlo
mediante tanteo ya que todavia no disponen de las herramientas necesarias para poder
resolverlo mediante el lenguaje algebraico. Llegados a este punto, puede darse el caso de
que haya estudiantes que encuentren una solucién para una ecuacién, pero no verifiquen

que ese par de valores cumple la otra ecuacion.

Por otro lado, también se dara el caso de que se llegue a la solucion pero no se

devuelva a su contexto original para validarla.
(PR3)
Solucion:

Como se trata de los campeonatos de Férmula 1 (coches) y de Moto GP (motos),
los vehiculos utilizados tendran 4 y 2 ruedas, respectivamente.

Denotando x = "nUmero de coches” e y = "nUmero de motos”, el sistema de

ecuaciones quedara:

{x+y=10
4x + 2y = 32

Mediante la técnica tabular se resuelve el sistema:

y=10—-x
32 —4x
y=—"—"""5

5 =16 —2x
x 0 1 2 3 4 5 6 7
y=10—-x | 10 9 8 7 6 5 4 3
y=16—-2x| 16 14 12 10 8 6 4 2
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Luego la solucién del sistema es x = 6,y = 4. Es decir, hay 6 coches y 4 motos en

pretemporada.
En el caso de la temporada entera, el sistema de ecuaciones queda:

{ x+y=1031
4x + 2y = 3548

En este caso, la técnica tabular queda obsoleta, por lo que habra que resolverlo
mediante una de las técnicas algebraicas. Se va a resolver, por ejemplo, por sustitucion.

Para ello:

i) Se despeja una incégnita en una de las ecuaciones. En este caso, se despeja

y en la primera ecuacion.

x+y=1031=y=1031—-x

i) Se sustituye la incognita despejada en la segunda ecuacién por la expresion

que se acaba de obtener.

4x + 2y = 3548 = 4x + 2(1031 — x) = 3548
11)] Se resuelve la ecuacion de una incognita resultante.
4x + 2(1031 — x) = 3548; 4x + 2062 — 2x = 3548;
2x = 1486 = x =743
iv) Con el valor obtenido de una de las incognitas, se halla el valor de la otra.
y=1031—-x =y =1031—-743 =288
V) Se comprueba la solucion.
v’ x+y=1031:743 + 288 = 1031

v/ 4x +2y =3548:4-743 + 2288 = 3548

Luego, a lo largo de la temporada, tendra que dar servicio a 743 coches y 288 motos.

Metodologia:

Se presentard, en su primer caso, el de pretemporada, donde los coeficientes y los
términos independientes son numeros pequefios. Los alumnos deberan traducir el
enunciado a lenguaje matematico y resolverlo mediante la técnica expuesta previamente.
A pesar de que puedan aparecer algunos errores, presumiblemente de tipo aritmético o de
trasposicion de términos, la mayoria de los alumnos llegaréan a la solucién. El problema

se corregira en la pizarra cuando los alumnos hayan llegado a una solucién.
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Mas adelante, se les propondra este mismo problema pero en el caso de la
temporada completa, donde los términos independientes de la ecuacién son mucho mas

grandes, dando lugar a la introduccion de las técnicas de resolucion algebraicas.

Dificultades o errores:

De manera similar al problema anterior, puede darse la casuistica de que no se
identifiquen bien las incognitas y se produzca el mismo tipo de confusién entre el nimero

de coches (o motos) y el nimero de neumaticos de coches (0 motos).

Ademas, el paso de la pretemporada a la temporada implica un gran aumento de los
términos independientes de las ecuaciones por lo que encontraran grandes dificultades al
resolverlo ya que no disponen todavia de herramientas méas sofisticadas como la

resolucion algebraica.

En las siguientes lineas se resuelven el resto de los problemas de traduccion (P)
planteados en clase de la manera en que deberian ser resueltos por los alumnos, en base

a la técnica que se esta explicando.

(P1) En un laboratorio estan realizando experimentos con un numero

desconocido de ratones x y de arafas y.
a) ¢Cuantas arafas hay? Hay y arafias.
b) ¢ Cuantos ratones hay? Hay x ratones.

c) ¢Cuantas cabezas hay? Hay x cabezas de ratones e y cabezas de arafias, luego

en total hay x + y cabezas

d) Si se quitan 100 arafias, ¢cuantas cabezas hay? Si quitan 100 arafias quedaran

y — 100 arafias, luego habra x + (y — 100) cabezas

e) ¢Cuantas patas hay? Los ratones tienen 4 patas luego habra 4x patas de raton.
Las arafias tienen 8 patas, luego habra 8y patas de arafia. Por tanto, en total hay

4x + 8y patas.

f) Para una prueba muy concreta, se necesitaran 10 ratones mas y 25 arafas
menos. ¢Cuantas patas habra? Si hay 10 ratones mas, entonces habra x + 10
ratones y, por consiguiente, 4(x + 10) patas de raton. Si quitamos 25 arafias
quedaran y — 25 arafias, luego habra 8(y — 25) patas de arafia. Por tanto, en total,
se tendrén 4(x + 10) + 8(y — 25) patas.

4(x +10) +8(y —25) = 4x +40+ 8y — 200 = 4x + 8y — 160
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Es decir, habra 4x + 8y — 160 patas en total.

g) ¢Cuantos ojos hay? Los ratones tienen 2 0jos y estas arafias tienen 8 0jos.

Luego habréa 2x + 8y ojos en total.

h) Si se quitan 100 arafias, ¢ cuantas cabezas hay? Al quitar 100 arafias, quedaran

y_

100 arafias. Luego habra x + (y — 100) cabezas en total.

(P2) Expresa mediante ecuaciones lineales con dos incdgnitas las siguientes

situaciones e indica qué representan las incégnitas.

a) Ana tiene el doble de afios que Pedro.

b)

c)

d)

Si x es la edad de Ana e y la de Pedro, x = 2y.

Maria tiene 3 afios menos que Ana.

Six es laedad de Mariae y lade Ana, x =y — 3

Dentro de 4 afios, Diego tendré el triple de edad que la que tiene ahora
Cristina (considera x como los afios actuales de Diego).

Si x es la edad actual de Diego e y la de Cristina, x + 4 = 3y.

La diferencia entre las edades de un padre y un hijo es de 28 afios.

Si x es la edad del padre e y la edad del hijo, x — y = 28.

Tengo una tercera parte de los afios de mi abuela.

Si x son los afios que tengo e y los que tiene mi abuelo, x = %

(P3) Escribe en lenguaje algebraico las situaciones representadas en cada

balanza,

indica qué representan las incognitas y establece relaciones entre los pesos

de cada figura:

a)

b)

O 25kg

I
A

x ="peso del rombo en kg”,y = "peso del circulo en kg”

2x+y=25=>y=25-2x

N
S; E 34kg

I
A

x ="peso del rombo en kg”,y = "peso del tridangulo en kg”

3
3x+2y=34zy=17—§x
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. SRR

x = "peso del hexagono”,y = "peso del trapecio’

Ix=x+2y=>x=y

d)

A
x ="peso de la estrella”,y = "peso del corazdn”
x+4y=2x+y=>3y=x

(P4) En una tienda venden botellas de agua de 1 y 2 litros. En el almacén
todavia quedan sin vender 24 botellas, que corresponden a 38 litros de agua.
¢ Cuéntas botellas de cada tipo hay?

Si designamos a las incdgnitas como x = "nUmero de botellas de 1 litro” ey =

"nUmero de botellas de 2 litros”, se tiene:
Quedan sin vender 24 botellas: x + y = 24
Corresponden a 38 litros de agua: x + 2y = 38

x+y=24

El sistema a resolver es: {x +2y =38

Resolucién por sustitucion:

{x+y=24 {x+y=24
x+2y=38"|x=38-2y

x+y=24:38—-2y+y=24,38—y=24; —y=-14;,y =14
x=38—-2y:x=38—-2-14=38-28=10
Luego hay 10 botellas de 1 litro y 14 de 2 litros.

Resolucién por igualacién:

{x+y=24 {x=24—y
x+2y=38" lx=38-2y

Igualando ambas expresiones:
24—y =38—-2y;2y—y=38—-24,y =14
Sustituyendo el valor de y en una de las expresiones anteriores:

x=24—y:x=24-14=10
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Luego hay 10 botellas de 1 litro y 14 de 2 litros.

(P5)  ¢Qué cantidades de oro a 6 €/g, y de plata, a 1,2 €/g, hay que utilizar
para conseguir 1 g de mezcla a 2,40 €/g?

Incognitas: x = "nUmero de gramos de oro”

y = "nUmero de gramos de plata”
Se quiere conseguir 1 kg = 1000 g de mezcla: x + y = 1000
Precio final 240 €/g: 6x + 1,2y = 2,40 - 1000

x +y =1000

El sistema a resolver es: {6x + 12y = 2400

Resolucién por sustitucion:

{ x +y =1000 { x =1000 -y
6x + 1,2y = 2400 ~ |6x + 1,2y = 2400

6x + 1,2y = 2400:6(1000 — y) + 1,2y = 2400;6000 — 6y + 1,2y = 2400;
—4,8y = —3600;y = 750
x = 1000 — y:x = 1000 — 750 = 2500
Luego se necesitan 250 gramos de oro y 750 gramos de plata.

(P6) Una tienda de deportes vende balones de futbol y de baloncesto. Radl
compra 3 de fatbol y 2 de baloncesto por 18,50€ y Luis compra 4 de futbol y 3 de
baloncesto por 26€. ; Cuanto vale un balén de fatbol? ¢Y uno de baloncesto?

Incognitas: x = "precio del balon de fUtbol en €”
y = "precio del balon de baloncesto en €”

Raul compra 3 de futbol y 2 de baloncesto por 18,50€: 3x + 2y = 18,50
Luis compra 4 de futbol y 3 de baloncesto por 26€: 4x + 3y = 26

3x+ 2y =1850

El sistema a resolver es: { 4x +3y = 26

Resolucién por reduccion:

{3x + 2y = 18,50 {—12x —8y=-74
4x + 3y = 26 12x+9y =78

Sumando ambas ecuaciones se obtiene:
y=4
Sustituyendo el valor de y en una de las ecuaciones del sistema se obtiene x:
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4dx +3y = 26:4x+ 3 -4 = 26;4x + 12 = 26;4x = 14;x = 3,50
Luego, el balon de fatbol vale 3,50 € y el de baloncesto 4 €.

(P7)  Un rectangulo de perimetro 124 cm pasa a tener 328 cm de perimetro
si sus lados mayores triplican su longitud y sus lados menores la doblan. ;Qué

dimensiones tiene el rectangulo inicial?

Incégnitas: x = "longitud en cm que mide el lado pequefio”
y = "longitud en cm que mide el lado grande”

Un rectangulo de perimetro 124 cm: 2x + 2y = 124

328 cm de perimetro si sus lados menores triplican su longitud y sus lados mayores
ladoblan: 2-2x + 32y = 328

2x+2y =124

El sistema a resolver es: {4x +6y = 328

Resolucién por reduccion:

{2x+2y=124 {2x+2y=124
4x +6y =328 |-2x — 3y = —164

Sumando ambas ecuaciones:
—y = —40;y = 40
Sustituyendo el valor de y en una de las ecuaciones del sistema se obtiene x:
2x+2y =124:2x + 2 - 40 = 124;2x + 80 = 124;2x = 44;x = 22
Luego el lado pequefio del rectangulo mide 22 cm y el grande mide 40 cm.

(P8) Encuentra dos nimeros cuya suma sea 10 y la diferencia entre el
primero y el doble del segundo sea 1.

Sean x e y los dos nimeros desconocidos.
Dos nimeros cuya suma sea 10: x +y = 10
La diferencia entre el primero y el doble del segundoseal: x —2y =1

x+y=10

El sistema a resolver es: { _
x—2y=1
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Por tablas:

y 0 1 2 3 4 5
x=10—-y | 10 9 8 7 6 5
x=1+2y 1 3 5 7 9 11

Como las dos expresiones de x valen lo mismo para y = 3, entonces la solucién es

que los nimeros buscados son 7y 3.

Gréficamente;

Por igualacién:
{x +y =10

x—2y=1$

Luego los nimeros buscados son 7 y 3.

(P9)

{x=10—y
x=1+2y

x=10—-y:x=10-3 =7

210—-y=1+2y=>9=3y=>y=3

Un motorista sale del pueblo A hacia B con una velocidad de 80 km/h

mientras que un ciclista empieza el recorrido en sentido contrario a la vez que el

motorista pero a una velocidad de 20 km/h. Si la distancia entre los pueblos Ay B es

de 150 km, ¢a qué distancia del pueblo A se encontraran y cuanto tiempo les costara

encontrarse?

Hay que tener en cuenta que espacio = velocidad % tiempo.

Sean x los km recorridos por el motorista y t el tiempo que pasa hasta que ambos

se juntan. De acuerdo con lo anterior, se organizan los datos en una tabla:

Distancia / espacio Velocidad Tiempo
Motorista X 80 t
Ciclista 150 — x 20 t
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x = 80t

Luego el sistema a resolver es {150 — ¥ = 20t

Por igualacién:

x = 80t x = 80t _ 3 B B
{150 _x =20t {x — 150 — 20t 80t =150 — 20t = 100t =150=t =15
x =80t:x =80-15=120
Luego se encontraran a 120 km del pueblo A y tardaran en encontrarse una hora y
media.

(P10) Un examen esta formado por problemas de probabilidad y estadistica.
Beatriz resuelve bien 4 problemas de probabilidad y 3 de estadistica, obteniendo una
calificacion de 9 puntos. Luis contesta bien 3 problemas de probabilidad y 5 de
estadistica, obteniendo una calificacion de 9,5 puntos. Si los problemas de un mismo

tipo tienen la misma puntuacion, ¢cuantos puntos vale cada problema?

Incégnitas: x = "puntuacién de un problema de probabilidad”
y = "puntuacion de un problema de estadistica”

Beatriz resuelve bien 4 problemas de probabilidad y 3 de estadistica, obteniendo

una calificacién de 9 puntos: 4x + 3y =9

Luis contesta bien 3 problemas de probabilidad y 5 de estadistica, obteniendo una

calificacion de 9,5 puntos: 3x + 5y = 9,5

4x+3y =9

Luego el sistema a resolver es {Bx +5y=95

Por reduccién:

{4x+3y=9 {—12x—9y=—27
3x+5y=95" | 12x + 20y = 38

Sumando ambas ecuaciones:
lly=11=y=1
Sustituyendo el valor de y en una de las ecuaciones del sistema se obtiene x:
Adx+3y =9;4x+3:-1=9;4x+3 =9;4x =6;x =15

Luego los problemas de probabilidad valen 1,5 puntos y los de estadistica valen 1

punto.
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(P11) Se tienen 0,53 € en 16 monedas de 2 y 5 céntimos. ¢ Cuantas monedas de
cada clase hay?

Incognitas: x = "nUmero de monedas de dos céntimos”

y = "nUmero de monedas de cinco céntimos”
Se tienen 0,53 €: 0,02x + 0,05y = 0,53

En 16 monedas: x +y = 16

Luego el sistema a resolver es {O’Ozx +0,05y =053
) x+y= 16
Por sustitucion:

{0,02x + 0,05y = 0,53 {0,02x + 0,05y = 0,53
x+y=16 x=16—-y

0,02x + 0,05y = 0,53:0,02(16 — y) + 0,05y = 0,53;0,32 — 0,02y + 0,05y = 0,53;
003y=021=>y=7
x=16—-y;x=16—-7=9
Luego hay 9 monedas de 2 céntimos y 7 monedas de 5 céntimos.

(P12) En una fabrica de tejidos tienen tela rojay gris que envian a las sastrerias
en paquetes de dos tipos distintos que se forman como indica la tabla.

Tela roja Telagris
Paquete A 30m 25m
Paquete B 20m 35m

Si tienen que enviar 550 m de tela roja y 825 m de la gris. ¢ Cuantos paquetes
de cada tipo deben llenar?

Incégnitas: x = "nUmero de paquetes A necesarios”
y = "nUmero de paquetes B necesarios”

Si tienen que enviar 550 m de tela roja: 30x + 20y = 550
Y 825 mde la gris: 25x + 35y = 825

30x + 20y = 550

Luego el sistema a resolver es {25x +35y = 825

Por reduccién:

{30x + 20y = 550 N {30x + 20y = 550 N { 30x + 20y = 550
25x + 35y = 825 S5x + 7y = 165 —30x — 42y = —-990
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Sumando ambas ecuaciones:
—22y = —440 = y = 20
Sustituyendo el valor de y en una de las ecuaciones del sistema se obtiene x:
30x + 20y = 550: 30x + 20 - 20 = 550; 30x + 400 = 550;30x = 150;x =5
Luego se deben llenar 5 paquetes del tipo Ay 20 del tipo B.

(P13) En el bar de la plaza, la semana pasada, el bocadillo de tortilla valia 1 €
mas que el refresco. Esa semana, dos refrescos y un bocadillo nos costaron 4 €. Esta
semana han subido todos los precios el mismo porcentaje y nos han cobrado 7,70 €
por tres refrescos y dos bocadillos. ¢En qué tanto por ciento se han incrementado

los precios?

Incognitas: ~ x = "precio del bocadillo”
y = "precio del refresco”

Semana pasada:
El bocadillo de tortilla valia 1 € més que el refresco: x =y + 1

Dos refrescos y un bocadillo nos costaron 4 €: x + 2y = 4

x=y+1

Luego el sistema a resolver es {x +2y=4

Por sustitucion:

=v+1
{x ) o y+l1+2y=453y=35y=1

x+2y =4
x=y+Llx=1+1=2
Luego la semana pasada el bocadillo valia dos euros y el refresco uno.

Esta semana han subido todos los precios el mismo porcentaje y nos han cobrado
7,70 € por tres refrescos y dos bocadillos: Si la semana anterior costaba el 100% ahora

costara cada producto un (100 + 2)%, entonces nos queda que

2.2 10077, 511997229
“7100 "7 100 T
g 202 102 0,720 770,100+ 2 = 1102 = 10
100 100 7100 T 0 T

Por lo tanto, los precios se han incrementado en un 10%.
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ANEXO V. HOJAADICIONAL DE PROBLEMAS

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Un equipo de balonmano tiene que desplazarse a otra ciudad para jugar un
campeonato. El hotel que van a ocupar solo dispone de 13 habitaciones, que
pueden ser dobles o triples. Como se ha desplazado todo el equipo, necesitan
27 camas pero no saben como distribuirse. (Cuéntas habitaciones dobles
necesitan? ;Y triples?

Halla las edades de Lara y de su hija sabiendo que hace 3 afios la edad de Lara
era cinco veces la de su hija y dentro de 4 afios serd el triple.

Encuentra dos nameros tales que el triple del primero aumentado en 4 sea igual
al segundo, mientras que el doble del segundo disminuido en 2 sea ocho veces
el primero.

En un tridngulo rectangulo uno de sus angulos agudos es 12° mayor que el otro.
¢Cuanto miden sus tres angulos?

Con 74€ puedo comprar exactamente, o bien 12 entradas de cine y 2 de teatro,
0 bien 5 entradas de cine y 7 de teatro. ;Cuanto cuesta cada entrada?

En la clase de Alicia hay 21 alumnos, siendo 7 chicos méas que chicas. ¢Cuantos

alumnos y alumnas hay en clase?
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