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RESUMEN

En este Trabajo Final de Grado se ha desarrollado una herramienta de simulacion de flujos
granulares, que permite predecir su comportamiento, ante diferentes situaciones. Un flujo
granular esta formado por un gran conjunto de particulas sélidas macroscépicas, entre las cuales
existe un fluido intersticial como puede ser aire 0 agua.

Ejemplos de flujos granulares pueden ser avalanchas de nieve, o deslizamientos de tierra,
los cuales estan presentes en la naturaleza, siendo los causantes de pérdidas materiales, e
incluso humanas. De esto hecho surge el interés en desarrollar una herramienta de simulacién
gue pueda predecir el comportamiento de este tipo de flujos, con el objetivo de intentar reducir
los dafios ocasionados, o evitarlos por completo si es posible.

Los flujos granulares pueden modelarse mediante el sistema de ecuaciones de las aguas
poco profundas, por lo tanto la herramienta de simulacibn sera capaz de resolver estas
ecuaciones mediante el método de los volimenes finitos.

Antes de comenzar a estudiar estas ecuaciones, se realizé un estudio de otras ecuaciones,
que fueron la base para llegar a la herramienta de simulacion final. Para comenzar, se estudio la
ecuacion escalar sin término fuente la cual permite modelar la variaciéon en el tiempo y en el
espacio, de una variable escalar, u. El estudio de esta ecuacion permitié familiarizarse con el
método de los volumenes finitos, y con la solucion de los problemas de Riemann.

Seguidamente, el estudio de la ecuacion escalar con término fuente permitié observar los
efectos producidos por la incorporacién de un término fuente al problema, el cual modela la
presion ejercida sobre el fondo. Estos efectos incluyen la apariciéon de estados intermedios en |
solucion.

Este estudio realizado sobre la ecuacién escalar con término fuente, permitid abordar otro
estudio nuevo, la ecuacion de Burgers, la cual es un caso particular de la ecuacion escalar con
término fuente. De este estudio se derivaron unos hechos muy importantes, la necesidad de
implementar a la herramienta de simulacion una serie de controles, que permitan asegurar la
estabilidad en las soluciones numéricas.

Finalmente, se paso6 a estudiar el sistema de ecuaciones de las aguas poco profundas, que
son las ecuaciones que han modelado la herramienta de simulacion. Para que las soluciones
numeéricas sean estables, y no aparezcan valores de calado negativos, o cambios de signo en el
caudal en las paredes de una misma celda, o evitar que el paso de tiempo sea o excesivamente
grande, o pequefio, se han implementado diferentes controles que lo eviten.
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Memoria. Introduccién.

1 Introduccion

La prediccion numérica de flujos granulares no habia sido estudiada hasta hace
relativamente poco tiempo. Dado que este tipo de flujos presentes en la naturaleza pueden
causar pérdidas, tanto materiales como humanas, una investigacion exhaustiva que permita
obtener una herramienta de simulacibn que sea capaz de caracterizar y predecir el
comportamiento de este tipo de flujos particulares es de gran interés e importancia.

El conocimiento del comportamiento de este tipo de flujos ante diferentes condiciones,
puede ayudar a disminuir o en algunos casos evitar los dafios cuando se dan en la naturaleza.
En el campo de las actividades industriales puede ayudar a minimizar o aprovechar la energia
consumida en el movimiento y transporte de materias primas o productos que tengan la
fenomenologia de un flujo granular.

1.1 Antecedentes del proyecto

Los flujos granulares son flujos que pueden modelarse mediante la mecanica de fluidos.
Estan formados por un nimero muy elevado de particulas sélidas macroscépicas en movimiento,
gue ademas tienen movimiento relativo entre ellas, y entre las cuales hay un fluido intersticial
como agua o aire. Este tipo de flujos puede caracterizarse por el comportamiento global del
conjunto de particulas en movimiento.

Las ecuaciones de las aguas poco profundas (shallow water equations) permiten modelar
una gran variedad de flujos, incluido el granular. A través de ellas y junto con la incorporacion de
un término fuente debido a la variacién del fondo, y otro debido a la friccion se establecera un
modelo matematico.

Dicho modelo matematico constituira un sistema de ecuaciones hiperbdlicas en derivadas
parciales que debera resolverse mediante un método numérico, el cual se implementara en el
lenguaje de programacion fortran.

Para verificar el correcto funcionamiento de la herramienta de simulacion se realizaran una
amplia variedad de casos, en los cuales se han comprado las soluciones numéricas con las
exactas. Ademas se simularan experimentos de laboratorio y se analizaran las soluciones
numéricas frente a los resultados de dichos experimentos de laboratorio. Finalmente, se
realizaran algunas mejoras y se propondran otras que podrian incorporarse a la herramienta de
simulacién en un futuro.

1.2 Objetivo del proyecto

El objetivo de este proyecto es la realizacién de un modelo computacional que permita
realizar la simulacion del comportamiento de flujos granulares ante diferentes condiciones,
definiendo para ello adecuadamente diferentes parametros reoldgicos.

Ademas, esta herramienta de simulacién permitira reproducir ensayos de laboratorio
realizados anteriormente, de forma que serd posible realizar una comparacién entre los
resultados de ensayos de laboratorio reales y los resultados numéricos proporcionados por la
herramienta de simulacion.




Memoria. Modelo.

2 Modelo

2.1 Descripcion del problema

Un flujo granular es un flujo de superficie libre, es decir, fluyen por accion de la gravedad y
su superficie esta en contacto directo con la atmdésfera (sobre la superficie solo actda la presion
atmosférica). Por lo tanto, su comportamiento se puede modelar mediante las ecuaciones de las
aguas poco profundas (shallow water equations), las cuales se obtienen a partir de las
ecuaciones de Navier-Stokes. Estas ecuaciones no tienen solucion exacta, por lo que es
necesario recurrir a métodos numéricos que permiten obtener soluciones aproximadas que
pueden presentar discontinuidades.

2.2 Ecuaciones de las aguas poco profundas

Estas ecuaciones se obtienen integrando las ecuaciones de Navier-Stokes [15] en la
dimension que representa la profundidad del dominio por donde discurre el flujo. Son aplicables
cuando se dan las siguientes condiciones:

— Longitud de la escala horizontal del problema es mucho mas grande que la escala
vertical.
— La Unica fuerza que actla sobre la superficie libre del fluido es la presion atmosférica.

Bajo estas condiciones se derivan los siguientes hechos:

— Lavelocidad vertical del fluido es despreciable.

— El gradiente de presién vertical se puede considerar hidrostatico.

— El gradiente de presién horizontal es debido al desplazamiento de la superficie de la
lamina libre del fluido, lo cual implica que el campo de velocidades en la direccion del eje
Z, sea constante, tal y como muestra la figura 1.

S

Pr
Ur

ikl

hr

P,

Z
s

l X | X= |
FIGURA 1. DISTRIBUCION DE PRESIONES Y PERFIL DE VELOCIDADES.

Aplicando estas hipétesis, las ecuaciones de las aguas poco profundas para un flujo
unidimensional, quedan de la siguiente forma; donde, h, es el calado y, u, la velocidad
longitudinal promediada en z.

c 6n d oh  d(hu) —0 )

onservacion de masa: T o 1)
, L d(hu) 0 , 1 Pp Tp

Momento en direccién x: 5t + EP (hu + E'gh ) = ? — ; )

Estas ecuaciones son de tipo hiperbdlico y se pueden reagrupar en un sistema de
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de la siguiente forma.

U 6F(U)_S U ;
T 009 ®
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Este sistema contiene diferentes términos. El primero de ellos, es la derivada local del
vector U y representa la variacion de las variables recogidas por dicho vector respecto al tiempo.
Estas variables son el calado y el caudal en la direccién longitudinal del problema,q,. Dicho
caudal es igual al producto del calado por la velocidad longitudinal promediada en z.

Uz(ci):(hfl) )

El segundo término es la derivada convectiva del flujo en la direccién X, y representa la
variacion del flujo a lo largo de la direccion x.

hu
F(U) = (huz + lgh2> (5)
2

El tercer y ultimo término, S(U,x), recoge los términos fuente. El primero de ellos, S, es
debido a la presidn, py, a lo largo de todo el fondo en la direccién x, la cual es de tipo hidrostatico.
Dicho término fuente depende de la distancia a la superficie libre del flujo, y de la variacion del
fondo en forma de pendiente. El segundo, S;, término modela la friccién, Ty, del fluido con el
fondo. Mas adelante se expondran diferentes formas de evaluar ambos términos.

0
0
s =(25)= (4 1) ©

El sistema de ecuaciones que se desea resolver es no lineal de primer orden y
dependiente del tiempo, por lo tanto no tiene una solucion exacta. Por ello, mediante una
linealizacion de tipo Roe [13] se transforma a un sistema lineal de primer orden de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales. Esto se consigue definiendo una matriz jacobiana
aproximada,J, del flujo F.

oU , OF U _ oF . ,
T awax S e p=d @)

Finalmente, el sistema de ecuaciones linealizado, queda como se muestra en la siguiente
expresion.
ou . dU
E + a =S (8)

Asumiendo que la parte convectiva de (5) es estrictamente hiperbdlica la matriz jacobiana
aproximada tiene asociados dos vectores propios &', &% y dos valores propios A*, 1° [12].
Fisicamente, los valores propios pueden interpretarse como velocidades de propagacion de las
ondas que se forman por la acciéon de un flujo en movimiento, las cuales pueden ser positivas o
negativas. Dichos valores propios se construyen con los valores promedio de las variables del
problema (ii, & k). Los subindices, i e i+1, que aparecen en el calculo de las variables promedio
acompafando a la velocidad, u, y el calado, h, hacen referencia a los valores de u y h para dos

celdas consecutivas, i e i+1.

élz(jll)z(aic") ézz(;ilz)z(aicv) ®

ui\/E + Uip1y/ Rite = i
Vhi+ Vhis

= 2+ hiy) (10)
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2.3 Método de los volumenes finitos

2.3.1 Formulacion del esquema numérico

Para resolver el sistema de ecuaciones que modela el problema se recurre al método de
los volumenes finitos [12]. Para introducir un esquema de voliumenes finitos, el dominio del
problema se divide en celdas computacionales, Q, y se integra el sistema de ecuaciones
recogido en (5).

af Ud9+f aFdQ—f 5da 11
at Jy o 0x ) an

Como se muestra en la figura2, dichas celdas tienen un longitud constante, Ax, definidas
por el intervalo [x;_q/2, x;+1,.]. El centro de la celda,x; , se define como x; = (i — 1/2)Ax, y el lado
de cada celda, x;,1/2, COMO X1/, =i Ax.

i-1/2 i+1/2
FIGURA 2. DIVISION DEL DOMINIO EN CELDAS.

El primer término del esquema recoge las variables a resolver (u, h) en el vector, U. Para
obtener el valor promedio de las mismas para cada celda se aplica el teorema de Godunov [8].
Este teorema, para cada instante de tiempo, t", que es un nimero de veces, n, el paso de
tiempo, At, actualiza el valor promedio de las variables para cada celda.

1

U =EfﬂiU(x,t)dx (12)

Suponiendo una representacion de las variables del problema definidas a intervalos en el
plano x-t, la expresion (11) se puede reescribir de la siguiente forma.

0
—f Ud9+f Fdlzf Sdo (13)
at Jo 20 Q

Ademas, suponiendo que el flujo E es uniforme en cada celda y que la malla es fija en el
tiempo, se llega a la siguiente expresion.

)
—f UdQ+5F=f5dn (14)
at ), o

Respecto al dltimo término de (11), puede expresarse a través de una matriz, T, la cual
retina el término fuente de presion a lo largo del fondo, y el debido a la friccion.

f SdQ =T (15)
Q

Definida esta Ultima matriz, es posible reagrupar la expresién (14), como se expresa a
continuacion.

g U dQ 6F—-T) =0 16
5| vaas @r-m = (16)




Memoria. Modelo.

Centrando la atencién en la diferencia del flujo entre dos celdas consecutivas, §F, que
aparece en el segundo término de (16), existen dos matrices, P y P~*, que diagonalizan la matriz
jacobiana aproximada. La matriz, A, es la matriz diagonal que contiene los valores propios, y la
matriz ,0, es la matriz diagonal que reltne los coeficientes tita.

§F = J 68U (17
J=Papt  P= () (18)
e /T=<j61 )%) 0 = (901 902) gm:(l_%)m (19)

La diferencia del vector U de una celda a otra consecutiva, 6U, se proyecta sobre la base
formada por los vectores propios a través de la matriz de coeficientes A [12] .

6h+1(8h~ 6hu)

—+ — il — Shu

_ P _ (% _ | 2 2¢

su=pa a=(2)= %} @
— — — (8hii — Shu)
2 2¢

Para calcular la matriz, T, se define la matriz, B, que contiene los coeficientes, g [12].
Estos coeficientes lineales, 8, se componen a su vez de un coeficiente que depende del término
fuente debido a la presién sobre el fondo (Sy), By, Y otro que depende del término fuente debido
a la friccion sobre el fondo (Sy), Bs.

T=PB (21)
()-8 w-G) e

Definido el calculo de la diferencia del flujo entre dos celdas consecutivas, 6F, y la matriz T,
el segundo término de (16) puede reescribirse quedando formulado el esquema numeérico final.

Nj
) R DV B
OF —Tyn, = oM = ) (F0ae)" It =z(A+]d) 2+ =5(@+|1) (23)
m=1
N Ny
oM+ = (1*9az)" oM~ = ) (10az)" 24)
m=1 m=1
yr+t = g~ AL (M~ — §M™) (25)
L L Ax
At <&
t ~
Uptt = up - = Zl(zieaé)’" (26)
e

2.3.2 Problema de Riemann

Cada celda a resolver en la que ha sido dividido el dominio constituye un problema de
Riemann [3], el cual puede resolverse con el esquema numérico (26), que proporciona el valor
promedio actualizado de cada celda, U/**', como un promedio de las contribuciones de las
variaciones del flujo, sM*, aportadas por los problemas de Riemann de las celdas adyacentes a
ella.
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La solucién de cada problema de Riemann consiste en dos ondas, las cuales pueden ser
de choque o de rarefaccién, y una onda extra estacionaria en x=0, la cual es generada por los
términos fuente. Esta solucién consiste en una funcién definida a intervalos en el plano x-t que
presenta discontinuidades que generan estados intermedios,U*y U™, de la variables
almacenadas en el vector, U, como se muestra en la figura 3. En el Anexo Il, se encuentra la
soluciéon aproximada del problema de Riemann, U(x,t); asi como se calculan los estados
intermedios, U*y U**, para el sistema de ecuaciones de las aguas poco profundas, en funcion de
si el flujo es subcritico o supercritico.

t R

Y
Ni-1r

I
} Uy
- | : Si : Si+1
- \ | |

| I | | I |
FIGURA 3. PROBLEMA DE RIEMANN PARA UNA CELDA GENERICA.

Para evitar que aparezcan en las soluciones valores de calado negativos, o valores de
velocidad incorrectos es necesario controlar que el paso de tiempo no sea demasiado grande,
para que no haya interaccion entre las ondas de problemas de Riemann vecinos. Dicho paso de
tiempo se define a continuacion.

At = crL 2% 27)
max|A™|

El CFL (Criterio de Courant-Friedrich-Levy) es un criterio de estabilidad utilizado en la
resolucién de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. Cuando son lineales, al CFL se le
asigna un valor de 1, mientras que para casos en los que se incorporen parametros reolégicos,
aunque la solucién aproximada es lineal; el sistema no lo es, por lo que CFL<1/2.

2.4 Formulacion de los términos fuente para el sistema de ecuaciones de
aguas poco profundas

En este apartado se van a presentar las diferentes formulaciones empleadas para el
término fuente debido a la presion y la friccion ejercidas sobre el fondo.

2.4.1 Término fuente debido a la presion ejercida sobre el fondo

Dependiendo de las hipétesis de partida se obtienen diferentes formulaciones [12]. Bajo la
hipétesis de pequefias variaciones de las variables se puede evaluar con la siguiente expresion.

se = (p_b)a _ f (—gﬁ gz)dx = —g(hs2),,,, (28)

P7iv1y2 X

Otra opcién es usar la definicién de presiéon hidrostéatica, de forma que la fuerza ejercida
sobre el fondo (el cual se define segin una funcién definida a intervalos) depende Unicamente de
la distancia a la superficie libre.
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py\? |62 )
55:(_) - ‘9< B (29)
P /i1y 72
h; 6z=0 hi  6z2=0,d; <zyy
h; = t - 52' = _hi+1 0z < 0, di+1 <z di = h’i + Z; (30)
] hi.; 62<0
i 6z cualquier otro caso

Una tercera opcién es combinar los enfoques (29) y (30).

Pr\* (Pp\° ~
max||(—) ,[— 6déz = 0,16z > 0
¢ (Pb)c _ p p i+1/2
Sb - — -_
p

b
i+1/2 l(p_b) cualquier otro caso
P7iv1/2

Cuando el calado de una celda es distinto de cero, y la celda siguiente a ella su calado es
cero, 0 viceversa, tal y como se muestra en la figura 4, y como se recoge en la siguiente
expresion, en la solucién pueden aparecer valores negativos.

(BD

hi+2z; <z, hiyy = 0} il om
{hi+1 + 241 < 7, h; =0 =u =0 (32)

i i+1
FIGURA 4. PASO DE UNA CELDA DE MOJADA A SECA.

Este hecho se da bajo una de las dos circunstancias de (32), y para solucionarlo se impone
la condicion de que la velocidad en esas dos celdas contiguas sea nula, para que la celda seca
se comporte como lo haria una pared soélida real. Este hecho, se combina con S§, dando lugar al
enfoque Sg*.

2.4.2 Término fuente debido a friccibn sobre el fondo

Se han implementado diferentes tipos de friccion. Uno de ellos es la fricciéon turbulenta
[9,11], S , que es funcion del coeficiente de Manning.

Tp
Stur = (;)

Otro tipo de friccidon implementada ha sido la de Coulomb, S, la cual depende del angulo
de friccion interno,8,, y del angulo que forma la superficie libre con el fondo, 6;,1,.

B N a 2|
Ax = —g(hsf)i+§ Ax S=|—— (33)

4
i+1/2 max(h;, hiyq)3

i+1/2

T -~
Scou = (;b) = —gh|cos 0i+1/2| tan @, (34)

i+1/2

En el caso de que |ii| > 0, se define contraria a la direccion que lleva el flujo, y se calcula
mediante la siguiente expresion.

Tp
Scou = (;)

i -
= m(—ghkos 9i+1/2|tan 9,,) (35)
i+1/2
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En cualquier otro caso se define segun la siguiente expresidn, opuesta al movimiento
producido por la variacion del nivel superficial, §d.

T —gh|cos6; tan 6 éd; <0

Seou = (_b> _ { gh| i+1/2] b i+1/2 36)

P/ivaz \ ghlcos by p|tan, 8dis1/2 >0

2.4.3 Correccién del término fuente debido a la friccidn

En algunos casos sino se controla el término fuente debido a la fricciébn puede suceder que
el caudal que entra por la pared de una celda cambie de signo cuando sale por la otra pared de
esa misma celda, o incluso que se alcancen valores negativos. Esto puede suceder si el término
de friccion en una determinada celda alcanza un valor excesivo.

Como el sentido del caudal que entra por la pared de una celda tiene que ser igual que el
del caudal que sale por la otra pared de esa celda, se calcula el caudal para la pared de cada
celda incluyendo el coeficiente beta de cada término fuente, (hu);; y el caudal incluyendo solo el
coeficiente beta del termino fuente debido a la presion sobre el fondo, (hu);* [11].

()i = (hw)] + (a'efy) — B ()" = (M)} + (a'ei;) — B (37)

Si el producto de ambos caudales es menor o igual a cero significard que el caudal ha
cambiado de sentido en esa celda por un valor excesivo de friccion, y para solucionarlo, se
corrigen los coeficientes, B, como se expresa a continuacion.

(huw);” (hw); (huw);i* <0
ﬁgl Cualquier otro caso

g ={ B2 = % (38)

2.5 Estabilidad: control del paso de tiempo

Para evitar que aparezcan valores de calado negativos en la solucibn es necesario
controlar el paso de tiempo en cada problema de Riemann para que no interfiera con otros
problemas de Riemann contiguos a él. En dicha solucién aparecen estados intermedios del
calado, h; y hj}, que se definen a continuacion.

1
h; = h{‘+ai1+1/2—(£) 20 h* = h{‘+1—a_21+(7) 20 (39)
+ i+

Ai— l+E
2

En el caso de que el flujo sea supercritico no hay riesgo de que el término fuente influya
en la actualizacién del valor de calado promedio de cada celda. Sin embargo, si el flujo es
subcritico el término fuente puede afectar en la actualizacién del valor promedio del calado para
cada celda, pudiendo aparecer calados negativos, tal y como se muestra en la figura 5.

t )\?le t t ')‘\ii+1/2 t
ET i \T/i(tWHJ 5{ i-1 i I\ i+
S ™
_________ o — 1
...‘lhin,‘ _________ ‘lhx !h _________

Si ﬂlﬁ] Si.1 _l ‘JJL‘

—‘—ﬁ'ﬂ—‘f Siez :—t—&;‘— >
\ \ ‘ |

FIGURA 5. CONTROL DEL PASO DE TIEMPO EN LA SOLUCION DE LAS ECUACIONES DE LAS AGUAS POCO
PROFUNDAS.
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Cuando estos valores de calado intermedio son negativos, se define el paso de tiempo
[12] asegurando que el valor promedio del calado sea positivo para un volumen de control [0,
Ax/2] sobre la celda del problema de Riemann a resolver, llegando a las siguientes expresiones.

h;* (Z? 1 +1At**) + hl, (le—Z? : +1At**) >0 = At™ =1~A—x _hi ,conhii, <Oy hh, #0 (40)
i i+3 2 i+ 2 i+3 2 2 )'i_l h?ﬂ — Ih:-:ll i+ i+
2

1 Ax h?

= 1 1 = 1
* 1 * 1 * * L
h; (Aiﬂ/z + ZAt )+ h? (2 Ax — Aigq)p + 5408 ) >0 = At* = 5 _Z}H/Z _h{‘ =

> ,conh; <O0yhl#0 (41)

Por todas estas razones, el paso de tiempo se elige dependiendo de si el flujo es 0 no
subcritico, segun la siguiente expresion. El flujo sera subcritico cuando un valor propio sea
positivo y otro negativo; y supercritico cuando los dos valores propios sean positivos 0 negativos.

; * ok 7 11792
min(At*, Ac™, AtY) (A2 )i+1/2 <0 -~
At? Cualquier otro caso

At <

2.5.1 Reconstruccion de los coeficientes 3

La linealizacion realizada sobre el sistema de ecuaciones, ha linealizado también el
término fuente, lo cual puede provocar que los pasos de tiempo, At* y At™*, definidos para
asegurar valores de calado siempre positivos cuando el flujo es subcritico, sean varios érdenes

de magnitud menor al paso At

Para evitar esto, dado que los pasos de tiempo, At* y At™, dependen de hjyhi},
respectivamente, pueden reconstruirse los coeficientes, p!y p?. Esta técnica [10] permite
asegurar que los estados intermedios del calado nunca sean negativos para una celda,
debiéndose cumplir para ello que dichos coeficientes, !y 2, tomen un valor minimo,
Brin v B2 Pueden darse dos situaciones como se presenta a continuacion.

71
T
t 2

B2 Bhun = = (7 +als) B2z B == (Wi —ala) 2y (43)

e RI<O,R*>0,At" < At

1 1 2
1 _ B‘min _ﬁmin = B‘min 2 1
= =— 44
A { Bt Cualquier otro caso A g (44)
e RI>0, R <0, At < At
2 2 1
2 ﬁmin _B‘min = B‘min 1 2
= = - 45
A { B?  Cualquier otro caso g g (45)

2.6 Paso de una celda de mojada a seca

Como ya se ha comentado, para los casos en los que una celda tiene un calado no nulo y
el de la celda siguiente es nulo, o viceversa, es necesario asegurar que el calado como mucho
sea nulo, pero nunca sea negativo. Para ello se utiliza un algoritmo [12] el cual dependiendo del
valor del calado y los estados intermedios h; y hj},; Se ponen a cero o no, las contribuciones del
flujo del esquema (26), como se recoge a continuacion.
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h?+1 =0, hj;; <0 = 5Mi_+1/2 = 5Mi+1/2 5Mi++1/2 =0 (46)

hP=0,hi <0 = M, =0 My, = 6Miy (47)

Cualquier otro caso = §M;,,,, = Y2 (A-6ae)™ sM* =YNA (AT6ae)" (48)

10
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3 Resultados

En esta seccion se van a presentar los resultados de mayor relevancia de los diferentes
casos que se han realizado con la herramienta de simulacién a lo largo de este Trabajo Final de
Grado. Para cada caso se ha comparado la solucion exacta con la proporcionada por la
herramienta de simulacién.

Los resultados restantes obtenidos en este proyecto se encuentran en el Anexo |, y en el
Anexo Il. En el Anexo | se encuentran los resultados de los casos numeéricos realizados sobre la
ecuacion escalar sin término fuente, y la ecuacion de Burgers con término fuente debido a la
presion ejercida sobre el fondo. En el Anexo Il se recogen los resultados de los casos numéricos
realizados sobre el sistema de ecuaciones de las aguas poco profundas, con término fuente
debido Gnicamente a la presion ejercida sobre el fondo.

Dichos resultados de mayor importancia que se presentan en la memoria, son los casos
numeéricos realizados sobre el sistema de ecuaciones de las aguas poco profundas, con término
fuente debido a la presion y friccion ejercida sobre el fondo. Los casos numéricos abarcan una
amplia cantidad de situaciones diferentes, desde un fondo plano, hasta un fondo y una superficie
libre variables.

3.1 Casos numéricos con fondo plano y superficie libre variable con
friccion de Coulomb

En los siguientes casos numeéricos, se parte de una montafia de arena, la cual se supone
en equilibrio. Mediante este caso se quiere comprobar que la herramienta de simulacion
mantiene el equilibrio de dicha montafia debido a la incorporacién de la friccion de tipo Coulomb
al problema.

El estudio comienza para un instante de tiempo de t = 0s. Superado este instante de
tiempo, sin la presencia de la friccion, la arena se desmorona completamente. Sin embargo, con
la presencia de la misma, dependiendo del angulo de friccién interno y del angulo formado por el
nivel de la superficie libre lateral y el fondo, la arena se comportara de una forma diferente,
mucho mas real (pudiendo de esta manera desprenderse o no). Dado que el fondo del dominio
es plano, en este caso el término fuente debido a la presion ejercida sobre el fondo sera nulo. La
montafia de arena que se va a emplear en estos casos es la definida por la siguiente ecuacion.

0.8 F(x) = 0.8
h(x,t =0)=<Sf(x) 01<f(x)=0.8,conf(x)=1-—|x—50|tan(10°) (49)
0.1 Flx) < 0.1

Estas simulaciones se han realizado sobre un dominio de 100 m, dividido en 1000 celdas
de longitud, Ax=0.1m, para diferentes angulos de friccion interna, lo cual implica diferentes
materiales. A continuacion, se incluyen varios casos con sus respectivas soluciones. El CFL
utilizado cambia dependiendo del caso, segln el angulo de friccion interno, ya que si este angulo
es superado la superficie libre dejara de estar en equilibrio, e interesa captar la evolucién en el
tiempo que sigue la misma con precision.

11
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FIGURA 6. SUPERFICIE LIBRE VARIABLE. SOLUCION NUMERICA DEL CALADO (IZQUIERDA) Y CAUDAL (DERECHA)
PARA 6,=10°, CFL=0.5 Y T = 10 S. NIVEL SUPERFICIAL INICIAL (IZQUIERDA) Y CAUDAL INICIAL (DERECHA) ,
SOLUCIONES NUMERICAS SIN CORREGIR EL TERMINO FUENTE DEBIDO A LA FRICCION , Y CORRIGIENDOLO
(=o).

A la vista de los resultados obtenidos en la figura anterior, si se realiza correccion sobre el
término fuente debido a la friccién (para que dicho término fuente no sea excesivo), se conserva
el nivel superficial inicial. En caso contrario, el nivel superficial no se conserva y las particulas
gue conforman el fluido granular se desprenden, lo cual se plasma en las oscilaciones del valor
de caudal a lo largo del dominio. Dichas oscilaciones producidas en el caudal cuando no se
aplica correccion dan aviso de que el caudal para una misma celda no se ha conservado su
signo, lo cual no es correcto.

A continuacién, se presentan los resultados obtenidos para un angulo de friccién interna de 45°.
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FIGURA 7. SUPERFICIE LIBRE VARIABLE. SOLUCION NUMERICA DEL CALADO (IZQUIERDA) Y CAUDAL (DERECHA)
PARA 6,=45°, CFL=0.5 Y T = 10 S. NIVEL SUPERFICIAL INICIAL (IZQUIERDA) Y CAUDAL INICIAL (DERECHA) ,
SOLUCIONES NUMERICAS SIN CORREGIR EL TERMINO FUENTE DEBIDO A LA FRICCION , Y CORRIGIENDOLO

(-o).

Como se puede observar en la figura 7, en el caso en el que no se corrige el término
fuente debido a la friccién, se produce un desprendimiento de la arena de la parte superior de la
montafia nuevamente. Sin embargo, como en este caso el angulo de friccidn interna es mayor
gue en el caso anterior, parte de dicha arena queda adherida a las paredes de la montafia.

Nuevamente se puede observar como en el caso del término fuente corregido la arena no
se desprende, por lo que el caudal en este caso es nulo, mientras que en el caso del término
fuente corregido el caudal es distinto de cero por el desprendimiento que se produce.
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FIGURA 8. SUPERFICIE LIBRE VARIABLE. SOLUCION NUMERICA DEL CALADO (IZQUIERDA) Y CAUDAL (DERECHA)
PARA 6,=5°, CFL=0.1 Y PARA T =2 S (ARRIBA), T=5S (CENTRAL), T=10S (ABAJO). NIVEL SUPERFICIAL INICIAL
(IZQUIERDA) Y CAUDAL INICIAL (DERECHA) , SOLUCIONES NUMERICAS SIN CORREGIR EL TERMINO FUENTE
DEBIDO A LA FRICCION , Y CORRIGIENDOLO (-e-).

En la figura anterior se compara lo que ocurre con un angulo de friccién interno de 5° en
distintos intervalos de tiempo. Para este caso se ha utilizado un CFL menor que en los anteriores
debido a que el angulo de friccion interno es pequefio y se espera que se vea superado y la
superficie libre no se encuentre en equilibrio. En primer lugar, para un tiempo de 2s, los
esfuerzos de friccion no pueden soportar la columna de arena, ya que se ha superado el angulo
de friccion interno, por lo que ésta comienza a desprenderse, saliendo por tanto de la situacion
de equilibrio inicial.
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Por otra parte, la variacion que experimenta el caudal es simétrica y su signo depende del
lado de la montafia en el que se encuentre. En este caso, la solucién obtenida para el calado es
la misma se corrija el término fuente o no.

Para un instante de tiempo de t = 5s, si se aplica la correccién se alcanza un estado de
equilibrio, en el que se forma un nuevo angulo de reposo, mientras que si esta no se aplica la
montafia de arena sigue en desequilibrio, los cual se plasma en la grafica donde se representa el
caudal sin correccién. El caudal con la correccion aplicada es nulo ya que como se ha
comentado se ha alcanzado un estado de equilibrio.

Finalmente, para un tiempo de t = 10s, si se aplica la correccion, sigue preservandose el
estado de equilibrio que se habia alcanzado para el tiempo de t = 5s. Por otra parte, si no se
aplica dicha correccidn, la montafa sigue en desequilibrio.

3.2 Casos numeéricos con fondo plano y superficie libre variable con un
valor de friccion fija

Para comprobar que independientemente del tipo de friccion que se implemente, la técnica
usada para limitar el valor del término de friccion funciona correctamente, se han realizado dos
casos en los que la friccién tiene un valor fijo, y el nivel superficial inicial es igual al de los casos
anteriores. En el primer caso de estudio el valor de la friccion es de -10 m°s™. El dominio
también abarca una extension de 100m, y estéa dividido en 1000 celdas con un Ax=0.1m.

El CFL utilizado en la simulacion depende del valor de la friccion, en el primer caso la
friccion tiene un valor elevado, por lo que se espera que la superficie se mantenga en equilibrio.
En el segundo caso, el valor de la friccion tiene un valor pequefio, por lo que se espera que el
esfuerzo de friccion no pueda mantener el estado de equilibrio inicial, y la superficie libre
evolucione. Es por esto por lo que en el segundo caso se disminuye el CFL a un valor de 0.1.

1 0.2
0.15
08 01 e b ...
06 Z 0.05 {-$%-f% R 4
£ E o
< 04 9.0.05
0.1 | AR
0.2
-0.15
0 ; -0.2
6 4 -2 0 2 4 6 6 -4 -2 0 2 4 6
x (m) x (m)

FIGURA 9. SUPERFICIE LIBRE VARIABLE SOLUCION NUMERICA DEL CALADO (IZQUIERDA) Y CAUDAL (DERECHA)
PARA (t/P)= -10M’S?, CFL=0.5 Y T = 10 S. NIVEL SUPERFICIAL INICIAL (IZQUIERDA) Y CAUDAL INICIAL (DERECHA) ,
SOLUCIONES NUMERICAS SIN CORREGIR EL TERMINO FUENTE DEBIDO A LA FRICCION , Y CORRIGIENDOLO

(-o).

Como se puede observar en la figura 9, nuevamente, si no se aplica correccién al término
fuente de friccion, la superficie libre no mantiene la forma que tenia inicialmente, y aparecen
cambios en la superficie libre que no son posibles, llevando a una solucién errénea. Del mismo
modo que anteriormente, se aprecian oscilaciones en los valores del caudal si no se aplica
correccion, ya que no se mantiene el estado de equilibrio que poseia la superficie libre gracias a
la incorporacion de la friccion al problema.
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En el segundo caso la friccién toma un valor de -0.1 m?s™ , un valor menor al anterior. La
simulacion se ha realizado para tres tiempos diferentes, para observar la evolucion que tiene la
superficie libre.
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FIGURA 10. SUPERFICIE LIBRE VARIABLE . SOLUCION NUMERICA DEL CALADO (IZQUIERDA) Y CAUDAL (DERECHA)
PARA (t,/P)= -0.1M’S?% CFL=0.1 Y T =2 S (ARRIBA), T=5S (CENTRAL), T=10S (ABAJO). NIVEL SUPERFICIAL INICIAL
(IZQUIERDA) Y CAUDAL INICIAL (DERECHA) , SOLUCIONES NUMERICAS SIN CORREGIR EL TERMINO FUENTE
DEBIDO A LA FRICCION , Y CORRIGIENDOLO (~e-).

Para un tiempo de 2 segundos (figura 10) puede observarse que el esfuerzo de friccion no
puede soportar la columna de arena, ya que dicho esfuerzo tiene un valor pequefio (0.1 m?s™).
La variaciéon de caudal cuando no se aplica correccion es simétrica y su signo depende del signo
de la nuevas pendientes que se han formado en la superficie libre.

Cuando el tiempo de simulacion es de 5 segundos, se comprueba que la superficie libre
sigue sin estar en equilibrio. Nuevamente, cuando no se aplica correccion la variacion del caudal
es simétrica y depende del signo de las nuevas pendientes formadas en la superficie libre.
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Finalmente, para un tiempo de 10 segundos, las columnas que se habian formado en los
laterales de la superficie libre no pueden ser soportadas por el esfuerzo de la friccién y deslizan
en busca de un estado de equilibrio. Para este tiempo sino se aplica correccion, el caudal oscila,
indicando por tanto que no se ha conservado el signo, para una misma celda.

3.3 Caso numérico con fondo variable y superficie libre constante con
friccion de Coulomb

En el caso realizado se ha introducido un fondo variable, z(x), con un nivel superficial
constante, h+z=0.9 m, para comprobar que dado que no actia ninguna fuerza exterior sobre la
superficie libre (sobre la superficie libre solo actla la presién atmosférica), y la superficie libre
esta en reposo (su velocidad es cero), debe continuar en reposo.

2mx
z(x) = 0.0001x2 + cos (W) (50)

Para ello se tiene un dominio de 100 m dividido en 1000 celdas con un, Ax=0.1 m. El
tiempo de simulacién ha sido de 10 segundos y el CFL utilizado ha sido de 0.5. La friccién que se
ha incluido es de Coulomb, siendo el angulo de friccion interno,0,=10°. Los resultados obtenidos
se exponen en la siguiente figura.
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FIGURA 11. FONDO VARIABLE . SOLUCION NUMERICA DEL NIVEL SUPERFICIAL (IZQUIERDA) Y CAUDAL (DERECHA)
PARA 6,=10°, CFL=0.5 Y T = 10 S. FONDO VARIABLE (IZQUIERDA) Y CAUDAL INICIAL (DERECHA) , SOLUCIONES
NUMERICAS SIN CORREGIR EL TERMINO FUENTE DEBIDO A LA FRICCION , Y CORRIGIENDOLO (~e-).

A la vista de los resultados (figura 11) se demuestra que si se aplica correccion al termino
fuente debido a la friccién el estado de equilibrio que tenia inicialmente la superficie libre se
conserva en el tiempo para todo el dominio. Sin embargo, como era de esperar, si no se aplica
correccion la superficie no se encuentra en un estado de equilibrio, como se puede apreciar en la
grafica donde se representa el caudal. Sin correccion, el caudal varia segun el signo de la
pendiente del fondo.

3.4 Casos numeéricos con fondo variable y superficie lib re variable con
friccion de Coulomb

En los casos numéricos realizados anteriormente, o bien el fondo, o bien el nivel superficial
era contante a lo largo de todo el dominio. Para ver qué sucede cuando tanto como el fondo,
como el nivel superficial son variables, se han realizado una serie de casos, con una friccion de
tipo Coulomb, en los que se ha variado el angulo de friccion interno, 6,. El fondo variable se
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modela de nuevo mediante la expresién (50). El dominio abarca una extension de 100 m y se ha
dividido en 1000 celdas de una longitud, Ax=0.1m. A continuacion, se presentan los resultados
de este estudio.
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FIGURA 12.FONDO Y SUPERFICIE LIBRE VARIABLES . SOLUCION NUMERICA DEL NIVEL SUPERFICIAL (IZQUIERDA) Y
CAUDAL (DERECHA) PARA 6,=10°, CFL=0.5 Y T = 10 S. FONDO VARIABLE (IZQUIERDA) Y CAUDAL INICIAL (DERECHA)

, SOLUCIONES NUMERICAS SIN CORREGIR EL TERMINO FUENTE DEBIDO A LA FRICCION , Y CORRIGIENDOLO
().

Como se muestra en la figura 12, cuando el angulo de friccion interno es de 10° (6,=10°), y
se aplica correccion sobre la friccion, el esfuerzo realizado por la friccién es capaz de mantener
la superficie libre en equilibrio, tal y como se encontraba en el instante inicial. Cuando no se
aplica correccion, la parte superior de las tres columnas no puede soportarse y cambia respecto
a la que habia inicialmente, lo cual se manifiesta en las oscilaciones que sufre el caudal.
Seguidamente, se presentan los resultados para un angulo 6,=45°.
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FIGURA 13. FONDO Y SUPERFICIE LIBRE VARIABLES . SOLUCION NUMERICA DEL NIVEL SUPERFICIAL (IZQUIERDA) Y
CAUDAL (DERECHA) PARA 6,=45°, CFL=0.5 Y T = 10 S. FONDO VARIABLE (IZQUIERDA) Y CAUDAL INICIAL (DERECHA)

, SOLUCIONES NUMERICAS SIN CORREGIR EL TERMINO FUENTE DEBIDO A LA FRICCION , Y CORRIGIENDOLO
)

En el caso de que el angulo de friccion interno sea 6,=45°, la solucion obtenida (figura 13)
sigue la misma tendencia que en el caso anterior, si no se aplica correccion la superficie libre que
habia inicialmente no conserva su equilibrio.
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FIGURA 14. FONDO Y SUPERFICIE LIBRE VARIABLES . SOLUCION NUMERICA DEL NIVEL SUPERFICIAL (IZQUIERDA) Y
CAUDAL (DERECHA) PARA 6,=5°, CFL=0.1 Y PARA T =2 S (ARRIBA), T=5S (CENTRAL), T=10S (ABAJO). FONDO VARIABLE
(IZQUIERDA) Y CAUDAL INICIAL (DERECHA) , NIVEL SUPERFICIAL INICIAL (—), SOLUCIONES NUMERICAS SIN
CORREGIR EL TERMINO FUENTE DEBIDO A LA FRICCION , Y CORRIGIENDOLO (—e-).

En este caso numérico (figura 14) se reduce el angulo de friccion interno hasta un valor,
0,=5°. Para un tiempo de simulacion de 2 segundos, se observa como los esfuerzos realizados
por la friccidbn no son capaces de soportar el equilibrio en la superficie libre, ya que el angulo que
forma la superficie libre respecto al eje x, es mayor a 6,. Para este tiempo, el caudal es simétrico
y su signo depende de las nuevas pendientes que se han formado en las columnas de la
superficie libre.

Para un tiempo de simulacién de 5 segundos la superficie libre ha evolucionado hasta un
estado de equilibrio, si se utiliza correccion, no sucediendo lo mismo sino se utiliza correccion,
como se puede apreciar en la figura 14, donde se representa el caudal. Finalmente, para un
tiempo de simulacion de 10 segundos y utilizando correccion, se conserva el estado de equilibrio
gue se habia alcanzado para el tiempo de simulacién anterior.
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3.5 Casos numéricos de rotura de presa con fondo plano y friccion de
Coulomb

En esta seccion se van a realizar tres casos diferentes que simulan la rotura de una presa.
El dominio abarca una extension de 100 m, que se ha dividido en 1000 celdas de Ax=0.1m, de
forma que la compuerta esta situada en la posicién x = 0 m. El tiempo de simulacion sera de 3
segundos, y en todos los casos en la parte izquierda del dominio se tiene un calado, hy=10m,
para t=0s.

La diferencia entre los tres casos, es que en el primero de ellos, el fondo es plano y no se
incorpora friccion; en el segundo, el fondo es una pendiente constante de 10° y no se incorpora
friccion; y en el tercero, el fondo nuevamente es una pendiente constante de 10° pero se
incorpora friccion de tipo Coulomb. Las soluciones numéricas se compararan con las soluciones
exactas que se obtienen de la expresiéon que se presentan a continuacion [2], la cual permite
obtener la solucién exacta a un problema de rotura de presa.

ho x 0\ 1/dz ,
}[(X,t)zg Z_t = , con X=x—gz(a+cosetan9b)t (51)
0

A continuacion se presentan los resultados de dichos casos, junto con su solucién exacta
representada, obtenida segun (51).
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FIGURA 15. ROTURA DE PRESA CON FONDO PLANO Y FRICCION DE COULO MB. CASO 1: FONDO PLANO, SIN
FRICCION, T=3S. SOLUCION EXACTA (—), SOLUCION NUMERICA ().

En la figura 15, se observa como se observa en la solucion tras la rotura de la compuerta
de la presa para un instante de tiempo de tiempo posterior a t=0s se produce un desbordamiento
en la posicién x = -30m. Como en este caso el fondo es plano, la grafica donde se representa el
calado coincide con la grafica donde se representa el calado mas la altura del fondo.
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FIGURA 16. ROTURA DE PRESA CON FONDO PLANO Y FRICCION DE COULO MB. CASO 2: FONDO PENDIENTE
CONSTANTANTE DE 10°, SIN FRICCION, T=3S. SOLUCION EXACTA (—), SOLUCION NUMERICA (—), FONDO (-).
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En el segundo caso (figura 16), la presencia de un fondo de pendiente constante, causa
que el desbordamiento se produzca en la posicion x = -20m, respecto a la posicion x=-30m para
el que se desbordaba en el caso 1. Esto es debido a que en este caso el fondo no es plano, por
lo que el nivel superficial aumenta, como se puede apreciar en la grafica de la derecha.
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FIGURA 17. ROTURA DE PRESA CON FONDO PLANO Y FRICCION DE COULO MB. CASO 3: FONDO PENDIENTE
CONSTANTANTE DE 10°, CON FRICCION DE COULOMB (6,=8°), T=3S. SOLUCION EXACTA (—), SOLUCION NUMERICA (
), FONDO ().

En el tercer y ultimo caso (figura 17), en la grafica donde se representa el calado mas la
altura del fondo, se puede observar en la posicién x = -25m una elevacién en la superficie libre
respecto al caso 2, la cual es debida a la incorporacion de la friccion.

3.6 Caso de laboratorio: Experimento de Dressler

En los casos numéricos realizados hasta el momento, la friccion que se habia modelado
era de tipo Coulomb. Para observar como se comporta el esquema numérico ante otros tipos de
friccion se va a realizar un caso numérico, basado en el experimento de Dressler [14], en el que
se incorporara friccion turbulenta (33).

El experimento de Dressler consistio en simular en un laboratorio la rotura de una presa
sobre un fondo plano y rugoso, el cual construyé con papel de lija. La altura de la superficie libre
de la columna de agua en la parte izquierda del domino, aguas abajo de la compuerta, era de
hy=0.11m, y la rugosidad del suelo se modelé con un coeficiente de Manning, n=0.0058 s“m?2,
Para obtener la solucién numérica se ha dividido el dominio en 1000 celdas de longitud Ax=0.1m,

y CFL=1.

A continuacién, se presentan los resultados de las soluciones numéricas proporcionadas
con la herramienta de simulacién, junto con las que obtuvo Dressler en el experimento, asi como
la solucién exacta del problema de rotura de presa sin friccion obtenida mediante (51). Para
observar mejor el efecto que provoca la rugosidad, los resultados se representan con el ratio
h/h,, frente al ratio x/t (velocidad).

20



Memoria. Resultados.

1.2

0.8

0.6

h/h,

0.4

0.2

-1 -0.5 0 0.5 1
x/t (m/s)

FIGURA 18. CASO DE LABORATORIO: EXPERIMENTO DE DRESSLER . SOLUCION EXACTA PROBLEMA DE ROTURA DE
PRESA SIN FRICCION (- — -), DATOS EXPERIMENTALES (-m-) Y SOLUCION NUMERICA PARA T=46S, DATOS
EXPERIMENTALES Y SOLUCION NUMERICA PARA T=140S, DATOS EXPERIMENTALES (-A-) Y SOLUCION
NUMERICA (-A-) PARA T=218S,

A la vista de los resultados (figura 18), se puede observar como con la solucién exacta que
no incorpora friccion se alcanza una velocidad mayor, mientras que tanto los resultados
experimentales, como las soluciones numéricas, presentan una velocidad menor. Esto es debido
a que la rugosidad del fondo, frena el frente del flujo disminuyendo su velocidad, y causando una
elevacién caracteristica en la superficie libre que refleja lo que sucede en la realidad. Cuanto
mayor es el tiempo de simulacién, menor es la velocidad del frente del flujo.

Por otro lado, cabe destacar que las tres simulaciones numéricas son muy parecidas a sus
respectivos resultados experimentales obtenidos por Dressler, de forma que la concordancia
entre solucion numérica y datos experimentales es mayor, cuanto mayor es el tiempo de
simulacion.
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4 Mejoras realizadas y futuras

En esta seccion se van a exponer algunas mejoras que se han aplicado a la herramienta
de simulacion de flujos granulares, y otras que podrian implementarse en un futuro. Entre las
mejoras realizadas, se encuentra la adicion de una onda adicional que permita captar la onda de
rarefaccion formada cuando el flujo es transcritico; o un tratamiendo de gravedad mas cuidado.

4.1 Flujo transcritico

Cuando el flujo es transcritico se produce una rarefaccién, que para poder captarla en la
solucién es necesario aplicar el principio de Harten-Hyman [4,9]. Este procedimiento consiste en
descomponer el valor propio, A' 6 12, en dos nuevos valores propios, 1,, y 1,z, dependiendo de
si la rarefaccion se produce en el lado izquierdo o derecho de la celda. Para una rarefaccion
producida en el lado izquierdo, como se muestra en la figura 19, se aplican las expresiones
expuestas a continuacion.
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FIGURA 19. RAREFACCION PRODUCIDA POR FLUJO TRANSCRITICO.

La descomposicién del valor propio se realiza siguiendo el procedimiento recogido en las
siguientes expresiones.

D=1 +1, conl'<0yil>0 (52)
] Aup — A1) i (1 - 1,,)
IT=21,1=21 (e = 2) =202 =2 53
- 1802 = e G (53)
Ap=u—¢ <0 AR = Ujp1 = Ciyg >0 (54)

Seguidamente, el coeficiente,, se descompone en dos nuevos coeficientes segun la
siguiente expresién, pero eso puede hacer que los nuevos coeficientes sean mucho mayores
a, B, llevando a resultados erréneos.

. _ r Ve
Bt =B +p", conﬁ1=ﬂli—1y b’1=ﬁli—1 (55)

Como bajo estas condiciones la velocidad de propagacion, 1!, es casi nula se puede
aplicar la siguiente expresion.

gt = p pt=0 (56)
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4.2 Tratamiento de las fuerzas gravitacionales

Hasta ahora la gravedad se ha tratado de forma que independientemente de la geometria
del fondo actuaba en la direccion z. Cuando el fondo sea plano, aunque tenga diferentes niveles,
esto es correcto; sin embargo ante un fondo variable con una o diferentes pendientes no es
correcto realizar ese tratamiento de la gravedad, es necesario descomponerla en los ejes x y z.
Esto abre la posibilidad de trabajar con un sistema de coordenadas en ejes locales o globales
(figura 20).

Si se trabaja con un sistema de coordenadas globales apareceria un nuevo término fuente.
Como los casos que se han calculado con la herramienta de simulacion en fondo es una
pendiente constante es mas sencillo trabajar con un sistema de coordenadas locales. Para un
sistema de coordenadas locales la ecuacion del momento en x se modifica, y la gravedad se
descompone en la contribucion correspondiente a los ejes x y z, [5,7].

, L dChu) 0 , 1 2 Pp Tp
Momento en direccién x: 3 + E (hu + Eggh ) = F - F (67
_ (9x\ _ (9 sinf
9o = (gz) - (g cos 6) (58)

Dado que en los términos fuente aparecia la gravedad es necesario aplicar la componente
adecuada a cada término. Al término fuente debido a la presién ejercida sobre el fondo se le
aplica la componente z de la gravedad, y al término debido a la friccion sobre el fondo la
componente Xx.

a_ P_b)“ I -
s¢ = (p e gk 5 = ~g,(R57) ., , (59)
Tb ~ Tb ~
Sur = () = —0ulhSy), 1 b Seou= () ==guflcosbip|tand,  (60)

i+1/2 i+1/2

4.2.1 Caso de laboratonio

En esta seccidn se va a simular un caso de laboratorio [1], para comparar la solucion
numeérica proporcionada por la herramienta programada, con los resultados experimentales. El
experimento de laboratorio consistia en hacer deslizar por una rampa, de una inclinacion de 30°
(6=30°), una gran cantidad de esferas de vidrio de pequefio diametro.

Estas esferas de vidrio estaban contenidas en la parte superior de la rampa, y tras accionar
una trampilla salian stbitamente rodando. Las pequefias esferas de cristal que simulan un medio
granular, cuyo fluido intersticial es el aire, tenian un didmetro entre 600um y 800 um, y su angulo
de rozamiento interno era, 6,=32°. A continuacion, se presentan los resultados obtenidos en la
figura 21.
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FIGURA 21 CASO DE LABORATORIO . CALADO (IZQUIERDA), ALTURA TOTAL (DERECHA). SOLUCION NUMERICA (-e-),
DATOS EXPERIMENTALES . PARA T =0.32 S (ARRIBA), T=0.8 S (CENTRAL), T=2.3 S (ABAJO).

Para un tiempo de 0.32 segundos la solucién numeérica difiere ligeramente de los
resultados experimentales, sin embargo, para un tiempo de 0.8 segundos y 2.3 segundos la
solucion numérica proporciona unos resultados excelentes. La solucion numérica se parece mas
a los datos experimentales cuanto mayor es el tiempo de simulacion.

4.3 Mejoras futuras

En el Trabajo Final de Grado se han incluido la friccion de tipo Coulomb, y la friccion
turbulenta; sin embargo existen diferentes tipos de friccion que modelan la resistencia de un flujo
sobre el fondo. Dado que un flujo granular redne particulas sélidas con un fluido intersticial, la
resistencia que presentan a fluir las particulas y el fluido intersticial, no puede ser del mismo tipo.
Es por esto, por lo que una posible mejora futura que podria aplicarse a la herramienta de
simulacion seria introducir diferentes tipos de friccién, e incluso combinaciones de ellas.
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4.3.1 Otros tipos de friccion

A continuacién, se van a presentar diferentes tipos de friccion que seria posible incorporar,
como son la friccién viscosa, o la friccién cortante.

»  Friccion viscosa ( t,)
Como se puede observar en la siguiente expresion, la friccion viscosa

caracteristica de un fluido newtoniano, depende de la viscosidad dinamica del fluido, de
la velocidad longitudinal promedio, y del calado.

con hmax = max(hi: hi+1) (61)

»  Friccion cortante ( t,)
Este tipo de friccion asume que hasta que no se supera un cierto nivel umbral de

tension contante sobre la superficie libre del fluido, éste no empieza a deformarse, y por
tanto, hasta entonces no comienza a fluir.

4.3.2 Combinaciones de diferentes tipos de friccién

En la siguiente tabla se recogen diferentes posibilidades de combinar diferentes tipos de
friccién [12], de forma que en la primera columna se presenta cada combinacion, y en la segunda
columna se presenta la formulacidon de cada combinacién.

Combinacion Formulacién

Bingham simplificado

7, = 1.5, + 31,

Turbulenta y Coulomb

Tp = Teur T Teou

Turbulenta y umbral

Tp = Teur + Ty

Turbulenta, Coulomb y umbral

Tp = Teur + min(‘rCou, Ty)

Cuadratica

K
Ty = Ty + Ty + 0Ty, CONK = 24

TABLA 1. COMBINACIONES POSIBLES DE DIFERENTES TIPOS DE FRICCION.
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5 Conclusiones

Se han cumplido los objetivos de este proyecto, obteniéndose finalmente una herramienta
de simulacién de flujos granulares, que permite caracterizar dichos flujos ante diferentes
situaciones. Para comenzar, el estudio de la ecuacidon escalar sin término fuente, y su
implementacién en un codigo, permitié resolver casos muy sencillos, consiguiendo familiarizarse
con un esquema numérico sencillo, y con el método de los volumenes finitos.

Seguidamente, se implementé un codigo, que permitié estudiar y trabajar con la ecuacion
de Burgers con término fuente debido a la presion ejercida sobre el fondo. Con este codigo se
realizaron casos numéricos del problema de una rotura de presa, lo cuales sirvieron para ver que
es necesario generar una serie de controles en el codigo implementado, para evitar la aparicion
de valores negativos de la variable escalar, u; y un control del paso de tiempo, que evite que sea
demasiado grande, para que los problemas de Riemann de celdas consecutivas no interaccionen
entre si. Por otro lado, quedé clara la importancia del enfoque utilizado en la implementacion del
término fuente en los resultados, de forma que el que proporcionaba unos resultados mas
cercanos a la solucién exacta fue el enfoque, que se obtenia asegurando el equilibrio de la fuerza
generada por la presion hidrostatica sobre el fondo (S?).

Como se ha comentado, el estudio de la ecuacion de Burgers permiti6 observar la
importancia de realizar controles sobre la herramienta de simulacién final para predecir el
comportamiento de flujos granulares, lo cuales pueden describirse mediante el sistema de
ecuaciones de las aguas poco profundas.

Para evitar una friccién excesiva, que cambie el signo del caudal que entra por la pared de
una celda y sale por la otra pared de la misma celda, ha sido necesario controlar el término
fuente debido a la presion ejercida sobre el fondo, S¢; controlando para ello el valor del
coeficiente, L.

Por otro lado, se ha visto la importancia de controlar el paso de tiempo, cuando el flujo es
subcritico (1'A? < 0), ya que el término fuente puede afectar en la actualizacion del valor
promedio de cada celda, apareciendo en la solucién valores de calado negativos. Para solucionar
este hecho, se han definido los pasos de tiempo, At*y At™, que aseguren que lo valores de
calado intermedio, h*y h**, de la solucién sean siempre positivos. Los pasos de tiempo,
At*y At™, pueden volverse excesivamente pequefios, lo cual puede generar inestabilidades.
Para solucionar este hecho, ha sido necesario controlar el valor de los coeficientes, 1y g%, en
funcion del signo de los estados intermedios, h* y h**, y del paso de tiempo.

Ademas, se ha visto de nuevo, la influencia que tiene el enfoque tomado del término
fuente en los resultados finales. El enfoque del término fuente debido a la presiéon ejercida sobre
el fondo que ha proporcionado unas soluciones numéricas mas cercanas a las exactas, ha sido
el enfoque, S°, el cual era una combinacion de los dos primeros enfoques estudiados (S° y Sb).
Sin embargo cuando se pasa de una celda mojada a otra seca, el mejor enfoque es el, S, el
cual es el enfoque, S°, dotando a la celda seca del comportamiento de una pared sélida real.

Finalmente, la incorporacidon del término fuente debido a la friccion ejercida sobre el fondo,
ha permitido simular numéricamente casos de laboratorio, en los que los resultados numéricos
obtenidos han sido muy parecidos a los experimentales, quedando demostrado que la
herramienta de simulacién proporciona una prediccion numérica realista antes diferentes
situaciones.
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