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Introduccion

Esta memoria se enmarca, dentro del Algebra Lineal Numérica, en el
campo de estudio de métodos numéricos adaptados a clases de matrices con
estructura especial, que es un campo que muestra una intensa y creciente
actividad investigadora. Concretamente, considerara clases de matrices para
las que se encontrardn métodos numéricos cuyo célculo se podré llevar a
cabo con alta precision relativa. Conseguir calculos precisos es una propiedad
muy deseable para cualquier método numérico. El ideal es conseguir alta
precision relativa (independientemente del condicionamiento del problema).
Sin embargo, hasta ahora solo se ha podido garantizar dicha alta precision
relativa en un nimero muy reducido de métodos numéricos para una lista muy
reducida de problemas matematicos. En particular, en métodos aplicados a
matrices con una estructura especial. Hasta ahora, las principales clases de
matrices para las que se han podido desarrollar métodos con alta precision
relativa han sido clases de matrices cuya estructura tiene alguna relacion con
la positividad o bien con la dominancia diagonal.

Las matrices no negativas han aparecido con gran frecuencia en
aplicaciones a los campos méas diversos, como la Fisica, Quimica, Biologia,
Ingenierfa, Economia y Ciencias Sociales. Ademaés, el bien conocido resultado
sobre la positividad de su valor propio dominante y vector propio
asociado (Teorema de Perron-Frobenius) ha sido un instrumento clave
en la modelizacion matematica de muchas situaciones reales. En general,
las clases de matrices relacionadas con la positividad se han mostrado
muy fructiferas en las aplicaciones. En particular, en los problemas de
aproximacion, representacion aproximada de curvas y superficies y diseno
geométrico asistido por ordenador es frecuente que aparezcan matrices con
una estructura especial relacionada con la positividad. Por ejemplo, es muy
frecuente que aparezcan matrices no negativas e incluso totalmente positivas
(es decir, con todos sus menores no negativos). En los ultimos anos, se han

Vil



Introduccion

visto las grandes ventajas que conlleva encontrar algoritmos adaptados a la
estructura especial de estas matrices. Las matrices totalmente positivas estan
dentro de la clase méas amplia de las matrices signo regulares, que es una de
las clases de matrices a considerar en la tesis. Una matriz de orden n es signo
regular si todos sus menores de orden k, para cada k = 1,...,n, tienen el
mismo signo o son cero. El interés de las matrices signo regulares no singulares
en muchas aplicaciones es debido a su caracterizaciéon como aplicaciones
lineales que disminuyen la variacién de signo. Se pueden encontrar muchas
aplicaciones de estas transformaciones en [20], [64], y [78]. Uno de los logros
de la memoria ha sido la caracterizacion de las matrices signo regulares no
singulares de Jacobi (o tridiagonales).

En contraste con los abundantes resultados publicados sobre matrices
totalmente positivas (véase, por ejemplo, los libros [42], [48], [64] v [84] o los
surveys que aparecen en [9], [37], [41], [47] ¥ [50]), son mucho més escasos los
resultados publicados en el caso de las signo regulares. Una de las razones
que podria explicar esta diferencia es el papel que ha jugado en los ultimos
anos la eliminacion de Neville (véase [51]) en la teoria de la Total Positividad.
Este procedimiento de eliminacién es muy conveniente cuando se trata con
matrices totalmente positivas y también preserva su estructura. Ademés, los
multiplicadores de la eliminacion de Neville determinan la descomposicion de
matrices totalmente positivas no singulares en producto de bidiagonales y son
parametros naturales de las matrices totalmente positivas de cara a obtener
algoritmos con alta precision relativa. De hecho, en [67] se probd que si se
conocen dichos multiplicadores y los pivotes diagonales (que determinan la
descomposicion bidiagonal de la matriz) con alta precision relativa, entonces
se pueden calcular sus inversas, valores propios o valores singulares con alta
precision relativa. Esta idea se ha aplicado a garantizar calculos con alta
precision relativa en subclases de matrices totalmente positivas como las de
Vandermonde [35], las de Bernstein-Vandemonde [69], las de Pascal [6] o
matrices de colocacion de bases racionales [34]. En esta memoria presentamos
una clase de matrices, llamadas SBD, que incluyen a las totalmente positivas
y a sus inversas. Veremos que para esta clase de matrices también podremos
obtener algoritmos con alta precision relativa para calcular sus inversas,
valores propios o valores singulares a partir de la descomposicion bidiagonal.

Otra de las clases de matrices relacionada con algoritmos de alta precision
relativa es la clase de las M—matrices. Recordemos que las M-matrices
(en el caso no singular) son matrices que tienen elementos diagonales
positivos, elementos extradiagonales no positivos y cuya inversa es no
negativa. Constituyen una clase de matrices que ha dado lugar a importantes

viil



Introduccion

aplicaciones en Anélisis Numérico, en programacion lineal, en sistemas
dindmicos y en economia (véase [19]). Una descomposicion reveladora del
rango de una matriz A es una factorizacion A = X DY, donde D es diagonal
no singular y X, Y son bien condicionadas. En [35] se probo que si se conoce
una descomposicion reveladora del rango con alta precision relativa, también
se pueden conocer los valores singulares con alta precision relativa. Métodos
para el calculo de una descomposiciéon reveladora del rango de M—matrices
diagonal dominantes se han obtenido en [36] y [82], usando ambos eliminacion
gaussiana, pero [36] con la estrategia de pivotaje completo y [82] con la
estrategia introducida en [77]. En el caso de estas matrices, los parametros
naturales que se suponen conocidos de antemano para poder garantizar alta
precision relativa son los elementos extradiagonales y las sumas de filas. Aqui
veremos que un meétodo que se puede implementar mejorando las propiedades
de |36] y |82]. Ademaés lo extendemos a una clase de Z-matrices (recordemos
que una matriz cuadrada es una Z-matriz si sus elementos extradiagonales
son no positivos) que llamamos cuasi-diagonal dominantes.

En el Capitulo 1 introducimos conceptos y notaciones basicos asi
como resultados auxiliares. Muchas de las clases de matrices conocidas
mencionadas en la memoria habran sido presentadas en este capitulo, asi
como las descomposiciones matriciales usadas mas importantes. También
se introduciran los algoritmos de corte de esquinas, de gran importancia
en diseno geométrico asistido por ordenador (CAGD) y para los que
obtendremos una aplicacién en el Capitulo 3. Finalmente, introducimos el
concepto de alta precision relativa y recordamos que podremos asegurar que
un algoritmo cumplira dicha propiedad si no usa restas (salvo en los datos
iniciales).

El Capitulo 2 esta dedicado a las matrices signo regulares no singulares
de Jacobi y a alguna extension de las mismas. Por un lado, se caracterizan de
diversas maneras y, por otro lado, se ve su relacion con las matrices diagonal
dominantes y otras clases de matrices.

El Capitulo 3 se dedica a las matrices SBD, que son introducidas
en el mismo, y a otras clases de matrices relacionadas. Realizamos un
estudio sistematico de clases de matrices que admitan descomposiciones
bidiagonales con objeto de tratar de adaptarles las técnicas que han
permitidos la obtencion de algoritmos con alta precision relativa en el
caso de matrices totalmente positivas. Para ello fue conveniente explorar
condiciones de signo en las descomposiciones bidiagonales. Para las clases de
matrices resultantes de nuestro estudio, las matrices SBD, se realiz6 también
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un andlisis matricial clasico, estudiando los signos de sus menores o su
comportamiento con respecto a los complementos de Schur o al producto
de Hadamard, comparando dicho comportamiento con el de las matrices
totalmente positivas, como se puede ver en este capitulo. Se prueba la
estabilidad backward (o regresiva) que tiene la eliminacion Gaussiana sin
realizar pivotaje en las matrices SBD. Se extienden a clases de matrices
més amplias desigualdades vélidas para las matrices totalmente positivas
y relacionadas con el minimo valor propio, el complemento de Schur y el
producto de Hadamard. También se presenta una aplicacion a diseno asistido
por ordenador.

En el Capitulo 4 encontramos para la clase de las M-matrices no
singulares diagonal dominantes una implementacion de su factorizacion
LDU (con una adecuada estrategia de pivotaje) que es mas econdmica
que las de [36] y [82]. Asi, se podra aplicar con ventaja en el calculo
de valores singulares con alta precision relativa. También extendemos y
adaptamos las técnicas que han permitido la obtencion de algoritmos con
alta precision relativa para M-matrices no singulares diagonal dominantes
a clases de matrices mas generales u otras clases de matrices relacionadas.
En particular, a las Z—matrices cuasi—diagonal dominantes. Finalmente, se
presentaran otras clases de matrices relacionadas y se estudiaran algunas de
sus propiedades.

Terminamos la memoria con un apéndice que presenta una aplicacion
informatica que puede resultar muy f1til cuando se quieren comparar
experimentos numéricos obtenidos con dos entornos distintos de célculo
matematico, como les ocurre a los experimentos numeéricos presentados en
esta memoria.



Capitulo 1

Algunas clases de matrices y
conceptos basicos

En este capitulo se van a definir algunas clases de matrices, se
presentardan las notaciones necesarias, los conceptos basicos y algunos
resultados auxiliares con el fin de establecer la base tedrica sobre la que
se desarrollaran los préximos capitulos. En la Seccion 1.1, se definiran
notaciones matriciales basicas y se presentardn algunas clases de matrices
como las de Jacobi, diagonal dominantes o signo simétricas. En la Secciéon 1.2
se introduciran tanto las matrices no negativas como algunas de sus subclases
y generalizaciones mas importantes. A lo largo de la Seccion 1.3, se definiran
dos procesos de eliminacién y ciertas descomposiciones de matrices. Después,
en la Secciéon 1.4, se presentaran las matrices signo regulares y las matrices
totalmente positivas. En la Seccién 1.5 se mostraran las Z-matrices y otras
clases de matrices, como las M—matrices y las H-matrices, que jugaran un
papel clave en el Capitulo 4. Finalmente, en la Seccién 1.6 se introducira el
concepto de alta precision relativa.

1.1. Notaciones matriciales y algunas clases de
matrices

Empezaremos esta secciéon dando algunas notaciones que se utilizaran de
manera recurrente a lo largo de toda la tesis.



Capitulo 1. Algunas clases de matrices y conceptos bésicos

Dados k,l € {1,2,...,n}, definimos « (3, respectivamente) como una
sucesion estrictamente creciente de k (I, respectivamente) enteros positivos
menores o iguales que n. El conjunto de todas las sucesiones crecientes
de k enteros menores o iguales que n es denotado por () ,. Para cada
a = (i)1<i<n € Qk.n, su numero de dispersion d(«) viene definido por

k—1
d(a) := Z(ai+1 —a;—1)=ap—ag — (k—1).

i=1

Para las sucesiones de un solo entero a € )1, el ntimero de dispersion es
cero, d(a) = 0. Observemos que en general, d(«) = 0 significa que « consiste
en una sucesion de enteros consecutivos.

Dada una matriz A n X n, a« € Qgn v B € Qin, denotaremos por
Ala | ] la submatriz k x [ de A formada por las filas cuyos indices
forman « y por las columnas cuyos indices forman §. Si « = [ entonces
utilizaremos la notacion A[a| := Ala | a]. Estas altimas submatrices estan
formadas por filas y columnas de A con los mismos indices y las llamaremos
submatrices principales. Los menores que utilizan este tipo de submatrices
se denominan menores principales y son de la forma det Ala]. Si los menores
usan submatrices principales con filas iniciales y columnas inicales se llaman

menores principales directores y son de la forma det A[1,. .., k]. La sucesion
complementaria a a, af, es la sucesion creciente reordenada {1,...,n} \ a.
Utilizaremos las notaciones A(a | f] := Alac | 5], Ala | ) = Al | €,
Ala | a) := Ala® | o v A(a) := Ala‘] cuando utilicemos sucesiones
complementarias.

Nota 1.1. A menos que se indique lo contrario, las matrices que aparezcan
a lo largo de este trabajo serdn matrices cuadradas.

Definicion 1.2 (Conversa). Dada una matriz A = (aij)1<ij<n definiremos
: # .
la matriz conversa de A como A% = (ai]‘)lgi,jgn = (it 1,0—j+1)1<i j<n-

Observemos que si definimos la sucesion conversa de una sucesion a =
(qi)1<i<k como o = (a#)<ic = (n — a; + 1)1<i<k, entonces se tiene que
det A#[a | B] = det A[a# | 5#]. Adema4s la conversa del producto de matrices
es el producto de sus conversas, (AB)# = A% B#,

El complemento de Schur de una submatriz en una matriz dada es un
concepto muy util y que aparecera en el Capitulo 3.



1.1. Notaciones matriciales y algunas clases de matrices

Definicion 1.3 (Complemento de Schur). Sea A una matriznxn. Si Ala | f]
es invertible para algunos o, f € Qr,, con k € {1,...,n}, entonces definimos
el complemento de Schur de Ao | 5] en A como

AfAlo| B] = Aer| B) — Al | BlAla | 5] Al | B). (1.1)
Lo denotaremos por AJ/Ala | B]. Si o = B, entonces escribiremos A/Ala] :=

A/Ala | a]. También definimos AJ/A(a) :== AJA[ac].

El siguiente resultado corresponde al Teorema 1.2 de [9] y relaciona los
complementos de Schur con la inversion de matrices.

Teorema 1.4. Sea A una matriz n X n no singular, k € {1,...,n} y
a, B € Qpn. Entonces Afla | f] es invertible y se tiene que
AT B [ a) = (Af[e | B (1.2)

Recordemos la conocida formula de Cauchy-Binet para los menores del
producto de dos matrices (formula (1.23) de [9]). Dadas A y B dos matrices
n x n se tiene, para todo o, 8 € Q. y k € {1,...,n}, que

det(AB)[ar| B = > det Alor | w]det Blw | A]. (1.3)

wer,n

Consideremos ahora la matriz

1
Jp = 1 . (1.4)

(-1

Dada una matriz A n x n no singular recordemos la ecuacion (1.32) de [9]
basada en la ecuacion (1.3):

det A(B | «)

det(JA™ D)o | B] = ot A

(1.5)
para todo o, B € Qi v k € {1,...,n}.

Una operacion entre matrices estudiada en muchos trabajos es el llamado
producto de Hadamard.



Capitulo 1. Algunas clases de matrices y conceptos bésicos

Definiciéon 1.5 (Producto de Hadamard). Sean A = (a;j)i<ij<n ¥y B =
(bij)i<ij<n dos matrices. Definiremos el producto de Hadamard de A y B
como el producto entrada a entrada, es decir Ao B := (a;;bij)1<i j<n-

A continuacién presentaremos algunas clases de matrices que apareceran
a lo largo de este trabajo.

Una clase de matrices que jugard un papel esencial especialmente en el
siguiente capitulo son las matrices Jacobi (o tridiagonales). A continuacion
se presenta una definiciéon formal.

Definicién 1.6 (Jacobi). Una matriz A = (aij)i<ij<n €s Jacobi (o
tridiagonal) si a;; = 0 para todo 1,5 € {1,...,n} con |i — j| > 1.

La dominancia diagonal (estricta o no) es una propiedad interesante de
algunas matrices y esencial en muchos resultados. Ha jugado un papel muy
importante en Algebra Lineal Numérica.

Definicién 1.7 (Diagonal dominante). Una matriz A = (a;)1<ij<n €S
diagonal dominante (por filas) si

n
lag| > Z lai;|, para todoi=1,... n.
=1

Si la desigualdad en la formula anterior es estricta, diremos que la matriz A
es estrictamente diagonal dominante. Andlogamente, se definen las matrices
(estrictamente) diagonal dominantes por columnas imponiendo la propiedad

a AT,

La demostracion de la no singularidad de las matrices estrictamente
diagonal dominantes es equivalente a la que sirve para demostrar el siguiente
resultado clasico de localizacion de valores propios (véase [90]): el conocido
Teorema de los discos de Gershgorin (véase Teorema 6.1.1 de [58|). Este
resultado nos ayuda a localizar los valores propios de una matriz.

Teorema 1.8. Dada la matriz A = (ai;)1<ij<n, todos sus valores propios se
encuentran en la union de n discos

n n
zeCilz—aal < ) layl}
=1 j=1,j%#1



1.2.  Matrices no negativas y generalizaciones

Dada una matriz A n x n (con valores propios Aj, ..., \,) denotamos su
radio espectral con p(A) (= maxi<;<,{|\il})-

Otra propiedad a tener en cuenta es la simetria en los signos de las
entradas de una matriz.

Definicion 1.9 (Signo simétrica). Sea A una matriz n x n con entradas
reales. Se dice que A es signo simétrica si det Ao | f]det A[S | a] > 0 para
cualesquiera a, € Qrn con k € {1,...,n}.

Un caso particular de matrices signo simétricas lo constituye la
importante clase de matrices signo regulares, que serd introducida en la
Seccion 1.4.

1.2. Matrices no negativas y generalizaciones

En esta seccion presentaremos una clase de matrices ampliamente
conocida y utilizada, la clase de matrices no negativas. Estas matrices han
sido estudiadas en infinidad de trabajos y se han aplicado en numerosos
modelos matematicos. Veremos algunas de sus propiedades y presentaremos
algunas subclases y generalizaciones de las matrices no negativas.

Definiciéon 1.10 (No negativa). Dada una matriz A = (a;)i<ij<n cON
entradas reales, escribimos A > 0 (A > 0, respectivamente) si todas sus
entradas son no negativas (positivas, respectivamente), es decir, si a;; > 0
(a;; > 0, respectivamente) para todo i,j € {1,...,n}. En este caso diremos
que A es no negativa (positiva, respectivamente).

Ademés, dada una matriz A = (a;j)1<j<, denotaremos con |[A| =
(laij|)1<ij<n a la matriz no negativa formada por los valores absolutos de
las entradas de A.

Nota 1.11. Durante todo el trabajo se utilizard el término positivo para
denotar a valores estrictamente positivos, es decir, mayores estrictamente que
0. Para referirse a valores positivos o cero se utilizard el concepto no negativo.
Esta notacion afectard tanto a numeros reales, como a determinantes de
matrices y menores.



Capitulo 1. Algunas clases de matrices y conceptos bésicos

Veamos ahora algunos resultados clasicos sobre valores y vectores propios
de una matriz no negativa. Sea A una matriz n X n y consideremos los
n valores propios de A, A\(A4),...,\,(A) ordenados en sentido de modulo
decreciente

M(A)] = - = [Aa(A)],

con multiplicidades incluidas. Asi, el radio espectral de A, p(A), es el valor
absoluto del primer valor propio, p(A) = |A\1(A)|. Denotaremos con u; un
vector propio asociado a A (A).

El famoso Teorema de Perron-Frobenius asegura que el primer valor
propio de una matriz no negativa es un valor no negativo (véase Lema 6.1
de [9]). Incluimos a continuaciéon los teoremas de Perron—Frobenius para
matrices no negativas y para matrices positivas.

Teorema 1.12. Sea A una matriz n X n no negativa. Se tiene que el primer
valor propio de A es real y no negativo, A\;(A) >0 (p(A) = M\ (A)), y existe
un vector propio no negativo uy > 0 asociado a A(A). Si A es positiva,
entonces A\1(A) > |Ao(A)| y el vector propio uy asociado a A\i(A) se puede
tomar positivo y es el unico vector propio no negativo que posee A.

Presentamos ahora, como subclase de las matrices no negativas, la clase
de las matrices estocasticas.

Definicién 1.13 (Estocastica). Dada una matriz A = (a;j)i1<ij<n 1O
negativa, diremos que A es estocastica (por filas) si los elementos de cada
fila suman 1, es decir, Z?Zl aij = 1 para todo i € {1,...,n}. Si AT es
estocdstica, se dice que A es estocdstica por columnas (o de Markov ).

Es bien conocido (véase [88] y Teorema 5.3 de [19]) que una matriz
estocastica A siempre tiene el valor propio 1y que p(A) = 1.

La irreducibilidad de una matriz es una propiedad méas débil que la
positividad y que jugarda un papel clave en algunos resultados que se
presentaran mas adelante.

Definicion 1.14 (Matriz irreducible). Una matriz A n x n con n > 2
no negativa se dice irreducible (o indescomponible) si no es reducible. Una
matriz A n x n con n > 2 es reducible (o descomponible) si existen una
matriz de permutacion P n xn y un enteror con 1 < r < n tales que

v (B C
PAP_(O 5
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donde B esrxr, Cesrxn—r, Desn—rxn—ry0 es una matriz
n—r Xr de ceros.

Veamos ahora el Teorema de Perron—Frobenius para matrices irreducibles
(véase Teorema 1.4 de [19]). Aunque con respecto al caso de matrices positivas
se pierde la garantia de que p(A) sea el Gnico valor propio de maximo valor
absoluto, se puede aplicar a una clase de matrices menos restrictiva que la
de las matrices positivas.

Teorema 1.15. Sea A una matriz n X n irreducible. Se tiene que p(A) =
M (A) > 0 es un valor propio simple y el vector propio uy asociado a A\ (A)
se puede tomar positivo y es el unico vector propio no negativo que posee A.

La ultima clase de matrices que veremos en esta seccidon es una clase de
matrices que no son necesariamente no negativas pero que tienen una familia
de menores positivos: las matrices conocidas como P—matrices.

Definicion 1.16 (P-matriz). Sea A una matriz n x n. Se dice que A es
una P-matriz (Py-matriz, respectivamente) si todos sus menores principales
son positivos (no negativos, respectivamente), es decir, si det Ala] > 0
(det Ala] > 0, respectivamente) para todo o € Qi con k € {1,...,n}.

1.3. Eliminacion y descomposicion de matrices

En esta seccion presentaremos dos procesos de eliminacion (eliminacion
Gaussiana y eliminacion de Neville) imprescindibles para el desarrollo del
resto de capitulos. También veremos tres tipos de descomposicién de matrices
(descomposicion LDU, descomposicion bidiagonal y descomposicion QR) y
definiremos los algoritmos de corte de esquinas, de importancia en Disefnio
Geométrico Asistido por Ordenador.

Dada una matriz A = (a;j)1<; j<n 10 singular, el proceso de eliminacion
Gaussiana con una estrategia de pivotaje dada consiste en una sucesion de,
como mucho, n — 1 pasos que se traduce en una sucesion de matrices como
la siguiente:

A=AY 5 AW 5 A 5 A@ 5 A 5 A = (1.6)

7
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donde U es una matriz triangular superior con los pivotes de la eliminacion

en su diagonal y A® = (a(-t))lgmgn tiene ceros por debajo de su diagonal
~(t

ij
en las primeras ¢ — 1 columnas. Obtendremos la matriz A® = (aij))lgmgn
reordenando las filas y/o las columnas (desde la t—ésima a la n—ésima) de
la matriz A®) de acuerdo a una estrategia de pivotaje, de manera que se
satisfaga dg) +£ () para todo ¢t = 1,...,n. Para obtener At a partir de A®,
vamos a generar ceros en la columna ¢t por debajo del elemento aﬁ?, llamado
pivote de la eliminacion Gaussiana. Esto lo haremos restando multiplos de

la fila ¢ a las filas inferiores, de manera que

~(t) <
) a;; . , s11 <t
ig T Y @) ay = (1) s

a;j — 5 a,; o, s> t.

tt

Recordemos que dada una matriz no singular, todos los pivotes se podran
- (t) (t+1) 1 . , .
tomar no nulos, G, y por eso a;;" * esta bien definida en la férmula anterior.
Ademas, si los menores principales directores de una matriz A, det A[1, ..., k],
son no nulos para cualquier £k = 1,...,n, entonces la eliminaciéon Gaussiana
puede llevarse a cabo sin cambios de filas. Por lo tanto, y puesto que los
elementos obtenidos mediante el proceso de eliminacién pueden obtenerse
también como complementos de Schur de submatrices, se deduce que, para

t > 1, los pivotes satisfacen

(t) det A(t)[l, e ,t]
a; = .
det AC=DI[1,2,...,¢t —1]

(1.7)

Diremos que una estrategia de pivotaje es simétrica si durante el proceso
de eliminacién siempre se intercambian las mismas filas que columnas.

Es bien conocido que la eliminacion Gaussiana sin cambios de filas (ni de
columnas) de una matriz no singular A = (a;j)1<;j<n €S equivalente a una
descomposicién matricial conocida como descomposicion triangular o LU:
A = LU con U la matriz triangular superior obtenida tras el proceso de
eliminacion (1.6) y con los pivotes en la diagonal principal y L = (1;j)1<ij<n
triangular inferior con unos en la diagonal principal y los multiplicadores

l-»-:ﬁ i>j (1.8)
T |
debajo de la diagonal principal. Muy relacionada con la descomposicion

anterior y cumpliendo unicidad, es la llamada descomposicion LDU. Se trata
de una de las descomposiciones de matrices mas importantes.
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Definicion 1.17 (Descomposicion LDU). Dada una matriz A no singular,
una descomposicion LDU de A serd una descomposicion de la forma
A = LDU, donde L (U, respectivamente) es una matriz triangular inferior
(superior, respectivamente) con unos en la diagonal y D es una matriz
diagonal con elementos no nulos en la diagonal principal.

Observemos que la descomposicion L DU puede obtenerse como resultado
de un proceso de eliminaciéon, por ejemplo la eliminaciéon Gaussiana.
Los multiplicadores obtenidos durante la eliminacién Gaussiana seran las
entradas de la matriz L y la matriz triangular superior obtenida tras el
proceso de eliminacion en (1.6) serd DU. Asi, podemos recuperar la matriz D
y también obtener U multiplicando la matriz anterior por D!, la inversa de
D. De esta forma, si P es la matriz de permutacion asociada a una estrategia
de pivotaje que cambia filas, tendremos que PA = LDU. Si la estrategia de
pivotaje es simétrica, se tendra que PAPT = LDU.

Presentaremos a continuacién el proceso de eliminacidon de Neville de una
matriz A = (a;;)1<; j<n Do singular. Este proceso, al igual que la eliminacion
Gaussiana, consiste en una sucesion de n — 1 pasos que se traduce en una
sucesion como (1.6). En este caso, para cada t € {1,...,n}, la matriz
t ~(t . . . .

Al = (agj))1§i7j§n tiene ceros bajo su diagonal en las primeras ¢t —1 columnas
y se cumple, para ¢ > t, que

i’ =0=al) =0, (1.9)

para todo k > 4. La matriz A® se obtiene a partir de A® moviendo, si es
necesario, las filas con una entrada nula en la columna ¢ a la ultima posicion
hasta conseguir que se cumpla (1.9). Las filas que se muevan mantendran su
posicion relativa que tenfan en la matriz A®). Para conseguir A“tY a partir
de la matriz A®) vamos a generar ceros en la columnas ¢t bajo la diagonal
restando a la fila ¢ + 1 un multiplo de la fila ¢, para i =n—1,...,t (es decir,
a cada fila le restaremos un maultiplo de la fila anterior, empezando por la
tltima fila) de la siguiente manera

a' Csii<t
e+ _ ) a0 _ ay o

] ij alt,, ihi

csii>tyal,, #0

all sii>tyal, =0,

a

Notemos que en el dltimo caso, dgt_)l,t = 0 implica que ELZ(-? = 0. Al igual que

en la eliminacion Gaussiana, si no es necesario hacer intercambios de filas se
tiene que A® = A® para todo t < n.



Capitulo 1. Algunas clases de matrices y conceptos bésicos

Observemos que, mientras que en la eliminacion Gaussiana se utiliza la
misma fila del pivote para hacer ceros en todas las filas bajo ella, en la
eliminacién de Neville se utiliza la fila inmediatamente superior para hacer
ceros en cada una de las filas.

)

El elemento p; := @;7’, 1 < j < < n, es denominado pivote (4,7) de la

eliminacion de Neville de A y a

~(J)
a;; - ~(1)
6 y SL@; 4 #0

i—1,j

S @
—
S
=

=0

i—1,7

se le llama multiplicador (i,j). Notemos que, al igual que ocurre con las
entradas de A, se tiene que m;; = 0 implica my; = 0 para todo k > i.

La eliminacion de Neville completa consiste en aplicar la eliminacién de
Neville a la matriz A hasta obtener U y después aplicar la eliminacion de
Neville a la matriz U (también se dice aplicar la eliminacion de Neville a
U por columnas). El pivote (7,7) (multiplicador (7, j), respectivamente) de
la eliminacién de Neville completa de A es el mismo pivote (multiplicador,
respectivamente) de la eliminacion de Neville de A si ¢ > j y sera el pivote
(7,4) (multiplicador (j,14), respectivamente) de la eliminacion de Neville de
Ul sij <i.

Si a una matriz no singular A le podemos aplicar la eliminacion de
Neville sin necesidad de hacer intercambios de filas diremos que A satisface
la condiciéon WR. Si se puede realizar el proceso de eliminacién completo a A
sin inertambiar filas ni columnas diremos que A satisface la condicion WRC.

En [51] puede verse un estudio mas detallado sobre la eliminacion
de Neville. Otros resultados sobre este proceso de eliminacién pueden
encontrarse en [3], [4], [5], [7], [8]. La eliminacion de Neville es un proceso
muy ligado a las matrices signo regulares y totalmente positivas (que se
introduciran en la siguiente seccion) tal y como puede verse en trabajos
como [26], [52], [53], [54], [55].

A continuacién, hablaremos de descomposiciones bidiagonales de matrices

no singulares, nociéon que jugard un papel clave en el Capitulo 3. Para
introducir este tipo de descomposiciones, veremos su relacion con la

10
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eliminacion de Neville. Pero antes considermos matrices del siguiente tipo

1
1
1
donde ¢ € {2,...,n} y x es un namero real en la posicion (i,7 — 1). A estas

matrices las llamaremos matrices bidiagonales elementales. Veamos algunas
propiedades de este tipo de matrices. Si z,y € R, entonces

E'@) = Ei-a)

Ei(z)Ei(y) = Ei(z+y) (1.10)
Ei(z)E;(y) = Ej(y)Ei(x), exceptosi|i —j| =1y zy #0.

Observemos que dada una matriz no singular A que satisface la condicion
WR, podemos explicar la eliminaciéon de Neville de forma matricial. Lo
haremos utilizando matrices bidiagonales elementales

En(_mn,n—l) e (E3(_m32) e En(_ng))

. (EQ(—m21> cee En,l(—mn,l’l)En(—mnl)) A= U (111)
donde U es triangular superior no singular y los m;; son los multiplicadores
de Neville asociados a A. De hecho, el siguiente resultado que corresponde

al Teorema 2.2 de [55] relaciona la eliminacion de Neville con las matrices
bidiagonales elementales.

Teorema 1.18. Una matriz A no singular satisface la condicion WRC' si y
solo st admite una factorizacion de la siguiente forma

A = (En(mp)Ena(mp-11) - Ex(ma1))(En(mng) - - E3(mag)) - - -
(B (Mpn-1)) D(E} (My—10)) (B} (Mn—20-1) B} (Mn—2,0)) - -
(B3 (maa) -~ Eq_y (ma 1) Eg (may,)) (1.12)
donde D es diagonal y los m;; satisfacen
Para i > j, my; = 0= my; =0 para todo k > 1,
para 1 < 7j, m;; = 0= m;; =0 para todo k > j.
Ademds, esta factorizacion es dnica, m;; es el multiplicador (i,j) de la

eliminacion de Neville completa de A y la entrada (i,i) de D es el pivote
(i,1) de la elimminacion de Neville de A.

11
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Observemos lo que sucede al multiplicar las siguientes matrices
bidiagonales elementales

Ei(myj) By (migaj) - - Ep(my;) = 0 1 ;

(1.13)
donde la entrada m;; esta en la posicion (7,7 — 1). Sin embargo, multiplicar
las mismas matrices en el orden inverso, £, (my,;) - - - Eit1(mit1,j) Ei(my;), no
tiene como resultado una matriz bidiagonal.

Vamos a utilizar la factorizacion (1.12) de A para obtener una
descomposicién en matrices bidiagonales (no necesariamente elementales).
Para ello vamos a usar las propiedades de las matrices bidiagonales
elementales que hemos visto para reordenar los factores de (1.12) y obtener

A = (En(mnl))(Enfl(mnfl,l)En(mHQ))(Ean(mnfll)Enfl(mn71,2)En(mn3))
< (By(ma1) - - En(mp 1)) D(Ey (M 1n) -+ B3 (ma1))
T (Eg(m%)Eg—l(ml,n—l))(Ez(mln))'

Teniendo en cuenta esta factorizacion y (1.13), podemos expresar A como
producto de matrices bidiagonales

A= Fo 1 Fy g DGl v 'anQanla

donde

12
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)

A continuaciéon vamos a dar una definiciéon formal de descomposicion
bidiagonal de una matriz n x n. Para ello, renombraremos las matrices
bidiagonales que acabamos de ver de la siguiente manera

1
0 1
LK) 0 1 7
AT
k
1
1 0
1 0
k
u® 1 ufl_)k ,
k
1 un—l
1

donde k€ {1...,n—1}.

Definicién 1.19 (BD(A)). Sea A una matriz n xn no singular. Supongamos
que podemos descomponer A como producto de matrices bidiagonales

A=LW...[n=Dpyr=b.. ..yl (1.14)

donde D = diag(dy,...,d,) vy, para k = 1,...,n — 1, L®
(U(k), respectivamente) es una matriz bidiagonal inferior (superior,
respectivamente) con unos en la diagonal y cuyas entradas extradiagonales

13
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Py

P P
Py P3 1 By B 3

By
Bl B3

Pgoe By By " Py Poe Bo By " Py

Figura 1.1: Cortes de esquina elementales (1.15) y (1.16).

ll(k) = (L™ (ugk) = (U®), 111, respectivamente) satisfacen, para todo
1<n-—1,

1. d; # 0 para todo 1,
2. ll(k) = ugk) =0parai<n-—Fk,

3. lgk):0:>lﬁ;s):Opara5:1,...,k—1y
u® — 0= il

Hs):Opams:l,...,k‘—l.

Entonces denotaremos la descomposiciéon bidiagonal de A (1.14) por BD(A).

En la Seccion 1.4 veremos que una importante clase de matrices (matrices
totalmente positivas) se pueden caracterizar en términos de su decomposicion
bidiagonal y en el Capitulo 3 extenderemos el concepto de descomposicion
bidiagonal y presentaremos una nueva clase de matrices con este tipo de
descomposiciones.

Presentaremos ahora los algoritmos de corte de esquinas, que jugarin
un papel muy importante en Disefio Geométrico Asistido por Ordenador.
Veremos que se pueden expresar como una factorizacion de matrices. Estos
algoritmos de corte de esquinas apareceran con més detalle en el Capitulo 3.

Empecemos presentando los cortes de esquina elementales. Un corte de
esquina elemental es una transformacion que convierte un poligono Fy - - - P,
en otro poligono By - - - B,, (véase Figura 1.1) de acuerdo a las siguientes reglas

By = PB, j#i

14
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para algin ¢ € {0,...,n— 1}, con 0 < X\ < 1, o bien

B; = (1—=X)P+ \P,_4, (1.16)
para algin i € {1,...,n}, con 0 <\ < 1.

Si observamos el corte de esquinas elemental (1.15), su expresion matricial
serfa la siguiente

(Bo,....,B)" =UN)(Py,...,P)",

donde U();) es una matriz bidiagonal, estocastica, triangular superior y no
singular

El corte de esquinas elemental (1.16) se representa matricialmente de manera
analoga pero usando una matriz triangular inferior.

Ya estamos en disposicion de dar una definicion de algoritmo de corte de
esquinas.

Definicion 1.20 (Algoritmo de corte de esquinas). Un algoritmo de corte
de esquinas es una sucesion de cortes de esquinas elementales.

Recordemos que un corte de esquinas elemental viene definido por una
matriz bidiagonal, estocastica y no singular (y, por tanto, TP), que sera
triangular superior en el caso (1.15) y triangular inferior en el caso (1.16). Por
lo tanto, un algoritmo de corte de esquinas estara definido por un producto
de matrices bidiagonales, estocasticas y no singulares. De hecho, veremos (en
el Capitulo 3) que cualquier matriz de este tipo define un algoritmo de corte
de esquinas si tenemos en cuenta la siguiente descomposicién en matrices

15
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bidiagonales

1-X o
1—XM A

VY = UAn—1)U(An_2) - - U(No).

1- )\nfl /\nfl
1

En el caso de las matrices triangulares inferiores se tiene una descomposicion

anéloga. Para un estudio mas profundo sobre algoritmos de corte de esquinas
véase [56], [85].

Terminaremos esta secciéon recordando otra descomposicion muy
importante en Algebra Lineal Numérica.

Definicion 1.21 (Descomposicion QR). Sea A una matriz no singular.
Diremos que A admite una descomposicion QR si se puede escribir A = QR,
donde @) es una matriz ortogonal y R es una matriz triangular superior.

1.4. Matrices signo regulares y totalmente
positivas

En esta seccion presentaremos una clase de matrices de gran importancia
en el Capitulo 2, las matrices signo regulares. También veremos la subclase
de matrices més importante en cuanto a aplicaciones y que més aparece en
la literatura, las matrices totalmente positivas.

Dado un entero [, definimos un vector de signos € = (&1, ...,¢;), donde
e € {£1} para todo k € {1,...,l}. A este vector ¢ se le denomina signatura.
Consideraremos que ¢, = 1 para todo k < 0.

Las matrices signo regulares son aquellas que tienen todos los menores
del mismo orden de igual signo. A continuacién presentamos una definicién
mas formal.

Definicién 1.22 (Signo regular). Decimos que una matriz A n x m es signo
regular de orden k (k < min{n, m}) con signatura (1, ...,ex), o simplemente

16
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que A es SRy con signatura (eq,...,¢), Si
gjdetAla | ] >0, Va,€Qjr,ij=1,....k (1.17)
Si A es signo reqular de orden k para todo k = 1,... ,min{n, m} entonces

diremos que A es signo regular, o que A es SR, con signatura €. Diremos
que una matriz es estrictamente SR (o estrictamente SRy.) si la desigualdad
en (1.17) es estricta.

Definicion 1.23 (Totalmente positiva). Si todos los menores de orden menor
o igual que k de una matriz n X m (k < min{n,m}) son no negativos
se dice que la matriz es totalmente positiva de orden k, o simplemente
que la matriz es TPy. Si A es totalmente positiva de orden k para todo
k= 1,...,min{n,m}, se dice que A es totalmente positiva, o que A es
TP. Si los menores son estrictamente positivos, diremos que la matriz es
estrictamente TP (estrictamente TPy).

Observemos que las matrices totalmente positivas son una subclase de las
matrices signo regulares. En concreto una matriz TP es una matriz SR con
signatura (1,...,1). Las matrices TP también son llamadas totalmente no
negativas (véase [42]).

El interés de las matrices SR no singulares en muchas aplicaciones se
debe a que pueden caracterizarse como aplicaciones lineales que disminuyen
la variacion de signo en las componentes de un vector. Definamos el nimero
de cambios de signo en un vector para poder formalizar la propiedad
mencionada.

Definicion 1.24 (Variacion de signo). Dado cualquier vector x =
(1,...,2,) € R", denotaremos por V~(z) al nimero minimo de cambios
de signo en las componentes consecutivas de x. Es decir,

V7 (z) :=min{k |31 <ip < <ip <n, t.g (=1)z; >0
Vje{0,...,k} 6 (=1)z;;, <0Vj€{0,....k}}.

La clave de la importancia de las matrices SR en las aplicaciones esta en
la llamada propiedad de disminucion de la variacion. El siguiente resultado
recoge esta propiedad (véase Teorema 5.6 de [9]).

Teorema 1.25. Sea A una matriz n X n real no singular. Entonces A es SR
si y solo st V~(Ax) <V~ (z) para todo x € R™.

17
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Schoenberg realizé un estudio tedrico sobre el que se basan las aplicaciones
que cumplen la propiedad de disminucion de la variacion en [87]. En [64]
podemos encontrar aplicaciones de estas transformaciones. En cuanto a
aplicaciones estadisticas de las matrices SR, tenemos [20|. Para aplicaciones
en Diseno Geométrico Asistido por Ordenador, véase [78].

El siguiente resultado corresponde al Teorema 2.1 de [9] restringido
a matrices cuadradas y reduce el nimero de menores a considerar para
determinar si una matriz es SR:

Teorema 1.26. Sea A una matriz n X n de rango r. Si la ecuacion (1.17)
es vdlida cuando d(f) < n —r, entonces A es signo reqular con signatura €.
En particular, si det Ala | 5] > 0 es vdlido cuando d(B) < n —r, entonces A
es totalmente positiva.

Debido a un resultado de Fekete en un trabajo de Fekete y Polya
(véase [45]) la estricta signo regularidad se puede asegurar comprobando
el signo de los menores que usan filas y columnas consecutivas (véase
Teorema 2.5 de [9]).

Teorema 1.27. Sea A una matriz m x n. Si la desigualdad (1.17) es estricta
cuando d(a) = 0 = d(f), entonces A es estrictamente signo regular.

Mas adelante veremos que para comprobar la total positividad y estricta
total positividad todavia podemos reducir mucho mas el nimero de menores.

El producto de matrices SR es una matriz SR, tal y como asegura el
Teorema 3.1 de [9].

Teorema 1.28. Sean A, B matrices signo requlares con signaturas €a,€p
respectivamente. Entonces la matriz AB también es signo reqular y tiene
signatura €4 - €.

En partitular, si A y B son totalmente positivas, entonces la matriz AB
también serd totalmente positiva.

Recordemos el siguiente resultado que corresponde al Corolario 6.6 de [9]
y muestra una propiedad de los valores propios de las matrices SR.

Proposicion 1.29. Sea A una matriznxn SR con signatura e = (1, ...,&,)
y no singular. Se tiene que A tiene todos sus valores propios reales y, para
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1.4. Matrices signo regulares y totalmente positivas

k<n,
€
€k—1
con g9 = 1. Observemos que si A es TP no singular entonces todos sus

valores propios son reales y positivos.

Si imponemos que la matriz sea estrictamente SR, entonces podemos
asegurar mas propiedades espectrales como muestra el siguiente resultado
(que se obtiene del Teorema 6.2 y del Teorema 6.3 de [9]).

Teorema 1.30. Sea A una matriz n X n estrictamente signo reqular con
signatura € = (g1, ...,&,). Se tiene que todos los valores propios \;(A) de A
son reales y distintos, y

9
(A > e (A)], k<n,
Ek—1

con g =1y A\p1(A4) :=0.
Ademds, el vector propio uy de A asociado al k-ésimo valor propio A\, (A)

cumple que

V_(uk):k‘—l, ]{,‘Sn

El siguiente resultado, Teorema 3.3 de [9], recoge informacion acerca de
submatrices, complementos de Schur e inversas de matrices SR.

Teorema 1.31. Sea A una matrizn x n SR con signatura € = (e1,...,&y,).
Entonces se tiene que

» Ala | 8] es SR con signatura (e1,...,ex) para todo o, € Qrn ¥
ke{l,...,n}.

» Sia € Qpp cond(a) =0y Ala) (= Alac]) es invertible, entonces
el complemento de Schur de A(«) en A, A/A(«), es SR con signatura
Ea = (&?n—k&?n—k+z’)1gz’§k~

» Si A es no singular, entonces J,A7'J, es SR con signatura €; =
(EnEn—i)i<i<n (donde J,, es la matriz definida en (1.4)).

En particular, si A es TP, entonces Ala | B8], AJA(a) y J, A7, también
seran TP.
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En cuanto al estudio de las matrices TP en particular, hemos de
recordar algunos resultados existentes. Como el siguiente, que corresponde
al Corolario 3.8 de [9] y asegura que una matriz TP no singular tiene todos
los menores principales positivos.

Proposicion 1.32. Sea A una matriz n X n totalmente positiva. Si A es no
singular, entonces det Ala] > 0 para todo o € Q. y k < n.

Veamos ahora que para reconocer que una matriz es TP o estrictamente
TP podemos reducir considerablemente el nimero de menores con respecto
a los casos SR y estrictamente SR, respectivamente. Empezamos por la
caracterizacion de las matrices estrictamente TP (véase Teorema 4.1 de [51]).

Teorema 1.33. Sea A una matriz m X n. Entonces A es estrictamente TP
sty solo si para cada k < min{m,n} se tiene que det Ala | 1,... k] > 0 para
todo o € Qg con d(a) =0 y det A[L,..., k| f] > 0 para todo B € Q. con
4(8) =0,

El siguiente resultado caracteriza las matrices TP no singulares (véase
Teorema 3.1 de [52]).

Teorema 1.34. Sea A una matriz n x n. Entonces A es TP no singular si y
solo si para cada k < n se tiene que det A[1,... k] >0, det Al | 1,... k] >
0 para todo o € Qi y det A[1,... k| 5] > 0 para todo B € Q. p.

Sobre la descomposicion de matrices TP, consideremos el Teorema 3.5
de [9]:

Teorema 1.35. Sea A wuna matriz n X n TP. Entonces A se puede
descomponer como A = LU, donde L (U, respectivamente) es triangular
inferior (superior, respectivamente) y TP.

Teniendo en cuenta que, por la Proposiciéon 1.32, los menores principales
directores de una matriz A TP no singular son positivos, deducimos que A
tiene descomposicion LDU. Por el Teorema 1.35 y el Teorema 1.28 podemos
caracterizar estas matrices mediante dicha factorizacion.

Teorema 1.36. Sea A una matriz cuadrada. Entonces A es TP si y sdlo
si A= LDU con L y U TP triangular inferior y superior respectivamente,
con unos en la diagonal principal y D diagonal con elementos diagonales
positivos.
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Por el Teorema 2.1 de [54], podemos dar la descomposicion LDU de las
matrices estrictamente SR aunque no caracteriza dichas matrices.

Teorema 1.37. Si A es estrictamente SR, entonces A = LDU con L y U
TP triangular inferior y superior respectivamente, con unos en la diagonal
principal y D diagonal no singular.

Las matrices TP no singulares estan caracterizadas en términos de su
descomposicion bidiagonal (véase Definicion 1.19), tal y como demuestra el
Teorema 4.2 de [55].

Teorema 1.38. Sea A una matriz n X n no singular. Se tiene que A es TP
si y solo si existe BD(A) (véase Definicion 1.19) y se cumple

1. d; > 0 para todo 1 < n,

2. lgk),ugk)ZOpamtodokSn—lyn—kzgign—l.

Por el Teorema 1.37 y el Teorema 1.38 podemos obtener la BD(A) para
A una matriz estrictamente SR.

Por otro lado, las matrices estrictamente TP, las TP y las TP no singulares
se pueden caracterizar por la eliminacion de Neville mediante el Teorema 4.1,
el Teorema 5.4 y el Corolario 5.5 de [51], respectivamente. Como ilustracion
de los resultados anteriores presentaremos la caracterizacion de las matrices
estrictamente TP (Teorema 4.1 de [51]).

Teorema 1.39. Sea A una matriz cuadrada. Entonces A es estrictamente
TP si y solo si la eliminacion de Neville completa se puede llevar a cabo sin
cambiar filas ni columnas y todos los pivotes son positivos.

Observemos que las caracterizaciones anteriores permiten comprobar que
una matriz n X n pertenece a las clases anteriores con O(n?) operaciones
elementales. Mencionemos que las matrices SR, (y las SR no singulares y las
estrictamente SR) no se pueden caracterizar s6lo mediante su eliminacion de
Neville completa. Véase el test de [28] de O(n?) operaciones elementales.

Un resultado clasico sobre matrices TP es el conocido como Lema de
las sombras (véase Lema A de [33]) que trata de la distribucion de ceros en
dichas matrices. Tal resultado se ha extiendido a matrices SRy en el Lema 2.2
de [79], que presentamos a continuacion.
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Lema 1.40. Sea A = (a;j)1<ij<n una matriz SRy con signatura (£1,€2) y
una entrada nula, a;; = 0. Si ey =1 (g9 = —1, respectivamente), entonces se
cumple una de las condiciones 1, 2, 8 0 4 (1, 2, 5 o 6, respectivamente).

1. ap; = 0 para todo k < n,
2. a;x = 0 para todo k < n,
3. ap = 0 para todo k >1 yl < 7,
4. ag =0 para todo k < i yl>7,
5. ay =0 para todo k <iyl <j,

6. ap; =0 para todo k >i yl>j.

Otra importante subclase de las matrices TP son las matrices oscilatorias.

Definicién 1.41 (Oscilatoria). Dada una matriz A nxn y TP, diremos que
A es oscilatoria si alguna potencia de A es estrictamente TP, es decir, si
existe un entero k de manera que A¥ es una matriz estrictamente TP.

Recordemos algunas propiedades de las matrices oscilatorias, como la
siguiente caracterizacién que podemos encontrar en el Teorema 4.2 de [9].

Teorema 1.42. Sea A = (aij)1<ij<n una matriz TP. Se tiene que A es
oscilatoria si y solo si A es no singular y

i1, Qip14 > 0
para todo 1 € {1,...,n— 1}.

Observemos que, tal y como se dice en la pagina 2 de [42|, una matriz TP
irreducible y no singular es una matriz oscilatoria.

El producto de una matriz oscilatoria por otra TP no singular tiene como
resultado una matriz oscilatoria (véase Corolario 4.3 de [9]).

Corolario 1.43. Sean A, B dos matrices n xn TP. Si A es oscilatoria y B
es no singular, entonces tanto AB como BA son oscilatorias.
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Ademas, el producto de Hadamard de matrices Jacobi oscilatorias es, de
nuevo, una matriz Jacobi oscilatoria (véase el Teorema 1 de [71]).

Teorema 1.44. Sean A, B dos matrices n X n Jacobi oscilatorias. Entonces
la matriz Ao B es Jacobi oscilatoria.

Finalmente, presentamos las matrices signo consistentes (véase [64], [74])
Estas forman una clase de matrices que generaliza a las matrices SR.

Definicion 1.45 (Signo consistente). Sea A una matrizn x n y sea i < n.
Se dice que A es signo consistente de orden i, o que A es SC;, con
signo &; € {1} si todos los menores de A tienen el mismo signo e; (no
necesariamente estricto).

Notemos que, por ejemplo, las matrices n x n TP, son matrices SC;
con signo +1 para todo i € {1,...,k}. De hecho, una matriz n x n SR

con signatura € = (e1,...,&,) es una matriz SC; con signo &; para todo
ie{l,...,n}.

1.5. Z-—matrices, dominancia diagonal y clases
de matrices relacionadas

En esta seccion presentaremos algunas clases de matrices importantes que
se utilizaran en los Capitulos 3 y 4. Se trata de las Z—matrices, las M—matrices
y las H-matrices, todas ellas ampliamente estudiadas por numerosos autores.

Empecemos definiendo la clase de las Z-matrices.

Definicion 1.46 (Z-matriz). Diremos que una matriz A = (a;j)1<ij<n €S
una Z-matriz si tiene elementos extradiagonales no positivos, es decir si
a;; < 0 para todo i # j.

Una de las subclases de las Z-matrices méas importantes la forman las
M-matrices.

Definicion 1.47 (M-matriz). Sea A una Z-matriz. Diremos que A es una
M-matriz si se puede expresar como A = sl — B, donde B> 0y s > p(B),
siendo p(B) el radio espectral de B.
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En realidad, son las M—matrices no singulares las que més protagonismo
tienen a lo largo de la literatura. A continuaciéon daremos un resultado
que contiene varias caracterizaciones de las M—matrices no singulares (véase
Teorema 2.5.3 de [59] o Teorema 2.3 del Capitulo 6 de [19]).

Teorema 1.48. Sea A wuna Z-matriz n X n. Entonces las siguientes
propiedades son equivalentes:

(i) A es una M-matriz no singular.
(ii) A~! es no negativa, A~' > 0.

(ii1) Todos los menores principales de A son positivos: det Ala] > 0 para
todo a € Qy, (es decir, A es P-matriz).

(iv) Todos los menores principales directores de A son positivos:
det A[1,...,k] > 0 para todo k € {1,...,n}.

(v) Todos los valores propios reales de A son positivos.

(vi) Eziste una matriz diagonal positiva D tal que AD es una matriz
estrictamente diagonal dominante.

(vii) A = LU, con L (U, respectivamente) una matriz triangular inferior
supertor, respectivamente) con elementos diagonales positivos.
g

En el Teorema 2.2 de |73] (véase también [68]) se estudi6 la relacion entre
las M—matrices y las matrices TP. De hecho, se demostré que la matriz inversa
de una M—matriz Jacobi es TP.

Teorema 1.49. Sea A una M-matriz n X n y no singular. Entonces A~ es
TP si y solo si A es Jacobi.

En el Capitulo 4 se estudiaran mas detenidamente las M—matrices. En
concreto se trabajard con M—matrices diagonal dominantes y se realizara un
estudio mas detallado de las mismas.

Las matrices Stieltjes son una subclase de las M—matrices que también
seran consideradas mas adelante.

Definicién 1.50 (Stieltjes). Diremos que A es una matriz Stieltjes si A es
una M-matriz sitmélrica y no singular.
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Para presentar la siguiente clase importante de matrices, necesitamos
definir la matriz de comparaciéon de una matriz dada.

Definicion 1.51 (Matriz de comparacion). Dada una matriz A =
(@ij)1<ij<n, definimos la matriz de comparaciéon de A como M(A) =
(mij)1<ij<n, donde

mg; ‘=

Por tultimo, definiremos otra clase de matrices que aparecerd en el
Capitulo 3.

Definiciéon 1.52. Dada una matriz A n xn, diremos que A es una H-matriz
si su matriz de comparacion M(A) es una M-matriz.

1.6. Alta precision relativa

En esta seccién presentaremos el concepto de la alta precision relativa
y mencionaremos algunas situaciones en las que se pueden tener algoritmos
con alta precisién relativa para ciertas clases de matrices.

Las tres fuentes principales de errores en la experimentacion numérica
son: errores de redondeo, datos imprecisos y errores de truncamiento. Estos
iltimos no tienen lugar en el contexto de este trabajo, por lo que no
entraremos en més detalles. Los errores de redondeo son una consecuencia
inevitable de trabajar en aritmética de precision finita. No obstante podremos
controlar dichos errores en muchas situaciones. Mediante el andlisis de
error backward, podremos reducir el problema de errores de redondeo a un
problema de datos imprecisos. En general, el error backward (o regresivo)
mide la perturbacién del problema inicial para la que se obtienen los
resultados computados como solucion exacta. En contraste, el error forward
(o progresivo), mide la distancia entre la solucion exacta y la computada. Los
errores backward y forward en un problema estan relacionados mediante el
condicionamiento del problema, es decir, la sensibilidad de la solucién ante
perturbaciones en los datos iniciales. Normalmente es muy dificil tratar de
acotar directamente el error forward y suele ser mas sencillo estudiar primero
cotas para el error backward. Recordemos la formula clasica que se obtiene
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Capitulo 1. Algunas clases de matrices y conceptos bésicos

tras un adecuado analisis de error y que permite reducir el analisis de error
forward a un anélisis de error backward:

error forward < error backward X numero de condicién.

El ntimero de condicion depende intrinsecamente del problema a tratar,
mientras que el error backward depende del método utilizado. En algebra
lineal numérica es habitual que el error backward dependa del llamado
factor de crecimiento. De manera informal, se puede definir el factor de
crecimiento asociado a un algoritmo como la variaciéon del tamano de los
datos intermedios que aparecen a lo largo del algoritmo respecto al tamano
de los datos iniciales.

Como ejemplo del condicionamiento en el problema de la resoluciéon de
sistemas lineales mencionemos el nimero de condicion de una matriz A:

ki(A) = (| AR AT, (1.18)

donde k € {1,2,00} v ||A||z denota la norma k de la matriz A como es
habitual. El nimero de condicion también se puede definir utilizando otras
normas, pero en este trabajo sélo usaremos las definidas aqui ya que son las
mas utilizadas a lo largo de la literatura. Diremos que una matriz esta bien
condicionada si su nimero de condicion es pequenio (proximo a cero). Por
el contrario, una matriz esta mal condicionada si su nimero de condicién es
grande.

Como hemos comentado anteriormente, para obtener cotas de error
forward de un algoritmo dependemos del condicionamiento del problema.
Sin embargo, hay una situacion en la que se puede evitar esta dependencia
y corresponde a los algoritmos con alta precision relativa. Un algoritmo se
puede llevar a cabo con alta precision relativa si el error forward (es decir, la
diferencia entre la solucion exacta y la computada) es del orden de la unidad
del error de redondeo (o precision de la maquina, normalmente denotado

por €).

En [35] (pagina 52) se muestra que la condicion suficiente para que un
algoritmo se pueda llevar a cabo con alta precision relativa es: que el algoritmo
solo utilice productos, cocientes y sumas de numeros del mismo signo. Es
decir, la tinica operacién que no se permite son las verdaderas restas. De
modo que, si conocemos con alta precision relativa los datos iniciales y el
algoritmo cumple estas condiciones, entonces podremos obtener con alta
precision relativa las salidas o resultados del algoritmo. Ademas con una
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aritmética de punto flotante bien implementada también se puede permitir
la resta de datos iniciales sin perder la alta precision relativa (véase pagina 53
de [35]).

En [35] se definen ademas las descomposiciones reveladoras del rango, un
concepto importante ligado a los algoritmos con alta precision relativa para
el calculo de valores singulares.

Definicion 1.53 (RRD). Sea A una matriz n x n. Diremos que A tiene una
descomposicion reveladora del rango, o que A tiene una RRD, si podemos
descomponer A = XDYT, donde X,Y son matrices bien condicionadas y D
es una matriz diagonal no singular.

De hecho, en [35] se demostréo que, si se conoce la descomposicion
reveladora del rango de una matriz con alta precisiéon relativa, entonces
se puede calcular con alta precision relativa su descomposicion en valores
singulares.

Notemos que, por supuesto, no todos los algoritmos pueden llevarse a
cabo con alta precision relativa. De hecho solo se tienen algoritmos con
alta precision relativa para obtener algunos resultados (valores singulares,
valores propios, resolucion de ciertos sistemas de ecuaciones lineales, matrices
inversas, etc.) de ciertas clases de matrices estructuradas; fundamentalmente
se trata de matrices relacionadas con las Jacobi, con las matrices TP o con
las M—matrices diagonal dominantes.

Un aspecto importante cuando se trata de algoritmos con alta precision
relativa son los parametros a tener en cuenta. Dependiendo de la clase de
matrices con la que se trabaje, serdn necesarios unos parametros u otros
para poder encontrar algoritmos con alta precision relativa.

En el caso de las matrices TP, Plamen Koev (véase [66] y [67]) obtuvo
algoritmos con alta precision relativa para calcular los valores singulares,
los valores propios, la matriz inversa y resolver ciertos sistemas de ecuaciones
lineales. Los parametros naturales asociados a estas matrices son las entradas
de la descomposicién bidiagonal de la matriz (véase Definicion 1.19).
Recordemos que esos parametros eran los multiplicadores y los pivotes
diagonales de la eliminaciéon de Neville.

En el caso de las M—matrices diagonal dominantes los parametros que
permiten obtener algoritmos con alta precision relativa son las entradas
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extradiagonales de la matriz y las sumas de filas o las sumas de columnas
(vease [1], [2] v [36]). Para esta clase de matrices, y con adecuadas estrategias
de pivotaje, se han obtenido utilizando estos parametros algoritmos con alta
precision relativa para calcular una descomposicion LDU, que es también una
descomposicion reveladora del rango (por tener L y U bien condicionadas).
En consecuencia, se tienen algoritmos con alta precision relativa para calcular
los valores singulares (véase [38], [82] v [93]).
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Capitulo 2

Matrices Jacobi Signo Regulares

En este capitulo se estudiaran las matrices Jacobi (o tridiagonales) signo
regulares (SR) y alguna extension de las mismas. En la Seccion 2.1 se
obtendra una formula para el determinante de las matrices Jacobi. Después,
en la Seccion 2.2 se presentardn algunos resultados sobre las matrices
Jacobi totalmente positivas (TP). A lo largo de la Seccion 2.3 se obtendran
resultados que clasifiquen a las matrices Jacobi SR en funcién de su signatura.
En la Seccion 2.4 se presentaran nuevas caracterizaciones de dichas matrices y
test para comprobar si una matriz Jacobi es SR. Més tarde, en la Secciéon 2.5,
probaremos que las matrices Jacobi estrictamente diagonal dominantes no
negativas son TP y caracterizaremos las matrices SR estrictamente diagonal
dominantes. En la Seccién 2.6 estudiaremos la signo regularidad de una clase
de matrices que generaliza a las matrices Jacobi: las matrices k—bandeadas.
Caracterizaremos las matrices signo regulares no singulares estrictamente k—
bandeadas. Finalmente, la Seccién 2.7 presenta las conclusiones principales
de este capitulo.

Parte del material presentado en este capitulo ha sido publicado en [12].

2.1. Una férmula para el determinante

En esta seccion presentaremos una féormula para el determinante de una
matriz Jacobi. Observemos que la expresion del determinante de una matriz
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desarrollado por una fila se reduce considerablemente al trabajar con matrices
Jacobi. Es decir, si A es una matriz Jacobi en general su determinante vendra
dado por det A = aj;det A]2,...,n] —agdet A[1,3,....,n | 2,...,n]. Y si
desarrollamos un poco mas esta ecuacion tenemos que

det A = a1 det A[2, Ce ,n] — 21412 det A[B, ce ,n]. (21)

El siguiente resultado generaliza la formula anterior. Antes de presentarlo
notemos que si « es el conjunto vacio, diremos que det A[a] = 1. Por ejemplo,
si A es una matriz n x n, se tiene que det A[1,0] =1y det Ajn+ 1,n] = 1.

Probemos ahora la siguiente expresion para calcular el determinante
de una matriz Jacobi. Dicha féormula aparece en la pagina 99 de [|84] sin
demostracion. En el siguiente resultado incluimos una demostracion.

Proposiciéon 2.1. Sea A una matrizn x n (n > 3) Jacobi, entonces
det A = det A[l,...,i]-det A[i+1,...,n] (2.2)
Q4 54+1 04414 det A[l, c. ,i — 1} - det A[Z + 2, c. 7TL]

parat=1,...,n—1.

Demostracion. Sii = 1 (i = n — 1, respectivamente), la formula se reduce
al caso trivial presentado en (2.1) (a un caso anélogo, desarrollando el
determinante por la tltima fila, respectivamente).

Para i € {2,...,n — 2}, probaremos el resultado por induccion sobre i.
Si ¢ = 2, entonces desarrollamos el determinante de A y, puesto que se trata
de una matriz Jacobi, tenemos que

det A = aj;det A[2,...,n] — ajza9; det A[3,. .., n]
= (111((122 det A[B, ... ,n] — aszazs det A[4, ... ,n]) — ajga91 det A[3, cee, n]
= (a11a22 — a12a21) det A[3, ... ,n] — aji1as3ass det A[4, - ,n]

= det A[1,2]-det A[3,...,n] — agzazz det A[1] - det A[4,...,n].

Luego la formula (2.2) es valida para ¢ = 2.

Supongamos que la ecuaciéon se verifica para ¢ = k — 1. Veamos que
entonces es cierta también para ¢ = k. Por hipotesis de induccion sabemos
que

det A = detA[l,...,k—1]-det A[k,...,n] (2.3)
—Qk—1,kOk k1 det A[l, ceey k — 2] - det A[k +1,... ,n].
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Desarrollando un poco mas det A[k, ..., n] tenemos que
det A[]C, . ,n] = Qkk det A[l{? + 1, e ,n] — Ok k+10k+1,k det A[/C -+ 2, Ce ,n],

y por lo tanto podemos escribir el producto det A[1, ..., k—1]det A[k, ..., n]
como

det A[1,...,k — lap det Ak +1,...,n]
—det A[1,.... k — lakp+1ap11 6 det Alk +2,...,n]. (2.4)

Luego, por (2.3) y (2.4), tenemos que

det A = (detA[l, c ,k‘ — 1]Clkk
—OQk—1,k0k k—1 det A[l, ce k — 2]) det A[l{? + 1, c. 771]
Ok k+10k+1,k det A[l, Ce k — 1] det A[k + 2, Ce ,TL].

Pero, teniendo en cuenta que A[l, ..., k| es Jacobi por serlo A y la definicion
del determinante de una matriz, se tiene que

detA[l, ey k] = Qkk det A[l, Cey k — 1] — Ok—1,k0k k—1 det A[l, Cey k — 2]

Por tanto, sustituyendo esto en la ecuaciéon anterior queda probada la
formula (2.2).

2.2. Matrices Jacobi TP

Recordemos que, como hemos visto en el capitulo anterior, una subclase
de las matrices SR son las matrices totalmente positivas, o matrices TP.

Puesto que en este capitulo se pretente estudiar y caracterizar a las
matrices Jacobi signo regulares, vamos a presentar en esta secciéon algunos
resultados concernientes a las matrices Jacobi TP.

El siguiente resultado forma parte del Teorema 2.3 de [9):

Proposicion 2.2. Sea A una matriz n x n Jacobi. Si A es no negativa y
det Ala] > 0 cuando d(a) = 0, entonces A es totalmente positiva.
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Pinkus, en la pagina 100 de [84], ofrece un resultado que usa menos
menores para la total positividad de las matrices Jacobi no negativas.

Teorema 2.3. Sea A una matriz Jacobi y no singular. Se tiene que A es TP
si y solo si A es no negativa y det A[1,... k] >0 para k=1,...,n.

A continuacion, recordamos un resultado (véase Lema 6 de [62]) que relaja
ain mas estas condiciones suficientes para la total positividad de una matriz
Jacobi. Este resultado se usara posteriormente.

Proposicién 2.4. Sea A = (a;j)1<; j<n una matriz Jacobi y no negativa. Si
det A[1,..., k| >0 parak=1,...,n—2,det A[l,...,n—1] >0y det A>0
entonces A es TP.

Veamos ahora un resultado auxiliar relacionado y que también se aplica
a matrices Jacobi no negativas.

Lema 2.5. Sea A = (a;j)1<ij<n (n > 3) una matriz Jacobi no negativa.
Si det A[1,...,k] > 0 para k = 1,...,n — 2 y detA > 0, entonces
det A[1,...,n—1] > 0.

Demostracion. Primero veamos que a,, # 0. Si a,, = 0, entonces,
aplicando la formula (2.2) para ¢ = n — 1, tenemos que detA =
—p—1n0pn-1det A1, ..., n — 2], donde a,_1,a,,—1 > 0y det A[L,...,n —
2] > 0 por hipotesis. Por tanto, det A < 0, lo que contradice la hipdtesis de
que A tiene determinante positivo. Luego a,, > 0.

Si ap—1n0n -1 =0, entonces (0 <)det A = ap, det A[1,...,n — 1]. Luego
det A[1,...,n—1] > 0.

St ap—1nGnn-1 7# 0, por (2.2) tenemos que det A = a,,, det A[1,...,n —
1] — ap-1nann-1det A[l,...,n — 2|, donde det A > 0, ap-11ann-1 > 0,
det A[1,...,n — 2] > 0 por hipdtesis y a,, > 0. Luego concluimos que
det A[1,...,n—1] > 0.

]

Como consecuencia del resultado anterior, veamos que el Teorema 2.3 se
puede mejorar usando n — 1 menores en lugar de n.
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Teorema 2.6. Sea A una matriznxn (n > 3) Jacobi y no negativa. Se tiene
que A es TP no singular si y solo sidet A[1,... . k] >0 parak=1,...,n—2
y det A > 0.

Demostracion. Si A es TP no singular sabemos, por la Proposicion 1.32,
que tiene sus menores principales positivos. En particular, seran positivos los
n — 1 menores del enunciado de este teorema.

Para demostrar el reciproco, utilizaremos el Lema 2.5 para probar que
det A[1,...,n—1] > 0. En consecuencia, tenemos una matriz Jacobi con todos
sus menores principales directores positivos. Por lo tanto, por el Teorema 2.3,
tenemos que A es TP no singular.

2.3. Clasificacion de las matrices Jacobi SR

En esta seccion probaremos que una matriz Jacobi, SR, no negativa y
no singular es una matriz TP,_1, por lo que s6lo hay dos tipos de estas
matrices en funcion de su signatura (dependiendo del signo del determinante).
Veamos antes que la hipotesis de no singularidad es necesaria. Consideremos
la siguiente matriz de tamano 3 x 3,

1
A=1]1
0

S =N
o O O

Se trata de una matriz Jacobi, SR, no negativa (y singular) y tiene un menor
de orden 2 negativo: det A[1,2] = —1 < 0, por lo que no puede ser TPs.

Para clasificar las matrices Jacobi SR, necesitaremos algunos resultados
auxiliares. El siguiente lema muestra una propiedad esta clase de matrices
que involucra al elemento (1,1).

Lema 2.7. Sea A = (aij)1<i,j<n (n > 3) una matriz Jacobi, SR y no singular.
Entonces a1 # 0.

Demostracion. Supongamos que a;; = 0. Entonces a5 # 0y a9 # 0, ya que
A es Jacobi y no singular. Asi tenemos que det A[1,2] = —aj2a9; < 0, ya que
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al ser A SR, todas sus entradas tienen el mismo signo. Sin embargo, también
se tiene que o bien a,,—1 # 0 o bien a,, # 0, luego, por el mismo motivo,
det A[2,n | 1,5] > 0 para j =n — 1 0 j = n. Lo cual contradice el hecho de
que A sea SR.

]

A continuaciéon estudiaremos el efecto de la eliminacién Gaussiana sobre
las matrices Jacobi SR no singulares.

Lema 2.8. Sea A = (aij)1<ij<n (n > 3) una matriz Jacobi, SR, no negativa
y no singular. Podemos llevar a cabo un paso de eliminacion Gaussiana
(véase (1.6)) y la matriz A®[2, ... n] serd también SR, no negativa y no
singular.

Demostracion. Por el Lema 2.7, se tiene que a;; # 0 y por lo tanto podemos
llevar a cabo un paso de eliminaciéon Gaussiana (sin cambiar filas) para
obtener la matriz A®) (véase (1.6)). Ahora, si ay = 0, entonces A®) = Ay
el resultado es obvio.

A partir de ahora, supongamos que as; # 0. Entonces se tiene para
cualquier £ <n—1eindices (2 <)i; <+ < ip(<n)y (2<)j; < -+ < (<
n) que

det A[1, i1, ..., ixl1, 1., k]

det AP [iy, ... iglgr. .., 5] = : (2.5)

ai
Y puesto que A es SR, concluimos que la matriz A®[2,... n] también es
SR. Claramente es también no singular por ser det A = a;; det A®[2,... n].

Por otro lado, como A es Jacobi, sabemos que as; = 0, pero por ser A
no singular (y no negativa), ha de existir j > 1 tal que az; > 0. Por tanto
det A[1, 3|1, j] = aq1as; > 0y asi, todos los menores de A de orden 2 son no

negativos. De esta forma, deducimos de (2.5) y del hecho de que a;; > 0 que
2)

para cualquier ¢, j > 1, a;;” > 0, quedando asi demostrado el resultado.

]

Observemos que si una matriz A = (a;;)1<ij<n €s Jacobi, SR, no negativa
y satisface que a;11; # 0 para todo ¢ = 1,...,n — 1, entonces se puede
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2.3. Clasificacion de las matrices Jacobi SR

comprobar rapidamente que A es TP,_;; basta tomar el determinante
de las submatrices que tienen estas entradas como elementos diagonales,
det A[2,...2 | 1,...,k—1]. De manera analoga, se deduce la misma conclusion
si los elementos a;;4+1 # 0 para todo 7 = 1,...,n — 1. Sin embargo, el caso
general requiere un estudio més profundo y mediante el siguiente resultado
se pueden clasificar las matrices Jacobi, SR, no singulares.

Teorema 2.9. Sea A = (a;j)1<ij<n (n > 2) una matriz Jacobi, no negativa
y no singular. Se tiene que A es SR si y solo si A es TP, _4.

Demostracion. Si A es TP, _1, es evidente que A es SR, ya que A es una
matriz n X n.

Supongamos ahora que la matriz A es SR, probaremos por induccion
sobre n que A es TP,,_1. Sin =2, A es TP,,_; por ser no negativa. Si n > 2,
supongamos que el resultado es valido para n — 1 y lo vamos a probar para
n.

Sabemos, por el Lema 2.8, que podemos llevar a cabo un paso de

eliminacion Gaussiana y la submatriz resultante A®)[2 ... n] sera SR, no
negativa y no singular. Y puesto que esta submatriz es también Jacobi,
tenemos, por la hipotesis de induccion, que A®[2,... n] es TP, 5. Por lo

tanto, podemos concluir que la matriz A® es TP,,_,.

Ademés tenemos que podemos escribir matricialmente el paso de
eliminacion Gaussiana como

A= LlA(Q), Ll — al ' ’

donde la matriz bidiagonal y no negativa L, es TP. Puesto que hemos
expresado A como producto de una matriz TP y de una TP,,_,, y utilizando
el Teorema 1.28, llegamos a la conclusion de que A también es TP, .

Ya s6lo nos queda encontrar un menor positivo de orden n—1 para probar
que A es TP,_;. Observemos la siguiente formula, que se deduce de (2.5):

det A[l,...,n—1] = ap det AP[2, ... n—1]. (2.6)
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Recordemos que, por el Lema 2.7, a;; > 0. También tenemos que,
por ser A®[2,...,n] TP, 5, det A®[2,...,n — 1] > 0. Ahora bien, si
det A®[2,...,n — 1] > 0 entonces det A[1,...,n — 1] > 0 (por (2.6)) y el
resultado estaria probado.

En cambio, si det A®[2,...,n — 1] = 0, como A® es Jacobi y n > 2,
podemos escribir por (2.2) det A®[2,... n| como
a@det A?[2, .. n—1] - aff)l?naff)%l det AP[2, ... .n—2]

= —Qp—1n0n -1 det A®) 2,...,n—2].

De nuevo por ser A®[2,... n] TP,_s, tenemos que det A2, ... n—2] > 0.
Pero ademas este menor no puede ser nulo porque A® (y, por tanto,
A2, ... n]) es no singular. Luego el menor es positivo y asi tenemos que
det A®1[2,... n] < 0. Por tanto det A = a;; det A®[2,...,n] <0, y de este
modo tenemos que

det A =ap,det A[1,...,n—1]—a,_1,det A[1,....,n—2,n|1,...,n—1] <O0.
(2.7)
Finalmente, y puesto que det A[1,...,n—1] = 0, podemos deducir, por (2.7),
que
det A[l,....n—2,n|1,...,n—1] > 0.

Y éste es el menor positivo de orden n — 1 que buscdbamos.

]

Dado que una matriz SR es o bien no negativa, o bien no positiva,
podemos deducir el siguiente resultado:

Corolario 2.10. Sea A una matrizn x n (n > 2) Jacobi y no singular. Se
tiene que A es SR si y solo si A es TP,_1 0 —A es TP,_1.

Como consecuencia del resultado anterior, en la siguiente nota
clasificamos por su signatura todas las matrices Jacobi SR no singulares.

Nota 2.11. En definitiva, las matrices Jacobi SR no singulares solo pueden
tener una de estas 4 signaturas: (1,...,1), (1,...,1,—-1), (=1,1,...,(=1)")
o, por ultimo, (—=1,1,...,(=1)""t (=1)""Y). Dada una matriz Jacobi, SR,
no singular y no negativa (consideraremos su opuesta si es no positiva),
unicamente hay que caracterizar los dos posibles casos: las matrices TP y
las de signatura € = (1,...,1,—1) (es decir, las matrices que tienen todos
sus menores no negativos y su determinante es negativo).
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En [62], puede verse un estudio con mas resultados sobre matrices SR con
la signatura (1,...,1,—1).

El siguiente resultado es consecuencia del Teorema 2.9. Satisface las
hipotesis de la Proposicion 2.4 pero cambia det A[1,...,n — 1] > 0 por la
condicion det A[1,...,n—1] = 0, cambia det A > 0 por la no singularidad de
A y anade la hipétesis de signo regularidad. Y asi, la conclusion es distinta
a la de la Proposicion 2.4. Observemos, ademas, que este corolario se aplica
a matrices no negativas (ya que, por hipotesis, se trata de matrices SR con
ay; > O)

Corolario 2.12. Sea A una matrizn xn (n > 2) Jacobi, SR y no singular.
Sidet A[l,..., k] >0parak =1,...,n—2ydet A[l,...,n—1] = 0, entonces
A tiene signatura (1,...,1,—1).

Demostracion. Por el Teorema 2.9, tenemos que o bien A es TP o bien tiene
signatura (1,...,1,—1). Teniendo en cuenta que det A[l,...,n — 1] = 0
tenemos, por la Proposicién 1.32, que A no puede ser TP, por lo que ha
de tener signatura (1,...,1,—1).

]

Recordemos que una matriz es totalmente negativa si tiene todos sus
menores no positivos (véase [21|, |22], |23], [24], [29]. [43], [60], [80]). Para
finalizar la seccion, haremos una observacion consecuencia del Teorema 2.9
sobre la total negatividad de las matrices SR y presentaremos otra clase de
matrices: las Jacobi reversas.

Nota 2.13. Una matrizn x n (n > 3) SR, Jacobi y no singular no puede
ser totalmente negativa.

Definicion 2.14 (Jacobi reversa). Sea A = (a;j)1<ij<n Una matriz n X n
que verifica que los elementos fuera de la diagonal secundaria (a;,—;41 para
i = 1,...,n), la subdiagonal secundaria (a;n—iv2 para i = 2,....,n) y la
superdmgonal secundaria (a;,—; parai=1,...,n—1) son nulos. En ese caso
diremos que A es una matriz Jacobi reversa.

Dada una matriz no negativa no singular A de este tipo, de nuevo existen
s6lo dos posibles signaturas dependiendo del signo del determinante de A, tal
y como asegura el siguiente resultado. Pero antes recordemos que dado un
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Capitulo 2. Matrices Jacobi Signo Regulares

namero real x, denotaremos por |z] al mayor ntimero entero menor o igual
que .

Corolario 2.15. Sea A una matriz n x n Jacobi reversa, no negativa
y no singular. Si A es SR con signatura € = (&;)1<i<n entonces, para
i=1,...,n—1, |

g = (1), (2.8)

Demostracion. Consideremos la matriz

r=| . | (2.9)
1

Observemos que P es SR y su signatura viene dada por la expresion (2.8)
pero extendida parai=1,...,n.

Ahora tenemos, por el Teorema 1.28, que AP es SR. Ademas, AP
es no singular, no negativa (por serlo A y P) y Jacobi. Luego, por el
Teorema 2.9, tenemos que AP es T P,_;. Pero notemos que P~ = P, por lo
que (AP)P = A. Es decir, por el Teorema 1.28, A es signo regular y con las
n — 1 primeras componentes de su signatura dadas por (2.8). Notemos que
el determinante de A puede ser positivo o negativo.

2.4. Caracterizaciones y test

En esta seccion se utilizard la clasificacion de las matrices Jacobi SR no
singulares de la seccién anterior para caracterizar dichas matrices. Ademas
incluiremos test para reconocerlas.

El siguiente teorema ofrece una caracterizacion de las matrices Jacobi SR
no singulares, en términos de pivotes de la eliminacion Gaussiana. A partir
de este resultado, se podra desarrollar un test de bajo coste computacional
para comprobar si una matriz Jacobi no singular es SR.

Teorema 2.16. Sea A una matrizn X n (n > 3) Jacobi, no negativa y no
singular. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
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(i) A es SR.
(ii) Las submatrices A[1, ..., n—1] y A[2,...,n] son TPy tanto A[1,... ,n—
2] como A[2,...,n — 1] son no singulares.
(15i) Si p1,...,pn_1 son los primeros m — 1 pivotes de la eliminacion
Gaussiana de A y q,...,qn—1 son los pivotes de la eliminacion
Gaussiana de A[2,...,n], entonces

pl)"'apn—2>07 CI17~--7Qn—2>O Y pn—lvqn—lzo

Demostracion. (i) = (it). Como A es Jacobi y SR sabemos, por el

Teorema 2.9, que A es TP,,_;. Por lo tanto, las submatrices A[l,...,n — 1]
y A[2,...,n] son TP. Veamos ahora que las submatrices A[l,...,n —2] y
A[2,...,n—1] son no singulares. Si det A > 0 entonces A es TP y no singular

y entonces, por la Proposicién 1.32, sus menores principales son positivos
(en particular nuestras dos submatrices son no singulares). En cambio si
det A < 0, observemos que podemos escribir

det A = app,det A[L,...,n — 1] — ap_1nann-1det A[1,...,n —2].

Y como a,, > 0ydet A[l,...,n—1] > 0, deducimos que det A[1,..., n—2| >
0. Ademés, como

0<detA[l,....n—2] =apdet A[2,...,n —2] —ay2a2;1det A[3,...,n — 2],

podemos decir que det A[2,...,n—2] > 0. Y puesto que 0 < det A[2,...,n] =
apndet A[2,...,n — 1] — ap_1pann-1det A[2,...,n — 2], concluimos que
det A[2,...,n—1] > 0.

(i7) = (i). Como A es no singular sabemos, por el Teorema 1.26, que
para demostrar que A es SR basta con comprobar que e, det Al | 5] > 0
parak=1,....ny a,f € Qgn, con d(f) = 0. Puesto que nuestra matriz A
es cuadrada, es suficiente con comprobarlo para todo k£ <n — 1.

Sia,B C{l,...,n—1}, entonces det Al | B] > 0 por la total positividad
de la matriz A[l,...,n —1].

Si ay = n # [y, entonces det Ala | f] = angp, det Alag, ..., a1 |
Bis ..., Br—1] (recordemos que a,; = 0 paratodo j € {f1, ..., Br_1}). Ademaés,

como A[l,...,n — 1] es TP y los conjuntos {ay,...,ax_1} C {1,...,n —
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1}y {61, Bk1} € {1,...,n — 2}, tenemos que det A[ay,...,ap 1 |
b1, -, Bk_1] > 0. Por tanto det Ao | 5] > 0.

Si ap # n = [, este caso es andlogo al anterior, asi tendremos
det Ala | B] = aayndet Alou, ... a1 | b1, ..., Br—1] > 0.

Si o = B, = n, observemos que /1 > 1, yaque d(5) =0y 8 € Qkn, con
k <n — 1. De modo que tenemos dos subcasos:

Si ag > 1, entonces det A[a | 8] > 0 puesto que A[2,...,n| es TP. Y si
a1 = 1 entonces el caso es similar al caso o = n # [ visto anteriormente.

(i1) = (i7i). Como A[l,...,n — 2] es TP y no singular sabemos, por
la Proposicion 1.32, que todos sus menores principales son positivos. Asi,
por (1.7), tenemos que todos los pivotes py, . .., p,_o son positivos. De manera
analoga se prueba que todos los pivotes qi, ..., ¢,_2 también son positivos.
Ahora, como 0 < det A[1,...,n—1] y 0 < det A[1,...,n — 2], deducimos de
nuevo por (1.7) que p,_; > 0. De manera similar se prueba que ¢, 1 > 0.

(13i) = (ii). El hecho de que los pivotes pi,...,p,_2 sean positivos
implica, por (1.7), que det A[1,...,k] > O para 1 < k < n — 2, y como
Pn—1 > 0 deducimos de nuevo por (1.7) que det A[1,...,n — 1] > 0. Luego,
por la Proposicion 2.4, tenemos que la matriz A[l,...,n — 1] es TP. De
manera analoga, la positividad de los pivotes ¢, ..., ¢,_2 ¥ la no negatividad
de ¢,—1 implican que la matriz A[2,...,n| es TP. Por supuesto, las matrices
All,...,n—2]y A[2,...,n— 1] son no singulares, ya que hemos demostrado
que tienen determinante positivo.

Observemos dos hechos relacionados con este ultimo teoremas:

= Mientras que en el caso de las matrices TP basta con comprobar los
menores principales directores, para las matrices SR con signatura
(1,...,1,—1) es necesario estudiar también la submatriz A[2,...,n]
(condiciones (i) del teorema anterior). Un ejemplo que ilustra la
necesidad de esta hipo6tesis lo proporciona la matriz

1 20
A=1|1 3 4
0 21
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Esta matriz verifica det A[1] = 1 > 0, det A[1,2] =1 > 0y det A =
—7 < 0. Pero sin embargo no es SR ya que det A[2,3] = —5 es un
menor de orden 2 que es negativo.

» Los menores det A[2,...,n]y det A[1,...,n — 1] pueden ser nulos (tal
y como recogen las condiciones (ii) del Teorema 2.16) en el caso de
que la matriz Jacobi no negativa sea SR no singular con signatura
(1,...,1,—1). Ejemplos de estas situaciones son, respectivamente, las
siguientes matrices

120 330
B=1|133|, c=[3 31
03 3 02 1

El siguiente resultado recoge una propiedad de las matrices Jacobi SR
con signatura (1,...,1,—1) (véase Teorema 3 de [30]) que permitira reducir
la complejidad del test que presentamos.

Teorema 2.17. Sea A = (a;j)1<ij<n unae matriz SR con signatura
(1,...,1,—1) y no singular. Entonces a;; # 0 para |i — j| < 2.

Observemos que, por el teorema anterior, una matriz Jacobi con una
entrada nula en la subdiagonal o en la superdiagonal no podra ser SR con
signatura (1,...,1,—1). Podemos utilizar este hecho para reducir el nimero
de operaciones a realizar para comprobar si una matriz Jacobi es SR.

A continuacion presentamos un test basado en las condiciones (iii) del
Teorema 2.16, pero que también utiliza algunos de los resultados vistos
anteriormente. Concretamente, la Proposicion 2.4, el Corolario 2.10, el
Corolario 2.12 y el Teorema 2.17.

Veamos ahora que el coste computacional de este test es muy bajo: tan
s6lo O(n) operaciones elementales. En el test, en el peor de los casos se lleva
a cabo eliminacion Gaussiana a dos matrices Jacobi de érdenes n y n — 1
(A[l,...,n—1] y A[2,...,n], respectivamente). Puesto que las matrices son
Jacobi, en cada paso de la eliminacion Gaussiana solo es necesario calcular

el pivote
(i—1)

(i-1) (i-1) -1 Qii—1
Pi =Gy @iy T Qi T Gl
i—1,i—1 Pi-1

lo que conlleva tres operaciones elementales (1 producto, 1 division y 1 resta).
Notemos que p; = aq; y que también se utiliza el pivote p,. El calculo de
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Algoritmo 1 Verifica si una matriz A > 0 Jacobi no singular es SR

Entradas: A = (a;;)1<ij<n > 0
1: fori=1,...,n—2do

p; = i—€ésimo pivote de A

if p; <0 then

2:

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:

N

A no es SR.

end if
end for
Pn—1 = (n — 1)—ésimo pivote de A
if p,_1 <0 then

A no es SR.

else

Pn = n—€simo pivote
if ((pn_1 > 0) and (p, > 0)) then

Aes TP.
else
fori=2,...,ndo
if ((a;;—1 =0) or (a;—1; =0)) then
A no es SR.
end if
end for
fori=1,....n—2do
¢; = i—ésimo pivote de A[2,...,n]
if ¢; <0 then
A no es SR.
end if
end for

Gn—1 = (n — 1)—-ésimo pivote de A[2,...,n]
if ¢,_1 < 0 then

A no es SR.
else

A es SR con signatura (1,...,1,—1).
end if

end if

end if
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los pivotes q1,...,q,—1 tiene un coste computacional similar. Por lo tanto,
tenemos que el coste computacional total del test es de 2n — 3 productos,
otras tantas divisiones y el mismo ntmero de restas. Para terminar, cabe
resaltar que utilizar este test para comprobar si una matriz es SR es un
método estable porque estamos aplicando eliminacién Gaussiana sobre dos
matrices TP (véase [32]).

Observemos que en el anterior test la no singularidad de la matriz era
una hipotesis. Presentamos a continuaciéon una ligera variante del test que
no precisa de esa hipotesis y se puede aplicar a cualquier matriz Jacobi no
negativa para estudiar si es SR no singular. El test finalizara si se detecta
que la matriz no cumple alguna de estas dos propiedades.

Notemos que en la linea 17 del Algoritmo 2 anterior hay dos posibles
casos: el primero p,_1 = 0, p, > 0 no puede darse (véase el Lema 2.5), y la
otra posibilidad p,_1 > 0, p, < 0 podria corresponder a una matriz SR no
singular con signatura (1,...,1,—1) y por eso contintia el algoritmo.

Nota 2.18. Recordemos que en los resultados de esta seccion se ha trabajado
con matrices Jacobi no negativas. Pero estos mismos resultados pueden
aplicarse a otros tipos de matrices como matrices Jacobi no positivas, Jacobi
reversas no negativas y Jacobi reversas no positivas. Dada una matriz A
Jacobi no positiva, podremos aplicar estos teoremas a su matriz opuesta
—A, que es Jacobi no negativa. Si se tiene una matriz A que sea Jacobi
reversa, aplicaremos los resultados a la matriz AP (que es Jacobi) donde
P = (pij)1<ij<n €s la matriz que tiene 1 en su diagonal secundaria y 0 en el
resto de sus entradas (véase (2.9)).

A continaciéon presentamos a modo de ejemplo algunas matrices que
ilustraran el funcionamiento del Algoritmo 2.

= Aplicaremos el test a la siguiente matriz:

5 7
0 3
A= 1 1
2

Q0 =~ +—

Observemos que los 2 primeros pivotes de A, p; = 5y po = 3, son
positivos. Calculamos p; = 13—1 y Py = —%. Como ps < 0 la matriz A
no puede ser TP. A continuacién comprobamos si los elementos de la
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Algoritmo 2 Verifica si una matriz A > 0 Jacobi es SR no singular

Entradas: A = (aij)lgmgn Z 0
1: for:=1,...,n—2do

2:

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:
34:
35:
36:
37:

Pi = i

if p; <

ésimo pivote de A
0 then

A no es SR no singular.

end if
end for

Pn—1 = (7’L

— 1)—ésimo pivote de A

if p,_1 <0 then
A no es SR no singular.

else

Pn = N—€simo pivote
if (p, =0) then
A es singular.

else

if ((pn—1 > 0) and (p,, > 0)) then

A es TP no singular.

else

fori=2,...,ndo
if ((CLZ'7,L',1 = 0) or (aifl,i = O)) then
A no es SR no singular.

end if
end for
fori=1,...,n—2do
q; = i—ésimo pivote de A[2,...,n]

if ¢; <0 then
A no es SR no singular.

end if
end for
Gn—1 = (n — 1)-ésimo pivote de A[2,...,n]
if Gn—1 < 0 then

A no es SR no singular.
else

A es SR no singular con signatura (1,...,1,—1).
end if

end if

end if
end if
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2.4.

Caracterizaciones y test

subdiagonal y los de la superdiagonal son no nulos, pero como as; = 0
concluimos que A no es SR no singular sin necesidad de calcular los
pivotes de la submatriz A[2,3,4]. Notemos que en este caso el menor
det A[2,3,4] = —2 < 0 hace que no se cumplan las condiciones (ii) del
Teorema 2.16. Mencionemos finalmente que esta matriz es no singular
y no es SR.

Consideremos ahora la siguiente matriz:

-5 -7
0 -3 -1
B = -1 -4 -1

-1 =2

Como B es no positiva, aplicaremos el test a la matriz —B. Puesto que
la submatriz principal (—B)[1, 2, 3] coincide con la del ejemplo anterior
A[l1,2,3], los 3 primeros pivotes son los mismos, p; = 5, ps = 3y
p3 = % (son positivos). Ademas, el ultimo pivote de la matriz también
es positivo py = }—?. Recordemos que este hecho es equivalente a que
los menores principales directores de la matriz sean positivos. Luego la
matriz —B es TP no singular. Por lo tanto, nuestra matriz B es SR

no singular con signatura (—1,1,—1,1).

Por dltimo, tenemos la matriz

— N
— Ot O
N W
— =

Una vez méas tenemos que los 2 primeros pivotes de nuestra matriz son
positivos, p;1 = 2y ps = % El siguiente pivote también es positivo,
p3 = 1. Sin embargo ps = —1 y por lo tanto C tiene determinante
negativo, por lo que no puede ser TP. Como los elementos de la
subdiagonal y los de la superdiagonal son no nulos, hemos de calcular
los pivotes de la submatriz C[2,3,4]: ¢ = 5, g = 134 y Q3 = % Como son
todos positivos concluimos que C' es SR no singular con signatura
(1,1,1,-1).
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2.5. Matrices Jacobi diagonal dominantes

En esta seccion se pretende estudiar la propiedad de dominancia diagonal
estricta (véase Definicion 1.7) en las matrices Jacobi no negativas.

El siguiente resultado corresponde (suprimiendo el apartado (iii)) al
Teorema 6.1.10 de [58] y en él esté incluido (en el apartado (7)) el conocido
Teorema de Levy-Desplanques.

Teorema 2.19. Sea A wuna matriz estrictamente diagonal dominante.
Entonces:

(i) A es invertible.

(1i) Ademds, si todos los elementos de la diagonal principal de A son
positivos, entonces todos los wvalores propios de A tienen parte real
positiva.

Observemos que dada una matriz estrictamente diagonal dominante con
elementos diagonales positivos, podemos asegurar que su determinante sera
positivo, ya que el determinante de una matriz es igual al producto de sus
valores propios y dicho producto seré positivo por el apartado (i7) del teorema
anterior. Por tanto podemos deducir el siguiente corolario del resultado
anterior.

Corolario 2.20. Sea A una matriz estrictamente diagonal dominante con
todos los elementos diagonales positivos. Entonces det A > 0.

El siguiente teorema cumple con el objetivo de esta seccion: estudiar la
dominancia diagonal estricta en las matrices Jacobi no negativas. De hecho,
concluiremos que estas matrices son TP.

Teorema 2.21. Sea A = (a;j)i1<ij<n una matriz Jacobi estrictamente
diagonal dominante y no negativa. Entonces A es TP.

Demostracion. Como A es no negativa y estrictamente diagonal dominante,
sus elementos diagonales han de ser positivos (a; > 0 para todo i < n).
Por tanto, por el Corolario 2.20, podemos asegurar que su determinante es
positivo.
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Por otro lado, cualquier submatriz principal de A serd no negativa y
estrictamente diagonal dominante por serlo A. Luego podemos aplicar el
razonamiento anterior para deducir que cualquier menor principal de A es
positivo. Finalmente, utilizaremos la Proposiciéon 2.2 para concluir que A es
TP.

]

Observemos que del Corolario 2.20 se deduce que una matriz A SR
estrictamente diagonal dominante no negativa es una P-matriz y, por tanto,
TP. Si A es no positiva, aplicamos el mismo resultado a —A y deducimos
que A es opuesta de TP. En conclusién, se tiene el siguiente resultado que
caracteriza las matrices SR estrictamente diagonal dominantes.

Teorema 2.22. Sea A una matriz estrictamente diagonal dominante. Se
tiene que A es SR si y sdlo si A es TP u opuesta de TP.

2.6. Matrices SR estrictamente k—bandeadas

Comenzaremos esta seccion con una definicibon que motivard una
extension de las matrices Jacobi que vamos a estudiar en este apartado.

Definicion 2.23. Decimos que una matriz A = (a;;)1<i j<n €S estrictamente
Jacobi si a;; =0 cuando |i — j| > 1 y ademds a;; # 0 cuando |i — j| = 1.

En el Teorema 2.31 de esta seccion veremos que una matriz Jacobi SR o
bien es TP u opuesta de TP o bien estrictamente Jacobi. En esta seccion
analizaremos la extension del concepto de matriz SR estricta Jacobi al
concepto de matriz SR estricta k—bandeada, caracterizando de varias formas
dichas matrices.

Empezaremos recordando un resultado (véase Teorema 3.3 de [30])
que extiende el Teorema 2.17 para matrices con signatura (1,...,1,—1) a
matrices con otras signaturas. Pero antes veamos algunos casos (a), (b) y
(c) excluidos en el siguiente resultado y que corresponden, respectivamente,
a los casos en los que —A, PA o —PA son matrices TP (recordemos que
presentamos P en (2.9)). Dada ¢ = (&;)1<i<n, la signatura de una matriz
n X n SR, consideremos los siguientes casos:
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(a) g; = (—1)" para todo i < n.
(b) & = (—1)2) para todo i < n.
(¢) & = (=12 para todo i < n.

Proposicion 2.24. Sea A = (a;j)1<ij<n una matriz SR no singular con
signatura € = (&;)1<i<n que no corresponde a ninguno de los casos (a) — (c).
St existe un numero entero positivo k con 2 < k < n tal que ¢, = +1 para
todo i <k y e, = —1, entonces a;; # 0 cuando |i — j| <n—k+ 1.

A continuacién presentaremos dos nuevas clases de matrices: las matrices
k—bandeadas y las estrictamente k—bandeadas. Las matrices SR k—bandeadas
han sido estudiadas en [61] y aqui profundizaremos en el estudio de las
estrictamente k-bandeadas.

Definicion 2.25 (Matriz k-bandeada). Dada una matriz A = (a;;)1<ij<n,
consideremos un entero k < n. Diremos que A es una matriz k—bandeada si
a;; = 0 cuando |i — j| > k. Si ademds a;; # 0 cuando |i — j| = k, entonces
diremos que A es una matriz estrictamente k—bandeada.

Nota 2.26. Observemos que las matrices (estrictamente) 0-bandeadas son
matrices (estrictamente) diagonales, las (estrictamente) 1-bandeadas son
(estrictamente) Jacobi o tridiagonales y a las matrices (estrictamente) -
bandeadas también se les llama (estrictamente) pentadiagonales.

En esta seccion también estudiaremos las matrices reversas de las k—
bandeadas, por ello presentamos la siguiente definicion.

Definicion 2.27 (Anti-k-bandeada). Dada una matriz A = (ai;)1<ij<n,
consideremos un entero k < mn. Diremos que A es una matriz anti—k—
bandeada si a;; = 0 cuando i +j < n —k+ 1 y cuando i +j > n + k.
Si ademds a;; # 0 cuando i +j =n—k+1 y cuando i +j = n+k, entonces
diremos que A es una matriz estrictamente anti—-k—bandeada.

Nota 2.28. Observemos que si A es una matriz (estrictamente) k—bandeada,

entonces las matrices AP y PA son (estrictamente) anti-k—bandeadas.

El siguiente resultado caracteriza las matrices SR estrictamente k-
bandeadas en términos de sus entradas no nulas.
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Teorema 2.29. Sea A = (a;;)1<ij<n una matriz SR no singular y sea k un
entero tal que k < n. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) A es estrictamente k—-bandeada.

(it) a;; # 0 si y solo si |i — j| < k.

Demostracion. (i) = (ii). Como A es estrictamente k—bandeada, podemos
tomar un indice i € {k+1,...,n— 1} de manera que a;;_ ¥ Gi+1,i—k+1 Sean
no nulas y a;11,-,x = 0. Asi, el menor det Ali,i +1 | i —k,i —k+ 1] =
@i i—kQi+1i—k+1 €S estrictamente positivo y como A es SR por hipoétesis,
concluimos que g9 = 1.

Supongamos ahora que a;; = 0 para unos 4,j tales que |i — j| < k.
Entonces podemos aplicar el Lema de las sombras (véase Lema 1.40 del
Capitulo 1) y tendremos que A cumple una de las condiciones 1 — 4 de
ese lema. Notemos que, como A es no singular, no puede tener columnas ni
filas de ceros, por lo tanto A no cumple ni la condicién 1 ni la condicion 2. Si
A cumpliese la condicion 3, entonces tendriamos que ay; = 0 para todo h > ¢
y I < 7, en particular tendrfamos que a;;_;, = 0, pero esto contradice el hecho
de que A sea estrictamente k—bandeada. Analogamente podemos comprobar
que A no cumple la condicién 4. Por lo tanto, concluimos que a;; # 0 para
cualesquiera i, j que satisfacen |i — j| < k.

(i7) = (i). Esta implicacion es trivial considerando la Definicion 2.25.

]

El siguiente teorema muestra la relaciéon entre las matrices estrictamente
k-bandeadas y la total positivdad.

Teorema 2.30. Sea A una matriz nxn k—-bandeada, no singular, no negativa
y SR con signatura € = (€i)1<i<n Y En—kt1 = —1. Se tiene que A es
estrictamente k—bandeada st y solo si A es TP, _y.

Demostracion. Para demostrar la implicaciéon directa basta considerar los
menores det A[k + 1,...,0 | 1,...,0 — k] = ar+110k122---a—r > 0 para
I = k+1,...,n. De esta forma, tenemos menores positivos de ordenes 1
hasta n — k y por lo tanto, podemos decir que A es TP,_;.
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Para demostrar que A es estrictamente k—bandeada, recordemos primero
que €; = 1 parai <n—k por ser A TP, y que €,,_p.1 = —1 por hipdtesis.
Por tanto, podemos aplicar la Proposicion 2.24 y concluir que a;; # 0 cuando
li — 7| < k. Luego, por el Teorema 2.29, tenemos que A es estrictamente k—
bandeada.

El proximo resultado completa la clasificacion de las matrices Jacobi
SR no singulares obtenida por el Teorema 2.9 y muestra que sélo hay los
siguientes casos: 0 bien A 0 —A son TP o bien A es estrictamente Jacobi.

Teorema 2.31. Sea A una matriz n X n Jacobi no singular. Se tiene que
A es SR si y solo si o bien A 0o —A son TP o bien A es SR estrictamente
Jacobi.

Demostracion. Como hemos visto en el Teorema 2.9, s6lo hay dos posibles
signaturas para una matriz Jacobi SR no negativa y no singular: (1,...,1)
(caso TP) o (1,...,1,—1). Puesto que una matriz SR es no negativa u
opuesta a una matriz no negativa, si tenemos que A es Jacobi SR no
singular, entonces o bien A es TP o tiene signatura (1,...,1,—1) o bien A es
opuesta a una matriz con una de esas signaturas. Como la matriz opuesta a
una matriz estrictamente Jacobi es también estrictamente Jacobi, s6lo falta
demostrar que A es estrictamente Jacobi cuando A es no negativa y tiene
signatura (1,...,1,—1). Puesto que en ese caso &, = —1, podemos utilizar
la Proposicion 2.24 (para k = n) y el Teorema 2.29 para concluir que A es
estrictamente Jacobi.

La otra implicacion se cumple trivialmente.

Consideremos ahora las matrices pentadiagonales SR. A partir del
Teorema 2.30 podemos derivar el siguiente corolario.

Corolario 2.32. Sea A una matriz n X n pentadiagonal, no singular, no

negativa y SR con signatura € = (€;)1<i<n Y En—1 = —1. Se tiene que A es
estrictamente pentadiagonal si y sélo si A es TP,,_».
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También podemos extender el Teorema 2.30 a las matrices anti—k—
bandeadas, tal y como muestra el siguiente resultado.

Teorema 2.33. Sea A una matriz n X n anti-k—bandeada, no singular, no
negativa y SR con signatura € = (&;)1<i<n Y En—kt1 = (—l)Ln_TkHHl. Se
tiene que A es estrictamente anti-k—bandeada si y solo si A tiene signatura
g; = (=)L) para todo i <n —k.

Demostracion. Consideremos la matriz P presentada en (2.9). Recordemos
que P es una matriz SR con signatura ¢ = (£;)1<;<, que viene dada por

~

& = (—1)2) paratodoi=1,... n.

Ahora, por el Teorema 1.28 (del Capitulo 1), tenemos que la matriz AP
es SR y que la entrada (n — k 4 1)—¢ésima de su signatura es €, 4 1€,_gr1 =
(—1)2L717Tk+1H1 = —1. Ademas, AP es no singular, no negativa y k—bandeada.
Por lo tanto, por el Teorema 2.30, tenemos que AP es estrictamente k—
bandeada si y solo si AP es TP,_;. Notemos que P~! = P y entonces
(AP)P = A. Observemos que si AP es TP,,_j, tenemos, por el Teorema 1.28,
que A tiene signatura ; = (—1)l2J para todo i < n— k. Por tltimo, podemos
concluir que A es estrictamente k-bandeada si y solo si A tiene signatura
g; = (—1)L2) para todo i <n — k.

2.7. Conclusiones

Algunos de los resultados de este capitulo han sido publicados en [12].

Presentamos ahora los objetivos mas significativos alcanzados en este
capitulo:

= Presentacion y demostracion de una formula para el determinante de

las matrices Jacobi.

= Condiciones suficientes para que una matriz Jacobi n x n sea TP no
singular usando n — 1 menores.
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02

Clasificacion de las matrices n x n Jacobi SR no singulares. Posibles
signaturas: (1,...,1) (matriz TP), (1,...,1,-1), (—1,1,...,(=1)™)
(opuesta de TP) y (=1,1,...,(=1)""1 (=1)"71).

Caracterizacion de las matrices Jacobi SR no singulares.

Test de bajo coste computacional (O(n) operaciones elementales) para
determinar si una matriz n X n Jacobi no singular es SR.

Test similar para determinar si una matriz n x n Jacobi es SR no
singular.

Relacion de las matrices Jacobi estrictamente diagonal dominantes con
la total positividad.

Caracterizacion de las matrices n X n SR estrictamente
diagonal dominantes. Posibles signaturas: (1,...,1) (matriz TP) y
(—1,1,...,(=1)") (opuesta de TP).

Caracterizaciones de las matrices SR estrictamente k—bandeadas.



Capitulo 3

Matrices con Descomposicion
Bidiagonal

En este capitulo se presentard una nueva clase de matrices con
descomposicion bidiagonal con signo. A estas matrices las denominaremos
matrices SBD (de “signed bidiagonal decomposition”) y seran definidas y
caracterizadas en la Seccion 3.1. En esa misma seccion veremos calculos que
se pueden realizar con alta precision relativa con estas matrices. Después,
en la Seccidon 3.2, estudiaremos mas a fondo la nueva clase de matrices,
demostrando propiedades teodricas de las mismas. En la Secciéon 3.3 nos
centraremos en las matrices SBD que también son Jacobi. A lo largo de
la Seccion 3.4 se extenderdn desigualdades relacionadas con el minimo
valor propio, el complemento de Schur y el producto de Hadamard a
clases de matrices mas amplias que las TP, incluyendo las SBD. En la
Seccion 3.5 se demostrara la estabilidad backward que tiene la eliminaciéon
Gaussiana sin realizar pivotaje en las matrices SBD. Méas tarde, en la
Seccion 3.6 se estudiard la relacion entre los algoritmos de corte de
esquinas (de importancia en Disefio Geométrico Asistido por Ordenador),
las descomposiciones bidiagonales de matrices y la alta precision relativa.
Finalmente, en la Secciéon 3.7 se presentaran las conclusiones principales de
este capitulo.

Parte del material presentado en este capitulo ha sido publicado o
aceptado para su publicacion en [11], [14], [15] y en [17].
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3.1. Caracterizaciones y calculos precisos

Algunas clases de matrices son muy importantes en diversas aplicaciones.
Por ejemplo, las matrices TP no singulares juegan un papel crucial en teoria
de aproximacion, Disefio Geométrico Asistido por Ordenador o estadistica
(véase [9], [78], [84]); las M—matrices tridiagonales y, en general, las matrices
cuyas inversas son totalmente positivas aparecen en la discretizacion de
ecuaciones en derivadas parciales (véase [72]). Entre esta seccion y la siguiente
veremos que todas estas clases de matrices pertenecen a una clase de P—
matrices signo simétricas (véase Definicion 1.16 y Definicion 1.9) con una
descomposicion bidiagonal que llamaremos matrices con descomposicion
bidiagonal con signo.

La nueva clase de matrices serd presentada en la Subseccion 3.1.1.
En la Subseccion 3.1.2 veremos varias caracterizaciones de las matrices
con descomposicion bidiagonal con signo. Respecto a las matrices TP no
singulares, si suponemos que conocemos con alta precision relativa las
entradas de los factores bidiagonales de su descomposicion bidiagonal (véase
la Definicion 1.19), entonces se pueden aplicar algoritmos con alta precision
relativa (véase [66], [67]). En la Subseccion 3.1.3 veremos que, con la misma
suposicion, podemos utilizar esos algoritmos para calcular con alta precision
relativa los valores propios, los valores singulares, la inversa, resolver ciertos
sistemas lineales o calcular la descomposicion LDU de las matrices de esta
nueva clase de matrices. También incluiremos experimentacién numérica que
confirma que dichos calculos son precisos.

3.1.1. Descomposiciones bidiagonales

Tal y como vimos en la Secciéon 1.3, algunas clases de matrices, incluidas
las matrices TP, se pueden expresar como producto de matrices bidiagonales.

Las descomposiciones bidiagonales que satisfacen las propiedades de
la Definicion 1.19 han sido consideradas en muchos trabajos recientes
(véase [66], [67], [69], [70]). Recordemos las matrices bidiagonales elementales,
denotadas por F;(z) (para 2 < i < n 'y siendo x un niimero real), presentadas
en la Seccion 1.3 del Capitulo 1. Denotaremos por E! (z) a la matriz (E;(z))”.

En general, una matriz que puede ser descompuesta en términos de
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3.1. Caracterizaciones y calculos precisos

matrices bidiagonales admite también otras descomposiciones bidiagonales
(véase el Capitulo 6 de [84]). Sin embargo, el siguiente resultado utiliza el
Teorema 1.18 para demostrar que una descomposicion bidiagonal BD(A)
como la de la Definicion 1.19 es tnica.

Proposicion 3.1. Sea A una matriz no singular. Si existe BD(A), entonces
es unica.

Demostracion. Supongamos que existe una BD(A) y que entonces se
cumple (1.14). En ese caso podemos escribir

k k k k
L9 = Byn(B2) - B2), U0 = Bl Bl (my).
Si sustituimos estas expresiones en la ecuacion (1.14), tendremos

A = (B ) B (1 >2>E 12)) - (B (") B, (105D -

n n n—1
n—1 2 1
(B (uy5) - B (")) - (B (w2 ) By (u2) (B (u,)):
Utilizando la notacion m; gy;—pn = ll@l (notemos que i > k + i — n)
Y Mppjon; = ugk)l (notemos que k + j —n < j), podemos reformular la

ecuaclén anterior como

A = (En(mm))(En1(mn,— 11)En(mn2)) (EQ(m21)"'En(mn,nfl))D'
(B (Mn—1n) -+ B3 (ma2)) - - (B} (may) By (my 1)) (Ep (may)).

Observemos que, por (1.10), podemos reordenar los factores de la ecuacion
anterior para conseguir la siguiente descomposicion de A

(En(mn) - Ea(ma1))(En(maz) - - - Ez(maz)) - - (En(mpn-1))D - (3.1)
(Eg<mn—1,n))(Eg—1(mn—Z,n—l)Eg<mn—2,n)) T (E2T(m12> T Ez(mln»a

donde D es una matriz diagonal y los m,; claramente satisfacen

mZ]:O:>mhj:0 Vh >1 1fZ>j,
debido a la condiciéon 3 de la Definicion 1.19. Por el Teorema 1.18, sabemos

que la descomposicion (3.1) es tnica y por tanto podemos concluir que
nuestra BD(A) también es tnica.
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De hecho, por el resultado utilizado en la demostracion anterior (el
Teorema 1.18), sabemos que las entradas lZ(k),uz(»k) de la descomposicién
bidiagonal coinciden con los multiplicadores de la eliminacion de Neville,
utilizada en muchos trabajos relacionados con las matrices TP (véase [51]).

Terminaremos esta subseccion presentando la clase de matrices que
analizaremos en este capitulo y que generaliza a la clase de matrices TP
no singulares. Primero recordemos que denotdbamos por ¢ al vector ¢ =
(€1,...,6m) cone; € {1} paratodoj =1,...,m,y lollamabamos signatura
en el Capitulo 1.

Definicién 3.2 (SBD). Dada una signatura € = (e1,...,6,-1) y una matriz
nxn no singular A, decimos que A tiene una descomposicion bidiagonal con
signo, o simplemente que A es SBD, con signatura ¢ si eziste una BD(A)
(tinica por la Proposicion 3.1) que cumple

1. d; > 0 para todo 1,

2. 15’%1-20, ugk)giEOpam todo 1 <k<n—-1yn—k<i<n-—1.

Diremos que A tiene una descomposicion bidiagonal con signo, o
simplemente que A es SBD, si tiene una descomposicion bidiagonal con signo
con alguna signatura €. Observemos que, por el Teorema 1.38 del Capitulo 1,
una matriz TP no singular tiene una descomposicion bidiagonal con signo
con signatura e = (1,...,1).

Como ejemplo, consideremos la siguiente matriz
3 -3 -6 24
-3 4 11 —47
-9 14 47 =215
18 —30 —120 590

Esta matriz tiene una descomposiciéon bidiagonal con signo con signatura
e =(—1,1,—1) y su descomposicion bidiagonal viene dada por

A=

1 1 1 3
1 1 11 1
BD(4) = 1 3 1 1 4
—2 1 1 1 -3 1 2
1 -1 1 1
1 3 1 2 1
1 -2 1 -1 1 -4
1 1 1
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3.1.2. Caracterizaciones

Empecemos esta subseccion viendo tanto la caracterizacion de las
matrices presentadas en la ultima definicion de la subseccién anterior como
la caracterizacion de sus inversas. Primero, necesitamos algunas notaciones.
Dada una signatura ¢ = (e1,...,6,.1), definimos una matriz diagonal
K = diag(ky, ..., k,) de manera que k; cumpla

klé{il}v221,7n, ]{?Zk‘z_i_l:EZVZ:l,,TL—]_ (32)

Observemos que dada e, existen solo dos posibles matrices diagonales K
que satisfagan (3.2), que corresponden a los dos posibles valores para k;:
ki = e 0 ky = —&;. Dada una matriz A = (a;;)1<;j<n, recordemos que
A} == (lagj1<ij<n-

El siguiente teorema proporciona varias caracterizaciones de matrices con
descomposicion bidiagonal con signo con una signatura dada.

Teorema 3.3. Sea A = (aij)i<ij<n una matriz no singular y sea € =
(€1,...,6n_1) una signatura. Se tiene que las siguientes propiedades son
equivalentes:

(i) A es SBD con signatura e.

(ii)) KAK = |A| es TP, donde K es cualquier matriz diagonal que
satisfaga (3.2).

(1ii) A~' es SBD con signatura —e = (—€1,...,—Ep_1).

(iv) |A| es TP y para todo 1 < i,j < n, se tiene

€j €1 ,Sii>j
signo(a;;) = 4 1 , Sii=] (3.3)
€ Ej—1 , 811 < g

Demostracion. (i) = (ii). Si consideramos (1.14) y tenemos en cuenta que
K? = I, tenemos que

KAK = (KLVE) - (KL" VK)(KDK)(KU"VK) - - (KUVE), (3.4)
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Capitulo 3. Matrices con Descomposicion Bidiagonal

que es una descomposicion bidiagonal de K AK que satisface las condiciones
de la Definicion 1.19 y por tanto, es la BD(KAK). Observemos que,
considerando (3.2), tenemos que todos los factores de BD(KAK) son no
negativos. De hecho, KDK > 0, ya que d; > 0 y por tanto k?d; = d; > 0.
Lo mismo sucede con los factores bidiagonales K LUK (KUYWK) para j =
1,...,n— 1: sus entradas diagonales son unos y las entradas extradiagonales
son kz_lll(j_)lk?l = 5i—1l§i)1 >0 para 1 >1 (k:zugj)k‘lﬂ = 5Z‘U§j) >0 para 7> 0)
Como todos los factores de BD(K AK) son no negativos, podemos deducir
del Teorema 1.38, que KAK es TP. Puesto que K AK so6lo puede diferir de
A en el signo de algunas de sus entradas y K AK es no negativa, concluimos

que KAK = |A|.

(17) = (i). Como KAK es TP, sabemos por el Teorema 1.38 que existe
una tnica BD(K AK) con todos los factores no negativos. Por tanto, tenemos
que KAK = LW...L-DpUCm= ... como en (1.14). Ahora, como
K~!' = K, podemos escribir A como producto de matrices bidiagonales

A = K(KAK)K = K(LW ... [0 poe=n ... gy
(KLYEK) - (KL"YK)KDK)(KU™VEK) ... (KUVEK)
LW ... =) pyh-1) . .. U(l)7

donde L®) = KLWK D := Dy U® .= KUMK satisfacen claramente
las condiciones 1, 2 y 3 de la Definicion 1.19 y las condiciones 1 y 2 de
la Definicion 3.2, puesto que multiplicar por K so6lo cambia el signo de
las entradas extradiagonales de las matrices bidiagonales. De manera que
tenemos una descomposicion bidiagonal con signo de A con signagura e.

Ademas, la unicidad de BD(K AK) implica la unicidad de BD(A).

(17) < (i4i). Por el Teorema 1.31, el hecho de que KAK sea TP
es equivalente al hecho de que J,(KAK)™'J, (= (J,K)A™'(KJ,)) sea
TP, donde J, = diag(1l,—1,...,(=1)""1). Definamos la matriz diagonal
K = diag(k,... k) como K := J,K (= K.J,). Asi tenemos que las
entradas diagonales de K cumplen (3.2) con —e: ffil;’i—f—l = —g; para todo
i =1,...,n—1. De esta manera, por la equivalencia entre (i) y (i), podemos
deducir la equivalencia entre el hecho de que KA 'K sea TP y el hecho de
que A~ sea SBD con signatura —e = (—&1,...,—&,_1), es decir, que se
cumpla el apartado (7i).

(171) = (iv) Observemos que existen dos posibles matrices K que
satisfacen (3.2). De hecho, si k; = ¢1, entonces k; =9+ -6,1 y si k; = —¢y,
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3.1. Caracterizaciones y calculos precisos

entonces k; = —ey---€;_1 para todo i = 2,...,n. De modo que tenemos

(KAK)i; = kiaijk; = (e2---€i1)aij(ez- - - €5-1)
(gj---gi1)a; , ifi>j.
= {ay ifi=j. (3.5)
(€i---gj1)a; , ifi<y.

Como todas las entradas de la matriz K AK son no negativas, las entradas
de A han de tener el signo mencionado.

(iv) = (i) Definamos una matriz K = diag(ks,...,k,) que
satisfaga (3.2). Observemos que entonces se cumple (3.5), y por (3.3), se
puede comprobar que (KAK);; = |a;;| para cualesquiera i,5 € {1,...,n}.
Por tanto, tenemos que K AK = |A|.

El Teorema 3.3 nos permite caracterizar las matrices SBD en términos de
las matrices totalmente positivas, tal y como muestra el siguiente resultado.
Esta caracterizacion nos permitird utilizar los métodos con alta precision
relativa para matrices totalmente positivas de [67] para asegurar calculos
precisos con matrices SBD.

Corolario 3.4. Sea A una matriz n x n no singular. Se tiene que A es SBD

si y sdlo si existe una matriz diagonal K = diag(k, ..., k,) con k; € {£1}
para todo i = 1,...,n de manera que KAK = |A| es una matriz TP.

Un caso particular del Teorema 3.3 corresponde al caso de las matrices
TP no singulares, tal y como queda recogido en el siguiente corolario.
Corolario 3.5. Sea A una matriz no singular. Se tiene que las siguientes
propiedades son equivalentes:

(i) A es SBD con signatura (1,...,1).
(ii) A es TP.

(11i) A™' es SBD con signatura (—1,...,—1).
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Capitulo 3. Matrices con Descomposicion Bidiagonal

Como dijimos al comienzo de esta seccion, las matrices inversas de
las matrices TP son muy importantes en cuanto a aplicaciones. En el
Corolario 3.5 hemos demostrado que son matrices SBD. Observemos que el
Teorema 3.3 también demuestra que la clase de matrices con descomposiciéon
bidiagonal con signo es cerrada para la inversion de matrices. Veremos méas
propiedades de esta clase de matrices en la Secciéon 3.2.

Nota 3.6. Dada una matriz opuesta a una matriz SBD, notemos que
ésta también cumple todas las propiedades de la Definicion 3.2 excepto la
propiedad 1, que queda reemplazada por

1. d; <0 para todo 1.

De manera que la descomposicion bidiagonal de estas matrices cumple que
la matriz diagonal tiene sus entradas diagonales negativas. Por tanto, por
el Corolario 3.4, una matriz no singular A es opuesta a una matriz SBD
si y sdlo si eziste una matriz diagonal K = diag(ky, ..., k,) con k; € {£1}
para todo i = 1,...,n de manera que —KAK = |A| es TP. Las matrices A
tales que A o —A son SBD con signatura € las llamaremos en la Seccion 3.2
matrices e-BD.

3.1.3. Calculos precisos

Tal y como muestran trabajos recientes ( [37], [39], [66], |67], [69], [70]), las
entradas diagonales de la matriz D de BD(A) (véase (1.14) del Capitulo 1)
v las entradas extradiagonales del resto de factores de (1.14) pueden ser
considerados parametros naturales asociados a A. De manera que podemos
suponer que en ocasiones se conocen dichos parametros con alta precision
relativa. En relacion a esta suposicion, la eliminacion de Neviile (véase [70])
ha sido frecuentemente una herramienta util. Veamos que si suponemos esto
para las matrices de este capitulo, entonces podemos encontrar algoritmos
con alta precision relativa para llevar a cabo algunos célculos con estas
matrices, como por ejemplo el calculo de sus valores propios, el calculo de
sus valores singulares, el calculo de sus matrices inversas o la resoluciéon de
algunos sistemas lineales Az = b (aquellos en los que Kb tiene un patron
ajedrezado de signos).

Para todo los calculos mencionados seguiremos un procedimiento similiar,
que se puede resumir en los siguientes pasos:
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3.1. Caracterizaciones y calculos precisos

1. A partir de BD(A) obtenemos BD(|A|), que viene dada por (3.4).

2. Podemos aplicar los algoritmos ya conocidos con alta precision relativa
para matrices TP a BD(|A|). Recordemos que, por el Corolario 3.4 y
la Nota 3.6, se tiene que |A| es TP si A pertenece a la clase de matrices
caracterizada en dichos resultados.

3. A partir de la informacion obtenida para |A|, podemos recuperar el
resultado correspondiente para A.

Ahora explicaremos cémo llevar a cabo cada uno de los pasos anteriores.

Para el Paso 1, supongamos que conocemos con alta precision relativa
la BD(A) (véase (1.14) del Capitulo 1) de una matriz A que satisface las
propiedades del Corolario 3.4 o las propiedades de la Nota 3.6. De esta
manera, tenemos o bien |A| = KAK o bien |A| = —KAK, donde K es
una matriz diagonal que cumple (3.2); por tanto, podemos deducir de (3.4)
que

|A| = \L(1)| e |L("’1)||DHU(”’1)! e |U(1)| (3.6)
es la BD(|A]). De hecho, BD(A) y BD(KAK) vienen dadas por (1.14)
y por (3.3) respectivamente. La demostracion del Teorema 3.3 muestra
que si KAK = |A|, entonces todos los factores de BD(KAK) (en (3.3))

son no mnegativos y entonces |LY| = KLUK |UY| = KUVK para
todo j = 1,...,n — 1. Por tanto, la ecuaciéon (3.6) se deriva de (3.3). Si
|A] = —KAK entonces podemos aplicar los mismos argumentos para ver

que todos los factores de BD(—K AK) son no negativos. Teniendo en cuenta
que BD(KAK) y BD(—KAK) solo se diferencian en que el factor KDK se
cambia por —K DK, podemos deducir de la Nota 3.6 que —KDK = —D =
|D| vy de nuevo tendremos que la ecuacion (3.6) se deriva de (3.3).

Para el Paso 2, aplicaremos a (3.6) el correspondiente algoritmo con
alta precision relativa para matrices TP. En particular, consideremos los
siguientes calculos precisos con matrices TP:

A. Los valores propios de A se pueden obtener por el método de
la Seccion 5 de [66] (la funcién TNEigenvalues de [65] es una
implementacion en MATLAB de este método).

B. Los valores singulares de A se pueden obtener por el método de
la Seccion 6 de |66] (la funcion TNSingularValues de [65] es una
implementacion en MATLAB de este método).
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Capitulo 3. Matrices con Descomposicion Bidiagonal

C. La matriz inversa de A se puede obtener por el método de la pagina 736
de [67].

D. Observemos que resolver el sistema Ax = b es equivalente a resolver
(KAK)(Kz) = Kb, es decir, |A|(Kx) = Kb. Por lo tanto, podemos
calcular de manera precisa |A|™! mediante el procedimiento del caso
anterior. Por el Teorema 1.31, sabemos que |A|™' tiene un patron
ajedrezado de signos y, puesto que Kb también tiene un patron
ajedrezado de signos, podemos calcular Kz = |A|71(Kb) sin realizar
restas, y por tanto con alta precision relativa.

Para el Paso 3, tenemos los siguientes casos correspondientes a cada uno
de los casos del Paso 2:

A. Si Aes SBD, entonces |A| = KAK = K~'AK y por tanto son matrices
semejantes y tienen los mismos valores propios. Si —A es SBD, entonces
los valores propios de A son los opuestos a los valores propios de |A|.

B. Los valores singulares de A y de |A| coindicen, puesto que |A| =
+KAK, donde K es una matriz unitaria.

C. Si Aes SBD, entonces |A|™' = (KAK)™' = KA™' K y por tanto A™! =
K|A|7'K. Analogamente, si —A es SBD, entonces |[A|™!' = —KA'K
y A7l = —K|A|"'K.

D. Si conocemos Kx, entonces © = K(Kx).

Ademas, veamos que si tenemos la BD(A) con alta precision relativa,
entonces podemos calcular la descomposicion LDU de A con alta precision
relativa e incluso obtener la matriz A con alta precision relativa. De hecho,
debido a la unicidad de la descomposicion LDU de una matriz, se puede
comprobar que las matrices

L=rW... 01 U=yr-b.. .yl (3.7)

se calculan sin utilizar restas y por tanto con alta precision relativa. Ademas,
también podemos calcular A = LDU con alta precision relativa.

Terminaremos esta subseccién con una caracterizacién de las matrices
SBD en términos de su descomposicion LDU.
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3.1. Caracterizaciones y calculos precisos

Proposicion 3.7. Una matriz n x n A es SBD con signatura ¢ =
(€1,...,€n_1) 8i y solo si A = LDU, donde L (U, respectivamente) es una
matriz triangular inferior (superior, respectivamente) con unos en la diagonal
y SBD con signatura € y D es una matriz diagonal con entradas diagonales
positivas.

Demostracion. Supongamos que A es una matriz SBD con signatura e.
Sabemos que entonces A se puede descomponer como en (1.14) con D con
entradas diagonales positivas y, debido a la unicidad de la descomposicion
LDU, sabemos que se cumple (3.7). Ademaés, por la Proposicion 3.1, dicha
descomposiciéon nos proporciona la descomposiciéon bidiagonal de L y de U
con signatura € en ambos casos.

Para demostrar la otra implicacién, notemos que las descomposiciones
bidiagonales BD(L) y BD(U) proporcionan, por la Proposicion 3.1, la
descomposicion bidiagonal BD(A) dada por A = LDU, que es una
descomposicion bidiagonal con signo de A con signatura e.

Experimentacién numérica

Hemos llevado a cabo experimentos numéricos para comprobar las
ventajas de los procedimientos presentados anteriormente. Presentaremos
dos ejemplos ilustrativos. Empezamos eligiendo dos clases de matrices
estructuradas que son totalmente positivas, como son las matrices
Vandermonde y las matrices de Hilbert, y para las que se conocen sus
descomposiciones bidiagonales (véase [66]). Después elegimos dos signaturas
distintas y cambiamos los signos de las entradas de las matrices (de acuerdo
con (3.3)) v el signo de las entradas de la descomposicion bidiagonal. De
esta manera, tenemos dos matrices SBD. Calcularemos sus valores singulares
utilizando Mathematica con aritmética de 60 digitos, los cuales tomaremos
como solucién exacta, y los compararemos con el resultado del procedimiento
explicado en esta subseccion y con el resultado obtenido con Octave (con la
funcion svd).

En el primer ejemplo, calcularemos los valores singulares de la matriz
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Figura 3.1: Valores singulares de las matrices V y H (20 x 20)
respectivamente; “+” = preciso, “x” = Octave.

V = [v;]?%_,, donde

i=11
03| =77

para 1 < 4,57 < 20 y el signo de las entradas viene dado por (3.3) con
e = (6)®, y & = 1 para todo i = 1,...,20 excepto e3 = g5 = —1.
Observamos que los valores singulares calculados con Mathematica y los
calculados con el método preciso de esta subseccion coinciden en, al menos,
14 digitos. Sin embargo, el método de Octave (la funcion svd) solo calcula
de forma precisa el mayor valor singular, mientras que los valores singulares
més pequenos se calculan sin ningun digito correcto. Podemos encontrar estos
resultados en la parte izquierda de la Figura 3.1.

Para el segundo ejemplo, vamos a calcular los valores singulares de la

matriz H = [h;]75_,, donde

|hij| = ;_
1+7—1
para 1 < 4,57 < 20 y el signo de las entradas viene dado por (3.3) con
e = (g)®, vy e = 1 para todo i = 1,...,20 excepto g, = —1 para
k= 1,3,4,8,10,15,18. Hemos llevado a cabo céalculos similares a los del
ejemplo anterior y hemos obtenido diferencias significativas entre los valores
singulares més pequenos calculados por Octave y los calculados con el método
de esta subseccion (los tltimos coinciden con los resultados obtenidos con
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3.2. Propiedades de las matrices SBD

Mathematica en, al menos, 13 digitos). Los resultados estén ilustrados en la
parte derecha de la Figura 3.1.

En resumen, hemos visto que los métodos precisos para matrices TP no
singulares de [67] pueden utilizarse para obtener métodos precisos para la
clase extendida de matrices SBD. También hemos visto que las matrices
inversas de las TP también son SBD.

3.2. Propiedades de las matrices SBD

En esta seccién presentaremos més propiedades sobre la clase de matrices
SBD definida en la seccion anterior y estudiaremos su relacion con otras clases
de matrices.

El siguiente resultado demuestra que la clase de matrices SBD, definida en
la Subseccion 3.1.1, es una subclase de las P-matrices (véase Definicion 1.16).

Proposicion 3.8. St A es una matriz n x n SBD, entonces A es una P-
matriz.

Demostracion. Por el Corolario 3.4, tenemos que |A] = KAK es TP y como
A es no singular, |A| también es no singular. Ademas es bien sabido (véase la
Proposicion 1.32) que cualquier submatriz principal |A|[«] tiene determinante
positivo. De manera que tenemos 0 < det |A|[a] = (det K[a])? det A[a], y por
tanto det A[a] > 0 para todo o € Q,, v todo k < n. Asi, concluimos que A
es una P-matriz.

El siguiente resultado muestra que las submatrices principales de matrices
SBD son de nuevo SBD.

Corolario 3.9. Sea A una matriz SBD. Se tiene que cualquier submatriz
principal de A es una matriz SBD.

Demostracion. Supongamos que A es una matriz SBD de tamano n x n y
sea Ala], a € Qg para cualquier k& < n, una submatriz principal de A. Por
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Capitulo 3. Matrices con Descomposicion Bidiagonal

el Corolario 3.4 sabemos que existe una matriz diagonal K con £1 en la
diagonal, de manera que la matriz K AK = |A| es TP. Notemos que entonces
Kla]Ala|K|a] = (KAK)[o] = |Alla] = |Ala]| es TP para todo a € Qg ¥
para todo k < n. Por la Proposicion 3.8, tenemos que Ala] es no singular y
entonces, de nuevo por el Corolario 3.4, la submatriz A[a] es SBD para todo
a € Q. y para todo k < n.

O

El siguiente resultado recoge otras propiedades de las matrices SBD con
signatura €. Recordemos que dada una matriz A = (a;j)1<;j<n, definimos,
en la Seccién 1.1, la matriz conversa de A, dada por la matriz A% =
(aﬁ)lsz‘ngn = (an—i-l—l,n—j-l—l)lgi,jgn- Recordemos también que (AB)# =
A% B#.

Proposicion 3.10. Sean A y B dos matrices nxn SBD ambas con signatura
e=(e1,...,6n_1). Se tiene que

(i) AT es SBD con signatura .
(i1) A* es SBD con signatura e* = (g,_1,...,€1).

(i1i)) AB es SBD con signatura €.

Demostracion. Observemos que, por hipotesis, A es no singular y por el
Teorema 3.3, cualquier matriz K que satisfaga (3.2) verifica que la matriz
KAK = |A| es TP.

(i) Se tiene que |AT| = |A|" es TP; ademés tenemos que |AT| =
KTATKT = KATK y como AT también es no singular, por el Teorema 3.3
sabemos que AT es SBD con signatura ¢.

(ii) Observemos que |A#| = |A|# es TP y |A#| = K#A# K#. Como
A% es PAP, donde P es la reversa de la matriz identidad, tenemos que A%
es no singular y por tanto, por el Teorema 3.3, A* es SBD con signatura,

(gnfh s 7€1>-
(7i7) Puesto que B es SBD con la misma signatura que A, tenemos

que KBK = |B|. De ese modo, K(AB)K = (KAK)(KBK) = |A||B| es
producto de matrices TP y, por el Teorema 1.28, también es TP. Por tanto,
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3.2. Propiedades de las matrices SBD

K(AB)K = |AB|. Ademés, AB es no singular por ser A y B no singulares
y, de nuevo por el Teorema 3.3, concluimos que AB es SBD con signatura e.

]

Las matrices SBD también son signo simétricas (véase Definicion 1.9), tal
y como muestra el siguiente resultado.

Proposicion 3.11. Si A es SBD, entonces A es signo simétrica.

Demostracion. Sea Ala | 8] cualquier submatriz de A. Por el Corolario 3.4

sabemos que existe una matriz diagonal no singular K tal que K AK es TP.
Por tanto det(KAK)[a | B] > 0y det(KAK)[B | a] > 0, y entonces

0 < det(KAK)[a | f]det(KAK)[B | a]
= (det K[a])*det Al | 8] det A[B | a](det K[B])*.

Como det K[a] # 0y det K[3] # 0, podemos deducir de la formula anterior
que 0 < det A[a | f]det A[S | o] y asi queda demostrado el resultado.

]

Observemos que si A es una matriz SBD, entonces —A se puede
descomponer como en (1.14) (véase Definicion 1.19) con los mismos factores
bidiagonales que A pero cambiando el signo de las entradas diagonales de la
matriz D. Esto nos lleva a la definicion de una nueva clase de matrices.

Definicién 3.12 (¢-BD). Sea e = (e1,...,e,-1) una signatura. Diremos que
una matriz A es una matriz e-BD si es una matriz SBD con signatura € o
es la opuesta de una matriz SBD con signatura €. Diremos que la signatura
de una matriz e-BD de tamano n X n es (¢,e,), de manera que tiene n
componentes (en lugar de n — 1 como en el caso de las matrices SBD) y la
componente n—ésima es un 1 si la matriz es SBD y un —1 si la matriz es
opuesta a una SBD.

Notemos que las matrices e-BD son matrices no singulares.

Nota 3.13. Observemos que, por la Definicion 3.2 y la Definicion 3.12, una
matriz A es e-BD (con signatura (e,e,,)) si y sdlo si A es no singular y existe
una BD(A) (inica por la Proposicion 3.1) que cumple
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1. e,d; > 0 para todo 1 <n —1,

2. lZ(k)z’:‘Z'ZO, ugk)aiZOpamtodolgkgn—l yn—k<i<n-—1.

Las matrices TP no singulares y las opuestas de estas matrices son
matrices e-BD, tal y como muestra el siguiente resultado.

Proposicion 3.14. Una matriz A es e-BD con signatura (1,...,1,1)
((1,...,1,=1), respectivamente) si y solo si A (—A, respectivamente) es TP
no singular.

Demostracion. Si A es e-BD con signatura (1,...,1,1), entonces la matriz
es TP, puesto que las matrices bidiagonales no negativas de (1.14) son TP y
el producto de matrices TP también es TP (véase Teorema 1.28). Por otro
lado, si A es TP no singular entonces, por el Teorema 1.38, tenemos que A
satisface las condiciones de la Definicion 3.12 con signatura (1,...,1,1).

Observemos que si A es una matriz e-BD, entonces —A se puede
descomponer como en (1.14) (véase Definicion 1.19) con los mismos factores
bidiagonales que A pero cambiando el signo de las entradas diagonales de la
matriz D. Por tanto, A es e-BD con signatura (1,...,1,1) si y sélosi —A es
e-BD con signatura (1,...,1,—1), quedando asi demostrado el resultado.

[]

Recordemos que cada matriz bidiagonal de la descomposicion (1.14)
puede ser descompuesta a su vez como producto de matrices bidiagonales
elementales (como ya vimos en (1.13)). Por ejemplo,

1
. . 1
Ey(I{) - B (1) = 1) = L ,
k
9

n—

y una descomposicion andloga se obtiene para los factores bidiagonales
superiores de (1.14). Ademéas, podemos reescribir (1.14) de la siguiente
manera

A = (B()- B (0) - (B(i)) - B (10)D - (3.8)
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donde todos los factores bidiagonales son elementales.

La equivalencia entre (1.14) y (3.8) nos proporciona la siguiente
caracterizacion de las matrices e-BD.

Proposicion 3.15. Sea A una matriz n X n (n > 2) no singular. Se tiene
que A es una matriz e-BD si y sdlo si podemos escribir A como (3.8),
donde D = diag(dy, ..., d,), lgk) Y ugk) cumplen las condiciones 1 y 2 de
la Nota 3.15.

El siguiente resultado muesta que las inversas de matrices TP y las
opuestas de las inversas de TP también son matrices e-BD. Considerando
la Proposicién 3.14 y el hecho de que al calcular la inversa de A en su
expresion (3.8) tenemos que (E;(z))™! = E;(—z) para todo i < n y para
cualquier namero real x, podemos demostrar el siguiente resultado.

Proposicion 3.16. Una matriz A es e-BD con signatura (—1,...,—1,1)
(=1,...,=1), respectivamente) si y sélo si A~1 (—A~1, respectivamente) es
TP.

Dada una matriz A que se puede descomponer como en (3.8), decimos

que A tiene r factores mo triviales si so6lo hay r entradas no nulas l;k) y ugk)

n (3.8).

La clase de las matrices e-BD tiene algunas propiedades que nos permiten
conocer el signo de sus entradas y el signo de sus menores a partir de su
signatura, tal y como demuestra el siguiente resultado. Diremos que un menor
tiene signo +1 (—1) si es no negativo (no positivo). Observemos que con esta
definiciéon, para un menor nulo puede considerarse que tiene ambos signos:
+10 —1.

Teorema 3.17. Sea A una matriz e-BD de tamano n X n con signatura
(e,en) = (€1,...,6n_1,E). Se tiene que

k méx(a;—1,8;—1)

signo(det Afar | 8]) = (€,)F H H £; (3.9)

=1l j=min(a;,5;)

para cualesquiera o, 8 € Q. Y para todo k < n.

Demostracion. Por la  Proposicion 3.15, sabemos que A se puede
descomponer como en (3.8). Demostraremos el resultado por induccion sobre
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Capitulo 3. Matrices con Descomposicion Bidiagonal

el numero de factores no triviales de A en (3.8). Supongamos que A no
tiene factores no triviales, es decir, A es una matriz diagonal con entradas
diagonales no nulas. Observemos que en ese caso, el menor det A[a | 5] es no
nulo solo si « = [y entonces puede comprobarse que se cumple (3.9).

Supongamos ahora que una matriz e-BD con r — 1 factores no triviales
satisface (3.9) y vamos a demostrar que se cumple (3.9) para una matriz e—
BD A con r factores no triviales. Podemos suponer sin pérdida de generalidad
que A = LB, donde L (el primer factor de la descomposicion (3.8) de A) es
una matriz bidiagonal inferior elemental con la entrada [ # 0 en la posicion
(ig,30—1) y signo(l) = €;,—1 ¥y B = (b;j)1<i j<n satisface (3.8) con r—1 factores
no triviales. La demostracion del caso A = BU, con U una matriz bidiagonal
superior elemental, es analoga. Observemos que (A);; = b;; si i # g y que
(A)i; = lbiy—1 + biy; para todo 1 < j < n. Sea a = (aq,..., ;) € Qk, un
vector tal que oy = ig para un h < k. Tenemos que

det Ala | 8] = ldet Blay, ..., 1,10 — 1, apy1, - .., ap | 8] + det Bla | 5].

(3.10)
Si denotamos con m := det Blay, ..., 1,70 — 1, apt1, ..., ax | B], entonces
tenemos, por la hipotesis de induccién, que
h—1 méx(a;—1,8;—1)
signo(lm) = 5,1 | (€)™ H H £j
i=1  j=min(a;,8;)
méax(io—2,0n,—1) méx(a;—1,8;—1)
Yt
N I D | A
j=min(io—1,8p) i=h+1 j=min(a;,3:)
Observemos que
max(io—2,8, —1) max(io—1,8,—1)
j=min(io—1,8p) j=min(io,Bn)

De manera que tenemos que

k méx(a;—1,8;—1)

signo(lm) = (g,)* H H g; = signo(det Bla | f]).

i=1  j=min(as,8;)

Teniendo en cuenta la ecuacion anterior y (3.10), podemos concluir que
A satisface (3.9) y por tanto se cumple el resultado.
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3.2. Propiedades de las matrices SBD

Al aplicar el Teorema anterior con «, 3 € ()1, obtenemos el siguiente
resultado sobre los signos de las entradas de una matriz ¢-BD.

Corolario 3.18. Sea A = (a;j)i<ij<n una matriz e-BD con signatura
(e,en) = (€1, -, En_1,6n). Se tiene que
max(i—1,j—1)
signo(a;;) = &, H €k (3.11)
k=min(4,5)

para cualesquiera 1 < 1,5 < n.

El siguiente lema extiende a las matrices e-BD el conocido Lema de las
sombras para matrices TP (véase el Lema 1.40 del Capitulo 1). Dada una
matriz e-BD, A = (a;j)1<ij<n, con una entrada nula a;; = 0, entonces una
de las siguientes regiones de A esta llena de ceros:

ar; =0 Vk, (3.12)

ax =0 Yk, (3.13)

am =0 Vk>il<j (3.14)

ag =0 Vk<il>j (3.15)

Lema 3.19. Sea A = (aij)i<ij<n una matriz e-BD con a;; = 0, una

entrada nula en la posicion (i, 7). Se tiene que entonces se cumple una de las

condiciones (3.12), (3.13), (3.14) o (3.15).

Demostracion. Supongamos que ¢ < j (el caso i > j se demuestra
analogamente) y supongamos que no se cumplen ni (3.12) ni (3.13). Como
no se cumple (3.12), sabemos que a;; # 0 para algin ¢ # i. Supongamos
que t > i. De esta manera tenemos que det Afi, ¢ | j,1] = —a;a; para todo
[ > j. Consideremos el caso en que i <t < j <l (loscasosi<j<t<ly
i < j <l <t son similares). Por el Corolario 3.18 tenemos que

méx(t—1,j—1) max(i—1,l—1)
signo(—aijay) = — | ey H € En H €k
k=min(¢,5) k=min(s,l)

j—1 -1
- l=Il=
k=t k=1
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Sin embargo, por el Teorema 3.17 se tiene que

méx(i—1,j—1)  méx(t—1,l-1) j—1 -1
signo(det Afi,t | 1) = (2> [[ & [I e=]Ie]]ex
k=min(¢,5) k=min(t,l) k=i k=t
-1 j=
= Hé?k k-
k=i k=t

De manera que concluimos que a; = 0 para todo [ > j.

Anéalogamente, podemos deducir que a,, = 0 para todor < i, s > jy
habremos demostrado que se cumple (3.15).

Con un razonamiento similar podemos demostrar que si t < i, entonces
se cumple (3.14).

Recordemos que una matriz no singular A admite una descomposicion
QR si se puede escribir A = QR, donde () es una matriz ortogonal y R
es una matriz triangular superior (véase Definicion 1.21). A continuacion,
extenderemos un resultado que caracteriza las matrices TP no singulares
en términos de su descomposicion QR, a la clase de matrices SBD. Para
ello, necesitamos definir dos clases de matrices. La primera, que incluimos a
continuacion, fue usada en la mencionada caracterizacion.

Definicion 3.20 (y—matriz). Sea A una matriz no singular. Diremos que A
es una y—matriz st admite una descomposicion LDU, A = LDU, donde LD
y U™t son dos matrices TP.

Ahora presentamos una clase de matrices generalizando la clase de
matrices correspondiente a la definicion anterior.

Definiciéon 3.21 (yspp-—matriz). Sea A una matriz no singular. Diremos que

A es una yspp—matriz con signatura € si admite una descomposicion LDU,
A= LDU, donde LD y U~ son dos matrices SBD con signatura €.

El siguiente resultado extiende el Teorema 4.7 de |52|, valido para matrices
TP no singulares, a la clase de matrices SBD.
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Teorema 3.22. Sea A una matriz no singular. Se tiene que A es SBD con
signatura € si y solo si existen dos ysgp-—matrices con signatura € ortogonales
Q1,Q2 y dos matrices SBD con signatura ¢ triangulares superiores Ry, Ry

tales que
A=Q1R, A" =Q:R,.

Demostracion. Para ver la implicacion directa recordemos que, por el
Teorema 3.3, la matriz KAK = |A| es TP no singular, donde K es cualquier
matriz diagonal que que cumpla (3.2). Por el Teorema 4.7 de [52| sabemos
que

KAK = QR,, (KAK)' = KATK = QsR,, (3.16)

donde @Q1,Q)2 son ~y-matrices ortogonales y R, R, son TP triangulares
superiores no singulares.

Recordemos que Kt = K y entonces, por (3.16), tenemos que A =
K(Q1R)K = (KQ1K)(KR,K), donde la matriz Ry :== KR;K es SBD con
signatura € por el Teorema 3.3.

Ademés, se tiene que Q1 := KQlK es ortogonal (por serlo Ql) y, puesto
que (), es y—matriz, tenemos

Q1 = KQlK = K(LlDlUl)K = (K(LlDl)K)(KUlK)
= (KLiK)(KD\K)(KU,K),

donde K(L;D;)K es SBD con signatura ¢, por el Teorema 3.3 y por ser
L1D; una matriz TP. Observemos también que (KU, K)™' = KU 'K es
una matriz SBD con signatura ¢, puesto que Ul_1 es TP (por ser Ql una y—
matriz) y de nuevo por el Teorema 3.3. Por lo tanto, (), es una ysgp—matriz
con signatura €.

Anéalogamente se demuestra que AT = QyR,, con @, una ygpp-matriz
con signatura € ortogonal y R, una matriz SBD con signatura ¢ triangular
superior.

Para demostrar el reciproco denotaremos Q1 = L1DU; y Qo =
LoDsUs, a las descomposiciones de las yggp—matrices con signatura e, )y
y (2 respectivamente. También definiremos la matriz K de acuerdo a las
condiciones (3.2). Observemos que la matriz KQ1K = K(LiD\U))K =
(K(L1D1)K)(KU,K) es ortogonal por serlo @);. Ademas, por el Teorema 3.3,
sabemos que KL DK es TP (notemos que L;D; es SBD con signatura ¢).
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De nuevo por el Teorema 3.3, y teniendo en cuenta que ()1 es una ysgp—
matriz con signatura e (y por tanto, U; * es una matriz SBD con signatura ¢),
tenemos que la matriz (KU, K)~' = KU, 'K es TP. De manera que la matriz
K@K es una yggp—matriz con signatura . Analogamente se demuestra que
K@K es una yggp—matriz con signatura e.

Puesto que tanto Ry como Ry son matrices SBD con signatura ¢, sabemos,
por el Teorema 3.3, que KR1 K y KRy K son matrices TP no singulares. De
manera que tenemos

KAK = (KQ:K)(KRK), (KAK)' = KATK = (KQyK)(KRyK),

donde KQ{K,KQ;K son ~—matrices ortogonales v KR{K, KRy K son
matrices TP no singulares triangulares superiores. Por tanto, por el
Teorema 4.7 de [52], sabemos que la matriz KAK es TP. De modo que,
por el Teorema 3.3, concluimos que A es SBD con signatura ¢.

]

Las ~—matrices han sido estudiadas bajo diversos puntos de vista
(véase [27], [29], [40], [52], [76]). Terminamos esta seccién observando que
las yvspp—matrices se pueden caracterizar en términos de las y—matrices.

Proposicion 3.23. Una matriz A es una ysgp—malriz con signatura €
si y solo si KAK es una y—matriz, donde K es una matriz diagonal
cumpliendo (3.2).

Demostracion. Por definicion, una matriz A es una ~spp—matriz con
signatura e si admite una descomposicion LDU, A = LDU, con LD y U~}
matrices SBD con signatura e. Esto ultimo equivale, por el Teorema 3.3,
a que KLDK y KU 'K son TP. Como KAK = (KLDK)(KUK) y
(KUK)™' = KUK, lo anterior equivale a que K AK es -matriz.

3.3. Matrices Jacobi SBD

En esta seccion nos centraremos en las matrices que, ademaés de pertenecer
a la clase de las matrices SBD, son Jacobi (tridiagonales). Estudiaremos
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la relaciéon de estas matrices con otras clases de matrices, como las M-
matrices no singulares o las H-matrices signo simétricas. También veremos
propiedades sobre el producto de Hadamard de matrices SBD.

El siguiente resultado demuestra que las M—matrices no singulares Jacobi
son matrices SBD con signatura (—1,...,—1).

Proposicion 3.24. Si A es una M—-matriz no singular Jacobi, entonces A
es una matriz SBD con signatura (—1,...,—1).

Demostracion. Por el Teorema 1.49, sabemos que la matriz inversa de una
M-matriz no singular Jacobi es TP. Por lo tanto, el resultado se demuestra
aplicando el Corolario 3.5.

Notemos que una matriz signo simétrica A = (a;j)1<i j<n cumple que
a;jaj; > 0 para todo i # j. En el siguiente resultado se caracteriza a las H-
matrices no singulares Jacobi con esta propiedad y con entradas diagonales
positivas.

Proposicion 3.25. Sea A = (a;;)1<ij<n una matriz Jacobi no singular con
a; > 0 para todo i = 1,...,n. Se tiene que las siguientes propiedades son
equivalentes:

(i) A es una H-matriz no singular que cumple que a;jaj; > 0 para todo
i#£ 7.
(ii) A es SBD.

(iii) A es una H-matriz no singular signo simétrica.

Demostracion. (i) = (#4) Como A es una matriz Jacobi con a;;a;; > 0 para
todo ¢ # j, existe una matriz diagonal K; con *+1 en su diagonal de manera
que K1AK; = M(A) (matriz de comparacion de A, véase Definicion 1.51),
que es una M—matriz no singular por ser A una H-matriz no singular. Por la
Proposicion 3.24 tenemos que K3 AK; es SBD con signatura (—1,...,—1)y
por el Teorema 3.3, sabemos que existe una matriz diagonal K5 que alterna
1y —1 en su diagonal de manera que la matriz Ky(K1AK;,)Ky = |K1AK; |
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Capitulo 3. Matrices con Descomposicion Bidiagonal

(= |A|) es TP. Puesto que K;K> es una matriz diagonal con +1 en su
diagonal, se tiene por el Corolario 3.4, que A es SBD.

(1) = (i7i) Si se cumple (i), entonces A es signo simétrica por la
Proposicién 3.11. Por el Corolario 3.4, sabemos que existe una matriz
diagonal (no singular) K; de manera que la matriz K;AK; = |A| es TP.
Como A es signo simétrica, se tiene que a;ja;; > 0 para todo 7 # j y como A
es Jacobi, existe una matriz diagonal K5 con +1 en su diagonal de manera
que KyAKy; = M(A). Notemos que los menores principales de la matriz
M(A) son de la forma

(det Ky[a])? det Ala] = det(KoAK,)[al, (3.17)

donde a € Qy, para todo k < n, y que como |A| es TP no singular, sus
menores principales son positivos por la Proposicién 1.32. Por tanto,

0 < det |A|[a] = det(K;AK))[a] = (det K, [a])? det Alal]. (3.18)

Teniendo en cuenta (3.17) y (3.18), podemos concluir que todos los menores
principales de la matriz de comparacion M(A) son positivos, y por tanto,
por el Teorema 1.48, se tiene que M(A) es una M-matriz no singular. De
manera que A es una H—matriz no singular.

(1) = (i) Basta con aplicar la condicién de signo simetria a las
submatrices 1 x 1 de A.

]

Recordemos que dada A = (a;;)1<; j<, una M-matriz diagonal dominante,
podemos calcular sus valores singulares con alta precision relativa siempre
que conozcamos sus entradas extradiagonales y a; — Z#i la;;| para todo
i = 1,...,n (véase Seccion 4.1). Sea A una M-matriz no singular Jacobi.
Por otro lado, por la Proposiciéon 3.24 sabemos que dada una M-matriz no
singular Jacobi, existe una BD(A). Se tiene que

1 i 1D

| d, 1

Si conocemos BD(A), entonces podemos aplicar los métodos con alta
precision relativa de la Subseccion 3.1.3. De hecho, por la Proposicion 3.25,
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podemos aplicar dichos métodos a cualquier H-matriz no singular Jacobi
signo simétrica y con entradas diagonales positivas. En conclusion, para las
M-matrices no singulares Jacobi tenemos dos vias alternativas de realizar
calculos con alta precision relativa dependiendo de los paramentros que
€ONOZCamos.

En lo que resta de seccion, demostraremos desigualdades con el producto
de Hadamard de matrices Jacobi SBD, que el producto de Hadamard de
las mismas es una matriz con las mismas propiedades y que no se pueden
obtener extensiones analogas de los resultados para matrices SR. Recordemos
que el problema de encontrar condiciones que aseguren que el producto
de Hadamard de matrices TP es cerrado tiene importantes aplicaciones
(véase [49] y [91]).

Recordemos que una matriz TP no singular A = (a;;)1<; ;< €s oscilatoria
siy solo si aj;41 > 0y a1, > 0 para todo ¢ = 1,...,n — 1 (véase
Teorema 1.42). Ademads, puesto que las matrices oscilatorias son TP y
no singulares, por la Proposicion 1.32 sabemos que a; > 0 para todo
i =1,...,n. De manera que una matriz Jacobi oscilatoria A = (a;;)1<ij<n
cumple que a;; # 0 para |i — j| < 1.

El nicleo de Hadamard de las matrices n X n TP viene dado por

CTP:={A:BesTP = Ao Bes TP} (3.19)

El siguiente resultado corresponde al Corolario 8.3.2 de [42].

Proposicion 3.26. Sea A una matriz n x n TP que pertenece al CTP y sea
B una matrizn x n TP. Se tiene que det(A o B) > det(AB).

Por el Teorema 8.2.5 de [42], sabemos que las matrices Jacobi TP
pertenecen al CTP. De manera que, por la Proposicion 3.26, podemos deducir
el siguiente resultado.

Proposicion 3.27. Sea A una matriz n x n Jacobi TP y sea B una matriz
nxn TP. Se tiene que det(A o B) > det Adet B.

Por la Proposicion 4.12 de [84] (véase también el Corolario 2.7 de [31],
Corolario 8.2.6 de |42]), sabemos que el conjunto de las matrices Jacobi TP
es un semigrupo para el producto de Hadamard. Considerando que la no

7



Capitulo 3. Matrices con Descomposicion Bidiagonal

singularidad de las matrices Jacobi TP se conserva al hacer producto de
Hadamard (véase Proposicion 3.27), podemos deducir que el conjunto de
las matrices Jacobi TP no singulares es un subsemigrupo del conjunto de
matrices Jacobi TP, con respecto a la operacion del producto de Hadamard.
Esto generaliza el Teorema 1.44 para las matrices Jacobi oscilatorias a la
clase de matrices Jacobi TP no singulares.

Proposiciéon 3.28. Sean A y B dos matrices Jacobi TP no singulares. Se
tiene que la matriz Ao B es Jacobi TP no singular.

A diferencia con el caso de las matrices Jacobi TP no singulares de la
Proposiciéon 3.28, el siguiente ejemplo muestra que el producto de Hadamard
no es cerrado para matrices Jacobi SR no singulares.

Ejemplo 3.29. Consideremos las matrices

4/3 1 0 1 1 0
A=|1 1 1|, B=|1 321
0 1 4/3 0 1 1

Estas matrices Jacobi no singulares son SR con la misma signatura ¢ =
(1,1,—1). Tenemos que el producto de Hadamard de A y B es la matriz

4/3 10
AoB=[1 32 1|,
0 1 4/3

que es singular porque det(A o B) = 0. De hecho, este ejemplo también
muestra que la Proposicion 3.27 tampoco puede ser extendida a las matrices
SR.

Extenderemos ahora la Proposicion 3.28 a la clase de matrices SBD.
Anéalogamente a (3.19), definimos el nicleo de Hadamard de las matrices
n x n SBD como

CSBD :={A:BesSBD = Ao Bes SBD }. (3.20)

El siguiente resultado muestra que las matrices Jacobi SBD pertenecen
al CSBD.

Proposicién 3.30. Sea A una matriz n x n Jacobi SBD y sea B una matriz
n X n SBD. Se tiene que la matriz Ao B es SBD.
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Demostracion. Puesto que tanto A = (a;;)1<ij<n como B = (b;;)1<ij<n SO
matrices SBD, sabemos, por el Teorema 3.3 que existen dos matrices K4 =
diag(K\Y, .. k) y K® = diag(K{?), ... k{P)) tales que KWAKW = |A],
K®) BK®) = | B| son matrices Jacobi TP no singulares. De esta manera, por
la Proposicion 3.28, sabemos que la matriz |A|o|B| es Jacobi TP no singular.
Notemos que ademés |A|o|B| = |Ao B|. Definamos la matriz K := KW K(®)
(= KB KA) entonces tenemos que

K(AoB)K = (k™ kP aybyk k) 1cijen = (Jais]|bij])1<ij<n = |A] 0 B,

J

y asi tenemos que 0 < det(|A| o |B]|) = det(K (Ao B)K) = det(A o B). Por
tanto, de nuevo por el Teorema 3.3, concluimos que la matriz Ao B es SBD.

]

El conjunto de matrices Jacobi SBD forma un semigupo con respecto
al producto de Hadamard, tal y como muestra el siguiente corolario. Este
corolario es una consecuencia directa de la proposicién anterior.

Corolario 3.31. Sean A y B dos matrices n x n Jacobi SBD. Se tiene que
la matriz Ao B es Jacobi SBD.

El resultado anterior no es valido para matrices SBD que son son Jacobi
tal y como muestra el siguiente ejemplo. Consideremos la matriz

111 1
A=[1 1 1],
0 1 1,1

que es TP y no singular. Por tanto, por el Teorema 3.3, sabemos que A es
SBD. Sin embargo, la matriz

1,12 1 0
AoAT =11 1 1
0 1 1,12

tiene determinante igual a —0,9559 < 0. De modo que A o AT no es una P
matriz y por tanto, no puede ser SBD. Recordemos que en la Proposicion 3.8
probamos que las matrices SBD son P-matrices.
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3.4. Desigualdades relacionadas con el minimo
valor propio y el producto de Hadamard

En esta seccion estudiaremos desigualdades relacionadas con el minimo
valor propio de matrices signo consistentes (y por tanto, también validas
para matrices SR) y de matrices SBD. También presentaremos una clase
de matrices, matrices SSTP, que contiene a las matrices SBD y veremos

desigualdades que involucran al complemento de Schur y al producto de
Hadamard de dichas matrices SSTP.

Denotaremos por A, a un valor propio de valor absoluto minimo de
una matriz A, es decir |\.| < |\;| para todos los valores propios \; de A.
Recordemos (véase la Proposicion 1.29) que una matriz TP no singular tiene
todos sus valores propios positivos. Por tanto, si A es una matriz TP no
singular, entonces podemos tomar A\, > 0. En [83], se obtuvo una cota
para este A\, para matrices TP no singulares, mejorando la cota dada por
el conocido Teorema de Gershgorin para la localizacion de valores propios.
En esta seccion extenderemos dicha cota a mas clases de matrices, como las
matrices SR o las matrices SBD.

El siguiente resultado caracteriza a las matrices n X n que son
simultaneamente SC; y SC,_; (véase Definicion 1.45).

Proposicion 3.32. Sea A una matriz n X n no singular. Se tiene que las
stguientes propiedades son equivalentes:

(1) Aes SCy y SC,_1.
(it) Tanto JA™'J como A son SC;.

(iti) JAYT es SCy y SC,_;.

Demostracion. Observemos que la demostracion de las implicaciones (i) =
(1) y (i) = (4i7) se puede obtener facilmente utilizando la formula (1.5).

iii) = (7). Al aplicar la formula (1.5) a la matriz JA™'J se tiene
(iii) = (2)
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para , 8 € Q.. Puesto que la matriz JA~J es SC; y SC,,_1 por hipdtesis,
se cumple (7).

]

Recordemos que el conocido Teorema de los discos de Gershgorin (véase
Teorema 1.8) proporciona una cota inferior para un valor propio con valor
absoluto minimo A, de una matriz A = (a;;)1<ij<n

Al > min {!au‘\ -> \%’|} ~

J#i

El siguiente resultado mejora esta cota para ciertas matrices. Esta cota
inferior extiende la cota obtenida en el Teorema 4.4 de [83] para matrices TP
no singulares a una clase de matrices mas amplia. Aunque las cotas inferiores
para valores propios con valor absoluto minimo son mas tutiles que las cotas
superiores, el siguiente teorema también proporciona una cota superior. En el
proximo resultado se utilizaran los siguientes subconjuntos de indices: dado
i€{l,...,n} sean

Jii= {j|1j — il es impar}, K := {j||j — il es par}. (3.21)

Teorema 3.33. Sea A una matriz n X n no singular que es SCi y SC,_4
con signos €1 Y €,_1 respectivamente. Sea €, el signo del determinante de A.
Se tiene que A tiene un valor propio real A\, con wvalor absoluto minimo y

ademds
£1En—1En|A| > min {!au‘\ — Z ]aij\} (3.22)

JjeJ;

51871,18”‘)\*‘ S méX {]au\ + Z \aij]} . (323)

JEK;

Demostracion. Notemos que, por la formula (1.5), la matriz JA™'J es SC,
con signo €,_1€,. Por el Teorema de Perron—Frobenius, podemos encontrar
A un valor propio real de JA™1J con valor absoluto minimo, de manera que

En_1EnA > 0, (3.24)

y un vector propio no negativo x de JA™!J asociado a A. En ese caso, T
también es un vector propio de la matriz (JA™'J)™! = JAJ asociado a
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A 1= 1/5\, un valor propio de JAJ con valor absoluto minimo. De esta
manera, A\, es un valor propio de A con valor absoluto minimo. Observemos
que, por (3.24), tenemos que &, 1g,\ > 0.

Dado z = (x1,...,2,)7 el vector propio no negativo de JAJ,
consideremos un indice i € {1,...,n} tal que z; = maxi<;<,{z;}(# 0).
En ese caso tenemos que ix tamblen es un vector propio no negativo de
JAJ. De hecho, podemos tomar el vector z (que es no negativo) de manera
que z; = 1y 0 < z; <1 para todo j # 7. S5i tomamos la componente ¢—ésima

de (JAJ)x = A\.x, tenemos que

En—1En] A = A = @i + E Qi;Tj — E ;T

JjEK; J€J;

Por tanto, tenemos que

€1€n,1€n‘)\*‘ = &£10Q4 + E 1G5 — E €1Q45X 5.

JEK; JE€Ji

Como (14 =)|A] >0, x > 0y z; < 1 para todo j # i, podemos deducir que

E1€n—1En| | > ai] — Z |aijl,
JEJ;
e1€n—1En| M| < ay| + Z ;).

JEK;

De esta manera, tenemos que se cumple el resultado.

Observemos que el resultado anterior solo proporciona cotas cuando
€1€n_1€, = 1. Sin embargo, cuando €,¢,,_16, = —1, podemos deducir a partir
del Teorema 3.33 una consecuencia sobre las entradas de la matriz, tal y
como muestra la siguiente nota.

Nota 3.34. Sea A una matriz n X n no singular de manera que A es SCy y
SC,_1 con signos €1 y £,_1 respectivamente. Sea €, el signo del determinante
de A. Si 16,16, = —1, entonces la cota (3.22) del Teorema 3.33 implica
que |ai| < 3¢ laij| para algin i € {1,...,n}, donde J; es el subconjunto
de indices definido por (3.21).
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Observemos que el Teorema 3.33 también es valido para matrices SR.

Recordemos que, por la equivalencia entre (i) y (i7) del Teorema 3.3,
las matrices SBD son semejantes a las matrices TP. Por lo tanto podemos
concluir, al igual que en el caso de las matrices TP no singulares, que un
valor propio con valor absoluto minimo de una matriz SBD es positivo. El
siguiente resultado extiende el Teorema 4.4 de [83] a la clase de matices SBD.

Corolario 3.35. Sea A una matriz SBD de tamano n X n y sea A\, un valor
propio de A con valor absoluto minimo. Para cada i € {1,...,n}, sea J; el
subcongunto de indices definido en (3.21). Se tiene que

JE€J;

Demostracion. Por el Teorema 3.3, sabemos que la matriz KAK (que es
semejante a A) es una matriz TP no singular. Recordemos que A y KAK
tienen los mismos valores propios. Por tanto, podemos aplicar el Teorema 3.33
a la matriz KAK (con 1 = ¢,_1 =, = 1) y el resultado se deriva a partir
de (3.22). Notemos que una matriz SBD tiene entradas diagonales positivas
y entonces |a;;| = aj;.

]

Los siguientes ejemplos muestran que las cotas del Corolario 3.35 y del
Teorema 3.33 no se pueden mejorar.

Ejemplo 3.36. Consideremos la siguiente matriz SBD

12 -7 -1
A=10 6 1
0 3 8

Esta matriz tiene los valores propios 12, 9 y 5. Puesto que la cota dada
por (8.25) es A\« > 5 y es alcanzada por el valor propio mds pequerio,
dicha cota no se puede mejorar. Observemos que la cota inferior dada por el
Teorema de Gershgorin es A\, > min{4,5 5} =4, que es peor que la anterior.

Dada la matriz TP no singular

12 7 0
B=10 12 0],
0 0 12
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que tiene el valor propio 12 (con multiplicidad 3), observemos que la cota
dada por (3.23) es N\, < 12. Esta cota no se puede mejorar y ademds mejora
la cota superior dada por el Teorema de Gershgorin, \, < 12+ 7 = 19.

Si A es no singular, recordemos la siguiente formula sobre complementos
de Schur de sus submatrices principales (corresponde a la formula (1.2)
aplicada a submatrices principales):

(A/A[a]) ! = AV (a) = Ao, (3.26)

En la Proposicion 1.5.1 de [42] se muestra que el complemento de Schur de
submatrices principales A[a] que utilizan conjuntos de indices consecutivos
a de una matriz TP no singular, es TP. Desafortunadamente, este resultado
no es valido para complementos de Schur en general de matrices TP. Sin
embargo, los complementos de Schur en general de submatrices principales
de las matrices SBD también son SBD, tal y como se muestra en el siguiente
resultado.

Teorema 3.37. Sea A una matriz SBD. Se tiene que el complemento de
Schur de Ala] en A, A/Ala], es SBD.

Demostracion. Puesto que A es SBD y por el Teorema 3.3, sabemos que la
matriz A~! es SBD. Como las submatrices principales de las matrices SBD
son SBD (véase Corolario 3.9), tenemos que la matriz A~'(«) es SBD para
todo . Por (3.26), tenemos que A~'(a) = (A/Ala])™! y entonces, de nuevo
por el Teorema 3.3, concluimos que A/A[a] es SBD.

]

Recordemos que las matrices SBD son no singulares. Ahora presentaremos
una clase de matrices que contiene a las matrices SBD y también a algunas
matrices singulares.

Recordemos que una matriz diagonal es una matriz signatura si todas
sus entradas diagonales son +1. Diremos que dos matrices A y B de tamano
n X n son semejantes por signatura si A = SBS™! = SBS, donde S es una
matriz signatura.

Definicién 3.38 (SSTP). Diremos que una matriz A es semejante por
signatura a una TP con signatura ¢ = (e1,...,&,_1), y lo denotaremos por
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SSTP con signatura ¢, si A = KBK, donde B es TP, K es una matriz
signatura y € satisface las condiciones (3.2).

A partir del Teorema 3.3, podemos obtener el siguente resultado que
muestra que la clase de las matrices SSTP contiene a las matrices SBD.

Proposicion 3.39. Una matriz A es SBD con signatura € si y solo si A es
SSTP con signatura € y no singular.

En la Proposicion 3.10, probamos las propiedades del siguiente resultado
para matrices SBD. Por la Proposicion 3.39, dichas propiedades también son
validas para matrices SSTP. Para la demostracion del resultado véanse la
Proposicion 3.10 y la Proposicion 3.7.

Lema 3.40. Sean A, B dos matrices SSTP con la misma signatura € =
(€1,...,6n-1). Se tiene que

(i) A% es una matriz SSTP con signatura (€,_1,...,&1).
(ii) AB es una matriz SSTP con signatura .

(7ii) Si A es no singular, entonces A = LDU, donde L (U, respectivamente)
es una matriz triangular inferior (superior, respectivamente) SBD con
signatura € y con unos en la diagonal y D es una matriz diagonal con
entradas diagonales positivas.

Recordemos que, dada una matriz A, decimos que una descomposicion
A = BC es una descomposicion UL si B es triangular superior y C' es
triangular inferior. El siguiente lema proporciona una caracterizacion de las
matrices SBD en términos de su descomposicion U L.

Proposicion 3.41. Una matriz A n x n es SBD con signatura € =
(€1,...,6n_1) si y sdlo si existen dos matrices A y Ay triangular inferior
y superior, respectivamente, y ambas son SSTP con signatura €, de manera
que A = Ay Ar.

Demostracion. Por el Lema 3.40 sabemos que la matriz conversa de una
matriz SSTP es de nuevo SSTP. De modo que, por el Lema 3.40, tenemos
que A% = LDU = L(DU) con Ly U matrices triangulares inferior y superior
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respectivamente y ambas SBD con la misma signatura (¢,_1,...,e1). Por
tanto, por la Proposicion 3.39 y el Lema 3.40, tenemos que A = L#(DU)# =
ApyAp, donde Ay = L7 es una matriz triangular superior SSTP con
signatura € y Ay := (DU)# es una matriz triangular inferior SSTP con
signatura . Como Ay y Ay son no singulares, y por la Proposicion 3.39,
sabemos que también son SBD. La otra implicaciéon se deriva del apartado
(i7) del Lema 3.40 y de la Propsicion 3.39.

El siguiente resultado tiene una demostraciéon inmediata.

Lema 3.42. Sea A una matriz SSTP con signatura € = (€1,...,6,-1) § S€G
a={1,...,k}. Se tiene que Ala] es SSTP con signatura (e1,...,5_1).

El siguiente resultado extiende el Teorema 2.3 de [92], valido para matrices
TP, a la clase de matrices SSTP.

Teorema 3.43. Sea A una matriz n X n no singular SSTP con signatura £

y sea A(a) no singular para o = {1,...,k} (k <n), entonces se tiene que
i _ (Alala)A(e) " Alale]  Alala)
A= (M e Alo) (5.2

es SSTP con signatura €.

Demostracion. Por la Proposicion 3.39, sabemos que A es SBD con signatura
. Por la Proposicién 3.41, A tiene una descomposicion UL, A = Ay Ay, v
por tanto podemos escribir

s (A[a] A[a|a)) (3.28)

Alala]  A(a)
AplalApla] + Aplala)AL(alo]  Aplaja)AL(a))
( AU(O()AL(O(’C(] AU(COAL(O() ) = AUAL,

donde Ay — (AUO[O‘] AX[E(ZLO)‘)) v A, - ( Af@[j‘jﬂ Aﬁm) son matrices

SSTP con signatura e.

Por el Lema 3.42, el Lema 3.40, la Definicion 1.3 y (3.28), deducimos que
A/A[af] = AJA(a) = Ala] — Ala]a)A(a) T A(ala] = Ap[a]ALla]  (3.29)
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es SSTP con signatura (ey,...,&51).

Considerando (3.28) y (3.29), obtenemos la siguente igualdad
Ala|a)A(a) T Alala] = Ala] — A/A(a) = Aplala)AL(alal. (3.30)

Ademaés, por (3.28), tenemos que Ala|a) = Aplaja)An(a), Alala] =
Apy(a)Arp(ala] vy A(a) = Ap(a)AL(a). Por tanto, teniendo en cuenta (3.30),
concluimos que

) -1
o (Al e el Aolel) oy
donde
Aplala

B = Ayll,...,na) = ( XIE(L))) ,

C = Ay(all,...,n] = (AL(ala] Ar(a)).
Puesto que Ay y A son SSTP con signatura €, sabemos por la Definicion 3.38
que las matrices KAy K = |Ay| y KALK = |AL| son TP. Por lo tanto, las

matrices |B| y |C| son TP. Teniendo en cuenta que el producto de matrices
TP es una matriz TP (véase Teorema 1.28) y (3.31), podemos deducir que

|B||C| = (KBK(a))(K(a)CK) = KBCK = KAK

es una matriz TP y entonces A = K|B||C|K. Por lo tanto, por la
Definicién 3.38, tenemos que A es SSTP con signatura €.

[

El siguiente ejemplo muestra que no podemos mejorar el enunciado del
teorema anterior de manera que la conclusién sea que la matriz A es SBD.

2 1
1 1),yseaoz—{1}.

Notemos que A es una matriz SBD puesto que A es TP. Sin embargo, la

Ejemplo 3.44. Consideremos la matriz A =
" 11 ‘
matriz A = 1 1) ™o puede ser SBD porque es singular.

A continuacion presentamos el nicleo de Hadamard de las matrices SSTP
de tamano n X n:

CSSTP :={A: BesSSTP = Ao Bes SSTP }. (3.32)
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Corolario 3.45. 51 A es una matriz Jacobi SSTP con signatura e, entonces
AeCSSTP.

Demostracion. Por el Teorema 3.43, sabemos que A también es SSTP con
signatura . Puesto que A= KCK, con C una matriz Jacobi TP, y teniendo
en cuenta que las matrices Jacobi TP estédn en el nticleo de Hadamard de las
matrices TP (véase Teorema 8.2.5 de [42]), podemos deducir facilmente que
A pertenece al CSSTP.

]

Demostraremos ahora un resultado para el complemento de Schur de A(«)
con o = {1,...,k} en matrices SSTP.

Lema 3.46. Sea A una matriz SSTP con signatura € = (€1,...,6,_1),
a={l,...,k} y sea A(a) no singular. Se tiene que AJ/A(a) es SSTP con
signatura (€1, ...,E5-1).

Demostracion. Por la Proposicion 3.41 tenemos que A = AyApr, donde
Ay v Ar son matrices SSTP con la misma signatura . También sabemos,
por (3.29), que A/A(a) = Ayla]Ar]a). Observemos que, por el Lema 3.42, las
submatrices Ayla] y Arla] son SSTP con la misma signatura (1, ..., e5_1).
De manera que, utilizando el apartado (i) del Lema 3.40, concluimos que
AJA(a) es SSTP con signatura (g1,...,65-1).

[]

Sean A = (aij)i<ij<n ¥ B = (bij)1<ij<n dos matrices. Diremos que
A > B sia;; > by para todo 1 < 4,5 < n. Extendiendo a las matrices
SSTP el Teorema 3.1 de [92|, valido para matrices TP, tenemos las siguientes
desigualdades.

Teorema 3.47. Sean A, B dos matrices SBD con la misma signatura €, oo =
{1,...,k}, y sean A(a), B(a) y A(a) o B(a) no singulares. Si A € CSSTP
o B € CSSTP, entonces tenemos que

(Ao B)/(A(a) o B(a)) > AJ/A(«) o Bla] + Ala] o B/B(«)
—A/A(a) o B/B(a) (3.33)
> A/A(a) o Bla] > A/A(«a) o B/B(«),
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(Ao B)/(A(a) o B(a)) > Ala) o B/B(a) > AJ/A(a) o B/B(a).  (3.34)

Demostracion. Primero definimos la matriz B de manera analoga a como
hemos definido A en (3.27). Por el Teorema 3.43, sabemos que A y B son
matrices SSTP con signatura €. Notemos que, debido a la conmutatividad
del producto de Hadamard, basta con demostrar el enunciado para A €
CSSTP (el caso B € CSSTP se demuestra analogamente). Ahora, como
A € CSSTP, tenemos que la siguiente matriz es SSTP

iop - ((Aldd = A/A(e)) o (Bla] — B/B(a))  Alala) o Blala)
A B—( A(ala] o B(ala] Ala) o B(a) )

Por tanto, la matriz Ao B es TP excepto por el signo de algunas entradas.
Ademas, como A y B son SSTP con la misma signatura, la matriz A o B
es no negativa y por tanto, TP. Considerando la ecuaciéon anterior y la
Definicién 1.3, podemos deducir que

(Ao B)/(A(a) o B(a))
= (Alo] = A/A(a)) o (Bla] = B/B(«))
—(Ale]a) o Blala))(A(a) o B(e)) ™' (A(ala] o B(a]a])
= Ala] o Blo] - (Alae) o Blaja))(A(e) o B(a)) ' (A(e]a] o B(al])
—(Ala] o B/B(a) + A/A(a) o Bla] — A/A(a) o B/B(«))
= (Ao B)/(A(a) o B(a))
—(Ala] o B/B(a) + A/A(a) o Bla] — A/A(a) o B/ B(«)).

Puesto que Ao B es TP, por la Proposicion 1.5.1 de [42] sabemos que
(AoB)/(A(a)oB(a)) es TP y, en particular, no negativa. Por tanto, tenemos
que

(AoB)/(A(a)oB(a)) > Ala]oB/B(a)+ A/A(«) o Bla] — A/A(«) o B/ B(«).

(3.35)
Observemos que las siguientes matrices son submatrices principales de Ay
B respectivamente:

Ala] = Ala|a)A(a)*A(ala], Bla] = Blaja)B(a) ' Blala). (3.36)

Por tanto, por el Lema 3.42, estas matrices también son SSTP con signatura
(€1,...,€k-1). Ademas, por el Lema 3.46, tenemos que A/A(a) y B/B(«)
son SSTP con signatura (ey,...,e,_1). Notemos que A[a] y Bla] son SSTP
con signatura (g1,...,,_1) (de nuevo por el Lema 3.42). Por (3.30) y (3.36),
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tenemos que Ala]—A/A(a) = Ala], que es SSTP con signatura (e1, ..., x_1).
Puesto que B/B(a) es SSTP con signatura (eq,...,e,_1) por el Lema 3.46,
concluimos que (Afa] — A/A(a)) o B/B(a) es no negativa. Anélogamente
podemos deducir que A/A(«) o Bla] y AJ/A(a) o Bla] también son no
negativas. De manera que las matrices de (3.36) son no negativas. Por lo
tanto, a partir de (3.30) y (3.36), podemos deducir que

AJA(a) o Bla] + Ala] o B/B(a) — A/A(a) o B/ B(«)
= A/A(a) o Bla] + (Ala] — A/A(@)) 0 B/B(«)
> A/A(@) o Bla]
= A/A(a) o (B/B(a) + Bla|a)B(a) ™" B(ala])
(@)

— A/A(a) o B/B(a) + AJ/A(«) o Bla] > A/A(a) o B/B(a).

Finalmente, utilizando las  desigualdades anteriores y  (3.35),
obtenemos (3.33).

Analogamente podemos obtener (3.34) a partir de

AJA(@) o Bla] + Ala] o B/B(a) — A/A(a) o B/B(a)

= AlaJo B/B(a) + A/A(a) o (Bla] = B/B(«))

> Ala] o B/B(«)

= A/A(a) o B/B(a) + (Ala]a)A(a) " A(ala]) o B/ B(a)

= A/A(a) o B/B(a) + Ala] o B/B(a) > A/A(a) o B/B(«).

Por tltimo, consideremos el caso en el que una de las matrices es Jacobi.
Corolario 3.48. Sean A, B dos matrices SBD con la misma signatura e,

a = {1,....k} y sean A(a), B(a) y A(a) o B(a) no singulares. Si A es
Jacobi o B es Jacobi, entonces se cumplen las desigualdades (3.33) y (5.34).

Demostracion. Si A o B son matrices Jacobi SBD, entonces por el
Corolario 3.45 sabemos que A € CSSTP o B € CSSTP. Por lo tanto, por
el Teorema 3.47, tenemos que se cumplen las desigualdades (3.33) y (3.34).

]
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3.5. Estabilidad backward de la eliminaciéon
Gaussiana

En esta seccion veremos que podemos garantizar la estabilidad backward,
sin realizar pivotaje en la eliminaciéon Gaussiana, de un sistema Ax = b,
donde A es una matriz e-BD (véase Definicion 3.12) y b es cualquier vector.
Aunque habiamos visto en la Seccién 3.1 que, si conocemos las entradas de la
BD(A) podemos resolver ciertos sistemas lineales con alta precision relativa
dependiendo de los signos de b, ahora veremos que la estabilidad backward
de la eliminacién Gaussiana siempre la vamos a poder garantizar.

Como es bien sabido (véase Seccién 1.6), el error backward de la
eliminacion Gaussiana depende de su factor de crecimiento. Se han utilizado
muchas medidas para calcular dicho factor. Por ejemplo, mencionaremos
el factor de crecimiento clasico presentado por Wilkinson, o el factor de
crecimiento que aparece en (3.37) del siguiente resultado e involucra a las
matrices triangulares L y U. Para més informaciéon y comparaciones de estos
y otros factores de crecimiento véase el Capitulo 9 de [57] y [25].

Teorema 3.49. Sea A = (a;;)1<ij<n una matrize-BD. Se tiene que A = LU,
donde L es una matriz triangular inferior con unos en la diagonal y U es la
matriz triangular superior que se obtiene al realizar la eliminacion Gaussiana
de A, cumpliendo ademds

LU o

=1. 3.37
14T (3:37)

Demostracion. Notemos que si denotamos por L := LW ... L= y [ =
DUV ...UM a los productos de las matrices de (1.14), tenemos la
descomposicion LU del enunciado. Ademaés, a consecuencia del signo de las
entradas de L y U (véase Proposicion 3.7) tenemos que

Al = [LU| = |L||U], (3.38)

que a su vez implica (3.37).

Observemos que el resultado anterior muestra que el factor de crecimiento
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de la eliminacion Gaussiana para matrices e-BD es 6ptimo ya que, en general,

LU oo

> 1.
[ Al

Por la formula (3.38) y el Teorema 2.2 de [75], tenemos que el no
intercambiar filas es la estrategia de pivotaje parcial escalado 6ptima para
cualquier norma estrictamente mono6tona para las matrices e-BD. Ademas,
tal y como veremos més adelante en esta misma seccion, el hecho de que
la dltima igualdad de la formula (3.38) pueda garantizarse también para
los factores triangulares calculados j}, U implica estabilidad backward de la
eliminacion Gaussiana sin intercambio de filas para las matrices e-BD. Pero
para ver esto, necesitamos algunos resultados adicionales sobre los patrones
de ceros en las matrices e-BD y los factores triangulares.

El siguiente resultado auxiliar muestra que los menores principales
directores de las matrices e-BD son no nulos. Esto se puede deducir de que
una matriz e-BD es, por la Definiciéon 3.12, SBD u opuesta de SBD y de
que las matrices SBD son P—matrices por la Proposicion 3.8. Sin embargo,
incluimos una demostraciéon directa ya que es muy corta.

Lema 3.50. Sea A una matriz e-BD. Se tiene que det A[1,... k| # 0 para
todo k < n.

Demostracién. Observemos que si denotamos por L = LM ...L0=D y
U := U™ D...LO a los productos de las matrices de (1.14), podemos
descomponer A = LDU, donde L,U son matrices triangulares inferior y
superior respectivamente, con unos en su diagonal y D es una matriz diagonal
con entradas diagonales no nulas. En ese caso, es sabido que

AL, ... k| =L[1,....K|D[1,....KU[L,... K]

para todo k < n. Por la identidad de Cauchy-Binet (véase (1.3)), podemos
concluir que det A[1, ..., k] = det D[1,... k] # 0 para todo k < n.

El siguiente lema es una extension del Lema 1 de [48], valido para matrices
TP, a la clase de matrices e-BD.
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Lema 3.51. Sea A = (aij)lgi,jgn una matriz e-BD con signatura (,e,) =
(€1, .. En_1,En) tal que

det A[1,...,p—1,q|1,...,p| = 0. (3.39)

Se tiene que ag, = 0 para todo 1 <k <p yq>p.

Demostracion. Por el Lema 3.50, tenemos que det A[1,. .., k] # 0 para todo
k < n. Puesto que det A[1,...,p— 1] # 0 y considerando (3.39), observamos
que las primeras p — 1 filas de la submatriz A[l,...,p — 1,¢|1,...,p] son
linealmente independientes y la fila g—ésima es una combinacion lineal de
esas p — 1 filas, es decir

p—1

Qg = Z)\hahka 1<k<p.

h=1

Veamos ahora que A\, = 0 paratodol1 < h<p—1.Paracadal <h<p-—1,
tenemos que

det A[1,...,h—1,h+1,...,p—1,¢|1,...,p—1] = (=1)P "INy det A[1,...,p—1]

y
det A[1l,...,h—1,h+1,....p,q1,...,p] = (=1)P" "N\, det A[1,...,p].

Por el Teorema 3.17, sabemos que los menores de la parte izquierda de
las ecuaciones anteriores tienen el mismo signo S := (,)?(ep---€4-1). De
manera que, como S(—1)P~""1)\, >0y S(=1)P~")\, > 0, podemos concluir
que A\, =0 paratodo 1 < h <p-—1.

]

El siguiente resultado extiende la Proposicion 2 de [32]|, valida para
matrices TP, a las matrices e-BD y sera tutil para demostrar el resultado
sobre estabilidad backward anunciado.

Proposicidon 3.52. Sea A = (aij)1<ij<n una matriz e-BD con signatura
(e,6n) = (€1, .., En_1,6n) y consideremos la descomposicion triangular A =
LU, donde L = (l;j)1<i,j<n €S una matriz triangular inferior con unos en la
diagonal y U = (u;j)1<i j<n €S una matriz triangular superior no singular. Se
tiene que, para i > j, €j---g;_1li; > 0 con igualdad si y solo si ag, = 0 para
p>1, ¢ <j. Ademds, para i < j, €;---€;_1u; > 0 con igualdad si y solo si
agp =0 para p <, q > j.
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Capitulo 3. Matrices con Descomposicion Bidiagonal

Demostracion. La descomposicion LU del enunciado ha sido probada en la
demostracion del Teorema 3.49. Como L es el nico factor triangular inferior
con unos en la diagonal principal de una factorizaciéon LDU de A, deducimos
del hecho de que A es e-BD (véase Definicion 3.12) que L es £,-BD, donde
er, = (e1,..-,6n_1,1). Notemos que, para i > j, tenemos que

A = lilulk +...+ likukk, (340)

para todo 1 < k < j. Veamos ahora que a;; = ... = a;; = 0 si y sélo
si l;; = 0 para todo @ > j. Si a;; = ... = a;; = 0 entonces, por (3.40) y
como up, # 0 para todo h < n, podemos demostrar de manera recursiva
que l;; = ... =1l;; = 0. Si l;; = 0, consideremos un k < j. Observemos que
det L[j, 1|k, j| = Lixli; — jilic = —1j;li, = —lig. Por el Teorema 3.17, sabemos
que el signo del menor es

j—1 -1 i—1
HS[HS[ = HS[. (341)
=k =5 =k

1= (3.42)

De manera que (3.41) y (3.42) implican que [, = 0 para todo k < j. Por
tanto, por (3.40), tenemos que a;; = ... = a;; = 0. Como L es €,-BD, por
el Corolario 3.18 tenemos que (g;---g,1)l;; > 0 con igualdad si y so6lo si
ay = ... = a;; = 0. Supongamos que se tiene la igualdad. En ese caso,
como A es no singular, sabemos que existe un indice r > j de manera que
a; # 0. Consideremos el menor det A[i, plg, 7] = —aiap, parap > iy g < j.
Supongamos que ¢ <1 <i<p (loscasos ¢ <i<r<pyq<i<p<rson
similares). Por el Teorema 3.17, tenemos que el signo del menor es

max(i—1,g—1) max(p—1,r—1) P p—1 i—1

) I = ]I ek—ﬂskﬁak—ﬂakﬂak. (3.43)

k=min(i,q) k=min(p,r) k=q k= k=q =r

Sin embargo, por el Corolario 3.18, el signo de —a;-a,, es

max(i—1,r—1) méx(p—1,q—1) i—1 p—1
e I ) le I ) =-1I=]lee
k=min(z,r) k=min(p,q) k=r k=g

que coincide con el opuesto de (3.43).
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3.5. Estabilidad backward de la eliminaciéon Gaussiana

Por lo tanto, tenemos que a,, = 0 para p > i y ¢ < j. Andlogamante,
podemos demostrar el resultado para U.

]

Veamos ahora que, al trabajar con aritmética de precision finita con una
unidad de redondeo u suficientemente pequena, las matrices triangulares
calculadas L, U también cumplen la segunda igualdad de (3.38), y por
tanto podemos obtener un resultado de estabilidad backward con una cota
backward muy pequena.

Teorema 3.53. Sea A una matriz e-BD de tamano n X n. Supongamos
que LU es la descomposicion triangular de A del Teorema 3.49 y que
llevamos acabo eliminacion Gaussiana sin cambios de filas en aritmética de
precision finia, obteniendo los factores calculados E, U y la solucion calculada
T del sistema Ax = b. Sean E y AA matrices tales que LU = A+ E Y
(A4+AA)z =b. Se tiene que, para una unidad de redondeo u suficientemente
pequenda,

(i) ILI|O] = | LU
(i) |B < 22-|Al, DA < 2] 4]

1—vn

donde v, = 17—, siempre que nu < 1.

Demostracion. (i) Si l;; = 0 para algin i > j, entonces hemos visto en el
resultado anterior que a,, = 0 parap > i, ¢ < j y debemos tener qu = 0 para
p > 1,q < j.Demaneraque Ly L solo pueden diferir en las entradas no nulas
de L. Analogamente, U y U solo se diferencian en las entradas no nulas de U.
Es sabido que L—L y U — U cuando u — 0. Por tanto, para una unidad
de redondeo u suficientemente pequena, todas las entradas no nulas de L y
de U tendran el mismo signo que las entradas de L y U respectivamente. Por
ultimo, considerando la ecuacion (3.38), podemos concluir que

ILO| = |L||0],
para una u suficientemente pequena.
(1) Por la formula (9.6) de [57] sabemos que

|E] < 7l LI[U]. (3.44)
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Ademas, hemos visto en (i) que |L||U| = |LU|. Por tanto, tenemos que
LUl = |[LU| = [A+ E| < [A] + 7| LU,
lo que implica que

1

LU < 7——14| (3.45)

n

Teniendo esto en cuenta y (3.44), concluimos que |E| < 2-|A[. La
desigualdad |AA[ < $22-|A[ es consecuencia de (3.45) y del Teorema 9.4

de [57], donde se muestra que |AA| < ys,|L||U].

O

A continuacion presentamos experimentos numéricos que ilustran la
precision de la eliminaciéon Gaussiana sin cambios de filas (GE) y el hecho
de que es mejor que la eliminacion GGaussiana con pivotaje parcial para la
resolucion de sistemas lineales con matrices e-BD. Calcularemos la solucion
exacta x del sistema lineal Az = b utilizando el comando LinearSolve de
Mathematica y usaremos dicha solucién para comparar la precision de los
resultados obtenidos con MATLAB mediante un algoritmo de eliminacion
Gaussiana sin cambios de filas y el comando A\b de MATLAB, que utiliza
pivotaje parcial.

Calculamos el error relativo de una soluciéon z del sistema lineal Ax = b
mediante la siguiente formula:
|z — 2|2

err = ———,
112

donde z es la solucién calculada.

Ejemplo 3.54. Sea A la siguiente matriz e-BD

8 16 =32 =32 64 192 —192 —384
16 38 =88 124 284 888 =960  —1992
-32 =82 201 312 =735 —2316 2538 2298
-96 —258 655 1079 —2610 —8380 9620 20844
96 282 761 —1401 3642 12472 —16584 —39972
0 0 —4 —72 444 2458  —5920 —18556
0 0 20 360  —2220 —12300 29684 93332
0 0 20 360  —2220 —12342 30052 95855
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3.5. Estabilidad backward de la eliminaciéon Gaussiana

b, GE A\b;

by 6.3184e-015 7.6074e-010
by 1.1155e-014 7.4450e-010
by 6.1846e-016 7.6540e-010

Tabla 3.1: Errores relativos

Sean by, by y bs los vectores

b? = [6757_4a 37_17_17_375]T7
bg = [575a7757473a Oa_l]Ta
by = [9,-2,3,—5,—4,2 -3, —1]".

En la Tabla 3.1 podemos encontrar los errores relativos oblenidos al
utilizar la estrategia sin intercambio de filas (columna GE de la Tabla 3.1)

y pivotaje parcial (columna A\b; de la Tabla 3.1) para resolver los sistemas
Ax =b; parai=1,2,3.

Observemos que, mientras que el orden de los errores relativos al utilizar
pivotaje parcial es alrededor de 10710, el orden de los errores relativos al no
utilizar intercambios de filas oscila entre 10714 ¢ 10716,

Ejemplo 3.55. Hemos generado 100 sistemas lineales (A;x = b;) de manera
aleatoria, donde las matrices A; de tamano n X n son matrices e-BD:

= 40 matrices y vectores para n = 8.
= 40 matrices y vectores para n = 10.

= 20 matrices y vectores para n = 16.

Las matrices han sido generadas en MATLAB, multiplicando factores
bidiagonales elementales como los de (3.8). La entrada lgk) (ugk)) de cada
matriz bidiagonal elemental EHl(lgk)) (EZTJrl(uz(k))) es un numero aleatorio
que cumple la condicion 2 de la Definicion 5.2.

En la Tabla 3.2 podemos encontrar la media de los errores relativos
obtenidos al utilizar la estrategia sin intercambio de filas (columna GE de
la Tabla 3.2) y pivotaje parcial (columna A;\b; de la Tabla 3.2) para resolver
los sistemas A;jx = b; para 1 =1,...,100.
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8 3.3616e-015 9.1664e-010
10 2.5172e-014 4.3218e-007
16 2.9305e-012 2.570883242

Tabla 3.2: Media de los errores relativos

Observemos que el orden de los errores relativos al utilizar pivotaje parcial
crece muy rdpido al aumentar el tamano de los sistemas. Sin embargo, el
crecimiento del orden de los errores relativos al no utilizar intercambios
de filas es mds moderado. Ademds, la estrategia sin intercambios de filas
proporciona errores relativos mucho mejores que la estrategia de pivotaje
parcial; por ejemplo, tenemos errores de orden 10~'* comparados con errores
de orden 10~7 para sistemas de tamafio n = 10.

3.6. Algoritmos de corte de esquinas y calculos
precisos

Dentro del Diseno Geométrico Asistido por Ordenador, la familia de
algoritmos mas importante es la formada por los algoritmos de corte de
esquinas (véase Definicion 1.20). En esta seccion demostraremos que un
algoritmo de corte de esquinas nos permitird obtener, con alta precision
relativa, la descomposicion bidiagonal de la matriz asociada al corte de
esquinas. Por tanto, se pueden realizar, con esa matriz, los calculos con alta
precision relativa vistos en la Secciéon 3.1.

La importancia de los algoritmos de corte de esquinas dentro del
Diseno Geométrico Asistido por Ordenador se debe principalmente a
dos propiedades: su estabilidad numérica y sus buenas interpretaciones
geométricas. Estos algoritmos estan relacionados con la descomposiciéon de
matrices estocésticas (véase Definicion 1.13) TP no singulares.

El siguiente resultado, que corresponde al Teorema 4.5 de [55|, muestra
que un algoritmo de corte de esquinas descrito por una matriz estocastica
TP no singular puede ser expresado como producto de matrices bidiagonales
estocasticas TP no singulares.

Teorema 3.56. Una matriz A n X n no singular es estocdstica y TP si y
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solo st puede factorizarse de la forma

A= Fo by g PGy Gn—QGn—la (346)
con
1
0 1
F, = 0 1
Qiv1q 1 — g0
Qnn—i 1— Qnn—i
Y
1 0
1 0
G; = I —agip1 Q141 ;

1— anfi,n Odnfi,n

1
donde 0 < o ; < 1 cumple, para todo (i, ), que
ozij:():>ahj:0 Vh >1i st i>j,
OzZ]:O:>CVZk:O Vk>] sto1 < 7. (347)

Bajo estas condiciones, la descomposicion es unica.

La condicién anterior sobre los a;; sblo se utiliza para garantizar la
unicidad de la descomposicién, analogamente a lo que sucede con las
condiciones sobre las entradas nulas en la Definicion 1.19.

Muchos algoritmos importantes para el diseno de curvas, tales como
algoritmos de evaluacion, de subdivision, de elevacion del grado o de inserciéon
de puntos, son algoritmos de corte de esquinas.

En el siguiente resultado demostraremos que a partir de un algoritmo de
corte de esquinas podemos construir, con alta precision relativa y utilizando
O(n?) operaciones elementales, la descomposicion bidiagonal BD(A) de la
matriz asociada A (de tamafno n x n). Por tanto, podremos realizar todos los
calculos con alta precision relativa vistos en la Seccion 3.1 de este capitulo.
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Teorema 3.57. Consideremos un algoritmo de corte de esquinas asociado
a la descomposicion (3.46) de una matriz A TP no singular. Si conocemos
las entradas de F;,G;, i = 1,...,n — 1, con alta precision relativa, entonces
podemos calcular una descomposicion bidiagonal BD(A) con alta precision
relativa utilizando gnZ — gn + 3 productos y %nQ — %n + 1 cocientes.

Demostracion. Demostraremos que se puede calcular
BD(A)=F,_,---F\DGy---G,_y, (3.48)

a partir de las entradas de (3.46) sin realizar restas.

Primero, veamos que podemos escribir parat=n—1,...,1
Fo - Fy=F, - E,DY (3.49)

con D) = diag(F,.1) - - - diag(F;), donde diag(F;) denota a la matriz

i

diagonal cuyas entradas diagonales coinciden con las de Fj.

Tenemos que F,,_| = Fn_lD(F) donde

n—1s
1
pnfl =
1
(07%1 1
Ademaés, se puede comprobar que, para todoi =n—1,...,2, se tiene que
DZ(F)Fi_l = Fz-_ngi, donde
1
1
. Qiy11 1
L= aipzz(l-aiya1) ’

1—aiq11

1
(17an1)"'(170577,,7171'71)0171,77,72'
1
(l_anf1,1)"'(1_O¢n—1,n—1’,—1)

que tiene la entrada a; 411 en la posicion (i+1, 7). De esta manera, concluimos
. A
que Fy 1+ F) = anl"'Fng )
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De manera analoga, podemos deducir que Gy --- G,,_1 = D&G)Gl e Gn_l,
donde DgG) es una matriz diagonal y G; una matriz bidiagonal triangular
superior con unos en la diagonal. Por tanto, tenemos que

A= F, - --FG -G, ,=F,_,- ..ﬁngF)DgG)él G
Forer DG -Gy = BD(A).

donde D := D\ D'

Si denotamos por f;i) a la entrada (7,7 — 1) de la matriz F}, se puede

comprobar que es posible calcular la entrada f](i) a partir de f}”l) utilizando
la siguiente formula para ) =2,...,.nyi=1,...,7 — 2,

i il — 0y i
f() Gy ( j—i-1) f]( +1) (3.50)

T g (L= o)

Existe una formula analoga para las entradas de G;. Por la formula anterior
y las condiciones (3.47), se puede comprobar que los patrones de ceros de la
Definicion 1.19 se cumplen para F;, G; y Dy, por tanto, tenemos la BD(A).

Ademas, como hemos calculado las entradas de Fi, Gi y D a partir de las
entradas de F; y G; (j =4+ 1,...,n) sin utilizar restas, hemos calculado la
descomposicién con alta precision relativa.

Considerando (3.50) y la definicion de la matriz D, podemos concluir que
para calcular la descomposicion bidiagonal BD(A) son necesarios n(n + 2) +
Z?:n Z;:j_Q 3 = 2n? — 2n + 3 productos y Z?:n Z;:j_Q [ L
cocientes.

Terminaremos con el algoritmo correspondiente a la demostracion del
resultado anterior para calcular BD(A) a partir de la descomposicion (3.46)
(véase Algoritmo 3). Recordemos que hemos denotado por fj(l) a la entrada
(j,7—1) de F; y por g](-i) a la entrada (j—1,7) de G;. Inicializaremos la matriz
D :=diag(G1(1,1),...,Gp(n,n)).

101



Capitulo 3. Matrices con Descomposicion Bidiagonal

Algoritmo 3 Calcula la descomposicion bidiagonal de un algoritmo de corte
de esquinas
Entradas: entradas no triviales de las matrices I y G; de (3.46).

A

1: Calcular las matrices F,,_; y Gp_1
2: fori=n-2,...,1do

S O
() _ omip1(l—oq,it2)
Jit1 = 1—ai 41
end for
: for j=n,...,2do
fori=75—-2,...,2do
f(l) — a’jvj,i(l—aj,jfifl) f(z-i-l)
J ajj—i—1(l—aj—1,-i-1)"J
(1) _ @j—ij(d=ajiji1) (i+1)
9j oj—i—1,j(1=0—i,5)7J

10: end for
11: fork=1,...,5—1do

12: D(j,7) = D(j4,j) - Fi(4, J) - Ge(3, J)
13: end for
14: end for

Salidas: matrices F}, D y G, de (3.48).

3.7. Conclusiones

Algunos de los resultados de este capitulo han sido publicados o aceptados
para su publicaciéon en [11], [14], [15] y en [17].

Presentamos los objetivos mas significativos alcanzados en este capitulo:

» Definicion y caracterizaciones de las matrices SBD.

= Procedimiento para realizar calculos con alta precision relativa con
matrices SBD y sus opuestas a partir de su descomposicion bidiagonal:
valores propios, valores singulares, matriz inversa, ciertos sistemas
lineales y descomposicion LDU.

= Propiedades de las matrices SBD: trasposiciéon, producto, conversion,
propiedades de signo, producto Hadamard, complemento de Schur,
Lema de las sombras, etc.

= Caracterizacion de las matrices SBD por medio de sus decomposiciones
LDU y QR.

102



3.7.

Counclusiones

Relacion con otras clases de matrices: matrices TP, P—matrices, M-
matrices, H-matrices, matrices signo simétricas.

Cotas para el menor valor propio de matrices SR y matrices SBD.

Extension de desigualdades para matrices TP a matrices SBD (y a la
clase méas amplia de matrices SSTP).

Demostracion de la estabilidad backward de la eliminacién Gaussiana
en matrices SBD.

Calculo con alta precision relativa de la descomposiciéon bidiagonal de
una matriz a partir del algoritmo de corte de esquinas asociado a la
matriz.
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Capitulo 4

Z—matrices y dominancia diagonal

En este capitulo se estudiaran algunas clases de matrices relacionadas
con las Z-matrices: la subclase de las M-matrices diagonal dominantes y
otras clases relacionadas, como las Z-matrices cuasi-diagonal dominantes
o las cuasi-M-matrices no singulares. En la Secciéon 4.1 se presentard
un algoritmo para calcular con alta precision relativa la descomposicion
LDU de M-matrices diagonal dominantes por filas. Este algoritmo utilizara
una estrategia de pivotaje de dominancia diagonal débil por columnas,
que también serd presentada en dicha seccion. También se estudarian las
propiedades y ventajas del algoritmo presentado y se comparard con los
existentes. Después, en la Seccion 4.2 consideraremos una clase de matrices,
las Z—matrices cuasi—diagonal dominantes, y una nueva estrategia de pivotaje
basada en una variante del pivotaje de la seccion anterior, pivotaje de cuasi—
dominancia diagonal débil por columnas. También se obtendra un algoritmo
para calcular con alta precision la descomposicion LDU de dichas matrices.
En la Secciéon 4.3 se introduciran las cuasi-M-matrices no singulares y se
veran varias caracterizaciones de las mismas. También se presentarin otras
clases de matrices relacionadas y se estudiaran algunas de sus propiedades.
Finalmente, en la Seccion 4.4 se presentaran las conclusiones principales de
este capitulo.

Parte del material presentado en este capitulo ha sido publicado o
aceptado para su publicacion en [13], [16] y [18].
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4.1. Descomposicion LDU de M-matrices
diagonal dominantes

En esta seccion estudiaremos la descomposicion LDU de M-matrices
diagonal dominantes, pero antes recordaremos los resultados obtenidos sobre
este aspecto hasta el momento. En |2] se puede encontrar un algoritmo para
calcular con alta precision relativa la descomposicion LDU de una M-matriz
nxn diagonal dominante por filas, siempre y cuando se conozcan sus entradas
extradiagonales y las sumas de sus filas. La clave radica en modificar la
eliminacion Gaussiana para calcular las entradas extradiagonales y las sumas
de filas de cada complemento de Schur sin realizar restas. Ademaés, en 36|
se utiliza pivotaje completo simétrico para conseguir unas matrices L y U
bien condicionadas (de hecho, la matriz U es diagonal dominante por filas).
Esta descomposicién es un caso especial de descomposicion reveladora del
rango. Recordemos que en [35] se vio, con el correspondiente algoritmo,
que la descomposicion en valores singulares se puede calcular de forma
precisa y eficiente para matrices que admiten una descomposiciéon reveladora
del rango. Para implementar el pivotaje completo simétrico, el algoritmo
de [36] calcula todas las entradas diagonales y todos los complementos de
Schur, lo que incrementa el coste de la eliminacion Gaussiana en O(n?)
operaciones elementales. En [82] se utilizo otra estrategia de pivotaje que
tampoco utiliza restas y con un coste computacional similar, pero obteniendo
matrices triangulares L y U diagonal dominantes por columnas y por filas
respectivamente, con lo que se mejora el condicionamiento de la matriz
triangular inferior L de [36]. En el Subapartado 4.1.1 de esta seccion
recordaremos cotas para el niimero de condicion de estas matrices L y U
(véase también [77] o [81]).

En el Subapartado 4.1.2 presentaremos una descomposicion PAPT =
LDU de una M-matriz diagonal dominante A, donde L es una matriz
triangular inferior diagonal dominante por columnas con unos en la diagonal
y U es triangular superior diagonal dominante por filas con unos en
la diagonal. Para ello, desarrollaremos un algoritmo que anade O(n?)
operaciones elementales al coste de la eliminacion Gaussiana. El algoritmo
presentado en esta seccion, asi como el de [36] y el de [82], no utilizan restas.
De entre todos, el del Subapartado 4.1.2 es el de menor coste computacional:
es el inico caso en que la implementacion de la estrategia de pivotaje es de
menor orden (cuadrético) que el de la eliminacion Gaussiana (cibico).
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En la Nota 4.4 veremos que nuestro método también es valido para
matrices diagonal dominantes que cumplan ciertos patrones de signos:
aquellas con entradas extradiagonales con el mismo signo o aquellas que
tengan un patréon ajedrezado de signos. En la Subseccion 4.1.3 presentaremos
ejemplos numéricos que muestran que las matrices triangulares inferiores
obtenidas con nuestro método pueden estar mucho mejor condicionadas que
aquellas obtenidas con pivotaje completo simétrico. Por tltimo, recordemos
que el problema de calcular una descomposicion LDU eficiente de matrices
diagonal dominantes generales ha sido considerado en [93| y también en [38].

4.1.1. Pivotaje de dominancia diagonal débil por
columnas

Recordemos que la eliminacion Gaussiana aplicada a una matriz no
singular A (véase Seccion 1.3 del Capitulo 1) da lugar a una sucesion de
matrices como la siguiente:

A=AD 5 AW 5 A® 5 A® 5o AW = AW = DU (4.1)

Cada matriz A®) = (aﬁj))lgi,jgn se obtiene reordenando las filas y /o columnas

t,t+1,...,n de la matriz A® de acuerdo a una estrategia de pivotaje dada,
de manera que &g) # 0. Pero si la matriz A es singular, entonces puede
suceder que a,ﬁ? = 0 en las matrices de (4.1). En ese caso, la fila y la columna
correspondientes seran nulas (tal y como veremos més adelante en esta misma
subseccion):

A0, oml] =0, AO[H,.. ] =0, (4.2)

y continuaremos el proceso de eliminacion con AVt 4+1,...n] = AO[t +
1,...n].

A continuacién, vamos a presentar algunas estrategias de pivotaje
simétricas para matrices diagonal dominantes por filas. Pero antes tengamos
en cuenta que, puesto que la dominancia diagonal por filas se hereda al
hacer complementos de Schur en la eliminacion Gaussiana, dicho proceso
de eliminacién con una estrategia de pivotaje simétrica preservara esta
propiedad; es decir, todas las matrices A®) de (4.1) son diagonal dominantes
(en particular DU, y por tanto U).

Por lo tanto, basta con describir la eleccion del primer pivote a1 = ag.
Por un lado, la estrategia simétrica que elige como pivote la entrada mas

107



Capitulo 4. Z-matrices y dominancia diagonal

grande en valor absoluto de la diagonal sera equivalente al pivotaje completo
simétrico y fue utilizado en [36]. Esta estrategia proporciona una matriz U
que es diagonal dominante por filas, y por tanto est& bien condicionada, y
una matriz L que normalmente también esta bien condicionada.

Por otro lado, puesto que A es diagonal dominante por filas, tenemos que

n n n
D laul 2} D layl
i=1 i=1 j=1,j#i
y entonces existe un entero k tal que la columna k—ésima de A es diagonal

dominante, es decir,
n

s > Y fal. (4.3)
i=1,itk

En [82], se elegia el primer pivote a;; = ay, de manera que se tuviese la mayor
dominancia diagonal posible en (4.3), es decir, la mayor diferencia entre el
valor absoluto de una entrada diagonal y la suma de los valores absolutos de
las entradas extradiagonales de esa fila. Esta estrategia es un caso particular
de pivotaje de dominancia diagonal por columnas. En esta secciéon vamos a
utilizar una estrategia que llamaremos pivotaje de dominancia diagonal débil
por columnas: es una estrategia de pivotaje simétrica que elige como primer
pivote una entrada a3 = agg, que satisface (4.3), sin la imposicion de que
sea distinto de cero. Si a;; = 0, entonces la dominancia diagonal por filas
y columnas implica que dichas fila y columna son nulas, y continuaremos el
proceso de eliminacién con A®[2,... n] = A[2,...,n] (tal y como habiamos
anunciado para el t—ésimo pivote en (4.2)). Para determinar de manera
univoca esta estrategia, elegiremos el primer indice k que cumpla (4.3).

Observemos que el pivotaje de dominancia diagonal débil por columnas
proporciona una matriz U que es diagonal dominante por filas y una matriz
L que es diagonal dominante por columnas. Por lo tanto, ambas matrices
triangulares son siempre bien condicionadas. De hecho, el siguiente resultado
agrupa la Proposicion 2.1 y la Nota 2.2 de [82] para darnos una cota para
sus nimeros de condicion.

Proposicién 4.1. Sea T una matriz de tamano n X n, triangular, con unos
en la diagonal y diagonal dominante por columnas. Entonces

foo(T) = T IT Mo <0y w1(T) = |TIL T e < 20 (44)
S1 T es diagonal dominante por filas en lugar de por columnas, entonces

Foo(T) <20y ko(T) <0
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Por el contrario, el pivotaje completo simétrico proporciona una matriz
L que aunque normalmente estd bien condicionada, no es necesariamente
diagonal dominante por columnas y no tiene por qué satisfacer las cotas (4.4).

Para finalizar esta subseccion, veamos a grandes rasgos como calcular sin
restas (y por tanto, por lo visto en la Seccion 1.6, con alta precision relativa)
la descomposicion LDU de M-matrices diagonal dominantes por filas y M~
matrices diagonal dominantes por filas y columnas, a partir de las entradas
extradiagonales y las sumas de filas. Consideremos una matriz n xn A, que es
M-matriz diagonal dominante por filas, y el vector e := (1,...,1), diremos
que

r .= Ae (4.5)

es el vector de sumas de filas de A. Resumiendo el proceso del Algoritmo 1
de |2], se empieza con (4.5) y en cada iteracion de la eliminacion sélo sera
necesario actualizar las entradas extradiagonales de la matriz y el vector r,
en ambos casos sin usar restas. Se vera que las entradas diagonales de la
matriz no han de ser calculadas en cada paso (excepto el pivote) y por lo
tanto el coste computacional anadido al de la eliminaciéon Gaussiana es del
orden de O(n?) operaciones elementales. Observemos que podemos calcular
también con alta precisién relativa la matriz inversa de una M-matriz no
singular diagonal dominante A: primero se obtiene la descomposicion LDU
de A de manera precisa y después podemos calcular la inversa de L y la de
U sin utilizar restas (véase la Seccion 13.2 de [57]). De esta manera podemos
calcular A=! = U='D~'L~! con alta precision relativa.

Si A es una M—matriz diagonal dominante por filas y columnas entonces
no se necesita ninguna estrategia de pivotaje para calcular de manera precisa
una descomposicion LDU con L y U diagonal dominantes por columnas y
filas respectivamente. Esto se debe a que la matriz L hereda la dominancia
diagonal por columnas de A al realizar la eliminacién Gaussiana. De hecho,
se puede aplicar la eliminacion Gaussiana sin intercambios de filas ni de
columnas y entonces, para cada t = 1,...,n — 1, tendremos que A® = A®
(véase (4.1)) y todas las matrices A®[t, ... n] seran diagonal dominantes
por filas y columnas. En resumen, dadas las entradas extradiagonales de una
M-matriz diagonal dominante por filas y por columnas A = (a;j)1<ij<n ¥
dado el vector r con las sumas de sus filas (véase (4.5)), podemos calcular
con alta precision relativa la descomposicion LDU de A, siendo L una matriz
diagonal dominante por columnas y U diagonal dominante por filas. Ademas,
este calculo se realiza sin utilizar restas durante el proceso y por lo tanto,
con alta precision relativa.
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4.1.2. Algoritmo para calcular la descomposicién LDU
de M—matrices diagonal dominantes

En esta subseccion veremos un algoritmo preciso y eficiente para calcular
la descomposicion LDU (con L diagonal dominante por columnas y U
diagonal dominante por filas) de una M—matriz diagonal dominante por filas,
siempre que conozcamos sus entradas extradiagonales y sus sumas de filas.
Utilizando A" en lugar de A, podremos calcular también la descomposicion
LDU de una M—matriz diagonal dominante por columnas, si conocemos sus
entradas extradiagonales y sus sumas de columnas. En la Nota 4.3, podemos
ver una comparacion con el coste computacional de los métodos presentados
en [36] y en la Seccion 4 de [82]. Nuestro algoritmo obtiene una matriz U con
un condicionamiento similar al obtenido en los dos trabajos mencionados, ya
que U también es diagonal dominante por filas; la matriz L serd en general
mejor condicionada que en [36] (y puede serlo mucho mejor, como podra
verse con las matrices de (4.33) en la siguiente subseccion) y satisface las
cotas (4.4) porque es diagonal dominante por columnas. En el Algoritmo 4,
podemos encontrar nuestro método para calcular la descomposicion LDU de
una M-matriz diagonal dominante por filas.

El siguiente resultado demuestra las buenas propiedades del Algoritmo 4.

Teorema 4.2. Sea A = (a;j)1<ij<n una M-matriz diagonal dominante
por filas, r el vector de sumas de filas de A (ver (4.5)) y P la matriz de
permutacion asociada a una estrategia de pivotaje de dominancia diagonal
débil por columnas utilizada al realizar eliminacion Gaussiana en A. Si
conocemos las entradas extradiagonales de A y el wvector r, entonces
podemos calcular con alta precision relativa (utilizando el Algoritmo 4) la
descomposicion LDU de PAPT, donde L (U, respectivamente) es diagonal
dominante por columnas (filas, respectivamente). Ademds, este cdlculo se
lleva a cabo sin realizar restas y con un coste computacional que excede al
de la eliminacion Gaussiana en a lo mds (Tn* — 11n+6)/2 sumas, n(n — 1)
productos, n(n — 1)/2 cocientes y n(n — 1)/2 comparaciones.

Demostracion. Utilizando el vector r con las sumas de filas de A,
consideremos el sistema lineal Ae = r (donde e := (1,...,1)7) (véase (4.5)) y
la sucesion de matrices (4.1). De esta manera, podemos obtener la siguiente
sucesion de vectores en R™:

r=rl — i) 5@ S50 5. (4.6)
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Algoritmo 4 Calcula la descomposicion LDU de una M-matriz diagonal
dominante (por filas)
Entradas: A= (a;;) (i #j)yr=(r) >0

1: fori=1,...,ndo

2: Dbi = Z;'L:Lj;éi aij

3: Qjg = T3 — Pi

4: S; = Z?zl,j#i Clji

5: hl = Qj;

6: end for

7: Elegir una matriz de permutacion P, tal que A = P AP satisface

hl Z —S1, donde h = P1h7 S = PlS
8: Inicializar: P = P; L = I; D = diag(d;)?_, = diag(h1,0...,0); r = Pir
9 for k=1,...,n—1do
10: if d;, = 0 then

11: fori=k+1,...,ndo
12: lzk - O

13: ng; =0

14: end for

15: else

16: fori=k+1,...,ndo
17: lik = Qir/ kg

18: N = Qi | Qe

19: ri =1 — LiprE

20: h; = h; — n;hy

21: S; = S; — NgiSk

22: for j=k+1,...,ndo
23: if i # j then

24: Q5 = Q45 — likakj
25: end if

26: end for

27: end for

28: end if

29: Elegir una matriz de permutacion P, tal que A = P,APJ satisface

hgi1 > —Sk+1, donde h = Pyh, s = Pys
30: P:PQP;T:PQT

31: P41 = Z?:;Hg Q41,5
32: Ak4+1,k+1 = Tk+1 — DPk+1
33: di1 = Qpg1k41

34: end for

Salidas: PAPT = LDU. Las entradas no triviales de la matriz U estan
almacenadas en N = (n;;)1<i<j<n-
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donde cada r® y #*) contienen las sumas de filas de las matrices A% y
A®) regpectivamente, ya que e es la solucion de Az = r y también de los
sistemas equivalentes A®z = r®) y A®z = 7#*)  Observemos que para cada
k=1,...,n—1 tal que EL,(CIZ) # (0 y para cada j = k+1,...,n, tenemos que

~(K)

k1) (k) Yk (K
r](- ) = T](- ) _ ﬁr,& ), (4.7)
Qg
Consideremos también el vector p*) = (pgk), e ,pgﬂ))T, donde cada pgk) es la

suma de los elementos extradiagonales de la fila i-¢sima de A%®) (para todo
k <mn),

pgk) = Z aﬁf), i=1,...,n. (4.8)

=15

Ahora presentaremos una sucesion de vectores en R™ de manera analoga

a (4.6)):
W s @ 5@y )= ) (4.9)

donde las tltimas n — k 4+ 1 entradas de los vectores ¢® y &*) contienen
las sumas de columnas de las matrices A®[k, ... .n] v AWk, ... n]
respectivamente; recordemos que las matrices A®) y A®) tienen ceros bajo
la diagonal principal en las primeras k — 1 columnas. Por otro lado, tenemos
que

M =dY <k (4.10)
Notemos que si &,(jc) = 0, entonces c§-k+1) = 6§-k) para todo j.

Estudiemos la relacion entre las tltimas n — k entradas c§k+1) (j =
k+1,...,n) del vector cF*1 v las correspondientes entradas del vector &)
(k=1,...,n—1) cuando CNL,(CIZ) # 0. Tenemos que

(+1) _ NS () N <~(k> iy ~<k>>
c; = Z a;j = Z Aij’ = — oy g (4.11)
i=k+1 i=k+1 G,
SECINCE R
- Z “z(‘j — gy (Z ~(k)>‘
i=k+1 i=k+1 Dk

Ahora, teniendo en cuenta que
nook) AR _ sk
Z Qi _ G — Qg
- 20

i=k+1 Ak kk
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podemos deducir de (4.11) que

n ~ (k)
k+1 (k) Ok (K
c;- ) = aij) — Tii)cl(“ ), (4.12)
i=k Ay,

Por lo tanto, se tiene que

k1) Ak Okj ()
G =G T %

Ay,

j=k+1,...,n. (4.13)

También consideraremos las sumas de los elementos extradiagonales de
cada columna de A = AW,

n

s§-1) = Z az(»jl-), j=1,...,n. (4.14)
i=1,i#j
Recordemos que la matriz A = AWM es una M-matriz diagonal

dominante por filas. Estas dos propiedades se heredan al realizar un
intercambio de filas y el mismo cambio de columnas y es bien sabido
que ambas propiedades también se preservan al hacer complementos de
Schur (véase [44]). Puesto que nuestro algoritmo utiliza una estrategia de
pivotaje simétrica, dichas propiedades seran heredadas por todas las matrices
AO[t, .. n]y AD[t,... n]parat =1,...,n. Observemos que la dominancia
diagonal por filas, junto con la no negatividad de las entradas diagonales de
Ay la no positividad de las entradas extradiagonales, implican que todos los
vectores de sumas de filas r® 7 (véase (4.6)) son no negativos,

r® 7O >0, t=1,...,n. (4.15)

Sabemos, por (4.3), que nuestra estrategia de pivotaje elige un indice
Ji € {t,...,n} que cumple la siguiente propiedad:

n

t t
a§t}t > Z ’CLZ(JB‘ (416)
Z:tﬂ*#]i
Si tenemos en cuenta los signos de las entradas de A®[t,.. ., n]y el hecho
de que las ultimas n — k£ + 1 entradas cg-t) del vector ¢ contienen las sumas
de columnas de AD[t, ... n], veremos que (4.16) es equivalente a
t
A >0, (4.17)
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(t)

Observemos que si (ay, :)a(t)

Jtjt
nula, por (4.16), y la fila A®[j|t,...,n] también es nula, por la dominancia
diagonal por filas de AD[t,... n] (tal y como ya se dijo en (4.2)). Cada

multiplicador 1y y cada cociente ny; (i > t) vienen dados por

= 0, entonces la columna AD[t, ... n|j] es

© A0
liy = ~® y Ny = w (418)
t tt

s@I
S

Qt
-~

si &§? # 0,y por l;; =0y ny = 0si &,S? = 0. Debido a los signos de las

entradas de A® [t,...,n], podemos concluir que todos los elementos definidos
en (4.18) son no positivos. Ademas, de (4.10) y de (4.13) (cuando all) 0)
podemos deducir que

C§t+1) - égt) - ntjélgt)u .] =t+ 17 <oy Ny (419)

y por (4.7), se tiene que

r](-tH) _ 7:](;) e (4.20)

Definamos ahora dos sucesiones de vectores que nos seran de utilidad a
la hora de elegir el pivote. Puesto que

C(~1):CL(14)+3(41) jzl,...,n,

J JJ Jj o

vamos a denotar hg-l) = a%), O =AY Ry s = (s I

de modo que podemos escribir
M = pM 4 ), (4.21)

Ahora podemos generar dos sucesiones de vectores de manera analoga a lo
hecho en (4.9):

D s ) L p @ 5Oy ) — ) (4.22)

y
s 5 5 5@ 5 5@y ) = ) (4.23)

donde A" y 5® ge obtienen a partir de h®) y s® respectivamente, utilizando
la misma permutacion de inidices que la usada para obtener &%) a partir
de ¢®. Ademas, R+ y s(HD ge obtienen a partir de A" y 5 de manera
analoga a (4.19). De hecho, se tiene que

h§t+1) _ BE;) —ngh\ j=t+1,....n (4.24)
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sV =50 nEl =t 1, n. (4.25)

Observemos que entonces podemos escribir
¢ =p® 450 O =p0 O =1 n (4.26)

Teniendo en cuenta que los multiplicadores son no positivos y que AV >0y
s <0, podemos concluir que

AO h® >0, 50 s <0, t=1,... . n (4.27)

Recordemos que nuestra estrategia de pivotaje simétrica elige siempre un
indice j; € {t,...,n} que satisface (4.17), y esto, teniendo en cuenta (4.26)
y (4.27), es equivalente a

R > s\, (4.28)

Jt —

Por tltimo, hablaremos de los principales pasos del algoritmo y del coste
computacional que anade al de la eliminacion Gaussiana. Vamos a mostrar
que, si conocemos el vector r = r) con las sumas de las filas de A y
las entradas extradiagonales de A, entonces cada paso del algoritmo puede
llevarse a cabo sin utilizar restas y por lo tanto, con alta precision relativa.
En el siguiente parrafo hablaremos los primeros pasos del algoritmo, que s6lo
se ejecutaran una vez, utilizando la matriz inicial. El resto de pasos han de
repetirse en cada iteracion de la eliminacion Gaussiana.

Primero calculamos el vector p") = (pgl), e ,pS))T con las sumas de las
entradas extradiagonales de cada fila de A = A® como se hace en (4.8)
para k = 1. Este célculo se hace sin utilizar restas porque todas las entradas
extradiagonales de A son no negativas. Esto supone n(n — 2) sumas. Después

calculamos las entradas diagonales de A = AM): aﬁ-) = rj(-l)—p;l), j=1,.

Puesto que el vector (1) es no negativo y p* es no positivo, dichos calculos se
hacen sin usar restas %/ requieren exactamente n sumas. También calculamos
el vector stV = 37(11)) , que contiene las sumas de las entradas
extradiagonales de las Columnas de A = AW, como se hace en (4.14).
De nuevo, el calculo se hace sin utilizar restas porque todas las entradas

extradiagonales de A son no positivas. Esto supone otras n(n — 2) sumas.

Después utilizamos (4.28) con ¢ = 1 para elegir un indice j; para el primer
pivote. Notemos que estamos usando las entradas diagonales h(l) = (1) de

A y las sumas s ) de entradas extradiagonales de las columnas de A. Esto
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requiere n—1 comparaciones. Si el primer pivote a?ﬁ = 0, entonces A = A@)
y tenemos que ;1 := 0y ny; := 0. Perosi al} # 0, entonces utilizaremos (4.18)
con t = 1 para calcular (sin utilizar restas) los multiplicadores [;; (de
la eliminacion Gaussiana) y los cocientes ny; (i > 1). Este procedimiento
para calcular los elementos ng; en cada iteraciéon k—ésima de la eliminaciéon
Gaussiana, utiliza n — k cocientes. Ahora calculamos las altimas n — (k — 1)
entradas del vector r*) con las sumas de filas de la matriz A®[k, ... n], que
viene dado (segtn (4.7)) por

k ~(k— ~(k— ;
r](- )= 7“](' V- lj,k—lT;E;—ll)7 J=k,...n.

Este calculo no implica realizar restas, ya que #*~1) es no negativo y los
multiplicadores son no positivos. Observemos ademas que el calculo supone
el mismo coste computacional que el de actualizar las entradas diagonales de
la matriz durante la eliminacién Gaussiana. Después calculamos las ultimas
n — (k — 1) entradas del vector h*) usando (4.24). De nuevo esto no implica
realizar restas porque h*~Y es no negativo y los multiplicadores son no
positivos. Este calculo requiere n—k sumas y n— k productos. Analogamente,
el cdlculo de las tltimas n — (k — 1) entradas del vector s**) usando (4.25)
se realiza sin usar restas porque tanto 5%~V como los multiplicadores son
magnitudes no positivas. Esto supone otras n — k sumas y n — k productos.
Las entradas extradiagonales de A® [k, ... n] las calculamos igual que en la

o o (R) (k1) ~ (k1) ~ (k1)
eliminacion Gaussiana: a;;” = a;; ~ — lix-1d;_,; (notemos que tanto a;;
(k—1)

como —l; 10, ; son no positivos). Para elegir el indice del k—ésimo pivote

utilizaremos (4.28) con t = k, que usa las entradas h§-k) de A y los elementos

s®. La eleccion de ese k-ésimo pivote conlleva n — k comparaciones.

J
Calculamos ahora el pivote k—ésimo EL,(JZ) = aﬁgk = rj(-f) — p(.]:)

restas, ya que r§f) es no negativo y py:)

que pg-lz) se ha obtenido como suma de ntimeros no positivos (véase (4.8) con
i = jx). De modo que el célculo del k—ésimo pivote requiere n— (k+1) sumas.

sin utilizar

es no positivo. Notemos también

Tal y como hemos visto antes, todas las matrices A®[t,... n] son M-
matrices diagonal dominantes por filas. De manera que podemos repetir el
procedimiento descrito en los parrafos anteriores y obtendremos una sucesion
de matrices

AP(2, . n],. . A Y0 — 1, 0],

hasta conseguir L y DU. A partir de esta ultima matriz, podemos recuperar
sin usar restas las matrices D y U. Ademas, nuestro método tiene un coste
computacional que excede al de la eliminacién Gaussiana sin intercambio de
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filas ni de columnas en (7n*—11n+6)/2 sumas, n(n—1) productos, n(n—1)/2
cocientes y n(n — 1)/2 comparaciones.

]

Nota 4.3. El método descrito en el Teorema 4.2 tiene un coste computacional
menor que el presentado en [36] (que utiliza pivotaje completo simétrico) y
que el presentado en [82] puesto que el algoritmo de esta subseccion tiene
un coste computacional que excede al de la eliminaién Gaussiana en O(n?)
operaciones elementales, mientras que los otros dos métodos exceden dicho
coste con O(n3) operaciones elementales. El motivo de este menor coste
computacional radica en el hecho de que, en contraste con los dos métodos
mencionados, en el algoritmo de esta subseccion no es necesario calcular,
para cada t > 1, todas las entradas diagonales aﬁ? (j > t) de las matrices
AWO[t, ... n| para poder elegir el pivote aﬁ?.

Nota 4.4. El Teorema 4.2 se puede aplicar a cualquier matriz diagonal
dominante A = (a;;)1<ij<n que cumpla

sign(a;;) <0,  j #1, sign(a;) > 0, i=1,...,n, (4.29)

stempre que conozcamos sus entradas extradiagonales y su vector r con las
sumas de filas (véase (4.5)). De esta forma, el procedimiento de [35] nos
permite calcular de manera precisa todos sus valores singulares. También
podemos aplicar el Teorema 4.2 (y por tanto, el procedimiento de [35] para
calcular de manera precisa sus valores singulares) a cualquier matriz A =
(@ij)1<ij<n diagonal dominante por filas que cumpla alguna de las siguientes
condiciones:

sign(a;) = (1) 5 £ sign(a;;) > 0, i=1,...,n, (4.30)

sign(a;;) >0, j#1, sign(a;) <0, i=1,...,n, (4.31)
sign(a;;) = (1), j #4, sign(a;;) <0, i=1,...,n. (4.32)

Notemos que para poder aplicar el Teorema 4.2 a dicha matriz, necesitamos
conocer sus entradas extradiagonales y el vector con las sumas de filas de
su matriz de comparacion M(A). De hecho, recordemos la matriz n X n
J = diag(l,—1,...,(=1)""Y) y observemos que J' = J. Ahora, si A
verifica (4.30), entonces la matriz J *AJ = JAJ = M(A) cumple (4.29)
y tienen los mismos valores singulares que A. Por lo tanto, podemos calcular
la descomposicion LDU de M(A) usando el método del Teorema 4.2 y
calcular sus valores propios mediante el procedimiento de [35]. Andlogamente,
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si A werifica (4.31) o (4.32), entonces aplicaremos el Teorema 4.2 a
las matrices —A o J(—A)J respectivamente. Recordemos, finalmente, que
matrices diagonal dominantes con patrones de signos arbitrarios fueron
estudiadas en [38] y en [95].

4.1.3. Experimentacién numérica

Hemos llevado a cabo experimentos numéricos con M—matrices diagonal
dominantes generadas aleatoriamente. Aunque para el pivotaje completo
(simétrico) no hay cotas satisfactorias para el niumero de condicién de L
como las de (4.4), tras la experimentacién numérica podemos concluir que
las matrices L obtenidas al utilizar pivotaje completo durante la eliminacion
Gaussiana (algoritmo de [36]), en general estan bien condicionadas. Sin
embargo, vamos a presentar una familia de matrices para las que el nimero
de condicion de L, ko(L), puede ser mucho peor utilizando pivotaje
completo que utilizando pivotaje de dominancia diagonal débil por columnas.
Consideremos la matriz n x n (n > 2)

n—1 —(n—1) 0 0
0 n -1 - -1 -2
: —(n—1) n—1 0 0
A, = ) ) . ) . (4.33)
: : 0 . :
n—1 0
0 —(n—1) 0 0 n—1

Estas matrices son M-matrices diagonal dominantes. Hemos calculado la
descomposicion LDU de A, utilizando el algoritmo de la Subsecciéon 4.1.2 y
el algoritmo de [36] (que utiliza pivotaje completo) y vamos a comparar los
niameros de condicion de las matrices L (algoritmo de la Subseccion 4.1.2)
v Lo (pivotaje completo).

En la descomposicion PiA,P; = LiD,U; que se obtiene al aplicar el
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Algoritmo 4 se tiene

1

0 1
0

Ll —
1

0 - 0 1
1 1 2

= s Sl

Por lo tanto, podemos concluir que ||Li|joc = ||L7'|lsc = 2 para todo

n > 5. La descomposicion analoga correspondiente al pivotaje completo nos
proporciona la siguiente matriz

1
_n=1 7
0 1
L2:
1 )
1 1
a0 gy e —d

_ 2n—1 n—11 -1 _ 2n—1

que cumple || Loflo = ==+ 375 7 ¥ 1Ly floo = *5-

Por lo tanto, concluimos que el nimero de condicion de Ly es kqo(L1) =

|1 L1l || L7 oo = 4 para todo n > 5, mientras que el nimero de condicion de
Ly puede ser arbitrariamente grande cuando aumentamos n.

En la Tabla 4.1, tenemos los ntimeros de condiciéon de las matrices L,
(segunda columna) y Lo (tercera columna) para los tamanos n = 10, 20, 30, 40
y 50. En la Tabla 4.2 podemos ver los errores relativos de las matrices
de la descomposicion LDU de nuestras matrices A, (para tamanos n =
10,20, 30,40 y 50) calculadas con el algoritmo de |36], es decir, con pivotaje
completo. A las matrices exactas las denotamos Lo, Do, Us y a las matrices
calculadas las denotamos ﬁz, ﬁg, Us. Observemos que el error realtivo para
esas matrices calculadas por el algoritmo de [36] es pequenio. También hemos
llevado a cabo calculos andlogos utilizando el algoritmo de la Subseccion 4.1.2
y las matrices calculadas L, D; y U; coinciden exactamente con las reales,
es decir, el error relativo es 0.
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n Koo(L1) Koo(L2)
10 4 20.4501
20 4 51.9706
30 4 87.0903
40 4 124.5183
20 4 163.6538

Tabla 4.1: Nameros de condicion.

n L2 — Lalla/l[ Lall2 D2 — Dsll2/[| Dall2 U2 — Ualla/]| Uzl
10 1.8922e-017 1.7764e-016 7.6823e-017
20 3.5440e-017 3.5527e-016 1.2123e-016
30 3.9756e-017 5.9212e-016 1.7154e-016
40 4.3490e-017 8.8818e-016 2.1188e-016
50 4.8376e-017 8.5265e-016 2.3833e-016

Tabla 4.2: Errores relativos con pivotaje completo.

4.2. Descomposicion LDU de Z-matrices

cuasi—diagonal dominantes

En esta seccion estudiaremos la descomposicion LDU de Z—matrices
cuasi-diagonal dominantes por filas A = (aij)1<ij<n CON ap, < 0y
a; > 0 para todo ¢ # n. En particular, extenderemos a este problema la
técnica de la seccion anterior, donde presentdbamos un algoritmo con alta
precision relativa para el célculo de la descomposicion LDU de M—-matrices
diagonal dominantes, siempre y cuando conociésemos las sumas de filas y
las entradas extradiagonales de la matriz. El método propuesto tiene un
coste computacional que excede al de la eliminacion Gaussiana en O(n?)
operaciones elementales.

En la Subseccion 4.2.1 presentaremos nuestra clase de matrices y
la estrategia de pivotaje que utilizaremos en nuestro algoritmo, al que
incluiremos en la Subseccion 4.2.2. En el Teorema 4.8 demostraremos que
el algoritmo no utiliza restas y tiene un coste computacional similar al de la
seccion anterior. Tal y como veremos en la Nota 4.9, si eliminamos la hip6tesis
ann < 0, entonces perderemos la garantia de la alta precision relativa,
aunque se pueden mantener otras de las ventajas. En la Subseccion 4.2.3
veremos ejemplos numéricos que muestran que las descomposiciones LDU
obtenidas son descomposiciones reveladoras del rango y que para ciertas
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familias de matrices, dichas descomposiciones mejoran en este sentido a
las obtenidas mediante eliminacién Gaussiana con pivotaje completo o con
pivotaje completo simétrico, que es mas natural que el pivotaje completo
clasico para estas clases de matrices.

4.2.1. Cuasi—dominancia diagonal y estrategias de
pivotaje

Empezaremos este subapartado presentando la nueva clase de matrices
que seran objeto de estudio en esta seccién.

Definicion 4.5 (Cuasi-diagonal dominante (por filas)). Diremos que una
matriz A n X n es cuasi-diagonal dominante por filas si la submatriz
All,...,n—1]1,...,n] es diagonal dominante por filas.

Dada una matriz A = (a;;)1<ij<n, recordemos que en la estrategia de
pivotaje llamada pivotaje completo, en cada iteracion ¢t de la eliminacién
Gaussiana se elige como pivote una entrada de la matriz con el mayor valor

. , . . ~(t ’ t ,
absoluto; es decir, el ¢~ésimo pitove es @) := maxtgi,j§n|a§j)| (véase la

sucesion de matrices (4.1)).

Recordemos que una estrategia de pivotaje es simétrica cuando se realizan
los mimos intercambios de filas que de columnas. Una de estas estrategias
simétricas es la llamada estrategia de pivotaje completo diagonal, la cual
elige como pivote la (primera) entrada diagonal de la matriz correspondiente
(A®[t, ..., n]) con el mayor valor absoluto. Si la matriz es diagonal dominante
(como ocurria en la seccion anterior), el pivotaje completo diagonal es un caso
particular de pivotaje simétrico.

A continuacion presentaremos la estrategia de pivotaje utilizada en el
algoritmo que se propone en esta seccidon. Esta estrategia surge al intentar
extender la estrategia de dominancia diagonal débil por columnas presentada
en la seccion anterior a la clase de matrices estudiada esta seccion. Si
A = (aij)1<ij<n €s una matriz no singular cuasi-diagonal dominante por
filas, entonces tenemos que

n—1 n—1 n
D laal =3 > layl
i=1 i=1 j=1,j7#1¢

121



Capitulo 4. Z-matrices y dominancia diagonal

y existe un entero k € {1,...,n — 1} de manera que la columna k—ésima de
All,...,n—1]1,...,n| es diagonal dominante, es decir,
n—1
larel = D aa. (4.34)
i=1,ik

Si elegimos como primer pivote @j; a la primera entrada ag, (£ 0) que
cumpla (4.34), intercambiando para ello las correspondientes filas y columnas,
entonces la matriz A® sera de nuevo no singular cuasi-diagonal dominante
por filas y puesto que la no singularidad y la dominancia diagonal por filas se
heredan al hacer complementos de Schur durante la eliminaciéon Gaussiana,
la matriz A®)[2, ... n] sera también no singular y cuasi-diagonal dominante
por filas. Este razonamiento se puede aplicar a cualquier iteracién de la
eliminacion Gaussiana. Diremos que esta estrategia de pivotaje simétrica es
de cuasi—dominancia diagonal débil por columnas. Observemos que la tGltima
fila de las matrices no puede ser intercambiada en todo el proceso. Como
hemos dicho en la seccién anterior, el proceso de eliminacion Gaussiana con
una estrategia de pivotaje simétrica preserva la dominancia diagonal por filas.
Por lo tanto, si tenemos una matriz A no singular cuasi—diagonal dominante
por filas y aplicamos un pivotaje de cuasi-dominancia diagonal por columnas,
entonces todas las matrices A®) de (4.1) y en particular, D y U, seran no
singulares cuasi-diagonal dominantes por filas. De hecho, como U también
es triangular superior, se tiene que es diagonal dominante por filas.

En esta seccién vamos a presentar un algoritmo con alta precision relativa
para Z-matrices no singulares cuasi-diagonal dominantes por filas con todas
sus entradas diagonales positivas excepto la tltima (que es negativa). El
siguiente lema nos garantiza que todas esas propiedades se conservan al
realizar la eliminacion Gaussiana con una estrategia de pivotaje de cuasi-
dominancia diagonal débil por columnas.

Lema 4.6. Sea A = (aij)1<ij<n una Z-matriz no singular cuasi-diagonal
dominante por filas con las primeras n — 1 entradas diagonales positivas
y supongamos que aplicamos eliminacion Gaussiana con una estrategia de
pivotaje de cuasi—dominancia diagonal débil por columnas. Entonces se
cumplen las siguientes propiedades:

(i) Todas las matrices A A t =1,... n de (4.1) son Z-matrices no
singulares cuasi—diagonal dominantes por filas con las primeras n — 1
entradas diagonales positivas.
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(ii) Si ademds an, < 0, entonces las entradas (n,n) de todas las matrices
AW A® son negativas.

Demostracion. (i) Claramente, el intercambio de filas y columnas con los
mismos indices conserva las hipotesis, siempre y cuando la ultima fila no
sea intercambiada. Por lo tanto, basta con comprobar que un paso de la
eliminacion Gaussiana (por ejemplo, el paso AW A(Q)) con un pivote
ay = a) (no nulo) también preserva las hipotesis.

)

Consideremos cualquier entrada ag» coni#jyi,j€{2,...,n}. Como

a
=4 — —my %y
aqq

o

es facil ver, teniendo en cuenta las hipotesis sobre el signo de las entradas,
que ELEJQ.) < 0. Por tanto, todas las entradas extradiagonales de A® son no
negativas. Tal y como hemos recordado antes, tanto la no singularidad como
la dominancia diagonal se conservan al realizar la eliminacion Gaussiana. De
manera que A es no singular cuasi-diagonal dominante por filas. Sélo falta
demostrar que todas las entradas diagonales de A®), excepto la dltima, son

positivas.

(1)
3 i
submatriz AM[1,j]. Como esta submatriz es diagonal dominante y tanto

~(1) ~(1)
aj; COMO

Consideremos cualquier entrada diagonal a;.’ con 1 < j < n y la

son positivos, tenemos que

~ 2 D=1 (1)1
det AV[1, 5] = agl)ag-j) - agj)ag.l) > 0.
Tras realizar un paso de eliminacion Gaussiana tendremos la matriz A?,
. . . 2 .
que es cuasi—-diagonal dominante por filas con a§1) =0y det A?[1,5] =
det AM[1, 5] > 0. De modo que tenemos det A®)[1, j] = aﬁ)a(?

i
aﬁ) = aﬁ) > 0, podemos deducir que aﬁ) > 0. Si aﬁ) = 0, y debido a

> 0y, como

la cuasi-dominancia diagonal por filas de A®), su fila j—ésima seria nula,
lo que contradice la no singularidad de A®). Por tanto, aﬁ) > 0 y queda

demostrado ().

(77) De nuevo basta con comprobar que un paso de la eliminacion
Gaussiana (por ejemplo el paso A — A®)) con un pivote no nulo conserva
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esta propiedad. Observemos que, como

@ _ ) i -
App = Qpy, — ~(1) “n>
aqq

podemos deducir de la hipdtesis que agf < dS,% < 0, y asi queda

demostrado (7).

]

Nota 4.7. Si observamos la demostracion del Lema 4.6, podemos deducir
que dicho lema también es wvalido para cualquier estrategia de pivotaje
stmétrica que no intercambie la ultima fila. Bajo las hipotesis del Lema 4.6,
denotaremos por P a la matriz de permutacion asociada a la estrategia de
pivotaje de cuasi—dominancia diagonal débil por columnas. De esta manera,
la correspondiente descomposicion LDU wviene dada por PAPT = LDU. El
hecho de que la estrategia de pivotaje sea de cuasi—-dominancia diagonal débil
por colummnas, tmplica, debido a su eleccion de los pivotes, que la matriz
L[1,...,n—1] es diagonal dominante por columnas.

En la siguiente subseccién presentamos una implementacion de la
eliminacion Gaussiana con la estrategia de pivotaje de cuasi-dominancia
diagonal débil por columnas con muchas propiedades deseables.

4.2.2. Algoritmo para calcular la descomposicién LDU
de Z—matrices cuasi—diagonal dominantes

En esta subsecciéon, daremos un algoritmo preciso y eficiente para calcular
la decomposicion LDU de A = (a;;)1<i j<n, Una Z-matriz no singular cuasi-
diagonal dominate por filas con sus primeras n — 1 entradas diagonales
positivas v a,, < 0, siempre que conozcamos sus entradas extradiagonales,
las sumas de sus primeras n — 1 filas y a,,. De hecho, el algoritmo no
utilizara verdaderas restas y, por tanto, podra realizarse con alta precision
relativa (véase Seccion 1.6). También consideraremos el caso de las Z-
matrices no singulares cuasi—diagonal dominantes por filas con todas sus

entradas diagonales positivas (a; > 0 para todo i =1,...,n).
Consideremos el vector e := (1,...,1)T y sea
ro=A[l,...,n—1|1,...,nle (4.35)

124



4.2. Descomposicion LDU de Z-matrices cuasi-diagonal dominantes

el vector con las sumas de las primeras n—1 filas de A. Recordemos que, en la
secci6n anterior, denotabamos por r al vector con las sumas de todas las filas
de una M-matriz diagonal dominante. En esa seccién vimos un algoritmo
para calcular la descomposicion LDU de dichas matrices, tomando como
parametros las entradas extradiagonales de la matriz y las sumas de sus filas.
Estos parametros son los que se suelen considerar habituales para esa clase de
matrices, tal y como puede verse en [1], [2], [13], [36] ¥ [82]. Para Z—matrices
no singulares cuasi—diagonal dominantes por filas, utilizaremos los siguientes
parametros: entradas extradiagonales de la matriz, r y la entrada a,,,.

Ahora presentaremos un algoritmo con similitudes al visto en la
Subseccion 4.1.2 pero para Z-matrices no singulares cuasi-diagonal
dominantes por filas. La idea principal es la siguiente: empezaremos
con (4.35) y en cada iteracion de la eliminacién Gaussiana, actualizaremos
el vector r. No es necesario calcular las entradas diagonales de la matriz
en cada iteracion (excepto en la primera iteracion y el pivote y la entrada
(n,n), que si se calculan en cada iteracion) y el coste computacional que
se anade al de la eliminacion Gaussiana es de orden de O(n?) operaciones
elementales. El resto de los detalles se explicaran en el siguiente teorema.
Sin embargo, vamos a presentar algunas de las variables que aparecen en el
Algoritmo 5 y en el Teorema 4.8. Como hemos visto, r = (r1,...,7,1)7
es el vector con las sumas de las primeras n — 1 filas de A. Las sumas
de las entradas extradiagonales de las primeras n — 1 filas de A estén
almacenadas en el vector p = (py, ..., pn_1). Consideremos también el vector
c=(c1,...,cn 1), que contiene las sumas de las columnas de la submatriz
All, ..., n—1]y las correspondientes sumas de las entradas extradiagonales de
sus columnas, almacenadas en s = (sy,. .., s,_1)". Por tltimo, definamos h =
(hiy .. hy1)" == (a11,...,an-_1,-1)". Observemos que en cada iteracion
t €{1,...,n—1} de la eliminacion Gaussiana, actualizaremos las variables r
y p, de manera que r®_ p® y #® 51 contendran las sumas de filas y las sumas
de las entradas extradiagonales de las filas de las submatrices A(t)[l, N
11,...,n] y A®[1,....n—1]1,... n] respectivamente. El vector ¢ también
serd actualizado, de manera que las dltimas n — t entradas de los vectores
c) y é® contengan las sumas de columnas de las matrices AD[t, ... n — 1]
y A® [t,...,n — 1] respectivamente. También transformaremos las variables

sy h durante el proceso de eliminacion Gaussiana en las variables s, h() y
HONNG
sW oM,

El siguiente resultado muestra las propiedades del Algoritmo 5: tanto su
bajo coste computacional como el hecho de que no utilice restas y, por tanto,

se pueda llevar a cabo con alta precision relativa (véase Seccion 1.6).
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Algoritmo 5 Calcula la descomposicion LDU de una Z-matriz cuasi-
diagonal dominante (por filas)

Entradas: A= (a;;) (i #j),r=(r1,...,7-1) >0y ap, <0

1:

N

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:

27:
28:
29:
30:
31:
32:

fori=1,...,n—1do
bi = Z?:l,j;ﬁi Aij
Qi3 = T§ — Pi
Si = Z?:ll,j;éi @ji
i = Qi
end for
Elegir una matriz de permutacion P; tal que Py(n,n) =1y A= PLAPT
satisface hy > —s;, donde h = Pi[1,...,n—1lh, s = P[1,...,n —1]s
Inicializar: P = P;; L = I; D = diag(d;)!., = diag(hy,0...,0);
r=~PI,...,n—1]r
fork=1,...,(n—1)do
fori=k+1,...,ndo
Ly, = aik/akk
N = aki/akk
if i # n then

ri =1 — LigTk

hi = hi — nyihg
Si = Si — NSk
end if

for j=k+1,...,ndo
if i # j then
Q5 = Qi — likakj
end if
end for
end for
Apn = Apnp — lnka;m
if £k <n —1 then
Elegir una matriz de permutacion P, tal que Py(n,n) = 1y
A = P,AP] satisface hypy1 > —spi1, donde h = Py[l,...,n — 1]h,
s=DB[l,...,n—1]s
P=PP;r=PHR1,...,n—1]r
Pr+1 = Z?:Hg Ak41,5
Qk+1,k+1 = Tk+1 — Pk+1
end if
di1 = Qg1 k41
end for

Salidas: PAPT = LDU. Las entradas no triviales de la matriz U estan

almacenadas en N = (n;;)1<i<j<n-
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Teorema 4.8. Sea A = (a;j)1<ij<n Una Z-matriz no singular cuasi-diagonal
dominante por filas con a; > 0 para todo i < n—1y ap, < 0 y sea P
la matriz de permutacion asociada a una estrategia de pivotaje de cuasi—
dominancia diagonal débil por columnas utilizada al realizar eliminacion
Gaussiana en A. Si conocemos las entradas extradiagonales de A, G,y ¥
el vector r = (r,...,mn_1) con las primeras n — 1 sumas de filas de
A (véase (4.35)), entonces podemos calcular con alta precision relativa
(utilizando el Algoritmo 5) la descomposicion LDU de PAPT. Ademds, este
cdlculo se lleva a cabo sin realizar restas y con un coste computacional que
excede al de la eliminacion Gaussiana en a lo mds (Tn* —25n+22)/2 sumas,
n? —5n+ 6 productos, (n*> —n)/2 cocientes y (n* —n —2)/2 comparaciones.

Demostracion. Vamos a describir los pasos principales del Algoritmo 5 y el
coste computacinal que anaden al de la eliminacién Gaussiana. Veremos que
cada paso se lleva a cabo sin utilizar restas, y por tanto con alta precision
relativa. Los pasos iniciales, estudiados en el siguiente parrafo, solo se llevan
a cabo una vez utilizando la matriz inicial, mientras que el resto de pasos se
repetirdan en cada iteracion de la eliminacion Gaussiana.

Primero calcularemos el vector pt) = ( 51), o ,pﬁjll)T con las sumas de
las entradas extradiagonales de las filas de la matriz A[1,...,n—1[1,...,n] =
AWML, ...,n — 1]1,...,n]. Esto requiere (n — 1)(n — 2) sumas. Después
utilizaremos p™") y () := r para calcular las entradas diagonales de A = AM:
a%.) = rj(l)— 5.1), paraj = 1,...,n—1; recordemos que inicialmente conocemos
(nn- Este calculo supone n — 1 sumas. También calcularemos el vector
s = (sgl), oy 8n-1(1))T con las sumas de las entradas extradiagonales de
las columnas de la matriz AV[1,... . n — 1]. Esto requiere (n — 1)(n — 3)
sumas. Notemos que como las entradas extradiagonales de A y el vector p(!
son no positivos y 7™M es no negativo, todos estos calculos se realizan sin
utilizar verdaderas restas y, por tanto, con alta precisién relativa.

Recordemos que denotamos por ¢ = ¢V y por ¢ alas sumas de columnas
de A[1,...,n—1]=AW[1,... . n—1]yde A[l,...,n—1] = AW[1,... . n—1]
respectivamente. Ademas obtendremos la siguiente sucesion de vectores en
Rn—l

RLCO NN €D BN ¢ N ¢ NN C Ny (V) (4.36)

donde las tultimas n — t entradas de los vectores ¢ y 6(f) contienen las
sumas de columnas de las matrices AD[t,....n — 1] y A®[t, ... ,n — 1]
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respectivamente. Para cada j < t, se tiene que cgt) = ~§t71). Puesto que
dg) # 0 por ser A no singular, tenemos
SN (0 o ~ 0 ) i
- Z g~ | T Z%’ = Z N &
i=t+1 At

(t+1) _
G = Z i ij T ()
i=t+1 a i=t+1
(4.37)

i=t+1 tt

Q

Q1

3 at(?)/ai?, podemos deducir de (4.37) que

Como 31, (@} /al)) = (& —

n ~(t)
(t+1) _ N R R O O N I ()
G =Dy — gl =~ —5h (4.38)
Qyy gy

1=t

paratodo g =t+1,... n.

Recordemos que por (4.34), nuestra estrategia de pivotaje elige un indice
je € {t,...,n—1} de manera que la columna j, de A®[t,... , n—1] es diagonal
dominante, lo que es equivalente a decir que

t
> 0. (4.39)

El multipliador l;; y el cociente ny; (i > t) vienen definidos por

(1) (1)

L o= b py = (4.40)
0 (0
t tt

Utilizar este método para calcular los elementos n;; en cada iteracion de la

eliminacion Gaussiana supone como mucho n — ¢ cocientes.

De la ecuacion (4.38), podemos deducir que

AT = e, j=t+1.n. (4.41)
Considerando al mismo tiempo el sistema lineal A[1,... , n—1|1,... ,nle =
,1)T) vy la sucesion de matrices (4.1), podemos

r (recordemos que e := (1,...
definir la siguiente sucesion de vectores en R"~!
n-1) (4.42)

T:r(l)_>f(1)_>r(2)_>f(2)_>...—)r( ,

donde los vectores r® y f(t)N contienen las sumas de filas de las matrices
AO, .. on—11,...,n] y A®[1,...,n—1[1,...,n] respectivamente, pues
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el vector e es una solucion de A[l, —1[1,...,nJz = ry por tanto de los
sistemas AD[1,... , n—1|1,. ]x—r y Al [ n—1|1,...,nlz =7®,
Ademés, para Cadat— 2,...,n 1y para cada j :t—l—l,...,n 1, tenemos,

por (4.40), que
r = gAY (4.43)

Como A es una Z-matriz no singular cuasi-diagonal dominante por filas
con sus primeras n — 1 entradas diagonales positivas y hemos aplicado una
estrategia de pivotaje de cuasi-dominancia diagonal débil por columnas, el

Lema 4.6 nos garantiza que todas las matrices A® A® para t = 1,...,n
de (4.1) heredan estas propiedades de A. Por tanto, todos los vectores r®) 70
son no negativos (t = 1,...,n — 1). Esta no negatividad junto a la no
positividad de los multiplicadores [;; hacen que el célculo de rj(-t) se realice
mediante (4.43) sin utilizar restas.
También calcularemos, para cada t = 2,...,n, la entrada agf% tal y como
se hace en la eliminacion Gaussiana habitualmente
) = all7V — laals. (4.44)

Notemos que este célculo se realiza sin utilizar restas y que, junto con
el célculo de todos los r](-t), supone el mismo coste computacional que la
actualizacion de las entradas diagonales durante la eliminacion Gaussiana
habitual.

Consideremos las sumas de las entradas extradiagonales de las columnas
de A[l,...,n—1] = AM[1,... . n—1]:

n—1
YoalY j=1...n-1

i=1,i#]

Vamos a definir dos nuevas sucesiones de vectores que seran tutiles en

la eleccion de los pivotes Como cﬁl) = ag ) + s( ) para j = 1,...,n — 1,

hY = (hg1 ,...,hg_)l) s = (sgl),..., 1)1) )

1 .
denotaremos h; "’ := a]j , S,

De esta manera, podemos escribir

D — ) ).

Actualizaremos los vectores A y s en cada iteracion ¢ de la eliminacion
Gaussiana de la siguiente manera: los vectores h(") y 5 se obtienen a partir
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Capitulo 4. Z-matrices y dominancia diagonal

de h® y s respectivamente, con el mismo intercambio de indices utilizado
para obtener ¢ a partir de ¢ y se puede comprobar que es posible actualizar
estos vectores usando los parametros de (4.40):

RO =Y — RV =t 1 n—1 (4.45)

O _ 51

J J

—n SN, j=t+1. . n—1 (4.46)

Ademas se tiene que
GO Z RO 450 0 0 4 O

parat=1,...,n — 1. Puesto que los multiplicadores son no positivos y que
tenemos que hY > 0y s <0, concluimos que todos los vectores B(t), h®
son positivos y que §%,s® son no positivos para t = 1,...,n — 1. Como
hemos visto antes, nuestra estrategia de pivotaje simétrica elige un indice
Ji € {t,...,n — 1} que satisface (4.39), lo que es equivalente a decir que

h{ > [s\7]. (4.47)

El calculo de las tltimas n — ¢ entradas del vector h) mediante (4.45)
requiere n — (t + 1) sumas y otros tantos productos. El calculo de las
tltimas n — t entradas del vector s®) mediante (4.46) supone n — (t + 1)
sumas y productos. De nuevo, todos estos calculos se realizan sin utilizar
restas, debido al signo de los elementos implicados. Ahora calcularemos las
entradas extradiagonales de AM[t, ... n] de igual forma que en la eliminacién
S») = &5;71) — li7t,1&§:3. Elegiremos el indice j; del ¢t-ésimo

(t < m) pivote a partir de (4.47), que utiliza los elementos h;t) y los elementos

Gaussiana: «

s§-t). La eleccion del t—¢ésimo pivote supone n — (t + 1) comparaciones. Para

calcular dicho t—ésimo pivote usaremos &E? = agf;t = r§f) — pﬁ?. Este célculo

no conlleva restas porque r(»t) es no negativo t) es no positivo. Ademés
porque 71, g Y Dj, p - ;

() tambic leula de f i de nt iti
pjt también se calcula de forma precisa como suma de nimeros no positivos.

Por tanto, el calculo del pivote t—ésimo supone n — (¢ + 1) sumas.

Si repetimos el proceso descrito anteriormente, obtendremos las matrices
Ly DU. A partir de esta ultima matriz podemos calcular de forma precisa
D y U. Como conclusion tenemos que el Algoritmo 5 se lleva a cabo sin
realizar restas y que tiene un coste computacional que excede al de la
eliminacion Gaussiana sin intercambios de filas ni de columnas en, como
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mucho, (7n? — 25n + 22)/2 sumas, (n — 2)(n — 3) productos, n(n — 1)/2
cocientes y n? — n — 2/2 comparaciones.

]

Nota 4.9. Teniendo en cuenta el apartado (i) del Lema 4.6, podemos deducir
que es posible calcular de forma precisa (excepto la entrada (n,n) de la matriz
D) y tal y como se ha visto en el Algoritmo 5 y en el Teorema 4.8, la
descomposicion LDU de una Z-matriz no singular cuasi—diagonal dominante
por filas con todas sus entradas positivas, a; > 0 para todo i =1,...,n. De
hecho, actualizar las entradas (n,n) utilizando (4.44) es el inico cdlculo en
el que se realizan verdaderas restas.

4.2.3. Experimentacién numeérica

Consideremos las matrices L y U asociadas al Algoritmo 5. Por un lado,
por el Lema 4.6 sabemos que la matriz U es diagonal dominante por filas
y por tanto satisface las cotas presentadas en la Proposicion 4.1. Por otro
lado, aunque la matriz L no es necesariamente diagonal dominante por
columnas, normalmante también esta bien condicionada (tal y como veremos
en los experimentos numéricos de esta subseccion). De hecho, la eleccion de
los pivotes en nuestra estrategia de pivotaje nos asegura que la submatriz
L[1,...,n—1] siempre es diagonal dominante por columnas (véase Nota 4.7).

Los experimentos numéricos que presentamos en esta subseccion utilizan
las dos clases de Z-matrices no singulares cuasi-diagonal dominantes por filas
mencionadas en la subseccién anterior:

= (lase 1: con las primeras n—1 entradas diagonales positivas y la entrada
(n,n) negativa.

» Clase 2: con todas las entradas diagonales positivas (véase Nota 4.9).

Primero, hemos calculado la descomposicion LDU (utilizando la
estrategia de pivotaje de cuasi-dominancia diagonal débil por columnas)
para matrices de estas clases generadas de manera aleatoria. En la Tabla 4.3
podemos encontrar la media de los nimeros de condicion de las matrices L
(Fkeo(L)) ¥ U (kso(U)) obtenidos para cien matrices de la Clase 1 generadas
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n Koo(L) Koo(U)
10 15.9216 2.8668
20 40.5940 7.2213
50 118.1117 9.0687

Tabla 4.3: Nimeros de condicién de matrices aleatorias. Clase 1.

n Koo(L) Koo(U)
10 18.1248 5.9310
20 40.9506 7.2643
50 120.0142 9.0857

Tabla 4.4: Nameros de condicién de matrices aleatorias. Clase 2.

de manera aleatoria. Hemos realizado los calculos para tamanos n = 10, 20
y 50. En la Tabla 4.4, encontraremos experimentos analogos con matrices de
la Clase 2. Teniendo en cuenta los resultado de la Tabla 4.3 y la Tabla 4.4,
podemos deducir que el condicionamiento de las matrices U es mejor que el
de las matrices L, pero incluso estas tltimas satisfacen las cotas presentadas
en la Proposicion 4.1.

Por ultimo, presentaremos tres familias de matrices que representan a las
dos clases de matrices anteriores y para las que el condicionamiento de las
matrices triangulares de las descomposiciones LDU obtenidas al utilizar un
pivotaje de cuasi-dominancia diagonal débil por columnas es mucho menor
que el de las matrices triangulares asociadas al pivotaje completo o al pivotaje
completo diagonal. El hecho de que el pivotaje completo normalmente
proporciona descomposiciones reveladoras del rango (véase Seccion 1.6) es
bien conocido. Fijado un tamano n (n > 3), consideremos dos familias de
matrices n x n de la Clase 1:

n 0 -1 -1 -2
—(n—1) n—1 0 0
0
An = ’
—(n—1) n—1 0
—(n=1)
—(n—1) 0 0 3
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2n 0 -2 - —2 —4
—(n—1) 2n—1) —1 - - 1
: 1 _ :
Cn: )
—(n—1) 2(n—1) -1
—(n ~1 -1 e

y una familia de matrices de la Clase 2:

n 0 -1 .- -1 =2
—(n=1) n—1 0 - - 0
* O . .

B, =
—(n—-1) n—1 0
—(n—=1) 0 0o =

Hemos calculado las descomposiciones LDU de las matrices A,, B,
y C, utilizando tres estrategias de pivotaje distintas: pitovaje de cuasi—
dominancia diagonal débil por columnas (awcddp), pivotaje completo (¢p),
y pivotaje completo diagonal (cdp)'. A diferencia de lo que ocurre con las
matrices consideradas en la Seccion 4.1, estas estrategias podrian diferir en
general para las matrices consideradas en esta Seccion 4.2. Una vez fijado el
tamano n, denotaremos por P;A, P, = L;D,U, la descomposicion LDU de A
(procederemos de manera analoga con B, y C,,). Si utilizamos el subindice
s = 1 para las matrices obtenidas al utilizar la estrategia awcddp, el subindice
s = 2 para las obtenidas al usar ¢p y el subindice s = 3 para las matrices de
cdp, entonces podemos concluir que:

= las matrices triangulares obtenidas al utilizar awecddp para A, y para
B,, solo difieren en el signo de una entrada y tienen el mismo ntimero
de condicién. De hecho,

n+1
n—1

Koo(L1) = 4 ( )2 : Koo (U1) = 42, (4.48)

'Las siglas asociadas a cada estrategia de pivotaje provienen del nombre de las
estrategias escrito en inglés.
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n Koo(L1) Koo(L2) Koo(Ls3)
10 5.98 16.60 16.60
A, | 20 4.89 41.58 41.58
20 4.33 129.34 129.34
10 5.98 20.45 20.45
B, | 20 4.89 51.97 51.97
20 4.33 163.65 163.65
10 6.86 17.64 17.64
Cn | 20 6.94 33.28 33.28
20 7.07 103.65 103.65

Tabla 4.5: Nameros de condicion de las matrices inferiores.

= con la estrategia c¢p obtenemos, para las matrices A,:

Koo(L2) =

’{OO(UQ) =

y para las matrices B,:

Koo(L2)

'%OO(UZ)

2n—1(n—-2
4 n

2n —1 31+
n 60

8 1
+5+;;>,

)

(4.49)

(4.50)

Notemos que los nimeros de condicion de (4.49) y (4.50) pueden ser
arbitrariamente grandes, al contrario de lo que sucede con los nimeros de
condicion (4.48) obtenidos al utilizar la estrategia awcddp. La descomposicion
LDU de estas matrices obtenida con la estrategia cpd es la misma que la

obtenida con la estrategia cp.

En la Tabla 4.5 obtuvimos con MATLAB los ntimeros de condiciéon de
las matrices triangulares inferiores obtenidas al utilizar la estrategia awcddp
(Foo(L1)), pivotaje completo (koo (L2)) v pivotaje completo diagonal (Keo(Ls)).
En la Tabla 4.6 encontraremos los resultados correspondientes a las matrices

triangulares superiores.
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n Koo (Un) Koo (Us) Koo (Us)
10 16 4.65 4.65
A, | 20 16 6.07 6.07
50 16 7.95 7.95
10 16 2.25 5.25
B, | 20 16 6.69 6.69
50 16 8.58 8.58
10 10.96 5.32 5.32
Cn | 20 13.03 6.15 6.15
20 14.67 8.07 8.07

Tabla 4.6: Nimeros de condicién de las matrices superiores.

4.3. Caracterizaciones y test para cuasi—-M-
matrices

Recordemos que las M-matrices son muy importantes en diversas
aplicaciones: economia, sistemas dindmicos, programacion lineal, anélisis
numérico, etc. (véase [19]). Ademés tienen muchas caracterizaciones
diferentes como ya vimos en el Teorema 1.48 del Capitulo 1. Las M-matrices
también son una de las pocas clases de matrices para las que se tienen
algoritmos con alta precision relativa; por ejemplo para calcular sus valores
singulares (como hemos visto en la Seccion 4.1 y puede verse en [13], |36]
y [82]), para calcular su valor propio mas pequeno (véase [2|), para calcular
su matriz inversa (véase [1]).

En esta seccién introduciremos el concepto de cuasi—-M-matriz no
singular y otras clases de matrices relacionadas. Demostraremos que estas
matrices heredan, con adaptaciones naturales, muchas de las propiedades y
caracterizaciones de las M—matrices no singulares.

En la Subseccion 4.3.1 presentaremos los conceptos principales y
caracterizaremos a las cuasi-M-matrices no singulares de diferentes formas.
La caracterizacion del apartado (vi) del Teorema 4.16 nos proporcionara un
test practico (de O(n?®) operaciones elementales) para verificar si una matriz
n X n es una cuasi-M-matriz no singular. En la Subseccién 4.3.2 analizaremos
algunas subclases de matrices de las cuasi-M—matrices no singulares que
anaden propiedades de simetria o de dominancia diagonal. Como aplicacion
para esta altima subclase de matrices, daremos un sencillo test (de O(n?)
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operaciones elementales) para verificar si una matriz de tamano n x n tiene
determinante negativo.

4.3.1. Caracterizaciones de cuasi—-M—matrices

Empezaremos presentando la definicién de la clase de matrices principal
de esta seccion.

Definicion 4.10 (Cuasi-M—matriz no singular). Diremos que una Z-matriz
no singular A = (a;j)1<ij<n €S una cuasi-M-matriz no singular si A no es
una M-matriz y A[l,...,n — 1] es una M—matriz no singular.

Nota 4.11. Observemos que las Z-matrices no singulares cuasi—diagonal
dominantes por filas con a; > 0 parai=1,....,n—1 y ap, <0 de la seccion
anterior, son un caso particular de las cuasi—-M—matrices no singulares.

El siguiente resultado muestra que las cuasi-M-matrices no singulares
tienen descomposicion LDU en la que L y U son M—matrices.

Teorema 4.12. Sea A = (a;;)1<ij<n una Z-matriz. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) A es una cuasi-M-matriz no singular.

(i1) A= LDU, donde L (U, respectivamente) es una M—-matriz triangular
inferior (supeior, respectivamente) con unos en la diagonal y la matriz
D = diag(d;)!, tiene d; > 0 para todo i <n y d, < 0.

)

Demostracion. (i) = (it) Como A[l,...,n — 1] es una M—matriz no singular
sabemos, por el Teorema 1.48, que todos sus menores principales directores
son positivos y como A es no singular y no es una M-matrix, se tiene que
det A < 0, de nuevo por el Teorema 1.48. Puesto que A también es no
singular, todos sus menores principales directores son no nulos y entonces se
sabe que A = LDU, donde L (U, respectivamente) es una matriz triangular
inferior (superior, respectivamente) con unos en la diagonal y la matriz D =
diag(dy,...,dy) tiene dy = ajy (> 0) y d; = det A[1,...,7]/det A[1,...,i—1]
(> 0) paracadai = 2,...,n—1. Ademas, se tiene la siguiente descomposicion
LDU para A[l,...,n—1]:

Al,....n—1=L[1,...,n—1D[,....n—1U[L,...,n—1].  (4.51)
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Es bien conocido que en una descomposicion LU de una M-matriz no
singular, tanto la matriz triangular inferior como la triangular superior se
pueden tomar M—matrices (véase [46] y [63]). Por tanto, tenemos que tanto
L[1,...,n—1] como D[1,...,n—1]U[L,... ,n—1] (y por tanto U[1, ..., n—1])
son M-matrices no singulares. De manera que l;;,u;; < 0 para todo i,j €
{1,...,n — 1} tales que i > j.

Probemos ahora que [,,; < 0 para todo j = 1,...,n — 1, por induccién
sobre j. Tenemos que a,; = l,1dy, y puesto que a,; < 0y dy > 0 por
hipotesis, deducimos que [,,; < 0. Supongamos ahora que [, < 0 para todo
k < j — 1. Sabemos que

Jj—1 Jj—1

J
0 Z Qpj = Z lnkdkuk] = lnjdjujj + Z lnkdkukj = lnjdj + Z lnkdkukj.
k=1 k=1 k=1

Teniendo en cuenta que l,x, up; <0 paratodok=1,...,7—1yd; > 0 para
todo j = 1,...,n — 1, podemos concluir que [,,; < 0 para todo j < n — 1.
Analogamente podemos demostrar que u;, < 0 para todo j =1,...,n— 1.

En conclusion, L y U son Z-matrices triangulares con unos en la diagonal
y entonces, por el Teorema 1.48, tanto L como U son M-matrices no
singulares. Por ultimo, observemos que

det A
d, =
det A[1,...,n —1]

< 0,

y asi queda demostrado (i7).

(i1) = (i) Como A es una Z-matriz por hipétesis, tenemos que
All,...,n — 1] es una Z-matriz. Los menores principales directores,
det A[1,... k|, de A son dy---dp > 0 para todo k = 1,...,n — 1. Por
tanto, por la implicacion (i) = (i) del Teorema 1.48, tenemos que la
submatriz A[l,...,n — 1] es una M-matriz no singular. Por altimo, tenemos
que det A =d; - --d,, < 0y entonces A no puede ser M—matriz (de nuevo por
el Teorema 1.48), quedando asi demostrado el apartado (7).

Podemos extender el teorema anterior a la siguiente clase de matrices,
que es una generalizacion de las cuasi-M—matrices no singulares.
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Definicion 4.13 (Cuasi-M—matriz no singular generalizada). Diremos que
A es una cuasi-M—matriz no singular generalizada si eriste una matriz de
permutacion P tal que PAPT es una cuasi-M-matriz no singular.

Teorema 4.14. Sea A = (a;)1<ij<n Una Z-matriz. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) A es una cuasi-M-matriz no singular generalizada.

(it) Eziste una matriz de permutacion P tal que PAPT = LDU, donde
L (U, respectivamente) es una M—matriz triangular inferior (superior,
respectivamente) con unos en la diagonal y la matriz D = diag(d;)!,
tiene d; > 0 para todo i <n y d, < 0.

Demostracion. Basta con aplicar el Teorema 4.12 a la matriz PAPT, que es
una cuasi-M-matriz no singular.

]

Presentamos una clase de matrices que extiende a las P-matrices,
definidas en el Capitulo 1, se trata de las cuasi—-P—matrices.

Definicion 4.15 (Cuasi-P-matriz). Diremos que una matriz A no singular
es una cuasi-P—matriz si A no es una P-matriz pero A[l,...,n — 1] es una
P-matriz.

En el siguiente teorema demostraremos que para las Z-matrices, los
conceptos de cuasi—-P—matriz y cuasi-M-matriz no singular son equivalentes.
También veremos més propiedades equivalentes para esta clase de matrices.
En particular, el apartado (v) caracteriza las cuasi-M—matrices no singulares
en términos de sus menores principales directores y el apartado (vi) a través
de la eliminacion Gaussiana.

Teorema 4.16. Sea A = (a;j)1<ij<n Una Z-matriz. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) A es una cuasi—-M—matriz no singular.

(17) det A <0 y A[l,...,n— 1] es una M-matriz no singular.
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(1ii) A es no singular y tiene un nimero impar de valores propios negativos.
Ademds todos los valores propios de A[l,...,n — 1] tienen parte real
positiva.

() A es una cuasi—P—matriz.
(v) det A <0 ydet A[l,... k] > 0 para todo k < n.

(vi) Es posible aplicar eliminacion Gaussiana a A sin intercambios de filas
y los pivotes d; satisfacen d; > 0 para todoi=1,...,n—1yd, <O.

Demostracion. (i) < (ii) Esta equivalencia se puede deducir utilizando el
Teorema 1.48. En particular, si det A < 0 entonces A no puede ser una M—
matriz no singular por tener un menor principal negativo.

(i7) < (1ii) Como ya vimos en el Teorema 1.48 (equivalencia (i) < (v)),
la Z-matriz A[l,...,n — 1] ser& una M-matriz no singular si y so6lo si
All, ..., n—1] tiene todos sus valores propios con parte real positiva. Ademas,
como det A = J[, N\, donde Aj,..., A\, son los valores propios de A,
concluimos que det A < 0 si y s6lo si A tiene un nimero impar de valores
propios negativos.

(i1) = (iv) Por el Teorema 1.48 tenemos que la submatriz A[l,...,n — 1]
es una M-matriz no singular si y s6lo si det A[a] > 0 para todo « tal que
n ¢ a, es decir, A[l,...,n — 1] es una P-matriz. Por tanto, si se cumple (i7)
(notemos que en ese caso det A < 0) entonces A es una cuasi-P-matriz.

(iv) = (i) Tal y como acabamos de ver, A[l,...,n — 1] es una M-matriz
no singular si y solo si A[l,...,n — 1] es una P-matriz. Solo falta demostrar
que si una Z-matriz no singular A no es una P-matrizy A[l,... ,n—1] es una
P-matriz no singular, entonces det A < 0. Observemos que, en caso contrario
tendriamos que det A > 0, y por el Teorema 1.48 A seria una M-matriz no
singular por tener todos sus menores principales directores positivos. Por
tanto, de nuevo por el Teorema 1.48, todos los menores principales de A
serfan positivos, lo que contradice el hecho de que A no sea una P—matriz.

(i7) < (v) Esta equivalencia se puede deducir aplicando el Teorema 1.48
a la submatriz A[l,...,n —1].

(v) & (vi) Recordemos que la eliminacion Gaussiana se puede lleva a cabo
sin intercambios de filas si y solo si los primeros n — 1 menores principales
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directores de la matriz son no nulos y que en ese caso, los pivotes vienen dados
pordy =ay; y d; =det A[l,... i]/det A[1,...,i— 1] parai=2,... n.

]

Notemos que la condicion (vi) proporciona un test de O(n?) operaciones
elementales para verificar si una Z—matriz n X n es una cuasi—-M—matriz no
singular.

4.3.2. Algunas subclases de cuasi-M-matrices no
singulares

En esta subseccién estudiaremos dos clases de cuasi-M-matrices no
singulares y presentaremos una aplicacion para la segunda clase.

Recordemos que una matriz simétrica con entradas reales es definida
positiva si 'y s6lo si todos sus menores principales directores son positivos.
Por tanto, una Z-matriz es una matriz de Stieltjes (véase Definicion 1.50) siy
so6lo si es definida positiva. Si A es una Z—matriz no singular simétrica tal que
A[l,...,n — 1] es una matriz de Stieltjes y A no es una matriz de Stieltjes,
entonces diremos que A es una cuasi—matriz de Stieltjes. Evidentemente,
una matriz es una cuasi—matriz de Stieltjes si y s6lo si es una cuasi—-M—
matriz no singular simétrica. En el siquiente resultado caracterizamos a las
cuasi-matrices de Stieltjes.

Teorema 4.17. Sea A una Z—matriz n X n simétrica. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) A es una cuasi-matriz de Stieltjes.
(17) det A <0 y A[l,...,n— 1] es una matriz de Stieltjes.
(iti) A= LDLY, donde L es una M—-matriz triangular inferior con unos en
la diagonal y la matriz D = diag(d;)!, tiene d; > 0 para todo i < n y
d, < 0.

(iv) A tiene n — 1 walores propios positivos y 1 wvalor propio negativo y
A[l,...,n — 1] tiene todos sus valores propios positivos.
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(v) A es una cuasi—P-matriz.

Demostracion. (i) < (ii) FEsta equivalencia es consecuencia del
Teorema 4.16.

(14) = (d¢it) Notemos que una matriz A que cumpla (i7) es, por el
Teorema 4.16, una cuasi-M-matriz no singular. Por tanto, sabemos que la
descomposicion LDU de A cumple la condicion (i) del Teorema 4.12. Como
A es simétrica, se tiene que U = LT y la descomposicion LDU de A es
A= LDL" y asi queda demostrado (ii1).

(4i1) = (iv) Si A= LDLT, entonces las matrices A y D son congruentes
y por tanto, segin la ley de inercia de Sylvester (véase Teorema 4.5.8
de [58], [89]), tienen el mismo nimero de valores propios positivos (y

negativos). Ademdas se cumple (4.51) (con LT[1,...,n — 1] en lugar de
Ull,...,n — 1]) y, de nuevo por la ley de inercia de Sylvester, todos los
valores propios de A[l,...,n — 1] son positivos.

(iv) = (i) Por (iv), sabemos que det A < 0. Como todos los valores
propios de A[l,...,n — 1] son positivos, esta submatriz es definida positiva
y por tanto una matriz de Stieltjes.

(17) < (v) Esta equivalencia es consecuencia de la equivalencia (ii) < (iv)
del Teorema 4.16.

]

Diremos que una matriz A es una cuasi—matriz de Stieltjes generalizada
si existe una matriz de permutacion P tal que la matriz PAPT es una cuasi—
matriz de Stieltjes. Tal y como hicimos con el Teorema 4.14, podemos deducir
del Teorema 4.17 el siguiente resultado.

Teorema 4.18. Sea A = (a;j)1<ij<n una Z-matriz simétrica. Entonces las
stguientes condiciones son equivalentes:

(1) A es una cuasi-matriz de Stieltjes generalizada.

(ii) Eziste una matriz de permutacion P tal que PAPT = LDLY, donde L
es una M—matriz triangular inferior con unos en la diagonal y la matriz
D = diag(d;), tiene d; > 0 para todo i <n y d, <O0.
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Si una matriz no singular A no es estrictamente diagonal dominante pero
la submatriz A[l,...,n — 1] si es estrictamente diagonal dominante, diremos
que A es una matriz estrictamente cuasi—diagonal dominante. También
diremos que A es una matriz estrictamente cuasi—diagonal dominante
generalizada si existe una matriz de permutacion P tal que la matriz PAPT
es estrictamente cuasi—diagonal dominante.

Recordemos que utilizando el Teorema de Levy-Desplanques (véase
Teorema 2.19) obtuvimos el Corolario 2.20, que asegura que las matrices
estrictamente diagonal dominantes con entradas diagonales positivas tienen el
determinante positivo. El siguiente resultado ofrece una condicion suficiente
para la negatividad del determinante de las matrices estrictamente cuasi—
diagonal dominantes generalizadas.

Teorema 4.19. Sea A = (a;j)1<i j<n una Z-matriz y sea A(k) la submatriz
principal de A resultante de eliminar la fila y la columna k—ésimas. Si
t € {l,....n}, ay < 0, arr, > 0 para todo k # t y A(k) es una matriz
estrictamente diagonal dominante, entonces det A < 0.

Demostracion. Consideremos la matriz de permutaciéon P que intercambia
las filas ¢ y n de A (notemos que si ¢ = n, entonces P es la matriz
identidad y no se intercambian filas) y sea B = (b;j)i<ij<n := PAPT.
Recordemos que, por el Teorema 1.48, una Z-matriz estrictamente diagonal
dominante es una M—matriz no singular. De modo que tenemos que la matriz
B[1,...,n —1] es una M—matriz no singular. Como la entrada (n,n) (que es
una submatriz principal) de B es negativa por hipotesis, podemos concluir
por el Teorema 1.48 que B no es una M—matriz.

Puesto que la matriz B[l,...,n — 1] es una Z-matriz con menores
principales directores positivos, resulta sencillo comprobar que se puede llevar
a cabo la eliminacion Gaussiana sin intercambios de filas hasta obtener una
matriz triangular superior U con las primeras n — 1 entradas diagonales
di,...,d,_1 positivas y con las entradas extradiagonales no positivas (de
hecho, B[1,...,n—1] es una M—matriz no singular y se sabe que la eliminacion
Gaussiana conserva esta propiedad). Veamos ahora que en cada iteracion
de la eliminacién Gaussiana, la entrada (n,n) disminuye y denotemos por
d, := b a la entrada (n,n) de la matriz B™ = U. Basta con demostrarlo
para la primera iteracion B(Y) — B®) (anilogamente se demuestra para el
resto de iteraciones). La entrada (n,n) de la matriz B = B se actualiza de
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la siguiente manera

(1)

b2 = bl1) — n iyt
b(l)
11

donde b,1,b1, < 0y by > 0. De este modo tenemos que bE?,Q < b,
(< 0) y, prosiguiendo con la eliminaciéon Gaussiana, podemos comprobar
que d,, = b7(’LT17:7,) < bggfl) < ... < bﬁ{‘;Z < by, < 0. Por dltimo, tenemos que
detA=detB=d;---d, <0.

]

Observemos que comprobar si una Z—matriz n x n satisface las hipotesis
del Teorema 4.19 conlleva O(n?) operaciones elementales.

La siguiente matriz nos proporciona un ejemplo ilustrativo del criterio
para la negatividad del determinante del Teorema 4.19:

8§ =2 0 -1
-2 7 -1 =8
-2 -5 8 -7
o -7 -1 =2

A:

Segin el Teorema 4.19, esta matriz tiene determinante negativo. Si
calculamos el determinante veremos que, efectivamente, det A = —5586.

4.4. Conclusiones

Algunos de los resultados de este capitulo han sido publicados o aceptados
para su publicacion en [13], [16] y en [18].

Presentamos los objetivos mas significativos alcanzados en este capitulo:

= Algoritmo con alta precision relativa y de bajo coste computacional
(O(n?) operaciones elementales sobre el coste de la eliminacion
Gaussiana) para calcular, con una adecuada estrategia de pivotaje,
una descomposicion LDU de M—-matrices diagonal dominantes, que es
descomposicion reveladora del rango si son no singulares y da lugar a
L diagonal dominante por columnas y U diagonal dominante por filas.
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Algoritmo con alta precision relativa para calcular, con una adecuada
estrategia de pivotaje, una descomposicion LDU para una clase de
Z—matrices cuasi—diagonal dominantes. Esta descomposicion presenta
ventajas similares a la del punto anterior.

Nuevas estrategias de pivotaje para la eliminacién Gaussiana: pivotaje
de dominancia diagonal débil por columnas y pivotaje de cuasi-
dominancia diagonal débil por columnas.

Caracterizacion de las cuasi-M-matrices no singulares y las cuasi-M-
matrices no singulares generalizadas.

Caracterizacion de las cuasi-matrices de Stieltjes y las cuasi-matrices
de Stieltjes generalizadas.

Condicion suficiente (de complejidad cuadratica) para la negatividad
del determinante.



Apéndice A

Aplicaciéon para la
experimentacién numeérica

En este apéndice presentaremos una aplicacion (software) que puede ser
muy util para facilitar la tarea de la experimentacion numérica en situaciones
como las de esta tesis doctoral. Se trata de un programa que pretende ayudar
a trabajar con distintos entornos de célculo matematico y comparar los
resultados procedentes de dichos sistemas. El caracter de este apéndice sigue
una metodologia propia del campo de la informatica. Mas informacion sobre
esta aplicacion se puede consultar en [10].

A.1. Motivacion

Debido a los experimentos numéricos de los capitulos 3 y 4 surgid
la necesidad de utilizar dos entornos de céalculo diferentes (Mathematica
y Octave) y comparar sus resultados. El papel de Octave y MATLAB
es intercambiable entre ellos ya que tienen una sintaxis similar. Dicha
necesidad se debe a la naturaleza de los entornos: uno de cédlculo simbdlico
(Mathematica) y el otro de calculo numérico (Octave). Se observé que tanto
los lenguajes de esos entornos como los formatos de las salidas que ofrecen
son muy distintos. Esto hace muy tedioso el trabajo de comparar datos
procedentes de los dos entornos, ya que conlleva mucho trabajo repetitivo
y éste ha de ser hecho por el usuario. Ademas, este tipo de tareas realizadas
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“manualmente” por el usuario es una fuente habitual de errores.
El siguiente ejemplo nos ayudara a comprender mejor la situacion.

Ejemplo A.1. Consideremos una matriz A de tamano 10 x 10 generada
de manera aleatoria. Supongamos que queremos estudiar una estrategia de
pivotaje para la eliminacidn Gaussiana (como hemos visto en el Capitulo 3)
para resolver un sistema lineal Ax = b. Para ello, es habitual resolver dicho
sistema en un entorno de cdlculo simbolico (en nuestro caso, Mathematica),
que se toma como la solucion exacta, y en otro entorno de cdlculo numérico
(en nuestro caso, Octave). Esto conlleva tener que generar la matriz de
manera aleatoria en uno de los entornos y copiarla manualmente en el otro
entorno de cdlculo matemdtico. Ademds, una vez implementada la estrategia
y resuelto el sistema lineal utilizando ambos entornos, habrd que comparar,
de nuevo de forma manual, ambas soluciones (en el caso de este ejemplo,
un vector de tamano 10 x 1). Si se quiere realizar el experimento con 100
sistemas lineales diferentes habrd que repetir todo el proceso 100 veces.

Debido a los inconvenientes que planten situaciones como la descrita en el
ejemplo anterior, se decidi6 desarrollar una aplicacién que ayudase a realizar
esta labor de experimentacion numérica.

A.2. Antecedentes

En algunos entornos de calculo matematico existen formas de traducir el
codigo escrito en sus propios lenguajes a otros lenguajes de programacion, por
ejemplo C++. Esto podria resultar de ayuda ante el problema de tener que
lidiar con diferentes lenguajes de programacion al mismo tiempo, aunque no
lo resuelve por completo e implica méas trabajo (hace falta tratar e interpretar
la informacion escrita en lenguaje C++). Ademés, queda sin resolver el
problema de realizar de manera sencilla comparaciones entre las soluciones
obtenidas por los distintos entornos de calculo.

Aunque bien es cierto que SAGE (véase [86]) ofrece la posibilidad de
trabajar con diferentes tipos de entornos, no es posible trabajar con los
mencionados (Mathematica y Octave). No se han encontrado antecedentes
de software que ayude a trabajar con los entornos mencionados, unificando
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el lenguaje que el usuario debe utilizar y facilitando la comparacion de las
soluciones obtenidas mediante los diferentes sistemas de calculo.

A.3. Definicién de la aplicacion

Ante la situacion descrita en la Seccion A.1, la solucion que se
propuso fue desarrollar una aplicacion que ayude al usuario a realizar
experimentacion numérica. Se pretende centralizar distintos sistemas para
el calculo matematico de manera que el usuario pueda trabajar con un tnico
lenguaje de programacion, evitando realizar trabajo repetitivo en dichos
sistemas.

Los problemas que pueden resolverse mediante la aplicacion, que se
encuentran dentro de los vistos en los capitulos 3 y 4, los indicaremos mas
adelante.

La aplicacion ofrece al usuario la posibilidad de introducir sus propios
métodos y datos para trabajar con los problemas a resolver.

Nota A.2. En lo sucesivo, cada uno de los algoritmos que resuelve un
problema o define una matriz se denominard método y puesto que los datos
que maneja la aplicacion son matrices (o vectores) podremos referirnos a
ellos como datos o matrices. Se utilizard esta notacion durante el resto del
apéndice, evitando repeticiones sobre a qué conceptos se refiere cada una de
ellas.

Ademés, existe una lista de métodos y datos clasicos ya almacenados para
ser utilizados en los estudios en los que se precisen.

La aplicacion facilita la comparacion de los resultados obtenidos mediante
los distintos entornos. El usuario puede elegir la forma en que desea presentar

la comparacion de resultados (veremos los tipos de comparacion en la
Seccion A.6).

Por supuesto, es posible editar los métodos y datos ya almacenados y
guardar las modificaciones realizadas. Por tltimo, el usuario puede acceder
y visualizar cualquier informacion almacenada en la aplicacion de manera
sencilla y rapida.
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Requisitos

A continuacion presentamos, de forma esquemaética, los requisitos que la

aplicacion cumple:

148

Realizar estudio.

Se pueden realizar diferentes estudios: calculo de valores propios,
calculo de valores singulares, resolucion de sistemas, descomposicion
LDU e inversion de matrices. Como resultado de esos estudios se obtiene
una comparacion de los datos calculados por los distintos sistemas. El
usuario puede elegir la forma en la que desea que se comparen.

Introducir informacién.

La aplicaciéon consta de un editor mediante el cual el usuario
puede introducir facilmente métodos para resolver los estudios antes
mencionados y los datos necesarios. Esto se hace utilizando un
pseudocddigo comodo y sencillo que unifica los lenguajes de entrada
de la aplicacion.

Editar informacion.

Mediante el editor antes mencionado, el usuario puede modificar
y guardar los cambios realizados en diferentes métodos y datos
almacenados en la aplicacion.

Visualizar informacion.

El usuario puede visualizar de manera facil y rapida cualquier
informacion, bien sea un método o un dato, almacenados en la
aplicacién.

Facilidad de uso.

El usuario no debe preocuparse por las caracteristicas particulares de
los lenguajes utilizados por cada sistema en el que se vayan a realizar
los célculos. Por ello la informacién entre la aplicacion y el usuario
se transmite en pseudocodigo o de manera grafica (en el caso de las
matrices).

Interfaz simple.

Las interfaces son simples y claras. Se pretende que el uso de la
aplicacion sea intuitivo y apenas sea necesario un manual de usuario.



A.4. Tecnologia empleada

No obstante, y con el fin de facilitar el proceso de aprendizaje, puede
encontarse un manual de usuario en la Secciéon A.6.

A.4. Tecnologia empleada

Hasta ahora se ha implementado la aplicacion utilizando un tnico sistema
de calculo. Asi, se utiliz6 Mathematica como entorno simbélico de célculo
matematico, dejando el entorno numérico Octave para un futuro trabajo.
No obstante, el trabajo a realizar para poder trabajar de manera funcional
con el sistema Octave se reduce a programar el parser (funcion que traduce
el pseudocodigo al codigo de Octave, véase Subseccion A.4.1), de manera
analoga a lo hecho para Mathematica. Para la programacion de la aplicacion
se utilizo el lenguaje Java. Y en cuanto a la representacion de la informacion
necesaria (matrices, métodos y problemas matematicos) se eligio el lenguaje
MathML (para una presentacion méas detallada de MathML véase la
Subseccion A.4.1).

A.4.1. MathML

Para almacenar la informacion referente a matrices y métodos utilizados
por la aplicacion se escogio el lenguaje MathML. Se trata de un lenguaje de
marcado basado en XML y pensado para representar objetos matematicos.

Las ventajas que ofrece el uso de este lenguaje son la simplificacion del
sistema de ficheros a utilizar y el hecho de facilitar la ampliaciéon de la
aplicacion (por tratarse de un estandar).

El sistema de ficheros queda simplificado porque para cada elemento
(matriz o método) tinicamente se crea un fichero de texto escrito en MathML.
Este tinico fichero es utilizado por cada uno de los sistemas para extraer la
informacion necesaria.

El hecho de que toda la informacién esté almacenada en el mismo
lenguaje, facilita la posibilidad de trabajar con mas sistemas de célculo
en el futuro. Unicamente habria que implementar las funciones que
traducen esa informaciéon al lenguaje del sistema deseado. Estas funciones
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se llaman parser.

Muchos sistemas de calculo son capaces de trabajar con lenguaje XML,
incluso con MathML. Sin embargo, y debido a la naturaleza de la informacion
que necesita utilizar la aplicacion, ha sido necesaria la definicion de nuevos
objetos (nuevas etiquetas) dentro de este lenguaje. De esta forma, se ha
completado el lenguaje MathML con las etiquetas necesarias

La representacion de los métodos en la aplicacion (métodos que resuelven
los problemas matematicos) ha sido la mayor fuente de nuevas etiquetas
dentro del lenguaje MathML. A continuacién se presentan algunos ejemplos
de representacion de algunos datos (matrices y métodos) utilizando este
lenguaje de marcado.

Ejemplo A.3. La representacion utilizada en MathML para la matriz

()

seria:

<matrix>
<name> A </name>
<matrixrow> <mn>1</mn> <mn>2</mn> </matrixrow>
<matrixrow> <mn>3</mn> <mn>4</mn> </matrixrow>
</matrix>

Ejemplo A.4. Dado un sencillo ejemplo de método (escrito en pseudocddigo)
que devuelve el mdzrimo de las entradas de un vector v con n entradas:

+ Entradas: v,n
+ Método:
max=v (1)
for(i=2...n)
aux=v (i)
if (max<aux)
max = aux
end_if
end_for
+ Salidas: max
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su representacion en MathML seria:

<method>
<input>
<mi>v</mi>
<mi>n</mi>
</input>
<body>
<mi>max</mi> <mo>=</mo> <mi>v(1)</mi>
<for>
<condition>
<mi>i</mi>
<mo>=</mo>
<mn>2</mn>
<mo>,</mo>
<mi>i</mi>
<mo>&#x2264 ;</mo>
<mi>n</mi>
<mo>,</mo>
<mi>i</mi>
<mo>=</mo>
<mi>i</mi>
<mo>+</mo>
<mn>1</mn>
</condition>
<do>
<mi>aux</mi>
<mo>=</mo>
<mat>
<name>v</name>
<marow>
<marowini> <mn>1</mn> </marowini>
<marowfin> <mn>1</mn> </marowfin>
</marow>
<macolumn>
<macolumnini> <mn>i</mn> </macolumnini>
<macolumnfin> <mn>i</mn> </macolumnfin>
</macolumn>
</mat>
<if>
<condition> <mi>max</mi> <mo><</mo> <mi>aux</mi> </condition>
<do> <mi>max</mi> <mo>=</mo> <mi>aux</mn> </do>
</if>
</do>
</body>
<output> <mi>max</mi> </output>
</method>
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Las etiquetas <method>, <input>, <body> y las correspondientes etiquetas
de cierre han sido definidas a partir de las necesidades de la aplicacion.
Ademds, ha sido necesario definir etiquetas en MathML para representar
estructuras como while, if o for, para representar submatrices de una matriz
y para representar algunas funciones especiales (una funcion que genera una
matriz llena de ceros).

A.5. Funcionamiento de la aplicacién

En este apartado se hablara del funcionamiento interno de la aplicacion y
quedara reflejada la comunicacion entre la aplicacion y los distintos sistemas
de calculo matematico. En la Figura A.1 puede verse un esquema que resume
la forma en que esta relaciéon tiene lugar.

£ 8 :
'= B ::> Matrices ::> # ::> )
= Lo LkD
Métodos —_—
Aplicacion MathML Sistemas célculo Soluciones Sistema comparador

Comparacién
soluciones

Figura A.1: Relacion entre la aplicacion y los sistemas de calculo.

La aplicacion genera ficheros de texto en lenguaje MathML (XML) con las
matrices y métodos que tiene almacenados. Notemos que esta informacion
que la aplicacion genera para resolver un problema no estd duplicada. No
importa el nimero de sistemas en los que se quiere resolver dicho problema,
solo existe un tnico fichero para cada matriz o método (esto facilita en gran
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medida la posibilidad de anadir en el futuro otros sistemas de céalculo con los
que trabajar).

Después, cada sistema de calculo traduce esa informacién a su propio
lenguaje (mediante una funcion parser), ejecuta las instrucciones recibidas y
genera otro fichero de texto que contiene la solucion al problema.

Las distintas soluciones son comparadas en el sistema de célculo utilizado
para tal fin. Este sistema genera, en funcion de los métodos de comparacion
elegidos por el usuario, los ficheros (de texto o gréficos) que contienen dicha
comparacion.

Finalmente, la aplicaciéon presenta al usuario la comparaciéon de los
resultados del problema planteado.

A.6. Manual de usuario

En esta seccién se explicard como utilizar correctamente la aplicacién.
Para ello, se utilizardn imagenes y ejemplos ilustrativos y se indicaran
sencillos pasos a seguir para: crear y editar matrices, crear y editar métodos,
visualizar datos y resolver problemas.

El uso de la aplicacién es muy intuitivo, pero la introduccion de datos
por parte del usuario ha de realizarse utilizando un determinado lenguaje
(denominado a lo largo de todo el apéndice como pseudocodigo). Por ello, se
van a mostrar ejemplos que presenten dicho lenguaje y ayuden al usuario a
aprender este pseudocodigo empleado.

A.6.1. Ventana Principal

La Figura A.2 muestra la ventana principal de la aplicacion. Para
visualizar una matriz introducida previamente basta con seleccionarla en el
panel superior izquierdo de la ventana; las entradas de la matriz se mostraran
en el panel superior derecho. Lo mismo sucede con los métodos, que se
encuentran en el panel inferior izquierdo. Observemos que los métodos se
muestran indicando sus entradas, sus salidas y el cuerpo del algoritmo en
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pseudocodigo.

4.0 50 6.0
7.0 80 7.0

1desFalsatd - Entradas:
gauss. bt AD
1gaussElim.td - Salidas:
2eigen.bd X
dinversaGJ.bd - Algoritmo:
BdescompLDU b Aaux=A
for(k="1;k==2k++)
for(i=k+1;i==3;i++)
mult=Aaux(i kiAaux(k k)
for(j=k+1j==3;j++)
Aaux(i.ji=Aaux -mult-Aauxik.jy
End_For
b(i,1)=b(i, 1)}-mult*b(k,1)
Aaux(i k=0
End_For
End_For

Figura A.2: Ventana Principal.

Nota A.5. Observemos que los métodos aparecen listados con un cidigo
numérico que precede a su nombre. Fste codigo indica de una manera rdpida
y comoda el tipo de problema que ese método resuelve: 1. Sistema Lineal, 2.
Valores Propios, 3. Valores Singulares, 4. Matriz Inversa, 5. Descomposicion
LDU, 6. Crear Matriz implicita.

A.6.2. Crear Matrices

La ventana para crear una matriz puede verse en la Figura A.3. Es
importante introducir el nombre que se desea dar a la matriz, asi como sus
dimensiones y el modo en que se van a introducir sus entradas (de manera
implicita o explicita). A la hora de crear una matriz de manera explicita
deberemos tener en cuenta los siguientes aspectos:

= las filas se separan mediante el operador punto y coma: ;
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= Jos elementos de una fila se separan mediante una coma: ,
= la coma de los ntmeros decimales se representa mediante un punto: .

= se pueden utilizar los espacios y saltos de linea que se deseen, dando el
formato que le sea mas comodo al usuario a la hora de introducir los
datos

Definir una matriz de manera implicita significa hacerlo mediante un
método. Esta técnica es ttil por ejemplo para definir matrices aleatorias

o para algunas matrices estructuradas de gran tamano (matrices de
Vandermonde, TP, SBD, etc.).

En la mencionada Figura A.3 puede verse un ejemplo de definiciéon de
matriz de manera explicita.

|| Crear Matriz l = &J
Nombre(s): |M
Dimensiones: M X M

Definicion

' Forma implicita

® Forma explicita

2718,3.141,1.618;
8, 2, 8
1, g, 2

‘ Aceptar || Cancelar ‘

Figura A.3: Crear Matriz.

A.6.3. Crear Métodos

Para crear un método debemos introducir su nombre, el tipo de problema
que resuelve, sus entradas, sus salidas y el algoritmo, tal y como puede verse
en la Figura A.4.
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| £/ Crear Método |
Nombre: |gaussElim
Tipo: |Sistema Lineal |V|

Definicion del método
Entradas: ADb
Salidas: |x

| While || For || If ||Funci0nespecial|v|

for(k="1 k==n-1;k++) e
for{i=k+1;i==n;i++)
mult=Adi, kMA(k k)
for(j=k+1j==n;j++)
A=A -mMUItAK,])
End_Far
b(i,1)=b(i, 1)-mult*bik, 1)
Al K)=0
End_Far
End_For
x=Zeros(n|1) -

| Aceptar || Cancelar |

Figura A.4: Crear Metodo.

A continuaciéon se presentan diferentes ejemplos de programacion en
pseudocodigo, que serdn muy tutiles a la hora de programar los métodos que
se deseen introducir. Como es habitual, los operadores basicos de suma, resta,
producto y cociente se representaran mediante los simbolos: +, -, *, /.

s Estructura For

for(i=1;i<=n;i++)
cuerpo del for
End_For

En el ejemplo, la variable i se va incrementando en 1 en cada paso,
pero por supuesto podria disminuir en cada paso con la orden i--.
La condicién de finalizacién también podria ser distinta: en lugar de
utilizar menor o igual (<=), podria ser menor (<), mayor (>), mayor
o igual (>=) que un ntmero o una variable.
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s BEstructura If

if ((i<n)&(fin==false))
cuerpo del if
else
cuerpo del else
End_Else
End_If

Como es logico, una estructura if puede carecer de su estructura else;
en este caso, simplemente habra que omitir el cuerpo del else y las
palabras clave else, End_Else. A la hora de programar condiciones
de entrada en una estructura if (o en un while) conviene saber
que el operador logico AND se representa mediante el simbolo &, el
operador l6gico OR se representa mediante el simbolo |; mientras que
las constantes booleanas se representan mediante las palabras clave
true y false respectivamente. La comparacion de elementos se realiza
utilizando el doble igual == y para comprobar si dos elementos son
distintos se utiliza el operador !=.

s Estructura While

while((encontrado!=true) | (restantes>0))
cuerpo del while
End_While

Para programar la condiciéon de entrada en una estructura while hay
que tener en cuenta las indicaciones hechas en el apartado anterior
(estructura If).

= Matrices

Para trabajar con matrices contamos con la funciéon Zeros(n,m), que
sirve para construir una matriz de ceros de n filas y m columnas.
Ademas se pueden construir nuevas matrices, idénticas a otras
existentes mediante asignacion: nueva_matriz = matriz_existente.
Para acceder a la entrada (i,7) de la matriz A se utiliza la sintaxis:
A(i,j). Incluso se puede acceder a una submatriz de A que contenga
las filas desde ¢0 hasta ¢k y las columnas desde jO hasta jk:
A(i0:ik,j0:jk).

De esta forma podremos asignar el valor 1/7 a la entrada (2,3) de
la matriz A: A(2,3)=1/7; o almacenar en la variable aux la primera
columna de la matriz A: aux=A(1:n,1).
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A.6.4. Editar Matrices y Métodos

Editar una matriz o un método existente es una tarea similar a la de crear
dichos elementos. Al elegir editar una matriz (lo mismo sucede al editar
un método o una matriz implicita) aparecerd una ventana como la de la
Figura A.5. Lo primero que hay que hacer es seleccionar la matriz que se
desea editar, entonces automéaticamente se rellenaran todos los campos con
la informacién actual de dicha matriz; sélo habra que cambiar los datos que
se deseen editar y asi se guardara la nueva informacion. Observemos que una
matriz creada de manera explicita no puede editarse para que pase a ser una
matriz creada de manera implicita (y viceversa); para eso sera necesario crear
una nueva matriz.

|£| Editar matriz explicita o e S

Matriz: Eﬂ
Nombre: |v
Dimensiones: E X D

Definicion:

3.0
3.0
3.0

| Aceptar || Cancelar |

Figura A.5: Editar Matriz.

A.6.5. Resolver problema (Sistema Lineal)

Para crear un nuevo Problema se abrird una ventana como la de la
Figura A.6. Esta ventana sirve para crear un problema del tipo Sistema
Lineal; para otros problemas seria una ventana analoga.

Simplemente habra que elegir los datos de entrada (en este caso matriz de
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| £| Sistema Lineal =R X

Comparacion
Elegir matriz: =

[w] Visual

Elegir vector: Tabla

Nimero de condicién

Método: [_] Error relativo/absoluto

Gréafica

Sistema de calculo 1: |Mathematica

Sistema de calculo 2 |Octave

| Aceptar || Cancelar

Figura A.6: Sistema Lineal.

coeficientes y vector independiente), el método que lo resuelve (observemos
que solo se nos ofrecen los métodos que resuelven el tipo de problema
correspondiente), los sistemas de céalculo en los que queremos resolverlo y
los métodos de comparacion de las soluciones (de nuevo, tnicamente se
ofrecen las opciones propias de cada problema, ya que no todas las formas
de comparacion son posibles en todos los problemas, como veremos en la
siguiente subseccion).

Una vez introducida toda esa informacion, se mostraran tantas ventanas
como opciones de comparaciéon hayan sido seleccionadas.

A.6.6. Comparaciéon de soluciones

La solucioén para cada uno de los problemas a tratar es de un tipo de dato
diferente. Por ejemplo, los valores singulares y la resolucion de sistemas tienen
como soluciéon un vector de valores reales, en los valores propios la solucién
es un vector pero de nimeros complejos, la inversién tiene como solucién una
matriz, y la solucion de la descomposicion LDU son tres matrices.

Para cada tipo de dato sera interesante una comparacion distinta. En este
subapartado veremos las diferentes formas de comparar soluciones.
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|£:| Comparacion: visual l = e
Problema: Sistema lineal
Solucién 1: Solucion 2:
-1.0  |Otra solucidn -
1.0
0.0
| Guardar | | Cancelar |

Figura A.7: Comparacion visual.

Visualizacion directa

Es la forma méas basica de comparar resultados. Consiste en la
visualizacién directa de los distintos datos a comparar. Aunque no es el mejor
método para realizar una comparacion fiable, permite observar la estructura
de los objetos a comparar y nociones que se perderian con los otros métodos.
Un ejemplo de comparacion visual puede encontrarse en la Figura A.7.

= Problemas en los que es aplicable: todos.

Tabla de valores

Consiste en elaborar una tabla con los distintos resultados a comparar.
En este caso, la comparacion también se hace de forma visual aunque de un
modo méas comodo y estructurado. Un ejemplo de comparacion mediante una
tabla se encuentra en la Figura A.8.

= Problemas en los que es aplicable: Valores propios, valores singulares y
resolucion de sistemas.
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| £| Comparacion: tabla e e

Problema: Sistema lineal

¥ Solucién 1 Solucién 2
x_1 -1.0
x_2 1.0
x_3 0.0
Guardar ‘ ‘ Cancelar

Figura A.8: Comparacion tabla.

| £ Comparacicn: nimero de condicion S=NECINL X

Problema: Sistema Iinsal

Solucion 1: Solucion 2:

Cond(A)=72.0582 Condi(A)= Otra solucidn

Guardar || Cancelar

Figura A.9: Comparacion nimero condicion.

Numero de condicién de una matriz

Consiste en comparar el nimero de condicién de las matrices implicadas
en el problema. Por ejemplo, el nimero de condicion de las matrices L, D y
U en el problema de calcular la descomposicion LDU, o el de la matriz A al
resolver un sistema lineal Az = b. En la Figura A.9 podemos ver un ejemplo
de comparacion del numero de condicién.

= Problemas en los que es aplicable: descomposicion LDU, inversa de una
matriz, resolucion de sistemas.
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Grafica

Método que consiste en representar graficamente los resultados como
puntos. De esta forma es muy sencillo comparar los resultados de una
forma muy visual. Un ejemplo de comparacion mediante grafica lo podemos
encontrar en la Figura A.10.

» Problemas en los que es aplicable: Valores singulares y resolucion de
sistemas. También valores propios si son todos ntimeros reales.

|£| Comparacion: grafica l = &J
Problema: Sistema Iineal
Grafica
4
L ]
0 .'.._-_- |eyenda:
-2 - Solucidn 1
+ Solucidn 2
-2
-£
L ]
2 s e . 10
Guardar | | Cancelar

Figura A.10: Comparacion grafica.
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