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Introduccion

Kepler, a comienzos del siglo XVII, enunci6 tres leyes que describen el movimien-
to de los planetas. A finales del mismo siglo, Newton da un paso mas alld y formula
la ley de gravitacion universal, que retine los principios de la Mecéanica y del Calculo
Diferencial para dar una sélida teoria sobre el movimiento de los cuerpos en el espa-
cio. La Mecanica Celeste recoge todos los esfuerzos de los principales matematicos

de los siglos XVIII al XX en el estudio de las caracteristicas de este movimiento.

El ano 1957 supone un punto de inflexion en este tema. El 4 de octubre de
1957, la antigua Unién Soviética lanzé al espacio, con éxito, el satélite Sputnik!-1,
desde la base de Kazajistan. Este hecho marca el inicio de la era espacial y con
él nace la Astrodinamica, que extiende los conocimientos de la Mecanica Celeste
a movimientos en el espacio de cuerpos no naturales. La Astrodinamica no solo
extiende el rango y complejidad de los problemas de la Mecénica Celeste anadiendo
nuevas perturbaciones al modelo propuesto por Kepler, sino que también introduce
otros problemas nuevos como es, por ejemplo, el diseno de complejas trayectorias que
permitan a una nave viajar por todo el sistema solar o incluso, en el futuro, modificar
la 6rbita de objetos naturales como los asteroides potencialmente peligrosos para la

Tierra.

Desde entonces, y a lo largo de estas ultimas cinco décadas, se han realizado una
gran variedad de misiones espaciales, algunas con objetivos muy diferentes. Una de
las partes fundamentales de cada proyecto es el andlisis de mision o la determinacion
previa de la érbita que seguira el orbitador para cumplir las especificaciones de la
misién (Wertz and Larson, 2010). El poder imponer para una érbita el cumplimiento
de determinadas cualidades, particulares o generales, ha permitido alcanzar con éxito

muchos de los objetivos de las misiones ejecutadas hasta hoy. Con ello ha habido un

!Cuatro dias antes del lanzamiento, en el Comité Spécial de ’Anné Géophysique Internationale
organizado en Whashington, el Profesor Segei M. Poloskov en su presentacién titulada “Sputnik

Zemli”, di6 a entender que eran capaces de lanzar un satélite al espacio en las siguientes semanas.
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incremento progresivo del espectro de posibilidades para misiones espaciales.

De entre toda la variedad de érbitas de satélites artificiales terrestres las més
conocidas son las llamadas érbitas geoestacionarias. Estas orbitas pertenecen a un
conjunto mas amplio, que llamaremos orbitas sincronas®, caracterizado por su sin-
cronia con la rotacion del cuerpo central, esto es, porque el valor de su periodo
orbital coincide con el de el periodo de rotacién del planeta (o la Luna en su caso).
Si el cuerpo central es la Tierra las 6rbitas son llamadas geosincronas y su periodo
orbital debe ser igual a un dia sidéreo, o lo que es igual a 23"56™4209, lo que equivale
a decir que su semieje mayor debe medir 42164 km. Las érbitas estacionarias® son
aquellas érbitas sincronas cuya excentricidad e inclinacion son nulas. Las érbitas es-
tacionarias aparecen siempre, para un observador situado en la superficie del cuerpo

central, como un punto fijo en el ecuador celeste.

Las primeras ideas sobre la érbita geoestacionaria fueron publicadas por el austro-
hingaro Herman Potoc¢nik en 1928 en su trabajo titulado “El problema del viaje
espacial-El motor cohete”. Anos después, en 1945, el britanico Arthur C. Clarke hace
mencion a las ventajas que puede tener el uso de esta érbita para las comunicaciones,
pues con solo tres satélites es suficiente establecer comunicacién con cualquier punto
del planeta, exceptuando regiones cerca de los polos. En el ano 1963 es lanzado,
y puesto en orbita, el Syncom-2 que es el primer satélite de comunicaciones en
orbita geoestacionaria. Esto confirma las ideas de Arthur C. Clarke y constituye
un avance fundamental en distintas disciplinas o dreas del conocimiento como son:
las telecomunicaciones, climatologia, oceanografia, geodesia, militar, entre muchas

otras mas.

Desde el éxito de la mision del Syncom-2 se han puesto centenares de satélites
en esta o6rbita. Debido a las peculiaridades de las érbitas geoestacionarias, pode-
mos pensar en éstas como restringidas a una zona del espacio que forma un aro o
anillo ecuatorial alrededor de la Tierra, delimitado por unos pocos kilémetros des-
de la propia 6rbita geoestacionaria (Flohrer et al., 2011), por ello, existen grandes
limitaciones al niimero méaximo de satélites geostacionarios posibles, lo que obliga
a retirar los que quedan inactivos a una orbita cementerio para dejar un hueco a
nuevos satélites. Cincuenta anos después del primer satélite geoestacionario, la fran-
ja ecuatorial, donde se encuentran, comienza a estar congestionada (a dia de hoy

existen 416 satélites geoestacionarios activos). Estudios realizados por Milani et al.

2Geosincronas, areosincronas y selenosincronas para la Tierra, Marte y la Luna respectivamente.
3Geoestacionarias, areoestacionaria y selenoestacionarias para la Tierra, Marte y la Luna res-

pectivamente.
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(2011) describen cémo es la distribucién de los orbitadores en esta zona del espacio,
en base a datos obtenidos por medios 6pticos y telemétricos, los cuales han permiti-
do catalogarlos como satélites activos, no activos y los que no estan controlados con

tamanos superiores a 1 cm.

A fines précticos la zona geoestacionaria, o el anillo que forma, se ha dividido a su
vez en pequenas ventanas continuas con espacio disponible para albergar uno o varios
satélites. Existen razones que justifican este hecho como son: evitar el cruce de las
sefiales de emisién y recepcion entre una estacién terrena y el orbitador (Maral and
Bousquet, 2009), también para evitar colisiones entre si, realizando las maniobras
necesarias para corregir su posiciéon nominal, producto de la deriva ocasionada por
las perturbaciones orbitales. Estos desplazamientos han sido estudiados con modelos
tedricos o pueden ser calculados con métodos observacionales (Montojo et al., 2011;
Montojo et al.; Lacruz and Abad, 2008). Un estudio detallado de las caracteristicas
fundamentales que determinan la érbita geoestacionaria lo podemos encontrar en
Soop (1994). El tamano habitual de las ventanas suele ser del orden de 1° para la
longitud (direccién Este-Oeste) y de [—0.1°,+0.1°] para latitud (direcciéon Norte-
Sur) (Capderou, 2005), sin embargo, algunas ventanas llegan a ser de tamanos més
reducidos, del orden de 0.05° en longitud y latitud, equivalente a unos (35 x 35) km.,

siendo éstos, casos muy especiales como lo indica Evans (1999).

En virtud del escenario que se presenta actualmente en relaciéon al uso de la zona
geoestacionaria, y en vista del crecimiento de la demanda requerida, principalmente
en el uso de las telecomunicaciones, que ademas se incrementa si consideramos la ma-
la cobertura de estos satélites para zonas de latitud alta, han surgido planteamientos
que conducen a indagar si existe alguna otra area espacial que permita extender la

zona geoestacionaria, y si existe, bajo qué condiciones esta sujeta o condicionada.

La alternativa mas usada para comunicaciones en lugares de latitud alta han sido
las érbitas de tipo Molniya. Estas érbitas fueron ideadas en la Unién Soviética en
el ano 1960, aunque la primera misiéon con éxito fue lanzada en el ano 1963. Sus
caracteristicas fundamentales son: un periodo de medio dia sidéreo, excentricidad
muy alta e inclinacién critica. El periodo consigue una traza que se repite cada dos
vueltas, sobrevolando siempre las mismas zonas de la superficie terrestre. La alta
excentricidad indica que el satélite se encuentra, durante la mayor parte de su pe-
riodo, cerca del apoastro. Finalmente, debido a la inclinacién critica, la posicion del
apoastro se mantiene estable. Si situamos tres satélites en esta dérbita nos asegu-
ramos de que en todo momento uno de los satélites se encuentra muy préoximo al

apoastro, que supondremos situado por encima del lugar de la Tierra donde estable-
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cer las comunicaciones. Con este método nos aseguramos una misiéon con un coste
de lanzamiento mucho menor que la érbita geoestacionaria, aunque se precisan tres
satélites para una completa cobertura, sin embargo, para su seguimiento se necesita
una antena movil, pues la ventana que ocupa el satélite, desde el punto de vista del
observador, es muy grande, de hecho, un satélite determinado termina saliendo de

esta ventana aunque siempre habra alguno de los tres visible.

Este tipo de satélite permite avanzar en la idea de que las dérbitas que repiten
la traza pueden constituir una buena solucién para las comunicaciones, siempre
que se consiga una ventana de visibilidad que sea pequena o en la que siempre
aparezca algun satélite de la misién. Este tipo de misiones ha sido también propuesta
(Lainez and Romay, 2009; Lainez et al., 2009) como una alternativa a las grandes
constelaciones, tipo GPS, para dar cobertura precisa a una regiéon pequena con un

pequeno numero de satélites.

Otra alternativa, que recientemente ha comenzado a estudiarse, se basa en el uso
de fuerzas externas (motores de bajo impulso, velas solares, etc.) para construir érbi-
tas exdéticas, no-keplerianas, que Mclnnes (1999) llama drbitas desplazadas. Estas
orbitas tienen la peculiaridad de situarse en un plano orbital paralelo al ecuato-
rial con una rotacién sincronizada con el planeta para aparecer, desde la superficie,
como un punto estacionario fuera del ecuador. En los trabajos realizados por Mc-
Kay et al. (2009); Anderson and Macdonald (2010), se estudia la estabilidad de
familias de érbitas desplazadas y se demuestra que es posible disenarlas aplicando
una pequena fuerza producida por un sistema de propulsién de bajo empuje, cuya

magnitud sea constante y su direcciéon sea siempre la misma.

La posibilidad de utilizar impulsos discretos para conseguir orbitas desplazadas
aparece en un articulo de Nock (1984). Con objeto de observar los anillos de Saturno
desde las sondas Voyager*, Nock propuso el uso de pequenos impulsos discretos en
intervalos de tiempos cortos que desplazaban la érbita, en las proximidades del ani-
llo, pero impidiéndole cruzarlo. Posteriormente McInnes (2011) considera el uso de
impulsos discretos, en lugar de usar motores de bajo empuje de forma continua, para
generar desplazamientos mas grandes y poder formar familias de érbitas desplazadas

no ecuatoriales y circulares.

La propuesta de C.R. McInnes consiste en generar una orbita desplazada apli-
cando una serie de maniobras orbitales realizadas a intervalos de tiempo constantes,

cada vez que el satélite pase por un punto fijo del sistema de referencia planetocéntri-

4Las sondas espaciales Voyager 1 y 2 fueron lanzadas en 1977 desde Cabo Cafaveral.
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co (que rota con el planeta). De esta forma, la érbita esta formada por arcos cerrados
en el sistema planetocéntrico que se convierten en arcos abiertos en el sistema espa-
cial (inercial). La trayectoria final en el sistema espacial no es exactamente paralela
al ecuador, como en el caso de empuje continuo, sino que esta formada por una
especie de “corona” representada por arcos que tienen su vértice en un paralelo.
Visto desde la superficie, el satélite no ocupa un punto fijo, sino que se desplaza

describiendo un arco cerrado cuya magnitud puede variar.

La obtencién de cada uno de los arcos, y la maniobra necesaria para recorrerlos,
viene expresada en términos del movimiento relativo a un punto de la trayectoria.
Para ello, si llamamos ug a un punto cualquiera de la trayectoria, expresado en el
sistema planetocéntrico en un cierto instante inicial ¢y, y uw a la posicion del orbitador
en otro instante cualquiera, podremos llamar p = u — wug, a la posicion relativa del
orbitador respecto de su posicién inicial. La ecuacién diferencial que rige la evolucion
del vector p, expresada en el sistema rotante, sera:

. . ovy
Pt Cwxp)+ (wx (wxp)) =— — = p—VVik(uy) —w x (w X uy),
o |y—u,
donde Vi es el potencial kepleriano, — av@% es la matriz hessiana evaluada
U=

en ug y el vector w = (0,0,wy), donde wy, es la velocidad angular que define el

movimiento del planeta en torno a su eje de rotacion.

Como se ha dicho antes, la 6rbita propuesta por Mclnnes representa, en el sistema
planetocéntrico, un arco cerrado, por lo que si partimos de un punto wug, el valor
inicial de p serd cero, mientras que al final del arco p debe ser de nuevo igual a
cero. Para buscar las orbitas, Mclnnes desarrolla un método numérico que parte
de la linealizacion de la ecuacion diferencial anterior y obtiene la expresion final en

términos de la matriz de transicion.

Este tipo de érbitas vistas desde el sistema planetocéntrico no aparecen como
un punto del espacio sino como un arco que se cierra. Este arco depende del punto
donde se cierra, al que llamaremos wvértice del arco y del tiempo que se tarde en
recorrerlo. A este tipo de érbita le llamaremos drbita cuasiestacionaria si desde un
lugar de la Tierra el orbitador siempre es visible. En cierto modo, es similar a una
orbita estacionaria situada en cualquier punto de la Tierra, no solo en el ecuador,
pero cuya ventana es en general mucho mas amplia que la ventana de una orbita

geoestacionaria.

MclInnes presenta un método numeérico para el cdlculo de este tipo de drbitas,
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valido para el modelo kepleriano, pero no realiza un estudio de cémo son dichas
orbitas, ni responde a la pregunta de cuantas hay. En esta memoria hemos pretendido
partir de la idea de Mclnnes y realizar un estudio profundo de dichas érbitas que
permita saber cuantas existen y clasificarlas en funcion de sus propiedades, asi como
relacionar estos conceptos y propiedades con los de otro tipo de érbitas como las
orbitas que repiten la traza, etc. Para ello, en lugar de un método numérico adaptado
para este problema, hemos utilizado un método clasico muy estudiado y contrastado
y del que se conocen sus propiedades de forma exhaustiva, el problema de Lambert.
Ademas, hemos extendido las érbitas, no solo a modelos orbitales keplerianos, sino

a cualquier modelo orbital que considere todo tipo de perturbaciones.

El proceso de estudio de dichas érbitas nos ha obligado a considerar otros pro-
blemas en los que hemos realizado nuevas aportaciones, que complementan las he-
rramientas necesarias para completar nuestro estudio. Una de las nuevas cuestiones
abordadas es la extension del problema de Lambert a modelos orbitales perturbados.
Por otro lado, con vistas a la evaluacion del modelo de fuerzas, hemos desarrollado
un nuevo método de evaluacién de las derivadas, basado en el método de diferen-
ciacién automadtica. Este método, que ha sido publicado recientemente (Abad and
Lacruz, 2013), permite evaluar las derivadas de cualquier orden del potencial, de
una forma muy rapida, lo que nos da las componentes de la fuerza de un modelo
completo de potencial planetario, asi como la matriz hessiana, 1til para la integra-
cion de las ecuaciones variacionales, sin necesidad de programar largas y complejas

expresiones analiticas.

Una gran parte del trabajo realizado para completar esta memoria ha sido la
creacion del software necesario para la implementacion de los métodos desarrollados,
asi como su aplicacion sistemaética para reproducir los ejemplos y casos mostrados.
Algunos de los algoritmos programados dentro de este software estan contenidos en
muchos otras aplicaciones o librerias, sin embargo, debido en unas ocasiones a su alto
coste por ser programas profesionales, en otras a su “desconocida” fiabilidad para
librerias de dominio ptblico y al lenguaje de programacién que, en ocasiones, resulta
inadecuado para nuestros propédsitos, hemos preferido, salvo en caso del método de
integracién numérica, desarrollar nuestro propio software, que ha sido escrito en

lenguaje C, y al que hemos llamado ORBITSC.

ORBITSC utiliza el integrador dopri8®, desarrollado por Hairer et al. (1993), para
integrar las ecuaciones del movimiento de un satélite artificial, tanto en un sistema

inercial como en un sistema rotante. Ademas, integra las ecuaciones variacionales,

Shttp://www.unige.ch/ hairer/software.html
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también en ambos sistemas. El modelo de fuerzas y potenciales perturbadores in-
cluye tanto un modelo de potencial gravitarotio planetario, hasta cualquier grado y
orden, otras fuerzas, como perturbaciones producidas por un tercer cuerpo, radiales,
tangenciales, normales, etc. Tanto las fuerzas, como los potenciales y sus derivadas,
son calculados por el método de diferenciacién automatica y el tiempo de evaluacion
puede ser mejorado si se utiliza un ordenador con varios procesadores en paralelo.
Este software ha sido integrado en Orbits® que es un paquete de Mathematica que
estd siendo desarrollado por A. Abad y mediante el cual, se han realizado la mayor

parte de las graficas orbitales presentadas en la memoria.

La memoria estd estructurada en cuatro capitulos y un apartado de conclusiones

y trabajos futuros.

En la primera parte del capitulo 1 introducimos los conceptos elementales de la
Astrodinamica y la notacién que utilizaremos a lo largo de esta memoria. Deta-
lles de los conceptos basicos los podemos encontrar en cualquier libro de Mecéanica
Celeste y Astrodinamica como son: Multon (1970); Prussing (1979); Battin (1999);
Vallado (2001); Abad (2012), cualquiera de ellos nos ofrecen estudios especificos de
éstos. La notacion utilizada presenta, de forma compacta y elegante, las ecuaciones
fundamentales que representan el movimiento orbital de un satélite artificial, tanto

dentro de un modelo kepleriano, como de un modelo orbital o perturbado.

Las fuerzas que actian sobre un modelo orbital vienen expresadas en unas oca-
siones en el sistema espacial (inercial) y en otras en el sistema planetocéntrico (no
inercial). Ejemplo de la primera es una fuerza radial o la perturbacién de un tercer
cuerpo. El potencial planetario, si se consideran los términos teserales, es ejemplo de
las segundas. En cualquier caso si se utilizan las ecuaciones diferenciales formuladas
en uno de los sistemas y el potencial o la fuerza viene formulada en el otro, o bien,
si se aplican varias fuerzas que estan formuladas en sistemas diferentes, es necesario
expresar todas las fuerzas, y sus derivadas si se tratan las ecuaciones variacionales,
en el mismo sistema de referencia, y que éste coincida con el sistema en el que se
integra. En el capitulo primero se sistematizan todas estas transformaciones de for-
ma que el algoritmo y el software correspondiente, se formula automaticamente en

el sistema adecuado.

Normalmente las ecuaciones variacionales se expresan de forma distinta para cada
problema porque se formulan a través de las expresiones analiticas de las derivadas

de la fuerza respecto de las coordenadas, o las derivadas segundas del potencial.

Shttp://gme.unizar.es/software/orbitfiles /orbits.html
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Cuando la expresién del potencial es muy complicada, como en el caso del potencial
planetario, estas ecuaciones se hacen muy pesadas de escribir e implementar en un
ordenador. En el capitulo primero se establece la expresion general de las ecuaciones
variacionales para cualquier fuerza y se aprovechan los métodos de cédlculo de deri-
vadas, desarrollados en el segundo capitulo, para construir automaticamente, con el

ordenador, las ecuaciones variacionales para cualquier modelo de fuerzas.

En el capitulo 2 se presenta la estrategia implementada para la evaluaciéon de las
fuerzas perturbadoras y sus derivadas. Esta estrategia se basa en la diferenciacion
automatica, (Rall and Corliss, 1996; Griewank and Walther, 2008; Neidinger, 1992)
que nos permitirda obtener el valor numérico de las derivadas de una funcion, sin
necesidad de conocer de forma explicita sus expresiones analiticas ni aplicar ninguna
técnica de aproximacion numérica, siendo estas dos las técnicas clasicas de obtencién

de la derivada.

La fuerza mas importante y compleja del modelo orbital es la producida por
el potencial gravitacional de un planeta, cuya expresién, dada por Heiskanen and
Moritz (1967) en términos de los polinomios asociados de Legendre, muestra la
complejidad que presentaran sus derivadas. El problema de la evaluacién de las
derivadas del potencial gravitacional es un importante problema de la Astrodinamica
y la Geodesia. Se han desarrollado muchos métodos que llegan a obtener expresiones
analiticas de las derivadas, tanto respecto a las coordenadas cartesianas, como a las
coordenadas polares—esféricas. Estas ultimas presentan singularidades en los polos.
Los métodos mas conocidos para las coordenadas cartesianas son los generados por
Pines (1973) y Cunningham (1970), este ultimo mejorado por Metris et al. (1998) y

para las coordenadas polares—esféricas el dado por Casotto and Fantino (2007).

Mediante la diferenciacion automatica generalizaremos el proceso del calculo de
las derivadas parciales de orden superior, introduciendo una notacién que nos permi-
ta de forma sistematica realizar el proceso. El algoritmo desarrollado es un algoritmo
paralelizable mediante el uso de herramientas como OpenMP (Chandra et al., 2001).
De esta forma se ha podido reducir notablemente el tiempo de CPU de la evaluacion
para modelos de alto grado y orden. En el capitulo 2 se presenta el algoritmo, con
indicacién de que parte puede ser paralelizada y un estudio del ahorro en tiempo de

CPU del uso de estas técnicas.

Finalmente en el capitulo 2 se presenta la aplicacion de la diferenciacién automati-
ca para otros modelos de perturbaciones: fuerza producida por un tercer cuerpo;

fuerza producida por un tercer cuerpo en una posicion fija (caso de la Tierra para
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un satélite lunar); fuerzas radiales, transversales y normales.

En el capitulo 3 se introducen los conceptos de arco kepleriano y arco orbital
como conexién de dos puntos en orbita kepleriana y perturbada, respectivamente.
La busqueda de un arco kepleriano se transforma, cuando se conoce el tiempo de
recorrido del arco, en el clasico problema de Lambert. La obtencién del arco keple-
riano constituira el punto de partida para la busqueda de los arcos orbitales, por
lo que revisaremos uno de los métodos de resolucién del problema de Lambert mas
conocidos (Battin, 1999).

Para la busqueda de un arco orbital, recorrido en un tiempo dado, desarrollare-
mos un método que hemos llamado método de Lambert generalizado. Este método
estd basado en una modificacion del método de mejora de orbitas periddicas desa-
rrollado en Abad et al. (2011) consistente en la bisqueda iterativa de la correccién
de las variables y el periodo de una érbita peridédica aproximada. La modificacion
consiste, por un lado, en el cambio de la condiciéon de periodicidad y por otro en
la posibilidad de mantener constantes algunas de las variables iniciales de la orbita

periddica.

Finalmente se comprueba la validez del método con la busqueda de una serie
de arcos orbitales, tanto para satélites artificiales terrestres como satélites lunares.
En ambos casos se ha usado un modelo de potencial gravitacional completo. En el
caso de la Luna se ha tenido en cuenta, ademads, la perturbacion en la érbita de sus

satélites producida por la gravedad terrestre.

En el capitulo 4 se define y analiza con rigor el concepto de arco kepleriano
cerrado. Se efectia un estudio exhaustivo de los arcos cerrados para extraer las
caracteristicas y propiedades que los representan y para analizar su utilidad en
distintas misiones espaciales. En base a ésto, se combinan los conceptos de érbita
con un arco cerrado y orbita que repite la traza para disenar o6rbitas con “visibilidad
regional”. Como ejemplo, se buscan las condiciones y los rangos de valores de los
parametros orbitales, que debe tener una oOrbita, para cumplir las especificaciones

de las orbitas de tipo Molniya.

Como aplicacion de los arcos keplerianos cerrados se introduce el concepto de
orbita cuasiestacionaria como aquella 6rbita que recorre continuamente un arco
kepleriano cerrado, aplicando un impulso, o Awv, en el punto inicial y final del arco,
y que siempre es visible para un observador situado en la superficie del planeta.

Ademas, se caracterizan dichas d6rbitas en funcién de dos parametros: el coste y el
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angulo del arco. Como aplicacion se realiza un exhaustivo estudio de todos los arcos

keplerianos posibles para érbitas alrededor de la Luna.

Finalmente, se extiende el concepto de arco kepleriano cerrado al de arco orbital
cerrado, mediante el uso del método de Lambert generalizado desarrollado en el
capitulo anterior. Ademas, se estudia la viabilidad de las érbitas cuasiestacionarias

para un modelo perturbado y se aplica esto a las érbitas cuasiestacionarias lunares.

La memoria finaliza enumerando las conclusiones mas importantes de los resul-
tados a los que se ha llegado, asi como las futuras lineas de investigacion derivadas

del trabajo ya realizado.



Capitulo 1

Movimiento orbital

1.1. Movimiento kepleriano y orbital

1.1.1. Movimiento kepleriano

La descripcion del movimiento de los planetas fue dada por el aleméan Johannes
Kepler (1571-1630), utilizando los datos observacionales recabados por el astrénomo
danés Tycho Brahe (1546-1601), siendo éstos los datos de mayor precisién que se
tenfan para la épocal. Kepler dedujo el movimiento que rige a los planetas en sus

tres leyes del movimiento que dicen lo siguiente:

1. Los planetas se mueven en orbitas planas alrededor del Sol, siendo las areas

descritas proporcionales a los tiempos empleados en describirlas.

2. Las drbitas descritas por los planetas son elipses, de las cuales, el Sol ocupa

uno de los focos.

3. Los cubos de los semiejes mayores de las érbitas planetarias son proporcionales

a los cuadrados de los tiempos empleados en recorrerlas.

Con estas tres leyes se llega a dar una descripciéon geométrica y matematica

exacta al movimiento de los planetas, no obstante, no logran determinar el factor

Kepler empleo tablas logaritmicas para preparar nuevas tablas astronémicas logrando obtener
una precisién en los cdlculos del orden de un minuto de arco. Las tablas fueron publicadas en 1627

con el nombre de Tablas Rudolfinas, y sustituyeron a las Tablas Prusianas usadas anteriormente.
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o propiedad fisica que hace que los cuerpos celestes tengan tal comportamiento.
Sir Isaac Newton, en la segunda mitad del siglo XVII, da el paso definitivo para
explicar y dar respuestas al origen del movimiento de cualquier planeta respecto al

Sol, enunciando asi la ley de gravitacion universal, como:

La fuerza que ejerce el Sol sobre cualquier planeta es atractiva, lleva la direccion
de ambos cuerpos celestes y es proporcional al producto de sus masas, e inversamente

proporcional al cuadrado de la distancia entre ellos.

Esta ley es expresada matematicamente como:

meme &

s (1.1)

F=g

r

donde, F' es la fuerza gravitacional que ejerce el Sol sobre el planeta, mqe v mg,
son las masas respectivas del Sol y del planeta, © y r = ||| el vector posicién y
la distancia del planeta respecto al centro del Sol, y finalmente G la constante de

gravitacion.

En Mecanica Celeste se llama problema de dos cuerpos al estudio del movimiento
de dos masas puntuales sometidas a su mutua atraccién gravitacional. Combinando
la ley de gravitacion universal y la sequnda ley de Newton, obtenemos la ecuaciéon
para la aceleracién de cada una de las particulas respecto a la otra y de ahi las
ecuaciones del movimiento de los dos cuerpos. Puede demostrarse facilmente que el
centro de masas de dos cuerpos sometidos a su atraccion gravitacional se mueve con
movimiento rectilineo y uniforme. De esta forma, el sistema de ecuaciones se reduce,
desde un punto de vista dinamico, al estudio del movimiento relativo de una de las
particulas respecto de la otra, que sera llamado movimiento orbital kepleriano, o

simplemente movimiento kepleriano.

El problema kepleriano no es mas que el estudio del movimiento de una particula
P, que llamaremos orbitador?, relativo a otra particula O, que llamaremos cuer-
po central®. Las ecuaciones del movimiento kepleriano estdan representadas por el

siguiente sistema de ecuaciones:

. 1
x=F) = 3% (1.2)
donde Fy(x, 11), es la fuerza kepleriana, siendo & = OP el vector de posicién de P

respecto de O, r = ||z|| la distancia y = G(mo + mp) la constante gravitacional

2Entre los distintos tipos de orbitadores nos encontramos: planetas, asteroides, comentas, satéli-

tes, tanto naturales como artificiales, sondas espaciales, etc.
3S0l, planeta, etc.
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de la orbita, con moy mp las masas respectivas del cuerpo central y el orbitador.
Si introducimos el vector velocidad X podemos expresar estas ecuaciones como un

conjunto de ecuaciones diferenciales de orden uno en la forma:
=X, X=F, (1.3)

Facilmente puede demostrarse que el movimiento del orbitador, resultante de la

integracién de estas ecuaciones, cumple las leyes de Kepler, (Abad, 2012).

1.1.2. Movimiento orbital

En la realidad, ademaés de la fuerza kepleriana, aparecen una serie de perturbacio-
nes que modifican las ecuaciones y la trayectoria de la 6rbita, entre las que podemos

destacar:

= Potencial gravitatorio del cuerpo central debido a la forma no esférica de los

cuerpos celestes.

= Atraccién gravitacional de otros cuerpos del sistema distintos del central: la
Luna y el Sol en el caso de drbitas terrestre, la Tierra para érbitas lunares,

ete.
= Rozamiento o resistencia de la atmdsfera en aquellos cuerpos que la poseen.
= Presion de radiacion solar.

» Efectos de mareas, relatividad y otros.

Las anteriores perturbaciones pueden formularse por medio de una fuerza adicio-

nal P que modifica las ecuaciones del movimiento (1.3), en la forma:
=X, X=F=F,+P. (1.4)

El movimiento que se deduce de dichas ecuaciones sera llamado movimiento orbital
y coincide con el movimiento kepleriano cuando el vector perturbacion vale cero,

P =0.

En general, se verifica la relacién ||P|| << ||Fk||, por lo que la descripcién y pro-
piedades del movimiento orbital son muy proximas a las del movimiento kepleriano,
sirviendo éste como primera aproximacién para comprender y estudiar el movimien-
to de los cuerpos en el espacio. Por ello, en las secciones que siguen sera estudiado

en detalle el concepto de orbita kepleriana.
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1.1.3. Orbitas keplerianas

Llamaremos orbita kepleriana y la denotaremos con el simbolo O, a la solucion
de las ecuaciones del problema kepleriano (1.3) para unas condiciones iniciales da-
das. Entenderemos por érbita, no solo la trayectoria del orbitador, sino todos sus

parametros, tanto estaticos o constantes, como dindmicos o variables.

Las ecuaciones del problema kepleriano (1.3) constituyen un sistema de seis ecua-
ciones diferenciales de orden uno. De acuerdo con la teoria de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias una solucién de dicho sistema vendra dada como x = x=(t,C),
donde C = (C, Cy, C3, Cy, Cs, Cg) representa un vector de seis constantes indepen-
dientes que llamaremos variables de estado porque permiten determinar cualquier

parametro de la orbita en cualquier instante, es decir, caracterizan la orbita.

Los seis elementos que componen las variables de estado son constantes de la
orbita o variables dinamicas particularizadas para un instante dado. En este tltimo

caso hay que dar el valor de éstas asi como el instante t; en que han sido calculadas.

Una vez determinado el conjunto de variables de estado, la érbita quedara ca-
racterizada por éste y, pondremos O(C) si los elementos del vector de estado son

constantes de la drbita y O(ty, C) si son variables particularizadas en .

Las variables de estado pueden ser elegidas de diversas maneras. La mas natural,
desde el punto de vista de las ecuaciones diferenciales, es a través de los valores
del vector de posicion, xg, y velocidad, X, para un instante dado. Al vector de
dimensién seis compuesto por las componentes de los vectores &g y X se le llama

vector de estado. De esta forma una orbita kepleriana podra ser representada como
O(t07 o, XO)

Cada aspecto y propiedad de una érbita kepleriana O puede ser representado por
un parametro orbital o variable dindmica. Estos pardmetros pueden ser constantes,
como la excentricidad e o la norma del momento angular G o variables como el vector
de posicién x o la anomalia verdadera f. Una vez conocidos los seis o siete elementos
que caracterizan la érbita, ésta queda completamente determinada junto con todos
sus parametros. En el caso de que un parametro, que de forma genérica llamaremos
o, sea constante, utilizaremos la notacion o(Q), pues este pardmetro solo depende
de la orbita, sin embargo, cuando el parametro sea variable dependera a su vez del

instante ¢ en que sea calculado, por lo que pondremos o(t, O).
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Para representar una orbita de forma mucho mas descriptiva, tanto desde un
punto de vista geométrico, como astronémico y dindmico, se utilizan unas variables
de estado que se adaptan completamente a la descripcion del movimiento dada por

las leyes de Kepler: los elementos orbitales.

En primer lugar tomaremos los dos elementos que caracterizan la forma de la
cénica, esto es, el semieje mayor a (o el semilado recto? p) y la excentricidad e, que

caracterizan la forma y dimensiones de la cénica.

Para completar la informacién sobre la trayectoria necesitaremos situarla en el
espacio, para lo cual basta observar la figura 1.1 y recordar que la érbita esta con-
tenida en un plano perpendicular al vector momento angular G =  x X o lo que
es igual a su direccién n. Supondremos, por ahora, que la érbita no coincide con el

plano Oxy del sistema espacial, esto es, que n x ez # 0.

€3

€1

Figura 1.1: Orbita kepleriana en el espacio.

Puesto que el plano de la érbita y el plano fundamental del sistema espacial
Ozy no son paralelos, necesariamente se cortaran en una recta que pasa por O y
pertenece a ambos planos y que llamaremos linea de los nodos. Tomaremos como
direccion positiva de dicha recta la que contiene el nodo ascendente, o punto de la
orbita en el que el orbitador pasa de coordenadas z negativas a positivas. El vector
unitario I define la linea de los nodos y forma un angulo €2, dngulo del nodo, con e;.

El angulo €2 puede tomar cualquier valor entre 0 y 2.

El angulo que forman el vector n con es sera llamado inclinacion, y denotado

4E] semieje mayor no esté definido para la pardbola.
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por i, y representa también el angulo entre el plano Oxy y el de la 6rbita. El dngulo

© puede tomar un valor cualquiera entre 0 y 7.

El vector n representa también el sentido de la rotacién de la particula alrededor
del eje definido por m, pues debido a su definicién ésta tiene siempre lugar en sentido
contrario a las agujas del reloj si se observa desde el extremo de n. Asi pues, el angulo
que forma m con ez indica también el sentido de giro observado desde un punto
cualquiera de la parte positiva del eje Oz. Un dngulo i entre 0 y 7/2 indicard una
6rbita directa (sentido de giro contrario a las agujas del reloj), mientras que una
inclinacion entre 7/2 y m indicard una drbita retrograda (sentido de giro igual al de

las agujas del reloj).

Los dos angulos, €2 e i representan la posicién del plano de la érbita en el espacio,
pero para poder representar con exactitud la forma de la cénica, hay que situar la
direccion del eje de la misma dentro de su plano. El eje de la cénica lleva la direcciéon
de la linea de los apsides, a, que forma un angulo w con la linea de los nodos. Dicho
angulo sera llamado argumento del periastro, representa la posicion relativa de la
céHnica en su plano y es la tercera variable angular de la orbita. El argumento del

periastro toma un valor cualquiera entre 0 y 2.

Se han completado asi los cinco elementos que caracterizan la geometria de la
orbita, esto es, la forma, dimensiones y situacién de la curva que recorre el orbitador.
Para completar la caracterizacion de la érbita bastara un elemento que describa la
dinamica, o lo que es igual, que nos informe en qué punto de la curva o trayectoria

se encuentra el orbitador en cada instante t.

Figura 1.2: Anomalias en el movimiento kepleriano.

Para ello recordemos que si se elige un sistema de coordenadas polares, (r, f), en
el plano de la érbita (ver figura 1.2), con centro en el cuerpo central O, y eje de

coordenadas polares la direccion del periastro, entonces la ecuaciéon de una conica
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nos da la relacion
p

= 1.5
" 1+ecos [’ (15)

donde f es llamada anomalia verdadera. Para encontrar la realcion de f con t se
introducen dos nuevas variables angulares E (anomalia excéntrica) y ¢ (anomalia

media) a través de las relaciones
f 1+e E

1 esen B, y tan2 1_etan2, (1.6)

que permiten obtener f en funcién de ¢. Finalmente, para encontrar la posicién del
orbitador en cada instante basta tener en cuenta la relacién ¢ = n(t — T'), siendo
n = y/p/a? el movimiento medio y 7' la época o instante de paso del orbitador por

el periastro.
Para caracterizar su dindmica basta considerar finalmente la constante® 7.

Llamaremos elementos orbitales al conjunto de seis constantes (a, e,i,Q,w,T'). La
obtencién de los elementos orbitales a partir de las condiciones iniciales (to, 2o, X¢) y
viceversa, cuya demostracién puede verse en Abad (2012), demuestra la equivalencia
entre ambos, y en consecuencia los elementos orbitales constituyen un conjunto
de variables de estado. Por tanto la 6rbita kepleriana se puede caracterizar como
O(a,e,i,Q,w,T) o bien como O(tg, xg, Xo).

1.1.4. Orbitas

Cuando aparezca una pequena perturbacién en el modelo, en la forma formulada
en las ecuaciones (1.4), dejaremos de usar la palabra kepleriana y pasaremos a llamar

orbita perturbada o simplemente drbita a la solucién.

El pequeno valor de la fuerza perturbadora frente a la fuerza kepleriana hace
que una 6rbita pueda ser considerada como una érbita osculatriz instantaneamente
kepleriana, esto es, que sus propiedades se pueden estudiar, para un instante dado,
como los de una orbita kepleriana, pero de forma que los parametros que caracterizan
esta drbita kepleriana (los elementos orbitales) dejan de ser constantes y varfan con
el tiempo: a(t), e(t),i(t), Q(t),w(t) y T(t).

5Aunque el elemento T es constante hay que tener en cuenta que, para érbitas elipticas, éste

varia de una vuelta a otra aumentando en una cantidad igual al periodo orbital P.
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Siguiendo con la notacién introducida en el apartado anterior podremos caracte-
rizar una Orbita bien a partir de sus condiciones iniciales O(ty, o, X o) (al igual que
para Orbitas keplerianas) o bien a partir del valor de los elementos orbitales para el

instante inicial O(to, ag, €o, 70, 0, wo, 1o)-

1.2. Sistemas de referencia

1.2.1. Sistemas de referencia espacial y planetocéntrico

Para representar el movimiento de una particula P en el espacio es necesario
determinar, en cada instante ¢, el vector OP € R? que une un punto fijo O, que se
toma como origen, con la posicién de la particula en dicho instante. Si elegimos una
base ortonormal (81, 89, 83) de R3, existe un conjunto de tres componentes: y1, ¥, y3,
de forma que se puede expresar como combinacion lineal de los vectores directores

de la base, como sigue:
3
i=0

De aqui en adelante usaremos indistintamente la notacion anterior y la expresion
de un vector dada por la matriz columna 3 x 1 dada por OP = (y1, y2, y3)*

Llamaremos sistema de referencia al conjunto S = {O, s1, 83, 83} formado por el
origen y la base. En lo que sigue tomaremos siempre el centro de masas del cuerpo
central como origen, por lo que no volveremos a considerarlo e identificaremos el

sistema de referencia inicamente con la base elegida.

La misién para la que estd disenado un satélite artificial depende, en buena me-
dida, de su posicion sobre la superficie del cuerpo que orbita, por lo que es impres-
cindible considerar la forma y movimientos de este cuerpo a la hora de analizar la
orbita. En general todos los cuerpos del Sistema Solar sobre los que, ahora o en un
futuro, se pretende situar satélites artificiales tienen aproximadamente la misma for-
ma y movimiento. Podemos considerar un planeta® como un elipsoide de revolucién
(figura 1.3) que gira con velocidad angular constante wg, alrededor de un eje fijo,

perpendicular a un plano fijo que, de forma genérica llamaremos ecuador.

SHablaremos de planeta en forma genérica aunque esto se puede extender de forma genérica a

cualquiera de las grandes lunas de los planetas.
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Figura 1.3: Sistema de referencia planetocéntrico.

Para determinar la posiciéon de un satélite con respecto a la superficie del planeta
es necesario establecer un sistema de coordenadas basado en un sistema de referencia
que sea fijo con respecto al planeta. Para ello estableceremos el llamado sistema
planetocéntrico, {p,, Py, P3}, donde: p; representa la direccién del eje de rotacién
fijo; el plano formado por p, y p, coincide con el plano del ecuador; la direccion de
p; representa la direccion de un meridiano de referencia llamado primer meridiano

o meridiano cero; y finalmente p, = p; X p;.

Por otro lado, las ecuaciones (1.3) o (1.4), estan referidas a un sistema de refe-
rencia inercial”, {ey, es, €3}, que llamaremos sistema espacial®, tal que el plano fun-
damental, formado por e; y e, representa el ecuador del planeta, con e; senalando
una direccién fija en el espacio”. El vector es representa la direccién del polo del
planeta, por lo que coincide con p;. De esta manera el vector x(t), que senala la
posicién del orbitador, OP, en cada instante, tiene sus componentes referidas al

sistema espacial como:
3
i=0

La relacién entre los dos sistemas de referencia viene dada a través de una rotacion
elemental, respecto al eje Oz, y de dangulo 6, que en forma vectorial puede ponerse
como

p, =cosfe; +senfey, p, =—senfe; + cos fey, p; = es, (1.9)

donde el dangulo 6 entre los vectores e; y p;, viene dado por la expresion

0 = we t + b, (1.10)

"Ver el siguiente apartado.
8Si consideramos érbitas alrededor del Sol el sistema espacial coincide con el sistema ecliptico
9La direccién de e; es la interseccién del ecuador celeste con el ecuador del planeta. Para la

Tierra, es el equinoccio 7.
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siendo wy, la velocidad angular constante del planeta y 6, el angulo entre e; y p; en
el instante inicial. El angulo 6, que varia de 0 a 27 en una rotacién o dia sidéreo del

planeta, representa el reloj de tiempo sidéreo del planeta!®.

En lo que sigue llamaremos
3
w=> up, (1.11)
=0

al vector de posicién del orbitador, OP, referido al sistema planetocéntrico.

1.2.2. Orbita relativa

Las orbitas, vistas como la curva () solucién de las ecuaciones (1.3) o (1.4),
representan una cénica, que es una curva cerrada. Puesto que esta curva se observa
desde el sistema espacial, la llamaremos, de aqui en adelante drbita espacial. La
parte superior izquierda de la figura 1.4, muestra una de estas érbitas donde se ve

que al final del periodo orbital la posicién del orbitador coincide con el punto inicial.

Cuando la misma curva se representa en el sistema planetocéntrico, u(t), la ro-
tacion del sistema produce que el punto final de la 6rbita no coincida con el inicial,
por lo que la curva no se cierra al final del periodo, como puede verse en la parte
derecha de la figura 1.4. A la orbita referida al sistema planetocéntrico le llamaremos

orbita planetocéntrica.

La proyeccion de la o6rbita relativa sobre un mapa plano que representa la superfi-
cie del planeta, en este caso la Tierra, se le llama traza de la érbita. La parte inferior
de la misma figura 1.4, muestra la traza de la misma orbita espacial donde se ve

mas claramente el hecho de la pérdida de periodicidad de la érbita planetocéntrica.

Debido a lo dicho, es conveniente clarificar el concepto de periodo que sera usado
a lo largo de esta memoria. En general, cuando hablemos de periodo orbital, nos
referimos al periodo de una érbita espacial kepleriana, que siempre existe. Para una
érbita (no kepleriana) el concepto de periodicidad puede generalizarse igual que
el resto de parametros constantes de la orbita que se transforman en parametros
variables, asi podremos hablar del una funcién P(t) que representa en cada instante

el periodo de la érbita kepleriana osculatriz.

10Para la Tierra 6 representa el tiempo sidéreo medio en Greenwich.
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Figura 1.4: Izquierda: 6rbita referida al sistema espacial. Derecha: orbita relativa o referida al
sistema planetocéntrico. Abajo: traza o proyecciéon de la misma érbita sobre un mapa plano de la

superficie terrestre.

Una orbita planetocéntica puede ser periddica o no serlo, pero dicho periodo,
si existe, no sera igual al periodo orbital correspondiente. La tnica excepcion a la
afirmacién anterior la constituyen las o6rbitas de periodo orbital igual al periodo de

rotacion del planeta u érbitas planetosincronas.

Para que una érbita planetocéntrica sea periddica tienen que existir dos niimeros
enteros n y m, tales que nP — mR = 0, siendo P el periodo orbital y R el periodo

de rotacion del planeta.
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La figura 1.5 representa dos orbitas planetocéntricas diferentes. La de la parte
superior izquierda no es periédica y puede verse, tanto en la figura tridimensional
como en la traza, que al cabo de seis periodos orbitales no se ha cerrado y, ademas va
formando una curva que va llenando todos los puntos de la Tierra entre dos latitudes

limite. Por ello, a una érbita de este tipo se le llama orbita densa.

En la parte superior derecha de la figura 1.5 aparece una orbita planetocéntrica
periddica (en este caso geosincrona), que aunque representa también seis periodos
orbitales siempre se repite, su proyeccién sobre un mapa plano sobre la superficie de

la Tierra se aprecia en la parte inferior derecha de la misma figura.

Figura 1.5: Izquierda: la imagen superior corresponde a seis vueltas de una o6rbita densa y su
respectiva proyeccién sobre la superficie en la parte inferior. Derecha: la imagen superior corres-
ponde a seis vueltas de una orbita relativa periédica y su respectiva proyeccion equivale a la imagen

inferior.
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1.2.3. Posicion, velocidad y aceleracion en un sistema no

inercial

Siy = y(t) es el vector de posicion de un punto en un instante ¢, entonces

llamaremos velocidad y aceleracion del punto a los vectores

_dy . dy

aw YT e

El concepto de velocidad y aceleracion como derivada de un vector es absoluto

(1.12)

si atendemos a su caracter vectorial, sin embargo, al representar el vector a partir
de sus componentes, en un sistema de referencia dado, la velocidad y aceleraciéon
dan lugar a dos conceptos diferentes en funcién de las propiedades del sistema de

referencia.

. 3 )
En efecto, si suponemos que y = > ., v; S;, y derivamos y, obtendremos

3 3
Y= Gisi+ Y yisi (1.13)
=0 =0

El primer sumatorio, que denotaremos como

3
Yy = Z%Su (1.14)
=1

representa exclusivamente la variacion de las componentes del vector, por lo que
serd llamado wvelocidad relativa al sistema S, en contraposicion con y que serd la

velocidad absoluta.

Llamaremos sistema de referencia inercial a un sistema en el que las derivadas
de los vectores de la base son nulas s; = 0, con ¢ = 1,2, 3. De esta forma, para un

sistema de referencia inercial las velocidades absoluta y relativa coinciden, y = y'.

Si el sistema no es inercial deberemos conocer el valor de los vectores s; para
obtener la relacion entre ambas velocidades. Para ello, si tenemos en cuenta que
$;, como todo vector, puede expresarse en la base S en la forma s; = Z;’:lbijsj,
se tendra que b;; = 8; - s;. Al ser una base ortonormal la que define el sistema de
referencia, se verifican las relaciones s; - s; = 1y s;-s; = 0, que al ser derivadas
conducen, respectivamente, a las expresiones b;; = 0 y b;; + bj; = 0. De esta forma,

podremos poner lo siguiente:

81 0 bia b3 S1
S | = —bio 0 b3 S2

83 —big —byy O S3
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Llamando wy; = be3, wy = —by3, v w3 = bz, podemos definir el vector w =
Z ?_ w;si, que serd llamado velocidad angular de rotacion del sistema de referencia,
y que verifica las relaciones

Si =w X 8y, (115)
llamadas comuinmente formulas de Poisson. Estas ecuaciones caracterizan el movi-

miento de los sistemas de referencia no inerciales, o rotantes.

Asociada al vector w aparece la matriz W definida en la forma

0 —Ws3 [03))
W=| w 0 —w [, (1.16)

) w1 0

y que verifica, para cualquier vector y, la relacion
W -y=wxy. (1.17)

De esta forma, de la ecuacién (1.13) tenemos la relacién entre la velocidad abso-

luta y relativa en un sistema rotante, la cual puede expresarse como:
Y=y +wxy) =y +W-y. (1.18)

Derivando de nuevo la ecuacién (1.18) se obtendra que:

dy’ N dlw x y)
dt -’ (1.19)
= Y 4+wxy)+w xy+twx (¥ +wxy),

y finalmente,
Y = YV +2wxy+uw xy+wx(wxy),
= Y +2W-y+ W y+ W .y,
que nos da la relacion entre la aceleracion absoluta, y, y la aceleracion relativa,
y' = Z?:l Ui Si-

(1.20)

Como se ha visto antes, la posiciéon de un satélite artificial puede darse en dos
sistemas de referencia distintos: el sistema espacial y el sistema planetocéntrico.
Mientras que el sistema espacial constituye un sistema inercial, el sistema plane-
tocéntrico, que se define a partir de una rotacion, es un sistema no inercial. La
rotacion del sistema planetocéntrico se realiza alrededor del eje polar Oz con una
velocidad angular constante wy, = 9, de forma que el vector que define la velocidad

angular de la rotacion puede expresarse como

W = Wy Py = Wy, €3, (1.21)
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y su matriz asociada YW como:

0 —Wp 0
w=|w 00]|. (1.22)
0 0 0

El valor constante de la velocidad angular permite decir que, para estos sistemas,
se tiene w = w' =0, W = 0.

Un cambio entre dos bases ortonormales, Z; ¢ Z, de R?, con la misma orientacién
es llamado rotacion del sistema de referencia. Este cambio viene caracterizado por

la llamada matriz de rotacién'', que es una matriz ortogonal'?

R1,7,, que permite
pasar de las componentes de un vector xz, representado en la base Z;, a las del

mismo vector, xz,, representado en la base Z,, a través de la relacién
Tz, = R1112 c L7, (123)

El cambio entre los sistemas espacial y planetocéntrico es un caso particular de

rotacion elemental alrededor del eje e3. La matriz de rotacion, en este caso, es la

matriz
cg —sg 0
Rep=R3@)=1 ss ¢ 0 |, (1.24)
0 0 1

siendo ¢y = cosf y sy = sinf. La inversa de esta matriz viene dada por:
Rpe = Rip = Ra(—0). (1.25)

El sistema de referencia elegido para formular el problema del satélite depende
del problema particular que estemos tratando. Para clarificar el tratamiento del
problema en uno u otro sistema usaremos, a lo largo de esta memoria, la notacién
introducida en las ecuaciones (1.8) y (1.11). De esta forma, el vector de posicién de un

satélite serd llamado @ o u segin se exprese en el sistema espacial o planetocéntrico

3
w:Zwiei 0 u:Zuipi. (1.26)

La transformacion entre uno y otro vendra dada por las expresiones:

r=Repu y u=TRpsex. (1.27)

HTa definicién de matriz de rotacién no es univoca. En muchos libros y articulos se utiliza otro

convenio con el que se llama matriz de rotacién a la traspuesta de la usada aqui.
12Una matriz ortogonal se caracteriza porque su inversa es igual a su transpuesta.
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Para el vector velocidad tenemos cuatro elementos diferentes pues los vectores
velocidad absoluta y relativa pueden expresarse en ambos sistemas de referencia.
Llamaremos X a la velocidad absoluta expresada en el sistema espacial, que se

determinara como
3 3
i=0 i=0

mientras que U, serd la velocidad relativa en el sistema planetocéntrico

3 3
U=> Up,=> iup, (1.29)
1=0 =0

La relacién entre ambas velocidades, dada en la ecuacién (1.18), es una relacién
vectorial que puede ponerse de dos maneras distintas segiin se exprese en el sistema
espacial:

X =Rep (U+W-u), (1.30)

o en el sistema planetocéntrico:
U:Rpg (X—WCL’), (1.31)

donde se ha tenido en cuenta que las componentes del vector velocidad angular, w,

coinciden en ambos sistemas.

1.3. Ecuaciones fundamentales

1.3.1. Ecuaciones del movimiento de un satélite artificial

Las ecuaciones (1.4), que describen el movimiento orbital de un satélite artificial,

pueden ponerse como
&=F(t;z,X), (1.32)

o bien, reduciendo el orden del sistema, y expresandolo en sus componentes, se

tendré:
T; = X
. . (1.33)
X, =F" 1=1,23,

donde F(t;x, X) = Z?:o Fie;, es la suma de la fuerza kepleriana y la de las per-

turbaciones orbitales y estda expresada en el sistema de referencia espacial.
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El teorema fundamental de existencia y unicidad para las ecuaciones diferencia-
les garantiza que existe una y s6lo una solucion, dadas unas condiciones iniciales

(xo, Xo) en un instante de tiempo t = 5 € R.

Alguna de las fuerzas que actiian sobre el satélite, por ejemplo, la fuerza de atrac-
cién gravitacional de un planeta no esférico, solo puede ser calculada en términos de
la posicién y velocidad de éste en el sistema planetocéntrico, y referida al mismo. A

estas fuerzas las representaremos en la forma F = F(t;u,U) = Z?:o F'p,.

En estos casos, podemos expresar la ecuacion (1.32) en la forma
U +2wxU+wX (wxu)=F(tuU), (1.34)

que viene de sustituir, en la ecuacién (1.32), la fuerza F' por F y la expresion de &
por la parte derecha de (1.20) expresada en el sistema planetocéntrico. El término
que contiene w’ se anula por ser constante la velocidad angular. Estas ecuaciones,

expresadas €11 Sus Componentes, nos conducen a:

121 = Ul, Ul = ulw%—i—Qw@UQ—i-]:l,
iy = Us, Uy = ugw? — 2w, Uy + F2, (1.35)
ug = Us, U = F3,

que representan las ecuaciones del movimiento en un sistema rotante. Observemos
que estas ecuaciones son las mismas que las del problema restringido circular, por lo
que todos los métodos que iremos desarrollando en esta memoria se pueden extender

a dicho problema.

Al igual que en un sistema espacial, podemos caracterizar la érbita para un
sistema planetocéntrico. Asi, a través de las relaciones anteriormente expuestas,
tenemos que la 6rbita se podra representar como O(ty, u, U), para unas condiciones

iniciales dadas en el sistema planetocéntrico.

Para integrar el problema del satélite usaremos (1.33) o (1.35) en funcién de la
expresion de las fuerzas que actiien sobre él. En ocasiones las fuerzas apareceran
mezcladas por lo que, antes de integrar, deberemos expresar todas las fuerzas en el
mismo sistema, para ello, tendremos en cuenta las relaciones (1.27), (1.30) y (1.31)
al igual que, para cualquier vector, la relacién entre las fuerzas en ambos sistemas,

con lo que obtendremos las siguientes relaciones:

F(t,iB,X) = REP ]:'(ta RP:‘: Z, RPE (X -W- CB)), (1 36)
F(t,u,U) = RpeF(t, Repu, Rep (U +W -u)). '
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La mayor parte de las fuerzas que aparecen en el problema del movimiento orbital

son fuerzas conservativas que derivan de un potencial. Pondremos
F(x)=-VgV(x) o F(u)=-VuV(u), (1.37)

segun el sistema de referencia donde estén definidas. El potencial planetario es un
ejemplo de potencial V que se calcula en el sistema planetocéntrico. Si en el potencial
planetario se consideran unicamente los armoénicos zonales, entonces el potencial
puede considerarse indistintamente como del tipo V' o V, pues su valor coincide al
depender unicamente de la tercera componente del vector de posicion. De esta forma,
en la expresién (1.33) sustituiremos cada término F* por su valor V., mientras que
en (1.35) sustituiremos F' por su valor V,,. Las relacién entre las derivadas de
la funcién potencial, necesarias para usar en las ecuaciones diferenciales cuando
integramos en un sistema distinto al que se calcula el potencial, vendra dada por'?
VeV(x) = Rep VuV(Rpe ),
(1.38)
VuV(u) = Rpe VeV (Repu).
Cuando las fuerzas son conservativas, esto es, cuando existe una funciéon V o V
que verifica (1.37), el sistema dindmico formulado en el sistema inercial posee la
clasica integral de la energia

1
E=T+V = 5X2+V(m), (1.39)

que se transforma en la constante de Jacobi'*
J=(wxu)?—2V(u)-U? (1.40)

cuando trabajamos en el sistema rotante.

I3Es necesario clarificar en este punto una pequeila inconsistencia de notacién que es facilmente
subsanable estableciendo un nuevo convenio. Hemos establecido anteriormente en el apartado 1.2.3
que en notacién matricial un vector sera considerado como una matriz columna, de manera que la
expresion, VgV, del gradiente y con ella las relaciones (1.37) y (1.38) se entienden como igualdades
entre matrices columna. Por otro lado, si tenemos z(y) € R™, con € R"™, llamaremos matriz
jacobiana, y la denotaremos con @y, a la matriz m x n cuyo elemento de la fila ¢ y la columna
j viene dado por O0z;/dy;. De esta forma si y es un escalar, por ejemplo el tiempo ¢, la matriz
jacobiana, x; se transforma en una matriz columna (m x 1), mientras que si « es un escalar, por
ejemplo el potencial V, entonces Vg serd una matriz fila (1 x n) en contra de la definicién anterior
del gradiente como matriz columna. Para evitar esta contradiccion usaremos de forma distinta,
aunque representen lo mismo, los vectores Vy y VoV, y tendremos en cuenta que su relacién viene
dada por la expresién VyT = VyV.

1La demostracién de que esta expresiéon es constante se deduce ficilmente del calculo de su
derivada y la comprobacién de que, al aplicarle las relaciones (1.35), se obtiene un valor igual a

cero.
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Para sistemas conservativos se utiliza habitualmente una formulacién hamilto-
niana, en la que el movimiento en el sistema rotante viene caracterizado por un

hamiltoniano de la forma
1
H(u,U) = 51/{2 —w-(uxU)+V(u), (1.41)

donde las componentes de u representan las coordenadas, que corresponden a la
posicion expresada en el sistema rotante, mientras que las componentes del vector

U son sus momentos asociados.

Las ecuaciones de Hamilton se expresaran en la forma

u = U—wXu,

(1.42)
U = —wxU —-‘71L1%

y, como puede observarse, no coinciden con las ecuaciones (1.35) que describen el
movimiento en el sistema relativo. Para comprender esta discrepancia basta observar
la primera de las expresiones (1.42) y compararla con (1.31), donde U = o/, lo que
lleva a concluir que el vector U, de momentos, coincide con Rpg X, esto es la

velocidad absoluta expresada en el sistema rotante y no con la velocidad relativa U.

1.3.2. Ecuaciones variacionales

La matriz de transicion de estado, esto es, la variacion de las componentes de la
solucién del sistema con respecto a sus condiciones iniciales resulta de gran interés en
la correccion y determinacion de la estabilidad de las orbitas peridédicas. El método
de Lambert generalizado, que desarrollaremos en el capitulo 3, requiere también del
uso de esta matriz, que serd obtenida por integracion de las ecuaciones variacionales
del problema.

En este apartado plantearemos las ecuaciones variacionales del movimiento de
un satélite. Para ello partiremos de las ecuaciones del problema como ecuaciones

(auténomas o no) de orden uno:

y=7Fty), yo=9l), yeR’ (1.43)

donde y puede ser (x, X) o (u,U) segtin formulemos el problema en el sistema
espacial o planetocéntrico respectivamente. La expresiéon de f serd distinta en cada

caso.
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Para encontrar la variacién de la solucién de (1.43) con respecto a las condiciones
iniciales, derivaremos, con respecto a ellas, la propia ecuacién (1.43) obteniéndose

la ecuacién

Yy, = Fy Yy, (1.44)
que, tras llamar ® =y y, S transforma en
0
® = fq - @, (1.45)

y representa la ecuacién variacional del sistema (1.43).

Para obtener las ecuaciones variacionales en el sistema espacial tendremos en

cuenta en primer lugar que

Xr
P = ’ Xo ) (1.46)

Xw0 XXO

mientras que, atendiendo a la expresion (1.33), tendremos

0 I
Fy Fx

siendo O e I las matrices nulas e identidad de orden 3, Fg y F' x, respectivamente,
las matrices de derivadas del vector fuerza respecto de la posicion y de la velocidad

expresadas en el sistema espacial.

Si el sistema es conservativo la fuerza deriva de un potencial V(x) y la matriz
fy tomara la forma

(0 I
fy= : (1.48)
wa (@)

siendo V g o la matriz hessiana de V.

En el sistema planetocéntrico tendremos que

u
& — o U (1.49)
Uu0 UU0
mientras que, atendiendo a la expresién (1.35), tendremos
0 I
Fy = , (1.50)

Fu-W* Fy-2W
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siendo, O e I las matrices nula e identidad de orden 3, Fq y Fs, respectivamente,
las matrices de derivadas del vector fuerza respecto de la posicion y de la velocidad
expresadas en el sistema planetocéntrico, y W la matriz (1.22), asociada a la rotacién

del sistema.

Si el sistema es conservativo la fuerza deriva de un potencial V(u) y la matriz

Jy tomard la forma

(0] I
fy= , (1.51)
Vauu —W?  —2W

siendo, Vy 4 la matriz hessiana de V.

Las expresiones (1.36) y (1.38) permiten expresar la fuerza y el potencial en el
sistema de referencia adecuado cuando la expresién de la fuerza o el potencial es
calculada en un sistema distinto al de la formulacién de las ecuaciones diferenciales
o cuando se mezclan fuerzas o potenciales expresados en ambos sistemas. Con las
ecuaciones variacionales podemos tener el mismo problema, por lo que debemos po-
der expresar las matrices Fig y F x, en términos de Fq y Fpy y viceversa, asi como

Vayx, en términos de Vyyu.

Para ello, si atendemos a la primera expresién dada en (1.36) obtendremos:

F;E = Rgp(fu‘ﬂm+fU'Um)a

(1.52)
FX = Rep (.’Fu"u:c—i-]'-U'U:L‘)a

donde debemos sustituir ug, u x, Uz y U x por sus valores obtenidos por deriva-

cién de las relaciones (1.27), (1.30) y (1.31). Asi, tendremos las siguientes relaciones:

ux = R'Pfa u = 07
X (1.53)
Uw = —Rpg ’ Wa UX = RP€7
por lo que finalmente, podremos poner
Fy = Rep - (Fu—Fyg - W) Rpe,
( W) (1.54)
Fx = Rep Fr- Rpe,
asi como,
Fu = Rpe (Fge+Fyxy - W) Rpe,
( x W) (1.55)

Fy = Rpe-Fx -Rep.
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Cuando las fuerzas derivan de un potencial tendremos las relaciones

wa = RE”P : V’U,’U, ' R’Pﬁ'a
V’U/’U, = RP&' : VJJ.’B . RPSa

(1.56)

que se obtienen aplicando las propiedades del hessiano de una funcién.

La expresién de fq), dada por las ecuaciones (1.47), (1.48), (1.50) y (1.51), se
obtiene de forma analitica para cada problema. Esto conduce a reformular las ecua-

ciones variacionales del problema del satélite en cada modelo de perturbacion.

El método de diferenciacién automatica desarrollado en el siguiente capitulo
(capitulo 2), permite el cédlculo numérico de las derivadas, de cualquier orden, de una
funcién cualquiera sin necesidad de sus expresiones analiticas ni de métodos apro-
ximados. De esta forma, la formulacién dada en este apartado nos permite obtener
automaticamente las ecuaciones variacionales para cualquier modelo de perturba-

ciones.



Capitulo 2

Aplicacion de la diferenciacion
automatica a la evaluacion de las

perturbaciones orbitales

2.1. Diferenciacion automatica

El calculo simbdlico de la derivada de una funcion resulta, en general, una tarea
relativamente sencilla, cuya mayor complicacion radica en la complejidad de la ex-
presién explicita de la funcién a derivar y de la propia derivada. Por otro lado, la
obtencién numérica de la derivada en un punto, basada en el método de las diferen-
cias finitas, resulta mucho menos precisa que otros métodos numéricos. La técnica
conocida como diferenciacién automética permite simplificar notablemente la obten-
cion del valor numérico de la derivada sin utilizar la expresion simbodlica explicita

de ésta, ni aplicar ninguna técnica numérica de aproximacion.

La diferenciacion automdtica, también conocida como diferenciacién computacio-
nal o algoritmica es una herramienta mediante la cual, utilizando técnicas propias
del célculo simbdlico, podemos construir, sin necesidad de aplicar ninguna técnica
de aproximacion, el valor numérico de la derivada de una funciéon en un punto. Para
ello la funcién a derivar debe descomponerse en una serie de operaciones y fun-
ciones elementales (e.g. suma, producto, sin, cos, log, exp), a las que poder aplicar
sisteméticamente, y de forma numérica, la regla de la cadena, (Neidinger, 1992; Rall
and Corliss, 1996; Tsukanov and Hall, 2003; Griewank and Walther, 2008).
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Esta técnica puede también aplicarse al cdlculo de derivadas parciales y de esta
forma, aplicandola junto con propiedades sencillas de calculo vectorial, extenderla
para la obtencién del gradiente de una funcién f(x) de varias variables, con & €
R™. Para ello, llamando Vg f al vector de derivadas parciales de f respecto de x,
bastara extender las reglas de derivacion basadas en la regla de la cadena al gradiente

de una funcién, en la forma

Vz(uv) = uVgv+vVgu,

Ve(u+v) = Vgu+ Ve,

Vz(au) = « Vaju, (2.1)
Ve (u®) = au*'Vgu,

Vz(sinu) = cosuVgsinu,

Vz(cosu) = —sinuVg cosu,

donde, « es un numero real constante, u y v funciones de x. Para poder evaluar el
gradiente es necesario, al igual que para el calculo de una derivada, la descomposicion
de la funcion en funciones y operaciones simples, unarias y binarias, para las que

tengamos alguna relacién como las dadas en (2.1).

A fin de ilustrar como opera en método de diferenciacion automatica para la
evaluaciéon de una funcién y su gradiente, consideremos la funcién f(z,y,z), con

z,y,2 € R, una funcién f : R?> — R, dada por la expresién:

o) = 2?4 z\/y + 522. (22)

sinxz?+ 3

En la parte izquierda del esquema (2.3) vemos una sucesién de expresiones
s;, con i = 1, ...,14 que sucesivamente evaluadas, partiendo de los valores de s; = x,
s9 = ¥y, 83 = z, permiten llegar finalmente a la expresion de sy4, que representa la
funcién f. Observemos que dicho esquema de evaluacién es éptimo en el sentido de

que no se repite ninguna operacion.

2 una en el numerador

Por ejemplo, en la funcién aparece dos veces el término x
y otra en el denominador, en el esquema de evaluacion este término se calcula una
Unica vez en s, y, su valor se usa posteriormente en el célculo del denominador, s,
y el numerador, s15. La obtencion de un esquema de célculo eficiente, que efectiie el
nimero minimo de operaciones, constituye una parte muy importante del esquema

de evaluacién.

El siguiente esquema muestra como puede realizarse la evaluacién de la funcion,
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asi como la evaluacion de su gradiente.

S1 — Ves: <« (1,0,0),

S9 — v, Vess <+ (0,1,0),

S3 — =z, Vxss <+ (0,0,1),

54 = 2° — 8181, Vass <+ Vg(sis),

Ss m — 551/2), Vaxs; <+ Vm(sgl/z)),
56 = 22 8383, Vass < Va(szss),

s7 = bz? +— 5sg, Vxs: <+ Vz(5sg),

58 = 2\/Y < 8385, Vgss < Vax(ssss),

S¢ = sin 22 « sin sS4, Vaxsg < Vg(sinsy),
S190 = sinz? + 3 — 89+ 3, Vs < Vaz(sg+3),
s11 = 1/(sin2? + 3) — sﬁg”, Vesn Va;(sgal)),
S19 = T2 + NG — S4+8s, Vagsis < Vg(ss+ ss),
s13 = 2% + 2\/y + 52* — sg+87, Vagsiz < Vg(ss+s7),
s1 = (2® + 2/y +52%)/(sina? + 3) <+ s13511, Vs <« Va(sizsi).

(2.3)

Si en lugar de comenzar con s; = x,89 = y,S3 = 2z, comenzamos con valores
numéricos en lugar de (z,y, z) el resultado final serd el valor de la funcién f eva-
luada para esos valores numéricos. Este esquema, que permite evaluar esta funcién
de forma eficiente, puede extenderse a la evaluacién de cualquier operador del que
conozcamos las reglas de evaluacién para las funciones elementales en que se des-

compone f.

Las expresiones (2.1) extienden a este caso el operador gradiente, lo que permite
calcular el valor del gradiente de la funcién sin mas que aplicar el mismo esquema
con este operador. Para ello, como se ve en la parte derecha de (2.3) partiremos del
valor del gradiente de las variables, esto es Vgx = (1,0,0), Vgy = (0,1,0), Vgz =
(0,0,1), y continuaremos el mismo esquema de evaluacién hasta llegar al gradiente
de la funcién. En este caso las relaciones (2.1) dependen tanto del gradiente como del
valor de las funciones por lo que para obtener el resultado final debe calcularse, en
primer lugar, la parte izquierda de (2.3), y con estos valores evaluar, posteriormente

la parte derecha.

En lo que sigue generalizaremos este proceso para extenderlo al calculo de las
derivadas parciales de cualquier orden y, al contrario de lo que se ha explicado hasta
aqui, realizar en cada paso, para cada s;, el calculo simultaneo de la funcion s; y
todas sus derivadas hasta el orden deseado. Para ello en primer lugar introduciremos

la notacién que nos ayudara en este proceso.



26 Diferenciacion automadtica y cdlculo de perturbaciones

Sea f(x) una funcién diferenciable, donde & € R", entonces usaremos el vector

i= (i1,42,...,1,) € N}, para denotar el indice que representa la derivada parcial :

ao(i) f

Q2o . dain

fi (2.4)

donde, O(i) = iy +iy+. ..+1i,, corresponde al orden de la derivada. De esta forma, el
conjunto de los indices de todas las derivadas hasta el orden o € IN, quedara definido
por

Z(o) = {i= (i1,i2,...,1,) | O(i) <0, 0 < i; <o} (2.5)

Podemos definir en este conjunto por una relacion de orden total, tal que:
i<j<—= . . . . . .
O(1> = O(J)) e = Jk, k= O) e, My T < JIm+1-

Esta relacion de orden nos permite identificar cualquier vector i con un nimero

entero entre 0 y card(Z(0))'.

Dados dos elementos, i, j, o indices de Z(0), diremos, de aqui en adelante que:

e i —j, es el indice correspondiente al vector (iy — j1,92 — J2, -« -, 9n — Jn)-

o i < j<—= i < jp,k = 1,2,...,n. Esto representa una nueva relacién de
orden, usada en la proposicion 2.1, que da el conjunto de las derivadas parciales

necesarias para evaluar una en particular.

6 =G ) ()

e i* =i—1,, donde 1;, es un vector con todos sus elementos igual a 0, excepto el

k-ésimo elemento que es igual a 1. k£ puede ser cualquiera de las componentes
distintas de cero del vector i. Tsukanov and Hall (2003) muestran que la mejor
eleccion para k es la posiciéon del minimo de las componentes i distintas de

cero.

Con la notacién introducida para representar el conjunto de los indices de las
derivadas, podemos agrupar todas las derivadas parciales de la funcién f(x), hasta
un orden de derivada o € IN, en un conjunto que las represente. Para ello, definimos

el conjunto de vectores de derivadas parciales de una funciéon como:

Do(f) ={fo: fr, - fir-- -, fe}s

!Cardinalidad o nimero de elementos del conjunto Z(o).
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donde, fg corresponde a la funcién f, y con 1, i y £ representando el primer, i-ésimo
y tltimo elemento del conjunto ordenado Z(0). Podemos notar que el subindice £ es
igual a card(Z(0)) — 1.

Asi, una vez que tengamos la funcién descompuesta en sus operaciones elemen-
tales podemos aplicar las reglas de diferenciacién a cualquier orden de derivadas.
De esta manera, tenemos las siguientes proposiciones cuyas demostraciones pueden
encontrarse en (Neidinger, 1992; Tsukanov and Hall, 2003; Griewank and Walther,
2008; Abad et al., 2012).

Proposicién 2.1 Supongamos tres funcionesd = U(x),V = V(x), W = W(x), x €
R" ya,BeR, y

DO<U) - {Z/{(), Z/{l, ey Z/{i, ey Z/{g},
D0<V) = {Vﬂy V17 R Vi7 CIRI) V€}7
D, W) = {Wo, Wi, ..., Wi, ..., We},

sus vectores de derivadas. Entonces tendremos:

o SiW=al+ [V, eli-ésimo elemento del vector D,(W) vendrd dado por

W; = Oéui+ﬁvi.

o SIW=UYV, eli-ésimo elemento del vector D,(W) vendrd dado por

Wi=> (‘1,) Uy Viy.

v<i
o SIW=Ua+#0, el i-ésimo elemento del vector D,(W) vendrd dado por
Woe = Ug,

1 i
W= o > (V) (W Uiy — U Wiy) .

v<i*

Considerando las mismas condiciones de la proposicién 2.1, se puede extender las
reglas de la diferenciacion automatica para funciones elementales como el sin y el

cos. Para estas funciones tenemos la siguiente proposicion.
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Proposicion 2.2 Considerando las mismas condiciones de la proposicion 2.1,
si YV =sinld y W = coslU, entonces el i-ésimo elemento de los vectores Dy(V) y

D,(W) estd dado por las siguientes expresiones:

Vo = sin Uy, Woe = cos Uy,
Vi, = ; (V) W, Ui, W = —; (V) Vo Uiy

En esta proposicion se observa que el calculo de las derivadas de la funciones seno

y coseno debe ser simultaneo, pues no se puede obtener uno sin el otro.

En lo que sigue aplicaremos las anteriores proposiciones a funciones de tres o seis
variables. En la tabla 2.1 se muestran los conjuntos de indices necesarios para realizar
todo el proceso de célculo de derivadas hasta orden tres para funciones de tres
variables. La primera columna presenta los indices de las derivadas correspondientes
hasta el tercer orden de la funcién. La segunda muestra el nimero entero, asignado
por la relaciéon de orden total al vector i. En la tercera, cuarta y quinta aparecen,
respectivamente, los indices 2*, los coeficientes {(“,) |v < i}, y el conjunto de los

indices {v|v < i}.

2.2. Potencial gravitacional de un planeta

El potencial gravitacional de un planeta? de masa M, que acttia sobre un punto
material externo (orbitador) definido en un sistema de coordenadas esféricas, puede
ser representado por arménicos esféricos (Heiskanen and Moritz, 1967; Torge, 2001;

Abad, 2012) a través de la expresion

r

V(r,\, 1) = _% (717)” { Zn:(Cnm coS MA + Spm sinmA) Py (sine) |, (2.6)

n> m=0

siendo, r, A y 9 las coordenadas planetocéntricas, o coordenadas polares esféricas re-
lativas al sistema planetocéntrico, u = GM,, el parametro gravitacional del planeta,
definido a partir de la constante de gravitacion universal, G, y la masa del planeta,
Mg, r, el radio medio ecuatorial del planeta y finalmente F,,, los polinomios aso-
ciados de Legendre. Los indices n,m € IN son llamados, respectivamente, grado y

orden.

2Podemos extender los resultados de este apartado a cualquier cuerpo sélido que actiie como

cuerpo central de una érbita, p. e. la Luna.
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Tabla 2.1: Indices de las derivadas parciales (hasta orden tres) y sus valores asociados para una

funcion de tres variables.

(i1,d0,35) 1 i* {(})|v <i} {vlv <i}
0,01) 1 0 {1,1} {0,1}

(0,,00 2 0 {1,1} {0,2}

(1,000 3 0 {1,1} {0,3}

(0,02 4 1 {1,2,1} {0,1,4}
(0,1,1) 5 1 {1,1,1,1} {0,1,2,5}
0200 6 2 {1,2,1} {0,2,6}
(1,0,1) 7 1 {1,1,1,1} {0,1,3,7}
(1,1,0) 8 2 {1,1,1,1} {0,2,3,8}
(2,000 9 3 {1,2,1} {0,3,9}
(0,03) 10 4 {1,3,3,1} {0,1,4,10}
(0,1,2) 11 4 {1,2,1,1,2,1} {0,1,2,4,5,11}
0,2,1) 12 6 {1,1,2,2,1,1} {0,1,2,5,6,12}
(0,300 13 6 {1,3,3,1} {0,2,6,13}
(1,0,2) 14 4 {1,2,1,1,2,1} {0,1,3,4,7,14}
(1,1,1) 15 5 {1,1,1,1,1,1,1,1} {0,1,2,3,5,7,8,15}
(1,20) 16 6 {1,2,1,1,2,1} {0,2,3,6,8,16}
(2,01) 17 9 {1,1,2,2,1,1} {0,1,3,7,9,17}
(2,1,00 18 9 {1,1,2,2,1,1} {0,2,3,8,9,18}
(3,00) 19 9 {1,3,3,1} {0,3,9,19}

2.2.1. Modelos gravitacionales

Los términos Cyp, ¥ Spm, que aparecen en la expresion (2.6), son llamados armdni-
cos del potencial o coeficientes de Stokes y representan un conjunto de constantes
(adimensionales) que caracterizan un sélido y cuyo valor puede obtenerse por medio

de las integrales siguientes:

(2= bom)(n —m)! S\ . /

Com = Mo (n 1 m)] /M® <7"_p> P (sint ) cosmA dM, (2.7)
(2= bom)(n —m)! 5\"™ . '

Spm = Mo (n - m)] /M® <E> P (sine ) sinmA dM, (2.8)

donde, s,\" y 9" corresponden a las coordenadas planctocéntricas de cualquier ele-
mento diferencial de masa (dM) del planeta, y do,, la funcién delta de Kronecker

que serd igual a 1, cuando m = 0 y a 0, cuando m # 0.
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Entre todos los coeficientes presentados en (2.7) y (2.8) podemos distinguir aque-
llos para los que m es 0. De la ecuacién (2.8) se tiene que S,o = 0, ¥n € N, por
lo que, para m = 0, se tendran unicamente los coeficientes J, = —C,, que seran
llamados armdnicos zonales. Los armoénicos zonales representan la distinta distri-
buciéon de masas del planeta en cada zona o seccion entre dos paralelos de latitud
dada. En general, el término més importante es el segundo armoénico J, que indica

el achatamiento o la no esfericidad del planeta.

El resto de términos C,,,,, Sum, para m # 0 son llamados armdnicos teserales y
representan la distribucion de masas del planeta en cada seccién comprendida entre
dos latitudes y dos longitudes. Una descripcion detallada de las propiedades de los
armoénicos del potencial gravitatorio puede encontrarse en Kaula (1966); Milani et al.
(1987); Vallado (2001); Chia-Chun (2005) y Abad (2012).

La propagacién de una érbita a partir de las ecuaciones (1.33) o (1.35) requiere
la evaluacién de las derivadas de la expresiéon (2.6). La precisién obtenida en la
evaluacion de la fuerza gravitacional producida por un planeta depende del niimero
de términos que se tomen en los sumatorios de la expresién (2.6) y de la precisiéon
con que se conozcan los armoénicos del planeta. Obviamente no podemos conocer los
infinitos arménicos, por lo que definiremos y trabajaremos, para un planeta dado,
con un modelo gravitacional N x M (grado N y orden M) definido por un conjunto

finito de coeficientes de Stokes® en la forma:
{Com,Som| n=0,--- N, m=0,---,M}, (2.9)

donde N, M € NN representan, respectivamente, el grado y orden del modelo. Puesto
que la distribucion interna de masas de un planeta es desconocida, los arménicos no
pueden ser calculados a través de las expresiones (2.7) y (2.8), por lo que es necesario

su calculo a partir de las observaciones de las érbitas de los satélites artificiales.

Los datos arrojados por el Sputnik-1 después de su lanzamiento en 1957, permi-
tieron a King-Hele, (King-Hele, 1958a,b), obtener valores para el coeficiente Jy con
una precision de 4 digitos, mejorando asi el que se tenia para este coeficiente hasta
1958. Poco después, con los datos del satélite Vanguard-1 en 1958, se pudo obtener
el valor del término zonal J3, el cual indica la asimetria norte-sur del planeta. Des-

de ese momento se ha avanzado mucho en el conocimiento del potencial terrestre

3En realidad los modelos presentan, en lugar de los arménicos Chp, Spm, los arménicos nor-
malizados Cip, Spm que seran definidos mas adelante. Simultdneamente a la obtencién de los
arménicos se determinan también los valores del pardmetro orbital p y el radio ecuatorial medio

rp del planeta que son ajustados y presentados junto con el modelo.
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aumentando progresivamente el grado y orden de los modelos del geopotencial, que
ha mejorado notablemente con las ultimas misiones GRACE, lanzada en el 2002, y
GOCE, en el 2009.

Para obtener las medidas de los coeficientes de forma indirecta, fundamentalmen-
te se tienen tres técnicas que se han utilizado, en combinacion, para los distintos
modelos gravitacionales existentes. La primera de ellas se basa en realizacion de
observaciones y seguimiento de satélites desde estaciones terrenas, a partir de las
perturbaciones que sufre la érbita causada por el campo gravitacional, de ahi una de
las razones importantes para conocer la fuerza gravitacional. La segunda forma es
mediante el uso de gravitémetros, que miden la aceleracion gravitacional de forma
local sobre la superficie. La tercera es mediante altimetros acoplados en satélites que
una vez en orbita logran medir el nivel medio de la superficie del mar. Esta tltima
técnica es la mas utilizada y ha sido aplicada en las dos tltimas misiones espaciales

de los satélites mencionados anteriormente.

Los modelos gravitacionales, en el caso del planeta Tierra, han evolucionado a
lo largo de estas tultimas cinco décadas conforme han evolucionado las misiones
espaciales. Los datos obtenidos se han combinado para generar los modelos con
altas precisiones. En la tabla 2.2, se puede apreciar la evolucién en el tiempo, con
un crecimiento progresivo del grado y orden del modelo, de los mas importantes

modelos gravitacionales terrestres.

Entre los modelos més usados y conocidos actualmente tenemos el JGM-3 (Tapley
et al., 1996) desarrollado por la Universidad de Texas, el cual alcanza grado y orden
igual a 70, por lo que su tamano es de 70 x 70 coeficientes. El modelo EGM96
(Lemoine et al., 1998) fue desarrollado en colaboracién con el National Imagery
and Mapping Agency (NIMA), NASA Goddard Space Flight Center (GSFC), y la
Universidad Estatal de Ohio y consta de 360 x 360 coeficientes completos. El modelo
gravitacional mds reciente y completo es el EGM2008 (Pavlis et al., 2012) que es un
modelo de 2190 x 2159. Los datos del modelo EGM2008 han sido los mejores datos
obtenidos hasta la fecha y provienen del satélite GOCE.

Cada uno de los modelos gravitacionales esta construido por el conjunto de coe-
ficientes armonicos obtenidos por las diferentes técnicas senaladas previamente. Ya
que estos coeficientes estan asociados a los valores de la constante de gravitacion pu,

el radio medio planetario r, y en ultima instancia del achatamiento del planeta f,,
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Tabla 2.2: Modelos gravitacionales mas destacados del planeta Tierra.

Modelo Ano N x M Referencia

J2 1957 2x0 Jacchia, 1958).
Kozai 1961 3x0 Kozai, 1961).
Kaula 1966 4x0 Kaula, 1966).
GEM-1 1972 12 x 12 Lerch et al., 1972).

(

(

(

(

GEM-9 1977 20 x 20 (Lerch et al., 1979).
GEM-10B 1981 36 x 36 (Lerch et al., 1981).
GRIM3-L1 1983 36 x 36 (Reigber et al., 1985).
GRIM4-S2 1990 50 x 50 (Reigber et al., 1993).
GEM-T3 1994 50 x 50 (Lerch et al., 1994).
EGM96S 1996 70 x 70 (Lemoine et al., 1996).
JGM-3 1996 70 x 70 (Tapley et al., 1996).
EGM96 1998 360 x 360  (Lemoine et al., 1998).
GRIM5-C1 2000 121 x 121 (Gruber et al., 2000).
EGM2008 2012 2190 x 2159 (Pavlis et al., 2012).

y por tanto en cada modelo los coeficientes tendran valores diferentes, con mayor o

menor precision.

No solo se han logrado obtener modelos gravitacionales para la Tierra, sino tam-
bién para otros cuerpos celestes como la Luna, Marte, Venus, entre otros, con dife-
rentes misiones espaciales en cada caso. Para la Luna se tiene el GLGM-2, (Lemoine
et al., 1997) construido de los datos de la misién Clementine y, que posteriormen-
te se mejord con el modelo LP75D, (Konopliv et al., 1998), de tamano 75 x 75.
Actualmente el modelo més utilizado es el LP165P, (Konopliv et al., 2001), siendo
este el mas completo de tamano 165 x 165. El caso del planeta Marte se obtuvo, en
primer lugar, el modelo GMM-1, (Smith et al., 1993), de tamano 50 x 50, y poste-
riormente el GMM-2B, (Lemoine et al., 2001), de tamano 80 x 80. Este tltimo ha
sido mejorado obteniéndose el MGM1025, (Neumann et al., 2003). Por tltimo en
el caso de Venus tenemos los modelos MGNP120P, (Konopliv and Yoder, 1996) y
MGMP180U, (Konopliv et al., 1999), de tamanos 120 y 180, respectivamente.

Es importante resaltar de la tecnologia en la precisién del calculo de los arméni-
cos. En las préximas décadas se tendran modelos para otros cuerpos celestes que
actualmente son de interés en la comunidad cientifica como son los casos de Europa,

luna de Jupiter, y Encelado y Titan, lunas de Saturno. De igual forma se mejoraran
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los modelos existentes en cada caso, como el caso de la Luna con la misién espacial

MoonLITE* prevista para el afio 2014.

2.2.2. Esquema de calculo del potencial gravitatorio de un

planeta

El método de diferenciacién automatica calcula las derivadas de una funcion
a partir del mismo esquema de célculo de la funcion, extendiendo a vectores las
operaciones escalares realizadas en la evaluacion de la funcién. Por esta razon anali-
zaremos con detalle el calculo del potencial gravitatorio y construiremos un esquema
de célculo eficiente que optimice éste para conseguir, no solo un minimo niimero de
operaciones, sino también un algoritmo paralelizable y de esta forma poder mejorar

los tiempos de calculo usando técnicas informaticas de paralelizacion.

La expresion (2.6), que define al potencial gravitatorio, puede ponerse en la forma

min(n,M)

N
%
V(T’, )\, 77[)) = VK + Vp, VP = —a Z Vnma (210)

n=2 m=0

donde se tiene que
n+1
Vi (1, A\, ) = <T7p> (Crm cosmA + Sy SinmA) Py (sin ). (2.11)

El sumando Vi = Vi = —pu/r es el potencial kepleriano® y representa el potencial
que produciria la masa del sélido rigido al estar concentrada en el origen del sistema
de coordenadas. El otro sumando, Vp, representa el efecto de la no esfericidad y la
no homogeneidad del planeta. El problema kepleriano (Battin, 1999; Abad, 2012),
o problema del movimiento de una particula bajo la accién de un potencial keple-
riano, constituye la primera aproximaciéon al movimiento orbital. El potencial Vp
representa una perturbacion al movimiento kepleriano, cuya consideracién, permite

una mayor aproximacién a la érbita de un satélite artificial respecto del planeta.

La expresién de cada término V,,,, dada en (2.11), sugiere la necesidad de imple-
mentar un método de construccién iterativo que aproveche el calculo de los términos

de orden y grado menor y evite multiplicidades en el cdlculo de algunos elementos.

4Misién en fase de desarrollo por el Reino Unido llamada The Moon Lightweight Interior and

Telecoms Experiment.
SEl valor del potencial kepleriano evaluado en el sistema espacial, Vi, es igual al evaluado en

el sistema planetocéntrico, Vi .
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Para ello se construird un algoritmo basado en las propiedades de las funciones

circulares y los polinomios asociados de Legendre.

Los polinomios asociados de Legendre, P,,,, pueden ser sustituidos por las funcio-
nes derwadas de Legendre, Qnm, (Lundberg and Schutzf, 1988), también llamadas
funciones de Helmholtz (Balmino et al., 1991) a partir de las relaciones:

dm
Pon(t) = (1 =t)™2Q,. (1),  Qum(t) = e Palt), (2.12)
donde, los P,(t) son los propios polinomios de Legendre, (Danby, 1988). De esta

forma, sustituyendo ¢ por sin ), podremos poner

Pa(5in ) = c08™ 1 Qpun (sin ), (2.13)

de donde, la expresién (2.11) se escribira en la forma

n+1
Vim = <@> (Crm cosmA + Sy sinmA) cos™ 1) Qi (Sin ). (2.14)

r

Toda la formulacién del potencial planetario ha sido efectuada en coordenadas po-
lares esféricas, sin embargo, su evaluacion, necesaria para integrar las ecuaciones del
movimiento, dadas en el capitulo 1, debe ser efectuada en coordenadas cartesianas.
Puesto que el potencial ha sido formulado en el sistema planetocéntrico usaremos el
vector de posicién u = u p; +v pa +w ps, cuya relaciéon con las coordenadas (r, A, )

viene dada por

U = T CoSY Ccos A,
v = 71 costy sinA, (2.15)
w = 71 siny.

De esta forma podremos tratar la expresion de V,,,, y como consecuencia la

expresion de Vp, como una funcién Vp = Vp(u).

La relacién (2.14) puede también ponerse en la forma

donde, py,, U, vy v w estan definidos por:

’r’p> (n+1) . w
n = |— , wy; = sy = —,
P < T ' v r (2.17)

Uy = cosmAcos™ 1, Uy = sinmAcos™ .
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La evaluacién de cada elemento de la expresion (2.16) puede efectuarse de forma

iterativa. Para ello, tendremos en cuenta, por un lado, la relacién

r
Po="5 P = Paoipoy (2.18)
para los términos p,, mientras que para calcular w,,, y v, haremos uso de las pro-

piedades de las funciones circulares, que conducen a las siguientes relaciones:

Ug — 1, Vg = O,
u = ufr, vy = v/r, (2.19)
Uy = Up—1Ul — U101, Up = UpeiUi + Uy, m> 1.

Para completar la evaluacion del potencial ¥V debemos sumar los términos V,,,,,
lo que, teniendo en cuenta los valores entre los que varia el doble indice (n,m) puede
hacerse de varias formas distintas. Para comprender esto mejor representaremos los

términos V), en una estructura bidimensional.

Con esta representacién podemos ver, en primer lugar, que la suma de términos
puede realizarse fila a fila (horizontalmente), o lo que es igual sumando cada vez
todos los términos del mismo grado. Esta suma, que puede verse en la figura 2.1, se
corresponde con la expresién dada por el doble sumatorio (2.10) o lo que es igual
con la expresién (2.20), donde hemos llamado V), al término que representa la suma

de todos los elementos de grado n.

VQO 7 VQl 7 VQQ
N min(n,M)
V3o Var Vag— Va3 Z Y,
" V, = Voms  (2:20)
n=2 m=0
Vg = V30+V31—|—...
VnO 7 an 7 VnQ 7 Vn3 o Vnn

Figura 2.1: Suma por grados (horizontal).

La suma puede realizarse también por columnas (verticalmente), o lo que es igual
por ordenes, de esta forma tendremos el esquema mostrado en la figura 2.2. La suma
por 6rdenes se representa por (2.21), donde hemos llamado V,, a la suma de todos

los elementos del orden m.

Finalmente, podemos sumar cada una de las diagonales en la forma en que se
muestra en la figura 2.3. La suma por diagonales se representa por el sumatorio

(2.22), donde hemos llamado V,; a la suma de la diagonal d.
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V20 V21 V22
VSO V31 V32 V33 —
Vins V,, = Vim, (2.21)
‘ i ‘ ‘ /]’)’LZZO nmézx(lm)
I | Vi o= Vo4V ...
VnO an VnZ Vn3 o Vnn

Figura 2.2: Suma por 6rdenes (vertical).

Vao Vau Voo
Y \ v \ V \ v N min(N,M+d)
30 31 32 33 ZVch Vv, = Z Viiea, (2.22)
N\ . \ . N . N d=0 i>méx(2,d)
NN NN V= Va+Va+...
VnO an Vn? Vn3 T Vnn

Figura 2.3: Suma por diagonales.

Cualquiera de estas elecciones permitira la evaluacién del potencial planetario.
Ademas si somos capaces de implementar cualquiera de ellas de manera que calcular
un elemento (fila, columna o diagonal) sea independiente del célculo de elementos del
mismo tipo, entonces podremos construir un cédigo que pueda ser paralelizado, con
la consiguiente mejora en tiempo de CPU si lo ejecutamos en cualquier ordenador

con multiples procesadores y/o ntcleos.

La eleccién de una u otra forma de sumar los términos V,,, estd fuertemente
relacionada con el método de iteracién elegido para evaluar las funciones derivadas de
Legendre Q. Segtiin muestran Lundberg and Schutzf (1988) hay muchas férmulas
de recursion distintas para evaluar las estas funciones, sin embargo, imponiendo una
serie de restricciones algebraicas, el nimero recursiones diferentes se reduce a siete,
que pueden verse en la tabla 2.3.

Los coeficientes constantes o! v 3¢~ con i = {1,2,3,4,5,6,7} que acompaian
a los dos términos en la combinacion lineal de cada recurrencia dependen exclusiva-

mente de los valores que tomen el grado y del orden. Cada o, y .,., se muestra

m?

en la tabla 2.4 correspondiente a cada formulacién de la tabla 2.3.



Potencial gravitacional de un planeta

37

Tabla 2.3: Férmulas de recurrencia para la evaluacion de los Q.,,,, para m < n — 1.

I: Qnm
I Qum
IIr:  Qum
IV:  Qun
V: Qnm
VI:  Qnm
VII: Qnnm

a}zm t Q(n—l)m
o2t Qnims1)
Oé%m 4 Q(n—l)m
O‘im t Qn(m+1)

Oé;im Q(n—Q)m

O Qn—1)(m+1)

aZLm Qn(erl)/t

Brm Q(n—2ym

2 (17 = 1) Qu(m+2),

o (2= 1) Que1)(m+1),
nm Qn—1)(m+1),
o (7 = 1) Q1) (m+1)
gm (t2 - 1) Qn(m+2)7

Zm (t2 - 1) Qn(m+1)-

%

Tabla 2.4: Coeficientes o, y B, correspondientes a los siete esquemas de recurrencia de las

funciones Q,., con m < n — 1 en la tabla 2.3.

Lol
1I: a?
In: o2,
IvV: o},
V: .
VI: af
VIL: o,

(2n—-1)

2(m+1)
(n—m)(n+m+1)’

(n+m)

(n—m)’

1
(n—m)’

(n4+m)(n+m—1)
(n—m—1)(n—m)’

2(m+1)
(n—m)(n—m—1)’

(n+m)
(n—m)’

1 _ (n+m-1)

nm n—m

2 _ 1

nm — (n—m)(n+m+1)’
3 _ 1

nm " (n—m)’

4 _ 1

nm "~ (pn—m)’

5 _ (2n—1)

nm  — (n—m—1)(n—m)’
6 _ 1

nm — (n—m)(n+m+1)’
7 _ 1

nm — (n—m)’

En todos los casos las recurrencias deben ser inicializadas por medio de las ex-

presiones

an = (2n — 1) anl,nfl = (2n — 1)”, (223)

para los términos de la diagonal @),,, y con las expresiones

Qn(n—l) = thn = (277/ - 1) thfl,nfla (224>

para los términos de la subdiagonal ()p(,—1). Observemos que los términos de la

diagonal son constantes numéricas que pueden obtenerse por iteracion o bien direc-
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tamente a partir de la definicién del doble factorial®, mientras que la subdiagonal se

obtiene a partir del término anterior en la fila o en la columna.

De los siete esquemas de recurrencia de la tabla 2.3 eliminamos el esquema VII
porque el término ¢ aparece en el denominador de la expresion, lo que conducirad a
una singularidad cuando intentemos evaluar la funcion @, en el polo, esto es, para
siny) = 0.

Podemos ver en un grafico bidimensional, figuras 2.4 y 2.5, como funcionan los
esquemas V y VI. En ellos se observa que para calcular un elemento necesitamos otro
un grado y orden menor y otro del mismo grado y dos érdenes anteriores (esquema

V) v el mismo orden y dos grados anteriores (esquema VII).

Qn72,m anQ,erl anZ,m+2 Qn72,m anQ,erl anQ,erQ
Qn—l,m Qn—l,m—l—l Qn—l,m+2 Qn—l,m Qn—l,m—l—l Qn—l,m—l—Q
Qn,m Qn,erl Qn,m+2 Qn,m Qn,erl Qn,m+2
A
N J
Figura 2.4: Esquema V. Figura 2.5: Esquema VI.

Para los esquemas III y IV las expresiones permiten calcular de forma més simple
cada elemento disminuyendo en una unidad, en cada caso, el grado o el orden, como

puede verse en las figuras 2.6 y 2.7.

Qn—l,m Qn—l,m+1 Qn—l,m Qn—l,m-{—l

v /

Qn,m Qn,m+1 Qn,m -~ Qn,erl
Figura 2.6: Esquema III. Figura 2.7: Esquema IV.

En cualquiera de estos casos para calcular un elemento necesitamos otros dos de
alguna fila, columna o diagonal anterior (o posterior), de esta forma ,estos esquemas
de célculo hacen depender el calculo de cada fila (columna o diagonal) de otras filas

(columnas o diagonales), por lo que el algoritmo no podra ser paralelizado.

Los anteriores motivos nos permite excluir los esquemas III, IV, V, VI y VII, por
lo que nos centraremos tnicamente en los esquemas [ y II. En las figuras 2.8 y 2.9,

puede verse que en el esquema I se calcula cada elemento a partir de los anteriores

Sn—1N=13...2n—-1)=(2n—1)(n — 1)L
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de su misma columna (mismo orden), mientras que en el esquema II cada elemento

es calculado a partir de dos posteriores de su misma fila (mismo grado).

Qn72,m Qn72,m+1 an2,m+2 an2,m anQ,erl anQ,erQ

}

Qn—l,m Qn—l,m-i-l Qn—l,m+2 Qn—l,m Qn—l,m-i—l Qn—l,m+2

}

Qn,m Qn,erl Qn,m+2 Qn,m -~ Qn,erl -~ Qn,m+2
Figura 2.8: Esquema I. Figura 2.9: Esquema II.

Podemos extender la definicién de las funciones derivadas de Legendre haciendo

Qnm = 0, conn < m. De esta forma, la relacién (2.24) puede expresarse en la forma

Qn(n—l) = (271 - 1) t Qn—l,n—l = 05711(”_1) th—l,n—l + ﬁi(n—l)t Qn—2,n—17
= tQun - Oé?b,nfl t Qn,n + Bg(n_n (t2 - 1) Qn,n—i-h

lo que equivale a extender las formulas de recursién I y Il a todos los pares de
indices (n,m) con m < n, e inicializar la recursién con los valores @1, = 0,
Qun = (2n — 1!, paran > 0. Con esta extensién, si combinamos el esquema I,
con el método de suma por orden o el esquema II con el método de suma por grado
podremos conseguir un cédigo paralelo. No tendremos ninguna posible paralelizaciéon

basada en la suma diagonal.

Por otro lado, se han realizado numerosos estudios sobre la estabilidad numérica
de las formulaciones I y II. Por un lado, Wiggins and Saito (1971) y posteriormente
por Olvers and Smith (1983) realizan dichos estudios aplicados a las recursiones de
los polinomios asociados de Legendre. En el articulo de Lundberg and Schutzf (1988)
y posteriormente Holmes and Featherstone (2002) demuestran que los esquemas I y
IT son también los méas eficientes desde el punto de vista de su estabilidad numérica
en la evaluacion para érdenes altos, en particular el primero, por lo que el esquema I
de recurrencia sera el elegido para aplicar el algoritmo de diferenciacion automatica

y calcular las derivadas del potencial.

El factor (n —m)!/(n +m)!, que estd presente, de forma implicita, en las expre-
siones de Q),,, hace que éste alcance magnitudes muy grandes para valores altos
del orden n. Al mismo tiempo los valores de los arménicos C,,,, v Sy Se hacen muy
pequenos. La necesidad de operar simultdneamente con valores muy pequenos y
muy grades en la evaluacién de los términos V,,, produce una gran inestabilidad

numérica en el proceso de célculo del potencial y sus derivadas.
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Podemos evitar este fenémeno introduciendo el factor de normalizacion N,,,

(Kaula, 1966; Lorrell, 1969) definido por la siguiente expresion:

(n+m)!

donde dy,, representa la delta de Kronecker.

N \/(2 = dom) (20 + D)(n = m)! 2.25)

Mediante el factor NV, podemos sustituir los elementos C,,, Spm ¥, @Qnm PO SUS

expresiones normalizadas definidas a partir de las relaciones

Cnm 1 Cnm 2
& = ) nm(t) = NamQnm (¢ ) 2.26
{Snm} Nnm{sm} Qunt) = Nom@unlt), (226)
mediante las cuales la expresiéon de V), se pondra como

Los valores C'y, S de los armoénicos normalizados son los que normalmente pre-
sentan los modelos de potencial planetario, por lo que no deben ser transformados

para la evaluacién de V.

El esquema I para el célculo de las funciones derivadas normalizadas de Legendre

se resume en las expresiones

(

0, n<m,
B 1, n=m =0,
ﬁQOfl,m717 n=m> 07

k O_énm w anl,m(w) + Bnm@an,m(w% n > m,

donde, #,, esta dado por

Ym :5m

2m + 1 5 V2, m=1,
2m ) m 1’ m % 1’ (229)

y los coeficientes Qi ¥ Bum, que antes llamabamos al vy 8! pueden expresarse

CcOo1mo

) J@n+”@n—n

Gnm = (n—m)(n+m)’

(2.30)
3 @+ Dn+m—-1)mn-—m-1)
e 2n—=3)(n—m)(n+m)
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De esta forma, el esquema de evaluacion puede representarse graficamente a través
de la figura 2.10. En ésta partimos de los dos primeros elementos de cada columna
(orden) que forman las dos primeras diagonales y que se han inicializado a partir
de los valores dados por las tres primeras lineas de la expresién (2.28). El resto de
valores puede obtenerse columna a columna usando la expresién de la cuarta linea

de (2.28) que precisa tnicamente de los dos elementos anteriores de dicha columna.

Q-10

Qoo -

' 01

C310 ?H O
Q0 Qn Qxn

' ' ' C_223

Q30 Q31 Q32 Q33
EEEREE
A R

Qo Qn1 Qn2 Qns Qnum

Figura 2.10: Evaluacién de las funciones derivadas normalizadas de Legendre.

2.2.3. Calculo de derivadas parciales del potencial gravita-

torio

El esquema de célculo de potencial visto en el apartado anterior, junto con las
reglas de derivacién descritas en el apartado de diferenciacién automética, permiten

el calculo de las derivadas de cualquier orden del potencial planetario para cualquier
modelo de potencial.

En el presente apartado describiremos las distintas partes del algoritmo que rea-
liza dicho célculo, al que hemos llamado GPDC (Gravity Potential Derivatives Cal-
culator), y cuyo cddigo, escrito en lenguaje C, puede descargarse libremente desde
la pagina web http://gme.unizar.es/software/gpdc.

El objetivo de este algoritmo es calcular el vector D, (V) de derivadas del potencial

V tanto respecto a las coordenadas cartesianas como respecto a las coordenadas
esféricas planetocéntricas.
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En nuestro caso tenemos que
DO(V) = {V07 Vlv s 7Vi7 s 7V£}7

siendo 507 20y

" Guigwaws ° P M Griaxeags
donde los indices i representan los elementos del conjunto ordenado Z(0) = {i =
(i1,12,13) | O(1) <0, 0 < i; < o}.

Vi (2.31)

Por el momento nos centraremos en el calculo de las derivadas de V con respecto
a las coordenadas cartesianas (u, v, w), expresién a la izquierda de (2.31). Para el
célculo de D,(V) deberemos calcular por separado el vector D,(Vk) y el vector
D,(Vp).

La expresién del potencial kepleriano, dada por Vi = —pu/r, conr = vu? + v? + w?,
permite un sencillo esquema para el célculo de D,(Vk) que se muestra en la parte 1
del algoritmo GPDC.

Algoritmo GPDC parte 1: Calculo de D,(Vk), con respecto a las coorde-

nadas (u,v,w).

Data: p, u, v, w.

Result: D,(Vk), con respecto a (u, v, w)

Do(u) <+ (u,0,0,1,0,...,0)
Dy(v) <« (v,0,1,0,0,...,0)
Do(w) + (w,1,0,0,0,...,0)
s1 < Dy(uu)
Sy < D,(vv)
s3  Dy(ww)
sy Dy(s1+ s2+ s3)
Do(1/r) + Dyls;'")
Dy(Vi) <+ Do(—p(1/r))

Ademsds del elemento D,(Vk), con esta parte del algoritmo se han calculado, y
almacenado, los elementos D,(u), D,(v), D,(w) y Do(1/7).

Partiendo de la constante 7, y de D,(1/r) podremos calcular los elementos D,(p;),

con i =0,..., N por medio de la parte 2 del algoritmo.
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Algoritmo GPDC parte 2: Calculo de D,(p;).
Data: r,, D,(1/r).
Result: D,(p;),i=0,...,N
Dy(p0)  Dy(ryl(1/7))
for 1 <1 to N do
| Dolpi) <= Dolpi-1p0)
end

Partiendo de los elementos D,(u), D,(v), D,(w)y D,(1/r) podremos calcular D,(w,),
D,(u;) conD,(v;), coni = 0,..., M por medio de la parte 3 del algoritmo. Puede
observarse en este algoritmo que las constantes iniciales ug = 1yvy = 0, dadas en
(2.19), se representan como dos vectores con todos sus elementos iguales a cero (de-
rivada de una constante igual a cero) excepto el primero que toma el valor de la

constante.

Algoritmo GPDC parte 3: Célculo de los términos D, (un, ), Do(vm).
Data: D,(u), D,(v), Do(w), Dy(1/1).
Result: D,(w1), Dy(u;), Do(vi), i =0,..., M
D, (uo) « (1,0,0,0,0....,0)
D,(vo) + (0,0,0,0,0...,0)
Do(u1) <= Do(u(1/r))
Dy(01) < Do(w(1/r))
Dy(wr)  Dy(w(1/r))
for m <~ 2 to M do
Do(s1) < Do(tpm—1u1)
Dy(s2) < Dy(Vym_1v1)

La parte més importante del algoritmo es el proceso de célculo de cada sumando
Vi de la expresion (2.21), para ello partimos de los escalares p, 7, 7ij, Sij, Qs
a;j, Bi; v los vectores de derivadas Dy(pi), Do(u;), Do(v;) v Do(w) previamente

calculados.

Luego, a partir de los vectores anteriormente obtenidos, construiremos el proce-

dimiento de cdlculo del vector D,(Vp) como se muestra en la parte 4 del algoritmo
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GPDC.

Algoritmo GPDC parte 4: Célculo de las derivadas del potencial D,(Vp).
Data: 41,7, Crm, Snms Qmims @y Brams Do(Pn)s Do(tim), Do(vm), Do(w).
Result: D,(Vp)

D,(Vp) < (0,0,0,0,...,0)
for m <+~ 0 to M do

D,(Vn) « (0,0,0,0,...,0)

for n < max(2,m) to N do

DO(Sl) — Do(w Q(n—l)m)

DO(Qnm) < Do(anm 51)

if n #m + 1 then

DO(SI) — D0<6nm Q(n—Q)m)

Do(Qnm) — Do(@nm + Sl)
end

Dyo(Vp) < Do(Vp + Vi)

D,(Ve) <= Do(—(p/1p)VP)
end

Finalmente, una vez calculados D,(Vk) v D,(Vk) podemos calcular D,(Vk) a

partir de la parte 5 del algoritmo.

Algoritmo GPDC parte 5: Célculo de D,(V).
Data: D,(Vk ), D,(Vp).
Result: D,(V)
D,(V) < Do(Vk + Vp)

El algoritmo GPDC de calculo de las derivadas respecto de las coordenadas car-

tesianas esta completo con la union de las partes 1, 2, 3, 4 y 5.

Si queremos calcular el conjunto de derivadas D,(V) respecto de las coordenadas
polares esféricas (r, A\, 1), parte izquierda de (2.31), bastard recordar las relaciones

(2.15) y sustituir la parte 1 del algoritmo por la parte 6, que calcula las derivadas del
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potencial kepleriano D,(Vk) respecto de las coordenadas polares esféricas (r, A, 1).
En este proceso se calculan ademads las derivadas D,(u), D,(v), D,(w)y D,(1/7) que

seran usadas en las partes 2, 3, 4 y 5.

Algoritmo GPDC parte 6: Célculo de D,(Vk), en términos de las coorde-

nadas (r, A, ).
Data: u,r, A, 5.
Result: D, (Vi

) efc.m A
(,0,0,1,0,...,0)

Dy(r) <«
D,(A) « (A0,1,0,0,. ,O)
D,(v) «+ (¢,1,0,0,0,...,0)
(s1,82) « (D o(sm)\),Do(cos)\))
(s3,84) < (D,(sine), D,(cosv)))
s5 < Dy(s452)
s¢ < Dy(sg81)
Do(u) < Dy(rss)
D,(v) <« D,(rsg)
D,(v) <+ D,(rss)
Dy(1/1) « Do(r™)
D,(Vk) < Do(—p(1/r))

El algoritmo GPDC de calculo de las derivadas respecto de las coordenadas po-
lares esféricas (r, A, 1) estd completo con la unién de las partes 6, 2, 3, 4 y 5 (en este

orden).

Cabe senalar que un aspecto importante presente en los métodos tradicionales,
como el método de Tscherning-Clenshaw (Tscherning, 1976) y el método de Legendre
(Casotto and Fantino, 2007), es que al utilizar las coordenadas esféricas aparecen
singularidades cuando la latitud toma valores en los polos, ©» = £90°, y que pa-
ra estos valores la evaluacién numérica es muy ineficiente. El método que hemos

presentado aqui estd exento estas singularidades.

En este punto hay que hacer notar que en el proceso tendremos N x M sumandos
solo para la evaluacion de la funcién, por ejemplo, si se utiliza un modelo gravita-
cional como el EGM2008, tendremos més de 4 millones de sumandos en la expresion
del potencial. Si ademds tenemos en cuenta las operaciones que efectuamos para
evaluar cada sumando y que éstas se realizan sobre vectores (de dimensién més alta
cuanto mayor sea el orden de derivacién), podremos concluir el elevado tiempo de

CPU necesario para una unica evaluacion.
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Una herramienta que nos permite reducir el tiempo de computo es la paraleliza-
cion del algoritmo, que por su sencillez en la aplicacion y las ventajas que presenta,
se ajusta sin problemas al algoritmo. Las partes 1, 6, 2, 3 y 5 del algoritmo GPDC
son estrictamente secuenciales, pues se basan en iteraciones en las que cada elemento
depende del célculo anterior. La paralelizacion es aplicada tinicamente a la parte 4
del algoritmo, que es la parte del cédigo con mayor requerimiento computacional.
Para paralelizaciéon de esta parte esta basada en la independencia de los calculos
de cada orden m, propiedad utilizada por Fukushima (2012) para evaluar la fuer-
za gravitacional, como muestra el esquema de la figura 2.10. En la paralelizaciéon
de esta parte del algoritmo GPDC se ha usado OpenMP?, (Chandra et al., 2001;
Chapman et al., 2008) permitiendo calcular cada indice j con diferentes hilos del

procesador.

2.2.4. Test numéricos

En esta seccion presentamos los resultados de varios test realizados para verificar
el algoritmo GPDC para diferentes grados y érdenes del potencial gravitacional
dado en la ecuacién (2.10), asi como diferentes 6rdenes de derivadas del potencial
y ntmeros de hilos usados en la paralelizacion. Para llevar a cabo los test hemos
utilizado un computador con dos procesadores Intel(R) Xenon(R) E5645, 2.40Ghz,

cada uno con seis nucleos de dos hilos, con un total de 24 hilos para la paralelizacion.

Una comparacién rigurosa del método aqui expuesto con otros excede el proposito
de nuestro trabajo y no es presentado en esta memoria. De hecho, cada uno de la
gran variedad de métodos de evaluacion de las derivadas del potencial gravitacional
presenta puntos débiles y puntos favorables. Un método iterativo como el presentado
aqui puede ser mas lento que otros métodos analiticos, sin embargo, su punto fuerte

es su generalidad que permite la evaluacion de la derivada de cualquier orden.

El primer test es presentado en la figura 2.11, donde se ve reflejado el tiempo-
CPU, en segundos, de la ejecucion de la version secuencial del cédigo. El tiempo-CPU
es representado en el eje de las ordenadas, mientras que en el eje de las abscisas se
representan los grados del potencial (grado desde 0 hasta 360). Cada una de las
curvas de la grafica muestra el comportamiento del tiempo respecto al grado, y

representan los 6rdenes de derivadas 1, 2, 3 y 4, respectivamente. Es de resaltar

"OpenMP es una interfaz de programaciéon de aplicaciones (API) para la programacién multi-

proceso de memoria compartida en multiples plataformas.
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el aumento esperado del tiempo-CPU conforme aumenta el grado de la funcién
potencial, ademas del aumento del tiempo de calculo conforme aumenta el orden de

la derivada. Esto se ve reflejado en las cuatro curvas de la figura.

0.25

0.20}

.:

—

()}
—

Tiempo—CPU (s)
=
S

0.05)-

0.008 R e i e e oo > ¢
0 50 100 150 200 250
Grado del potencial gravitacional

300 350

Figura 2.11: Tiempo-CPU, en segundos, versus el grado del potencial gravitacional (modelo
EGM96). Las cuatro curvas que se muestran representan el tiempo de evaluacién de las derivadas

de orden 1, 2, 3 y 4, respectivamente

En la figura 2.12, se puede observar el tiempo que existe entre un orden de
derivada y el siguiente, donde claramente el comportamiento es creciente a medida

que aumenta el grado del potencial gravitacional.

En la figura 2.13, se presenta el primer test sobre la paralelizacion del cédigo.
Mostramos cuatro curvas que representan el tiempo-CPU, en segundos, correspon-
diendo a la evaluacién de los 6rdenes de derivadas 1, 2, 3 y 4 para un potencial
gravitacional de 360 x 360, con diferentes nimeros de hilos. El eje de las abscisas
representa el nimero de hilos desde 1 (algoritmo secuencial) hasta 24. El eje de
las ordenadas representa el calculo del tiempo. Recordemos que para el calculo del
orden de derivacion o = n, es necesario calcular los valores de todas las derivadas
desde 6rdenes desde 0 hasta o. En estas curvas se aprecia el comportamiento, en
tiempo-CPU, que va teniendo el calculo de los diferentes érdenes de derivadas a me-
dida que aumenta el nimero de hilos. Podemos concluir, observando la grafica, que
el aumento del niimero de hilos mejora mucho mas el tiempo de computo conforme

se aumenta el orden de la derivada.
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Figura 2.12: Tiempo-CPU, en segundos, versus el grado del potencial gravitacional (modelo
EGM96). Las tres curvas que se muestran representan la diferencia de tiempo de evaluacién entre
ordenes de derivadas consecutivos. La primera, segunda y tercera curva representan la diferencia

entre los 6rdenes 2 y 1, 3y 2, 4 y 3, respectivamente.
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Figura 2.13: Tiempo-CPU, en segundos, versus el nimero de hilos usados en la paralelizacién.
Este corresponde a la evaluacion de los 6rdenes de derivadas 1, 2, 3 y 4 de un potencial gravitacional
de 360 x 360.
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Para una mayor claridad sobre la interpretacién de las ventajas del codigo pa-
ralelizado, son utilizados dos pardmetros que llamaremos aceleracién y eficiencia®
(Chapman et al., 2008) que miden el desempenio de un algoritmo paralelizado. La
aceleracion, S(p), es la fraccion entre el Tiempo-CPU del algoritmo secuencial y el
Tiempo-CPU del algoritmo paralelizado (usando p hilos). La eficiencia, E(p), co-
rresponde al valor obtenido de dividir la aceleracion entre el nimero de hilos. Ambos
valores se pueden definir como

(1)

S(p) = o) y Ep)=

donde, T'(1) es el tiempo-CPU, en segundos, del algoritmo secuencial o el c6digo

(2.32)

ejecutado con un solo hilo, T'(p) es el tiempo-CPU del algoritmo paralelizado ejecu-
tado con p hilos. La aceleraciéon S(p) de un algoritmo paralelo puro debe ser igual
al nimero p de hilos, lo que significa que la E(p) es igual a uno, sin embargo, un
algoritmo paralelo no tiene un F(p) igual a uno porque existe una perdida de efi-
ciencia debida a las partes del algoritmo sin paralelizar y la comunicaciones entre

el hilo principal y los otros hilos en la parte del algoritmo paralelizado.

En las tablas 2.5, 2.6 y 2.7, se muestra el tiempo-CPU, T'(1), en segundos de la
versién del algoritmo secuencial, asi como el S(p) y E(p) de la versién del algoritmo
paralelizado con 2, 4, 8, 12, 18 y 24 hilos, para el calculo de los érdenes de derivadas
de 1 hasta 5, para tres modelos gravitacionales: el 360 x 360 que corresponde al
EGMO96, el modelo de alto grado 2190 x 2159 EGM2008, (ambos para el Planeta
Tierra) y finalmente el modelo gravitacional del Planeta Marte de 80 x 80 GMM-2B.

Tabla 2.5: S(p) y E(p) en la evaluacién de las derivadas de orden o del geopotencial EGM96
(360 x 360) con un cddigo paralelizado de p hilos.

o=1 0o=2 0o=3 o=4 0=2>5
T(1) 0.0110832 0.0335651 0.0922946 0.2243405 0.4825872

S(p) | E(p) | S(p) | E(p) | S(p) | E(p) | S(p) | E(p) | S(p) | E(p)
p=2 |[120]060 | 156 [0.78 | 1.78 | 0.89 | 1.78 [ 0.89 | 1.81 | 0.90

p=4 | 201|050 |3.08 |0.77 |347 | 087 |3.52 | 0.88 | 3.54 | 0.87
p= 3.21 1040 | 591 |0.74 | 6.53 | 0.82 | 6.58 | 0.82 | 6.64 | 0.83
p=12 1] 581 | 048 | 828 | 0.69 |9.20 | 0.77 | 9.30 | 0.77 | 9.38 | 0.78
p=18 1| 739 | 041 | 104 | 0.58 | 119 | 0.67 | 12.0 | 0.66 | 12.1 | 0.67
p=241 888 | 0.37 | 12.0 | 0.50 | 144 | 0.60 | 144 | 0.60 | 14.6 | 0.61

8Speedup y efficiency.
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Tabla 2.6: S(p) y E(p) en la evaluacién de las derivadas de orden o del geopotencial GMM-2B
(80 x 80) con un cédigo paralelizado de p hilos.

o=1 0=2 0o=3 o=4 0=5
T(1) 0.0005474 | 0.0017264 | 0.0047809 | 0.0116798 | 0.0249944
p=2 | 128|064 |150(0.75 172|086 |1.82|091|1.76 | 0.88
p=4 ||214]0.53]299 |0.75|3.16 | 0.79 | 3.35 | 0.84 | 3.43 | 0.86
p=28 | 281|035 |5.04|0.63]|549 |0.69|533]|0.67|576 | 0.72
p=1213.66 | 0.31 | 6.21 | 0.52 | 7.05 | 0.59 | 7.25 | 0.60 | 7.32 | 0.61
p=181{4.49|0.25 | 6.99 | 0.39 | 8.21 | 0.46 | 4.70 | 0.26 | 8.76 | 0.49
p=24|5341022|738]0.31 926039914 ]0.38 | 9.83 | 0.41

Tomemos por ejemplo los resultados de la paralelizaciéon con 12 hilos de

Tabla 2.7: S(p) y E(p) en la evaluacién de las derivadas de orden o del geopotencial EGM2008

(2190 x 2159) con un cédigo paralelizado de p hilos.

o=1 0=2 0=3 o=4 o=5

T(1) 0.6146610 | 1.5716600 | 4.1603570 | 9.7767680 | 20.7328942

S(p) | E(p) | Sp) | E(p) | S(p) | E(p) | S(p) | E(p) | S(p) | E(p)
p=2 | 143 (071 [1.58 | 0.79 | 1.75 | 0.87 | 1.87 | 0.94 | 1.91 | 0.96
p=4 | 252063 [3.16 | 0.79 | 3.48 | 0.87 | 3.65 | 0.91 | 3.80 | 0.95
p=8 | 501|063 |6.03]0.75 |656 | 082 691 |0.86 |7.11 |0.89
p=12 737 [0.61 [895 |0.74 |9.39 | 0.78 | 9.94 | 0.83 | 10.2 | 0.84
p=18 848 [ 047 |[11.6 | 0.65 | 13.1 | 0.73 | 13.5 | 0.75 | 14.1 | 0.78
p=2411.1 [ 046 |13.2 | 055 | 16.0 | 0.67 | 16.7 | 0.70 | 17.6 | 0.73

la tabla 2.5. Si evaluamos el caso del modelo para los grados hasta 360, podemos
observar que el codigo es 5.81, mas rapido para el primer orden de derivadas respecto
al secuencial, y 9.38 mas rapido para el quinto orden de derivada. Esto implica una
eficiencia de 0.48 y 0.78, para cada orden de derivada respectivamente. Cuando se
reduce el grado a 80, (tabla 2.6), para los mismos érdenes de derivadas, el valor de
E(p) disminuye a 0.31 y 0.61, lo que significa que el codigo es 3.66 y 7.32 veces més

rapido, para el primer y quinto orden de derivada, respectivamente.

Finalmente, si aumentamos el grado a un valor alto, (modelo EGM2008), el célcu-
lo es mejorado, como se muestra observando los resultados para 12 hilos. Para el
primer orden de derivada el cédigo es 7.37 veces méas rapido, esto es, que nos da un
valor para E(p) de 0.61 y para el quinto orden de derivada el cédigo es 10.19 veces

més rapido, o lo que es igual, un valor para E(p) de 0.85.
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Las tres tablas muestran los beneficios de la paralelizacién a medida que aumenta
el grado de los modelos gravitacionales y el orden de las derivadas. Sin embargo,
cuando el nimero de hilos aumenta, E(p) disminuye. Esto se debe al gran nimero de
variables compartidas necesarias en la paralelizacion, las cuales generan esta pérdida

de eficiencia.

2.3. Otras fuerzas

2.3.1. Fuerzas conservativas
Fuerza radial

Una fuerza de tipo radial puede describirse por medio de la expresién avx/r, con
r = ||&||, y un pardmetro o € R que, al igual que en las fuerzas tangencial y normal,
puede ser constante o funcién de ¢t. Una fuerza de este tipo es una fuerza conservativa

cuyo potencial sera
Vr(r) = Vgr(r) = ar, (2.33)

donde hemos resaltado el hecho de que dicha fuerza, que depende tUnicamente de
la distancia r, puede ser calculada indistintamente en el sistema espacial y en el

planetocéntrico.

Para calcular este potencial, y sus derivadas, aplicaremos un algoritmo similar al
del calculo del potencial kepleriano, visto en apartados anteriores. El esquema para

la fuerza radial es el que se muestra en el algoritmo 7.

Para calcular D,(Vg) usaremos el mismo algoritmo sustituyendo (z,y,z) por
(u,v,w). Si el pardmetro o depende de ¢ serd necesario anadir una llamada a una

funcion que calcule el valor del parametro para un determinado instante.

Perturbacion de un tercer cuerpo

El efecto de un tercer cuerpo sobre la érbita de un satélite viene expresado, en

un sistema espacial, por medio de la funcién potencial

1 :c~wp)
Vap = — — , 2.34
» “P(rrwp—w\\ EBE (2:34)
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Algoritmo 7: Célculo de D,(Vg), en funcién de las coordenadas (z,y, z).

Data: o, x,y, 2
Result: D,(Vg), e.f.c. (z,y, 2)

D,(z) ¢+ (2,0,0,1,0,...,0)
D,(y) + (v,0,1,0,0,...,0)
Dy(2) + (2,1,0,0,0,...,0)

s1 « Dy(zx)

s2 <+ Dolyy)

s3 4 Dy(z2)

s4 <+ Dy(s1+ 52+ s3)
Do(r) < Dolsy?)
Dy(Vi) <+ Dola(1/r))

donde pup = Gmp, siendo mp y xp la masa y posicién del tercer cuerpo P.

Si observamos dicha expresién podemos concluir que el primer sumando depende
de la distancia entre el satélite y el tercer cuerpo, mientras que el segundo es el
cociente entre el coseno del angulo entre la direccién del satélite y el tercer cuerpo
y la distancia del tercer cuerpo al principal. Teniendo esto en cuenta, podemos
concluir que el potencial puede ser calculado indistintamente en el sistema espacial

y planetocéntrico y se obtendra el mismo valor Vi, = Vs,

Para el calculo del potencial y sus derivadas usaremos el algoritmo 8, donde hemos
llamado (p1, p2, p3) a las componentes del vector p, mientras que p,, representa el
valor 1/[|zp||.

En el caso general las componentes de p y su norma son funciones de ¢, por lo
que para usar el algoritmo 8 debe calcularse previamente el valor de py, pa, p3y pn

para un instante dado con una funcién externa al algoritmo.

Un caso particular muy 1til e interesante se presenta en aquellos casos en los que
se investiga la orbita de un satélite artificial en torno a la luna de un planeta cuando
la rotacion y el movimiento orbital de la luna respecto al planeta estén sincronizados.
Esto ocurre en la mayor parte de las lunas de planetas del Sistema Solar, incluida
la Luna terrestre que, como es bien sabido, presenta siempre la misma cara a la
Tierra debido a que el periodo orbital de la Luna respecto a la Tierra y su periodo

de rotacién son iguales.

Simplificaremos el problema suponiendo, en lo que sigue, que la luna orbita en
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Algoritmo 8: Célculo de D,(V3,), en funcién de las coordenadas (z,y, z).

Data: MisP15P25P3, Pny T, Y, Z-
Result: D,(V3), ef.c. (z,y, 2)

D,(z) ¢+ (2,0,0,1,0,...,0)
Do(y) + (y,0,1,0,0,...,0)
Dy(2) + (2,1,0,0,0,...,0)

s1 4« Do(zpr)

s2 4 D,(yp2)

s3 < D,(zps)

sy < Dy(s1+ s2+ s3)

s5 < Dy(s4pn)

s¢ < Dolp1—x

s7 < Dylpa—y

Sg Do(p3 —Z

Sg < D,(sg6)

s10 ¢ Do(s7 57

511 < Do(ss ss

s12 < Do(sg+ s10 + s11)

s13 < Dolsy””)

s1a < Dy(ss — s13)

D,(Vsy) <= Dolpir s14)

torno al planeta en una orbita circular, de radio dg, y ecuatorial y elegimos el
meridiano cero de la luna suponiendo que el planeta ocupa la posicion xp = —dg, ps.
Si el vector de posicién del satélite viene dado por la expresién & = x; p; + 22 p, +
T3 P3, entonces la perturbacién producida por el planeta sobre el satélite en orbita

lunar podra expresarse (en el sistema planetocéntrico) como

z 1
=Ho |73 — ;
& G dop

Vo (2.35)

siendo pg = Gmyg, con mg la masa del planeta.

En los capitulos siguientes presentaremos ejemplos donde se aplica esta expresion
para el caso de orbitas lunares perturbadas por la Tierra para las que denotaremos

por Vg al potencial perturbador.
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2.3.2. Fuerzas no conservativas

Las fuerzas que se presentan a continuacion son fuerzas no conservativas que
dependen no solo de la posicién, sino también de la velocidad, esto es, dependen de

seis variables (z, X) o (u,U).

En el caso del potencial gravitacional hemos construido un esquema de calculo
que permite calcular las derivadas del potencial hasta cualquier orden, en este caso,
puesto que las necesidades de célculo se extienden tnicamente a problemas de tipo
orbital, nos limitaremos al calculo de derivadas hasta orden uno, puesto que para la
propagacién necesitamos unicamente la expresién de la fuerza, sin derivar, mientras
que para las ecuaciones variacionales son necesarias las derivadas de orden uno de

la fuerza.

Para ello calcularemos el vector D,(F) de derivadas de una funcién F, tanto

respecto a la posiciéon como a la velocidad, esto es
DO(]:) = {‘7:07'?17'727"'7'7:6}7

siendo

p 9°OF pe 9°VF
YT 9ri Oyt 9215 X1 9Y 5 97 YT Quit Quiz Jwis QUBHV s G e

donde los indices i representan los elementos del conjunto ordenado Z(o) = {i =
(41,712,173, 14,15, %6) | O(1) < 0, 0 < i; < o}. En este caso no podemos seguir el esquema
de indices dado en la tabla 2.1, sino que tendremos que usar el mostrado en la tabla
2.8.

Tabla 2.8: Indices de las derivadas parciales (hasta orden uno) y sus valores asociados para una

funcion de seis variables.

(1,49, ... ,1¢)

(1,0,0,0,0,0)
(0,1,0,0,0,0)
(0,0,1,0,0,0)
(0,0,0,1,0,0)
( )
( )

[

i* {(HIv<i} {vlv<i}

{1,1} {0,1}
{1,1} {0,2}
{1,1} {0, 3}
{1,1} {0,4}
{1,1} {0,5}
{1,1} {0,6}

0,0,0,0,1,0
0,0,0,0,0,1

D U W N
o O O O O O
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Fuerza tangencial

Una fuerza tangencial lleva la direccion del vector velocidad. Como se ha visto en
el capitulo anterior existen dos vectores velocidad diferentes: velocidad absoluta X
o velocidad relativa U, que representan, respectivamente, la velocidad medida en el
sistema espacial o en el sistema planetocéntrico. De esta forma podremos hablar de

la fuerza tangencial medida en el sistema espacial

aX
Frg= (Fil“EvFI%EaFI%E) = o vg = || X|], a € R, (2.36)
E

y la fuerza tangencial medida en el sistema planetocéntrico,

alU
Frp = (Frp, Fip, Fip) = o P = U, a € R. (2.37)

Algoritmo 9: Calculo de D,(F'rg), en funcién del vector velocidad X.
Data: o, X, Y, Z.
Result: D,(FLy), Do(F2y), Do(Fiy), efe. (X,Y, Z)

D,(X) + (X,0,0,0,1,0,0)
D,(Y) « (Y,0,0,0,0,1,0)
D,(Z) « (Z,0,0,0,0,0,1)
so — Dy(XX)
s« D,(YY)
59— Dy(Z2)
s3 < Dy(sg+ s1+ s2)
Do(1/v) + Dofs;")
sy < Dy(a(1/v))
D,(Flg) + D,(s,X)
DO(F%E) +— D,(s4Y)
Do(Fp) < Do(s4Z)

Esta fuerza no es conservativa por lo que debemos calcular por separado sus tres
componentes. El algoritmo 9 muestra como calcular la fuerza Frg, y sus derivadas
hasta cualquier orden por medio de la diferenciacién automaética. Para calcular la
fuerza Frp puede usarse el mismo algoritmo 9 sustituyendo el vector X por el

vector U.
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Fuerza normal

Una fuerza normal es aquella proporcional a la direccion del vector normal  x X,

esto es
xx X

e x x|

El vector direcciéon normal representa un unico vector, por lo que la relacién

FN a € R. (238)

entre la fuerza normal, calculada en el sistema espacial y la calculada en el sistema

planetocéntrico siguen la misma regla que cualquier otro vector, esto es
FN(iB,X) :Rgp'j:]v(’u,, U) (239)

Para calcular la fuerza F'y, que al igual que la fuerza tangencial no es conserva-
tiva, utilizaremos el algoritmo 10, que nos da las componentes de la fuerza y todas
sus derivadas, hasta el orden deseado. El céalculo de F serd idéntico sustituyendo
x, X por u,U.
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Algoritmo 10: Célculo de D,(F'y), en funcién de los vectores de posicién y
velocidad x, X.

Data: a,x,y,2, XY, Z.
Result: D,(Fy), D,(F%), Do(F%), efc. (z,y,2,X,Y, Z)

Dy(x) « (,1,0,0,0,0,0)
Do(y) « (y,0,1,0,0,0,0)
Do(z) + (20,0,1,0,0,0)
D,(X) + (X,0,0,0,1,0,0)
D,(Y) + (Y,0,0,0,0,1,0)
D,(Z) « (Z,0,0,0,0,0,1)
so « D,(zY)
s1 — Dy(Xy)
Sy « D,(x2)
s3 <+ D,(zX)
sy  Dy(y2)
s5 « D,(zY)
s¢ < Dy(s4 — s5)
s7 < Dy(s3 — s2)
ss < Dy(so— s1)
Sg < D,(s656)
s10 < Do(s757)
s1i1 ¢ Do(ssss)
s12 4 Dy(sg + 810 + 511)
s1i3 ¢ Dolsy?)
s14 + Dy(asis)
D,(Fy) < Do(s1456)
Do(F5) < Do(s1457)
D,(FY) <« Do(s1458)







Capitulo 3

Arcos orbitales y problema de
Lambert

3.1. Arcos keplerianos. Problema clasico de Lam-
bert

3.1.1. Orbitas keplerianas que pasan por dos puntos

Llamaremos arco kepleriano al segmento de curva x(t), comprendido entre dos
instantes de tiempo ¢ € [to, to+ 7], donde x(¢) representa la trayectoria de la érbita

solucién del sistema kepleriano (1.3).

De acuerdo con lo visto en el capitulo primero de esta memoria, el problema
de la determinaciéon de un arco kepleriano consiste en la integraciéon, numérica o
analitica, del problema de wvalores iniciales (posicién y velocidad) de la ecuacién

diferencial ordinaria dada por (1.3).

Si atendemos a la definicién de arco kepleriano podemos formular un nuevo pro-
blema, distinto del problema de valor inicial anterior, y en el que no conozcamos
la posicion y velocidad sino, tnicamente, las dos posiciones que representan los
extremos del arco. Este problema de contorno puede reformularse a través de la si-

guiente pregunta: ; Cuantos, y cudles son, los arcos keplerianos que unen dos puntos

'De aqui en adelante tomaremos como origen de tiempos ¢y = 0, esto es, el instante del primer

punto del arco.
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T, T2 € R3?

Este problema es muy 1til desde el punto de vista astronémico, pues permite
desarrollar métodos de determinaciéon de orbitas en el Sistema Solar para cuerpos
menores como asteroides, cometas, etc. En la actualidad, debido a la necesidad
de diseno y planificaciéon de misiones espaciales se ha extendido a otro més amplio
como es el problema de las transferencias orbitales que agrupa problemas como el de
llevar una nave de un punto a otro del espacio, los encuentros orbitales entre naves
o rendevouz, optimizacién de trayectorias, etc. El problema de las transferencias

orbitales consiste en conectar dos puntos pero sin fijar el tiempo de transito.

3.1.2. Transferencias orbitales

El problema de las transferencias orbitales tiene dos partes:

= Bisqueda de todas las d6rbitas keplerianas que conectan dos puntos en el es-

pacio por medio de un arco kepleriano.

» Eleccién, entre todas las orbitas obtenidas en el punto anterior, de aquellas
a las que podemos acceder por medio de una maniobra orbital (o cambio de

velocidad por aplicacién de un impulso o Av) de coste minimo.

El segundo problema, que no sera considerado aqui, se traduce en un problema
de optimizacion cuando formulamos la expresion matematica que traduce el coste

de la maniobra a una funcién objetivo a minimizar.

Para buscar las orbitas keplerianas que conectan dos posiciones @y @y, conside-
raremos que éstas representan los puntos P,y P», de manera que se tiene la relacion

x, = OP, yxs = OP,, siendo O el cuerpo central.

Los puntos O, P, y P, forman un plano, por lo que cualquier érbita kepleriana de
transferencia, que pase de P; a P,, debe estar contenida en ese mismo plano. Como
puede verse en la figura 3.1, el recorrido para ir de P; a P, puede realizarse, bien
recorriendo el trayecto més corto (dngulo agudo 6; = cos™'(x; - xo /|| ||||22]]) €
[0, 7], trayecto en negrita en la figura) o bien el mas largo, 6, = (21 — 0) € [, 27]
(trayecto de trazo discontinuo). En el primer caso el vector m que representa la
norma del momento angular y la direccién del plano serd n; = (x1 X @2)/||®1 X 22|,

mientras que en el segundo caso se tendrd n = ny = (xy X 1) /||®1 X X2
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P,

T2

O 91 81 Pl

Figura 3.1: Izquierda: orbitas de transferencia directa y retrégrada. Derecha: triangulo de trans-
ferencia.

Fijados los dos vectores, &1y @2, el angulo de transferencia 6 puede elegirse como
el angulo agudo 6, o el angulo obtuso 05, lo que equivale a definir el vector ortogonal
al plano orbital, n, como 1, 0 ny. En este caso, la 6rbita sera directa o retrégrada
segin que n - ez < 0 o n - ez > 0. Asi pues, tendremos que estudiar por separado
todo el conjunto de érbitas directas y el conjunto de érbitas retrogradas. En lo que
sigue supondremos elegido #, bien en funcién del angulo o bien en funcién del tipo
de érbita.

La velocidad de un punto en una érbita kepleriana puede expresarse en el sistema
de referencia orbital como X = Ru + Twv, donde R = 7, T = rf,u = x/r,

v =mn X u, siendo T" > 0.

En Abad (2012) se demuestra que aunque no se conoce el valor de la velocidad
en los puntos Py P, las componentes (R1,7}), de la velocidad del orbitador en P

para que llegue a P», en érbita kepleriana, deben verificar la siguiente relacion

@(Rl,T1> :a1T12+b1 RlTl—f-Cl :07 (31)
donde 9 ) 9
g = L2080 o = ML cosO) (3.2)
) 1

que representa la ecuacién de una de las dos ramas (la de 7} > 0) de la hipérbola
que se muestra en la figura 3.2. En particular, en esta figura, se muestran dos de

estas hipérbolas, una para un valor de ¢; positivo y otra para un valor negativo.

Por otro lado, si llamamos v; = || X || a la norma de la velocidad en P; se

tendra que v} = R? + T2, lo que equivale a la ecuacién de una semicircunferencia
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Ry

Figura 3.2: Velocidad en P; para llegar a Ps.

de radio v;. Si esta semicircunferencia tiene algin punto en comun con la hodégrafa
los puntos de interseccion senalan las velocidades en P; que permiten que la érbita

pase por Ps.

De acuerdo con la grafica anterior existira un valor minimo de la velocidad por
debajo del cual no hay interseccion entre la hoddgrafa y la semicircunferencia, lo que
representa que no es posible, con esa velocidad, conectar P; con P, con una érbita

kepleriana.

Para la velocidad minima existira una tunica 6rbita kepleriana de transferencia.

El valor de esta velocidad minima vendra dado por

2_201(&1+\/(L%+b%)_ (1 1)
v, = b2 —Q,U )

m NN

1 A

1

donde, A = (r, + o + ¢)/2 representa el semiperimetro del tridngulo formado por
OP, P, (parte derecha de la figura 3.1).

Teniendo en cuenta la relacién entre la velocidad en un punto y la energia de
la érbita h = v?/2 — u/r, y aplicandola al punto P; con la velocidad minima,

obtendremos la energia de la 6rbita de velocidad minima

I

h=-% (3.3)

que representa, por tanto, la érbita de minima energia entre P, y P». Esta energia

es negativa, por lo que la érbita correspondiente sera eliptica, y de semieje igual a
a=A/2.

Por encima de esa velocidad minima existiran, para cada valor de v, o lo que

es igual para cada valor de la energia h > h,,, dos puntos de la hoddgrafa, lo que
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representa dos orbitas keplerianas de transferencia que vendran definidas por un
vector velocidad X'; cuyas componentes, en el sistema orbital, deben cumplir las

relaciones
L s 2 H 2
§(R1+T1)—r—l—h:0, a1T1+b1R1T1—|—01:O. (34)
La expresiéon explicita de las dos soluciones del sistema anterior, expresadas por
medio de las funciones universales de Stumpff pueden verse en Abad (2012). Una vez
que tenemos el algoritmo que calcula las orbitas en funcién de la energia podemos
establecer facilmente la relacion que nos da el tiempo T de la transferencia, o tiempo

que tarda el orbitador en ir de P; a Py a través de una expresion de la forma
T =T(h), (3.5)

que muestra la relacién de este tiempo con la energia de la érbita.

Figura 3.3: Izquierda: conjunto de todas las érbitas de transferencia que unen dos puntos. Derecha:

relacion entre el tiempo de la transferencia y la energia.

La parte izquierda de la figura 3.3 nos muestra el conjunto de todas las 6rbitas de
transferencia que unen dos puntos (en la grafica los puntos donde coinciden todas
las cénicas) para las distintas energias h > h,,. La parte derecha de la misma figura
muestra la relacién h = h(7T) inversa de la ecuacién (3.5), que nos da la energia
de la érbita en funcion del tiempo de transito. Supondremos que para este caso
hemos elegido un angulo de transferencia 6 = 6y, esto es, el angulo agudo entre los
dos vectores de posicién a1y x,. Para el otro angulo de transferencia deberiamos

efectuar un estudio similar.

Como sabemos no hay orbitas de transferencia para valores de h < h,,, lo que se

traduce en que la curva h(7) de la derecha presenta un minimo para t,, = 7T (hy,)
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que representa el tiempo de transito de la érbita de minima energia. Esta orbita es

la érbita &, de la izquierda de la figura.

Para un valor de la energia h,, < h < 0, nos encontraremos dos érbitas elipticas
(energia negativa) que en la figura 3.3 aparecen como & y &. Los tiempos de
transferencia de estas orbitas son respectivamente t; y to, donde t; < t9, ya que,
como puede verse, el arco kepleriano correspondiente es mucho més largo en el caso
de la orbita &, de hecho el tiempo ¢, tiende asintoticamente a infinito cuando h

tiende a cero.

Para cada energia h > 0 nos encontramos dos érbitas abiertas (hiperbélicas para
h > 0 y parabdlicas para h = 0). En la figura se aprecian por ejemplo H; y Ha.
En este caso encontramos que el tiempo de transito correspondiente a H; tiene
un valor positivo menor que ¢, = 7(0) (tiempo de la drbita parabdlica de energfa
nula), mientras que el tiempo de transito correspondiente a H, sale negativo. Este
valor negativo del tiempo corresponde a Orbitas hiperbdlicas que para el angulo
de transferencia especificado deben recorrerse por su lado abierto, lo cual las hace
imposibles y por tanto nos dan un valor absurdo del tiempo en la ecuacién (3.5).
Estas orbitas deben ser desechadas lo que indica que para valores de la energia
positivos existe una unica érbita de transferencia con un tiempo de transito muy

pequeno (tiende asintéticamente a cero cuando la energia tiende a infinito).

La parte derecha de la figura 3.3 sirve también como comprobacion de un resul-
tado clasico que nos dice que de si fijamos el tiempo de transito entre dos puntos
existe una tnica® érbita de transferencia (o un unico arco kepleriano) que los une.
Efectivamente dado un tiempo 7 > 0 a éste le corresponde una unica energia h. A
pesar de que en el caso de energias negativas a h = hg le corresponden dos valo-
res distintos del tiempo de transito, de los cuales elegiremos la o6rbita para la que

coincide éste tiempo con T .

3.1.3. Problema y teorema de Lambert

Al problema de la determinacién de la tinica érbita de transferencia que une dos
puntos en el espacio, con un arco kepleriano, en un tiempo 7 dado, le llamaremos

problema de Lambert.

El problema de Lambert tiene su origen en los estudios realizados por Euler, en

2En realidad es una por cada uno de los dos dngulos de transferencia 6; y 6.
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1743, sobre el movimiento de los cometas en érbita parabdlica para los que demues-
tra que el tiempo de transito entre dos posiciones, @1y o, depende de la suma de
las distancias r; + 1y y de la distancia ¢ entre los dos puntos P, y P». Posteriormente
Lambert retoma el problema de las érbitas de los cometas y, usando métodos distin-
tos de los de Euler, extiende sus resultados a érbitas de cualquier tipo. Los trabajos
desarrollados por Lambert son la base de las técnicas de determinacién de orbitas

en el Sistema Solar para cuerpos menores como asteroides, cometas, etc.

Todas las técnicas de resolucién del problema de Lambert, tanto antiguas como
modernas, estan basadas en un resultado fundamental conocido como teorema de
Lambert y que puede expresarse en la forma siguiente: el tiempo T de trdansito en
un arco kepleriano depende unicamente de el semieje mayor de la orbita, de la suma
de los puntos extremos del arco al cuerpo central y de la longitud de la cuerda que

une estos puntos

VT = ®(a,m +13,¢). (3.6)

Este importante resultado nos indica que el tiempo de transito depende tnica-
mente de los elementos del triangulo OP, P, de la derecha de la figura 3.1 y no

depende para nada de la excentricidad de la orbita.

Existe una extensa bibliografia sobre el problema de Lambert surgidas por la
utilidad de su solucién en problemas muy diversos de la Mecanica Celeste y As-
trodinamica. Las diferencias entre los distintos métodos radican en las distintas
estrategias numéricas empleadas para encontrar de manera iterativa las incégnitas

del problema que son necesarias al no existir una solucién analitica al problema.

La mas importante aportacién historica al problema de Lambert fue desarrollada
por Gauss cuando traté de encontrar la érbita del asteroide Ceres después de que
este fuera perdido tras su descubrimiento por Giussepe Piazzi en 1801. En Gauss
(1809) se desarrolla un método basado en la relacién drea tridngulo/drea sector
para la resolucion del problema de Lambert que, aunque es valido tinicamente para
orbitas elipticas, ha sido uno de los métodos mas fructiferos en el problema de la

determinacién de orbitas.

Desde entonces se han desarrollado un gran niimero de métodos para la resolucion
de este problema que han hecho uso de muy diversas técnicas como propiedades
geométricas de las conicas, variables universales, el vector de excentricidad, etc.
Entre los trabajos mas relevantes podemos encontrar los realizados por Lancaster
and Blanchard (1969); Battin (1977); Prussing (1979); Gooding (1990); Prussing and
Conway (1993); Battin (1999) y entre los mds recientes los de Izzo (2005); Avanzini
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(2008), los cuales se han adaptado a los métodos de célculo actuales logrando asi la
eficiencia computacional, demandada en muchas misiones espaciales. En lo que sigue
mostraremos, a modo de ejemplo, el método de Battin, que es uno de los més usados

en la actualidad.

3.1.4. Meétodo de Battin para la resolucién del problema de
Lambert

El método desarrollado por Battin (1999) es una variacién del método de Gauss
que extiende su aplicacién a todo tipo de érbitas, ademas de incluir el caso en que los
puntos sean colineales y mejorar la convergencia para angulos de transferencia muy
pequenos. Este método ha sido ampliamente utilizado por la comunidad cientifica
y estda basado en ciertas transformaciones trigonométricas y algunas funciones hi-
pergeométricas®, que permiten llegar a obtener una ecuacién ctbica, cuya raiz real
es la solucién buscada. El método de Battin reformula el problema conservando la

estructura hecha por Gauss, que destaca por su simplicidad y forma compacta.

Partiremos del conjunto de expresiones

VAT = 2a32(y) —siny cos ¢),
r+7ry = 2a(l— cosycosd),
¢ = 2asiny sin ¢,
As = a(cosy — cos ),

(3.7)

donde, 1 = %(ET — Ey) y cos¢ = ecos[%(Eo + E7)], siendo Ey y Ef las anomalias
excéntricas asociadas con los vectores posicion gy 7. La demostracion de estas

expresiones puede verse en Battin (1999).

Para el desarrollo del método, Battin introduce la variable A\ dada a partir de la
expresion

AA = /rirycos(0/2), (3.8)

donde, de acuerdo con el tridngulo de la parte derecha de la figura 3.1, se tiene que

A = (r; +ry + ¢)/2, es el semiperimetro del tridngulo de transferencia OP; Py, 6 el

dngulo de transferencia y ¢ = \/r? + 12 — 2ryry cos(f) la distancia entre los puntos
P1 y PQ.

3La notacién F(a,B;7v;x) es adoptada para representar series geométricas 1 + ‘fy—f{f +
a(at1)B(B+1)z”
y(v+1)2!
término “funcién hipergeométrica” fue introducido por John Wallis en 1655.

+ -+, cuyo radio de convergencia es absolutamente convergente para |z| < 1. El
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De acuerdo con el teorema de Lambert, la expresién (3.6) contiene la informacién
necesaria para construir la solucién al problema de Lambert. Gran parte de los
métodos clasicos de resolucion del problema de Lambert se basan en una adecuada
formulacién de la funciéon ® de dicha ecuacion. Asi, por ejemplo, Lagrange la expresa
en la forma

ViT = ad*?[(a —sina) — (B — sin B)], (3.9)
donde introduce los pardmetros o = (¢ + 1) v f = (¢ — ). En Prussing (1979)
encontramos un estudio geométrico detallado de ay 8. Por otro lado Gauss logra
eliminar el término cos¢ de las expresiones dadas en (3.7) y reducir éstas a la

ecuacion siguiente:
VaT = a*? (2 —sin2¢) + 2 XA a'/?sinp. (3.10)

Los detalles del calculo de esta expresion se describen en su clasica memoria de
funciones hipergeométricas y sus expansiones en fracciones continuas, publicadas

tres anos después de la Theoria Motus.

Al ser introducidos los parametros constantes [ y m, que dependen exclusivamente
de la geometria del triangulo de transferencia, el intervalo de tiempo 7T y la constante

de gravitacion u, a través de las expresiones

(1= N)? uT?
= T, m = (2/\5)37 (311)

y una nueva variable, y. Gauss transforma la ecuacién del tiempo dada en (3.10) en

las dos ecuaciones siguientes:

2 m
R sin?(y/2)’ (3.12)
v -y = m (W) . (3.13)

Gauss introduce, posteriormente otra expresion para el parametro [, dado por:

tan®(2w) = Tl\/g " (\/:ii ) 2) (3.14)

_ sin?(6/2) + tan?(2w)
N 47"2 ’

cos(0/2) ’

el cual mejora los resultados cuando el angulo de transferencia es muy pequeno.

con

Para buscar la solucién a las ecuaciones (3.12) y (3.13), basta con evaluar de forma
simultdnea las variables y y . Para ello, el término de la derecha de la ecuacion

cibica en (3.13), es expresado (Gauss, 1809), como

2 —sin2¢y 4
— = -F(3,1;5/2; x), 3.15
e = 3FB.15/2) (315)



68 Arcos orbitales y problema de Lambert

siendo F, una funcién hipergeométrica con la variable z = sin?(1//2). Asi, las ecua-

ciones (3.12) y (3.13) son reformuladas como sigue:

r=——1 y—y—hy=—_, (3.16)

©o| =

donde h = m/(5/6 + 1+ &), y £ una funcién de la variable 2 determinada a partir

de la siguiente fraccién continua :

222
¢(z) = 0 (3.17)
21 o
L T
L 99
1—---

Esto permite, posteriormente, el calculo de x de manera sisteméatica hasta que
deje de cambiar dentro de los limites de una cierta tolerancia establecida. De aqui,
la ecuacién cubica admite exactamente una raiz real que puede ser determinada por

un proceso iterativo de sustituciones sucesivas.

Las ecuaciones dadas por Gauss pueden generalizarse a cualquier otro tipo de

movimiento no eliptico si se extiende la definicion de la variable x en la forma

(

1
sin? [ZL(EO — ET)] , elipse,

=14 0, parabola, (3.18)

1
sinh? {Z(HO — HT)] ., hipérbola,

\

siendo, Hy y Hr anomalias hiperbolicas.

Battin et al. (1978) parten del método desarrollado por el propio Gauss con el
objetivo de eliminar la singularidad del método (cuando 6 = 7) y acelerar su conver-
gencia. Para ello, combinan las formulaciones de Lagrange y la de Gauss, y alteran la
geometria del problema manteniendo fijos los puntos Py, P y el tiempo T de transi-
to, pero moviendo el foco de atraccion hacia un punto en la recta perpendicular a
la linea que une los dos puntos. El método de resoluciéon se construye a partir de las
expresiones del movimiento kepleriano del problema transformado y su relacién con

las expresiones del problema original.

La figura 3.4 muestra la geometria de la orbita transformada. En ella pueden

observarse las siguientes propiedades: el semieje mayor es perpendicular a P Ps;
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el tiempo de transferencia desde el pericentro x,, hasta el punto P; es la mitad
del intervalo de tiempo T la distancia del nuevo foco O hasta P es (1 + 73)/2;
y, finalmente, la anomalia verdadera f queda definida en términos 6, a través del
cos f = (2AA)/(r1 +129).

Figura 3.4: Geometria de la érbita kepleriana transformada.

Con esto, la ecuacion del tiempo de transferencia se puede expresar a partir de

la ecuacién de Kepler aplicada al problema transformado, tal que

1
5 %T = F — e,sin(E), (3.19)

siendo, E la anomalia excéntrica del punto P, en la érbita transformada y, e, su

excentricidad.

De acuerdo con la figura 3.4, el punto medio del arco kepleriano que conecta a los
puntos Py y P, estd indicado por @,,, de norma r,, = ||&,|| y relacionado con r,, a
través de las propiedades geométricas del tridngulo O' P, P, (Battin and Vaughan,
1984), de forma que

1 0
’]"Op = Z (’I"l + 9 + 2\/7‘17"2 COS (5)) 5 <320)

por lo que, la ecuacién (3.19) se puede expresar como

1
5 BT —E—sinE+(1—e)sinE, (3.21)
a

donde, E = (1/2)(Er — Ep) =¥ = (1/2)(a — ).

Al ser considerada, por un lado, la relacion de la anomalia verdadera y la excéntri-

ca segin la ecuacién (1.6), y por otro que (1 —e,) = (r,,/a)sec?(E/2), e introdu-
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ciendo la variable x, conjuntamente con los parametros [ y m, en la forma

E
r=tan’ | = |, [ = tan® i , m = pT= , (3.22)
2 2 (2r0p)?
27 op 4x ) o ,
se llega al factor = . Si sustituimos éste y efectuamos una reor-

a (1+x)(l+x)
denacién de la expresion (3.20), ésta se transforma en las dos ecuaciones siguientes:

y: = (+0(+2) (3.23)
5 o 2F —sin(F)
y -y = m (m) ; (3.24)

similares a las desarrolladas por Gauss.

Battin and Vaughan (1984) reformulan el parametro [ como,

B sin?(0/2) + tan?(2w)
 sin?(6/4) + tan?(2w) + cos(6/2)’

(3.25)

lo que permite remover la singularidad en # = m, y mejorar los resultados cuando

este angulo es pequeno.

Por otro lado, el término que acompana al parametro m de la ecuacién cibica es
expresado en términos de una funcion hipergeométrica equivalente a la dada para

el algoritmo de Gauss, tal que

2E —sinE 1 E/2 1 (3.26)
4tan®(E/2)  2tan?(E/2) |tan(E/2) 1+tan*(E/2)]’ '
se convierte en
2F —sin K d 20+ &
——— = ——F(1/2,1;3/2; —x) = 3.27
Ttad(B2) ~ ot WAL E ) = o G ) (3:27)

al ser introducida la variable = definida en la expresion (3.22).

Con esto, las ecuaciones (3.23) y (3.24) son funciones exclusivamente de x e y,
justamente como el algoritmo de Gauss, y pueden ser aplicadas para cualquier cénica
extendiendo la definicion de z en la forma

(

1
tan? [Z(EO - ET)] , elipse,

€r = 07 paré’bOIaa (328)

1
— tanh? [Z(HO — HT)] ,  hipérbola.

\
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El valor de x asi definido tiene un rango entre -1 y +o0.

En un proceso iterativo de sustituciones sucesivas se obtiene la solucién para x e
y. Para ello, como valor de inicio es suficiente con tomar x = [ para el caso eliptico

y x = 0, para cualquier otro.

Para mejorar la convergencia del método puede introducirse la variable n, como

X

W:W7

-1<n<l, (3.29)

y la funcién £(z) y las variables auxiliares hy y hy como

£(z) = iii%ii, (3.30)

3+n+ﬂm

(D)1 + 32+ ()
M= U 2e 4 D+ €3 1) (3:31)

B m(z — 1+ £&(z))
e = U or+ DA+ €3 1) (3:32)

y de esta forma obtener unas ecuaciones analogas a la ecuacion cibica obtenida por

() )6 e

v —y*(L+h) = ha. (3.34)

Gauss, esto es

Finalmente, se puede obtener el valor del semieje mayor y el semiperimetro por

. ms(1+ \)? . 471719 5in?(6/2)

Y

= Do, (3.35)

8xy?
A1+ x)?

COlL Po = 16ax

En Vallado (2001), puede encontrarse un seudocédigo del algoritmo desarrollado
por Battin en el que incluye el cdlculo de la velocidad a partir de los elementos

orbitales a y p.
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3.2. Arcos orbitales. Problema de Lambert gene-

ralizado

3.2.1. Problema de Lambert para un modelo orbital pertur-
bado

Podemos extender el concepto de arco kepleriano si sustituimos el modelo orbital
kepleriano, dado por las ecuaciones diferenciales (1.3), por el dado por las ecuaciones
perturbadas (1.4).

De esta forma llamaremos arco orbital al segmento de curva x(t), comprendido
entre dos instantes de tiempo t € [0, 7], donde x(t) representa la trayectoria de la

érbita solucion del sistema (1.4).

El problema clasico de Lambert, analizado en el apartado anterior, asi como
cualquiera de sus métodos de resolucion, buscan el arco kepleriano que conecta dos
puntos del espacio, pero para un modelo orbital perturbado este arco no es sino una
aproximacion del arco orbital que los une. En el siguiente apartado introduciremos
un método que llamaremos método de Lambert generalizado que mejora la soluciéon
clasica kepleriana del problema de Lambert transformando el arco kepleriano en el
arco orbital. Para ello nos basaremos en una extensién del método de mejora de
érbitas periddicas desarrollado en Abad et al. (2011).

3.2.2. Meétodo de correcciéon de orbitas periddicas

En Abad et al. (2011) se desarrolla un algoritmo corrector de mejora de drbitas
periddicas que usa el método clasico de Newton-Raphson con extensiones basadas
en el uso del software TIDES* (Abad et al., 2012), que permite obtener érbitas
periddicas con cualquier precision, y en el método de resolucion de sistemas lineales
SVD (descomposicién en valores singulares), que permite que el sistema lineal que
debe resolverse no sea necesariamente cuadrado. En nuestro caso prescindiremos del
uso de TIDES porque no necesitamos trabajar en multiple precisién y porque TIDES
no puede ser adaptado a la integracién de alguno de los modelos de perturbaciones

que tratamos en esta memoria.

4Taylor series Integrator for Differential EquationS.
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Supongamos un sistema dinamico auténomo dado por el sistema de ecuaciones

diferenciales de orden uno

y=f(y), yo=uy0), yecR (3.36)

donde y, representa el vector de condiciones iniciales®. La solucién del sistema

vendra dada por el vector
y=y(ty), teR, yeR" (3.37)

Una drbita periddica del sistema dado en (3.36) estd caracterizada por un vector
Yy, de condiciones iniciales dadas y un periodo de tiempo 7 € R, tal que se cumple
la siguiente condicién:

Y(T:90) —yo =0. (3.38)

El problema de buscar érbitas periddicas consiste en la busqueda de un conjunto
de valores (T;y,) que verifiquen la condicién anterior y, por tanto, se convierten
en las condiciones iniciales de la orbita periddica. En Astrodinamica existen di-
versos métodos que nos dan orbitas que aunque no sean periddicas se encuentran

préximas a una periddica, de forma que en lugar de la condicién (3.38) se cumple
Y(T:90) =y = 0.

El método que aqui se presenta se basa en la busqueda de una correccién (AT, Ay,)

a la 6rbita preliminar (7,y,), de forma que
Y(T + ATy + Ayo) — (Yo + Ayo), (3.39)

sea cero, 0, o un valor aproximado a cero. Este método sera aplicado de forma
iterativa hasta el momento en que el valor anterior sea lo suficientemente préximo

a cero para considerar la érbita periddica.

Para calcular la correccién (AT, Ay,) desarrollaremos la expresién (3.39) en una

serie de Taylor multivariable, hasta el primer orden y la igualaremos a cero, esto es

y(T;y0) + ¥ AT +y,, - Ay, — (yo + Ay,y) = 0. (3.40)

Yo

La matriz ® = Yy representa matriz de transicion del sistema, esto es, la matriz
de derivadas parcialeos de la solucién respecto de las condiciones iniciales y es la
solucién de las ecuaciones variacionales del sistema dinamico. Esta matriz, evaluada
en (T;y,), es la llamada matriz de monodromia, M = ®(T;y,) y juega un papel
muy importante en el estudio de las érbitas periddicas, no solo por su correccién

sino también para el estudio de estabilidad.

5Usaremos, sin pérdida de generalidad, el valor to = 0.
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Por otro lado, el término y,, equivale al vector columna que determina la derivada
de la solucién respecto al tiempo, es decir, ¥ = f(y), y corresponde a la expresién
de f evaluada en y; = y(7;y), cuando t = T, esto es, f(y;). Por lo tanto, la

ecuacién (3.40), queda en forma matricial como:

(Fwr) m-1) ( i;’ ) = (yy —y7): (3.41)

donde, I es una matriz identidad de orden n, y representa un sistema lineal de n

ecuaciones con n + 1 incégnitas.

Usualmente, los métodos de mejora de érbitas anaden al sistema de ecuaciones

anterior una nueva condicion

(F(yo)) Ayy =0, (3.42)

que, por un lado evita posibles desplazamientos tangentes que impidan la mejora
de la érbita ya que siguen la direccién de la misma, y por otro permiten expresar el

sistema en la forma

Flyr) M-I AT Yo — YT
- , (3.43)

0 (flyo)" Ay, 0

con lo que el nimero de ecuaciones es igual al nimero de incégnitas, esto es un
sistema lineal de (n + 1) x (n+ 1).

En ocasiones se desea que la 6rbita periddica encontrada mantenga constante un
pardmetro®, o vector de parametros, definido por la condicién Q(t;y) = g, por lo
que debemos anadir esta condicién a la condicién de periodicidad dada en (3.38).
Asi, para mantener la restriccién desarrollamos hasta el primer orden e igualamos a

cero la expresion

Q(T + ATy, + Ay,) — q, (3.44)

lo que nos llevara a imponer la condicion
QAT +Qy - Ay, = (¢ — Q(T;y0)), (3.45)
donde, Qy y Q, estdn evaluadas en (7,y).

Entonces, anadiendo las ecuaciones (3.45) al sistema (3.43), obtendremos final-

SPor ejemplo, la energia o la constante de Jacobi.
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mente el sistema:

flyr) M-I Yy—-—yr
AT
0 (flyo)" = 0 : (3.46)
Ay,
Q, Qy qa—Q(T:y,)

el cual es un sistema lineal de n + 1 4 d ecuaciones con n + 1 incognitas, siendo d el

nimero de pardmetros (dimensién de Q) a conservar.

El sistema lineal que verifica la correccién de la orbita peridédica puede expresarse
como A a = b, siendo A una matriz m x n, donde m no tiene por qué ser igual a n.
De esta forma no podremos asegurar la existencia de una solucién del sistema, sin
embargo, puesto que el objetivo es corregir la orbita iterativamente, en varios pasos,
nos conformaremos con encontrar la solucién de minima norma, esto es, buscaremos

el vector a que hace minima la diferencia d = ||Aa — b||.

El método de descomposicion en valores singulares permite factorizar una matriz

A, de dimensiones (m x n) como,
A= MXINT, (3.47)

donde la matriz M = AA” es una matriz ortogonal (mxm), N = A" A una matriz
ortogonal (n x n), y ¥ una matriz (m x n) cuyos elementos son todos iguales a cero
excepto los primeros elementos de la diagonal ¥; = o; > 0, con i < min(n,m).
Los elementos o; satisfacen una ordenacién tal que: o4y > 09 > -+ > 0,, Vv son
los wvalores singulares de la matriz A. El rango de la matriz A es igual al nimero
de valores singulares distintos de cero determinado por el nimero r < min(n,m).
Demostracién y propiedades de la ecuacién (3.47) la podemos encontrar en (Stoer
and Bulirsch, 1993).

Por otro lado, tenemos que el sistema matricial es equivalente a,
Aa—b=MIN"a — b, (3.48)

que al ser multiplicado por la transpuesta de M, se transforma en el sistema 3 3—b*,

donde 8 = NTa y b* = M"b. Como las matrices ortogonales preservan la norma
(Demmel, 1997) tenemos d = ||Aa — b|| = ||X3 — b*||.

Finalmente, puesto que X es una matriz diagonal, podemos encontrar facilmente
los elementos del vector 3 que minimizan a d. La solucién vendra dada por las
expresiones f3; = bf /oy, si 0; # 0y [; cualquier valor en otro caso. Por lo tanto,
la solucién de menor norma vendra dada por a« = N3 y, la distancia a la solucion
vendra dada por d = (3, (b7)?)'/?), (Demmel, 1997).
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3.2.3. Extension del método de correccion de orbitas

El método descrito en la anterior subseccion corresponde a la mejora de érbitas
periddicas, sin embargo, puede ser extendido para modificar las condiciones a cumplir
por la orbita mejorada en dos sentidos diferentes:

1. Fijar alguno de los elementos de las condiciones iniciales. Por ejemplo, que el
periodo 7T, o alguna de las componentes del vector de condiciones iniciales no

varie.

2. Cambiar la condicién de periodicidad por otra diferente. Por ejemplo si no
queremos que una Orbita sea peridédica sino que su trayectoria se cruce en un

punto, basta restringir la condicién (3.38) a la posicién y no a la velocidad.

El método de correccién busca un conjunto de pardmetros {7, 4y, = (42,99, -+, 3°)}
que representen el periodo y las condiciones iniciales de una érbita periddica. Con
objeto de fijar indistintamente cualquiera de estos elementos introduciremos el vec-

tor extendido g, € R"™ tal que g, = (¥9,4?,99,---,4°), con y) =T € R.

Llamaremos J C {0,1,...,n} al conjunto de indices de los elementos de ¢ que
pueden variar. Por ejemplo, si queremos que el periodo quede fijo, entonces tendre-
mos J = {1,...,n}. La cardinalidad” de [J serd n, < (n+ 1), donde el signo igual
significa que todos los elementos de y pueden variar.

Para reformular la condicién (3.38) llamaremos, en primer lugar, Z C {1,2,...,n}
al conjunto de indices de las componentes a las que afecta la condicién (3.38). La
cardinalidad de Z sera n, < n, donde el signo igual significa que la restricciéon afecta
a todas las componentes del vector. En el caso de buscar orbitas que se crucen en
R? tendremos que n = 6, siendo las tres primeras componentes la posicién y las tres

ultimas la velocidad, por tanto Z = {1, 2, 3}.

Finalmente, la condicién (3.38) puede ser reformulada en la forma

Y, (%0) =v¥,(Yo,2), con ¢ ,z€R", (3.49)

siendo, z un vector de pardmetros constantes®. En este caso, puesto que no se busca

una érbita periédica, el elemento y) = T deja de ser el periodo y se transforma en el

"Ntimero de elementos del conjunto.
8La necesidad de introducir este vector de pardmetros se verd cuando apliquemos este método

para construir una versiéon del método de Lambert aplicado a érbitas no keplerianas.
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intervalo de tiempo hasta el que se propaga la solucién, para llegar al tltimo punto,

y(Y,), de manera que las componentes de indice Z de la solucién valgan 1_(¥,, 2).

Una vez fijadas las restricciones sobre el método, a partir de los conjuntos Z, J y el
vector ©_(¥,, 2), procedemos en forma similar a la efectuada en el apartado anterior.
Supondremos una orbita inicial caracterizada por los elementos g, que cumpla las
expresiones dadas en (3.49) de manera aproximada yz(¥,) — ¥, (¥y, 2) ~ 0. Con
ello buscaremos una correccién Ay, tal que las componentes cuyos indices no estén

en Z sean cero, y cumplan

Yz (Yo + AYy) — vvbz(i/o + Ay, z) = 0. (3.50)

Para esto, (3.50) es desarrollada en serie de Taylor de primer orden tal que

0 0
uelin) + Y (5) A~ wian =) - 3 (500) B0 =0, (351
JjeT J J

JjeT

donde no se han tenido en cuenta los términos que queremos mantener constantes.

En forma vectorial podremos poner
yz(9o) + (y, — ¢I)on - AYo, — P(Yg, 2) =0, (3.52)
que finalmente podra expresarse como
(ﬂm - ‘I’zy> : AQOJ = ¢I<Z~/07 z) = yz(Y), (3.53)

donde /\71 , ©s la submatriz obtenida de eliminar de la matriz M=(f (yr) M) las
filas cuyos indices no pertenezcan a Z y las columnas cuyos indices no pertenezcan a
J, mientras que W, es la matriz de derivadas de 1 respecto a las variables que no

se mantienen constantes. En el caso general ¥_ = y,, luego se tendrd ¥, = (0 I).

En este caso el sistema lineal (3.53), de n, ecuaciones con n, incégnitas, susti-
tuye a (3.41). Al igual que en el método general podemos anadir una ecuacién por
medio de la condicién de ortogonalidad y otras d ecuaciones si el problema posee un

conjunto de d parametros constantes.

Finalmente, el método se aplica de forma iterativa buscando en cada paso una
correccién a las condiciones anteriores que se obtiene resolviendo el sistema lineal
por el método SVD.
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3.2.4. Meétodo de Lambert generalizado

Supongamos que queremos conocer el arco orbital que une dos puntos, xq, 7,
en un tiempo 7. Si resolvemos el problema de Lambert encontraremos la velocidad
X que debe tener el orbitador en el instante inicial, ¢ty = 0, para que al propagar
el modelo kepleriano con las condiciones iniciales (xy = x(0), X = X (0)) se llegue

finalmente al punto 7 = (7).

Si partimos de nuevo de las condiciones iniciales (xg, X ) y propagamos con el
modelo orbital perturbado (1.4) se tendrd que se verifica &7 # & = x(T), puesto

que el arco kepleriano no coincide con el arco orbital.

Llamaremos método de Lambert generalizado a la mejora del arco obtenido por
el método clasico de Lambert para conseguir la mejor aproximacion posible al arco
orbital considerando las fuerzas perturbadoras del modelo. Para ello, partiremos del
valor X, obtenido por resolucion del problema clasico de Lambert y buscaremos
un valor proximo X, tal que al propagar la orbita a partir de las condiciones
iniciales (x¢yp = x(0), Xy = X(0)) se llegue finalmente al punto 7 = x(7T). Para
ello formularemos de manera conveniente el método de correccién de Orbitas visto
del apartado 3.2.3.

Supondremos el sistema dindmico dado por las ecuaciones diferenciales (1.33),
siendo F' la suma de todas las fuerzas que actian sobre el orbitador. Este sistema
coincide con (3.36) si hacemos y; = x;, y;43 = X;. Al integrar las ecuaciones diferen-
ciales con las condiciones iniciales y, = (37, y5, y5, y&, y&, y¥), donde xy = (v, 49, 43)
v X1, = (y¥, yE, y), obtenemos una solucién y (7T, y,) tal que sus tres primeras com-
ponentes (posicién) se aproximan al valor de &7 pero no coinciden exactamente con
él. El método consiste en modificar sucesivamente las condiciones iniciales de forma
que

Y1 =Y, +Ay;, Ay, =(0,0,0, Ays, Ays, Ays), (3.54)

esto es, manteniendo fijas las tres primeras componentes (posicién) y variando las

tres ultimas (velocidad), de forma que finalmente se verifique la siguiente igualdad
vi(T,y;) —y] =0, con i=1,23 (3.55)

es decir, que la posicién al integrar con el i-ésimo conjunto de condiciones iniciales

y,, coincida con la posicion final.

Esta formulacién coincide con la expresada en el apartado 3.2.3, donde debemos

establecer los elementos Z, 7, la funcién de condicién ¥,(g, z) y la matriz ¥ que
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caracterizan la extensién del método de mejora al método de Lambert generalizado.

Llamaremos J = {4,5,6} al conjunto de indices que pueden variar en (3.54), y
que representan las tres tltimas componentes del vector g, = (y,y), con y§) = T.
Por otro lado, la funcién de condicién puede ponerse como ¥, (y,z) = z = x7 y
actua unicamente sobre las componentes primera, segunda y tercera de y, lo que
permite tomar Z = {1,2,3}. Finalmente, puesto que la condicién actia sobre un

vector constante z = xr, habra que considerar ¥ como la matriz nula.

Notese que de acuerdo con el planteamiento del método de Lambert el tiempo T,
que puede variar en la mejora de érbitas periddicas, queda constante al igual que la

posicion del punto inicial.

Aplicando el método de mejora obtendremos una expresién para la correcciéon

AX', que vendrd dada por el sistema lineal

aZL’l 8x1 81’1

5B | a5\ (T

ox; ox; ox; || AN | S| m T ) (35
01‘3 81'3 (91'3 AX:JZ, $3T - ZL’3(T, yl)

oXi 09X, OX!

3.2.5. Aplicacion: busqueda de arcos orbitales alrededor de

la Tierra y de la Luna

Para probar el método hemos elegido, en primer lugar, distintos escenarios para
orbitas de satélites artificiales en torno a la Tierra, por un lado una érbita baja y
por otro una orbita de tipo GTO, esto es, una orbita que conecta una orbita baja
con una casi geosincrona. En ambos casos se han considerado tiempos de transito T
pequenos (menor que la mitad del periodo orbital) y se han calculado los siguientes

parametros:

= Velocidad X zK inicial que debe darse al orbitador en el instante inicial pa-
ra llegar al punto x; a través de un arco kepleriano, esto es en una 6rbita

kepleriana. Esta velocidad se calcula con el método de Lambert clasico.

= Velocidad X/ inicial que debe darse al orbitador en el instante inicial para

llegar al punto s a través de un arco orbital que sigue la 6rbita del problema
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principal del satélite. Esta velocidad se calcula con el método de Lambert

generalizado.

= Velocidad X inicial que debe darse al orbitador en el instante inicial para
llegar al punto x; a través de un arco orbital que sigue la 6rbita de un satélite
que se mueve de acuerdo con el modelo gravitacional JGM3 completo (70 x 70).

Esta velocidad se calcula con el método de Lambert generalizado.

T; (0.8777800558312644, -0.3307451473159457, -0.5728673995080709)
Ty (0.3035740774803623, 0.5284819271597148, 0.9153575487225404)

X (0.04267413629170610, 0.02834869360797352, 0.04910137765721319)

(2

X7 (0.04269575920597256, 0.02833731135825854, 0.04910034816123185)

7

XTI (0.04269595855573242, 0.02833749993626714, 0.04910019021818422)

Tabla 3.1: Datos del arco correspondiente a la 6rbita terrestre baja. Tiempo de transito 7 = 30.

(Unidades: radios terrrestres y minutos).

T, (0.3035740774803623, 0.5284819271597148, 0.9153575487225404)
Ty (-6.576757992130522, 0.2911285428470553, 0.0000000000000000)

X5 (-0.05990179870721625, 0.03781603425557815, 0.05939622545706166)

(2

X/ (-0.05989752029283919, 0.03775628831508424, 0.05939773166568424)

2

XTI (-0.05989751505728220, 0.03775657436176928, 0.05939741153253462)

Tabla 3.2: Datos del arco correspondiente a la érbita terrestre GTO. Tiempo de transito 7 = 300.

(Unidades: radios terrrestres y minutos).

Las tablas 3.1 y 3.2 presentan los valores de las velocidades obtenidas para la
orbita baja y la 6rbita GTO, mientras que en la figura 3.5 se muestran los dos arcos
orbitales encontrados en este apartado. Partiendo de las velocidades obtenidas para
los tres casos se ha propagado el problema hasta el punto final tomando los tres
conjuntos de condiciones iniciales: (x;, XX), (a;, X7), (x;, XT) y los tres modelos
orbitales: modelo kepleriano, problema principal o modelo J; y finalmente el mo-
delo gravitacional JGM3 (70 x 70) completo y se ha calculado la distancia entre la
posicién final obtenida por la propagacién y la posicién final deseada, obteniéndose
los resultados mostrados en las tablas 3.3 y (3.4), y que pueden resumirse en las

siguientes conclusiones:

= Si se usa la aproximacién dada por el método de Lambert clasico con los
modelos J; y JGM3 el punto final se encuentra a unos 8 km del deseado para
la érbita LEO y a unos 200 km para la 6rbita GTO.
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Figura 3.5: Arcos orbitales en érbitas LEO (izquierda) y GTO (derecha).

C.IL Modelo Kepler | Modelo J, | JGM3 completo
(x;, X 4.0x107° 8374.3 8449.9

(x;, X7) 3.7x1077 81.3

(x;, XT) 9.9x10~"

Tabla 3.3: Distancia, en metros, al punto final del arco en cada modelo para la érbita baja.

= Si se usa el arco orbital obtenido con el modelo J; como condicién inicial para
la propagacién con el modelo JGM3 completo, nos aproximamos del orden de
81 m en la 6rbita baja y 754 m en la GTO.

= Si se usan las condiciones iniciales obtenidas por aplicacién del método de
Lambert adaptado a cada modelo, el punto final coincide casi exactamente

con el deseado con un error menor que 10~7 m en todos los casos.

Los casos probados hasta ahora se han aplicado a la conexion de dos puntos
en un tiempo menor que la mitad del periodo orbital. Para ver como se comporta
el problema con tiempos mayores hemos aplicado el método a la conexiéon de dos
puntos también en érbita baja pero en un tiempo proximo al periodo orbital. En la
tabla 3.5 se dan los vectores de posicion inicial y final, y los respectivos vectores de

velocidad calculados con para los tres modelos de los ejemplos anteriores.
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C.IL Modelo Kepler | Modelo J, | JGM3 completo
(x;, X ) 1.3x1077 199902.6 200587.5
(i, X7) 3.6x1078 754.9

(x;, XT) 6.5%x1078

Tabla 3.4: Distancia, en metros, al punto final del arco en cada modelo para la érbita GTO.

T, (0.8464907196885539, 0.4595836367395579, 0.5312592044589876)
Ty (-0.2339281708867035, -0.3726215095096143, -1.008181938697762)

X5 (0.055722214658742983, 0.0079701078867527170, -0.043174857781784960)

(2

X7 (0.055721492735821873, 0.0080105298217992039, -0.043182340971615350)

7

X7 (0.055721496827045927, 0.0080109574936351145, -0.043182528611813396)

Tabla 3.5: Datos del arco correspondiente a una érbita terrestre baja considerando un tiempo
7T = 60. (Unidades: radios terrrestres y minutos).

La tabla 3.6, es similar a las tablas 3.3 y 3.4 pero calculada para este caso. Al
propagar el resultado dado por el método clasico de Lambert con los modelo J; y
JGM3 el punto final se encuentra a unos 15 km del punto deseado. Si propagamos
con el modelo JGMS3 la solucion del método generalizado con el modelo J, obtene-
mos un error de 236 m Finalmente, el error cometido en la propagacién utilizando

cada vector adaptado a cada modelo es del orden de 10~® m indicando que el vec-

tor final esta coincidiendo con el deseado.  El método generalizado de Lambert
C.IL Modelo Kepler | Modelo J, | JGM3 completo
(z;, X T 3.4x1078 15320.2 15555.6
(x:, X7) 4.3x107° 236.4
(x;, XT) 3.5%x1078

Tabla 3.6: Distancia, en metros, al punto final del arco en cada modelo para una érbita terrestre.

puede aplicarse a cualquier tipo de fuerza perturbadora y no inicamente al modelo
gravitacional del cuerpo central. Para comprobar ésto, se ha considerado un satélite
artificial orbitando en torno a la Luna donde se han tenido en cuenta el modelo gra-
vitacional de la Luna LP165P junto con la perturbacién que la Tierra ejerce sobre

el satélite lunar.

Hemos considerado dos puntos a una distancia aproximada del centro de masas

de la Luna de 10 radios lunares, donde la perturbacién producida por la Tierra es
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importante y se han calculado los siguientes parametros:

= Velocidad X zK inicial que debe darse al orbitador en el instante inicial pa-
ra llegar al punto x; a través de un arco kepleriano, esto es en una 6rbita

kepleriana. Esta velocidad se calcula con el método de Lambert clasico.

= Velocidad X inicial que debe darse al orbitador en el instante inicial para
llegar al punto x; a través de un arco orbital que sigue la érbita de un satéli-
te que se mueve de acuerdo con el modelo gravitacional LP165P completo
(165 x 165). Esta velocidad se calcula con el método de Lambert generaliza-
do.

» Velocidad X fﬂv@ inicial que debe darse al orbitador en el instante inicial
para llegar al punto s a través de un arco orbital para un modelo orbital
que considera la fuerza gravitacional kepleriana de la Luna y la perturbacion
producida por la atraccion gravitacional terrestre. Esta velocidad, asi como las

dos siguientes, se calcula con el método de Lambert generalizado.

El potencial perturbador de la Tierra sera tomado a partir de la expresion de
Vg dada por la ecuacién (2.35), donde la distancia entre la Luna y la Tierra

ha sido tomada aproximadamente como 221.37 radios lunares.

» Velocidad X iJJrV@ inicial que debe darse al orbitador en el instante inicial para
llegar al punto x; a través de un arco orbital obtenido para un modelo que
considera el problema principal de un satélite lunar perturbado por la atraccion

gravitacional terrestre.

= Velocidad X ;TMV@ inicial que debe darse al orbitador en el instante inicial para
llegar al punto x; a través de un arco orbital que sigue la érbita de un satélite
que se mueve de acuerdo con el modelo gravitacional lunar LP165P completo

(165 x 165) al que le anadimos la atraccién gravitacional terrestre.

Siguiendo la analogia con los casos anteriores se presenta en la tabla 3.7 las veloci-
dades iniciales obtenidas en los cinco casos, mientras que en la tabla 3.8, podemos
apreciar el error en metros obtenido entre el vector final y el vector obtenido de la
propagacién combinando las distintas condiciones iniciales con los distintos modelos

orbitales.

De los datos mostrados en la tabla 3.8, vemos que si utilizamos condiciones inicia-

les obtenidas sin la inclusién de la perturbacién del tercer cuerpo, al ser propagadas
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T; (8.715027353750699, 4.683953615172548, 1.445295040567537)

Ty (4.200843302825212, 8.370251693456526, 3.503658536291552)

X (-0.0088885095462878493, 0.014290897509099339, 0.0072824480070416611)
x7T ( -0.0088885035106045941, 0.014290911545181533, 0.0072824584317568389)
Xf”v@ -0.0089524274990118100, 0.014315675017697833, 0.0072920030886850637

( )
X/ Ve (-0.0089524182594439197, 0.014315682236216251, 0.0072920137460271029)
( )

XTHVe (£0.0089524214748922335, 0.014315689059034071, 0.0072920135224772992

2

Tabla 3.7: Datos del arco correspondiente a una 6rbita lunar media. Tiempo de transito 7 = 342.

(Unidades: radios lunares y minutos).

C.1. K LP165P | K +Vs Jo+Ve | LP165P +Vg
(2, X X) 1.12x107% | 121.9 | 39778.74 | 39775.09 | 39777.80
(i, XT) 1.33x107% | 39779.67 | 39776.02 | 39778.73
(2, K“’@) 8.35x1077 | 10.31 12.06
(s, X]T7%) 1.72x107° 4.32
(z;, X! T°) 1.12x10°8

Tabla 3.8: Datos del arco correspondiente a la 6rbita media considerando el potencial gravitacional

de la Luna y la Tierra como perturbaciéon de un tercer cuerpo.

con los distintos modelos que incorporan esta perturbacion, el error llega a ser de
kilémetros, de un orden aproximado a los 39 km. Por el contrario, cuando se obtie-
nen condiciones iniciales considerando el potencial del tercer cuerpo, al propagar con
cada modelo que incluyan esta perturbacién el error esta por debajo de los 12 m, en
el caso mas completo y menor para otros modelos incompletos. El mejor resultado lo
aportan las propias condiciones iniciales al ser propagadas con su respectivo modelo,

al igual que los casos anteriormente expuestos, el error llega a ser de 107% m

Tras analizar los resultados presentados en este apartado podemos concluir que
si aplicamos los resultados obtenidos por medio del método de Lambert para un
modelo de perturbaciones, incompleto la propagacion con el modelo completo nos
aleja del punto final en una distancia que oscila de metros a kilémetros dependiendo
del modelo. Sin embargo, aplicando el método generalizado de Lambert consegui-
mos una aproximaciéon que en el peor de los casos es menos que 107% m, esto es,

suficientemente buena en cualquier caso.



Capitulo 4

Arcos orbitales cerrados

Las definiciones de arco kepleriano y arco orbital, estudiados en el capitulo ante-
rior, estan asociadas a la solucion de las ecuaciones (1.3) y (1.4) y como consecuencia
al sistema de referencia espacial. La definicién de estos conceptos puede ser facilmen-
te extendida al sistema de referencia planetocéntrico si se sustituyen esas ecuaciones
diferenciales por las ecuaciones (1.34) o (1.35). A estos arcos, definidos en el sistema

planetocéntrico, les llamaremos arcos relativos.

Toda mision espacial de un satélite artificial esta disenada para un determinado
tipo de observacion asociado siempre a un observador u observable situado sobre la
superficie del planeta. Asi, el concepto de periodicidad no se asocia al concepto de
periodicidad orbital, sino a la combinacién de éste y de la rotacién del planeta, lo
que conduce a términos como los de orbitas que repiten la traza o, lo que es igual,
a orbitas periddicas en el sistema planetocéntrico. Ejemplos de la importancia de
este tipo de drbitas nos los dan las érbitas planetocéntricas o planetoestacionarias,

orbitas de tipo Molniya, 6rbitas congeladas, etc.

Si nos restringimos a orbitas keplerianas podemos decir que una orbita kepleriana
que repite la traza no es sino un arco kepleriano relativo en el que al cabo de un
tiempo el punto inicial del arco coincide con el punto final del mismo, lo que de ahora
en adelante llamaremos arco kepleriano cerrado. La periodicidad de estos arcos en el
sistema relativo exige que en el punto final no solo coincida la posicién sino también

la velocidad del punto.

El concepto de arco kepleriano cerrado puede extenderse si atendemos tinicamen-

te a la posicién y no a la velocidad. Tal como se ha dicho en la introduccion de
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esta memoria, McInnes (2011), introduce este concepto en su busqueda de érbitas
no keplerianas desplazadas. En este capitulo se redefine el concepto de arco keple-
riano cerrado y se propone un nuevo método de busqueda, basado en el método de

Lambert. Ademas se efectia un exhaustivo estudio de sus propiedades.

Finalmente, aplicando el método de Lambert generalizado podemos extender el
método de busqueda de arcos keplerianos cerrados a los arcos orbitales cerrados, en

los que se considera las perturbaciones del movimiento orbital.

4.1. Arcos keplerianos cerrados

Comenzaremos el estudio de los arcos orbitales cerrados restringiéndonos a un
modelo orbital kepleriano. Llamaremos arco kepleriano cerrado de periodo T y vérti-

ce w, a un segmento de orbita relativa kepleriana que verifica la relacién
ur =ug = u, (4.1)

siendo ug y w7 las posiciones del orbitador en los instantes t = 0, yt = T, referidas al
sistema planetocéntrico, respectivamente. La parte izquierda de la figura 4.1 muestra

un arco cerrado.

Figura 4.1: Izquierda: arco kepleriano cerrado. Derecha: el mismo arco mostrado en el sistema

espacial.

Un arco kepleriano cerrado estd caracterizado, al igual que el resto de arcos
keplerianos, por dos puntos y el tiempo empleado en recorrerlos. A diferencia de
los arcos keplerianos, los dos puntos que lo caracterizan estan referidos al sistema

planetocéntrico, y por ello no podemos aplicar directamente el método de Lambert!

! Cualquiera de los métodos que resuelven el problema de Lambert estdn formulados en el sistema

espacial.
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para buscar la orbita que lo caracteriza. Sin embargo, puesto que conocemos los
instantes de tiempo de ambos puntos podemos obtener las posiciones de los dos
puntos en el sistema espacial sin méas que aplicar la rotacion correspondiente, esto

es,

o = Rg(eo) Uy, LT = R3<00 + CL)@T) Uop, (42)

donde, wy, y 6y representan, respectivamente, la velocidad angular de rotacion del

planeta y el dngulo de rotacién del planeta en el instante ¢ = 0.

De esta forma, el arco cerrado de la izquierda de la figura 4.1 se transforma en el
arco orbital de la derecha de la misma figura, y la bisqueda de un arco kepleriano
cerrado se transforma en la busqueda de un arco kepleriano, por lo que el método
de Lambert puede ser aplicado, lo que demuestra, simultaneamente, que dado un
punto del espacio w y un tiempo 7T existen inicamente dos arcos cerrados (uno con
una orbita directa y otro con una drbita retrégrada) que tienen como vértice dicho

punto y se recorren en ese tiempo.

En la figura 4.2 se pueden apreciar las dos soluciones, directa y retrograda, co-
rrespondientes a un arco cerrado terrestre con vértice en un punto a una distancia
3.574, longitud A\ = 0° y latitud geocéntrica ¢» = 45° y periodo T = 8". Se mues-
tra en rojo la solucién directa y en blanco la solucion retrograda, tanto en la parte
izquierda superior como en la inferior que representa la proyeccion de ambos arcos

sobre la superficie terrestre.

Puede observarse en la figura 4.2 que la proyeccion del arco directo sobre la
superficie terrestre estda confinada en una regién pequena de la Tierra, mientras que

la de la 6rbita retrégrada recorre todas las longitudes?.

Por otro lado, la parte superior derecha de la figura muestra la érbita correspon-
diente al arco directo extendida a periodo de tiempo de varias veces el periodo del
arco. Podemos observar que la érbita no es periddica, esto es, no repite su traza.
A lo largo de la érbita el arco cerrado se repite multiples veces, sin embargo, los

vértices de estos arcos no coincidan.

2Para otros arcos se invierte esta propiedad.
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Figura 4.2: Parte superior izquierda e inferior: arcos cerrados directo (rojo) y retrégrado (blanco).

Parte superior derecha: extensién de la orbita del arco cerrado directo.

4.1.1. Coordenadas planetocéntricas de un punto de la 6rbi-

ta relativa

Para comenzar a estudiar las propiedades de los arcos keplerianos cerrados, tra-
bajaremos con las coordenadas polares esféricas (r, A, 1), esto es, con la distancia

r entre el orbitador y el centro de masas del cuerpo central, la longitud, A, y lati-
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tud3, 1, planetocéntricas del orbitador en lugar de las coordenadas cartesianas. Por
ello, en primer lugar buscaremos la relacién entre estas coordenadas y los elementos

orbitales.

Para ello, observemos la figura 4.3, donde S representa la proyeccién del orbitador
sobre la esfera celeste, IV el nodo de la érbita y S’ la proyeccion de S sobre el plano
fundamental Oxy. El tridangulo esférico SIN.S’ contiene toda la informacién necesaria
para determinar las relaciones buscadas si tenemos en cuenta que la distancia angular
SS’ representa la latitud planetocéntrica, mientras que la distancia angular NS’
viene dada por la relacion 0 + A — 2, siendo 6(t) el angulo de rotacién o tiempo

sidéreo del planeta, como se aprecia en la grafica de la derecha de la figura 4.3.

Figura 4.3: Relacion entre las coordenadas planetocéntricas y los elementos orbitales.

Las coordenadas esféricas del orbitador respecto al sistema polar-nodal, (Abad,
2012), {l,nxl,n}, corresponde a la terna ordenada (r, 0+A—2, ¢). Con la aplicacién
de la matriz de rotacién dada por R;(i)Rs(w + f), podemos cambiar al sistema

orbital {u,v,n} para obtener las siguientes expresiones:

rcost cos(d + X — ) rcos(w + f)
rcosty sin(@ +A—Q) | = | rsin(w+ f)cosi |, (4.3)
7 sin rsin(w + f)sing

3Habitualmente se usa la latitud planetografica ¢ en lugar de la planetocéntrica 1, sin embargo

para determinar las propiedades de los arcos cerrados es preferible usar ésta tdltima.
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o equivalentemente a,

a(l—é?)
rit) = 1+ ecos f(t)’
M) = Q—0(t) — tan~!(coslw + f(1)], sinw + f(£)] cosq), (44
L ¥(t) = sin(sinfw + f(¢)]sini),

donde, hemos llamado tan='(c,s) a la funcién que calcula el dngulo « tal que
cosa = ¢,sina = s y hemos tenido en cuenta que tanto 6 como f son funciones
de t.

4.1.2. Algunas propiedades de los arcos keplerianos cerrados

Usando las coordenadas esféricas planetocéntricas podemos reescribir la condicion

(4.1) en la forma

rr—10=0, A =X =0, ¥7r—1=0, (4.5)

donde el subindice representa el instante en que se evalia la coordenada.

Llevando las expresiones (4.4) a las igualdades (4.5) podremos encontrar, de for-
ma analitica, algunas propiedades de las orbitas que poseen los arcos keplerianos
cerrados. Asi, por ejemplo, de la igualdad de distancias en las expresiones (4.5)

deducimos que

rr—rg = 0, <=
a(l — e? a(l — e?
14Eecos}fr a 1—(Fecos;"0 =0 =
e(cos fr —cos fo) = 0,
esto, se cumple para,
e=0, o fr=2m—fo=—Jo (4.6)

de donde se deduce que, o bien la érbita es circular, o el punto medio del arco cerrado

coincide con el periastro o el apoastro.

En relacién a la condicién de la latitud en (4.5) y al sustituir por la tercera

expresion de la ecuacién (4.4), para cada instante de tiempo se tiene que

¢T—¢0 - 07 <
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sinyr —sinyy, = 0, <=
sin(w + fr)sini —sin(w + fp)sini = 0, <=
sini [sin(w + f7) —sin(w + fo)] = 0,
condicion, esta tultima, que se cumple cuando
i=0, o sin(w+ fr)—sin(w— fy) =0. (4.7)

Ya que en la tdltima expresion aparece el argumento de periastro y la anomalia
verdadera en los instantes de tiempo inicial y final, y sabiendo que fr = —fo,

podremos reemplazar la segunda de las expresiones (4.7) por
2sin fo cosw = 0,

condicion que se verifica para los valores

T 3
—0, -{Z. 2} 4.8
Jo 0 w 9 (4.8)
La condicién fy = 0, es incompatible con la condicién fr = — fy, puesto que esto

conduciria a que el punto inicial y el punto final del arco son el mismo lo que es
absurdo, luego la igualdad de latitudes demuestra la condicion
T 3w
1=0, o w:{—, —}, 4.9
5 5 (4.9)
lo que indica que la érbita con un arco kepleriano cerrado, es ecuatorial o bien el
argumento del periastro vale 7/2 o 37 /2. De hecho tendremos uno de los dos valores

para el arco cerrado con Orbita directa y el otro para el de érbita retrégrada.

Por otro lado, la tercera de las relaciones (4.4) permite poner

sin%} W
Y

sin ¢

fo =sin™? [

que nos da la relacion entre la latitud del vértice del arco, la inclinacion de la orbita

(4.10)

y el argumento del periastro (uno de los dos posibles).

En este punto puede demostrarse que la inclinaciéon de la drbita que contiene
un arco kepleriano cerrado depende unicamente de la latitud, v, del vértice y del
periodo, T, del arco. Para apreciar este hecho, partiremos de las expresiones (4.2)
que representan la posicion de los dos extremos del arco en el sistema espacial. En
esta expresién tomaremos, para simplificar los calculos y sin pérdida de generalidad,

el valor 6y = 0, con lo que obtendremos
r costh cos A r costp cos(A + wyT)
o= | rcosysin\ |, y xr=| rcosysin(A+w,T) |- (4.11)

r siny r siny
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La inclinacion, 7, de la érbita que pasa por esos dos puntos vendra dada por la
expresién cosi = m - e3, donde e3 representa la direccién del eje Oz del sistema
espacial y m viene dado por

o X T

n= (4.12)

[0 x 7]

Si sustituimos en la expresion (4.12) los vectores dados en (4.11) y nos quedamos
con la tercera componente de n obtenemos, después de la correspondiente manipu-
lacion trigonométrica y simplificacién de términos, la expresion
cos 1 cos(wpT)

, 113
sin “27 /3 4 2 cos(wy, T) cos ) — cos(2¢)) (4.13)

CosS? =

que demuestra que la inclinacién i es una funcién i = (), 7). La figura 4.4 muestra, a

la izquierda, las curvas i(7") para diferentes valores de 1. Si buscamos arcos cerrados,

12
150¢ 10
8

~ 100} <
by - 6
50 4
2

0 10 20 30 40 50 60
7 (h) Y ©)

Figura 4.4: Izquierda: curvas i(7) para distintos valores de 1. Derecha: curva T (i) para la

inclinacion critica.

con una inclinacién dada ig, podemos observar que la relacién iqg = i(1), T) determina
una funcién implicita 7 = T (1;4y) que da el valor del periodo del arco para un
vértice de latitud ¢ y la inclinaciéon deseada. La parte derecha de la figura 4.4

muestra esta funciéon T (¢;i.) particularizada para la inclinacién critica? ..

En apartados posteriores buscaremos y estudiaremos las propiedades de los arcos
cerrados para distintos valores de w y T o lo que es igual, para distintos valores de
(r, A\, 1, T). Si atendemos a las propiedades vistas hasta aqui y a las relaciones (4.4)

podemos restringir més el rango de buisqueda de arcos cerrados.

En efecto, observando la segunda de las relaciones (4.4) podemos deducir que la

longitud es irrelevante en la bisqueda de arcos cerrados, puesto que al cambiar ésta

4La inclinacién critica i, =~ 63°.43 se define a partir de la relacién 1 — 5 cos?i. = 0. Tiene
la importante propiedad de que mantiene constante el periastro para el problema principal del

satélite.
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nos dara, para el arco cerrado, una 6rbita con todos los elementos orbitales idénticos
excepto el dngulo del nodo que variard en una cantidad igual a la variacion de la

longitud. Es decir, que la orientaciéon del plano orbital del arco kepleriano variara.

4.1.3. Orbitas que repiten la traza con un arco kepleriano

cerrado: 6rbitas tipo Molniya

Hemos visto en la figura 4.2 que al continuar la érbita determinada por un arco
cerrado no queda garantizada la periodicidad de esta érbita en el sistema plane-
tocéntrico o, lo que es igual, la repeticién de la traza de la orbita. Para ver como
puede forzarse la obtencion de una érbita que tenga un arco cerrado y que repita la
traza analizaremos, en primer lugar, el valor del periodo orbital P para vértices con

distintos valores de 7 y 1.

La figura 4.5 muestra las curvas del periodo en funcién de r para distintas lati-

tudes ¢ para arcos y érbitas en torno a la Tierra.

ey=8°
myYy=20°
&Y =30°
W =40°
Y =45°
oy=50°
Y =55°
CY=60°

1 2 3 4 5 6
r(re)

Figura 4.5: Periodo (en horas) de la érbita de un arco cerrado en funcién de la distancia al centro

de su vértice y para distintas latitudes.

Dada una érbita de periodo orbital P su traza se repite cuando existen dos enteros
n 'y m tales que n P = m R, siendo R el periodo de rotacion del cuerpo central. Por
ejemplo, en el caso de la Tierra R es un dia sidéreo®, asi el periodo correspondiente
a una Orbita que repite su traza en dos vueltas es P = R/2 = 11.967 h, que se

representa en la figura 4.5 por una linea horizontal que corta algunas de las curvas

5Un dfa sidéreo equivale a unos 23.9345 horas.
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representadas. Los puntos de corte de esta linea horizontal con las curvas representan
los valores de r y 1 que son vértices de arcos cerrados cuyas orbitas repiten su traza

en dos vueltas. Estos puntos pueden verse mejor en la curva r,, (1) de la figura 4.6.

60}
50t
40/
> 7y (¥)
>
30t
20}
10t
2 3 4 5 6
r(rg)

Figura 4.6: La curva r,, representa los vértices de los arcos cerrados cuyas érbitas repiten su

traza en dos vueltas en la Tierra. Los puntos de esa curva en la regién sombreada representan

o

érbita balisticas.

ey=8"°
myYy=20°
& y=30°
Y =40°
Yy =45°
oY=50°
Y =55°
Y =60°

rp (rg)

1 2 3 4 5 6

Figura 4.7: Valor de la distancia en el perigeo r, para distintos r y 1. La zona sombreada

representa valores r, < 1 lo que equivale a una érbita balistica.

Normalmente, muchos arcos keplerianos cerrados pertenecen a 6rbitas muy excéntri-

cas lo que posibilita que la distancia en el periastro, r, = a(1 — ¢), pueda ser menor



Arcos keplerianos cerrados 95

que la unidad, lo que representa orbitas del tipo balistico. La figura 4.7 representa
el valor del parametro r, para distintos valores de r, una curva para cada latitud.
Todos los valores de r y 1 que pertenezcan a una curva en la zona sombreada de la

figura, r, < 1 representan o6rbitas balisticas que deben ser desechadas.

Estas mismas orbitas balisticas se representan en la zona sombreada de la figura
4.6, lo que indica que de toda la curva r,, (¢) de posibles érbitas cuya traza se repite
al cabo de dos periodos orbitales, inicamente son validas las que no estan en la
zona sombreada, esto nos da para dichas érbitas unos limites entre 20° y 55° para

la latitud del vértice del arco y de valores mayores de 2.5 rg para la distancia.

Como ejemplo de orbitas que repiten la traza buscaremos 6rbitas de tipo Molniya.

Las orbitas Molniya tienen las siguientes caracteristicas:

= Su traza se repite cada dos periodos orbitales.
= Su inclinacién coincide con la inclinacién critica.

= Poseen una gran excentricidad.

Normalmente estas orbitas tienen situado el apoastro en una zona de la Tierra
determinada. La inclinacion critica determina que la posicion del apoastro varie
muy poco (nada, si se considera el problema principal). Puesto que la érbita es muy
excéntrica el satélite se encuentra la mayor parte del tiempo en las proximidades del
apoastro (donde la velocidad es més lenta). Finalmente, puesto que repiten la traza

el apoastro siempre ocupa el mismo lugar.

Para buscar érbitas de tipo Molniya comenzaremos eligiendo, en la figura 4.6,
puntos de la curva r,,(¢) que representan los vértices de arcos cerrados con érbi-
tas de periodo la mitad del periodo de rotacién terrestre. De esta forma se cum-
plirda la primera de las condiciones de una 6rbita Molniya. Tomaremos los puntos
Vi(ry = 4.927, ¢y = 47°.13) y Va(ry = 2.718, 1y = 22°.81), elegidos de la curva r,, (1)

fuera de la zona sombreada para evitar que la o6rbita sea balistica.

Para conseguir que la orbita tenga una inclinacion critica, ., calcularemos el
periodo T aplicando a cada valor de ¢ la funcién 7 (¢, i.) que ha sido definida en el
apartado anterior y dibujada en la parte derecha de la figura 4.4. Asi, obtendremos

los valores 77 = 7.6367 h y 75 = 10.3531 h.
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Figura 4.8: Dos érbitas de tipo Molniya.

La tercera de las relaciones (4.4) indica que si obtenemos una érbita con un
arco cerrado en el vértice (r, A\, 1), en el vértice (r, A, —1)) tenemos exactamente
la misma érbita pero cambiando su inclinacién de i a m# — ¢ (pasa de directa a
retrograda o viceversa). Debido a esto, para el segundo vértice V5 tomaremos el
punto Va(ry = 2.718,1y = —22°.81) y construiremos una érbita Molniya con el
vértice en el hemisferio sur. En este caso la érbita tendra una inclinacién © — i, que

también es critica puesto que también verifica que 1 — 5cos?7 = 0.

Con estos elementos hemos obtenido para las orbitas un semieje mayor y una
excentricidad iguales a (a; = 4.1674,e; = 0.7131), (ap = 4.1660,e5 = 0.7476),
respectivamente. En la figura 4.8 se muestran las trazas de las dos érbitas: en amarillo

la de vértice V; y en rojo la de vértice V5.

4.2. Orbitas cuasiestacionarias

La parte inferior de la figura 4.2 muestra que la proyeccion de un arco kepleriano
cerrado sobre la superficie del planeta puede formar una figura cerrada (arco directo
en rojo) o abierta (arco retrégrado en blanco). Cada uno de estos casos corresponde

a una de las dos soluciones del problema de Lambert (arco directo o retrégrado).
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Desde el punto de vista de un observador situado en el punto subterrestre® del
vértice del arco, el recorrido del arco es visible completamente para el observador,
en el primer caso, mientras que en el otro caso este arco tiene puntos por debajo del

horizonte y por tanto no es siempre observable.

Supongamos un observador, situado en el punto subterrestre correspondiente a
un punto del espacio de vector ug, y un orbitador, que pasa por ug, posicion inicial
del arco cerrado, con velocidad Uy, tal que al cabo de un tiempo 7 el arco pase de
nuevo por el vértice ur = ug y todo el arco sea visible para el observador. En ese
momento su velocidad U no coincide con la inicial, por lo que la 6rbita continuaria
separandose del arco y, por tanto, el satélite terminaria por alejarse de la zona de

visibilidad del observador.

Si en el instante del segundo paso por el vértice se le aplica un impulso Av = Uy —
el orbitador vuelve a comenzar su recorrido por el arco obteniéndose asi una érbita
pseudoperiddica no kepleriana que llamaremos orbita cuasiestacionaria pues para el
observador esta Orbita es siempre visible y su posicion relativa es siempre proxima
al vértice del arco. Obviamente esta periodicidad no se consigue de manera natu-
ral, sino con un coste energético derivado de la realizacién de una maniobra cada

intervalo de tiempo 7T .

Uno de los parametros fundamentales para determinar el coste y duracion de una

misién espacial es la llamada velocidad caracteristica, (Curtis, 2012), esto es:

Av=>Y"|Auv]], (4.14)
=1

donde n es el nimero maximo de maniobras, Aw;, ejecutadas. Téngase en cuenta
que la cantidad de combustible de una misién esta directamente relacionada con la

velocidad caracteristica por medio de la expresion

Av = clog (M) |

mo

donde m,. es la masa total de combustible gastado para una velocidad caracteristica
Av, mientras que myg es la masa de la nave sin combustible y ¢ una constante de los

cohetes usados para producir cada impulso.

Lo que determina el coste de la mision es el Av final de la misma y no el nimero

de n impulsos, su distribucién temporal ni la direccion de cada impulso particular.

5Punto de la Tierra cuyo cenit coincide con el vértice del arco.
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Habitualmente el valor de Av se da en m/s o km/s de manera que conociendo los cos-
tes en esas unidades de distintas maniobras, podemos hacer una estimacion intuitiva
del coste total de una mision. Asi, por ejemplo, la maniobra més cara actualmente
la constituye la puesta en orbita de un satélite artificial desde la superficie de la
Tierra, que cuesta 7900 m/s. El paso de una érbita baja a una geoestacionaria a
través de una 6rbita GTO cuesta unos 1500 m/s, y la insercién en una 6rbita lunar

unos 700 m/s, etc.

Existen diferentes fuentes de energia que permiten generar los impulsos o manio-
bras orbitales, principalmente suelen ser sistemas de propulsiéon quimica basados en
propelentes”, por lo que cobra importancia el uso racional de éste en el espacio, ya
que la vida 1til de cada misién espacial se basa en la cantidad de propelente a bor-
do. También estdn los sistemas de propulsién iénica® (Burt and Elliot, 1968; Racca,
2003), o bajo-empuje y otras fuentes como las velas solares, planteada en McInnes
(1997); McKay et al. (2009); Anderson and Macdonald (2010). En la literatura ae-
roespacial se discute sobre otras alternativas para generar cambios de velocidad en
el espacio para orbitadores, pero actualmente siguen siendo muy costosos y de alto

riesgo para la mayoria de las misiones espaciales, (Wertz and Larson, 2010).

Hemos llamado 6rbita cuasiestacionaria a aquella que recorre continuamente un
arco kepleriano cerrado de manera que el orbitador sea siempre visible para un
observador. Para establecer con mayor precisién este concepto definiremos un nuevo
parametro que nos indicara y nos dara una medida de la “cuasiestacionalidad” del
arco. Para ello, observemos la parte izquierda de la figura 4.9 que presenta el cono de
visibilidad del arco kepleriano cerrado visto desde una estacién situada en el punto
del planeta cuyo cenit coincide con el vértice del arco. La posicion de este punto

queda determinada por el vector? p, = rg uo/|luol|.

Como puede observarse en la figura, un observador situado en el punto definido
por py, observa un punto cualquiera del arco, w; = wu(t;), t; € [0,7T], con una

distancia cenital, z;, que viene dada por la expresién

_ a; - p
zi:cosl{| 0

m} , a; =alt;) =u(ti) — po. (4.15)

El valor maximo de las distancias cenitales de todos los puntos del arco

"Los propelentes pueden ser sustancias muy diversas que reaccionan en la cdmara de empuje
de un cohete generando gases a alta presion y gran temperatura.

8Es un sistema de propulsién eléctrica que genera una fuerza de empuje por la aceleracién
producida por la expulsion, a grandes velocidades, de gas ionizado.

9Hemos tomado un cuerpo central esférico de radio 7.
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Figura 4.9: Distancia cenital de un punto del arco visto desde: a) (izquierda) el punto cuyo cenit

coincide con el vértice del arco; b) (derecha) un punto cualquiera del planeta definido por el vector
p-

indican la separaciéon mas extrema del arco respecto de su cenit. A este dngulo que
representaremos por la letra a le llamaremos dangulo del arco kepleriano cerrado, y

su valor vendra dado por

a = max(z;) = max {cos—l [%} Lt €0, ﬂ} . (4.16)

Es importante resaltar que este angulo es completamente distinto al dngulo de
vision desde el satélite, (dngulo del cono de visibilidad del planeta visto desde el
orbitador), que indica el drea que cubre sobre la superficie del cuerpo central un
satélite desde una posicion arbitraria del mismo. Las propiedades y el cédlculo de
este angulo, no seran tomadas en consideracion en esta memoria, pero se pueden

encontrar en Miani and Agrawal (2011).

El angulo o puede definirse para cualquier arco kepleriano cerrado, independien-
temente de que éste pueda o no formar una érbita cuasiestacionaria. De hecho, un
valor del arco menor que /2 indicard que el arco se encuentra siempre sobre el
horizonte mientras que un valor mayor indica que habra instantes en los que el orbi-
tador no sera visible, luego estableceremos como condiciéon para generar una orbita
cuasiestacionaria que o < 7/2. Ademds cuanto més pequeno sea el dngulo « més
“cuasiestacionaria” serd la orbita, en el sentido de la proximidad de todos sus puntos

al vértice, o tamano de la ventana de visibilidad.

Dado un vértice ug y un periodo de tiempo 7T existen dos arcos keplerianos
cerrados para estas condiciones, uno directo y otro retréogrado. En lo que sigue y con
objeto de simplificar el estudio de las érbitas cuasiestacionarias elegiremos, de entre
estas dos soluciones, la que tenga menor angulo o. Ademas, si este valor es mayor

que /2 diremos que el arco kepleriano correspondiente no puede dar lugar a una
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Orbita cuasiestacionaria.

Si queremos establecer las condiciones de visibilidad desde un punto cualquiera
de la Tierra de vector p (ver parte derecha de la figura 4.9) podremos modificar la

expresion (4.2) sustituyendo p por p, de forma que tendremos

a(p) = max {cos—l [m} Cai=ult) —p, tiel, 7']} . (4.17)

4.2.1. Orbitas cuasiestacionarias en la Luna

Las propiedades de las orbitas cuasiestacionarias dependen no solo de los elemen-
tos orbitales de la érbita que nos da un arco cerrado, sino también de la velocidad
de rotacion del cuerpo central. Para ilustrar estas érbitas, hemos elegido un cuerpo
central como la Luna, de rotacién lenta, lo que nos permitira construirlas con un

coste de mantenimiento mucho menor que para el caso de la Tierra.

Una representacion grafica de los arcos keplerianos nos permite tener otra pers-
pectiva de como son éstos al ser propagados en un periodo de tiempo dado. En
la figura 4.10, podemos apreciar cinco diferentes arcos keplerianos cerrados para el
caso lunar, los cuales poseen como punto comun el vértice de coordenadas polares
(107g,0°,40°). A partir de esta terna ordenada se calculan las dos érbitas, directa
y retrégrada, obtenidas con el método de Lambert, para el arco cerrado con vértice
en ese punto y con periodos, en dias, iguales a 4.1,7.5,9.1,18.5 y 20.0. El conjunto

de soluciones se muestran en la gréafica superior izquierda.

Estas soluciones presentan formas y geometrias similares, tanto la solucién directa
como la retrégrada, aunque en cada caso el angulo « es distinto. No siempre la
solucion directa define la orbita cuasiestacionaria pues el valor de «, en algunos

casos, es menor para la érbita retrograda.

En la grafica superior izquierda de la figura 4.10 se presentan una serie de arcos
keplerianos cerrados para el vértice y periodos 7 anteriormente senialados. No todos
estos arcos presentan valores del dngulo o < 7/2, esto es, no todos definen érbitas
cuasiestacionarias. En la figura superior derecha y en la inferior se muestran los

arcos que si forman una orbita cuasiestacionaria.

En la gréfica inferior de la figura 4.10, vemos como es la traza respectiva de los
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Figura 4.10: Arcos keplerianos cerrados para la Luna. La gréfica superior izquierda presenta
distintos arcos directos y retrégrados para el vértice (10ry,0°,40°) y distintos valores de 7. La
grafica superior derecha presenta las soluciones (directas y retrégradas) cuyos « son menores a
90°. La grafica inferior central corresponde a la traza o proyeccion sobre la superficie lunar de las

orbitas cuasiestacionarias de la parte superior derecha.

arcos anteriormente indicados. Esta traza muestra la posibilidad de disenar misiones

espaciales de cobertura regional para un cuerpo central cualquiera.

Una idea mas precisa de la forma y la geometria nos la aportan los elementos
orbitales, y para los arcos keplerianos cerrados de la figura 4.10 (derecha superior
y central inferior), se muestran en la tabla 4.1 los valores respectivos. La primer
columna representa el tipo de érbita directa, Oy, o retrograda, O,, luego estd el
periodo orbital del arco T en dias, el semieje mayor, a, en radios lunares, la excen-

tricidad, e, la inclinacion, 7, en grados y el angulo «, en grados. Podemos apreciar
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que los arcos keplerianos cerrados son muy excéntricos y abarcan distintos angulos

de visibilidad con distintos periodos orbitales.

Tabla 4.1: Elementos orbitales de los arcos keplerianos cerrados para el caso de lunar.

Oa/O, | T ()| a(ry)| e i) al®)
O4 4.1 | 15.3574 | 0.9701 | 43.2845 | 44.7570
O4 7.5 | 22.3501 | 0.9473 | 52.2107 | 76.7305
O4 0.1 | 25.2784 | 0.9395 | 59.1742 | 88.8106

O, 18.5 | 39.8646 | 0.9660 | 122.1880 | 86.8859
O, 20.0 | 41.9179 | 0.9760 | 128.4420 | 75.2432

En lo que sigue se efectuard un estudio mas sistematico de las propiedades de las
orbitas cuasiestacionarias para la Luna. Para ello se ha tenido en cuenta el rango de

valores siguiente:

» La distancia r se tomara dentro del intervalo [1,50], tomando el radio lunar,
rr, como unidad. Aunque para la Luna el radio de influencia de la misma tiene
un valor aproximado de 38 rp, se ha elegido el valor 50 como valor maximo de
la distancia ya que éste esta mas préximo al valor correspondiente al semieje

de las drbitas selenosincronas.

= La longitud A no sera tenida en cuenta pues, como se ha dicho en el apartado

4.1.2, variar \ equivale a variar el angulo del nodo {2 en la misma cantidad.

» La latitud selenocéntrica ¢ se toma en el intervalo [0,7/2]. No se consideran
valores negativos de la latitud porque de acuerdo con las relaciones del aparta-
do 4.1.2 1a érbita de un arco kepleriano cerrado con vértice en el punto (r, A, 9))
y periodo T se corresponde con el de vértice (r, A\, —1) cambiando directa por

retrégrada (o viceversa) y el argumento del periastro w por w + 7.

= El periodo T del arco cerrado se toma entre 0 y el periodo de rotacion de la
Luna (unos 27.32 dias). Para adaptarnos a este periodo se usard el dia como

unidad de tiempo.

En primer lugar analizaremos, a partir de las figuras 4.11 y 4.12, el valor del
angulo del arco kepleriano cerrado para distintos valores de r,¢y 7. Estas figuras
muestran en el eje Oy el valor de «, y en el eje Ox la distancia r. Cada curva,
representada con un simbolo diferente muestra el angulo para un tiempo 7 dado.

Finalmente, cada una de la cuatro figuras representa un valor de la latitud .
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Figura 4.11: Variacién de « vs r para distintos 7 y las latitudes ¢ = 1°y ¢ = 25°.
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Figura 4.12: Variacién de « vs r para distintos 7 y las latitudes 1) = 45° y b = 85°.

Observemos que para valores bajos de la latitud ¥ el angulo o disminuye conforme
aumentamos la distancia, y éste va en aumento al incrementar el periodo 7. La
izquierda de la figura 4.11, que representa una latitud ¢ = 1°, muestra un valor del
angulo a que varia entre 70° y 5° para un periodo 7 = 15 dias. Para un periodo

mayor el angulo o aumenta mientras que para un periodo menor disminuye.

Para latitudes mas altas, el comportamiento es diferente. La figura 4.12, que
representa latitudes ) = 45° y 1 = 85° la curva, para cada valor de T presenta una
apariencia horizontal. La realidad es que se presenta una disminucion de « para un
T dado pero ésta disminucion es muy pequena y no puede apreciarse en la figura.
Al contrario que para latitudes pequenas o aumenta al disminuir 7, y disminuye
cuando la latitud decrece. Por ejemplo, para la latitud ¢ = 45° el valor del angulo
cuando 7 = 15 dias es de unos 55°, mientras que para 1 = 85° con el mismo 7T se

obtiene un « de unos 6°.

El cambio en el comportamiento entre latitudes altas y bajas puede observarse
mejor en la gréfica de la derecha de la figura 4.11. En esta grafica vemos dos com-
portamientos distintos de las curvas para un 7 dado. Para algunas se observa una

forma casi horizontal, como para latitudes mas altas, pero para otros valores la curva
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de a(r) va disminuyendo hasta que alcanza un comportamiento casi horizontal. La
curva para 7 = 10 dias muestra claramente este fenémeno. Para comprender mejor
ésto, calculemos y dibujemos las érbitas cuasiestacionarias de vértice (r,¢ = 25°),
con r = 1,5,15,25,35,45,50, vy para un valor 7 = 10 dias. La figura 4.13 muestra

esas Orbitas en dos y tres dimensiones.

Figura 4.13: Orbitas cuasiestacionarias correspondientes a un arco de vértice (r,9 = 25°), con
r=1,5,15,25,35,45y 50, para un valor de 7 = 10 dias.

Los dibujos tridimensionales de las érbitas se muestran desde dos puntos de
vista diferentes. La imagen de la izquierda muestra como las érbitas, conforme nos
alejamos de la Luna, son cada vez més pequenas. La imagen de la derecha muestra
las mismas orbitas desde una perspectiva mas alineada con el punto de observacion.
En esta ultima observamos que la visibilidad del arco cerrado se va reduciendo hasta
que, a partir de un determinado valor, dicha reduccion de tamano se hace mucho
mas moderada. La figura inferior muestra la traza de las 6rbitas que tiene una forma

que muestra el mismo comportamiento.
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Después de analizar el angulo del arco kepleriano cerrado pasaremos a estudiar
el valor del coste del mantenimiento de la d6rbita en términos de Av. La figura 4.14
muestra este coste para el caso de latitud ¢ = 45° y para distintos r € [1,50]. A la
izquierda se da el coste absoluto en km/s de cada maniobra. Como puede observarse
el coste es muy grande para dérbitas de vértice préximo a la superficie (valores de r
pequenos) mientras que disminuye para distancias mayores. Esta medida del coste
resulta muy poco representativa pues depende del intervalo de tiempo T que se tarda
en efectuar dos maniobras consecutivas. Por esta razén se usa en la parte derecha
de la misma figura otro parametro que representa el promedio del Av, gastado por
dia. Para esto usaremos las unidades (km/s)/d.

Con este pardmetro Avy, que nos da el coste, por dia, de la érbita y no de cada
maniobra, podemos observar de nuevo la misma tendencia: para que el coste sea
pequeno la distancia r debe ser grande, como se muestra en la grafica de la derecha
de la figura 4.14.

W =45° W =45°
5 0.6 1
4\ o] %
24 ar=5d| 04
g «t=10d E03
2 r=15d] <
< r=20d 302
1 s1=25d 0.1
0 0.05

Figura 4.14: Valor de Av (izquierda) y Awv, (derecha) para distintos valores de r y 7, con una
latitud ¥ = 45°.

La figura 4.15 muestra el coste por dia de la érbita para latitudes ¢ = 1° (iz-
quierda) y 1 = 60° (derecha). En ambos casos se muestra el coste para valores de
r mayores que 25 radios lunares y para distintos valores de 7. La figura muestra
que el coste es menor cuanto menor sea la latitud, cuanto menor sea el periodo T y

cuanto mayor sea la distancia r.

Resulta también de interés en el estudio de las érbitas cuasiestacionarias analizar
el valor de la excentricidad de la 6rbita de la cual el arco es una seccion. La figura
4.16 muestra la evolucién de esta excentricidad en los casos ¢ = 1° (izquierda)
y ¥ = 60° (derecha). Como puede verse para una latitud baja, la excentricidad
toma cualquier valor entre cero y uno. Tiende a un valor cero para distancias, r,
muy altas, mientras que se hace muy grande para distancias pequenas. Por otro

lado, la excentricidad resulta menor cuando el periodo 7 aumenta. Observemos
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Figura 4.15: Valor de Awv, para distintos valores de r y T y latitudes ¢ = 1°, ¥ = 60°.

también, en la parte derecha de esta figura, que al aumentar la latitud no aparecen
excentricidades préximas a cero, manteniéndose, para toda distancia y todo periodo

valores grandes de la excentricidad
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0.2 T=20d 0.80
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Figura 4.16: Valor de la excentricidad e para distintos valores de r y T y latitudes ¢ = 1°, ¢ =
60°.

Finalmente, la figura 4.17 muestra la evolucién de la distancia en el periastro para
todo tipo de estas orbitas. Valores por debajo de la unidad, en la zona sombreada,
nos indican orbitas balisticas que si se recorren saliéndose del arco cerrado conducen

a una colisién con la superficie lunar.
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Figura 4.17: Valor de la distancia en el periastro r, para distintos valores de r y 7, con una
latitud ¥ = 60°. La zona sombreada representa orbitas balisticas.
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4.3. Arcos orbitales cerrados: mantenimiento de

Orbitas cuasiestacionarias

En el capitulo anterior se ha distinguido entre arcos keplerianos y arcos orbitales.
Los primeros se determinaban por medio del método de Lambert, mientras que los
segundos se obtenian aplicando el método de Lambert generalizado, esto es, mejo-
rando la aproximacién obtenida por el método de Lambert. Esta extension de arcos
keplerianos a arcos orbitales se puede realizar también para los arcos cerrados de
manera que, al igual que el método de Lambert, permite obtener los arcos kepleria-
nos cerrados, el método de Lambert generalizado permite obtener los arcos orbitales

cerrados.

El concepto de arco orbital cerrado se hace especialmente 1til cuando se consi-
deran érbitas cuasiestacionarias. En efecto, para el mantenimiento del orbitador en
estas érbitas es preciso la realizacién de una maniobra cada periodo de tiempo T
para lo cual es necesario que el punto donde se realice la maniobra sea el mismo
que el punto inicial, esto es el vértice del bucle. Si pretendemos mantener una 6rbita
cuasiestacionaria en un contexto orbital con un modelo con perturbaciones un arco
kepleriano cerrado se convierte en abierto puesto que las perturbaciones separan el
punto inicial del final. Para mantener la orbita es preciso calcular el arco orbital

cerrado y no el arco kepleriano.

En lo que sigue, analizaremos el proceso de mantenimiento de una orbita cua-
siestacionaria en la Luna. Para ello consideraremos, al igual que en la parte final del
capitulo anterior (apartado 3.2.5), un modelo de érbita lunar que tenga en cuenta to-
do el modelo gravitacional LP165P (165 x 165) asi, como la perturbacién producida

por la Tierra, cuyo potencial viene dado por V.

Hemos establecido cuatro estrategias de mantenimiento de una érbita cuasiesta-
cionaria basadas en la correccién sistematica de la érbita cada tiempo 7T, con un
Av calculado de cuatro formas distintas y hemos analizado la evolucién de la 6rbita
calculando la separacién entre el punto inicial y el punto final al cabo de un gran
nimero de vueltas a la 6rbita. Con este analisis veremos cual de las cuatro estra-
tegias es mejor y podremos medir la separacién final de la érbita respecto de su
posicion tedrica. Este estudio sustituye, en este caso, al estudio de la estabilidad de
orbitas periddicas que no puede ser aplicado porque la periodicidad de éstas orbitas

se consigue por un proceso de correccion de la misma.
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Las estrategias de correccion se pueden resumir en los siguientes puntos:

a. La primera, que denotaremos por las siglas AKNA, consiste en calcular una
unica vez el arco kepleriano cerrado (se usa el método de Lambert) y aplicar,
en cada intervalo de tiempo 7, un Av = X é{ - X ? , obtenido restando a la

velocidad del punto final del arco kepleriano cerrado la del punto inicial.

b. La segunda, que denotaremos por las siglas AONA, consiste en calcular una
unica vez el arco orbital cerrado (se usa el método de Lambert generalizado) y
aplicar, en cada intervalo de tiempo 7, un Av = X OO - X ?, obtenido restando

a la velocidad del punto final del arco orbital cerrado la del punto inicial.

c. La tercera, que denotaremos por las siglas AKA, consiste en calcular el arco
kepleriano cerrado cada intervalo de tiempo T y hacer la correccion de Aw
actualizando éste cada vuelta. Esta estrategia esta basada en que el punto
final siempre esta ligeramente desplazado respecto de la posicion inicial por
lo que arco kepleriano cerrado serda diferente al cambiar el vértice, por ello al

final de cada vuelta se calcula el nuevo arco y por tanto la nueva correccién

Av.

d. La cuarta, que denotaremos por las siglas AOA, consiste en calcular el arco
orbital cerrado cada intervalo de tiempo T y hacer la correccion de Av actua-
lizando éste en cada vuelta. Al igual que en la estrategia AKA, ésta se basa

en recalcular el arco orbital debido al desplazamiento inevitable del vértice.

Comenzaremos el estudio considerando un modelo gravitacional simplificado don-
de se considera unicamente el problema principal del satélite, esto es, el efecto del
armonico zonal (J;). Con este modelo se ha propagado una drbita cuasiestacionaria
con vértice en (r = 25rp, 1 = 35°) y periodo T = 8 d durante 30 arcos orbitales o
periodos (unos 240 dias). En la grafica de la figura 4.18 se muestra la evolucién del
error en la distancia entre el punto inicial y el punto final después de cada vuelta

(el eje Ox representa el nimero de arcos orbitales propagados).

En la parte izquierda la figura 4.18 se puede apreciar que para las estrategias
AKNA y AKA el error es de unos 35 m. en el primer arco, cantidad que va aumen-
tando progresivamente llegando a errores de 3 km para la tercera vuelta del modelo
AKNA y para la decimocuarta en el modelo AKA. La misma grafica muestra que la
estrategia AONA presenta un crecimiento del error mas moderado con un valor de

500 m, tras treinta vueltas, mientras que para la estrategia AOA no puede apreciarse
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Figura 4.18: Error absoluto en metros (m.) respecto al ntimero de arcos orbitales. La grafica de
la izquierda incluye las cuatro estrategias, mientras que la de la derecha incluye tnicamente las

dos mejores. En ambos casos se considera el modelo del problema principal del satélite.

en esta parte de la figura, ya que su valor es demasiado pequeno para la escala del

eje Oy.

En la parte derecha de la figura se muestran, por separado, las estrategias AONA
y AOA para el problema principal. Puede verse que un error por debajo de de los
0.00002 m. se supera, con la estrategia AONA, en la tercera vuelta, mientras que tras
30 vueltas el error con la estrategia AOA se mantiene por debajo de los 1.5 x 107°

m.

A la vista de los resultados obtenidos en el ejemplo anterior podemos descartar
completamente las estrategias AKNA y AKA y centrarnos en el andlisis de AONA
y AOA. Por ello, se ha realizado el misto estudio del error para orbita cuasiesta-
cionaria con el mismo vértice, pero considerando varios modelos de perturbaciones
maés completos: por un lado un modelo gravitacional Tig5.165 (modelo gravitacional
lunar LP165P) y por otro el modelo Tig5x165 completado con la perturbacién Vg

producida por la Tierra.

@ + Teseral(165x165)

Teseral (165x165) 0.00001
0.00002 = AONA
8.x107° -+ AOA
0.000015 o .
- / 2610
= 0.00001 = 3
& i / v 4.x107°°
_6 ,,‘/A/‘/k 7 —a
5.x 10 s = AONA 2.x107°
/H - 4 AOA /\/ /\ AN
0 o] s NA—“&/‘ -
5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30
Numero de arco orbital Numero de arco orbital

Figura 4.19: Representa lo mismo que la derecha de la figura 4.18 para los modelos Tig5x165 ¥
Ti65x165 + Ve-



110 Arcos orbitales cerrados

La figura 4.19 presenta los resultados de ambos modelos. A la izquierda el modelo
Tiesx165 v al derecha el modelo Tig5x165 + Ve En ambos casos se observan resultados
similares a los de la derecha de la figura 4.18, manteniéndose, para el modelo AOA,
el error del orden de 107° m. De hecho, puede propagarse mas de 1700 vueltas (unos

37 anos) hasta alcanzar un error del orden del milimetro.

Las gréaficas anteriores demuestran que la estrategia AOA es la mejor para el
mantenimiento de orbitas cuasiestacionarias. Para comprobar que esto es asi para
cualquier modelo de perturbaciones se ha realizado el mismo calculo (mismo vértice,

periodo del arco y tiempo de propagacién) para distintos modelos de perturbacién.

Modelo AOA Modelo AOA
> }(2 6 * D+ k2
-6[ ®+])
0.000015} | 4% 8107 1 st
- T(165x165) e T(165x165)
6.x 10~
E 0.00001 E -
3 54,5107 i/'
W )
/ e
.x107° //‘/k‘\r" :
5.x10 ot 2.x107} ke o)
0 X ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ o ¥ ‘ : ‘ ‘ ‘
5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30
Numero de arco orbital Numero de arco orbital

Figura 4.20: Error absoluto €,p5, en metros (m.) para cada vuelta del arco, utilizando la estrategia
AOA, para distintos modelos de perturbacién.

En la izquierda de la figura 4.20 se presentan los resultados de los siguientes
modelos: kepleriano, K; problema principal, Js; zonal completo, Jig5; teseral hasta
orden 3, T3y3, y teseral completo, Tigsx165- A la derecha, se toman los mismos mo-
delos anadiendo a cada uno de ellos la perturbacién Vg producida por la Tierra. En
todos los casos se aprecia, después de las 30 vueltas un error menor que 2 x 1075 m.
Las variaciones entre ellos no son significativas puesto que estan todas por debajo

del micrémetro por lo que podemos considerarlas como ruido de maquina.

Los test anteriores han sido todos realizados considerando un unico valor para
(r,,T) por lo que cabe preguntarnos si estos resultados variaran al cambiar el
vértice. Para comprobar esto se ha realizado una aplicacion exhaustiva del método
que cubra cualquier posible vértice de una érbita cuasiestacionaria, tomando rangos
de r € [1,50] y ¢ € [0,7/2]. Para el valor de T, se ha elegido para cada vértice el
valor de un quinto del periodo de la érbita kepleriana que contiene al arco orbital.
Con estos valores se ha propagado cada punto una vuelta del arco obteniéndose un

error que se muestra en la figura 4.21.

La figura 4.21 presenta los resultados para un modelo de perturbaciones basado



Arcos orbitales cerrados: mantenimiento de o6rbitas cuasiestacionarias 111

Eabs(mM)
1x1077

8x10°%

6x 1078

4x10°8

2x1078

Figura 4.21: Error, en metros, en la aplicacién del método de Lambert generalizado, para cerrar

arcos orbitales y mantener érbitas cuasiestacionarias.

en el problema principal del satélite. En ella podemos ver que en todos los casos el
error es del orden de 10~7 m. lo que constituye ruido de maquina. Esto indica que
el método de Lambert generalizado usado para cerrar el arco orbital converge para
cualquier posicién del vértice. Aunque la grafica que se presenta solo muestra los
resultados del problema principal se han realizado los calculos para otros modelos

de perturbaciones obteniéndose en todos los casos resultados similares.

Estos resultados nos indican que podemos aplicar el método de Lambert gene-
ralizado para cualquier vértice y cualquier perturbacién, tratada en esta memoria,

para el mantenimiento de érbitas cuasiestacionarias.






Conclusiones y trabajo futuro

El presente trabajo aborda el estudio de un nuevo concepto de érbita, llamada
orbita cuasiestacionaria, que permite extender el concepto de érbitas planetoesta-
cionarias o planetosincronas a puntos no pertenecientes al ecuador. Para desarrollar
y estudiar en detalle este nuevo tipo de érbitas ha sido necesaria la introduccion y
desarrollo de nuevas técnicas y herramientas de aplicacién, no solo a este proble-
ma, sino a muchos otros problemas de la Astrodinamica. Los principales resultados

obtenidos en esta memoria pueden resumirse en los siguientes puntos:

= Se han formulado las ecuaciones del movimiento orbital, asi como las ecuacio-
nes variacionales, para poder trabajar indistintamente en el sistema espacial
(inercial) y en el sistema planetocéntrico (rotacional) pudiendo usar, en am-
bos casos, la formulacién de las fuerzas y potenciales independientemente del

sistema en que éstas estén formuladas.

= Se ha aplicado el método de diferenciacion automatica para el calculo de las
derivadas, tanto del potencial como de la fuerza, lo que permite, entre otras
ventajas, no precisar una formulacion diferenciada, para cada tipo de fuerza,

de las ecuaciones variacionales.

= Se ha construido un procedimiento de evaluacién de las derivadas, de cualquier
orden, del potencial gravitatorio planetario aplicando el método de diferencia-
ciéon automatica. Este procedimiento sistematiza, y elimina singularidades, en
el calculo de las derivadas para cualquier modelo de potencial gravitatorio,
aunque sea de orden y grado muy altos, e independientemente de que derive-

mos respecto de coordenadas cartesianas o esféricas.

= El codigo correspondiente al calculo de las derivadas del potencial gravitatorio,
escrito en lenguaje C, ha sido adaptado a las modernas técnicas de paraleli-

zacion, mediante el uso de OpenMP, con la consiguiente mejora en el tiempo
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Conclusiones y trabajo futuro

de CPU, con respecto a la version secuencial, que se plasma en los resultados
mostrados al aplicarlo a los modelos EGM96, EGM2008 y el GMM-2B.

Se ha partido de un método de correccién de orbitas periédicas, basado en el
método de Newton, y lo hemos reformulado para extenderlo en dos direccio-
nes: mantener constantes algunas de las variables iniciales, incluido el periodo
orbital, y sustituir la condicién de periodicidad por otra que permita abordar

otro tipo de problemas como los problemas de contorno.

Se ha aplicado el método anterior para desarrollar el método de Lambert ge-
neralizado, que consiste en usar la solucion kepleriana del método de Lambert
clasico como punto de partida para construir una solucién que tenga en cuenta

todo el modelo de perturbaciones.

Se ha verificado la efectividad del método de Lambert generalizado, consi-
derando distintos escenarios para orbitas de satélites artificiales terrestres y
lunares, con distintos modelos gravitacionales, obteniendo correcciones cuyos

errores son del orden de los 1077 m.

Se ha definido el concepto de arco kepleriano cerrado y se ha estudiado la
existencia y las caracteristicas orbitales de éstos y el procedimiento de célculo,

basado en el método de Lambert.

Se ha buscado la relacion de las 6rbitas con arcos keplerianos cerrados con las
6rbitas que repiten la traza. Como caso particular se han obtenido un rango
de valores para los puntos por encima de la superficie terrestre que pueden
hacer de vértices de un arco que corresponda a una oOrbita de tipo Molniya,

obteniéndose unos valores ¥ € [20°,55°] y para r > 2.5rg.

Se ha definido el concepto de o6rbita cuasiestacionaria, asi como dos de los
parametros que la caracterizan: el angulo de la orbita y el coste. Se han ana-
lizado todas las posibles 6rbitas cuasiestacionarias para satélites alrededor de

la Luna.

Se ha estudiado el mantenimiento de las érbitas cuasiestacionarias con un
modelo orbital perturbado obteniéndose que, independientemente del vértice
de la érbita, y para cualquier modelo de perturbacién, una estrategia basada en
el calculo del Av a aplicar al final de cada arco, obtenido mediante el método
de Lambert generalizado, permite un error en la distancia entre el punto inicial

y final del arco del orden de 10~7 m.
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Entre los posibles trabajos futuros, derivados de la presente memoria, podemos

mencionar los siguientes:

= Aplicacién de la extension del método de correcciéon de orbitas a la busqueda
de orbitas periédicas en el modelo orbital. En particular, podemos mencionar

las érbitas simétricas alrededor de lunas de planetas, érbitas congeladas, etc.
= Extender el método de Lambert generalizado para multiples periodos orbitales.

= Extender el andlisis y la utilidad de las 6rbitas tipo Molniya, y otras érbitas
que repitan la traza, para érbitas en torno a la Luna y a Marte. Ademas se
podra relacionar estas orbitas con el concepto de constelaciones regionales de

satélites mencionado en la introducion.
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