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Prefacio

La presente memoria es un resumen del trabajo de investigacion desa-
rrollado por el doctorando en el departamento de Fisica Teoérica de la Uni-
versidad de Zaragoza bajo la tutela del catedratico doctor don Javier Sesma
Bienzobas. El objetivo principal de este proyecto ha sido explorar, més all4
de su utilidad como herramienta de céilculo numérico, las posibilidades de
aplicaciéon de métodos asintoéticos para resolver un conjunto de problemas de
la Mecanica Cuéntica que derivan de la ecuaciéon de Schrodinger con cier-
ta clase de potenciales confinantes dados por una suma de potencias. Estos
problemas pueden formularse mediante ecuaciones diferenciales de segundo
orden que, verificadas por funciones de una variable compleja z, presentan
singularidades en el origen y en el infinito de rangos enteros arbitrarios.
El conocimiento de las soluciones fisicamente aceptables de la ecuacién de
Schrodinger en el intervalo completo de distancias de cero a infinito exige
disponer de representaciones adecuadas de cualquier solucién particular de
la ecuacion en la vecindad de ambos puntos singulares y establecer relaciones
entre ambas representaciones mediante expresiones algebraicas denominadas
formulas de conexion. Estas formulas dependen de ciertas constantes com-
plejas, denominadas factores de conexion o multiplicadores de Stokes, cuyo
célculo es equivalente a resolver el problema global o problema de conexion
de la ecuacién diferencial correspondiente al problema fisico de interés.

El capitulo primero contiene un breve compendio de algunas definiciones
y teoremas fundamentales del Anélisis Asintético que permiten, entre otras
cuestiones, comprender el significado de simbolos utilizados para la expre-
sion del comportamiento de una funcién en la vecindad de algin punto de su
dominio de definicién, la diferencia entre un desarrollo asint6tico de una fun-
cién y una serie convergente a la funcion dada, establecer condiciones bajo
las cuales pueden realizarse operaciones algebraicas, integracion o derivaciéon
de desarrollos asintoticos, o cudndo un desarrollo asintético constituye una
representacion vélida de una funcién compleja en la vecindad de un punto
dado. En las dos primeras secciones del capitulo segundo el lector encontrard
algunos toépicos de la teoria de representacién de soluciones de ecuaciones di-
ferenciales lineales de segundo orden en la vecindad de puntos singulares que
son necesarios para formular correctamente nuestro problema de conexidn,

XIII



XIV CAPITULO 0. prefacio

con referencia especial al fenémeno de Stokes. En la secciéon tercera descri-
bimos el método de F. Naundorf [43] de resolucién del problema global en
ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden con dos puntos singulares,
en el cual se inspira nuestro trabajo. En las secciones cuarta y quinta expo-
nemos nuestro método de resoluciéon del problema global, el método de los
Wronskianos, considerando primero ecuaciones que presentan una singulari-
dad regular en el origen y una irregular en el infinito (caso regular-irregular),
y en segundo lugar ecuaciones donde ambos puntos singulares, origen e in-
finito, son irregulares (caso irregular-irregular). Este método, exacto salvo
célculos numéricos, se basa en la idea de que es posible obtener los factores
de conexién como cocientes de Wronskianos de dos sistemas de soluciones de
la ecuacion diferencial: el primero representado por series de potencias (so-
luciones de Floquet), el segundo por desarrollos asintoticos en potencias de
la variable independiente (soluciones de Thomé). En particular, el espectro
de energias se obtiene exigiendo, en la férmula que conecta a una solucion
regular en el origen con las dos soluciones de Thomé, regular e irregular, en
la vecindad del infinito, la anulacién del factor que multiplica a la solucion
irregular.

Los capitulos tercero, cuarto y quinto presentan, siguiendo un orden cro-
nolégico, la referencia de los trabajos publicados cuyos contenidos definen
etapas sucesivas en el desarrollo de nuestro proyecto. En el capitulo terce-
ro exponemos algunas aplicaciones del método de Naundorf a la ecuacion
de Schrédinger con diferentes potenciales que han merecido la atencion de
muchos autores: el potencial "de Cornell" (Coulomb maés lineal), [26],

/

V(r) = —“7 +b+er, (1)

utilizado en la espectroscopia de hadrones, el potencial del efecto Stark es-
férico en el hidrogeno, [27]

1
V(r)=——+An, (2)
r
y los osciladores anarmoénicos unidimensionales, [28], como el séxtico
V(SE) = )\233'2 + )\4:174 + )\6366, (3)

que han servido para contrastar diferentes métodos aproximados de resolu-
cion de la ecuacion de Schrodinger, y los potenciales "sombrero", |29]

Vi(r) = a(r” — 0°)?, (4)

que aparecen en diferentes modelos de fisica molecular, fisica de la materia
condensada y teorias de campos. El método de Naundorf da el espectro de
energias correspondiente a cada potencial como conjunto de ceros de una
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funcién definida en términos de series dobles que se suman numeéricamente.
Los valores de las energias obtenidas por nosotros aplicando este método
para diferentes valores escogidos de los pardmetros de cada potencial se han
comparado con los valores publicados por otros autores, con resultados sa-
tisfactorios, lo que para nosotros constituye una prueba de validez suficiente
del método de Naundorf.

En el capitulo cuarto damos cuenta de algunas aplicaciones de la versiéon
(I) del método de los Wronskianos, descrita en la seccion 2.4 del capitulo
segundo, a problemas de conexién en los cuales uno de los dos puntos sin-
gulares de la ecuacion diferencial es regular, siendo el otro irregular. En la
seccion 4.1 consideramos varios ejemplos de osciladores anarmonicos, [31],
como el oscilador unidimensional representado por el potencial

V(z) = ga? + 22V, N=1,23,.., (5)

estudiado por Guardiola et al. |[36], Nanayakkara et al. [42] y Amore et al.
[5], otros solubles algebraicamente, como los de Péschl-Teller, Poschl-Teller
modificado y Morse [23]. Otros ejemplos [30] son el oscilador anarmoénico
cudrtico

V(r) = Agrt 4+ Aor? + A_or™2, Ay >0, (6)

discutido por Balsa et al. |7] cuando A4 = 1, A_9 = 0, y el oscilador anar-
monico general

= Z Ajrj, N >2  Ayny >0. (7)
j=—2

En la seccion 4.2 aplicamos nuestro método a la ecuacion de Schrédinger
[32]

—Zz 7"‘ ng w =0, gg]\?#ov (8)

con un potencial polinomial

g(z) = 272.@(2) = Z gszsv gs = gs-‘r?a N = N -1, (9)
s=—2

que incluye los términos centrifugo y de energia. A fin de comparar los valores
de los factores de conexién que genera nuestro método con los obtenidos por
otros autores, como [16], consideramos dos ejemplos de ecuaciones integrables
mediante productos de funciones elementales por funciones hipergeométricas:
correspondiendo a N =1 (N = 0) la ecuacion

d*w 1
_ 20w 2 42+ _
¥ + (z + A 4)11} 0, (10)
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y para N = 2 (N =1) la ecuacion de un oscilador armonico de energia ¢,

—ZQTw + (24 + 622> w = 0. (11)

En el capitulo quinto presentamos algunas aplicaciones de la version (II)
del método de los Wronskianos, descrita en la secciéon 2.5 del capitulo se-
gundo, a problemas donde la ecuacién de Schrédinger contiene un potencial
suma de potencias de la variable independiente, de modo que el origen y el
infinito son ambos puntos singulares irregulares de la ecuacion diferencial.
La seccion 5.1 estd dedicada al calculo de los factores de conexioén en la ecua-
cion de Heun doblemente confluyente (DCHE), [1], [51, p. 129], un ejemplo
clasico de ecuacién que tiene en el origen y el infinito dos singularidades irre-
gulares de rango 1. A fin de comprobar la viabilidad del método, tomamos
como ejemplo la ecuacién radial reducida de Schrédinger de una particula
de masa m, momento angular [A y energia F = A2h2/2mr§ en un potencial
con simetria esférica

B h2 <A2’f’8 n A_qrg n Ag +l(l + 1) n A1T01> 7 (12)

V(r) =

2m ri r3 r2 r

que mediante un cambio adecuado de variable adopta la forma normal [55]
de la DCHE. Eligiendo adecuadamente los valores de los parametros A_s,
A_1, Ao, A1, y del parametro de energia Ay, (12) pertenece a una clase de
potenciales cuasiexactamente solubles [62] y presenta un estado ligado, de
momento angular I = 0 y energia E = —(1/4)h?/2mrE, representado por
una solucion normalizable en el semieje real positivo [46]. En estas condicio-
nes, es posible conocer los valores exactos de los factores de conexién de la
soluciéon multiplicativa, que vienen dados por series cuyo término general es
un producto de funciones elementales. Los valores obtenidos sumando estas
series coinciden con los valores de las partes reales de los mismos factores
calculados por nuestro método utilizando un programa FORTRAN con doble
precision.

Los osciladores "spiked" cuéanticos, i.e. osciladores armoénicos dotados de
un término repulsivo singular en el origen,

A
et A>0, a>0, (13)

han suscitado el interés de una considerable némina de autores desde la
publicacion del trabajo pionero de Klauder [38]. En la seccion 5.2 utilizamos
el método de los Wronskianos para obtener los niveles de energia y funciones
de onda de una particula en un potencial "spiked" confinante tridimensional
[33]

Gmax

Vi) = > Algr, (14)

9=qmin
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donde el indice ¢ recorre un conjunto finito de nameros enteros y /o racionales
positivos y negativos (Qmin < 0)7 (Qmax > 0)7 A(Qmin) > 0, A(Qmax) > 0. La
ecuacion de Schrédinger con este potencial se lleva a la forma

d?w 2N N
2 Y s w0, MFS0 i >0 (1)
s=—2MN

donde M, N representan los rangos de las singularidades en el origen y el infi-
nito respectivamente. Nuestro método no precisa del calculo de las funciones
de onda en ambos puntos singulares, es suficiente conocer el comportamien-
to asintoético de tales funciones en la vecindad de uno y otro punto. En este
caso, la condicién de cuantizacion deriva de exigir que, de las dos soluciones
de Thomé representadas por sendos desarrollos asintdticos en la vecindad
del origen, la que tiene un comportamiento regular en el origen sea también
regular en el infinito. La idoneidad de nuestro procedimiento para tratar os-
ciladores "spiked" se verifica aplicindolo a algunos casos particulares, como
el potencial

V(r)=Agr? + A yr™t, Ay =1, (16)

estudiado por Buendia et al. [14], Roy [52], Znojil [69], Aguilera-Navarro et
al. [4], el potencial

V(r)=Agr? + A yr~* + A g7 F, (17)
tratado en [14], |52], [53], y el potencial
V(r)=r*+ X%, (18)

considerado por Aguilera-Navarro et al. [3| y Buendia et al. [14]. En el primer
caso, con el potencial (16), nuestra aritmética FORTRAN de doble precision
genera resultados cuya exactitud es comparable a la excelente alcanzada por
Buendia et al. con un método de continuaciéon analitica, o a la de Roy, quien
utiliza un método pseudoespectral generalizado. En el caso del potencial
(17), la concordancia de nuestros resultados con los de Buendia et al. y
Roy es notable. Finalmente, con el potencial (18) la exactitud de nuestros
resultados mejora la de los que se obtienen en [3] por integraciéon numérica
de la ecuacién de Schrodinger, aunque no alcanza la de Buendia et al. con el
método de continuaciéon analitica.

En un capitulo suplementario dividido en dos apéndices analizamos sen-
dos problemas cuya solucién reviste una dificultad particular. El primero
afecta de modo critico a la validez de nuestro método, mediante el cual se
han obtenido expresiones de los factores de conexiéon que dependen de se-
ries infinitas cuya convergencia ha de quedar probada. En el apéndice A
proponemos una demostracién basada en un teorema de Perron [47] sobre
recurrencias lineales, que permite establecer mayoraciones de los valores ab-
solutos de los términos generales de las citadas series cuando su indice crece
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indefinidamente. De estas mayoraciones se deduce que en el problema de co-
nexién regular-irregular, asi como en el caso irregular-irregular, los factores
de conexiéon dependen de series que convergen a la misma velocidad que la
serie geométrica. En [32] se da la prueba de convergencia en los casos de
conexion regular-irregular, en el apéndice A consideramos también la con-
vergencia en los casos de conexién irregular-irregular. En el apéndice B se
plantea el problema de determinar los indices p, y coeficientes ¢, en las
expansiones de las soluciones multiplicativas, o soluciones de Floquet,

+o0
up(z) = Z cn,nz"J“p", n=1,2, (19)
n=—oo

en la vecindad del origen cuando éste, ademés del infinito, es un punto sin-
gular irregular de la ecuacién diferencial. Se trata de un problema més com-
plicado que el correspondiente a las expansiones en la vecindad del origen
cuando éste es un punto singular regular,

“+o0o
up(2) = Y enpz™P, =12, (20)
n=0

teniéndose entonces que para cada n = 1,2, p, son las raices de una ecuacién
de segundo grado y ¢, verifican una recurrencia cuyo valor inicial co, de-
termina a los demas. En el caso irregular-irregular, la sustitucion de (19) en
la ecuacién diferencial da lugar a un conjunto infinito de ecuaciones en di-
ferencias homogéneas que puede interpretarse como un problema de valores
propios no lineal. El método de iteraciéon de Newton que describimos en el
apéndice B da solucién al problema en etapas sucesivas, resolviendo en cada
una un sistema lineal finito de ecuaciones que procede del sistema original
por linealizacion [44] y truncadura, habida cuenta de que p, son tales que se
verifica la condicién de normalizacion

“+00
Z ‘Cn,'q’2 < +o0. (21)

n=—oo

Al final de algunos capitulos incluimos notas aclaratorias de varias cues-
tiones cuya exposiciéon detallada en las secciones donde se presentan converti-
ria en extremadamente ardua y dificultosa la lectura del texto. La bibliografia
que completa esta memoria contiene una lista, no exhaustiva, de libros y ar-
ticulos publicados en revistas cientificas que han contribuido a allanar las
dificultades que surgieron en la elaboracion de esta tesis. La citada lista in-
cluye casi todos nuestros trabajos de investigacion publicados hasta la fecha,
donde el lector encontrard una relaciéon pormenorizada de otras referencias
que han servido de orientaciéon y guia al desarrollo de este proyecto.



Capitulo 1

Desarrollos asintoticos. Ideas
generales

1.1. ;Qué es el andlisis asintético?

La elaboracion sistemaética de la teoria que hoy conocemos como "Analisis
asintético" se inicid en 1886 con la publicacion de sendos trabajos de Stieltjes
[59] y Poincaré [48]. A su desarrollo han contribuido matematicos ilustres
como Borel, Nevanlinna, Carleman, Perron, Birkhoff y Watson, entre otros.

A pesar de su respetable historia y de una presencia frecuente en libros
y publicaciones de &mbito cientifico y tecnolégico, no parece existir, a dia de
hoy, un acuerdo unidnime acerca de la naturaleza de este cuerpo de doctrina
ni de su ubicacién precisa en el vasto espacio del conocimiento matemaético.
Sirvan a modo de ejemplo las definiciones de algunos expertos en la materia:

"El Analisis asintdtico es la rama de las Matematicas dedicada al estudio
del comportamiento de funciones en y en la vecindad de puntos dados de sus
dominios de definicion" 13, p. 1].

"El Analisis asintotico es el arte de encontrar una funcién sencilla que
constituye una buena aproximaciéon de una funcién complicada, de manera
que la exactitud de la aproximacién aumenta cuando el argumento de la
funcion dada se comporta de cierta manera preestablecida" [66, p. 108].

"La definicién méas prudente y no la més incierta es la siguiente: El Anali-
sis asintotico es la parte del Anélisis que considera problemas del tipo tratado
en este libro" [15, p. 1].

Sin dnimo de arrojar més lena al fuego de la incertidumbre acerca de la
naturaleza genuina de las cosas, declaramos que, a lo largo de esta memoria,
el Analisis asintotico es para nosotros un sistema de conceptos y métodos
que constituyen una herramienta ttil para resolver problemas de Mecanica
Cuantica, en particular para obtener soluciones globales de ecuaciones dife-
renciales de segundo orden que aparecen al considerar la ecuacién de Schro-
dinger con una amplia clase de potenciales dados por sumas de potencias de
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una variable compleja.

En este capitulo, a modo de introducciéon, revisamos los conceptos y
resultados fundamentales del Anélisis asintdtico, centrando la atencién en
las funciones complejas de una variable compleja z. Las demostraciones de
cierto nimero de teoremas y corolarios aparecen resumidas, remitiendo las
restantes a las referencias que se citan a lo largo del texto.

1.2. Relaciones asintdticas. Simbolos de orden O, o

La manera més simple de obtener alguna informacién acerca del com-
portamiento de una funciéon compleja dada f(z) en la vecindad de un punto
zp de su dominio de definicién, consiste en calcular su limite cuando z — zg.
Desde luego, en el paso al limite desaparece una gran parte de la informacion
especifica que permite diferenciar el comportamiento de la funcién dada del
comportamiento de otras funciones g(z) cuyo limite hacia zy coincide con el
de f(z).

No obstante, si el limite del cociente f(z)/g(z) de la funcion dada entre
otra funcion g(z) cuando z — zg es conocido, ademéas de comparar las velo-
cidades de crecimiento de ambas funciones en la vecindad de zg serd posible
obtener informacion detallada acerca del comportamiento de f(z), siempre
que se disponga de una representacion adecuada de g(z) en dicha vecindad.
En el caso méas frecuente, la representacion de f(z) asi obtenida toma la
forma de una serie, convergente o no, de funciones de z, denominada serie
asintdtica o expansion asintética. Por razones de rigor que luego expondre-
mos, siguiendo a [24, p. 209], consideramos preferible denominar desarrollos
asintdticos a las representaciones aproximadas de funciones en la vecindad
de algin punto de acumulacién de su dominio de definicién.

Definicion 1.(Dominancia asintética fuerte. Simbolo 0). Sean f(z), g(z)
funciones complejas de la variable compleja z definidas en una region D del
plano complejo. Sea zp un punto de acumulacion de D. Se dice que g(z)
domina fuertemente sobre f(z) cuando z — zg, y se escribe

f(z)=0(9(2)) (2 — 20), (1.1)
) o 1) _
Jim =0, (1.2)

es decir, si para todo € > 0 existe una vecindad U, de zg tal que
F@)|<elgz)  VzeU.nD. (1.3)

Se dice que ¢g(z) domina asintoticamente sobre f(z) en D si g(z) domina
asintoticamente sobre f(z) cuando z — 2y para todo punto de acumulacion
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zg del conjunto D.

Definicion 2.(Equivalencia asintotica. Simbolo ~). En las mismas con-
diciones de la definicion 1, se dice que f(z) y ¢g(z) son asintoticamente equi-
valentes cuando z — zp en D, y se escribe

f(z)~9(z) (2 — =), (1.4)
si M B
Jim o) " 1. (1.5)

La propiedad anterior también se expresa diciendo que g(z) es una apro-
ximacion asintotica a f(z), o bien que f(z) es asintotica a g(2).

Se dice que f(z) y g(z) son asintéticamente equivalentes en D si son
asintéticamente equivalentes cuando z — zg para todo punto de acumulacién
zp del conjunto D.

La equivalencia asintotica de funciones complejas definidas en una regiéon
D C C es una relaciéon de equivalencia algebraica, toda vez que verifica las
propiedades reflexiva, simétrica y transitiva.

Definicion 3. (Proporcionalidad asintética). En las mismas condicio-
nes de las definiciones 1 y 2, se dice que f(z) y ¢g(z) son asintoticamente
proporcionales cuando z — zp en D, y se escribe

f(z)ocgz) (2 — 20), (1.6)

si existe una constante A compleja no nula tal que f(z) y Ag(z) son asinto-
ticamente equivalentes cuando z — zg en D, es decir, si

f(z) ~Ag(z) (2 — 20), (1.7)
o bien si 12)
lim ) = A. (1.8)

Se dice que f(2) y g(z) son asintoticamente proporcionales en D si son
asintoticamente proporcionales cuando z — 2p para todo punto de acumu-
lacion zg del conjunto D.

Corolario 1. En las mismas condiciones de la definiciéon 3, si las funcio-
nes f(z) y g(z) son asintGticamente proporcionales y A es la constante de
proporcionalidad correspondiente, entonces la funcion f(z) — Ag(z) es do-
minada asintoticamente por la funcién Kg(z) para todo valor no nulo de la
constante compleja K. En efecto,

f(z) = Ag(2)

lim 12— 29 .
zgrzlo Kg(z) 0, (1 9)
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es decir,
f(z) = Ag(z) = 0o(Kyg(2)), (2 — 20), (1.10)

en particular, para K = A,
f(z) = Ag(2)(1 + o(1)), (z — 20). (1.11)

Definicién 4. (Dominancia asintética débil. Simbolo O). En las mismas
condiciones de las definiciones precedentes, se dice que g(z) domina débil-
mente sobre f(z) cuando z — 2g, y se escribe

f(z) =0(g(2)) (2 — 20), (1.12)

si existe una constante real no negativa A y alguna vecindad U de zy tales
que
1f(2)] < Alg(2)| VzeUnND. (1.13)

En particular, si g(z) # 0 en alguna vecindad de zp, 1.12 significa que
f(z)
9(2)

Se dice que ¢(z) domina débilmente sobre f(z) en D si g(z) domina deé-
bilmente sobre f(z) cuando z — 2y para todo punto de acumulaciéon zg del
conjunto D.

lim
Z—r20

< A. (1.14)

Corolario 2. Si g(z) domina fuertemente sobre f(z) cuando z — 2o,
entonces ¢g(z) domina débilmente sobre f(z) cuando z — zp. Formalmente,

f(z) =0(9(2)) (2= 20) = f(2) =0(9(2)) (2= 20) (1.15)

En efecto, asumida la dominancia asintotica fuerte de g(z) sobre f(z),
existe una infinidad de vecindades de zj en las cuales |f(z)| es mayorada por
Alg(2)|, donde la constante no negativa A depende en general de la vecindad
considerada.

La proposicion reciproca no es verdadera necesariamente. Si f(z) =
O(g(z)), cabe deducir solamente que

f(2)

9(2)

donde A es una constante no negativa, que puede ser cero o mayor que cero.

lim
Z—20

< A, (1.16)

Corolario 3. Si la dominancia de g(z) sobre f(z) cuando z — 2o es débil
y no fuerte, entonces ambas funciones son asintéticamente proporcionales
cuando z — zp. Formalmente,

f(2) = 0(g(2)) ¥ f(2) #0(9(2)) = f(2) xg(2) (2—=2).  (1.17)
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En las condiciones dadas, existe una constante compleja no nula, A, tal

que
lim M = A, (1.18)

donde
f(z)
9(z2)

y cuyo argumento es el desfase entre ambas funciones en el punto limite zg.

’A’ (1.19)

ZA)ZO

Teorema 1. (Propiedades de las relaciones asintoticas de orden). Sean
f(2), 9(2), ¢(2), ¥(z) funciones complejas definidas en una region D del
plano complejo, sea 2y un punto de acumulacién de D.

Proposicion 1.1. Si 1(z) domina débilmente sobre f(z) y ¢g(z) domina
débilmente sobre ¥(z) cuando z — zg, entonces ¢g(z) domina débilmente
sobre f(z) cuando z — zp. Formalmente,

Si f(z) = O0(W(2)) v ¥(2) = O(g(2)) = f(z) = O(g(2)) (z = 20),
en notacion abreviada, O(0O(g)) = 0(g9), (z— z0). (1.20)

En efecto, cuando z — zg, los limites de los mo6dulos de los cocientes
f(2)/¥(z) y ¥(z)/g(z) permanecen acotados, de donde se deduce que tam-
bién permanece acotado el limite del modulo del cociente f(z)/g(z) cuando
Z — 20.

Proposicion 1.2. Si 1(z) domina débilmente sobre f(z) y ¢g(z) domina
fuertemente sobre ¢ (z) cuando z — z¢, entonces g(z) domina fuertemente
sobre f(z) cuando z — zp. Formalmente,

Si f(2) = 0(¥(2)) y ¥(2) = o(9(2)) = f(2) = o(9(2)) (z = 20),
en notacion abreviada, O(o(9)) = o(g), (z— z0). (1.21)

En efecto, cuando z — 2, el limite del modulo de f(z)/1(z) permanece
acotado y el limite del modulo de ¥(z)/g(2) es cero, de donde se deduce que
el limite del modulo de f(z)/g(z) cuando z — zg es igual a cero.

Proposicion 1.3. Si 1(z) domina fuertemente sobre f(z) y g(z) domina
débilmente sobre 1¢(z) cuando z — zp, entonces g(z) domina fuertemente
sobre f(z) cuando z — zp. Formalmente,

Si f(2) = o(¥(2)) vy ¥(2) = O(9(2)) = f(2) = o(9(2)) (z = 20),

en notacion abreviada, 0(0O(g)) =o(g), (z— 20). (1.22)

Cuando z — 2o, el limite del modulo de f(z)/¢(z) es cero y el limite del
modulo de ¥(z)/g(z) permanece acotado, de donde se deduce que el limite
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del modulo de f(z)/g(z) cuando z — zg es igual a cero.

Proposicion 1.4. Si ¥(z) domina fuertemente sobre f(z) y g(z) domina
fuertemente sobre ¢ (z) cuando z — zp, entonces g(z) domina fuertemente
sobre f(z) cuando z — zg. Formalmente,

Si f(z) = o(1(2)) y ¥(2) = 0(9(2)) = f(2) = o(9(2)) (2 = 20),
en notacion abreviada, o(o(g)) = o(g), (2— z0). (1.23)

Ahora, los limites cuando z — 2y de los modulos de f(z)/¢(z) y de
¥(2)/g(z) son ambos nulos, de donde se deduce la nulidad del limite del
modulo de f(z)/g(z) cuando z — zp.

Proposicion 1.5. Si f(z) domina débilmente sobre ¢(z) y ¢(z) domina
débilmente sobre ¥(z) cuando z — z, entonces f(z)g(z) domina débilmente
sobre ¢(2)1(z) cuando z — zp. Formalmente,

Si ¢(z) = O(f(2)) y ¢(2) = O(g(2)) (2 = 20) =
= ¢(2)Y(2) = O(f(2)9(2)) (z = 20),
en notaciéon abreviada, O(fg) =O(f)O(g), (z— 20). (1.24)

En estas condiciones, cuando z — zp, permanecen acotados los limites
de los modulos de ¢(z)/f(2) y de 1(2)/g(z). Por consiguiente, el limite del
modulo de ¢(z)1(z)/f(2)g(z) también permenece acotado cuando z — 2.

Proposicion 1.6. Si f(z) domina débilmente sobre ¢(z) y ¢(z) domina
fuertemente sobre 1(z) cuando z — zg, entonces f(2)g(z) domina fuerte-
mente sobre ¢(z)1(z) cuando z — zp. Formalmente,

Si ¢(Z)=O(f( )y ¥(z) =0(9(2)) (2= 2)=
¢(2)9(2) = o(f(2)9(2)) (z = =),

0
en notacion abreviada, O(f)o(g) =o(fg), (z— 20). (1.25)

Cuando z — 2, el limite del moédulo de ¢(z)/f(z) permanece acotado y
el limite del modulo de ¥(z)/g(z) es cero. Entonces, el limite del modulo de
d(2)¥(z)/ f(2)g(z) cuando z — zp es igual a cero.

Proposicion 1.7. Si f(z) domina fuertemente sobre ¢(z) y ¢g(z) domina
débilmente sobre ¥ (z) cuando z — zp, entonces f(z)g(z) domina fuertemente
sobre ¢(2)1(z) cuando z — zp. Formalmente,

Si ¢(z) = olf ( )y ¥(2)
¢(2)9(2)

en notacion abrev1ada, o(f)O(g

O(9(2)) (2 = 20) =

o(f(2)9(2)) (z = =),
o(fg), (z— z0). (1.26)
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El razonamiento es semejante al de la proposicion 1.6. Ahora, el limite del
modulo de ¢(z)/f(z) es cero y el limite del moédulo de 1(z)/g(z) permanece
acotado cuando z — zg. Por tanto, el limite del modulo de ¢(2)¥(2)/f(2)g(2)
cuando z — zg es igual a cero.

Proposicion 1.8. Si f(z) domina fuertemente sobre ¢(z) y g(z) domina
fuertemente sobre 1(z) cuando z — zg, entonces f(z)g(z) domina fuerte-
mente sobre ¢(z)1(z) cuando z — zp. Formalmente,

St ¢(z) = o(f(2)) y ¥(2) = 0(9(2)) (2= 20) =
= ¢(2)¢(2) = o(f(2)9(2)) (= = 20),
o(f)olg) = o(fg), (2= 2). (1.27)

De la nulidad de los limites de los modulos de ¢(z)/f(2) y de ¥(2)/g(z)
cuando z — zp, se deduce que el limite de ¢(2)¥(2)/f(2)g(z) cuando z — zg
es igual a cero.

Proposicion 1.9. Si ¢(z) domina débilmente sobre f(z) y g(z) cuando
z — 20, entonces ¢(z) domina débilmente sobre f(z) + g(z) cuando z — 2.
Formalmente,

en notaciéon abreviada,

Si f(z) = 0(6(2) vy 9(2) = O0(¢(2)) (2= 20) =
= f(2) +9(2) = 0(¢(2)) (z = 20),
en notacion abreviada, O(¢) + O(¢) = O(¢), (2 — 20). (1.28)

Cuando z — zp, permanecen acotados los modulos de f(z)/¢(z) y de
9(2)/¢(z), luego en esa vecindad también permanece acotado el limite del

modulo de (f(z) + g(2))/o(2).

Proposicion 1.10. Si ¢(z) domina débilmente sobre f(z) y ¢(z) domina
fuertemente sobre g(z) cuando z — zp, entonces ¢(z) domina débilmente
sobre f(z) + g(z) cuando z — zy. Formalmente,

Si f(z) = 0((2)) y 9(2) = 0(¢(2)) (2 = 20) =
= f(2) +9(2) = 0(¢(2)) (z = 20),
en notacion abreviada, O(9) +0(¢) =0(¢), (z—20). (1.29)

Cuando z — zp, el limite del médulo de f(z)/@(z) permanece acotado
y el limite del modulo de g(z)/¢(z) es cero. En consecuencia, el limite del
modulo de (f(2) 4+ g(2))/¢(z) cuando z — zp permanece acotado.

Proposicion 1.11. Si ¢(z) domina fuertemente sobre f(z) y ¢(z) domina
débilmente sobre g(z) cuando z — zp, entonces ¢(z) domina débilmente
sobre f(z) + g(z) cuando z — zp. Formalmente,

Si £(2) = 0(6(2)) ¥ 9(2) = 0(8(2)) (= = 20) =
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= f(2)

en notacion abreviada, o(¢)

+9(2) = 0(¢(2)) (= — 20),
+0(¢) =0(¢), (z—20). (1.30)

El caso es anélogo al planteado en la proposicion 1.9. Ahora es nulo el
limite del médulo de f(z)/¢(z) y acotado el limite del modulo de g(z)/¢(2)
cuando z — 2.

Proposicion 1.12. Si ¢(z) domina fuertemente sobre f(z) y g(z) cuando
z — 20, entonces ¢(z) domina fuertemente sobre f(z)+ g(z) cuando z — 2.
Formalmente,

Si f(2) =0(6(2)) y 9(2) = 0(6(2)) (2 = 20) =
= f(2) +9(2) = 0(¢(2)) (z = 20),
o(¢) =o(¢), (z—20).  (1.31)

en notacién abreviada, o(¢) +

De la nulidad de los limites de los modulos de f(z)/¢(z) vy de g(z)/¢(2)
cuando z — 2¢ se deduce que también es cero el limite del modulo de (f(z)+
9(2))/¢(z) cuando z — zp.

(Fin del teorema 1).

Definicion 5. (Refinamiento de una relacion de dominancia asintotica
débil). Sean f(z), g(z) funciones complejas definidas en una region D del

plano complejo tales que, cuando z — zo,
(i) g(z) domina débilmente sobre f(z), es decir,

f(z) =0(9(z) (2= =) (1.32)

Si existe una funciéon compleja ¢ (z) definida en D tal que, cuando z — 2o,
(ii) ¥ (z) domina débilmente sobre f(z), es decir,

f(z) =0((2) (== 20), (1.33)

¥(z) =0(g(2)) (2= 20), (1.34)
(iv) 1(z) no domina débilmente sobre g(z) , es decir,

9(2) #O0(W(2)) (2 = 20), (1.35)

entonces se dice que la relacion de dominancia asintotica débil (ii) es un
refinamiento de la relacion de dominancia asintética débil (i).
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1.3. Desarrollos asintoticos

Definicion 6. (Sucesion asintotica o secuencia asintotica). Sea {¢n(z)} =
{p0(2), p1(2), p2(2), ...} una sucesion, finita o infinita, de funciones complejas
definidas en una regién D del plano complejo y zp un punto de acumulacion
de D. Se dice que {¢,(z)} es una sucesion asintotica cuando z — zg en D si,
para todon = 0,1,2, ..., ¢,(z) domina fuertemente sobre todas las funciones
que le siguen en la secuencia dada, es decir, si

Ont1(2) = o(dn(2)) (2= 29), (n=0,1,2,...). (1.36)

Si {¢n(2)} es una sucesion asintotica cuando z — zp en D para todo
punto de acumulacion zg de la region D, se dice que {¢n(2)} es una sucesion
0 secuencia asintotica en D.

Ejemplo 1. La sucesion {z"} es asintotica en C cuando z — 0.
Ejemplo 2. La sucesion {z7"} es asintotica en C cuando z — 0.

Definicion 7. (Serie asintotica o serie formal). Sea {¢,,(2)} una sucesion
asintotica cuando z — zp en una region D del plano complejo y {a,} una
sucesion de constantes complejas. La serie, convergente o no,

+oo
Y andn(2) (1.37)
n=0

recibe el nombre de serie asintotica o serie formal cuando z — zg relativa a
la sucesion asintotica {¢n(2)}.

Definicion 8. (Desarrollo asintético finito de una funcion. Simbolo =).
Sean f(z) una funciéon compleja definida en una region D del plano complejo,
zo un punto de acumulacion de D y {¢n(2)}¢™° una sucesion asintotica
cuando z — zp en D. Se dice que la serie asintotica 3,70 an¢n(2) es un
desarrollo asintotico finito de la funcién f(z) hasta N > 1 términos cuando
z — zg en D, y se escribe

N-1
f(z) = Z andn(z) (z — 2p), (1.38)
n=0
si la funcion Fy_1(2) = f(2) — SN  an¢n(2) es dominada fuertemente por

la funcion ¢n—_1(z) cuando z — zp en D. Es decir, si

N-1

f(Z) - Z an¢n<z) = 0(¢N—1(z))7 (Z — ZU): (139)

n=0
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o bien
N-1

f(z) =) andn(2) +o(én-1(2)), (2 — 20). (1.40)

n=0

Corolario 4. En las mismas condiciones de la definiciéon 8, si la serie
asintotica 3720 andn(2) es un desarrollo asintético de la funcion f(z) hasta
N > 1 términos cuando z — zg en D C C, entonces, para todo M entero
tal que 1 < M < N, se verifica que > 19 a,¢,(2) es también un desarrollo
asintotico de f(z) hasta M términos cuando z — z¢ en D. Formalmente,

N-1
Si f(Z) ~ Z and’n(z) (Z - ZO) =
n=0
M-1
= f(z) =~ Z andn(z) (2 — 20), (M =1,2,..,N). (1.41)
n=0

En efecto, del cardcter asintotico de la sucesion {¢,(z)} se deduce que

f(Z) — 7];4:?)1 an¢n(z) f(z) - nN;01 an¢n(z) _

A, Pr-1(2) =, dr-1(2)
1 f(z) - 1];7:_01 an¢n(2)  éN-1(2) _
= Jim o Xy =0 ()

Definiciéon 9. (Representacion asintotica de una funcion). En las mismas

condiciones de la definicion 8, si >..7%0 a, ¢, (2) es un desarrollo asint6tico

hasta N = 1 término de una funciéon f(z) cuando z — zp en D, es decir, si
f(z) = aogo(2) + o(do(2)), (2 — 20) (1.43)
o de modo equivalente,
f(2) = aodo(2) = o(do(2)), (z = 20), (1.44)

entonces se dice que la funcion apgdp(z) es una representacion asintotica de
f(2) cuando z — zp en D, y se escribe

f(2) = ap(go(z)), (z = 20). (1.45)

Corolario 5. En las mismas condiciones de la definiciéon 9, la funcién
appo(z) es una representacion asintotica de una funcion f(z) cuando z — z
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en D siy solo si las funciones f(z) y ¢o(z) son asintoticamente proporcionales
cuando z — 29 en D. Formalmente,

f(z) maodo(z) (2 = 20) <= f(2) ~ aogo(z) (2= 20). (1.46)

En particular, si ap = 1, las funciones f(z) y ¢o(z) son asintdticamente
equivalentes cuando z — zg en D.
El enunciado es consecuencia inmediata de las definiciones 3 y 9.

Definicion 10. (Desarrollo asintotico de una funcién). Sean f(z) una
funcién compleja definida en una regién D C C, zg un punto de acumulacién
de Dy {qﬁn}:j’) una sucesion asintotica cuando z — zg en D. Se dice que
la serie asintotica >.,7°% anén(2) es un desarrollo asintético de f(z) cuando
z — zg en D, y se escribe

+00
f(z) = Z andn(2) (z — 2p), (1.47)
n=0
cuando, para todo N = 1,2,3,..., la serie asintética dada es un desarrollo

asintotico de f(z) hasta N términos en el sentido de la definicion 8.

El simbolo ~ (cfr. definicién 2) se utiliza frecuentemente en vez de =~
para expresar el desarrollo asintdético de una funcién relativo a una secuencia
asintotica dada. (Ver nota 5).

Definicion 11. (Sucesiones asintéticamente equivalentes). Sean {¢, :{i%
y {tn}.12% sucesiones de funciones complejas definidas en una region D C
C. Sea zp un punto de acumulacion de D. Se dice que {¢,} y {¥n} son
asintoticamente equivalentes cuando z — 2zg en D si para todon =0,1,2, ...,

Pn(2) = O(¢n(2)) ¥y ¥n(z) = O(¢n(2)) (2= 20). (1.48)

. —+o00 +o0 . L. . .

Se dice que {¢n}, 20 v {¥n}, 2, son asintoticamente equivalentes en D si

ambas secuencias son asintéticamente equivalentes cuando z — zp para todo
punto de acumulaciéon zg de la regiéon D.

Corolario 6. En las condiciones de la definicion 11, si {¢,}1%, {vn },2
son sucesiones asintoticamente equivalentes cuando z — zg en D C C y una
de ellas es una sucesiéon asintotica cuando z — zg en D, entonces la otra es
también una sucesion asintotica cuando z — zp en D.

En efecto, si por ejemplo {¢,} es asintotica, por hipotesis se tiene que

para todon =0,1,2, ...,
Y1 =0(0(0(n))) (2= 20), (1.49)

expresion que, aplicando el teorema 1, se reduce a

Y1 =0(n) (2= 20), (1.50)
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concluyendo asi (cfr. 1.36) que {t,} es también una secuencia asintotica
cuando z — zp en D.

Corolario 7. Si {¢,},20 v {1n}125 son sucesiones asintéticas cuando
z — 29 en D, y ambas contienen el mismo ntmero de funciones, entonces
la sucesiéon producto {(Z)nwn}:[i% es también una sucesién asintética cuando
z—zpen D.

A partir de la hipdtesis y de la proposicion 1.8 se tiene que, para todo
n=20,1,2,..,

Gn1ni1 = 0(¢n)0(wn) = 0(¢n¢n) (z — ZO)- (1-51)

Corolario 8. (Unicidad del desarrollo asintotico de una funciéon dada
relativo a una secuencia asintotica dada). Sea f(z) una funcion compleja
definida en una regiéon D C C y 2y un punto de acumulaciéon de D. Sea

Nt an¢n(2) el desarrollo asintotico de f(z) hasta N > 1 términos, relativo
a una sucesion asintotica dada {¢y :i% cuando z — zp en D. En estas
condiciones, el desarrollo asintético

N-1
f(z) =~ Z andn(2) (z — 20) (1.52)
n=0
es unico. En otras palabras, una condicién necesaria y suficiente para que
una funciéon compleja dada f(z) definida en una region D C C posea un
desarrollo asintotico (1.52) en la vecindad de un punto de acumulacion zy de
D es que, para todo n =0,1,..., N — 1, exista el limite

f(z) =0 akgbk(z).

ap, = le}rgo on () (1.53)
En efecto, por hipoétesis se tiene que
hm f(Z) n=0 an¢n(z) CLN?]_QbN?]_(Z) — 07 (154)
zZ—20 QSNfl(Z)
de donde
_ N-2
oy 1= lim L) T 20 Wbalz) g (1.55)

2—20 d)N—l(z) ’
formula recurrente que permite calcular los coeficientes a, del desarrollo
asintotico

2) =Y lg z
o i 1) = S anz)
2—20 (bn(z)
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(N finito o infinito) y demuestra que todos ellos estan determinados univo-
. . L. +oo
camente por f(z) y por la secuencia asintética {¢n}, 2.

Corolario 9. En las mismas condiciones de la definicién 8, si la serie
formal "0 an¢n(2) es un desarrollo asintético hasta N > 1 términos de
una funciéon f(z) cuando z — zg, entonces la misma serie formal es un
desarrollo asintético hasta M = 1,2,..., N — 1 términos de la funcién dada
f(2). En notacion abreviada, dado un entero N > 1,

N-1 M-1
Si f(z) =~ Z anPn(z) = f(2) = Z andn(z), (2 = 20),
n=0 n=0

(M=1,2,..,N—1). (157

A consecuencia de la hipotesis y del cardcter asintético de la sucesion
¢n(z), se deduce que

N-2

f(2) = andn(2) + an—10n-1(2) + o(dn-1(2)) =

n=0

N-2
= Y andn(2) + o(dn—2(2)) +o(dn-2(2)) (2= 20), (1.58)
n=0

es decir, habida cuenta de la proposicion 1.12 (ver 1.31),

N-2

f(Z) = Z an¢n(z) + 0((]5]\]_2(2)), (Z — 20)7 (159)

n=0

quedando asi probado el corolario cuando M = N — 1 y por iteracién para
todo M =1,2,...,N — 1.

Corolario 10. En las mismas condiciones del corolario 9 se verifica que,
para todo M = 1,2,..., N, la funcién ¢ps(z) domina débilmente sobre la
funcion Frs_1(2) = f(2) = "M 4,60 (2) cuando z — 2o, es decir,

n=0
M—1
F(2) =" andn(2) + 0(dum(2)) (2= 2),
n=0

(M =1,2,...,N). (1.60)

En efecto, del corolario 9 y la definicién 8 se deduce que

M-1

FMfl(Z) = f(z) - Z an¢n(2) = 0(¢M—1(Z)) (Z — ZO)v

n=0

(M =1,2,..,N), (1.61)
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es decir, segtin la definicién 1,

O Fuea(z) _ o f(2) = X0 anda(2)
zligzlo ¢M—1 Z) o leglo ¢M_1(Z) N 07
(M =1,2,..,N). (1.62)
Escribiendo
. Fya(z) L Fu-a(2) o om(z)
25, onm-1(z) R om(z)  bma(z) " (163)

y teniendo en cuenta el cardcter asintotico de la sucesion {¢,}, se deduce
que el limite del modulo de Fiy—1(z)/én(2) esta acotado superiormente para
todo M =1,2,...,N.

Este resultado permite justificar el uso del simbolo O para expresar la
relacion entre una funcion dada f(z) y su desarrollo asint6tico relativo a una
sucesion asintotica dada {¢n,(z)}. (Ver nota 6).

Un aspecto fundamental de los desarrollos asintéticos es que una expan-
sion asintotica dada no representa en general a una tnica funcién compleja.
En otras palabras, dada una sucesién asintotica {qﬁn}:i% cuando z — zg en
una region D C C y una serie asint6tica .19 a,¢n(2) cuando z — 2o en
D, en general existe mas de una funciéon compleja cuyo desarrollo asintético
relativo a {¢,} es la expansion dada. Por ejemplo [18, p. 14], las funciones

1+e> 1
(1+2)7", 1162 c (reEre) (1.64)

- . - L. . — o
tienen el mismo desarrollo asintético relativo a {z ”}::1
+o0

Z(—l)”_lz_” (z > 00), (z€8(—7/2,7/2)), (1.65)

n=1

donde
S(a,8) ={z€C;0< |z| < +o0,a+ 6 <arg(z) < —0,0 >0}. (1.66)
Asimismo |24, p. 208], las funciones
(1+2)71, (142"t +e2, (1.67)
tienen el mismo desarrollo asintético relativo a {z="}>

+oo
Z(—l)"‘lz_” (z > 00), (z€8(—m/4,7/4)). (1.68)

n=1
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Definicion 12. (Funciones asintoticamente iguales). Sea D C C una re-
gion del plano complejo y zp un punto de acumulacion de D. Sea {¢,(2) :{i%
una sucesion asintotica cuando z — zg en D. Se dice que dos funciones com-
plejas f(z), g(z) definidas en D son asintoticamente iguales cuando z — zg
respecto de la sucesion dada {¢,} si, para todo n =0, 1,2, ..., la funcion ¢,
domina fuertemente sobre la funcién diferencia f(z) — g(z) cuando z — 2o,

es decir, si
f(z) = g(2) = o(Pn(2)), (z = 29), (n=0,1,2,...). (1.69)

Si la propiedad anterior se verifica para todo punto de acumulacion zg
de la region D, se dice que f(z) y g(z) son asintoticamente iguales en D
respecto de {¢y,}.

La relaciéon de igualdad asintética respecto de una secuencia dada es una
relaciéon de equivalencia, cuyas propiedades reflexiva, simétrica y transitiva
se comprueban sin dificultad.

Corolario 11. En las condiciones dadas para la definiciéon 12, las fun-
ciones f(z) y g(z) son asintéticamente iguales cuando z — 29 en D respecto
de una sucesion asintotica {¢,}.1% si y solo si f(z) y g(2) tienen el mismo
desarrollo asintético cuando z — zp en D relativo a la sucesion asintotica
dada.

En efecto, si el desarrollo asintotico de g(z) es

N—-1
g9(2) =~ Z anOn(2) (z = 29), (N=1,2,3,..), (1.70)

n=0
por hipétesis se tiene:

N-1

f(2) = > andn(z) —o(dn-1) = 0o(¢n-1), (2 = 20), (1.71)

n=0
expresion equivalente a
N-1
f(Z) = Z an¢n(z) + 0(¢N—1) (Z — 20)7 (1'72)

n=0

luego f(z) tiene el mismo desarrollo asintotico que g(z). Reciprocamente, si

N-1
flz) = Z anOn(2) (z = 20), ¥
n=0
N-1
9(2) = ) andn(z) (2= 20), (1.73)

n=0
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entonces, para todo N =1,2,3, ...,

N-1 N-1
f(z) —g(z) = Z anén(2) +o(gn-1) — Z andn(z) —o(Ppn-1) =
. =o(pn-1) — 0(¢N—1SL:=O o(¢n-1) (2 = 20), (1.74)
es decir,
f(z) —g(z) = o(on) (z = 20), (n=0,1,2,..). (1.75)

En resumidas cuentas, una serie asintotica dada 3,7 an¢n(2) represen-
ta a una clase de funciones cuyo comportamiento asintético es similar en
una regiéon determinada del plano complejo.

1.4. Operaciones con desarrollos asintéticos gene-
rales

Teorema 2. (Combinacion lineal de los desarrollos asintoticos de dos o
més funciones). Sean f(z), g(z) funciones complejas definidas en una region
D C C, zp un punto de acumulacion de D y {¢,(z)} una sucesion asinto-
tica cuando z — zp en D. Sean f(z), g(z) tales que existen los desarrollos
asintoticos hasta N > 1 términos (N finito o infinito)

N-1 N-1
f(2) & ) andn(2), 9(z) = Y budu(2), (z = 20). (1.76)
n=0 n=0

Entonces, para todo par de constantes complejas A, u, la funcion \f(z)+
pg(z) tiene el desarrollo asintotico hasta N > 1 términos

N-1
M) +g(2) % 3 N+ paba)bn(z), (2= 20). (L.77)

n=0

El resultado es consecuencia inmediata de la hipétesis enunciada y de la
propiedad (ver teorema 1)

Ao(dN-1) + po(pn-1) = o(dn-1) (z = 20), (1.78)

y se extiende sin dificultad a la combinacion lineal de los desarrollos asintéti-

cos de un conjunto finito arbitrario de M > 2 funciones complejas { f; (z)}?ial
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[18, p. 14]. Dado un conjunto {aj} 1 de M > 2 constantes complejas,

Si fi(z Zanjqbn (z—>2), 0<j<M-1)=
M—1
= Fu(z) = Z a]f] Z Anon(z (z = 20),
j=0
M-1
siendo A4, = Z anjoj, (n=0,1,...,N—1). (1.79)
§=0

En el caso de la combinacién lineal de desarrollos asintéticos de un con-
junto infinito numerable de funciones complejas, el resultado es valido cuando
la serie ZJ ) @; converge absolutamente y la serie Zj:og ap,jOj converge pa-
ra todo n.

La multiplicacion de desarrollos asintéticos no da lugar en general a desa-
rrollos asintoticos porque en el producto formal de Zzi% Gp Oy, POT Z:{i‘a bndn
se obtienen todos los productos ¢, ¢, vy no es posible en general ordenar el
conjunto de funciones {¢p,¢n}t (m,n = 0,1,...) de manera que constituya
una sucesion asintotica. No obstante, existen sucesiones asintoticas {¢p } ta-
les que los productos ¢,,¢,, 0 bien forman una sucesién asintotica, o bien
poseen desarrollos asintéticos en términos de alguna sucesion asintética dada,
que puede ser {¢,} u otra [18, p. 17, 18]. El teorema 3 establece condiciones
suficientes para la existencia del desarrollo asintotico del producto de dos
funciones complejas.

Teorema 3. Sean {¢n(2)}22), {Um(2)}ns0, {x(2)hisg s (N, M, K
finitos o infinitos) sucesiones asintéticas cuando z — zp en una region D del

plano complejo tales que

(i) ¢om—1=0(xx-1) (2= 20), (1.80)
y
(i) én—1v0 =O(xx-1) (2= 20), (1.81)
y para todo n, m,
K—1

Sean f(z), g(z) funciones complejas definidas en D tales que

N-1

(iv) f(z)~ Y angu(z) (2= 20), (1.83)

n=0
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M-1
(v) 9(z)= D bmbm(z) (2= 20), (1.84)
m=0
y
+oo M—1
(vi) Z Z AnbmCpm 1 converge si N = 400 y M es finito, o bien
n=0 m=0
N—1 400
Z Z anbmCpm . converge si IV es finito y M = +o00, o bien
n=0 m=0
+o0o +o0
Z Z anbimCpm . converge si Ny M son ambos infinitos. (1.85)
n=0 m=0

En estas condiciones, la funcion producto f(z)g(z) posee el desarrollo
asintotico respecto a {xx}

K—1
f(2)9(z) = > Cexi(z) (2= 20), (1.86)
k=0
donde los coeficientes
N—1M-1
Ch=>_ > anbmCnmp (k=0,1,2,...) (1.87)
n=0 m=0

se han obtenido "por sustitucion formal", es decir, por multiplicaciéon for-
mal de los desarrollos asintéticos de ambas funciones y sustitucién de los
desarrollos asintoticos (1.82) de los productos ¢ni,. El teorema se verifica
en particular cuando las tres secuencias asintoticas coinciden en una sola
{gbn}gz_ol, asegurando la existencia del desarrollo asintotico de la funcion
producto f(z)g(z) relativo a la secuencia asintética dada.

Corolario 12. Sea {qbn(z)}nN;01 (N finito o infinito) una sucesion asinto-
tica cuando z — zp en una regién D C C tal que

(i) ¢opn-1=0(¢n-1) (2= 20) (1.88)

y para todo m,n =0,1,.... N — 1,

N-1
(11) ¢n¢m ~ Z Cn,m,k¢k (Z — ZO). (189)
k=0
Sean f(z), g(z) funciones complejas definidas en D tales que
N-1
f(z) = Z andn(2) (z = 20), (1.90)

n=0
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N-1
g(z) ~ Z bm¢m<z) (Z - Zo), (1.91)
m=0
donde, cuando N es infinito, la serie S°,7%0 St a,,b,¢pm i converge para

todo k.
En estas condiciones, la funcion producto f(z)g(z) posee el desarrollo
asintotico relativo a {¢,}

N-1
f(2)g9(2) = Y Cedrl(z) (2= 20),
k=0

N-1N-1
donde C), = Z Z anbmCnmi, (E=0,1,2,...). (1.92)

n=0 m=0

Definicion 13. (Sucesiones asintoticas multiplicativas). Sea {¢, }2 o (N
finito o infinito) una sucesion de funciones complejas definidas en una region
D C C y sea zp un punto de acumulaciéon de D. Se dice que {(Z)n}ivz_ol es una
sucesion asintotica multiplicativa cuando z — zg en D si

. N—-1 R
(i) {#n},—o es una sucesion asintoética cuando z — 2o, de manera que

Ont1(2) = 0(Pn(2)) (2= 20), (n=0,1,2,...), y (1.93)

(ii) La funcién ¢g(z) es dominada débilmente por 1 cuando z — 2z, es
decir,
¢o=0(1) (2= 2), ¥ (1.94)

(iii) Para todo n,m = 0,1, ..., N—1, el producto ¢, ¢, posee un desarrollo
asintotico relativo a la sucesion asintoética dada, es decir,

N-1
¢n(z)¢m(z) ~ Z Cnmk¢k(z) (Z — ZO)' (195)
k=0

. N-1 . s T
Si{¢n},_, es una sucesion asintotica multiplicativa cuando z — 2o para
todo punto de acumulacion zp de la regiéon D donde las funciones ¢, estan

~ . N-1 - s e
definidas, se dice que {¢, },/_, es una sucesion asintotica multiplicativa en D.

Dentro de la clase de las sucesiones asintéticas, existe una subclase ca-
racterizada por la siguiente propiedad.

Definicién 14. (Sucesion de indice aditivo). Una sucesion {¢n(2)}.5%9
de funciones complejas definidas en una region D C C es de indice aditivo
si, para todo z € D,

On(2)Om(2) = dpnim(2) (m,n=0,1,2,...). (1.96)
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Corolario 13. Si {¢,(2)}1% es una sucesion de indice aditivo, entonces
¢o(z) = 1 para todo z € D.

En efecto, ¢o(2)pm(z) = ¢o+m(2) = ¢m(z) para todo m = 0,1,2,... y
todo z € D.

El producto de desarrollos asintéticos relativos a una sucesién asintética
de indice aditivo dada tiene una forma particularmente sencilla que deriva
del siguiente resultado, cuya prueba por induccién no reviste especial difi-
cultad.

Teorema 4. (Producto de formas lineales sobre una sucesion de indice
aditivo). Sea {¢n(2)}, 20 una sucesién de indice aditivo de funciones com-
plejas definidas en una region D C C. Sean YN a,h,(2), S M1 by (2)
(M < N), ap, b, € C, formas lineales sobre {¢,} tales que, si N es infinito,
la serie nN;()l WA;I;(} anbm, es convergente. En estas condiciones, el producto

de ambas formas lineales admite la expresion

N—1 M—1 N—1M-1 K—1
(Z an¢n(z)> X <Z bm¢m(z)> = Z Z anbmd)ner(z) = Z Ck¢k(z)>
m=0 m=0 k=0

n=0 n=0
(1.97)
donde K = N + M — 1 y los coeficientes C}, dependen de los ay, by, en la
forma siguiente:

(i) Si N es finito,

k
C’k:Zajbk_j (kIO,l,...,M—l),
7=0
k
Ch= > ajbp—; (k=M,M+1,.,N—-1), (M<N),
j=k—M+1
N-1
Co= Y. ajbp (k=N,N+1,...K —1). (1.98)
j=k—M+1

(ii) Si N es infinito y M es finito,

k
C’k:Zajbk,j (k:(),l,...,M—l),
j=0
k
Ch= > ajbej (k=M,M+1,..). (1.99)

j=k—M+1
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(iii) Si M es infinito,

k
Cr=>_ ajbe_; (k=0,1,2,..). (1.100)
j=0

Corolario 14. (Producto de desarrollos asintoticos relativos a una su-
cesion asintotica de indice aditivo). Sea {¢,(2)}, 79 una sucesion asintotica
de indice aditivo en una region D C C y zp un punto de acumulacién de
D. Sean f(z), g(z) funciones complejas definidas en D que poseen sendos

desarrollos asintdticos

N—-1

F(2) =) andn(z) (2= 2), (1.101)
n=0
M-1

9(2) & Y bmom(z) (2= 20), (1.102)
m=0

M < N, tales que, si N es infinito, la serie Zgz_ol Z%[:_ol anbm, €s convergente.
En estas condiciones, la funciéon producto posee el desarrollo asintético

M—-1
f(2)9(2) = Y Crorl(z) (2= =), (1.103)
k=0
donde i
Cr =) ajbpj, (k=0,1,...,M —1). (1.104)
7=0

La demostraciéon de este corolario se realiza multiplicando formalmen-
te los desarrollos asintoticos de f(z) y g(z), teniendo en cuenta el caracter
asintotico e indice aditivo de la sucesion {¢,} y aplicando el teorema 4 a la
expresion asintotica resultante de la funcion producto f(2)g(z).

Corolario 15. Si {¢,,(2)},> es una sucesion asintética de indice aditivo
cuando z — zg en D C C, entonces es multiplicativa cuando z — zg en D.

Desde luego, ¢g(z) = 1 = O(1) cuando z — zp en D. Ademés, dado que
OnbPm = On+m, Se puede escribir

+00
¢n(z)¢m(z) = Z Cn,m,k¢k(z) ('Z - 20)7 (1'105)
k=0
donde ¢, 4,k = 1 si k =n+m y cero en caso contrario. Entonces, haciendo

valer el caracter asintotico de {¢y,}, se verifica que, para todo N =1,2,3, ...
y todo m,n =0,1,2,... tales que 1 < N <n+m,

N-1
Ondm — Y Cnmpdr = 0(dn-1) (2 = 20), (1.106)

k=0
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y lo mismo sucede cuando N > n + m, quedando asi probado el cardcter
multiplicativo de la sucesién asintética de indice aditivo a partir de n = 0.

El problema de la divisiéon de desarrollos asint6ticos guarda estrecha rela-
cion con el del producto y se plantea del modo siguiente: dada una sucesion
asintotica {qf)n(z)}ﬁtol (N finito o infinito), sean f(z), g(z) dos funciones
complejas definidas en una region D C C que poseen desarrollos asint6ticos

N-1 N-1
f(z) = Z anPn(2), 9(z) ~ Z bmPm(2) (z = 20), (1.107)
n=0 m=0

donde zg es un punto de acumulaciéon de D. Establecer las condiciones de
existencia del desarrollo asintotico relativo a {¢n} de la funcién cociente
f(2)/9(z) cuando z — zp en D y determinar la relacion entre los coeficientes
de tal desarrollo y los ay, by,. El teorema 5 establece condiciones suficientes
para la existencia del desarrollo asintético de la funcién reciproca en el pro-
ducto de una funcion dada.

Teorema 5. Sea {¢,(z) }7]:[:_01 (N finito o infinito) una sucesion asintotica
multiplicativa de funciones complejas definidas en una region D C C, sea zg
un punto de acumulacion de D. Sea g(z) una funcion compleja definida en
D tal que posee el desarrollo asintético

N—1
g(z) = c+ Z bndn(2) (z = 20), (c#0). (1.108)
n=1

Entonces, la funcién 1/g(z) = [g(z)] 7}, reciproca de g(z) respecto de la

multiplicaciéon de funciones, posee el desarrollo asintético
N-1_
1/g(z) = ¢+ Z b ém (2) (z = 20), (1.109)
m=1

donde las constantes ¢, b,, se obtienen resolviendo el sistema de ecuaciones

cc=1,
N—1N-1

chi + bk + > D> babmCamr =0 (k=1,2,.,N—1), (1.110)
n=1 m=1

siendo ¢y 1 los coeficientes de los desarrollos asintéticos de los productos

dndm- La existencia de estos desarrollos es consecuencia del caracter multi-

plicativo de la sucesion asintotica {¢y,(2)}:

N-1
On(2)om(z) ~ Z Cnmk®k(2) (2 —=2) (n,m=0,1,...,N—1). (1.111)
k=0
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La demostracién se realiza multiplicando formalmente los desarrollos
(1.108), (1.109) y aplicando el caracter multiplicativo de la secuencia {¢,}
para reemplazar los productos ¢,¢,, por combinaciones (1.111). El desarro-
llo asi obtenido se compara con la expresion g(z)[g(z)]™! = 1+ 0¢1(2) +
0¢2(z) + ..., dando como resultado el sistema (1.110) cuya compatibilidad se
verifica, toda vez que c 0y ¢ # 0.

Corolario 16. Sea {(;Sn(z)}nNz_Ol (N finito o infinito) una sucesion asin-
totica multiplicativa de funciones complejas definidas en una region D C C,
sea zp un punto de acumulacion de D. Sean f(z), g(z) funciones complejas
definidas en D tales que poseen los desarrollos asint6ticos

N-1
f(z) =~ Z andn(2) (z = 20), (1.112)
n=0
N-1
g(z) = c+ Z b ®m (2) (z = 20), (c#0). (1.113)
m=1

En estas condiciones, la funcién cociente f(z)/g(z) tiene el desarrollo
asintoético

N-1
f(2)/9(z) = > Crou(z) (2 — 20), (1.114)
k=0

donde
1

N—
C=Y
n=0

siendo ¢, ; i, los coeficientes en los desarrollos (1.111) y l_)j los coeficientes del
desarrollo asintdtico

N-1
> anbjcnjk (k=0,1,...,N — 1), (1.115)
j=0

N-1
1/g(z) = bg + Z bid;(2) (z — 20) (1.116)
j=1

cuya existencia estd asegurada por el teorema 5.
El resultado es consecuencia directa del teorema 5 y el corolario 12.

En el caso de que las funciones posean desarrollos asintéticos relativos
a una secuencia asintotica de indice aditivo (ver definicion 14) el desarrollo
asintético del cociente adquiere una forma particularmente sencilla.

Corolario 17. Sea {¢,(2)}, 2] una sucesion asintotica de indice aditivo
en una region D C C y zp un punto de acumulacion de D. Sea g(z) una

funcién compleja definida en D tal que posee el desarrollo asintético

+o0
g(2) = Y bdn(z) (2= 20), (bo #0). (1.117)
n=0
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Entonces, la funcién 1/g(z) = [g(2)] 7}, reciproca de g(z) respecto de la

multiplicacién de funciones, posee el desarrollo asintotico

+oo
1/g(z) =~ Z b dm (2) (z = 20), (1.118)
m=0
donde las constantes b,, se obtienen resolviendo el sistema recurrente de
ecuaciones
bobp =1
k —
> bibg—j =0 (k=1,2,3,..). (1.119)
j:

La demostraciéon es anédloga a la del teorema 5.

Corolario 18. Sea {¢,(2)},/>5 una sucesion asintotica de indice aditivo
en una region D C C, sea zp un punto de acumulacion de D. Sean f(z), g(z)

funciones complejas definidas en D tales que poseen los desarrollos asintéticos

N-1

f)= ) andn(z) (2= 20), (1.120)
n=0
N-1
9(z) = Y budm(z) (2= =), (bo#0). (1.121)
m=0

En estas condiciones, la funciéon cociente f(z)/g(z) posee el desarrollo
asintotico

N-1
f(2)/9(z) = > Crou(z) (2= 20), (1.122)
k=0

donde los coeficientes C}, que son soluciones del sistema recurrente de ecua-
ciones

k
Y Cibp—j=ar (k=0,1,..,N-1), (1.123)
j=0
tienen la forma explicita
k -
Cr=>_ ajbp_; (k=0,1,...,N — 1), (1.124)
j=0

donde Bj son los coeficientes del desarrollo asintético de la funciéon reciproca
1/g(z) dados en (1.119).
La demostraciéon es andloga a la del corolario 16.
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La integracion de desarrollos asintoticos respecto a la variable indepen-
diente o respecto de parametros es en general posible, supuesta la convergen-
cia de las integrales de las funciones que intervienen en el proceso. Presenta-
mos los enunciados de algunos resultados fundamentales cuya demostraciéon
puede consultarse en [18, p. 7, 11, 16, 17|.

Teorema 6. (Integracion de relaciones de orden respecto de una variable
real). Sea x una variable real definida en un intervalo I = (a,b) de la recta
real ampliada R, sean ¢(z), 1 (z) funciones de I en R tales que

(i) ¢(x) y ¥ (x) son medibles en I.

(i) ¢(x) = O(¢(x)) cuando = — a en I.

(iii) ¢(z) = O(¢(x)) cuando  — b en I.

Entonces, a consecuencia de (i) y (ii) se verifica

/; o(t)dt = O (/j |¢(t)ydt> (x — a), (1.125)

y a consecuencia de (i) y (iii) se verifica

b b
/x $(t)dt = O (/x \1/1(t)|dt> (@ = b). (1.126)

El enunciado es valido cuando la relacion de orden O es sustituida por la
relacion de orden o.

Teorema 7. (Integracion de relaciones de orden O respecto de un paré-
metro real). Sea x una variable real definida en una region D de la recta real
ampliada R, sean x¢ un punto de acumulacién de D y A un parametro real
definido en un intervalo I = (o, 3) de R.

Sean ¢(z, ), ¥(x, \) funciones de D x I en R tales que

(i) ¢(x, A) y ¢(x, A) son medibles de A en I.

(ii) ¢(x,\) = O(¢p(z, \)) cuando x — x¢ uniformemente en .

Entonces se verifica

B B
/a (2, A = O (/a 1 (a, /\)]d)\> (& = o). (1.127)

Corolario 19. (Integracion de desarrollos asintéticos respecto de una
variable real).

Proposicion 19.1. Sea x una variable real definida en un intervalo I =
(a,b) de la recta real ampliada R, sea {(bn(a;)}ivz_ol (N finito o infinito) una
sucesion de funciones definidas en [ tal que

(1) {gbn(:c)}gz_ol es una sucesion asintotica cuando z — a en 1.

(ii) ¢n(x) es positiva en I para todon =0,1,.... N — 1.
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(iii) Todas las integrales
By o(z) = / Sn()dt  (n=0,1,..N—1) (1.128)

existen. Sea f(z) una funcion definida y medible en I tal que posee el desa-

rrollo asintotico
N-1

f(z) = Z andn () (x — a). (1.129)
n=0

En estas condiciones, la funcion

Fu(x) = / ")t (1.130)

existe en algin intervalo (a,c) C (a,b) y posee el desarrollo asintotico

Fu(x) = Z an®p q(2) (x — a). (1.131)

Proposicion 19.2. Sea x una variable real definida en un intervalo I =
(a,b) de la recta real ampliada R, sea {qbn(x)}nN;01 una sucesion de funciones
definidas en I tal que

(i) {d)n(a:)}fy;ol es una sucesion asintotica cuando x — b en I.

(ii) ¢n(x) es positiva en I para todon =0,1,..., N — 1.
(iii) Todas las integrales

b
B, () :/x én()dt  (n=0,1,...N —1) (1.132)

existen. Sea f(x) una funcion definida y medible en I tal que posee el desa-
rrollo asintético

N-1
@)=Y budnp(x)  (z—Db). (1.133)
n=0
En estas condiciones, la funcion
b
Fy(z) = / F()dt (1.134)
existe en algin intervalo (¢,b) C (a,b) y posee el desarrollo asintético
N-1
Fy(z)~ > ba®p(z)  (z—b). (1.135)
n=0

Proposicion 19.3. Si ademés de las condiciones (i), (ii), (iii) de las pro-
posiciones 19.1, 19.2 la funcion f(z) es integrable Riemann sobre I = (a,b),
se verifica que
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a) La funcion F,(z) definida en (1.130) posee el desarrollo asintotico

N-1

Fo(z) m Ag— > bn®np(z) (. —b), (1.136)
n=0

donde ®,, () han sido definidas en (1.132).
b) La funcion Fy(z) definida en (1.134) posee el desarrollo asintotico

~A)— Y anPra(z) (2 a), (1.137)
n=0
donde ®,, o(x) han sido definidas en (1.128) y

b
Ay = /a F(t)dt = Fu(b) = Fy(a). (1.138)
(Fin del teorema 7).

Corolario 20. (Integracion de desarrollos asintoticos respecto de un pa-
rametro real). Sea = una variable real definida en una region D de la recta
real ampliada R.. Sean zg un punto de acumulacién de D y A un parametro
real definido en un intervalo I = (a, 3) de R. Sea {¢,(z )} (N finito o
infinito) una sucesmn de funciones definidas en D tales que

(i) {on(x )}n ) €s una sucesion asintotica cuando x — xg en D.

( i) ¢n(x) es independiente de A para todo n =0,1,...,N — 1.

Sea f(x,\) una funcién de D x I en R tal que
(iii) f(x,A) es una funcién medible respecto de A en I para todo x € D.
(iv) f(z, A) posee el desarrollo asintotico

N-1

fz,A) =~ Z an(N)on () (x — x), (1.139)

n=0

donde ay, () es medible respecto de A en I para todon =0,1,..., N — 1. Sea
h(A) una funcién integrable respecto de A en I tal que todas las integrales

A, = /ﬁ W\ )an(NdA  (n=0,1,...,N — 1) (1.140)

existen. En estas condiciones, la integral

_ /B RN f (2, A)dA (1.141)

existe para todo x en alguna vecindad de x( y posee el desarrollo asintético

N-1
~ Y Andn(z) (@ = x0). (1.142)
n=0
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La derivaciéon de desarrollos asintéticos respecto de la variable indepen-
diente o respecto de algin parametro es posible solo cuando se dan ciertas
condiciones. Si una funcion compleja f(z) definida en una region D C C
tiene un desarrollo asintotico f(z) = ZN 1an¢>n( ) cuando z — zp en D
relativo a una sucesion asintotica {¢,(z)}, la funcion derivada f’(z) no existe
necesariamente. Cuando f(z) es derivable, la mera existencia de la derivada
no asegura que ésta posea un desarrollo asintético respecto a la secuencia

dada {¢n}.
Por ejemplo, [24, p. 209] la funcion f(z) = 22'/2 es derivable y su primera
derivada es f'(z) = 2~ /2, funcién que no tiene desarrollo asintotico respecto

a la sucesion asintética {z_”}n o, toda vez que la aplicacion del corolario 8
al caso actual da como resultado que el coeficiente del término de orden cero
de tal desarrollo seria igual a cero, e igual a infinito los coeficientes de los
términos sucesivos.

La raz6on inmediata de la imposibilidad de derivar desarrollos asintéticos
reside [18, p. 7] en que no es admisible en general la diferenciaciéon de rela-
ciones de orden, ora respecto de la variable independiente, ora respecto de
algin parametro. Por consiguiente, la diferenciacién de una sucesiéon asinto-
tica no produce en general una sucesion asintotica. Por ejemplo, [18, p.11] la
sucesion {¢, ()}, donde ¢, (z) = 2~V [a + cos (z"+1)] es asintotica
cuando || — 400 en el eje real, toda vez que lim|x‘_>+oo gbn+1( )/ én(z) =0
para todo n = 0, 1,2, .... No obstante, la sucesion {¢/,(z)}, 25, donde ¢/, (z) ~

—(n + 1)z~ tsen (z"!) cuando |z| — +oo para todo n = 0,1,2,..., no es
una sucesion asintotica cuando x tiende a infinito en el eje real, toda vez que
b1 (x) /@, (x) es oscilante cuando |xz| — +o0.

En la seccién siguiente se daran condiciones suficientes de diferenciacion
de desarrollos asintéticos relativos a sucesiones asintéticas de potencias.

1.5. Operaciones con desarrollos asintéticos de po-
tencias

Las sucesiones de potencias enteras {2"} 7% y {7} desempefian un
papel fundamental en el estudio del comportamlento de funciones en la ve-
cindad del origen y el infinito respectivamente. En lo sucesivo nos referimos
a la segunda, toda vez que es posible transformar una en otra mediante la
inversion de la variable independiente.

Corolario 21. La sucesion de potencias enteras {z~ ”} —p €8 una suce-
sién asintdtica multiplicativa cuando z — 400 en toda regién D del plano
complejo excluido el origen.
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En efecto, denominando ¢, (z) = 27", es inmediato verificar que el limite
de ¢n+1/¢n es ceroy que ¢g(z) = O(1) cuando z — +0o. Ademés, para todo
m,n = 0,1,2,...; el producto ¢nim(z) = ¢dn(2)pm(z) admite un desarrollo
en potencias donde los coeficientes a, 1 de todos los términos son nulos
excepto el de orden n + m, que es igual a 1. Este es ademds un desarrollo
asintético porque para todo N = 1,23, ..., se comprueba sin dificultad que
la funcion Fy_1(z) = ¢nim(2) —fo;ol Qpm k@K (2) es dominada fuertemente
por ¢n—1(2) cuando z — +oo. La sucesion {z_"}:{:a cumple asi las condi-
ciones de la definiciéon 13. A la misma conclusion se llega teniendo en cuenta
que la sucesion de potencias enteras es de indice aditivo (cfr. definicion 14)
y aplicando el corolario 15.

Una consecuencia directa del corolario 21 es que las definiciones 7, 8 y
10 son aplicables a la sucesion {z7"}.

Definicién 15. (Serie asintética de potencias). Dada una sucesion {a, },72
de constantes complejas, la serie formal (convergente o no)
400
Z anz " =ag+ a1zt a2+ .., (1.143)
n=0

es una serie asintodtica de potencias cuando z — 400 en cualquier region
D C C excluido el origen.

Definicion 16. (Desarrollo asintotico finito de una funcién compleja
en potencias enteras de la variable independiente). Sea f(z) una funcion
compleja definida en una regiéon no acotada D C C. La serie asintética
27]:/;01 anz~™ es un desarrollo asintético de f(z) en potencias hasta N > 1
términos cuando z — 400 en D, y se expresa

N—1
f(z) = Z anz” " (z = +00), (1.144)
n=0

si se verifica que la funcion Fy_1(z) = f(2) — ZQ/:_OI anz" "

fuertemente por z~=1 cyando z — 400 en D, es decir, si

es dominada

N-1
Fn_1(2) = f(2) — Z anz " =o (z*(N’1)> (z = 400),  (1.145)
n=0

o lo que es igual,

N-1
f(z) = Z anz” " +o (z_(N_1)> (z = 400). (1.146)
n=0
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Definicién 17. (Desarrollo asintotico de una funcion compleja en poten-
cias enteras de la variable independiente). En las mismas condiciones de la
definicién 16, la serie asintotica de potencias eri% nz "
asintotico de la funcion compleja f(z) en potencias cuando z — +o00 en D,
y Se expresa

es un desarrollo

+oo
f(z) = Z anz” " (z = +00), (1.147)
n=0

si para todo N = 1,2,3,..., la serie asintotica de potencias 27]:[;01 anz” " es

un desarrollo asintotico de f(z) hasta N términos en el sentido de la defini-
cién 16.

Corolario 22. (Combinacion lineal de los desarrollos asintoticos en po-
tencias enteras de dos funciones complejas).

Proposicion 22.1. Sean f(z), g(z) funciones complejas definidas en sendas
regiones no disjuntas Dy, D, del plano complejo ampliado C,sea D = DN
Dy la region del plano donde ambas funciones estan definidas. Si f(z) y g(2)
poseen desarrollos asintéticos en potencias enteras de z cuando z — 400
hasta un namero finito dado N > 1 de términos, es decir, si

N-1

f(z) = Z anz” " (z = +00), (1.148)
n=0
N-1

g(z) = Z bpz™" (z = +00), (1.149)
n=0

para todo par de constantes complejas A, i, la funcion Af(z)+ pg(z) definida
en D posee el desarrollo asintético en potencias enteras de z cuando z — 400
hasta N términos
N-1
M(2) + pg(z) = Z (Aay, + pbp)z™" (z = +00). (1.150)
n=0
Proposicion 22.2. En las condiciones de la proposicion 22.1, si f(z) y g(2)
poseen desarrollos asintoticos en potencias enteras de z cuando z — +0o0
hasta cualquier nimero N > 1 de términos, es decir, si

+o0o
f(z) = Z anz™ " (z = +00), (1.151)
n=0

+oo
g(z) = Z bz " (z = +00), (1.152)
n=0

para todo par de constantes complejas A, i, la funcion A f(z)+ pg(z) definida
en D posee el desarrollo asintético en potencias enteras de z cuando z — 400
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hasta cualquier namero de términos

+00
M(2) + pg(z) = Z()\an + pbp)z" (z = 400). (1.153)

n=0

El resultado es consecuencia del teorema 2 y el corolario 21 y se extiende
sin condiciones adicionales a la combinacién lineal de un conjunto finito de
funciones complejas de z.

Corolario 23. (Combinacién lineal de los desarrollos asintoticos en po-
tencias enteras de un conjunto finito de funciones complejas).

Proposicion 23.1. Sea {fj(z)}j]\igl (M = 3,4,5,...), un conjunto finito
de M funciones complejas definidas en una regién comin D C C tales que
poseen M desarrollos asint6ticos en potencias enteras de z cuando z — +00

hasta un namero finito dado N > 1 de términos, es decir,
N-1
fi(z) = > aniz™" (2 400), (j=0,1,..,M—1). (1.154)
n=0
Entonces, para todo conjunto {ozj}jjvigl de M constantes complejas, se

verifica que la funcion Fy(z) = Ej]\ial a; fj(z) tiene el desarrollo asintotico
en potencias enteras de z cuando z — 400 hasta N términos

M-1 N-1
Fy(z) = Z a;fi(z) = Z Apz™" (z = +00),
7=0 n=0
M—1
siendo A, = Z an, 05, (n=0,1,..., N —1). (1.155)
j=0

Proposicion 23.2. En las condiciones de la proposiciéon 23.1, si todas las
M funciones f;(z) poseen desarrollos asintéticos en potencias enteras de z
cuando z — 400 hasta cualquier nimero N > 1 de términos, es decir, si

+oo
[i) =Y aniz™ (2= +00), (j=0,1,...,M—1), (1.156)
n=0

entonces se verifica que para todo conjunto finito de M constantes complejas
{aj}j]vigl la funcion Fy(z) = ij\igl a; fj(2) tiene el desarrollo asintotico en
potencias enteras de z cuando z — 400 hasta cualquier nimero de términos

M-1

+oo
Fy(z) = Z a;fi(z) = Z Anz7" (z = +00),
7=0 n=0

M-1
siendo A, = Z an,jQj, (n=0,1,2,..). (1.157)
=0
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Corolario 24. (Combinacién lineal de los desarrollos asintoticos en po-
tencias enteras de un conjunto infinito numerable de funciones complejas).

Proposicion 24.1. Sea {f; (z)};fg un conjunto infinito numerable de fun-
ciones complejas definidas en una region D C C tales que poseen desarrollos
asintoticos en potencias enteras de z cuando z — +o0 hasta un ntmero finito
dado N > 1 términos

N—-1
[ =) aniz™™ (2= +00), (j=0,1,2,..). (1.158)
n=0

Entonces, para todo conjunto infinito numerable de constantes complejas
{ozj};r:og tal que
(i) La serie Zjﬁg a; converge absolutamente,
(i) La serie Z;r:og an ja; converge para todon =0,1,...,N — 1,
se verifica que la serie Zj‘:og a; fj(z) converge para todo z tal que |z| > p >0
— 400

y la funcién F(z) = 3775 a; f;(2) definida por esta serie posee el desarrollo

asintotico en potencias enteras de z cuando z — 400 hasta N términos
+o0 N-1
F(z) = Z a;fi(z) = Z Apz™" (z = +00),
7=0 n=0

+o0
siendo A, = anjaj, (n=0,1,...,N —1). (1.159)
j=0

Proposicion 24.2. En las condiciones de la proposicion 24.1, si para todo
J =0,1,2,... fj(2) posee un desarrollo asintotico en potencias enteras de z
cuando z — +o00 hasta cualquier nimero N > 1 de términos

+oo
[i(z) ~ Z an,jz " (z = +00), (1.160)
n=0

y si {a; };:8 es un conjunto infinito numerable de constantes complejas tales
que

(i) La serie ZJZOS a; converge absolutamente,

(ii) La serie 32,° an jov; converge para todo n =0,1,2, ...,
se verifica que la serie Z;F:Og a; fj(z) converge para todo z tal que |z| > p > 0
y la funcion F(z) = ;;OS a;fj(z) definida por esta serie posee el desarrollo
asintotico en potencias enteras de z cuando z — +o0 hasta cualquier ntimero
de términos

+oo +oo
F(z) = Z a;fi(z) = Z Apz™" (z = +00),
§=0 n=0
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+o0
siendo A, = Z an i, (n=0,1,2,...). (1.161)
j=0

El resultado es consecuencia del corolario 21 y de la extension del teorema
2 a las combinaciones lineales de conjuntos infinitos numerables de funciones
que verifican las condiciones (i) y (ii).

El producto de desarrollos asintoticos en potencias enteras de la varia-
ble independiente es siempre realizable hasta un nimero finito de términos.
También es realizable hasta cualquier numero de términos, asumida la con-
vergencia de la serie producto de los coeficientes de los desarrollos asintoticos
de los factores.

Corolario 25. (Producto de desarrollos asintoticos en potencias enteras
de dos funciones complejas). Sean f(z), g(z) funciones complejas definidas
en una region D C C tales que poseen desarrollos asintoticos en potencias
enteras de z cuando z — +o0 hasta N > 1 (V finito o infinito)

N-1

f(z) = Z anz” " (z = +00), (1.162)
n=0
N—-1

g(z) = Z bz " (z = +00), (1.163)
m=0

de manera que si N es infinito, la serie Y720 > a,b,, es convergente.

Entonces, la funcion producto f(z)g(z) posee el desarrollo asintotico en
potencias enteras de z cuando z — +oo hasta N términos en D (N finito o
infinito respectivamente)

N-1
f(2)g(z) = Z Cnz " (z = +00),
n=0
donde Cp = ajb,—;, (n=0,1,2,..). (1.164)
§=0

El resultado es consecuencia de los corolarios 14 y 21.

El cociente de desarrollos asintoticos en potencias enteras de la variable
independiente se realiza en las condiciones establecidas en los corolarios 17
y 18.

Corolario 26. (Inversion del desarrollo asintotico de una funcién com-
pleja en potencias enteras de la variable independiente). Sea g(z) una funcién
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compleja definida en una region D C C tal que posee un desarrollo asintético
en potencias enteras de z cuando z — +o0 hasta N términos en D (N finito
o infinito)
N-1
g(z) = > bz " (z = +00), (bo #0). (1.165)
n=0
Entonces, la funciéon 1/g(z) = [g(2)]~!, reciproca de g(z) respecto a la
multiplicacién de funciones, posee el desarrollo asintotico en potencias ente-
ras de z cuando 2 — 400
N-1
1/g9(z) = [9(2)] ' = Z bz ™ (z = +00) (1.166)
m=0
donde by # 0 y las constantes b (m=0,1,2,...) se obtienen resolviendo el
sistema recurrente de ecuaciones

boby = 1

k
> bibg—; =0 (k=1,2,3,..). (1.167)
j=0

El resultado es consecuencia directa de los corolarios 17 y 21. También
consecuencia directa de los corolarios 18 y 21 es el enunciado que expresa el
cociente de desarrollos asintéticos en potencias enteras.

Corolario 27. (Cociente de los desarrollos asintoticos de dos funciones
complejas en potencias enteras de la variable independiente). Sean f(z),
g(z) funciones complejas definidas en una region D C C tales que poseen los
desarrollos asintoticos en potencias enteras de z cuando z — +oo hasta N
términos (N finito o infinito)

N-1
f(z) ~ Z anz~ " (z = +00), (1.168)
n=0
N-1
g(z) = Z bz~ ™ (z = 400), (bo#0). (1.169)
m=0

Entonces, la funcion cociente f(z)/g(z) tiene el desarrollo asintotico en
potencias de z cuando z — +0o0

N-1
F) /g2~ 3 Cuz (2= +o00), (1.170)
n=0

donde los coeficientes Cy, (n = 0,1,..., N — 1), que son soluciones del sistema
recurrente de ecuaciones

> Cibnj = an, (n=0,1,...,N — 1), (1.171)
j=0
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tienen la forma explicita

Cn =) ajbp_; (n=0,1,...,N — 1), (1.172)
=0

donde b; son los coeficientes del desarrollo asintético de la funcién reciproca

1/g(z) dados en (1.167).

La integracion de desarrollos asint6ticos en potencias enteras de una va-
riable real = es consecuencia del corolario 19.

Corolario 28. (Integracion de desarrollos asintoticos en potencias en-
teras de la variable independiente). Sea f(x) una funcion real o compleja
definida en un intervalo I = (a, 4+00) del semieje real positivo tal que

(i) f(x) es continua en 1.

(ii) f(x) posee el desarrollo asintotico en potencias enteras de = cuando
T — +00

+oo
f(z) ~ Z anz " = ag+arx 4asr A 4azz S+ ... (x — +00). (1.173)
n=0

Entonces, la funcién

Fu(z) = / F(t)dt (1.174)

existe en algun intervalo (a,c) C (a,400) y posee el desarrollo asintotico en
potencias enteras de x cuando x — +00

T +oo
Fy(x) = / f)dt~A+apxr+arlnz — Z anz” "V /(0 —1) =
@ n=2
+oo
=A+ax+alnx — Zanﬂaf"/n (x = +00), (1.175)
n=1
siendo
+oo
A= / (f(t) —ao—altfl) dt — apa — aj Ina. (1.176)

Desde luego, para todo n = 0,1, 2, ..., la funcion ¢, (z) = " es positiva
en el intervalo I = (a,+00) del semieje real positivo. Ademas, las funciones

+o0o +o0
By yoo () = gbn(t)dt:/ £, (n=0,1,2,..),  (L177)

xT

existen para n = 2,3,4, ..., no para n = 0, 1. Ahora bien, la funcién f(x) =
f(z) — ap — a12~! posee un desarrollo asintético en potencias enteras de
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x cuando  — +o00 en el que faltan los términos de 6rdenes cero y uno
que hacen diverger la integral del desarrollo de f(z). En consecuencia, f(z)
verifica las condiciones del corolario 19 y la funcién
. +oo +oo
F+Oo(a:)z/ f(t)dtz/ (F(6) —ap —art™) dt (1.178)
xX

T

existe en algin intervalo (¢, +00) (¢ > a) y posee el desarrollo asintotico
A +Oo
Fi(z) = Z anz~ Y /(0 — 1) (x = +00). (1.179)
n=2

Ademés, para todo = € (a, +00), la funcion f(x) es integrable sobre (a, z)
debido a su continuidad y al caracter acotado del intervalo, de manera que

F,(z) = Fy(x) 4+ aox + a1 Inz — aga — a; Ina, (1.180)
donde .
Fule) = / Fetyae (1.181)

existe en I = (a,+00) y posee el desarrollo asintotico que deriva de la igual-
dad

N +oo +oo “ “
Fu(e) = / fde= [ fe)dt = Ao - Fycla), (1.182)
donde
N +oo +oo
Ay = / ftydt = / (f(8) = ap — art™") dt. (1.183)

La tesis del corolario resulta de llevar (1.179) a (1.182) y sustituir la ex-
presion asintotica de Fy(z) asi obtenida en (1.180).

La derivacion del desarrollo asintético de una funcién en potencias enteras
de la variable independiente es posible cuando la funcién verifica determina-
das condiciones.

Teorema 8. (Condiciones suficientes para la derivacion de desarrollos
asintoticos en potencias enteras de una variable real). Sea f(x) una funcion
real o compleja definida en la recta real R tal que

(i) f(x) es diferenciable en R.

(ii) f(x) posee el desarrollo asintotico en potencias enteras de x cuando
T — +00

+o0o
flz) ~ Z anz " = ag+a1x " Hasr 2 azz 3+ ... (x — +00). (1.184)
n=0



1.5. operaciones con desarrollos asintéticos de potencias 37

(iii) La funcion derivada f’(z) es continua para todo z > ¢ (¢ € R).

(iv) Existe el desarrollo asintotico de f'(z) en potencias enteras de x
cuando x — +00.

Entonces, el desarrollo asintotico de f/(x) se obtiene derivando término
a término el desarrollo asintotico de f(x), es decir,

+oo
f'(z) ~ Z bpz™" (x — +00), (1.185)
n=0

donde
bo = 0, bn = —(n — l)an_l, (n = 1,2,3, ) (1.186)

El resultado es consecuencia de (1.178), (1.179) (ver Nota 8).

Teorema 9. (Derivacion de desarrollos asintoticos en potencias enteras
de una variable compleja). Sea f(z) una funciéon compleja definida en una
region anular D C C tal que

(i) f(2) es holomorfa en D, es decir, analitica y no singular para todo
z€D.

(ii) Existe un sector anular

S={z€C;lz| > R,a<arg(z) < 5} C D, (1.187)

tal que f(z) posee el desarrollo asintético

+o0o
f(z) = Z anz” " (z = o0) (1.188)
n=0

uniformemente en arg z cuando z — 400 en cualquier rayo contenido en S.
Entonces existe un sector anular S C S tal que la funcion derivada f'(z)
posee el desarrollo asintético

+o00
F@) = bpe™ (2= ) (1.189)
n=0

uniformemente en arg z cuando z — oo en cualquier rayo contenido en S ,
donde los coeficientes b, vienen dados por (1.186). Ademas, el desarrollo
asintotico (1.188) de f(z) en S puede derivarse término a término cualquier
nimero m de veces cuando z — 0o en cualquier rayo contenido en S:

" = n—1)ap—m _
R = e e AR

n=m+1

(arg(z) = cte.), (z€5), (m=1,2,3,..). (1.190)
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1.6. Representacion de funciones mediante desarro-
llos asintéticos

Una de las razones que justifican la presencia de los métodos asintdticos
en el &mbito de la matemaética aplicada y de las ciencias es la notable propie-
dad de los desarrollos asintoticos de aproximar una funcién en la vecindad
de un punto dado mediante sumas de un namero finito de términos. No obs-
tante, a diferencia de los desarrollos de Taylor, los desarrollos asintoticos
infinitos no pueden considerarse en general como representaciones genuinas
de funciones en la vecindad de puntos dados de sus dominios de definicion,
toda vez que no son necesariamente convergentes (ver Nota 4). En esta sec-
cion examinamos las condiciones bajo las cuales un desarrollo asintético de
una funcién relativo a una secuencia asintética dada puede considerarse co-
mo representacion de la misma funcién en el sentido usual de la convergencia
de series funcionales.

1.6.1. Convergencia y caracter asintético de series funciona-
les

Consideremos el desarrollo asintotico de una funcién compleja dada f(z)
cuando z — zp en una regiéon D C C relativo a una sucesién asintética
{6n(2) 112

N-1
FR) =D andn(z) (2= 20), (1.191)
n=0
donde N es finito o infinito. Cuando N es infinito, la serie en el segun-
do miembro 3,79 an¢n(2) no converge necesariamente, es decir, puede ser
convergente o divergente cuando z — zp, y sin embargo es ttil para ob-
tener aproximaciones de f(z) con gran exactitud (ver por ejemplo [24, p.
209, observacion (e)]). (Como entender el comportamiento aparentemente
paraddjico de los desarrollos asintdticos?

Cuando afirmamos que una serie funcional 3,720 a, ¢, (2) converge para
todo z en cierto conjunto G C C, en realidad afirmamos que

(i) Existe un subconjunto no vacio G C C tal que, para cada valor fijo
z € G, la sucesion numérica de sumas parciales

N-1 +o0
{SN(z) =) anqbn(z)} (1.192)

n=0 N=1

es convergente, es decir, para cada z € G, existe el limite de la sucesion
cuando N — —+o00:

Nl_lffoo Sn(z) = S(z)

+oo
> andn(z) € C. (1.193)
n=0
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Este limite S(z) es la suma de la serie numérica resultante de fijar el valor
de z en la serie funcional dada.
(ii) Existe la funcion

g: G—C
z— g(2) = 5(2), (1.194)

que asocia a cada valor fijo z € G la suma S(z) de la serie numeérica resultante
de fijar el valor de la variable z en la serie funcional dada:

+o0 N-1
g(z) =8(z) = Z andn(z) = Nl—i>r£oo Z andn(z), (z€C). (1.195)
n=0 n=0

Cuando afirmamos que una serie funcional 39 a,, ¢, (2) es el desarrollo
asintotico de una funcion dada f(z) cuando z — zp en una region D C C,
siendo zp un punto de acumulaciéon de D, afirmamos que

(i) Para cada valor fijo N =1,2,3, ..., la funcion

N-1

Fn_o1(2) = f(2) — Z andn(2) (1.196)

n=0
es dominada fuertemente cuando z — 2 por la funcion ¢n_1(z), es decir,

N—-1

f(z) = Z an¢n(z) +o (¢N71) (Z — ZO)a (1'197)

n=0

de manera que

i £ () = 2ncg andn(2)
#7720 Ppn-1(2)
(ii)La funcion Fy_1(z) es dominada débilmente cuando z — 2o por la
funcion ¢n(z), es decir,

=0. (1.198)

N-1
f(z) = Z andn(2z) + O (ON) (z = 20), (1.199)
n=0
de manera que
_ N-1
Ly = lim J2) ¢]”V(2)“”¢”(Z) ER'. (1.200)

Asi pues, al afirmar la convergencia de la serie funcional se afirma la
existencia de un limite cuando el indice entero N — +o00. En cambio, la afir-
macion del caracter asintotico de la serie funcional es equivalente a aseverar
que existe un limite cuando la variable compleja z — zp, donde zg es un
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punto de acumulacién de una region D C C.

La diferencia esencial entre convergencia y caracter asintotico de una
serie funcional esté en el origen de algunas propiedades curiosas de las series
asintoticas que no se dan en las series convergentes. Sean f(z) una funci6n
compleja definida en una region D C Cy {¢n(2) :Lri% una sucesion asintotica
cuando z — zp en D tal que

(i) f(z) posee el desarrollo asintotico relativo a {¢n,(2)}

+o0o
F) 2 Y andn(z) (2= 20). (1.201)
n=0

(ii) La serie asintotica 3,720 anén(2) es convergente en el sentido usual,
de manera que existe una funciéon g(z) definida por la suma de la serie en
alguna vecindad U de zp:

+oo
g9(z) = Z andn(2), (zeUND,). (1.202)
n=0

En estas condiciones, jes g(z) = f(2)?, es la serie asintotica convergente
j{i% an®n(z) el desarrollo asintotico de su suma?. La respuesta es que no
necesariamente. En algunos casos sucede que g(z) = f(z), es decir, la serie

asint6tica convergente Y7 an¢n(2) es el desarrollo asintético de su suma

f(2):

+00 too
fR) =Y andn(z) (z—=20) v f(2)=) andu(2), (z€UND).
n=0 n=0

(1.203)

En otros casos sucede que ¢g(z) # f(z), de manera que la serie asintotica

S0 angn(2) es el desarrollo asintético de una funcién f(z) que no es igual
a su suma g(z):

+o0 +o00
f(z) = Z andn(z) (2 —=20) v [f(2)#9g(2)= Z andn(2), (2 €UND).
= = (1.204)

Supongamos que g(z) # f(z). ;Es posible que el desarrollo asintético de
g(2), si existe, sea igual que el de f(z)? La respuesta es afirmativa , toda vez
que, ademés de f(z), puede haber otras funciones cuyo desarrollo asintético
sea la serie asint6tica dada 3°F29 a,¢n(2) (ver nota 4). En otras palabras, es
posible que

+00 +oo
FR) =Y andn(2),  g(z) =Y angn(z) (2 = 20), (1.205)
n=0 n=0
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y no obstante

+oo
f2) £9(z) = anu(z),  (:€UND). (1.206)
n=0

También es posible que exista el desarrollo asintotico de g(z) relativo a
la secuencia asintotica dada {¢,} pero que tal desarrollo no coincida con el
desarrollo de f(z), es decir, que

+o0 too
f2) =) andn(2),  g(2) =D badu(2) (2= 20) (1.207)
n=0 n=0

+o0
f(Z) ;ég(z) = Zan¢n(z)v (Z € UﬂD)v (1'208)
n=0

donde by, # an, o puede suceder que g(z) no tenga desarrollo asintotico rela-
tivo a la secuencia dada {¢,}.

Un ejemplo de funcién cuyo desarrollo asintético converge a otra funciéon
es (|15, p. 12]), (|45, p. 17]) la funcion

f(z) = exp(—2), (—m/2 < arg(z) < +m/2), (1.209)

P . s . c sy . —n T
cuyo desarrollo asintotico relativo a la sucesion asintotica de potencias {z7"}, Z
es

f(z) =exp(—2) = 0+ 0271 + 02724 .., (z — o0),
(—m/2 < arg(z) < +m/2). (1.210)

La serie asintotica en el segundo miembro de (1.210) es convergente y
su suma es g(z) = 0, que desde luego no coincide con la funciéon dada
f(z) = exp(z). Ademaés, esta serie asintotica es el desarrollo asintotico de
su suma g(z) = 0 relativo a la sucesion de potencias {z7"}.

Un caso importante en el que una serie asintética convergente es tam-
bién el desarrollo asintotico de su suma se presenta en las series asintdticas
de potencias enteras de la variable independiente {z7"}.

Teorema 10. [15, p.14], [45, p. 7,17]. (Una condicion suficiente para que
una serie asintética de potencias convergente sea el desarrollo asintético de
su suma). Sea 3,720 a, 2™ una serie de potencias asintética cuando z — oco.
Si la serie converge para todo z € C tal que |z| es suficientemente grande, es
decir, si

+oo
3 f(z) 3 f(»)= Zanz_” VzeC, |z2|>p>0, (1.211)
n=0
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donde p es el radio de convergencia de la serie, entonces se verifica que la
serie Y720 a,2™" es el desarrollo asintético de su suma f(z) en potencias
{2z} cuando z — oo para todo valor de arg(2):

+o0
flz) = Z anz” " (z = 0), (1.212)
n=0

sin perjuicio de que existan otras funciones diferentes de f(z) cuyo desarrollo
asint6tico en potencias {27} sea la misma serie dada 3720 a,z ™"
En la nota 9 se da una idea del razonamiento que conduce a la conclusion

del teorema 10.

1.6.2. Suma asintotica de una serie formal

i.Es posible que no exista funcién alguna cuyo desarrollo asintético sea
una serie asintotica dada? El teorema siguiente establece que este caso no
puede darse.

Teorema 11. [18, p. 22,23,24|. (Sobre la existencia de funciones cuyo
desarrollo asintotico es una serie asintotica dada). Sea {¢,(z) }7]:[:_01 (N finito
o infinito) una sucesion asintotica cuando z — zp en una region D C C de la
cual zg es un punto de acumulaciéon. Sea Z,]X;ol an®n(z) una serie asintotica
cuando z — zg relativa a la sucesion {¢,}. Entonces, existe al menos una
funcion compleja f(z) definida en D tal que 27]:[;01 an¢n(z) es el desarrollo
asintotico de f(z) cuando z — zp en D relativo a la sucesion {¢,}, es decir,

el conjunto de funciones complejas definidas en una region D C C tales que

N-1

F) =Y andn(z) (2= 2) (1.213)

n=0

es no vacio.
En la nota 10 se da un resumen de la demostraciéon del teorema 11.

Definiciéon 18. [18, p. 22|. (Suma asintética de una serie asintotica).
Sean {¢n(z)}£f;01 (N finito o infinito) una sucesion asintotica cuando z — 2o
en una region D C Cy N1 a,¢,(2) una serie asintotica cuando z — 2o

en D relativa a {¢,}. La clase no vacia

N-1
Sasy = {f(z), z€ D; f(z) = Z andn(z) (z — zo)} , (1.214)
n=0
constituida por las funciones complejas definidas en D cuyo desarrollo asin-
totico cuando z — zg en D es la serie asintotica dada, recibe el nombre de
suma asintotica de la serie asintotica 0" apén(2).
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Si N = 400, las funciones que constituyen la suma asintética de una serie
asintotica dada son asintéticamente iguales cuando z — zp en D respecto a
la sucesion asintotica {¢y, } dada. (Recordar la definicion 12 y el corolario 11).

1.6.3. Representacion asintética de funciones

Consideremos una serie asintotica 3,7°0 a,¢n(2) cuando z — 2 relativa
a una sucesion asintotica {¢,(2)}25 definida en una region D C C de la
cual zp es punto de acumulacion. Sabemos (ver teorema 11) que existe al
menos una funcién definida en D cuyo desarrollo asintotico cuando z — 2
en D es precisamente la serie dada:

“+oo

F) =Y andn(z) (2= =), (1.215)

n=0

y decimos que f(2) € Sgsy, donde S,y representa a la suma asintotica (1.214)
de la serie dada. La suma asintoética de la serie dada existe siempre, porque
el conjunto Sgsy €s no vacio.

Si la serie asintotica es divergente en el sentido usual de la convergencia
de series, no existe funcion a la que pueda denominarse suma de la serie en
alguna vecindad de zp. Si la serie asintotica es convergente, existe la funcion
suma

+o0
9(2) =Y andn(2), (1.216)
n=0

que puede pertenecer o no a Sggy, toda vez que la condicién (1.216) no
asegura por si sola que la serie asintotica sea el desarrollo asintotico de g(z).
En suma, dada una serie asintética cuando z — zg en D C C, su suma
asintotica

+oo
Sasy ={fo(2)}, folz) = Y andn(2) (2 = 20),
n=0
(0 eICR), (1.217)

consta en general de mas de una funciéon. Cuando la serie es convergente a
g(2) en alguna vecindad de 2, es posible que g(z) no pertenezca a Sgsy, sea
porque su desarrollo asintotico relativo a la sucesion {¢,(z)} no es igual a
la serie asintotica (1.217) dada, o bien porque no tiene desarrollo asintético
relativo a esa sucesion asintotica. También puede suceder que g(z) pertenez-
ca a Sy, pero esta condicién no asegura que la suma asintética de la serie
S0 angn(2) se reduzca a g(2) solamente. Cuando la serie asintética es di-
vergente en toda vecindad de zp, su suma asintética puede constar asimismo
de una o mas funciones.

Reciprocamente, dada una funcion f(z) definida en una region D C C'y

una sucesion {¢y,(z) Ii% asintotica cuando z — zg en D, puede suceder que
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f(2) no tenga desarrollo asintotico relativo a dicha sucesion, o bien que tal
desarrollo exista. En este altimo caso, existe una y solo una sucesion {a,}
de constantes complejas tal que

+o0o
F) =Y andn(z) (2= 20), (1.218)
n=0

que puede ser convergente o no y, si fuera convergente, su suma g(z) puede
ser igual o no a f(z). Ademaés, si g(z) # f(z), g(z) puede pertenecer o no
a la suma asintotica de la serie formal 3720 a, ¢, (2). Sea o no convergente
esta serie, la funcion dada f(z) puede ser o no la tnica funcion que verifique
(1.218). El teorema que sigue puede considerarse reciproco del teorema 10.

Teorema 12. [18, p. 22|, [24, pp. 210, 211]| (Una condicién suficiente
para que el desarrollo asintético de una funcién compleja sea convergente
a la propia funcion). Sea f(z) una funciéon compleja definida en una region
D C C que contiene a una vecindad anular €2 del infinito,

Q={zeC;lz|>A>0,CDCC, (1.219)

tal que

(i) f(2) es univaluada y holomorfa en (.

(ii) f(z) posee el desarrollo asintotico en potencias enteras de z cuando
Z — 00

+o0
flz) = Z anz” " (z = 00), (1.220)
n=0

para todo valor de arg(z). Entonces, la serie asintotica 29 a,2z~™ es con-
vergente para todo z tal que |z| es suficientemente grande y su suma es la
funcion dada f(z), es decir,

+oo
f(z) =) anz™", |z| > p> A, (1.221)
n=0

para todo valor de arg(z).
La idea de la demostraciéon puede consultarse en la nota 11.

Para que una serie asintotica dada (convergente o no) represente asintoti-
camente a una sola funcién f(z) en la vecindad de un punto zy, es necesario
que f(z) sea la tnica funcién cuyo desarrollo asintotico en una vecindad de
zo sea la serie formal dada.

Definiciéon 19. (Representacion asintética de una funcion compleja).
Sean Z:ﬁ% andn(z) una serie asintotica cuando z — zp en una region D C
C y f(#) una funciéon compleja definida en D. Se dice que la serie formal
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S0 andn(2) es la representacion asintotica de f(z) cuando z — zp en D
si f(z) es la tnica funcién cuyo desarrollo asintotico es la serie formal dada
cuando z — zp en D. Es decir, cuando se verifica

+oo
(i) f(z) = andn(z) (z = 20), (1.222)
n=0

+oo
(ii) Si g(z) = Z anon(z) (z = 20) = f(2) =9g(2) en D.  (1.223)
n=0

El problema de la representacion asintética de una funcién compleja da-
da consiste en establecer cuando la funcion verifica las propiedades (i) y (ii)
de la definicién 19 en la vecindad de algin punto de acumulacién de su re-
gion de existencia. Ahora bien, ni el teorema 10 ni el teorema 12 aseguran
la correspondencia biunivoca entre una funcién y su desarrollo asintético
[18, p. 24]: "En general no hay modo de asociar una tunica suma asintoti-
ca a una serie asintotica, pero en ciertas circunstancias un tanto especiales
puede suceder que bajo hipdtesis mas precisas acerca de los coeficientes de
la serie asintotica, y bajo ciertas restricciones sobre la funcion f(z), pueda
obtenerse una tnica suma; y con frecuencia en tales casos la serie asintética,
aunque divergente, es en algin sentido sumable a su suma asintotica. Wat-
son (1912a) y Nevanlinna (1916) han obtenido teoremas de esa especie para
series asintdticas de potencias sumadas por funciones analiticas regulares en
alguna region sectorial."”

En nuestro caso, el problema de la representacion asintotica atane a fun-
ciones que verifican una ecuacién diferencial en un sector determinado del
plano complejo. ; Es suficiente que un desarrollo asintético verifique la ecua-
cion diferencial dada para que represente asintoticamente a una solucién de
la ecuacion y solo a una? [56]: "Refiriéndonos a las series asintdticas de po-
tencias, se ve que si uno se limita a considerar valores de la variable sélo a lo
largo de un rayo del plano complejo, un mismo desarrollo puede correspon-
der a funciones distintas. Pero esa ambigiiedad desaparece si se estudia lo
que ocurre cuando la variable cubre el plano complejo. De hecho, si exigimos
que el desarrollo asintético cumpla formalmente las mismas relaciones (ecua-
ciones diferenciales, recurrencias, etc.) que una funcion f(z) dada en cierto
sector, a < arg(z) < f3, del plano complejo, la correspondencia entre funcion
y desarrollo asintotico es biunivoca [16, pp. 19-20]. A la hora de representar
una, funcion en el citado sector, el desarrollo asintético es tan valido como
podria serlo una serie convergente. Su tinica desventaja es que no permite
asignar un valor numérico tan preciso como se desee a la funciéon."
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1.7. Notas

Nota 1 [15, p. 10]. En sentido amplio, la expresion "obtener el compor-
tamiento asintotico de f(z) cuando z — 2" significa "obtener informacion
de cualquier clase acerca de f(z) en la vecindad de zp". No obstante, el sig-
nificado usual de la citada expresion es "encontrar una funcion sencilla g(z)
que sea asintOticamente equivalente a f(z) cuando z — zp." En este caso,
por "sencilla" se entiende que el calculo de sus valores en la vecindad de zy
no resulte extremadamente dificultoso. En consecuencia, el significado usual
de la expresion "formula asintotica de f(z) cuando z — 2" es el de una
equivalencia asintotica: f(z) ~ g(z) (2 = 20).

Nota 2 [15, p. 10]. En el anélisis asintotico, las relaciones de dominancia
fuerte (0) no son tan interesantes como las de dominancia débil (O) porque
ocultan mucha informacién acerca del comportamiento asintético de una fun-
cién en la vecindad de un punto dado. Por ejemplo, ademas de saber que
f(2)/g(z) tiende a cero, también interesa conocer lo mejor posible la rapidez
de esa convergencia.

Nota 3 [66, p. 110]. La expresion

f(z) =g(z) +o(h(z)) (2= 20), (1.224)
significa
f(z) —g(z) = o(h(z)) (z = 20). (1.225)
Asimismo, la expresion
f(z) =9(2) + O(h(z)) (2 = 20), (1.226)
significa
f(z) —g(z) = O(h(z)) (z — 2p). (1.227)

Nota 4 [24, p. 209]. El concepto de desarrollo asintotico es muy dife-
rente del concepto de desarrollo de Taylor, no obstante ambos se confunden
frecuentemente. El error se debe a que se suele emplear la denominacién
de "serie asintética'" para lo que deberia llamarse desarrollo asintético. El
concepto de desarrollo de Taylor hace referencia a la representacion exacta
de una funcién en la vecindad de un punto del plano complejo por medio
de una serie de potencias convergente en dicha vecindad, de manera que tal
desarrollo corresponde a la funcién dada y solo a ella. El concepto de desa-
rrollo asint6tico alude a la aprozimacion de una funcién dada en la vecindad
de un punto del plano complejo, hasta cierto orden de precisién, mediante
una "serie asintotica" o "serie formal" que puede o no ser convergente, y
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en general no lo es. Una consecuencia notable de este hecho (recordar 1.64,
1.65, 1.67, 1.68) es que dos o més funciones diferentes pueden tener el mismo
desarrollo asintotico relativo a una sucesién asintotica dada.

Nota 5 [45, p. 16|, (ver definiciones 2, 8, 10). El uso del simbolo ~
en lugar de ~ en la expresion de los desarrollos asintoticos de funciones se
justifica del modo siguiente:

N-1
f(z) = Z andn(2) (z = 20) &
n=0
N-1
<~ f(Z) - Z an¢n(z) - 0<¢N—1) (Z - ZO) A
n=0
o fim 1) = 9v1l) 0, (N=1,2,3,..), (1.228)
=20 Pn-1(2)
donde
N-1
Sn—1(2) = Y andn(2), (N =1,2,3,..). (1.229)
n=0

Del caracter asintotico de la sucesion {¢,,} se deduce que para todo N =
1,2,3, ...,

lim M —0, lim / (Z)S;“?(V;)l(z) —0, (1.230)
de manera que
Jim % = lim f(Z)S]_V_SIJ(Vz‘)l(Z) r1=1, (1.231)
expresion equivalente a
N—-1
f(z) ~ nE—:o anpn(z) (2= 20). (1.232)

Nota 6 [45, p. 16, 17], (ver definiciones 8 y 10). Sobre el uso del simbolo
O en lugar de o en la definicién de los desarrollos asintdticos de funciones.
La relacion entre una funcion compleja dada f(z) y su desarrollo asintético
se expresa de modo equivalente a la definiciéon 8 mediante el simbolo O:

N-1

f(z) =) andn(2) + O(dn) (2 = 20). (1.233)

n=0
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En efecto, poniendo Fy_1(2) = f(2) — SN anén(2), a partir de 1.228
(ver nota 5) se tiene:

. Fy_1(2) 1 _
Zl;rglo r\/—l(z) = ) X ona(d) 0, (1.234)

2 _—, (1.235)

por consiguiente, existe algin namero real no negativo A tal que en alguna
vecindad de zp,

[Fn-1(2)] < Alon(2)], (1.236)

quedando asi justificada (1.233).
Nota 7 [18, p. 13, 14|, (ver definiciéon 11 y corolario 8). Una funcion
dada f(z) puede tener desarrollos asintoticos respecto de dos o més secuen-
cias asintoticas diferentes, equivalentes o no equivalentes en el sentido de

la definicién 11. Algunos de tales desarrollos pueden ser convergentes, otros
divergentes.

Nota 8 (ver teorema 8). Por hipdtesis, existen los desarrollos asintoticos

—+o00
f(z) =~ Z anx™ ™ = ag+arz ' +asr 2 +azz 3+ (x = 400), (1.237)
n=0

“+oo
f(z) ~ Z baz ™" = bo+biz L bor 24 byz 34 (x — +00), (1.238)
n=0

donde los a,, son dados y se ha de demostrar que los b, estdan determinados
univocamente por los a,. A consecuencia de (1.237), (1.238) se tiene que
para todo N =1,2,3, ...,

N-1
f(z) — Z anxt" " =0 (x*(N*1)> , (x = +00), (1.239)
n=0
N-1
f(z) — Z bpr™ " =0 (l‘i(Nil)) , (x = 400), (1.240)
n=0
:cgrfoo f(z) = ap, xgrfoo f'(z) = bo. (1.241)

Para cada N = 1,2, 3, ... se consideran las funciones

(N=1): go(z) = f(x) — boz,
(N=2): g1(z) = f(x) — (box + by Inx),

N
N
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(N=3): g2(z) = f(x) — (box + by Inz — bo™ 1),
(N =4): g3(z) = f(x) — (box +byIna — b ™' — %ng_Q),
.................................................................................................... (1.242)
es decir,
go(z) = f(x) — box,
N2y
gn-1(z) = f(z) - (boﬂf +bilnz— ) T;;rxn> :
n=1
(N =2,3,4...), (1.243)

donde se asume que el sumatorio en el paréntesis se anula cuando N = 2.
Las funciones go(x), g1(x),... permanecen acotadas cuando x — 400 solo
si bg = by = 0. En tal caso,

lim gj(z) = lim f(x)= ao, (1=0,1,2,...). (1.244)

T—r+00 T—r+00

Las primeras derivadas de estas funciones admiten la expresiéon
N—1
gn (@) = fl(x) = D bpa ™", (N=1,2,3,..). (1.245)
n=0

A partir de (1.240) y (1.245) se deduce

ghv_1(x) =0 (a:_(N_l)> , (= 400), (N=1,2,3,...), (1.246)

lim gy_;(z) = lim f'(z) — by =by— by =0. (1.247)

T—+00 T—+00

Aplicando el teorema 6, tenemos
+00 +00
/ g1 (t)dt = o (/ t<N1)dt> (2 — +00), (1.248)
donde, habida cuenta de (1.239), para N = 1,2 se tiene
+o0 ,
[ ab(®dt = go(00) = go(a) = f(+o0) — f(a) =

=ao— f(z) =0(1), (x = 400), (1.249)

[ k0t = g1(00) = g1(2) = f(o0) — 10 =
=ag — f(x) = o(1), (x = +00), (1.250)
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y para N = 3,4,5, ...,

T

f—(N—2) 1Fe°
gN-1(+00) = gn-1(2) = ao — gn-1(x) = 0 ([M] ) B
Y (x_(N_2)> (x — +00).(1.251)

Para obtener una expresion del desarrollo asintético de f(x) en poten-
cias de x cuando x — 400 hasta N — 1 términos para todo N > 1 donde
aparezcan los coeficientes b, del desarrollo asintotico de su derivada f'(z),
es necesario que las funciones gny_1(x) introducidas en (1.242), (1.243) per-
manezcan acotadas cuando x — 400. Sabemos que esta condicién se verifica
solamente si los dos primeros coeficientes del desarrollo asintético de la de-
rivada son nulos: bg = b; = 0. Entonces,

N-2 b
gni(@) = fl@)+ Y 2 (N =1,2,3,.), (1.252)
n=1

Comparando (1.251) con (1.252) se obtiene, después de cambiar N por
N+1,

N-1
o [ — —(N-1)
f(x) =ag n§:1 — +o (m ) (r = +00),

(N=2,3,4,..). (1.253)

Comparando (1.237) con (1.253) se tiene, habida cuenta de la unicidad
del desarrollo asintético de una funcién relativo a una secuencia asintética
dada,

b, = —(n—1)an—1, (n=0,1,2,...), (1.254)

quedando asi probado que los coeficientes b,, del desarrollo asintético de la
derivada f’(x) estdn determinados univocamente por los coeficientes a,, del
desarrollo asintotico de la funcion f(x).

Nota 9. [15, p.14], [45, p. 7, 17]. (Ver teorema 10). Si la serie 32720 a, 2"
converge para todo z tal que |z| > p > 0, se verifica que

“+o0o
Ry=) apz "=0(z"") (z = 00), (1.255)
n=N
para todo N = 1,23, ... y todo arg(z). Ademaés, existe f(z) tal que

+oo
f)=Yanz"", (2l >2p>p), (1.256)
n=0
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siendo p un numero real positivo mayor que el radio de convergencia p. En
particular, la serie converge para |z| = p, luego existe al menos un namero
real positivo A tal que

lanp™"| < A, 1e lan| <Ap", Vn=0,1,2,.. (1.257)

La serie también converge para |z| = 2p, es decir, para plz|~! = 1/2.
Entonces se tiene que

+oo
Z anz” "
n=N

+oo +o0

<3 Janllsl < A prla (1.258)
n=N n=N

donde

X N N+oo n N NJFOQ N N
S Pl =AY Y (plal ) =N TN Y (1/2) = 2V Y
n=N n=0

n=0
(1.259)
En consecuencia,
—+00 .
Z anz” | < A‘Z_N , (N=1,2,3,...), (1.260)
n=N
donde A = 24p™. Entonces, a partir de la igualdad
“+o00 N-—1 +oo
f(z) = Z anz” " = Z anz” " + Z anz~ ", (1.261)
n=0 n=0 n=N
se deduce que para todo N =1,2,3, ...,
N-1 400 R
’f(z) - Z anz " = Z anz " < A‘z_N . (2] > p). (1.262)
n=0 n=N

Aplicando la definiciéon del simbolo de orden O, (1.262) equivale a
N-1
f(z) =Y anz " =0 (z_N) (z = +00), (1.263)
n=0
es decir, (recordar nota 6) a

+oo
f(z) =~ Z anz™ " (z = 00). (1.264)
n=0
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Nota 10. [18, pp. 22,23,24]. (Ver teorema 11). La idea de la demostracion
es la siguiente. Si N es finito, la suma
N-1

3 antnlz) = £(2) (1.265)

n=0
existe y define una funciéon f(z) cuyo desarrollo asintético es la propia suma:

N-1
anPn (2 (z = 20). (1.266)
n=0

Si N = +o0, existe para todo n = 0,1,2, ... una funcion continua p,(2)
tal que

|antphintp(2)bntp(2)| <277 [andn(2)], (1.267)

para todo p = 0,1,2,... y todo z en cierta vecindad U, de zy. Entonces, la
serie

+00
> antin(2)¢n(2) = f(2) (1.268)
n=0

es convergente y define una funcion f(z) en la region D C C de existencia
de la secuencia asintotica {¢,(2)}1>, siendo 2z un punto de acumulacion de

n=0>
D.
Entonces, tomando p = 0 en (1.267) y la expresion (1.268) de f(z) resulta:
N-1
f(Z) - Z an¢n Z ‘anﬂn On )| >
n=0
< lanén(2)] Z 2V = 2]angn(2)] = 0(dn-1) (2= 20), (1.269)

n=N

quedando asi probado que Y729 a, ¢y, (2) es el desarrollo asintético de la fun-
cion f(z) definida por (1.268).

Nota 11. (24, p. 210, 211] (ver teorema 12). La idea es que en el desarrollo
de Laurent de f(z) en Qo = {z;]z| > po > A}, i.e.

o0
> bp2”, (z € Qo), (1.270)
n=—oo
para todo n = 1,2,3, ..., |bp| < M/p", donde p > poy M > 0 es tal que
|f(z)] < M para todo z tal que |z| > A. La existencia de M deriva del
desarrollo asintotico f(2) & 32720 anz™", del que resulta lim,_, f(2) = ao.
Haciendo tender p — 400, resulta que el desarrollo de Laurent queda redu-
cido a los términos de érdenes 0, —1,—2, ..., cuyos coeficientes se identifican
respectivamente con los coeficientes ag, a1, as,... del desarrollo asintético de

f(2).



Capitulo 2

Ecuaciones diferenciales con
puntos singulares. Soluciones
globales

Este capitulo esta dedicado al planteamiento y resolucién del denomina-
do problema global o problema de conexion en las ecuaciones diferenciales
lineales de segundo orden con dos puntos singulares. La primera seccién con-
tiene las definiciones y propiedades fundamentales necesarias para clasificar
los puntos singulares de las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden
con coeficientes polinomiales y representar sus soluciones en la vecindad de
las singularidades. En la segunda seccién planteamos formalmente el proble-
ma global y describimos uno de sus aspectos mas interesantes conocido como
el fenomeno de Stokes. En la seccion tercera se expone el método de Naun-
dorf de resoluciéon del problema global en el cual se inspira nuestro método,
el método de los Wronskianos, cuyo desarrollo presentamos en las secciones
cuarta y quinta.

2.1. Ecuaciones diferenciales lineales de segundo or-
den con coeficientes polinomiales

La ecuacién diferencial ordinaria lineal homogénea de segundo orden
Po(2)y"(2) + Pi(2)y'(2) + P2(2)y(2) =0, (2 € C), (2.1)

donde Py(z), Pi(z), P>(z) son polinomios de grados mg, my, ms respecti-
vamente que carecen de ceros comunes a los tres, es la llave que permite
resolver una amplia clase de problemas de la Mecanica Cuéntica, entre los
cuales se encuentran los modelos de potenciales confinantes que describen
con notable exactitud la interaccion entre quarks. Es bien sabido que (2.1)

93
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puede llevarse a la forma estandar

y"(2) + P(2)y' (2) + Q(2)y(2) = 0, (z € C), (2.2)
de coeficientes racionales

_ B(2)
Po(2)’

P(z) = Q(2) (2.3)
que son en general funciones meromorfas en C, i. e. derivables (holomorfas)
en todo punto de C excepto en un conjunto discreto de polos. Al analizar las
propiedades de las soluciones, es conveniente transformar la ecuacion (2.2)
en una ecuacion donde es nulo el coeficiente de la primera derivada 3/,

§'(2) +Q(2)4(2) =0, (2 €C), (2.4)
siendo ] .
Q(2) = Qz) — ZP(Z)z - §Pl(z)a (2.5)

mediante el cambio de la variable dependiente
N . 1
y— 7, Yy = g exp (—2 /P(z)dz) . (2.6)
Se dice que (2.4) es la forma normal de (2.1)

2.1.1. Clasificacién de los puntos singulares

Las propiedades de P(z), Q(z) determinan el comportamiento de las
soluciones de (2.1) en la vecindad de los polos de las funciones racionales P(z)
y Q(z). Estos polos pueden localizarse en puntos z; del plano finito o bien
en el infinito co. En este tltimo caso, el comportamiento de las soluciones en
una vecindad del infinito se estudia aplicando a (2.2) el cambio de la variable

independiente
1

z—2y

donde 2y es un punto finito arbitrario en el z-plano complejo, usualmente el
origen. La ecuacién transformada

y"(Q) + POy (2) + Q(Q)y(¢) =0, (2.8)
donde
P(Q)=2¢C"—¢CP(C +2),  QUQO=CtQUCT +a), (29

presenta en el origen ( = 0 una singularidad del mismo tipo que z = oo en
la ecuacion (2.2).
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Los puntos del z-plano complejo y el punto infinito se clasifican aten-
diendo al comportamiento de las funciones P(z), Q(z) en la vecindad de
cada uno. Los puntos en el plano finito donde P(z) y Q(z) son holomorfas
se denominan puntos ordinarios de la ecuacion (2.1). En estos puntos, P(z)
y Q(z) poseen desarrollos en serie de Taylor y un comportamiento regular:

oo P(n) (Zz)

P(z) = Z - (z —z)", |z — zi| < dp, (2.10)
n=0 :
T 0M (2
= ZQn!(zz)(zzi)”, |z — zi| < dq. (2.11)

Esta definicion se aplica a la ecuacion (2.8) para establecer que el punto
infinito z = 0o es un punto ordinario de (2.1) si y solo si

2
P(z) == +0(z7?), Q(z) = 0(z™%), (z — 00). (2.12)

z
Un punto z € C que no es punto ordinario se denomina punto singular
de la ecuacion (2.1). Los puntos singulares se clasifican atendiendo a los
desarrollos en serie de Laurent de las funciones P(z) y Q(z). En una vecindad
de cada singularidad z; del plano finito, P(z) y Q(z) pueden desarrollarse en

series de Laurent de (z — z;) cuyas partes principales constan de un nimero
finito de términos:

K
z):ij(z—zl +Zp (z—z), (pK1#0)7
Jj=1

(pj = pj(zi)), (p—r :p*T(’zi))7 (K1 = K1(2)), (2.13)

quz_zl j"_zq Z_ZZ ) (QK2#0)7

(qy‘ = q;(2i)), (Q—T = q—r( zi)), (K2 = Ka(2)). (2.14)

Si la singularidad se localiza en el infinito, en lugar de (2.13), (2.14) se
consideran las series de Laurent

K1 ) +o0
= ij'z]_2 + prTZ_T_Qa (pK1 7& 0)7
=1 =0

(pj = pj(00)), (p—r =p-r(c0)), (K1 = Ki(c0)), (2.15)

K> ) —+o00
= Z QJ'ZJ_4 + Z quZ_T_ALa (qKz #0),
j=1 7=0

(QJ = QJ'(OO))a (q,.,. = q,.,.(OO)), (KQ = KQ(OO)) (2'16)
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Un punto finito z; es un punto singular reqular de (2.1) si las series de
Laurent en z; (2.13), (2.14) tienen las formas

P(z) =pi(z — z)~ +Zp (z—2)",

Q(2) =@z —z) 2 +alz—2)" —I—Zq (z — )7, (2.17)

donde al menos uno de los coeficientes p1, q1, g2 es no nulo. El punto infinito
z = 00 es un punto singular reqular de (2.1) siy solo si las series de Laurent
en oo (2.15), (2.16) toman las formas

P(z) =p1z~ +Zp 2772,

Q(z) =gz +qz "+ Z gz (2.18)

donde al menos uno de los coeficientes p1, g1, g2 es no nulo. Los puntos
singulares regulares tales que

(p1—1)* — gy = (2.19)

4?
reciben el nombre de puntos singulares elementales, en otro caso hablamos
de puntos singulares regulares no elementales. Un punto singular, finito o
infinito, que no es regular recibe el nombre de punto singular irregular de
(2.1).

Una propiedad esencial para clasificar los puntos singulares de (2.1) es el
rango. La definicién de H. Poincaré o rango de Poincaré es de uso comin a
lo largo de esta memoria y nos referimos a él como rango del punto singular.
Si z; es una singularidad en el plano finito, su rango es

R(ZZ) = max{l, Kl(zi), KQ(Zl)/2} — 1, (220)

donde K (z;), K2(2;) son los valores maximos K1, K2 del indice de sumatorio
J en las partes principales de las series de Laurent (2.13) y (2.14) respecti-
vamente. Si la singularidad se localiza en el infinito, su rango es

R(o0) = max {1, K1(00), K3(0)/2} — 1, (2.21)

donde Kj(00), K2(oc0) son ahora los valores méaximos Kp, Ko del indice
de sumatorio j en las partes principales de las series de Laurent (2.15) y
(2.16) respectivamente. Los numeros introducidos por Ince para clasificar
las singularidades, denominados especies, equivalen al doble del rango de
Poincaré. De acuerdo con (2.20), (2.21), una singularidad regular tiene rango
de Poincaré igual a cero y una singularidad irregular tiene rango de Poincaré
mayor que cero.
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2.1.2. Representaciéon de las soluciones en la vecindad de
puntos singulares

La solucion general de (2.1) es igual a una combinacion lineal de un sis-
tema fundamental de soluciones de la ecuacién diferencial, sistema formado
por dos soluciones particulares linealmente independientes. En una vecindad
de un punto ordinario finito z;, toda solucién es holomorfa porque existe un
sistema fundamental

+oo
y1(2) =Y ciplz —2)",
k=0
+oo
ya2(z) = Z con(z — z)", (2.22)
k=0

donde el radio de convergencia de cada una de las series de Taylor es mayor
o igual que el minimo de los radios de convergencia de las series (2.10),
(2.11) correspondientes a P(z), Q(2) y los ci, cor se determinan mediante
relaciones de recurrencia. Si el punto ordinario se localiza en el infinito, (2.22)
se reemplazan por

+o0
y(z) = crz ",
k=0
+oo
ya(2) = > conz ™. (2.23)
k=0

En una vecindad de un punto singular regular, existen soluciones y(z)
que, si bien no son holomorfas, multiplicadas por una potencia de (z — z;)
(cuando la singularidad es finita) o de z (cuando la singularidad se encuen-
tra en el infinito) de exponente p adecuado, dan lugar a funciones que se
representan mediante series de Taylor. Denominamos soluctones multiplica-
tivas de Taylor o bien soluciones de Frobenius a las soluciones de (2.1) asi
definidas. Si z; es un punto singular regular localizado a distancia finita del
origen, existen soluciones Frobenius {y1,y2} linealmente independientes que
admiten representaciones locales

“+o00

y1(2) = (z— 2)" Y cinlz — 2)",
n=0
+o0

ya(2) = (2 = 20)? Y can(z — 2)", (2.24)
n=0

cuando la diferencia entre p; y p2, denominados exponentes caracteristicos
de la singularidad, no es igual a un ntumero entero. Si la diferencia p; — p2
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es igual a un namero entero, (2.24) ha de reemplazarse por

+0o0
yi(z) = (2= 2) Y ernlz — z)",
n=0
+o0
ya(z) = (2 — ) Z can(z—2z)" + Ay1(2) In(z — z), (2.25)
n=0

donde A es una constante compleja que puede ser nula. En uno y otro caso,
las series convergen en el disco de centro z; y radio igual a la distancia de
z; a la singularidad més proxima. Si la singularidad regular se localiza en el
infinito, cuando p; — p2 no es igual a un namero entero, en vez de (2.24) se
tiene

+o0
y1(2) = 2" 1z,
n=0
+o0
ya(z) = 22 Z con? ", (2.26)
n=0

y cuando p; — p2 es igual a un namero entero, (2.25) ha de reeemplazarse
por

“+00
y1(2) =27 ez ™,
n=0
—+00
ya(2) = 2> conz ™" + Ayi(2) In z; (2.27)
n=0

en ambos casos, las series convergen en una vecindad anular del infinito. Los
valores numeéricos de pi, p2 dependen de la posicién de la singularidad regu-
lar y son soluciones de la ecuacién de segundo grado denominada ecuacion
indicial de la singularidad:

plp—1)+pip+q=0. (2.28)

En una vecindad de un punto singular irregular, es posible encontrar
soluciones que admiten representaciones semejantes a las que se tienen en
una vecindad de una singularidad regular, a condicién de que las series de
Taylor en (2.24), (2.25), (2.26), (2.27) sean reemplazadas por series de Lau-
rent. Las soluciones definidas por estas representaciones reciben el nombre
de soluciones de Floquet, o bien soluciones multiplicativas, porque resultan
multiplicadas por sendas constantes A;, Ao cuando la variable z describe un
circuito completo en el plano complejo en sentido antihorario alrededor de
la singularidad z; excluyendo a cualquier otro punto singular de la ecuacién
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diferencial. Asi, cuando la singularidad irregular z; es finita y la diferencia
p1 — p2 no es igual a un namero entero, en vez de (2.24) se tiene

400
y1(2) = (2 — )™ Z cin(z—2)",
oo
Y2(2) = (2 — ;)" Z can(z —2)", (2.29)

o bien, si p; — p2 es igual a un ntmero entero, en vez de (2.25) se tiene

+o0
yi(z) = (2 — 2)™ _Z cin(z — 2:)",
+oo
ya2(2) = (z — )™ _Z: can(z—z)" + Ay1(2) In(z — z), (2.30)

donde las series convergen en el disco de centro la singularidad z;, excluida
ésta, y radio igual a la distancia de z; a la singularidad mas préxima. Cuando
la singularidad irregular se localiza en el infinito y la diferencia p; — p2 no
es igual a un namero entero, en vez de (2.26) se escribira

+oo
yi(2) =2 Y w2 "

n=-—oo
“+o0

ya(z) =2 > canz ", (2.31)
n=-—oo

y si p1 — p2 es igual a un namero entero, (2.27) se reemplaza por

+o00
yi(z) =2 Y canz ",

n=—oo

+oo
yo(2) = 2™ Z conz "+ Ayi(2)Inz, (2.32)

n=—oo

donde las series convergen en una vecindad anular del infinito y A es una
constante que, en casos particulares, puede ser cero. A diferencia de las singu-
laridades regulares, en el caso de las singularidades irregulares los coeficientes
Cln, C2,, verifican un sistema infinito de ecuaciones en diferencias lineales y
la ecuacion que determina los valores de p1, p2 no es sencilla como (2.28).
Thomé descubrié que el comportamiento local de las soluciones de (2.1)
en una vecindad de una singularidad irregular de rango finito se representa de
manera més ventajosa mediante formas funcionales que son los desarrollos
asintdticos de soluciones particulares de la ecuaciéon diferencial en ciertos
sectores del z-plano con vértice en la singularidad z; (cuando es finita) o en
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el origen (cuando la singularidad se localiza en el infinito), y amplitud angular
A¢; determinada por el rango de la singularidad. Los coeficientes ¢, de los
términos de las series asintoticas en tales desarrollos pueden obtenerse de
modo recurrente, y los exponentes caracteristicos ayg, aq,... correspondientes
verifican sistemas de ecuaciones algebraicas. Estos desarrollos asintéticos,
denominados soluciones de Thomé, son soluciones formales de (2.1), es decir,
si son sustituidos en la ecuacion, ésta se verifica. No obstante, las series
asintoticas asociadas con estos desarrollos son en general divergentes, de
modo que, a diferencia de las series de Taylor y de Laurent, no constituyen
representaciones exactas de soluciones de la ecuacion diferencial. Si z; es una
singularidad irregular finita de rango entero R > 1, las soluciones de Thomé
tienen la forma

R +o00
1.4 o
yi(2) = (2 —z)™exp | Y. =L (z—z) 7 | Y eralz — 2)°,
j=1 J s=0
R oy o\ o
ya(2) = (2 — zi)*0exp [ Y j’] (z=z)77 | Y cas(z—2)", (233)
j=1 s=0

y reciben el nombre de soluciones de Thomé normales. Si el rango de la
singularidad finita es semientero, R > 1/2, para la ecuacion (2.4), forma
normal de (2.1), las soluciones de Thomé son

R+1/2 s ' )
71(2) = (2 — 2)* % exp Z ﬁ(z — z;) I/ z_: c1,s(z — z)*/?,
7j=1 s=0
R+1/2 095 ' 400
J2(2) = (2 — ;)" exp ; ﬁ(z — z;) It ;)Cz,s(z — )", (2.34)

y reciben el nombre de soluciones de Thomé subnormales. Si la singularidad
irregular se localiza en el infinito, (2.33) ha de reemplazarse por

R a1 +o00
y1(z) = 2910 exp Z ﬂz] Z c1,s2 7,
= J s=0
R YR +o0
y2(2) = 2% exp Z 20 4 Z cas2 ", (2.35)
=1 J s=0
y (2.34) ha de reemplazarse por
R+1/2 ol +00
7 — o1, _G L j-1)2 —5/2
71(z) = 2“1 exp Z j—l/QZ ch,sz ,
j=1 s=0
R+1/2 +o0
Qg
U2(z) = 2920 exp Z _Z2_i-1/2 Z o252, (2.36)
=1 4 1/2 5=0
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Dentro de la clase de ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden,
para nosotros revisten interés particular las que, llevadas a la forma nor-
mal (2.4), presentan en el origen o en el infinito una singularidad irregular
de rango entero, siendo ordinarios los demdas puntos del plano finito. Si el
rango de una singularidad irregular es semientero, la ecuacion (2.4) puede
transformarse en una ecuaciéon también exenta del término en la primera
derivada

QO = (237)
donde
Qle) = 40N - 1 (2.35)
mediante los cambios de variables
z — &, z=£2
g7 g =g, (2:39)

La ecuacion (2.37) presenta en & = 0 (resp. £ = o0) una singularidad
irregular cuyo rango entero es igual al doble del rango de la singularidad
correspondiente en z = 0 (resp. z = 00). En la aplicacion al modelo de
potencial confinante que presentamos en esta memoria, el origen y el infinito
son ambos puntos singulares de la ecuacion diferencial, el origen puede ser
regular o irregular, el infinito es en todo caso irregular y los rangos de uno y
otro son enteros. En estas condiciones, la ecuacion diferencial de referencia
adopta la forma

u”"(2) + q(2)u(z) =0, (2.40)
donde
2N '
i) = Y g2, (2.41)
j=2M
pudiendo ser M = —1,-2,-3,... y N = 0,1,2,..., de manera que el rango

de z=0es
R(0)=—-M —1, (2.42)

correspondiendo a M = —1 una singularidad regular en el origen y a M =
—2,-3,—4, ... una irregular. El rango de z = 0o es

R(c0) = N +1. (2.43)

Cuando z = 0 es un punto singular regular de (2.40), existe un sistema
fundamental de soluciones de la ecuacién tal que al menos una de ellas es de la
forma multiplicativa de Taylor o solucién Frobenius sin término logaritmico,
i.e. de la forma (2.24) con z; = 0:

u(z) = 2 Z 2", (z € C). (2.44)
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Cuando z = 0 es un punto singular irregular, existe un sistema funda-
mental de soluciones de (2.40) tal que al menos una de ellas es de la forma
multiplicativa o de Floquet sin término logaritmico, i.e. de la forma (2.29)
con z; = 0:

+o0
u(z) = 2° Z 2", (z € C), (2.45)
n=—oo
asi como dos sistemas fundamentales de soluciones formales. En una vecin-
dad de la singularidad irregular z = oo existe un sistema fundamental de
soluciones formales de Thomé normales de la forma (2.35) a las que denomi-
namos soluciones formales de clase (a)

R(o0) ak) +oo
Uq i (2) = 2M'F exp Z L P Za];)z_s,
p=1 p s=0
k
Oy Z0)  (h=1,2), (2.46)
donde py, sustituye a a0, p = 1,2,...,R(00) a j = 1,2,..., R, a];) aag;y
alsc) a cis. Para cada & = 1,2, los pardmetros 04’;) verifican el sistema de
ecuaciones
R(c0)—p " "
Z OR(00)—j¥p+i T AR(00)-24+p = 0;
j=0
(p = R(c0), R(0) — 1,...,2,1,0), (2.47)

de cuya resolucién recurrente se obtienen las relaciones de antisimetria

En una vecindad de la singularidad irregular z = 0 existe ademés un
sistema fundamental de soluciones formales de Thomé normales, i.e. de la
forma (2.33) con z; = 0, a las que denominamos convencionalmente solucio-
nes formales de clase (b)

R(0) /87') +oo
up(2) = 2" exp Z %z_p Z an)z,

p=1 s=0

donde el indice 7 = 3,4 sustituye a k = 1,2, pu; a aro, p = 1,2,...,R(0) a
1=12 .. R, 5;) aag;y &2) a c,s- Los parametros ﬂ;) verifican, para cada
T = 3,4, el sistema de ecuaciones

R(0)—p
Z /8;{)(0)_]&;11; + dRr(0)—2—p = 0, (p = R(0)7 R(O> -1,..,2,1, 0)7 (250)
=0
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de cuya resolucién recurrente se obtienen las relaciones de antisimetria

Las expresiones (2.44), (2.45) son representaciones exactas y univocas de
soluciones particulares de la ecuacion (2.40) en sendas vecindades comple-
tas del origen z = 0. Las expresiones (2.46), (2.49) son en cambio desarro-
llos asintoticos de ciertos sistemas fundamentales de soluciones, {uq1,uq2}
y {up3,upa}, de la ecuacion, respectivamente véalidos en ciertos sectores
{S1,p1: 520} ¥ {5335 Saps }, que constituyen vecindades incompletas del in-
finito y el origen. Estos desarrollos no son en general representaciones exactas
de soluciones de la ecuacién diferencial cuando z — 0o 0 z — 0 a lo largo de
cualquier rayo en el z-plano complejo, tampoco son univocas, toda vez que
la correspondencia entre funciones complejas y desarrollos asintéticos no es
en general biyectiva.

2.2. El fenémeno de Stokes

A pesar del cardcter generalmente no convergente y sectorialmente limi-
tado de los segundos miembros de (2.46), (2.49), la suma de un ntmero de
términos no muy grande en las series asintéticas correspondientes a estas
expresiones genera valores precisos de ciertas soluciones de la ecuacion di-
ferencial (2.40) cuando |z| es tan grande o pequeno respectivamente que la
convergencia de las series en (2.44), (2.45) es muy lenta. La representacion
de una solucion particular de (2.40) es completa si es valida en todo el z-
plano complejo, incluyendo los puntos singulares de la ecuacion. Cuando tal
representacion existe, afirmamos que la solucién representada es una solu-
cion global de la ecuacion diferencial. A fin de obtener soluciones globales, es
necesario resolver el problema global o problema de conezxion de la ecuacion,
i. e. obtener las relaciones algebraicas que representan a las soluciones mul-
tiplicativas (2.44) o (2.45) como sendas combinaciones lineales de soluciones
formales de clase (a) (2.46) o de clase (b) (2.49):

u(z) =T pur(z) + Topyua(2), 2 € S1p, N S2p,, (2.52)

u(z) = T3 pyus(z) + Tup,ua(z), 2 € 53p, N Sapy, (2.53)

donde p1, p2, p3, p4 son numeros enteros. Las expresiones (2.52), (2.53) son
las formulas de conexion de clases (a) y (b) respectivamente y los coeficientes
Tip, (k=1,2)y T-p (7 =3,4) que multiplican a las soluciones formales
en tales expresiones son los factores de conexidn cuya determinacion es equi-
valente a la resoluciéon del problema global. Conocidos estos factores, las
féormulas de conexioén permiten describir el comportamiento de las solucio-
nes de la ecuacién diferencial en todo el rango de valores complejos de la
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variable independiente z. Si la ecuacion diferencial depende de un parame-
tro, las formulas de conexiéon permiten ademés caracterizar el conjunto de
valores del pardmetro para los cuales las soluciones globales presentan un
comportamiento regular en ambos puntos singulares. En las aplicaciones a
la Mecanica Cudantica, serd posible obtener de este modo una caracteriza-
cion simple y general del espectro de energias, i. e. del conjunto de valores
del observable hamiltoniano para los cuales las soluciones de la ecuacién de
Schrodinger representan estados fisicamente aceptables de un sistema cuin-
tico.

Una consecuencia del caracter asintdtico de las soluciones formales de
Thomé u,(z), ug(z) es que al abandonar un sector de validez Sr,, (resp.
Sk,p,) variando arg z de modo continuo, una o ambas u, (resp. uyp, ) pueden
dejar de ser desarrollos asint6ticos de los mismos sistemas fundamentales de
soluciones {up -(2)}, 7 = 3,4 (resp. {uqk(2)}, k = 1,2) a los que represen-
tan en el sector abandonado, para convertirse en desarrollos asintéticos de
otros sistemas fundamentales de soluciones en el nuevo sector. Por ejemplo,
supongamos que las soluciones formales (2.46) representan a un sistema fun-
damental {ug1,uq2} de soluciones en sendas vecindades sectoriales St p,,
S p, del infinito, i.e.

R(c0) 1) +o0

Uq,1(2) = ui(z) = 2" exp Z a?pzp Z a;)z_s, (z = 00), (2€S1p),
p=1 s=0
R(c0) 2)

+o0
Uq,2(2) = uz(z) = 2" exp Z W p Z a?) s, (z = 00), (2€82p,). (254
—- P —
p=1 s=0

Es posible que al modificar arg z abandonando el sector S, y pasando
al sector adyacente S p,+1 suceda que u1(z) no es el desarrollo asintético de
uq,1(2) cuando z — oo en el nuevo sector S p, 41 ¥ si lo es de otra solucion
Uq,1(2) de la ecuacion diferencial (2.40), verificindose en consecuencia

R(o0) Oél) +oo
Har(2) mun(x) = #exp [ 30 22| Sabe, (2o o),
p=1 s=0

(2 € S1p+1), (2.55)

también es posible que al modificar arg z pasando del sector S, al sector
adyacente S p,+1 suceda que ua(z) no es el desarrollo asintotico de ugq2(2)
cuando z — oo en el nuevo sector S p,4+1 y si lo es de otra solucion G, 2(2)
de la ecuacién diferencial

R(c0) 042) +o0

Tap(z) mu(z) = #2exp [ 0 %227 | 3022, (25 o00),
— P —
p=1 s=0

(2 € Sz.pp41). (2.56)
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Entonces, para obtener una representaciéon asintética de cualquier solu-
cion particular de (2.40) en una region sectorial dada del z-plano mediante
las soluciones formales de Thomé de clase (a) {ui,u2}, es necesario que los
sectores de validez correspondientes a cada una St p,, 52, sean no disjuntos
y que su interseccion contenga a la region de interés. Es decir, si u(z) es una
soluciéon particular de la ecuacion diferencial cuya representacion exacta en
una base de soluciones {uq,1, uq2} viene dada por sendos factores constantes
complejos T p,, 1o p,,

w(z) =11 p a1 (2) + Topytia2(2), (z € C), (2.57)
y se verifica (2.54), se tendré la representacion asintotica cuando z — 0o
u(z) = Ty pui(2) + Topyua(z), (2= 00), (2 € S1p N S2p,),  (2.58)

con {u(z),u2(2)} dadas en (2.46). Esta representacion es valida en el sector
S1p, N S2.p,, no es vilida necesariamente fuera de este sector. Por ejemplo,
si las relaciones (2.55), (2.56) se verifican y los sectores correspondientes
no son disjuntos, para tener una representacién asintética de la misma so-
lucion particular u(z) mediante las mismas soluciones formales de clase (a)
{u1,u2} cuando z — oo en el sector interseccion St p,+1MS52, p,+1, la represen-
tacion exacta (2.57) no es adecuada, debe reemplazarse por otra representa-
cién exacta en la base de soluciones {1, Uq2} cuyos desarrollos asintoticos
cuando z — oo en los sectores St p, 41, S2,p,+1 SON U1 ¥ U2 respectivamente.
Cuando tiene lugar este cambio sectorial de base en el espacio de soluciones
de la ecuacion (2.40) permaneciendo invariante el sistema fundamental de
soluciones formales de clase (a), se produce un cambio en el valor de T} o T
al atravesar el rayo que separa dos sectores adyacentes. En lugar de (2.57)
ahora se tiene

u(2) = T p+1Ua,1(2) + Topot1lia2(2), (2 € C), (2.59)
y en lugar de (2.58) se tiene

w(z) = Tip41ui(2) + Topyr1ua(z), (z = 00),

Por consiguiente, cualquier solucién particular de la ecuacion diferen-
cial puede representarse asintéticamente cuando z — co en cada sector no
vacio S1p, N S2,, mediante una combinacién lineal de las dos soluciones
formales de clase (a) dadas en (2.46). La importancia relativa de cada con-
tribucién depende del signo de la parte real del exponente més alto PYRIECON
A\ = a?(w)), en los factores exponenciales de (2.46) correspondientes a
k = 1,2. Los coeficientes complejos T4 j,, 154, que multiplican a cada so-
lucion formal en (2.58) reciben el nombre de coeficientes de Stokes de clase
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(a) y sus valores pueden cambiar cuando arg z varia de modo continuo, per-
maneciendo constante |z|, al atravesar ciertos rayos del z-plano complejo, a
los cuales denominamos rayos de Stokes de clase (a). Cuando este cambio
sectorial de los coeficientes de Stokes tiene lugar, se produce abruptamen-
te porque responde a un cambio de base en el espacio de soluciones de la
ecuacion diferencial que deja invariante el sistema fundamental de soluciones
formales de clase (a). No obstante, este cambio abrupto de los coeficientes de
Stokes no genera discontinuidad en la representacion asintética de la funcion
porque el cambio de uno u otro coeficiente se produce cuando la solucién for-
mal a la que multiplica es recesiva por decrecer exponencialmente, mientras
la solucién formal multiplicada por el otro factor crece exponencialmente
cuando z — oco. Estos cambios en los valores de los coeficientes complejos
que multiplican a cada solucién formal de Thomé en la representacion asinto-
tica compuesta de una solucién particular de una ecuacién diferencial lineal
cuando el argumento de la variable independiente varia de modo continuo
recibe el nombre de fendmeno de Stokes en honor de su descubridor George
G. Stokes [60]. Para cada k = 1,2, las lineas

R (A7) =0, (2.61)

son lineas criticas de clase (a) sobre las cuales se produce un cambio en
el comportamiento asintotico de las soluciones formales de clase (a) cuando

z — 00. Cuando R (AlzR(oo)) cambia de signo, la solucion formal u(z) pasa

de recesiva a dominante o viceversa y, habida cuenta de (2.48), uy(z) pasa
de dominante a recesiva o viceversa.

Un razonamiento paralelo al antecedente nos lleva a establecer otra clase
de representaciones asintoticas de cualquier solucién particular de la ecuacién
diferencial (2.40) en regiones sectoriales del z-plano donde son vélidas las
soluciones formales de clase (b) {us,us} dadas en (2.49)

uw(z) & Ty pous(z) + Typyua(z), (2 —0), (2 € S3p, N Sap,), (2.62)

donde los coeficientes 75 p, 0 T4,,, denominados coeficientes de Stokes de
clase (b), pueden variar abruptamente de un sector a otro al atravesar ciertos
rayos denominados rayos de Stokes de clase (b). La importancia relativa de
uno y otro término en el segundo miembro de (2.62) depende ahora del signo
de la parte real del exponente més alto A, z7(0), A = 51?(0))7 en los factores
exponenciales de (2.49) correspondientes a 7 = 3,4. Para cada 7 = 3,4,
las lineas criticas de clase (b), en las cuales se produce un cambio en el
comportamiento asintotico de las soluciones formales de clase (b) {us,u4},
son, analogamente a (2.61),

R ()\TZR(O)> = 0. (2.63)
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Lalocalizacion de los sectores de validez ha sido establecida por M. Kohno
[39]. Consideremos por ejemplo la variaciéon discontinua del factor de cone-
xi6n T4 p, cuando arg z cambia de manera continua al atravesar ciertos rayos
(fenomeno de Stokes). Para que este cambio brusco no afecte a la conti-
nuidad de la solucion u(z) representada asintoticamente mediante (2.58), es
necesario y suficiente que las partes real e imaginaria de la solucion formal
u1(z) a la cual dicho factor multiplica tengan un comportamiento evanes-
cente cuando |z| crece indefinidamente (z — 00) sobre los rayos en los que
se produce la discontinuidad de Stokes, i.e. que u1(z) sea recesiva sobre los
rayos de Stokes del factor T j,. Esta condicién se cumple si

S (M) =0, y R (M) <o, (2.64)

es decir, si
arg (AlzR(oo)> = (2p1 + 1), (1 € 2), (2.65)

y una condicién semejante se tiene sobre los rayos de Stokes del factor 75 p,.
Por consiguiente, para cada k = 1,2, los rayos de Stokes de clase (a)
?k,pk tienen argumentos

(2py, + 1)m — arg(Ag)

R() . (pr€Z), (2.66)

Pkepy, = arg(?k’,pk) =

y los sectores de validez de las soluciones formales de clase (a) limitados por
sendos rayos de Stokes consecutivos

Skpe = {z e C; ‘arg ()\sz(oo)) — 27rpk‘ < 7'('}, (pr € Z), (2.67)

tienen amplitudes angulares

2T

A¢k,pk = m

(2.68)

Anélogamente, para cada solucion formal de clase (b) (7 = 3,4) se tienen
los sectores de validez

Srp. = {Z € C;

arg ()\Tz_R(O)) - 27rpk‘ < 7r} , (pr € Z). (2.69)

Los rayos de Stokes de clase (b) que separan sectores contiguos Srp.,
Srp.+1 tienen argumentos

(2p7' —+ 1)7( — arg(/\T)

¢T7p7’ = arg(?ﬂ',pr) = —R(O) > (270)
y las amplitudes angulares de los sectores S;,_ son
2
Aprp, = - (2.71)

R(0)’
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A modo de ejemplo consideremos el comportamiento a grandes valores
de |z| de las soluciones de la ecuaciéon diferencial de Bessel de orden cero,
cuya forma estdndar es

>y 1dy
A .4 = C 2.72
dz2+zdz+y(z) 0, (z € C), (2.72)
que llevamos a la forma normal
d*u 1
mediante el cambio de la variable dependiente
Yy — u, y = 220 (2.74)

A partir de (2.17), (2.20) establecemos que el origen (z = 0) es el tnico
punto singular de la ecuacién de Bessel en el z-plano finito, es también un
punto singular regular (rango R(0) = 0). Asimismo, a partir de (2.18), (2.21)
establecemos que en el punto infinito la ecuacién presenta una singularidad
irregular de rango R(c0) = 1 que, siendo entero, hace innecesario un nuevo
cambio de variables (2.39).

En una vecindad del infinito, la ecuacion (2.73) admite por tanto un sis-
tema fundamental de soluciones de Thomé normales, i.e. soluciones formales
(de clase (a)) de la forma (2.35)

+oo
ui(z) = 2" exp(A12) Z a;)z_s,
s=0

+o0o
ug(z) = 2#? exp(A22) Z a? 23, (2.75)
s=0

donde para cada k = 1, 2 utilizamos la notacion p = oo = 0/5), A =g =

k k . .
0‘1): as) = ¢j,s. Los valores de pq, p2, A1, A2 y la recurrencia verificada por

los coeficientes a¥) se obtienen sustituyendo (2.75) en (2.73):

H1 = U2 = 0, )\1 = ’i, )\2 = —i, (276)
2\15a, = (s — 1/2)%a,_1, (se€Z), (ap#0),
(a1 =a—g=..=0). (2.77)

La recurrencia (2.77) es soluble analiticamente, dando lugar al sistema
fundamental de soluciones formales de (2.72)

yl(Z) = (2) 1/2 exp(iz — 271'/4) —’io as(_i)sz—s—l/Q’
T s=0
y2(z) = (2) v exp(—iz + im/4) —io Ggi%2 512, (2.78)
T

s=0
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donde )
Cambiando sucesivamente en (2.78)
z —» ze'™, z — ze” ', (2.80)
se obtienen las relaciones de prolongacién analitica
v (Zem) = —y2(2), 1 (Ze_m) = 12(2),
Y2 (ze”) =y1(2), Yo (ze*i”) = —y1(2). (2.81)
Las lineas criticas dadas en (2.61) son ahora
R(A1z) = R(iz) = R(—=[(2) + iR(z)) = —=S(2) =0,
R(N2z) = R(—iz) = R(S(2) —iR(2)) = S(2) =0, (2.82)

se localizan en el eje real, de manera que en el semiplano superior Sz > 0
la solucion formal y; es recesiva e yo es dominante, intercambiando sus com-
portamientos en el semiplano inferior &z < 0. Toda solucién particular de
la ecuacion de Bessel (2.72) tiene un desarrollo asintotico compuesto cuan-
do z — oo formado por una combinacion lineal de yi(z), y2(z) dadas por
(2.78) en sectores de validez que son intersecciones no vacias de los sectores
de validez (2.67) de cada una de las soluciones formales:

S1p, = {2z € C;|arg(iz) — 2mp1| < 7}, (p1 € Z),
Sops = {2z € C;|arg(—iz) — 2mpa| < 7}, (p2 € Z). (2.83)

Los rayos de Stokes dados por (2.66) son

b1, = (2p1 + )7 —arg(M) = (2p1 + )7 — 7/2, (p1 € Z),
b2.p, = (2p2 + 1)m — arg(A2) = (2p2 + )7 + /2, (p2€Z), (2.84)

correspondiendo a la primera hoja de Riemann los rayos

T T
= — 1=——. 2.85
®1,0 5 $2,-1 5 ( )
Una solucion de la ecuacion de Bessel (2.72) es la funcion de Bessel de
primera especie y orden cero

Jo(z) = io (=1" (;z>2n, (2.86)

= (n!)?

que es una funcion entera par de z. Jy(z) es la tnica solucion particular de
(2.72) holomorfa en el origen que tiene en ese punto z = 0 el valor 1 (ver por
ejemplo [49]).
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El problema de formar la integral general de la ecuacion de Bessel (2.72),
y determinar con ella cualquiera de sus soluciones particulares, queda resuel-
to introduciendo la funcion de Bessel de sequnda especie y orden cero (por
ejemplo, [2, pagina 360, expresion 9.1.11])

+o0 1.2 k
Yo(z) = %m (;) Tolz) — % S 2 (k + 1)((;)2), (2.87)
k=0 :

donde 1 es la funcién digamma, derivada logaritmica de la funcién gamma
de Euler (por ejemplo, [2, pagina 258, expresiones 6.3.1, 6.3.2, pagina 255,
expresion 6.1.3])

_ d(InT'(2))  T'(2)

w(z) dZ - F(Z) )
(1) = —y = —0,5772156649...,
n—1
(n)=—y+Y k' (n=2,3,.), (2.88)
k=1

siendo 7 la constante de Euler.

No obstante, en el estudio del comportamiento asintético de las solu-
ciones de la ecuaciéon de Bessel resulta mas comodo partir de otro sistema
fundamental de soluciones. En concreto, las soluciones particulares de (2.72)
que tienen el comportamiento asintético mas sencillo cuando z — oo son las
denominadas funciones de Bessel de tercera especie y orden cero o funciones
de Hankel de orden cero Hé)(z), Hg)(z). Estas funciones pueden introducirse
a partir de Jyo(z), Yo(z) (ver por ejemplo [49, pagina 13])

Hy)(2) = Jo(2) + iYp(2),

HY () = Jo(2) - i¥o(=), (2.89)
de manera que
To(z) = SHY () + 5D (2).
Yolz) = 5 HY)(2) — - HY (2). (2.90)

Los desarrollos asintoticos de Hé)(z), Hg) (z) se obtienen a partir de las
representaciones integrales de esas funciones (ver por ejemplo [63, pagina
198]),

1/2 400/ 1\n n
Hé)(z) ~ <2) ezz—m/4z ( 1) (07 )’

Tz (2iz)™

(z > 00), (—7<argz<2m), (2.91)

n=0
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1/2 o +o0
Hg)(z) ~ (2) efzz+17r/4 Z (0,11)

Tz = (2i2)"
(z > 0), (—27<argz<m), (2.92)
donde r L9
(0,n) = M (n=0,1,2,.). (2.93)

Utilizando propiedades elementales de la funcion I'(z) (por ejemplo, [2,
pagina 256, expresiones 6.1.15, 6.1.17]) es inmediato verificar que los desa~
rrollos asintoticos (2.91), (2.92) de las funciones de Hankel de orden cero
coinciden con las soluciones formales (2.78) de la ecuacion de Bessel de or-
den cero (2.72) que prescribe la teoria de las singularidades irregulares de
las ecuaciones diferenciales lineales:

)(z) ~ y1(z), (z = ), (-7 <argz < 2m),
(2) mya(2), (2= o0), (=27 <argz < ). (2.94)
Consecuencia inmediata de la primera expresion (2.90) y de (2.94) es el

desarrollo asintotico compuesto de la funcion de Bessel de primera especie y
orden cero en el plano completo excepto el semieje real negativo:

1 1
Jo(z) ~ iyl(Z) + §y2(z), (z > 00), (—7<argz<m). (2.95)
A fin de obtener desarrollos asintoticos de Jy(z) validos en sectores que
incluyen al semieje real negativo se tiene en cuenta que, a consecuencia de

(2.86) v (2.95),

, 1 A 1 ,
Jo(2) = Jo(2€"™) = §y1(ze”) + iyg(ze”r),
(z = 00), (=7 < arg(ze'™) < 7), (2.96)

es decir, aplicando las relaciones de prolongacién analitica (2.81),
1 1
Jo(z) =~ §y1(z) - iyg(z), (z = 00), (—27 <argz <0).) (2.97)

También a consecuencia de (2.86) y (2.95) se tiene

, 1 , 1 ,
Jo(2) = Jo(ze™"™) = §y1(ze_”r) + §y2(ze_”r),
(z = 00), (=7 < arg(ze™ ™) < ), (2.98)

y aplicando de nuevo las relaciones (2.81),

Jo(z) =~ —%yl(z) + %yg(z), (z = 00), (0<argz <2m).) (2.99)
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La comparacion de los desarrollos asintoticos completos (2.95) y (2.99)
en el sector de validez comtun 0 < arg z < 7w pone en evidencia el fenémeno
de Stokes: el coeficiente T; que multiplica a y1(z) cambia abruptamente su
valor de 1/2 a —1/2 segun se considere uno u otro desarrollo. En este sector,
limitado por las lineas criticas argz = 0, argz = 7 y cuya bisectriz es el
rayo de Stokes argz = 7/2 (véase la figura 2.1), el cambio brusco de 71 no
afecta a la representacion asintotica de Jy(z), pues dado el caracter recesivo
de y1(z) y dominante de y2(z), los segundos miembros de (2.95) y (2.99) son
asintéticamente iguales.

Re z

h

1,0

Figura 2.1: El rayo de Stokes arg(z) = /2 separa los sectores de validez adyacentes
S1,00 —37/2 < arg(z) < /2y Si,1: w/2 < arg(z) < 57/2 de los factores de conexion T o
v T1,1 en la ecuacion de Bessel de orden cero. S1,0 cubre tres cuartas partes de la primera
hoja de Riemann, Si 1 cubre la cuarta parte restante.

Asimismo, el fendmeno de Stokes se manifiesta al comparar los desarrollos
(2.95) y (2.97) en el sector de validez comin —m < argz < 0, donde el
coeficiente T5 que multiplica a y2(z) cambia abruptamente su valor de 1/2 a
—1/2 segun se utilice uno u otro desarrollo para representar asintoticamente
a la funcion Jy(z). Tampoco en este sector, limitado por las lineas criticas
argz = —m, argz = 0 y cuya bisectriz es el rayo de Stokes argz = —7/2
(véase la figura 2.2), el cambio abrupto de T, afecta a la representacion
asintotica de Jo(z), pues dado el caracter recesivo de y2(z) y dominante de
y1(2), los segundos miembros de (2.95) y (2.97) son asintoticamente iguales.
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Rez

Figura 2.2: El rayo de Stokes arg(z) = —m/2 separa los sectores de validez adyacentes
Sa,—1: —b7/2 < arg(z) < —7m/2y S2,0: /2 < arg(z) < 37w/2 de los factores de conexion
T5,—1 y T2,0 en la ecuacion de Bessel de orden cero. Sz, cubre tres cuartas partes de la
primera hoja de Riemann, S2 _1 cubre la cuarta parte restante.

2.3. Meétodo de Naundorf de solucién del problema
global

El método de Naundorf se aplica a las ecuaciones diferenciales lineales
de segundo orden con sendos puntos singulares irregulares en el origen y en
el infinito, o bien uno irregular (el infinito) y otro regular (el origen). Estas
ecuaciones pueden llevarse a la forma canoénica

2d2w R ; dw 2R i
gt | 2 at! [t + | X bt w=0, (2.100)
j=-r j=—2r

donde 7, R son los rangos enteros de los puntos singulares ¢t = 0y ¢t = o0
respectivamente (0 < r), (0 < R < +00), r = 0 si el origen es regular.

La ecuacion (2.100) admite soluciones en serie de potencias (soluciones
multiplicativas)

+oo
wp(t) = D et (0<[t] < 400), (n=1,2), (2.101)

n=—oo

cuyos coeficientes ¢, y exponente caracteristico p se determinan a partir de
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la recurrencia de orden 2(R + r) (2R si el origen es regular)

R 2R
(n+p)n+p—1ea+ > aj(n+p—ienj+ Y bjcn; =0, (2.102)
j:—r j:—27‘

resultante de sustituir (2.101) en (2.100) (ver nota 12). Nosotros estamos
interesados en aquella soluciéon que tiene un comportamiento regular en el
origen.

Asimismo, la ecuacién admite dos soluciones formales, i. e., soluciones
representadas por sus desarrollos asintéticos cuando ¢ — +o00

R K +00

.’ .

u@dﬂz@m<§:;tﬁtw§:whﬂ, (t = +00), (k=1,2),

j=1 s=0

(2.103)

donde se utilizara la notacion A\, = o/;%). La sustitucion de (2.103) en (2.100)
conduce a la ecuacion

A+ ar) +bog =0, (2.104)

que determina los dos valores de Ag, y a un sistema de ecuaciones que permite

el célculo recurrente de los oz?) restantes y de px. También se obtiene la

recurrencia de orden 2(R + r) verificada por los coeficientes hlsf) de la serie
asintotica:
2R—2 B 0 R " "
Z (Pj-l—'r—i-lhs-l—j-‘r? + Z Hj (k=5 j) h5+j +
j=—2r—2 j=-r

+ [ (e = 1) + s (s =2+ D]RY =0, (s=0,1,2,..),
) =1),  (k=1,2), (2.105)

—~

donde go?), 9?) son funciones algebraicas de oz?), aj, b;.

El problema de conexién para la ecuacion diferencial (2.100) consiste en
obtener, para un rayo dado (arg(t) fijo), los factores T,?) que permiten expre-

sar las relaciones entre el sistema de soluciones multiplicativas y el sistema
de soluciones formales de la ecuacion diferencial (relaciones de conexion):

2
wy(t) =S TPwl) (1), (n=1,2), (2.106)
k=1

de manera que, una vez determinadas las constantes T}, la sustitucion de
(2.103) en (2.106) dara como resultado el desarrollo asintotico completo de
las soluciones multiplicativas (2.101) cuando ¢ — oo en sectores que depen-
den de Ry Ag.
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En sintesis [31, p. 3194] el procedimiento de Naundorf consiste en obtener
2R series formales de potencias independientes (véase (2.121)), con indice en-
tero que recorre el intervalo de —oo a +00, de comportamientos asintoticos
bien definidos, y cuyos coeficientes fék’L)
subespacio 2R-dimensional del espacio de soluciones de la recurrencia (2.102)
donde estas series formales reeemplazan a los desarrollos asint6ticos (2.103).
A fin de obtener esta base, Naundorf sustituye, en las expresiones (2.103)

son utilizados como una base en el

de w}l)sy, w?l)sy, el término exponencial que determina sus comportamientos
asintoticos respectivos por R expansiones formales independientes del tipo
serie exponencial de Heaviside que corresponden a las determinaciones de
la raiz R-ésima de tf. La multiplicaciéon de estas expansiones formales por
las series de Taylor de los restantes términos exponenciales y por las series
asintoticas en (2.103) produce 2R expansiones formales cuyos coeficientes
verifican la recurrencia mencionada, teniéndose de este modo la base reque-
rida. Comparando 2R coeficientes consecutivos de la expresion (2.101) de
wy, en serie de potencias con los coeficientes analogos de los elementos de la
base, se establece un sistema de 2R ecuaciones lineales cuya solucién permite
obtener los factores de conexioén.

Para unos valores dados de los factores de conexion Tn), las relaciones
(2.106) no son validas en general para todo valor de arg(t). La validez de
las relaciones de conexién queda restringida a regiones sectoriales del plano
complejo limitadas por rayos denominados rayos de Stokes a causa del deno-
minado fenémeno de Stokes (véase la seccion 2.2). En la ecuacion canoénica
de Naundorf (2.100), el fenomeno de Stokes consiste en que los factores de
conexiéon T que intervienen en los desarrollos asintoticos de las soluciones
multiplicativas (2.101) toman valores que dependen de arg(t) y cambian de
modo discontinuo cuando arg(t) varfa de modo continuo manteniendo cons-
tante |t|. Las variaciones discontinuas de T}, ocurren cuando arg(t) alcanza
ciertos valores que corresponden a otros tantos rayos en el plano complejo
de la variable t: estos son los rayos de Stokes. El cambio brusco de T se
produce cuando la funcién wflliy(t) a la que multiplica es despreciable frente

a wggy(t), y reciprocamente, el cambio brusco de 75 se produce cuando la

1)

funcién wﬁly(t) a la que multiplica es despreciable frente a wqsy(t).

Para cada 7,k = 1, 2, los factores de conexion de wy(t) con wsgy(t) son

las constantes T,Z;% (pr € Z), definidas en los sectores

Sk = {t € C; ’arg ()\ktR> - 27Tpk‘ < 77} , (2.107)

denominados sectores de validez, tales que en cada uno de ellos se verifican
las relaciones de conexion (2.106). Por consiguiente, los sectores de validez
de las formulas de conexién corresponden a las intersecciones no vacias de
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los sectores S p, :

S(p1,p2) = S1p1 N S2.ps, (p1,p2 € Z). (2.108)

Los argumentos de los rayos de Stokes 5% ,, que separan a sectores adya-
centes Sk p, ¥ Skp,+1 Se obtienen a partir de (2.107):

. 2pr + 1)m — arg(A
Phpy, = AT (Skp,) = (2 )R B k), (2.109)

de donde resulta que la amplitud angular de estos sectores esta determinada
por el rango de la singularidad del infinito:

Agzﬁkpk = 2%, (k =1, 2), (pk S Z) (2.110)

La idea fundamental del método de Naundorf es que puede obtenerse
informacién precisa acerca de los factores T, ,;7) mediante las relaciones de
conexion (2.106) comparando el desarrollo (2.101) de wy(t) en serie de po-
tencias "1 donde n toma los valores enteros en el intervalo (—oc, +00), con
los desarrollos formales (2.103) de wsgy(t) (k =1,2) que dependen de series
asintoticas en potencias t~°, donde s toma los valores enteros del intervalo
(0,400). A tal fin, es necesario disponer de representaciones asintoticas de
wsgy(t) que dependan de series de potencias de ¢ cuyo indice entero recorra
también el intervalo completo (—oo,+00). En el método de Naundorf, esas

representaciones se obtienen a partir de la serie exponencial de Heaviside [37]

e (2.111)

n=—oo

que es igual a exp(t) para todo valor entero de ¢ y diverge para todo t € C
y todo § no entero, aunque verifica la relaciéon asintética

400 tn+5
exp(t) ~ ) NCESETIR (t — o0),

n=—oo

|arg(t)| <m,  (t,0 € C), (2.112)
cuyo significado es
(i) 3,20 "9 /T'(n + 1 + 6) es una funcion entera, y

(i) S, t"/T(n + 1+ 6) es el desarrollo asintotico de la funcion

n=—0oo

exp(t) — 32,29 "9 /T (n+1+6) cuando ¢ — oo en el sector —7 < arg(t) < .
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Para cada k = 1,2, el desarrollo de Heaviside del factor exp(Aytf) =

exp(a?tR) en (2.103) conduce, debido al caracter multivaluado de la raiz
R-ésima, a R desarrollos asinto6ticos linealmente independientes

exp <)‘ktR> ~ Jio (/\k/R)n+(6+L)/RtnR+L+6
R  (nt (51 D)/R)! !

(arg ()\ktR)‘ <m  (L=0,1,...,R—1), (2.113)

|t| = +o0,

n—=——

donde la condicion ‘arg ()\ktR)) < m corresponde a cualquier rayo dentro
del sector Sy (ver (2.107)). El producto de (2.113) por la serie de Taylor
de exp( fz_ll af)tj/j) da como resultado, para cada L = 0,1,..., R — 1, la
expansion del factor exponencial en el desarrollo asintotico (2.103)

R k)
exp (Z ajj'tj) Z g, (t—00), (€ Sko),  (2114)

7=1 n=—oo

donde para todon € Z, R=1,2,3, ...,

[((n—L)/R] ")
gg),k’L) = Z ARp+L bn—L—Rp’ (2115)
p=—00
()\k/R)p+(5+L)/R

L = o T DR (2.116)

siendo bn) L—Rp los coeficientes del desarrollo de Taylor de exp (Z =1 oz]tj / ])

R—1 o +o00
exp [ YU ) = S0P, (0 <t < +o0), (2.117)
J=1 J m=0
es decir,
by =1,
bR = /11,

bf) = (a% —i—on) /2!,
b?l)%) = (a? + 3aan + 2a3) /3!,
................................................ (2.118)

al efectuar el cambio de indice m — n — L — Rp. Para cada k = 1,2, los
(k,L)

coeficientes gy, "’ en el segundo miembro de (2.114) constituyen un sistema
fundamental de soluciones de la recurrencia [43, p. 161]

(n+9) k)—Za gn L (neZ), (2.119)
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que se obtiene derivando (2.114) respecto a t.

El desarrollo (2.114) se extiende a otros sectores Si, p, teniendo en cuenta
que si t pertenece a un sector Sy, , entonces texp(—i2mp;/R) pertenece al
sector Sk o:

R k)
ex ait]' ~ —i9 (k,L) n+5
p Z ; ~exp | —i27py Z g )¢

j=1 n=-—00

(t—o0), (te sk,pk), (L=0,1,..,R—1). (2.120)

La multiplicacion formal del desarrollo (2.114) por t* y por la expansion
asintotica en el segundo miembro de (2.103) conduce, para cada k = 1,2, a
los R desarrollos asintoticos [43, p. 161]

waSy Z f ) tn+p (t —00), (t€ Sko),
n=—oo
(L=0,1,..,R—1),  (2.121)
donde
(k,L) k
Zgw ny,  (nez), (2.122)

y ¢ se elige de manera que
§=p— (2.123)

La convergencia de la serie en el segundo miembro de (2.121) se establece
[43, p. 171] aplicando un teorema de Perron sobre recurrencias lineales a las
recurrencias (2.105) y (2.119) verificadas por h];) y gﬁ) respectivamente. No-
sotros hemos utilizado ese teorema para verificar la convergencia de nuestro
método de célculo de los factores de conexion (véanse las secciones 2.4, 2.5

y el apéndice A).

Ahora es posible comparar en las relaciones de conexion (2.106) las ex-

pansiones (2.101) de wy(t) y (2.121) de wsgy (t), dando como resultado que los
coeficientes ¢, en los desarrollos de las soluciones multiplicativas dependen

linealmente de los f(k D) [43, p. 162]

2 R-1
Z > BenfEP, (mew), (2.124)
k=1 L=0

para todo n a partir de cierto IV, de manera que

R 2R
Y lajn+2R—j+p)+ > bl <|(n+2R+p)(n+2R—1+p)|.

j:—r j:—27’
(2.125)
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En el primer miembro de las relaciones de conexion (2.106) para los
sectores Sy o se reemplaza wy(t) por la expansion

+o00 2 R-1

SN BepfEPete. (0 < |t < +o0), (n=1,2),
n=—oo k=1 L=0
(2.126)

y en el segundo miembro de (2.106) las wsgy(t) son reemplazadas por las
expansiones (2.121), es decir, para cadan =1,2, y cada L =0,1,...., R — 1,

2
> 1wk, ( Z ZT;?%f(“t"*p (t—o0), (t€ Sko)
k=1

n=—00 k=1
(2.127)
Comparando los segundos miembros de (2.126) y (2.127) se obtiene la
expresion

R-1
le)o =2 B, (n,k=12), (2.128)
L=0

valida en el sector S . En otros sectores Sy, se obtiene
Tn,)pk Z B oo (mk=12), (px€7Z), (2.129)

donde Bp ©) verifican la relacion semejante a (2.124)

2 R— 1
=> L (ne ), (2.130)
k=1 L:O
siendo fy(Lk’L), para cada k = 1,2, los coeficientes en los R desarrollos asinto-

ticos analogos a (2.121)

(k,L)
asy Z fn,pk thrp (t — OO)? (t € Sk,pk)?

n=—oo

(L=0,1,..,R—1), (2.131)

que resulta de la multiplicacion formal del desarrollo (2.120) por t*# y por
la expansion asintotica en el segundo miembro de (2.103), de manera que en
vez de (2.122) se tiene ahora

_ Ltp—
L) = exp (—127rpk (W)) FRL . (neZ),  (2.132)

(kL) _ p(bL)

siendo f, §
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Sustituyendo (2.132) en (2.130) se obtiene la expresion de ¢y,

2 R-1
L _
=33 B exp (—iQka <+'§%“k>> kL) (e Z), (2.133)

k=1 L=0

que comparada con (2.124) para cada k=1,2y L =0,1,...,R—1, da lugar
a expresiones de las constantes 3 validas en todo sector Si p,

. L+p— pg
ﬁifL) = exp (l%pk (W)) B, L, (pr € Z). (2.134)

Llevando (2.134) a (2.129) se obtiene finalmente la expresion de los fac-
tores de conexion en cualquier sector Sy,

R—-1
 (L+p-
70, = > exp (2 (“TEE) ) Buse (k=12), (c D).

L=0
(2.135)
Cuando la variable independiente ¢ recorre un rayo de Stokes que separa
dos sectores adyacentes Sk p, ¥ Skp.+1, se adopta como valor del factor de
conexién la semisuma de los valores que toma el mismo factor en ambos
sectores, es decir, para cada 7,k = 1,2, para cada pi € Z,

+ Tﬂ)

i) - (2.136)

. 1
5 i) = 5 (T,

La resoluciéon numérica del sistema de ecuaciones (2.124), donde f** son
dados por (2.123), permite a Naundorf calcular los coeficientes S 1, y obte-
ner los factores de conexion por medio de (2.129).

2.4. Resolucién del problema global por el méto-
do de los Wronskianos (I). Ecuacién con dos
puntos singulares, regular e irregular

El método de Naundorf [43] constituye una estrategia diferente de so-
luciéon del problema global o problema de conexién de las ecuaciones dife-
renciales lineales de segundo orden con dos puntos singulares en el origen
y el infinito. Ejemplos de esta clase de problema se presentan al resolver la
ecuacion de Schrodinger con potenciales dados por combinaciones lineales
de potencias de exponentes enteros de la variable radial . En todos ellos, la
ecuacion de Schrodinger puede llevarse a la forma canoénica (2.40) mediante
cambios adecuados de las variables y parametros. Cuando las potencias de
7 son tales que la ecuacién canodnica presenta una singularidad regular en el
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origen y una irregular en el infinito, hablamos de potenciales polinomiales. En
este caso siempre es posible obtener dos soluciones Frobenius de la ecuacién
linealmente independientes que contienen series de potencias r™ de exponen-
tes enteros no negativos, de las que una al menos, sea ureg, €s fisicamente
aceptable en el origen al carecer de término logaritmico. Ademaés, es posible
obtener otro sistema de dos soluciones de Thomé normales linealmente in-
dependientes, sean uigy, uggy, en la forma de expansiones asintoéticas cuando
r — 400, tales que una de ellas, sea Uézgy, tiende a cero cuando la variable
independiente crece, mientras ui)sy tiende a infinito. El problema es conectar
ambos sistemas de soluciones de la ecuacion diferencial, a fin de obtener so-
luciones globales, esto es, soluciones validas en el rango completo de valores
de la variable radial (0 < r < +o00). El problema se resuelve calculando los
factores de conexion T}, que representan a ureg €n combinacion lineal de u;gy,

2) . . -
uagy, i.e. las formulas de conexion.

A fin de determinar las soluciones fisicamente aceptables y el espectro de
energias, sugerimos en [30] un método diferente de resolucién del problema
global en la ecuaciéon de Schrodinger de un oscilador anarmoénico cudntico que
presenta dos puntos singulares, uno en el origen (regular) y otro en el infinito
(irregular). Nuestro método, inspirado en el estudio de Naundorf [43] citado
en la seccidén precedente, se apoya como éste en las relaciones de conexién
entre la solucion u,4 fisicamente aceptable en el origen y las soluciones ucllly,

Ua)sy conocidas por sus expansiones asintéticas en la vecindad del infinito

Upeg = Tiul), + Tou?) (2.137)

asy asy’

donde los factores de conexion T dependen de los parametros del potencial
y de la energia. La nulidad del factor T5, multiplicador de la solucién que
diverge en el infinito, es la condicién que determina el espectro de valores
propios de la energia cuando los pardmetros del potencial se han ajustado
numéricamente. Para estos valores de la energfa la funcién w4 tiene un com-
portamiento regular en ambos puntos singulares y representa una solucién
fisicamente aceptable de la ecuacion de Schridinger. Asimismo, nuestro mé-
todo coincide con Naundorf en el uso de la serie exponencial de Heaviside

para obtener desarrollos formales del factor exponencial exp (/\ktR/ R) que

determina el comportamiento de las soluciones u’,ﬁﬁy (k =1,2) en la vecindad
del infinito.

En vez de seguir las etapas del método de Naundorf, nosotros utilizamos
un procedimiento de célculo de los factores de conexién en el que éstos se
expresan como cocientes de Wronskianos de las soluciones que intervienen
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en las féormulas de conexion

W |:uregy uz%y} W |:u7'697 uclbly:|

w {Uasgp Uasy} w [Uasy, Uasy}
El objeto de esta seccién es describir este nuevo método de calculo de
los factores de conexién, al que denominamos en lo sucesivo método de los
Wronskianos, en el caso de ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden

con dos puntos singulares en el origen (regular) y en el infinito (irregular).

2.4.1. Ecuacién de Schrédinger con un potencial polinomial
méas culombiano

En muchas situaciones fisicas: sistemas hidrogenoides, osciladores anar-
monicos, efecto Stark esférico, potenciales confinantes, etc., la interaccion de
una particula con su entorno se describe de modo satisfactorio incorporando
a la ecuacion radial de Schrédinger en un espacio de dimension D = 3

R, I(1+1)h?
(0<r<+o00), (1=0,1,2,...), (2.139)
un potencial polinomial més culombiano
V(T) = Z A] ij (Aﬂ 75 0)7 (Afl 75 O)a (2140)
j=—1
donde 7 > —1. Cuando 7 = —1 el potencial es culombiano puro, cuando

r =20,1,2,... al término culombiano se superpone uno o méas términos que
en conjunto constituyen un polinomio de grado . Una vez ajustados los va-
lores numéricos de los parametros A; del potencial, [ del momento cinético
orbital y m (masa), interesa conocer el espectro de energias, esto es, el con-
junto de valores numéricos del parametro E para los cuales las soluciones
correspondientes R(r) de la ecuacion (2.139) son componentes radiales de
funciones de onda de Schrodinger,

W(r,0,0) = Y0, 0) R(r)/r, 1=0,1,2,...), (m=11—1,..—1) (2.141)

tales que son de cuadrado integrable, i.e. verifican la condicién

/Bd% [)? < +o0, (2.142)
R

siendo Y;™(0,¢), (0 < 0 <), (0 < ¢ < 27) armoénicos esféricos.
Para cada valor numérico de E, las soluciones de la ecuacion radial (2.139)
dependen de [ porque al potencial polinomial (2.140) se suma el término
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centrifugo I(I 4 1)h?/2mr? resultante de la separacion de la variable radial r
y las variables angulares (6, @) en la ecuacion de Schrodinger verificada por
Y(r, 0, ). Las funciones de onda de Schréodinger dependen por tanto de la
energia E y de un potencial efectivo

V)= 3 A (A £0) (A £0), 2,143

Jj=-2

donde ademés de los parametros A; (j = —1,0,1, ..., ) del potencial central
(2.140) definimos el parametro correspondiente al potencial centrifugo
(1 + 1)R?
Ay = L, (1=0,1,2,...), (2.144)

2m
de manera que la ecuacion radial (2.139) se escribe en notacién més sencilla

RI(r) + 27:; (E—Vi;(r) R(r)=0, (0<r<+o00).  (2.145)

En lo sucesivo, nos referimos a (2.145) como la ecuacion radial. Esta
ecuacién proporciona una descripcién ajustada de muchas situaciones fisicas
que se plantean en el estudio de la materia a escala atémica y subatémica.
En todas ellas, interesa obtener la parte regular del espectro de energias de
un sistema cuantico, entendida como el conjunto de valores numéricos del
parametro E a los cuales corresponden funciones radiales R(r) cuyo compor-
tamiento regular en el rango de distancias de cero a infinito se caracteriza
por la condicién

+o00 9
/ dr |R(r)|? < +oc. (2.146)
0

Denominamos funcion radial completamente regular a toda solucion R(r)
de la ecuacion radial tal que verifica la condicion (2.146). Esta condicion
asegura que la medida de la distribucién de probabilidad sobre el espacio
tridimensional asociada con las funciones propias del operador de Schrédin-
ger es finita y por tanto normalizable. A este conjunto de funciones radiales
completamente regulares corresponde un subconjunto del espectro de ener-
gias donde se encuentran los valores fisicamente realizables de la energia de
una particula en interaccién con su entorno via el potencial central (2.140).

2.4.2. Ecuacién canodnica

El método de los Wronskianos puede aplicarse directamente sobre la mis-
ma ecuacion radial, cuya variable independiente 7 tiene dimensiones de lon-
gitud y cuyos parametros i, m, E, A; (j = —2,—1,0,1,...,7) tienen dimen-
siones de acci6én, masa, energia y energia dividida entre longitud elevada a j
respectivamente. Esa via directa produce resultados que dependen del siste-
ma de unidades elegido para representar los valores numéricos de la variable,
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de los parametros y de otras cantidades relacionadas con ellos. En cambio,
resulta ventajoso plantear y resolver el problema global en una ecuacién
canoénica cuyas variables y parametros son adimensionales y guardan rela-
ciones funcionales explicitas con las variables y parametros de la ecuacion
radial. Esta ecuaciéon adimensional de variable independiente y parametros
complejos es la ecuacion candnica I o ecuaciéon candnica correspondiente a

(2.145)
— —g(z)u=0, (z € C), (2.147)

donde g(z) es la combinacién lineal de potencias de z

2N ‘
9(z)= > 9,7, (g2n #0). (2.148)
j=—2

El proceso de transformacion de la ecuacion radial de Schrodinger (2.145)
en la ecuacion candnica (2.147) se describe en la nota 13.
La ecuacion canodnica (2.147), (2.148) responde a la forma general

u"(2) +p(2) W' (2) + q(2) u(z) = 0, (2.149)
donde

2N ‘
p(z) =0,  q(z)=—g() ==Y g;%, (2.150)
j=—2

de manera que, siendo nulo el término en la primera derivada, el comporta-
miento de la funcién g(z) determina el caracter ordinario o singular de los
puntos del z-plano complejo respecto de la ecuacion diferencial. Asi, el origen
y el infinito son los tinicos puntos en los que pueden localizarse singularida-
des de la ecuacion canonica porque ¢(z) tiene un comportamiento regular
para todo z # 0,00 con independencia de los valores numéricos asignados a
N, gj; en cambio, el comportamiento de g(z) en el origen y el infinito es en
general irregular.

El origen z = 0 es un punto singular regular (rango de Poincaré igual
a cero) si g—2 o g—1 toman valores diferentes de cero porque si z — 0 la
razon de crecimiento de g(z) hacia infinito nunca es mayor que la de 1/22,
de manera que g(z) tiene un polo de orden menor o igual que 2 en z = 0; si
g—2 y g—1 son ambos nulos, el origen es un punto ordinario en el cual g(z)
permanece finita.

El comportamiento de p(z) y q(z) en la vecindad del origen se caracteriza
por sendos exponentes K1, K2 dados en (2.13), (2.14) tales que

p(z) =0 (z_K1> , (z —0), K = —o0, (2.151)

az) =0 ("), (220, K =2 (2.152)
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a partir de los cuales se define el rango de Poincaré Hy de la singularidad en
el origen de la ecuacién canoénica mediante (2.20):

Hy = max {1,—00,1} — 1 =0. (2.153)

El infinito z = oo es una singularidad irregular de la ecuacién candnica
cuyo rango de Poincaré es N 4 1 porque cuando z — 00, el comportamiento
de la funciéon g(z) es dominado por el término de grado 2N, de manera que
las funciones

P(z2) = 2z — 2% p(2) = 22, (2.154)

Qz) = z"a(z) = —zg(2), (2.155)

dadas en (2.9) con z; = 0, tienen en el infinito sendos polos de 6rdenes 1 y

2N + 4 respectivamente, y Q(z) en particular crece a un ritmo mas rapido

que 22

El comportamiento de p(z), ¢(z) en la vecindad del infinito se caracteriza
por sendos exponentes K1, Ky dados en (2.15), (2.16) tales que

p(z) =0 (zkl_Q) , (z — o0), K = —o0, (2.156)

q(z) =0 (zk2_4) , (z = 00), Ky = 2N +4, (2.157)

a partir de los cuales se define el rango de Poincaré H,, de la singularidad
en el infinito de la ecuaciéon canonica mediante (2.21):

Hoyo =max{l,—0o,N+2} —1=N+1, (N=0,1,2,...). (2.158)
2.4.3. Soluciones analiticas y formales de la ecuacién cané-
nica

La ecuacion canonica admite soluciones analiticas de la forma (2.44) defi-
nidas por series de potencias de z cuyos exponentes crecen segin la sucesion
natural a partir de un valor caracteristico p:

+o00
“n(z) = Z Enyn zn-l—p’ (Z € C)’ Con = L, (77 = 172)7 (2159)
n=0

para dos valores de p que distinguimos mediante la condicién
R(p1) = R(p2) - (2.160)

Los exponentes (p1,p2) son las soluciones de la ecuacién caracteristica
que resulta de sustituir en la ecuaciéon canoénica a u(z) y u”(z) por la serie
del segundo miembro de (2.159) y su derivada segunda respectivamente:

pr—p—g-2=0, (2.161)
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donde g_2 depende de [ y U (véase la nota 13, expresiones (2.356), (2.358)
y (2.360)). Ademés de los exponentes caracteristicos, de la sustitucion se
obtiene la recurrencia de orden 2N +2 verificada por los coeficientes ¢, = ¢,
en la serie (2.159):

2N
nn+2p—1)¢c, — Z gjCn—j—2=0, (n=0,1,2,..),
j=—1

co=1, ¢ =0 (n=-1,-2,-3,..) (2.162)
donde p toma uno u otro de los valores pi1, p2 dados en (2.161).

La teoria de Frobenius acerca de las ecuaciones diferenciales lineales de
segundo orden establece que la existencia de un sistema fundamental de so-
luciones analiticas de la forma (2.159) en la vecindad de una singularidad
regular localizada en z = 0, depende de la diferencia p; — pa entre los expo-
nentes que caracterizan el comportamiento de tales soluciones cuando z — 0.
Si la diferencia p; — p2 no es igual a un ntamero entero, existen dos solucio-
nes independientes de la ecuacién canoénica definidas mediante las series de
potencias (2.159). Si la diferencia p; — p2 es igual a un numero entero, so-
lamente la existencia de una solucion de la forma (2.159) es segura, la que
corresponde al exponente p1, cuyo comportamiento en el origen es regular:
denominamos 1 (%) = ureg(2) a esta solucion siguiendo el convenio (2.160).
Ademés existe otra solucion independiente de la primera que en general es
irregular en el origen porque contiene un término logaritmico o porque la
parte real de su exponente caracteristico p2 es de signo negativo:

+o0
u2(2) = uip(2) = Z 22" P2 + Cupeg(2) Inz, (2 € C), (2.163)

n=0

siendo C una constante compleja.

Las soluciones de la ecuacién candnica que tienen interés en las aplicacio-
nes fisicas son desde luego las que presentan un comportamiento regular en
ambos puntos singulares z = 0 y z = co: son las soluciones completamente
regulares de la ecuacion. Estas soluciones se representan en la vecindad del
origen mediante series

o0
Ureg(2) = Z Ccn1 2P (z € C), (cop =1), (2.164)
n=0
tales que
Zlggo Ureg(2) = 0. (2.165)

En resumidas cuentas, la condiciéon de regularidad en el origen excluye a
todas aquellas soluciones de la ecuacion canonica (2.147), (2.148) que contie-
nen términos logaritmicos o que dependen de series (2.159) cuyo exponente
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caracteristico p verifica (p) < 0. La condiciéon de regularidad en el infinito
excluye a las soluciones que no verifican la condicién (2.165), tengan o no
término logaritmico.

La recurrencia (2.162) ha sido resuelta analiticamente cuando la ecuacion
radial de Schrédinger (2.145) incorpora algunos potenciales particulares, co-
mo el potencial hidrogenoide (7 = —1), el potencial cuadrético (7 = 2,
A_1 = A1 =0) o el potencial lineal (7 = 1, A_; = 0), este tltimo cuando
I = 0. La relacion de este problema de recurrencias lineales con el problema
global de las ecuaciones diferenciales lineales quedé en evidencia a raiz de
los trabajos de M. Kohno [39]. Kohno estableci6 que la resolucion del pro-
blema global en una ecuacién diferencial lineal de orden arbitrario equivale
a obtener la forma asintética cuando n — +oo de la funcién ¢, definida por
la recurrencia (2.162). En casi todos los casos, la ausencia de una soluciéon
analitica de la recurrencia complica seriamente la resolucién del problema
global por el método de Kohno.

Ademés del sistema fundamental de soluciones analiticas {ureg (%), Uirr(2) }
i.e. {u1(2),u2(z)}, existe otro sistema fundamental de soluciones de la ecua-
cién canodnica, dadas en (2.46), que representamos mediante {uq,1(2), uq2(2)};
estas soluciones reciben el nombre de soluciones formales o asintéticas de cla-
se (a) porque de ellas conocemos solamente sus formas asintoticas respecto
a la singularidad irregular del infinito:

Ug i (2) ~ exp (Xa,k(2)) Sak(2), (z — 00),
+o00

San(z) = all zme o (ag) £0), (k=1,2),  (2166)
s=0

donde para cada k = 1,2 x4 (2) es el polinomio de grado N + 1 igual al
rango de la singularidad del infinito

N+1 ak)
Xak(2) = Y —* 2P, (2.167)
p=1 P
La funciéon
€0 (2) = Xak(2) + px In 2 (2.168)

permite expresar de manera mas sencilla las formas asintoticas (2.166) de
las soluciones formales:

+0o0
ta(2) ~ exp (€an(2) Dl 2™ (2= 00), (ap) £0),  (2.169)
s=0

o . k)
y en el polinomio xx(2) el pardmetro o)y, es representado por algunos
autores mediante el simbolo

A= al, g, (2.170)
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que nosotros utilizamos a lo largo del trabajo. Ademés, a fin de agilizar
la notacion, en vez del exponente pui introducimos, para cada k = 1,2, el

k)

pardametro o
e = al) — NJ2. (2.171)

Los parametros a’;) (p=0,1,2,...,N + 1) y coeficientes al;)

nan sustituyendo el segundo miembro de (2.166) y su segunda derivada en
la ecuacion canoénica (2.147), (2.148) y teniendo en cuenta las formas polino-

. / " ; < k)
micas de xq.%(2), X, 1(2), Xo 1(2). Asi encontramos que los parametros oy
se obtienen resolviendo sucesivamente el sistema de ecuaciones

se determi-

N+1-p
k) k) _
D N1y Oy~ IN-14p =0,
=0
(p=N+1,N,N—1,..,2,1,0), (k=1,2), (2.172)

de manera que verifican las relaciones de antisimetria
al) = —a? (p=0,1,.... N +1). (2.173)

k)

Los coeficientes as’ = a5 son soluciones de la recurrencia de orden N + 1

N-1
—2an41Sas + Z [dj_l — QCMj_H (S — N + j)] As—N+j +
=0
+ [d_Q + (8 — N — 1) (8 — 2040)] as—n—1 =0,
(s=1,2,3,...), (ao#0), (2.174)

donde el sumatorio de indice j es nulo cuando N = 0; los pardmetros &; =
&f) (j=-2,-1,0,1,...,N — 2) dependen de N, a, g;:

d—o=—g-2+ (a0 — N/2) (g — N/2 —1), (2.175)
j+2
= gy~ (V= Dageat S apayinn
o=0
(.] = —1,0, 1727 7N - 2) (2176)

El comportamiento asintotico de las soluciones formales u, ;(z) cuando
z — 0o sobre un rayo arg z dado, depende obviamente del signo de la parte
real del término alf\;ﬂ ZNFTL/(N +1) que domina el exponente X, x(2) en las
formas asintoticas (2.166). De este modo, solamente la solucién formal que
verifica la condicién

R (al)y, 2V <o, (2.177)



2.4. método de los wronskianos (i) 89

tiene un comportamiento regular, decreciendo exponencialmente cuando z —
00, y convenimos en denominarla u, 1(2); la otra soluciéon formal crece ex-
ponencialmente cuando z — oo y la denominamos u,2(2). Los parametros

k P
O‘J\;—H = M\ (kK = 1,2) son no nulos porque son las dos raices cuadradas del
parametro gon # 0 de la ecuacion canodnica:

a?\;Jrl =\ = (gQN)1/2 # 0, (k = 172)¢ (2178)
segtn se deduce de la ecuacion (2.172) correspondiente a p = N + 1. En las
aplicaciones fisicas del modelo, ademas de (2.178) se verifica que

R(al ) =ROW#0,  (k=1,2), (2.179)

de manera que la condicion (2.177) y su contraria caracterizan respectiva-
mente a las soluciones formales regular e irregular en el infinito. Nosotros
admitimos en lo sucesivo que se verifica la condiciéon (2.179).

2.4.4. Foérmulas de conexion, sectores de validez y rayos de
Stokes

En la ecuacion canodnica (2.147), (2.148), el problema global o problema
de conexion planteado en la seccién 2.2 consiste en obtener las constantes
T lf}i’ T,if;k, denominadas factores de conexion, que definen en cada sector
Sk.p, del z-plano complejo la relacion algebraica lineal entre el sistema fun-
damental de soluciones analiticas {Ureg, Uirr} y €l sistema fundamental de

soluciones formales {ug 1,42} de la ecuacion, es decir,

Ureg(2) = T gy, Ua,1(2) + To'py, Ua2(2),
uire(2) = Ti'p, a1 (2) + T35, ta2(2),

(z € S(p1,p2)), (p1,p2 € Z). (2.180)

Las ecuaciones (2.180) son las férmulas de conexion y los sectores S (p1, p2)
son los sectores de validez de las formulas de conezion; éstos son a su vez in-
tersecciones no vacias de los sectores Sy, p,, 0 sectores de validez de los factores
de conerion correspondientes a k = 1,2, es decir,

S(p17p2) == Sl,pl N SQ,m’ (pbp? S Z)7 (2]—8]—)
donde

Skpr = {z € C;

arg ()\k zN+1) — 27Tpk’ < 7T} ,
(pr €Z), (k=1,2), (2.182)

siendo A\ = a];\;H (cfr. (2.170)); a partir de (2.182) se obtienen los rayos
?k,pk del z-plano complejo, denominados rayos de Stokes, que separan a los
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sectores adyacentes Sk, ¥ Skp+1,

(2pr + 1) ™ — arg (A\g)
N+1 ’
(pr €Z), (k=1,2), (2.183)

¢/€,pk = arg (?k,pk) =

y las amplitudes angulares A¢y, ,, de los sectores Sy ,,

2w
A = — Z k=1,2). 2.184
¢k,pk N+1’ (pke )7 ( ) ) ( 8)
Los factores de conexion dependen de los parametros g; (j = —2,—1,0,1, ...

de la ecuacién canonica y de los sectores Sy, . Cuando los valores de esos
factores son conocidos, las formulas de conexion (2.180) constituyen las so-
luctones globales, mediante las cuales se obtienen valores muy precisos de las
soluciones de la ecuacién en el rango completo de valores de z contenidos en
los sectores S (p1, p2).

Segiin hemos indicado, en las aplicaciones fisicas interesan de modo parti-
cular las soluciones globales completamente requlares de la ecuacién candnica,
caracterizadas por su comportamiento regular en los dos puntos singulares
z =0y z = oco. Representadas en la base {uyeg, uirr} de las soluciones ana-
liticas, son funciones proporcionales a uyeg(2) para acreditar la regularidad
en el origen; ademas, la regularidad en el infinito exige que en la primera
de las formulas de conexion (2.180) se anule la contribucion divergente de
la solucién formal u, 2(2) irregular en el infinito, dando como resultado una
solucion analitica ureg(2) regular en el origen conectada con una soluciéon
formal u,1(2) regular en el infinito. En consecuencia, debe anularse el factor
T, que conecta a Ureg (2) con ug2(2) verificindose la denominada condicion

271’2 . )
de cuantizacion

T;:;i (9—259—1590791) gZN) - O) (p2 S Z) ) (2185)

en algin sector S3,, cuya intersecciéon con algin sector Si,, dé lugar a
un sector S (p1,p2) no vacio tal que contenga al rayo arg z de interés en el
problema fisico, usualmente el semieje real positivo arg z = 0.

La condicion (2.185) es satisfecha solamente por ciertos juegos de valores
numéricos de los parametros g; (j = —2,—1,0,1,...,2N) que dependen de
los parametros I, m, Aj, E de la ecuacion radial (2.145). No obstante, en la
mayoria de las aplicaciones fisicas, todos los parametros de la ecuacion radial
a excepcion de la energia E toman valores numéricos que se ajustan en base
a consideraciones empiricas y tedricas, de manera que la ecuacion representa
un problema de valores propios que tiene a la energia como tnico parametro
espectral. El conjunto de valores numeéricos de E que verifican la condicién
de cuantizacion es el espectro de energias; a esos valores propios correspon-
den soluciones globales completamente regulares de la ecuaciéon canonica, las
cuales representan a los estados fisicamente aceptables que predice el modelo
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en el sistema cuantico objeto de analisis.

Otro aspecto fundamental del problema de conexién también considerado
en la seccién 2.2 es que los factores T}, ,, no solo dependen de los pardmetros
de la ecuacion diferencial, también dependen de ciertos sectores de validez en
el z-plano complejo definidos en (2.182) porque, a diferencia de las soluciones
analiticas {Uyeg, Uirr }, las soluciones formales {uq 1, uq2} se caracterizan por
sus formas asintoticas cuando |z| — 400 en un rayo arg z arbitrario dado.
Entonces, cuando argz cambia de modo continuo, las soluciones formales
{ua1,uq2}, una u otra o bien ambas, cambian al atravesar ciertos rayos,
denominados rayos de Stokes, de manera que en el nuevo sector al otro lado
de cada rayo, las nuevas soluciones formales tengan las mismas formas asin-
toticas (2.166) que en los otros sectores. El cambio sectorial de las soluciones
formales a uno y otro lado de cada rayo de Stokes modifica en consecuencia
de manera brusca los valores numéricos de los factores de conexion que re-
presentan la relacién algebraica lineal entre ambos sistemas fundamentales
de soluciones de la ecuacién canoénica: este cambio brusco de los factores de
conexién al atravesar los rayos de Stokes recibe el nombre de fendmeno de
Stokes. Los valores de los factores de conexion en cada uno de sus rayos de
Stokes se definen entonces iguales a la semisuma de los valores que toma
el factor correspondiente en los dos sectores adyacentes separados por cada
rayo, es decir

Te(Fip) = 5 T+ Tepert) . (e€Z), (k=12), (2186
representa el valor del factor de conexion T ]:eg) o de T,ifr en su caso, en el
rayo de Stokes ?k,pk que separa a los sectores adyacentes Si ., ¥ Sk pp+1-

En la mayoria de las aplicaciones fisicas, la variable independiente z es
real no negativa, los parametros g; (j = —2,—1,0,1,...,2N) son reales y en
particular gon es positivo, de manera que en las formas asintoticas (2.166)

. . k) _
de las soluciones formales {uq, 1, uq 2}, €l pardmetro ay 1 = A, toma valores
iguales a las dos raices cuadradas positiva y negativa de gany (cfr. (2.178)).
Habida cuenta del convenio de notaciéon introducido en (2.177), se tiene en
€s0S €asos

{ A= aéV)H = VN <0, (2.187)
Ao = a,, = +y/n >0,

es decir,
A1) = Nap) ==
arg (A1) = arg (., T,

2)

(2.188)
arg (A2) = arg (ajy ;) = 0.

Tomando por ejemplo arg (A1) = +7 y haciendo k = 1, p; = 0 en (2.183)
obtenemos
$10 = arg ($10) =0, (2.189)
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es decir, el semieje real positivo argz = 0 es un rayo de Stokes en el cual
cambia bruscamente el valor del factor de conexién T7; los sectores separados
por este rayo se obtienen haciendo sucesivamente p; = 0y p; = 1 en (2.182):

S10 = zEC;—NLL<argz<O},

) (2.190)
Si1=92z€C0<argz < N—L}
Tomando ahora k = 2 y haciendo sucesivamente ps = —1, po = 0 en
(2.183) obtenemos los rayos de Stokes
= = - _ 7T
P21 =arg (§2-1) =~ (2.191)
(Z)Q,O = arg( S 270) = N+

en los cuales cambia bruscamente el valor del factor de conexion T5; estos
rayos delimitan el sector

™ T
Sg}oz{zec,—N_i_l<argz<N+1}, (2.192)

cuya bisectriz es el semieje real positivo. Por consiguiente, en la mayoria de
las situaciones que tienen interés en las aplicaciones fisicas, el semieje real
positivo es un rayo de Stokes de las formulas de conexion (2.180) al atravesar
el cual se produce un cambio brusco del factor de conexién 17, no de T5. En
estos casos, siguiendo la prescripcion (2.186), se define

1
Ti(argz = 0) = 5 (1 +717), (2.193)

siendo
=Ty Ty =T (2.194)

los valores de T en los sectores adyacentes S1g y S1,1 respectivamente. En
las figuras 2.3 y 2.4 representamos los sectores de validez y rayos de Stokes de
los factores de conexion en la primera hoja de Riemann del z-plano cuando
N =2.

2.4.5. Calculo de los factores de conexion

El procedimiento elegido por nosotros para obtener los factores Ty parte
de la idea siguiente: T7 y T son las soluciones del sistema lineal de ecuaciones
formado por la primera formula de conexion (2.180) y su primera derivada
respecto a z:

Ureg(Z) - Tl uayl(z) + T2 ua,Q(Z), 2.195
ureg(z) 1Ug (2 2 Ug 2\%)-

La teoria algebraica de estos sistemas de ecuaciones establece que las
soluciones se expresan mediante la regla de Cramer
W [urega ua,Q]
9
w [ua,b ua,Q]

w [ureg7 ua,l]

T =
! w [ua,Qa ua,l]

Ty = , (2.196)
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Im z
S11
S1.2
Re z
-1
S10
Figura 2.3: Sectores de validez S1,,, (p1 = —1,0,1,2) de los factores de conexién T p,

en el caso N = 2 cuando el parametro asintotico principal A; es real negativo: Si,_1:
—4r/3 < arg(z) < —27m/3, Si0: —27/3 < arg(z) < 0, S1,1: 0 < arg(z) < 27/3, Si,2:
2m/3 < arg(z) < 4w /3. Los sectores cubren la primera hoja de Riemann y los rayos de
Stokes que los separan corresponden a valores —27/3, 0, 27/3 de arg z. La mitad de cada
sector S1,-1, S1,2 pertenece a las hojas inferior y superior respectivamente.

donde, para todo par ordenado (u,v) de funciones derivables en una region
del z-plano complejo,

Wlu,v] = uv' —u' v =-Wiv,u] (2.197)

representa al Wronskiano de las funciones (u,v). De este modo, el problema
global se resuelve mediante el cilculo de los Wronskianos que aparecen en los
numeradores y denominadores de (2.196). Los valores de estos Wronskianos
son constantes, al no haber en la ecuacién canénica I término en la primera
derivada.

Los Wronskianos en los denominadores de (2.196) son ademés constantes
no nulas porque {uq1,uq,2} constituyen un sistema fundamental de solucio-
nes de la ecuacion canodnica (2.147), es decir, se verifica la condicion

W [ta,1, Ua2] = =W [ta,2, uan] # 0, (2.198)

que asegura la compatibilidad del sistema (2.195). La condicion de cuanti-
zacion (2.185) se reescribe ahora teniendo en cuenta la expresion (2.196) del
factor Ts:

W [tireg, ta1] = 0. (2.199)
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1

S0 rez
-1

Figura 2.4: Sectores de validez Sz, (p2 = —1,0,1) de los factores de conexién 1% p,
en el caso N = 2 cuando A es real positivo: So,—1: —7 < arg(z) < —7/3, Sa,0: —7/3 <
arg(z) < w/3, S2,1: m/3 < arg(z) < . Los tres sectores cubren la primera hoja de Riemann
y los rayos de Stokes que los separan corresponden a valores —7/3, 7/3, de arg z.

Los Wronskianos en los denominadores de (2.196) se obtienen sustitu-
yendo las formas asintoticas (2.166) de uq,1(2), uq2(2) y sus derivadas en
la expresion general (2.197); las expansiones resultantes contienen solamente
potencias de z de exponentes no positivos, de manera que los Wronskianos
son iguales a los términos en 2

W g1, uq2] =2 a?\;ﬂ aé) ag) =2\ a(l]) ag), (2.200)
siendo W [ug 2, uq,1] €l opuesto de W [ug 1, uq 2]

Es posible obtener desarrollos formales de los Wronskianos de (ureg, tq k)
(k =1,2) en los numeradores de (2.196) directamente, sustituyendo las ex-
pansiones (2.164) de ureg(2), (2.166) de uqk(2) y las expansiones de sus
derivadas en la expresion general (2.197). Sin embargo, la determinacion de
los valores de tales Wronskianos a partir de aquellos desarrollos no es un
problema tan sencillo como en el caso de los Wronskianos (2.200) de las
soluciones formales {uq,1,uq2} porque, a diferencia de éstos, los desarrollos
formales de W[ureg,umk] contienen potencias de z de exponentes enteros
positivos y negativos.

Para determinar los valores de W [uyeg, Ug k] (K = 1,2) introducimos las
funciones auziliares Vyeg 1(2), Va ik (2) mediante sendas relaciones con treg(2),
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Uq k(2):
Ureg,k(2) = €xp (—2(]\?\111) zNH) Ureg(2), (k=1,2), (2.201)
Vg, k(%) = exp (—2(]\?\3_1) zN+1) ugk(2), (k=1,2), (2.202)

_ k)
donde A\p = ayy .
La relacion entre el Wronskiano de las funciones auxiliares

W [VUreg ks Va,k] = Vreg,k U;’k — v;eg,k Va s (k=1,2), (2.203)

y el Wronskiano de (uyreg, Uq 1) desempena un papel fundamental en nuestro
método de célculo de los factores de conexién T}; la relaciéon entre ambos
Wronskianos se obtiene reemplazando (2.201), (2.202) y sus derivadas en el
segundo miembro de (2.203) (véase la nota 14):
A
W [Ureg ks Va,k) = €XP (—k ZN+1> W [treg, Ua k], (K =1,2), (2.204)
N+1

donde W [Ureg, Uq k] €5 constante para cada k = 1,2, toda vez que Ureg, Uqk
son soluciones de la ecuacion canoénica (2.147), (2.148).

La etapa inicial de nuestro método consiste en obtener un primer desa-
rrollo formal del Wronskiano de las funciones auxiliares en potencias de la
variable independiente z, y comprende varias fases. En primer lugar, obte-
nemos la forma asint6tica de v,k (2) sustituyendo en (2.202) la forma asin-
totica (2.166) de uqk(2) y teniendo en cuenta la forma polinémica (2.167)

de xak(2):

vak(z) ~ exp (Gur(2)) Sapl2), (2 =00), (K=12),  (2205)
siendo
Cae(2) = Cae(2) + 2(]\;\11) AN (k=1,2), (2.206)
Cak(2) = Xak(2) — % PR iv: o’ L (k=1,2), (2.207)
’ ’ N+1 =

donde el sumatorio en (2.207) es nulo cuando N = 0.

En segundo lugar, obtenemos una expresion asintdtica del Wronskiano de
las funciones auxiliares en términos de una tnica funcion wyeg k sustituyendo
en la forma exacta (2.203) del Wronskiano las expresiones (2.201) de vreg 1 (2),
(2.205) de vq () y sus derivadas (véase la nota 15):

w ['Ureg,ka v“vk] ~ (2§é7k(z) wreg(z) - w;eg,k(z)) Sa,k(z) +
FWreg k(2) sz,k(z), (z = 0), (k=1,2), (2.208)
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donde
Wreg k(%) = €xp (éa,k(Z)) Uregk(2),  (k=1,2), (2.209)

es decir, habida cuenta de (2.201),

wreg,k(z) = exp <_2(]\;\]:_1) ZNJrl + §a7k(2)) Ureg(Z), (]C = 1, 2) (2210)

En tercer lugar, obtenemos un desarrollo de wreg’k(z) en potencias as-
cendentes de z. La ecuaciéon diferencial verificada por esta funciéon es una
herramienta adecuada para llegar a tal desarrollo y se obtiene introducien-

do en la ecuacion canodnica (2.147), (2.148) el cambio funcional inspirado en
(2.210)

U — w,

~

Ak
u(z) = exp (2(]\7+1) N — Ca,k(z)> w(2),
(k=1,2), (2.211)

que transforma a la ecuacién candnica en

N 2N
N3 i ~k j
w"+(zpa?jzf) w’+(§:ea?jzj)w=o, (k=1,2), (2212)
j=0 j=—2

donde para cada k = 1, 2 los parametros ﬁ];)j, £ son funciones de los paré-

a7‘7
metros g; de la ecuacion canonica (2.147), (2.148) y de los parametros a’;)
que caracterizan el comportamiento asintético de sus soluciones formales
(2.166), (2.167) (véase la nota 16).

Introduciendo en la ecuacion (2.212) el desarrollo

+oo
Wreg () = Y bR 2", (b)) £0), (k=1,2), (2.213)
n=0
encontramos los valores del exponente vy,

Vg, = % (1£VT+dgs), (k=12 (2.214)

entre los cuales distinguimos adoptando el criterio de asignacién de los indices
k=1,2
R (1) =20, (2.215)

de manera que (v1,12) coinciden respectivamente con (p1, p2) (cfr. (2.161)).
Obtenemos asimismo para cada k = 1,2 la recurrencia de orden 2N + 2
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k)

verificada por los coeficientes by, :

N
n(n+2v =10+ [ (=g — 1w+ o)+

=0
2N+1

> =0, (n=0,1,2,..), (b’g) 4 o) (2.216)
j=N+1

Finalmente sustituimos en la expresion asintotica (2.208) la forma polino-
mica de é(’lk(z) obtenida de (2.206), (2.207), el desarrollo (2.213) de Wyeq k(%)
y el de su derivada, asi como la expansion (2.166) de Sq (%) y la de su deri-
vada Sg}k(z); el calculo subsiguiente da como resultado un desarrollo formal
del Wronskiano de las funciones auxiliares en potencias ascendentes y des-
cendentes de z:

W [Ureg o> Vask] ~ Z yih ATl (s oo),  (k=1,2), (2.217)

n=—00
cuyos coeficientes vf)n se expresan mediante series
k =X k
W =300M (A= 0,£1,42,.), (k=1,2), (2.218)
§=0

donde para cada k = 1,2 y para todo N =0,1,2,... se tiene

n,k
w(’])zaj)< (N +2j + v — k) n+J+ZZOZ n)p+j+)\kbn)N1+]>
p=1

(A =0,41,+2,...), (j=0,1,2,..)(2.219)

siendo nulo el sumatorio de indice p cuando N = 0.

La validez de nuestro método de célculo de los factores de conexiéon de-
pende de la convergencia de las series (2.218), cuyos términos generales se
dan en (2.219). A fin de simplificar el estudio de la convergencia de tales
series, introducimos para cada k = 1,2 las series parciales

+oo
QP ZS N (p= 0,1, N 41, (= 0,%1,42,.),
7=0
(2.220)
ZN n+]7 (A =0,+1,42,..), (2.221)

en funmon de las cuales reescribimos la expresion (2.218)

0 = —2QM — (At v — ) QY+ 2 Z ol Qi 4 e,

(ﬁzO,il,iQ,...), (k=1,2), (2.222)
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de manera que la convergencia de las series que definen a Qf]ak) y Q%“k) ase-
gura la convergencia de las series (2.218) que definen a 7:)71 Este problema
seré investigado con detalle en el apéndice A.

La segunda etapa de nuestro método consiste en obtener un desarrollo
formal, en potencias ascendentes y descendentes de z, del segundo miembro
de la relacion exacta (2.204), y comparar tal desarrollo con el segundo miem-
bro de (2.217). A tal fin, la funcién exponencial en el segundo miembro de
(2.204) se desarrolla en serie exponencial de Heaviside (cfr. (2.111), (2.112))

+00 tn+§
exp(t) ~ n;w NCESETIR (t = o0), (larg(t)] <),

(t,5€C), (2.223)

cuyo caracter asintotico demostré Barnes [8]. Esta serie desempena un pa-
pel fundamental en el tratamiento del problema de conexién que hace F.
Naundorf [43], el cual inspira nuestro método.

Dado un valor de N = 0,1, 2, ..., el cambio de la variable ¢ por la variable
independiente z de la ecuacién canénica

Ak N+1
t— t=— k=1,2 2.224
2 T (k=12 (2.224)

hace depender a z de la raiz de indice (N + 1) de t. Debido al caracter
multivaluado de esta funcién, para cada k = 1,2 introducimos los N + 1
desarrollos formales de Heaviside en la variable z
n+5(a’k>
oo )™
NIOEEDY k)
w0 [ (n+1+07)

(z, 5P ¢ C) . (L=0,1,..,N).(2.225)

, ‘arg (—)\k ZN—H)’ <,

Las expresiones (2.196) de los factores de conexién admiten la notacion
abreviada

w [ureg; Ua,k]

T, = . (ze85,) (k=12), (k=21), (2.226)

w [ua’,;, Uqg, K
donde (cfr. (2.182))

Si“ﬁpic = {Z e C;

arg (Afc zNJrl) - 27rp,~€‘ < 77} , (k=2,1), (p; € Z),

siendo
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de manera que k=2sik=1 y k=1sik= 2; de este modo, las relaciones
de antisimetria (2.173) se reescriben

b =—ak (p=0,1,.,N+1), (k=12), (k=21). (2229
Entonces, habida cuenta de (2.229) y (2.178), en (2.225) se tiene
‘arg (—)\k ZN+1>’ = ‘arg ()\ zNJrl) ,

k
(k=1,2), (k=2,1), (2.230)

y en consecuencia el sector de validez de los desarrollos formales (2.225)
coincide con S,;O. Ademiés, teniendo en cuenta el caricter asintotico de ta-
les desarrollos, encontramos que en Sl%,o se verifican las N + 1 relaciones
asintéticas
exp (—ig M) e (o) (e, 0).
(L=0,1,..,N), (k=1,2), (k=2,1).(2.231)

Consideremos el segundo desarrollo formal del Wronskiano de las funcio-
nes auxiliares en el sector

Spo = {2 € Cilarg (A=) | <7}, (k=21), (2.232)

que se obtiene a partir de (2.225) y (2.231). Aunque estas expresiones no son
vélidas fuera del sector Sy, ,, se extienden sin dificultad a cualquier sector
S;. - mediante un cambio de la variable independiente z (véase la nota 17).

Una consecuencia inmediata de (2.231) es que para cada k = 1,2 y
pr € Z, dado un conjunto de N 4 1 constantes complejas no nulas

{BS,)L;L:QL"-’N}, (k=1,2), (2.233)

la combinacién lineal de los desarrollos (2.225) definida en cada sector Sj
por esas constantes, i.e.

N
k k k
Aa,)N(Z) = Z /Ba,)L ga,)L(z)7 (Z € SIE,O C C) ’
L=0
(k=1,2), (k=2,1), (2.234)

es proporcional asintéticamente a la exponencial en el primer miembro de

(2.231), es decir,

Ak

N
N+1 k)
A S (o)

L=0
(r€85,cC), (k=12), (k=21). (2235

A];,)N(Z) ~ exp <—
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Comparando (2.234), (2.235) con (2.204) encontramos que si las constan-
tes ﬁf?L verifican

N
Z 55,)L =W [Ureg, Ua,k] (k=1,2), (2.236)
=0

entonces el Wronskiano de las funciones auxiliares en el primer miembro de
(2.204) verifica la relacion asintotica

W[Ureg,kavak Z IBaL aL (Z — OO), (Z € Sl;?vo = C) ’
(k=1,2), (k=2,1). (2.237)

El célculo de los Wronskianos W [uyeg, Ug %] €n los numeradores de las
expresiones (2.226) de los factores T} se reduce en (2.236) al problema de

k
encontrar los valores de las constantes Ba)L. Para obtener esas constantes,
b

(a,k)

asi como las d; " y la relacion entre indices 7, n, sustituimos en el segundo
miembro de (2.237) los desarrollos formales (2.225): el resultado es un nuevo
desarrollo formal del Wronskiano de las funciones auxiliares vreg i, Vok €D
potencias ascendentes y descendentes de la variable z:

N
k k
W lenogs vl ~ X G €1 (2)
L=0

o0 N k) n (a,k)
N+1 ’

I3 Py

(z = 00), (z €550 C C) ,
(5P ec), k=12, (k=21). (223

Este desarrollo se compara con el primer desarrollo (2.217) (véase la nota
18), dando lugar a las expresiones de las constantes BS?L

T(n+1+ 5"y

(a,k)?

k)
Bk) _ Vaing,
(=Ak/(N + 1))+

)

(n7ﬁL € Z)a (k = 172)7
(L = 0,1,...,N), (2.239)

donde n toma cualquier valor entero y np, 5§:a’k) se dan en (2.242), (2.243)

para cada L =0,1,...,N.
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Conocidas las constantes 55,)1:: los Wronskianos en los numeradores de
(2.226) se obtienen aplicando (2.236), de donde resulta la forma explicita de
la condiciéon de cuantizacion (2.199):

N o T+ 1+85Y)

(a,1)
120 (<A /(N + 1)
(n, iy, € Z). (2.240)

Asimismo, teniendo en cuenta las expresiones (2.200) de los Wronskianos
en los denominadores de (2.226), se obtienen las formulas explicitas de los
factores de conexién para la solucién regular ureg en un sector Sg

B 1 N am T(n+ 1465
Tl; = TE:,O = k) /~€) n+5(a’k) )
2 \pay ay’ L=0 (—A,/(N +1))""°c
(n,ap € Z), (k=1,2), (k=21), (2.241)

donde
n=n,=(N+1)n+L+1, (n,neZ), (L=0,1,..,N), (2.242)

(ak) Vi +pr+ L
= =1,2 L=0,1...N). .
oy, Ny1 0 (*k=L2), L=01..N) (2.243)

2.5. Resolucién del problema global por el méto-
do de los Wronskianos (II). Ecuacién con dos
puntos singulares irregulares

En esta secciéon nuestro interés se centra en elaborar una version més
general del método de los Wronskianos que sea aplicable a una ecuacién de
Schrodinger con dos puntos singulares en el origen y el infinito, ambos irregu-
lares. Este caso se plantea cuando el potencial de la ecuacion de Schrédinger
consiste en una suma de potencias de r con términos mas singulares en el
origen que el término culombiano A_;/r al que denominamos potencial su-
ma de potencias. Para esta clase de potenciales no existen en la vecindad del
origen soluciones analiticas de la ecuacion diferencial como las consideradas
en la seccién precedente. En vez de ellas, existe un sistema de soluciones
multiplicativas de Floquet (2.101) representadas por series de potencias cu-
yos exponentes difieren en niimeros enteros positivos y negativos de sendos
exponentes caracteristicos, en general complejos. En lo que respecta a las
soluciones formales, ademés del sistema (2.103) de soluciones formales de
Thomeé en la vecindad del infinito (soluciones formales de clase (a)), dadas
por series asintoticas de potencias descendentes que representan desarrollos



102 CAPITULO 2. ecuaciones diferenciales. soluciones globales

asintdticos cuando z — 00, existe un segundo sistema de soluciones de Tho-
mé en la vecindad del origen (soluciones formales de clase (b)) dadas por
series de potencias ascendentes de la variable independiente que represen-
tan desarrollos asintoticos cuando z — 0 donde z~! desempefia un papel
semejante al de la variable z en (2.103). El problema es ahora conectar las
soluciones multiplicativas con uno y otro sistema de soluciones de Thomé
de la ecuacion diferencial aplicando sucesivamente el método de los Wrons-
kianos a las formulas de conexion de clases (a) y (b) entre las soluciones
multiplicativas y las soluciones formales de clases (a) y (b) respectivamente.

2.5.1. Ecuacién canodnica

Consideramos la ecuacion radial de Schrodinger (2.145) con un potencial
suma de potencias de grado minimo i < —1 y grado maximo v > [i

Vi(r) = ZV;AJ- ri, (<), (Az#0), (A;#0), (2.244)

de manera que al incorporar el término centrifugo (14 1)h%/2mr? se obtiene
el potencial efectivo

11+ 1)R?

Velr) = V() + =5

(2.245)
La ecuacion radial de Schrodinger (2.145) con el potencial efectivo (2.245)
se conecta mediante cambios adecuados de variables y pardmetros con una
ecuacion diferencial lineal de segundo orden cuyas variables y parametros son
adimensionales (véase la nota 19). La ecuacion transformada es la ecuacion
canonica correspondiente a la ecuaciéon de Schrédinger con un potencial suma
de potencias, a la que por brevedad denominamos ecuacidén candnica (I1I):

d2
S -9@u=0, (:€0), (2.246)
siendo ahora
2N '
9(z)= > g7, (2m#0), (gan #0), (2.247)
j=2M

donde los coeficientes g; son funciones de los parametros de la ecuacion radial
flj, I, E'y del pardmetro s, con dimensiones de longitud, de proporciona-
lidad entre la variable independiente radial r y la variable independiente
adimensional z de la ecuacion candnica (véase la nota 19).

La ecuacion canonica (2.147), (2.148), donde el origen es una singula-

ridad regular y el infinito una singularidad irregular, corresponde al valor
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particular M = —1 en la ecuacion canonica actual (2.246), (2.247). Pro-
cediendo como en la seccién 2.4 (cfr. (2.151) a (2.158)) establecemos (ver
nota 19) que los rangos de las singularidades en el infinito y en el ori-
gen de la ecuacion canénica (ITI) son N + 1 y —M — 1 respectivamente
(N =0,1,2,...), (M = —1,—2,-3,...). Nuestro interés se centra ahora en
los valores M = —2, -3, —4, ... para los cuales ambas singularidades son irre-
gulares y la ecuacién canoénica responde a la forma general de una ecuacién
diferencial lineal de segundo orden (cfr. (2.149))

u"(2) +p(2) W/ (2) + q(2) u(z) = 0, (2.248)

donde en vez de (2.150) ahora se tiene

2N ‘
p(z) =0,  qlz)=—g(z) == > g; 7. (2.249)
j=2M

2.5.2. Soluciones multiplicativas y formales de la ecuacién
candnica

Excepto para conjuntos particulares de valores de los pardmetros g;, la
ecuacion canonica (2.246), (2.247) admite dos soluciones independientes de
la forma (2.101)

+oo
up(z) = Z Cpy 2P, (zeC\{0}), (n=1,2), (2.250)

n=—oo

para valores adecuados de p, € C. Estas funciones, cuyas expansiones guar-
dan semejanza con las series de Laurent que representan a las funciones ana-
liticas en una vecindad anular del origen, reciben el nombre de soluciones
multiplicativas de la ecuacién canénica, i.e. soluciones que resultan multipli-
cadas por un factor constante A, cuando se realiza un circuito completo en el
z-plano complejo en sentido antihorario alrededor de la singularidad z = 0.

La sustitucion de (2.250) y su segunda derivada en la ecuacion cano-
nica (2.246), (2.247) nos lleva a establecer la recurrencia verificada por los
coeficientes ¢, = ¢, para cada n =1,2:

2N
(n-l-p) (n+,0— ]—)Cn+ Z —95Cn—j5—2 =0,
j=2M
(neZ),  (g2m #0), (gan #0). (2.251)

En el caso actual, donde M = —2, -3, —4, ... y la singularidad del origen
es irregular, la determinacién de los exponentes p1, p2 y de los coeficientes
Cn,1, Cn2 en las expansiones (2.250) de las soluciones multiplicativas es un
problema mas complicado que el correspondiente a las expansiones (2.159)
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de las soluciones analiticas en el caso M = —1, cuando la singularidad del
origen es regular. Consideramos este problema en el apéndice B.

Ademas de las soluciones multiplicativas (2.250), la ecuacién canonica
(II) (2.246) admite dos sistemas fundamentales de soluciones formales. En el
primero, las soluciones uq ;(2) (k = 1,2) estan representadas por desarrollos
asintoticos cuando z — 0o y nos referimos a ellas como soluciones formales
de clase (a). En el segundo sistema, las soluciones up ,(2) (7 = 3,4) estan
representadas por desarrollos asintéticos cuando z — 0 y nos referimos a
ellas como soluciones formales de clase (b).

El sistema fundamental de soluciones formales de clase (a) se caracteriza
por formas asintéticas cuando z — oo semejantes a las formas asintoticas
(2.166) que caracterizan a las soluciones formales de la ecuaciéon canénica (I)
(2.147), (2.148) en el problema de conexion regular-irregular (caso M = —1)
estudiado en la seccién precedente:

Ua k(2) ~ exp (Xak(2)) Sar(2), (2= 00),

+oo
San(z) =Y a2t (ag) £0), (k=1,2), (2.252)
s=0

donde para cada N =0,1,2,...y k=1,2,

N+1 ak) "
Xak(2) = 7” 2 (aV £0), (2.253)
p=1

es un polinomio en z cuyo grado N + 1 coincide con el rango de Poincaré de
la singularidad en el infinito de la ecuacién canénica. En lugar de « ]\; 1) Mk

pueden utilizarse los parametros Ak, O‘o)

N
A = Q?H, ag) = pp + 5 (2.254)
Introduciendo la funcién
_ _ K N
Eak(2) = Xak(2) + e Inz = xqr(2) + (g’ — 5 In z, (2.255)

las formas asintoticas (2.252) adquieren la expresion

+o0
Uap(2) ~ exp (Ear(2)) D aP 278 (2 — o). (2.256)

s=0
Los pardmetros alg) (p=0,1,...., N +1) y los coeficientes alg) se determi-
nan, como en el caso M = —1, sustituyendo el segundo miembro de (2.252)

y su segunda derivada en la ecuacion canoénica (2.246), (2.247), y tenien-
do en cuenta las formas polinémicas de xqk(z) y de sus derivadas X, ;(2),



2.5. método de los wronskianos (ii) 105

k)

Xg,k(z). Los pardmetros «a;’ son entonces, para cada k = 1,2, las soluciones
del sistema recurrente de ecuaciones

N+1-p

S an v =0,  (p=N+1,N,..,2,1,0), (2.257)
=0

de donde se obtienen las relaciones de antisimetria

al) = —a?, (p=0,1,...,N +1). (2.258)
Los coeficientes ag) verifican la recurrencia de orden N — 2M — 1
k) =[-8 k) k)
—2ay saf) + Z [&j_l — 2aj+1(s — N —|—j)} aghj-N T+
=0

+ {642 +(s—N-1) (s - 20/3))] ailNA +

—2
k) _
+ Z —gj-1 as+ij - 07
j=2M+1

(s=1,2,3,..), (@ £0), (2259

donde los sumatorios de indice j se anulan cuando el indice superior es menor

que el indice inferior, es decir, cuando N = 0 en el primer sumatorio y
M = —1 en el segundo sumatorio. Para este valor de M la recurrencia
(2.259) adopta la forma (2.174). Los parametros d;c) son las funciones de a?)

~k k k

= g2+ (af) = N/2) (ag) — Nj2-1),

k) k) (A k)
~ . k
a; =—gj—(N—=j—1aj,+ Z ap) Xjr2-0>
o=0
(j=-1,0,1,...., N — 2). (2.260)

El comportamiento asintético de las soluciones formales de clase (a) cuan-
do z — oo sobre un rayo arg(z) dado es semejante al de las soluciones forma-
les (2.166) del problema de conexiéon regular-irregular. El comportamiento
asintotico de u, ,(2) depende como entonces del signo de la parte real del
término aﬁ;HzNH/(N +1) = M2V /(N + 1) sobre el rayo considerado.
Este término domina el exponente x,x(2) en las formas asintoticas (2.252)
caracteristicas de estas soluciones, de manera que la soluciéon formal de clase
(a) que verifica la condicion

R (i 2N =R (2N <0 (2.261)

tiene un comportamiento regular, decreciendo exponencialmente cuando z —
00. Siguiendo el criterio establecido en el caso M = —1, convenimos en
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denominar u,1(2) a la solucion formal de clase (a) que verifica la condicion
(2.261) sobre el rayo considerado. La otra solucion formal de clase (a), i.e.
uq,2(2), es irregular porque verifica la condicion contraria a (2.261), creciendo
exponencialmente cuando z — oo sobre aquellos rayos en los que ug,1(2)
decrece, toda vez que en el sistema recurrente (2.257) la ecuacion de orden
p = N +1 expresa que alfv)H = )\ es igual a la raiz cuadrada del pardmetro

no nulo gop:

Ry =M= (g2v) /2. (2.262)

Las soluciones formales de clase (b) de la ecuacién candnica (2.246),
(2.247) se caracterizan por unas formas asintoticas cuando z — 0 que, res-
pecto de la variable inversa 27!, son semejantes a las formas asintoticas de
las soluciones formales de clase (a) cuando z — oo:

Up 7'( ) ~ €XP (Xb,T(Z)) Sb,T(Z)v (Z — 0)7

e Z s (ag) £0), (7=3,4), (2.263)

donde, para cada M = -2, -3, —4,... y 7 = 3,4,

Xb,r (2 Z q 27, (2.264)
es un polinomio en 2z~ cuyo grado Q@ = —M — 1 coincide con el rango de

Poincaré de la singularidad del origen. Si introducimos la funcién
& (2) = Xbr(2) + 1y Inz, (2.265)
donde en vez de pu, puede utilizarse el parametro ,Bg ) dado por
8 = —pr — (2.266)

las formas asintoticas (2.263) se expresan
up - (2) ~ exp (&,-(2 Z D)2, (2-0), (af £0).  (2:267)

Los pardmetros ﬁ;) (g=0,1,...,—M — 1) y los coeficientes a? se deter-
minan sustituyendo el segundo miembro de (2.263) y su segunda derivada
en la ecuacion canonica (2.246), (2.247) y teniendo en cuenta las formas
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polinémicas de xp+(2) y de sus derivadas x;, . (z), xj ,(2). De este modo en-

3 T .
contramos que para cada 7 = 3,4 los parametros ﬁq) son las soluciones del
sistema recurrente de ecuaciones

—M—-1—q

Z 51)]\4_1_]' B;-J)rq —9M—-1—q = 0,
Jj=0
(q: —M — 1,—M—2,...,2,1,0), (2.268)

de donde se obtienen las relaciones de antisimetria
B3 = By, (q=0,1,...—M —1). (2.269)
)

. AT . .
Los coeficientes as’ verifican a su vez la recurrencia de orden 2N — M +1

—28" o183 + Z [J 1267 - 1(5+M_j)} 8)+M it
j=M+1
2N+1

+ BT+ (s + M +1) (s = 287 )| 4l ppps + Z o1y =0,

(s = o, 1,2,..), (ap) #0),(2.270)

cuyo primer sumatorio, donde M +1 < 57 < —2, es nulo para todo M > —2,
y donde los parametros BT) son las funciones de ,6’;)

BTy =—ga+ (85 +M/2) (8 +M/2+1),

—j—2
ﬁ;—):ig]+(M7]71) Tj 2+ZIBT ]20”
(j = -3, —4,...,M+1,M). (2.271)

El comportamiento asintético de las soluciones formales de clase (b)
up (%) cuando z — 0 sobre un rayo arg(z) dado, depende del signo que toma
en el rayo considerado la parte real del término ﬁZ)M_l ZMFL/ (M —1) que
domina el exponente x -(2) en las formas asintéticas (2.263) caracteristicas
de esas soluciones. En particular, la solucion formal de clase (b) que verifica
sobre un rayo dado la condicién

R (53\4_1 zM+1) <0, (2.272)

tiene un comportamiento regular en el origen, decreciendo exponencialmente
cuando z — 0, y convenimos en denominarla u, 3(z). La otra soluciéon formal
de clase (b), i.e. up 4(z), crece exponencialmente cuando z — 0 sobre el mismo
rayo, haciéndose infinita en el origen, toda vez que la primera ecuacién del
sistema (2.268) correspondiente a ¢ = —M — 1

(BZ)M_1)2 = 92M, (2.273)
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tiene como consecuencia la relacion de antisimetria (2.269) correspondiente
aqg=Q=-M-1:
3 4
8% 1= —8%1, (2.274)
para todo M = -2, -3, —4, ...

2.5.3. Férmulas de conexién, sectores de validez y rayos de
Stokes

La existencia de dos sistemas fundamentales (a) y (b) de soluciones for-
males da lugar a dos sistemas de soluciones globales de la ecuacién canoénica.
El sistema (a) de soluciones globales esta formado por las soluciones multi-
plicativas u,(z) (n = 1,2) dadas en (2.250) y sus formas asintoticas de clase
(a) Tqy(2) cuando z — oo en aquellos sectores del z-plano complejo delimi-
tados por rayos de Stokes sobre los cuales las soluciones formales de clase (a)
uqk(z) (k= 1,2) (cfr. (2.252)) cambian de manera brusca. El sistema (b)
de soluciones globales est4 formado por las soluciones multiplicativas u,(z)
y sus formas asintoticas de clase (b) @ ,(2) cuando z — 0 en aquellos sec-
tores del z-plano complejo delimitados por rayos de Stokes sobre los cuales
las soluciones formales de clase (b) up-(2) (7 = 3,4) (cfr. (2.263) cambian
de manera brusca.

Las formas asintoticas de clase (a) @qn(2) se obtienen, andlogamente a
las (2.180) del caso regular-irregular, reemplazando las soluciones formales de
clase (a) uqk(2) por sus formas asintoticas (2.252), (2.253) en las ecuaciones

ur(z) = Ty), tan(2) + Ty, tas(2),

ug(z) = Ti)pl Uq,1(2) + T;}m Uqg2(2),
(z € S(p1,p2)), (2.275)

que expresan en cada sector de validez S (p1, p2) la relacion algebraica lineal
entre las soluciones multiplicativas y las soluciones formales de clase (a).
Denominamos formulas de conexion de clase (a) a las ecuaciones (2.275) y
factores de conexion de clase (a) a las constantes multiplicativas T} ,, que
definen en cada sector S}, ;,, la relacion lineal entre ambos sistemas fundamen-
tales de soluciones de la ecuacion canonica. Los sectores de validez S (p1, p2)

de las formulas de conexion de clase (a) son entonces las intersecciones no

vacias de los sectores de validez Sy, de los factores de conexion T,Z;k,

decir,

es

S (p1,p2) = S1p, N S2,pss (p1,p2 € Z), (2.276)

siendo

Sk = {z € C,

arg (/\k ZN+1) — 27rpk’ < 7T} ,
(pw€Z), (k=1,2), (2.277)
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donde A\, = a];i,)ﬂ.

Las formas asintoticas de clase (b) 1y, (2) se obtienen reemplazando las
soluciones formales de clase (b) up ,(2) por sus formas asintoticas (2.263),
(2.264) en las ecuaciones

ui(z) = T31;)3 up3(2) + T41304 upa(z),

ug(2) = Ti;g up3(2) + Tii74 up.a(2),
(2 € S (p3,pa)) (2.278)

que expresan en cada sector de validez S (p3, p4) la relacion algebraica lineal
entre las soluciones multiplicativas y las soluciones formales de clase (b).
Denominamos formulas de conexion de clase (b) a las ecuaciones (2.278) y

)

factores de conexion de clase (b) a las constantes multiplicativas Typ, que
definen en cada sector S;,, larelacion lineal entre ambos sistemas fundamen-
tales de soluciones de la ecuacion canonica. Los sectores de validez S (ps, p4)
de las formulas de conexion de clase (b) son entonces las intersecciones no
vacias de los sectores de validez S;, de los factores de conexion TT",%DT, es
decir,

S (ps,ps) = S3,p3 N S4,p4, (p3,p4 S Z) , (2.279)

arg (/\T zM+1) —2mp,| < 7r} ,
(pr €2), (1=34), (2.280)

siendo

Sepe ={z€C,

donde A\, = BZ)M_l.
Los rayos de Stokes ?k,pk que separan los sectores adyacentes S p, ¥
Sk.pr+1 tienen por argumentos (véase la nota 20)

(2pk + 1) m — arg (\g)

G = a8 (Bp,) = AT BRI 81
y las amplitudes angulares de los sectores S, p, son
27
A = —. :
e (2.282)

Los rayos de Stokes §,,, que separan los sectores adyacentes Sr,_ y
Srp.+1 tienen argumentos

(2p; + 1) 7 — arg (5?M71)

Grp, = arg (Frp,) = Y : (2.283)
y las amplitudes angulares de los sectores Sr,_ son
2
Aprp = —— (2.284)

-M -1
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Los valores de los factores de conexién en cada rayo de Stokes se definen
como la semisuma de los valores que toma el factor correspondiente en los
dos sectores adyacentes separados por el rayo:

1
TV (S k) = 5 (10, + T, 1)
1
T (8 ) = 5 (T, + T 1) - (2.285)

En la mayoria de las aplicaciones fisicas, la variable independiente z en
la ecuacion canénica es real no negativa, los pardametros g; (j = 2M,2M +

.,2N) son reales y en particular gops, gon, son positivos. Entonces, a
consecuencia de (2.257) y (2.258), se tienen ahora las expresiones, semejantes
a las obtenidas en el problema de conexion regular-irregular (cfr. (2.187),
(2.188)),

)\1_04N+1— —+v/gan < 0,
)\2_CYN+1— v gan > 0, (2.286)

es decir,

arg (A1) = arg (a}\?Jrl) =,
arg (\2) = arg (a?\;+1> =0. (2.287)

Asimismo, a consecuencia de (2.268) y (2.269), se tiene:

)\3—5)]\/[ 1= —VI92M <0,
Ay = B,M,l =+/92m >0, (2.288)

es decir,

arg(A3) = arg (ﬁ . 1) =,
arg(Aq) = arg (B_M_l) =0. (2.289)

En estas condiciones, el semieje real positivo es un rayo de Stokes en las

formulas de conexion de clase (a) (2.275), atravesando el cual se produce un

cambio brusco del factor de conexién Tﬂ;l (figura 2.5), aunque no de TZ;Q,
porque habida cuenta de (2.277), (2.281) y de la primera expresion (2.285),

se tiene:

¢10 = arg (F1,0) =0,
P2p, = a8 (F2) #0, ¥V p2 € Z. (2.290)
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Figura 2.5: Sectores de validez S1,,, (p1 = —1,0,1,2) de los factores de conexién T p,
cuando M = —2, N = 2 y el parametro asintotico principal A; es real negativo: Si,—1:
—4r/3 < arg(z) < —27m/3, Si0: —27/3 < arg(z) < 0, S1,1: 0 < arg(z) < 2m/3, Si,2:
2w /3 < arg(z) < 4m/3. Los sectores S1,0, S1,1 y la mitad de S1,—1, S1,2 cubren la primera
hoja de Riemann. La mitad de S1,—1 y de Si,2 pertenecen a las hojas inferior y superior
respectivamente. Los rayos de Stokes que separan estos sectores corresponden a arg(z) =
—27/3, 0, 27r/3. Aunque representan casos diferentes, esta figura coincide con la 2.3.

Lafigura 2.6 muestra, en el mismo caso de la figura 2.5, los rayos de Stokes
que separan sectores de validez de 75 p, en la primera hoja de Riemann.

El valor de Tﬁ?l en el semieje real positivo es por tanto

1
T (%10) = 5 () + 1), (=1,2), (2.291)

donde Tﬂ)l, Tl% son los valores de Tf) en los sectores adyacentes Si1 y
S1,0 respectivamente. Asimismo, habida cuenta de (2.280), (2.283) y de la
segunda expresion (2.285) se tiene

¢s30 = arg (§'30) =0,
Pupy = arg (Fap,) #0, V py€Z, (2.292)

luego el semieje real positivo es también un rayo de Stokes en las férmulas
de conexion de clase (b) (2.278), atravesando el cual se produce un cambio
brusco del factor de conexién T377333 (figura 2.7) y no de Ty y,.

Lafigura 2.8 muestra, en el mismo caso de la figura 2.7, los rayos de Stokes
que separan sectores de validez de T} p, en la primera hoja de Riemann.
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Im z
Sp1
S20 rez
Sy-1
Figura 2.6: Sectores de validez Sz, (p2 = —1,0,1) de los factores de conexién 1% p,
cuando M = —2, N = 2 y el parametro asintético principal A2 es real positivo: S2,—1:

—m < arg(z) < —m/3, S2,0: —7/3 < arg(z) < w/3, S2.1: /3 < arg(z) < m. Los tres
sectores So,—1, S2,0 ¥ S2,1, cubren exactamente la primera hoja de Riemann. Los rayos de
Stokes que separan estos sectores corresponden a arg(z) = —m/3, /3. Aunque representan
casos diferentes, esta figura coincide con la 2.4.

El valor de T:Zi,s en el semieje real positivo es por tanto

1
T (§30) = 5 (T% i Tg}l) . (n=1,2), (2.293)
donde Tg%, T:Z)l son los valores de Tg) en los sectores adyacentes Sz y 53,1
respectivamente.

En las secciones precedentes hemos convenido en denominar u,1(2),
uq,2(z) a las soluciones formales de clase (a) regular e irregular respecti-
vamente cuando z — oo. Asimismo, convenimos en que up3(2), upa(2) re-
presentan a las soluciones formales de clase (b) regular e irregular respectiva-
mente cuando z — 0. A fin de que up 3(2) pueda representar estados fisicos,
la regularidad en el origen no es suficiente, siendo exigible un comporta-
miento regular cuando z — oo, propiedad que puede expresarse mediante los
factores de conexion en la forma que indicamos seguidamente.

Como toda solucion de la ecuacion canonica, up3(2) es igual a una com-
binacién lineal del sistema fundamental de soluciones formales de clase (a)
{ua,1(2),uq2(2)}. Entonces, el comportamiento asintotico de up3(2) es re-
gular en el infinito solo si en esa combinacion lineal es nulo el coeficiente
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- 33’0 Rez

Figura 2.7: Sectores de validez S3,, (p3 = —1,0,1) de los factores de conexiéon 15 p,
cuando M = —2, N = 2 y el parametro asintético principal A3 es real negativo: S31:
=27 < arg(z) < 0, S3,0: 0 < arg(z) < 2m, S3,—1: 27 < arg(z) < 4m. Los sectores Ss0 y
Ss,—1 cubren la mitad positiva de la primera hoja de Riemann y toda la hoja superior,
Ss,1 cubre la mitad negativa de la primera hoja de Riemann y mitad de la hoja inferior.
Los rayos de Stokes que separan estos sectores corresponden a arg(z) = 0, 2.

de la solucién irregular u, 2(2). Este coeficiente es igual a cierta funcion del
pardametro E de energia en la ecuacion de Schrodinger y los ceros de esta
funcién son por tanto los valores de la energia fisicamente admisibles, en
otras palabras, son los valores del parametro E que constituyen el espectro
de energias de Schrédinger correspondiente al potencial suma de potencias
(2.244).

La expresion de up 3(2) en combinacion lineal de {uq,1(2), uq,2(2)} es (véa-
se la nota 21)

) 72 ) 72

ub’g(Z) _ P1 P4D_3 4,p4" L,p1 Ua,l(z) +
1) 2) 1) 12)
T27P2T4,p4 7 T47P4T27p2 Uao(2)
D3 a,2\% ),
(Z € S(p17p2) N S(p37p4)) ’ (p17p2>p37p4 € Z)7 (2294)

donde

1 2 2 1
Ds =Ty, T}, —T;) Ti), #0, (2.295)
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Im z
S4 O Rez
]
Figura 2.8: Sectores de validez Si,p, (p4 = —1,0,1) de los factores de conexién T4 p,
cuando M = —2, N = 2 y el parametro asintotico principal A4 es real positivo: Sy 1:

=31 < arg(z) < —m, Ss0: —7 < arg(z) <, Sa,—1: ™ < arg(z) < 3w. Cada sector cubre
una hoja de Riemann completa , correspondiendo la primera a Si . Los rayos de Stokes
que separan estos sectores corresponden a arg(z) = —m, .

para enteros pi,p2,p3,ps4 tales que la interseccion del sector S(pi,p2) con
S(ps,p4) es no vacia.

El espectro de energias es entonces el conjunto de raices de la ecuacion
que expresa la nulidad del coeficiente de uq2(2) en (2.294):

) 72

1) 12)
2,p27 4,p4 _T4, T:

D4™ 2,p2

=0. (2.296)

2.5.4. Calculo de los factores de conexion

El método de calculo de los factores de conexiéon le)pk en las formulas
(2.180) que describimos en la seccion 2.4 resuelve el problema global de la
ecuacion canonica (I) (2.147), (2.148), la cual tiene en z = 0 una singulari-
dad regular y en z = oo una singularidad irregular. El método, que utiliza
las propiedades de la serie exponencial de Heaviside, se fundamenta en la
comparacion de dos expresiones del desarrollo asintotico de los Wronskianos
de las funciones auxiliares introducidas en (2.201), (2.202).

En esta subseccién extendemos el método de los Wronskianos al calculo
de los factores de conexion de clases (a) y (b) que intervienen en el problema
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global de la ecuacion canoénica (II) (2.246), (2.247), la cual presenta singula-
ridades irregulares en z =0 y en z = oo.

Consideramos en primer lugar, para cada n = 1,2, el sistema de ecua-
ciones definido por la formula de conexion de clase (a) (2.275) y su primera
derivada en un sector S(p1,p2) dado por (2.276), (2.277):

up(z) = Tf’;l Uq,1(2) + T;?DQ uq,2(2),

ul(2) = T{) ulyy (2) + Toh, uly o(2) (2.297)

Las expresiones de los factores de conexion de clase (a) como cocientes
de Wronskianos se obtienen aplicando la regla de Cramer al sistema (2.297):

T]g{:w, (:¢5,.),
Pk w [ua i ua,k} Wk
(k=1,2), (n=1,2), (2.298)

donde % es la funcion de k introducida en (2.228), de manera que k = 2 si
k=1yk=1sik=2y S’}vpz; viene dado por (2.227). Asimismo, W|u, v]
representa al Wronskiano del par ordenado de funciones (u,v) introduci-
do en (2.197). El sistema (2.297) es compatible, toda vez que {ug1,uq2}
constituyen un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién canénica,
verificindose en consecuencia

W [ty 1 tak] #0, (2.299)

para cada k =1, 2.

Los Wronskianos W [ua%,ua’k} en los denominadores de (2.298) se ob-
tienen de manera semejanté al problema de conexién regular-irregular, sus-
tituyendo en la expresion funcional del Wronskiano las formas asintéticas de
Uq ke, U, j; dadas en (2.252)y sus derivadas:

k) k) k k) k
4% [Um;;,ua,k} =U, Ug j, — u;jc Ug k = 2041\;“&0)@0) = 2)\ka0)a0). (2.300)

Los Wronskianos en los numeradores de las expresiones (2.298) se deter-
minan siguiendo un proceso semejante al que hemos descrito en el problema
de conexién regular-irregular. Como paso previo introducimos, para cada
n = 1,2, las funciones auxiliares

tna(s) = exp (g ) w2, (h=1,2)
’ 2(N+1)

Vg, k(2) = exp (—2(]\;\’:_1) zN+1) Uqk(2), (k=1,2). (2.301)
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La relacion entre los Wronskianos de (vy k, vak) ¥ de (s, Uq k) para cada
k = 1,2 se obtiene reemplazando (2.301) y sus derivadas en el segundo
miembro de la expresion

W [vp s va k] = vgk U(/;L,k - U;,k Va k> (2.302)

el célculo se realiza de modo semejante al caso regular-irregular (véase la
nota 14) dando como resultado

Ak
N+1

W [V ks Va k] = €xp (— ZNH) W [y, ug k] s (2.303)

donde W [uy, uq 1] es igual a una constante, toda vez que uy, y uqj son solu-
ciones de la misma ecuacion diferencial (2.246) cuyo término en la primera
derivada es nulo.

Los Wronskianos W [uy, uq ;] se determinan, como en el caso regular-
irregular considerado en la seccién 2.4, obteniendo y comparando dos desa-
rrollos formales de los Wronskianos de las funciones auxiliares W [vn,k, Va,k]-
El primer desarrollo se obtiene sustituyendo en los segundos miembros de
(2.301) las expresiones (2.250) de u,(2) y (2.252) de uqk(2) y reemplazando
las formas funcionales resultantes de v, x, vk y sus derivadas en la forma
exacta (2.302) del Wronskiano (véanse las notas 22, 23):

W [ ks Va k] ~ Z R S (2.304)

n=-—00

siendo para cada k =1,2

T = =205 — (i + v — ) O 42 Z o) QL 1 x Ql0,
(heZ), (2.305)

donde

+oo
Q%sz’ak) = Zaf) b?_p+ja (neZ), (p=0,1,..,N+1),  (2.306)
7=0

Q) = Zﬂak) v (€ D), (2.307)

son series de cuya convergencia depende la validez de nuestro método de
célculo de los factores de conexion (véase el apéndice A).
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Consideramos seguidamente el segundo desarrollo formal del Wronskiano
W vk, Vo) que utiliza la serie exponencial de Heaviside introducida en
(2.111), (2.112), i.e

+00 o
exp(t) ~ n:z_:oo CESETIE (t = 00), (larg(t)| <),

(t,6 €C), (2.308)

con la finalidad de obtener un desarrollo de la exponencial en el segundo
miembro de (2.303). De modo semejante al caso regular-irregular descrito en
la seccién 2.4, dado un valor de N = 0,1, 2, ..., el cambio de variable

_ N N+1
t— 2z, t= Nii? o (2.309)

en el que z depende de la raiz (N + 1)-ésima de ¢, hace necesario introducir
para cada k = 1,2 los (IV 4 1) desarrollos de Heaviside

+6(a‘7k)
oo (SN TN )T

S T (a1
(z,é(La’k) € C) , ‘arg (—)\k zNH)‘ < . (2.310)

donde la condicion ’arg (—)\k 2N +1)‘ < 7 caracteriza al sector de validez

S;. o de los factores T:) dado en (2.227). Por consiguiente, habida cuenta
de (2 308) y (2.310), en este sector del z-plano complejo se verifican, para
cada k = 1,2, las N + 1 relaciones asintoticas analogas a las (2.231) del caso
regular-irregular

M Nt1 k) 3
exp <_N+12 ) ~ &,/ (2), (z = 00), (zeSk’OCC),
(L=0,1,...,N). (2.311)

El segundo desarrollo formal de W [Un,k,’l)a,k] se obtiene ahora bajo la
forma de una combinacion lineal de los N +1 desarrollos de Heaviside (2.310)
semejante a la (2.238) del caso regular-irregular

ankavak ZBaL aL

“+o0 N k) n 5(a,k)
-y ¥ Bar < — Ak ) oL LNt
( N +1

e 20 n+1+5( >)
(=), (2eS,cC), (§Yec), (2312
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donde las constantes ﬁi’? ;, verifican para cada k = 1,2

N
S B =W s o] (2.313)
L=0

Comparando el segundo desarrollo formal (2.312) del Wronskiano de las
funciones auxiliares de clase (a) con el primer desarrollo (2.304), obtenemos

expresiones de 7, 5(La’k) , BZZ)L semejantes a las obtenidas en el estudio del
problema de conexion regular-irregular (véase la nota 18):

A=dp=(N+1)n+L+1, (na€Z), (L=0,1,..,N), (2.314)

5(a,k) gt upt L

= k=1,2 L=0,1,...N 2.31
L N +1 ) ( 7)7( 0777)’ (35)

o Aan T (n+1+061Y)
= (a,k)
(=Ae/(N + 1))

k

gt (L=0,1,..,N),

(n,ip € Z), (k=1,2). (2.316)

Llevando (77?), (2.316) a (2.313) obtenemos los Wronskianos en los nu-
meradores de (2.298) para cada 1,k = 1,2:

¥ A (n 14 60)
/.

W [y, ta k] = Lok
L=0 (=Xg/(N +1))"%

(n, g, € Z), (2.317)

que junto a los Wronskianos de los denominadores dados en (2.300) dan como
resultado formulas explicitas de los factores de conexion de clase (a):

N k) (a7k)
1 Yo, T (n+ 14 61)
L (a,k) 7
PO o a) 120 (—a (V£ 1))

(n,hp € Z). (2.318)

La extension de los desarrollos formales (2.310), de las relaciones asin-
toticas (2.311), del desarrollo (2.312) y de las formulas de los factores de
conexion (2.318) a todo sector Sy p; S€ realiza mediante el cambio de va-

riable introducido en (2.393), (2.394) con resultados semejantes a (2.399),
(2.400), (ver la nota 17) y (2.415), (2.419) (ver la nota 18).

)

El proceso de calculo de los factores de conexion de clase (b) Typ, no
difiere en lo esencial del que nos ha llevado a obtener formulas de los fac-

tores de conexion de clase (a) T,Z;k. Las formulas de conexion de clase (b)
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introducidas en (2.278) constituyen ahora el punto de partida del proceso de
calculo de los factores TT’Q,T por el método asintético de los Wronskianos.
Para cada n = 1,2, consideramos el sistema lineal de ecuaciones cons-

tituido por la formula de conexion de clase (b) y su primera derivada (cfr.
(2.278), (2.279)):

up(z) = T:?,z;g up3(2) + TZZM up 4(2),
() = Toh () + TP th a(2),

P3

(2 € S(ps3,p1)), (p3.ps € Z), (2.319)

Aplicando la regla de Cramer obtenemos expresiones de los factores de
conexion de clase (b) como cocientes de Wronskianos:

W [uy, up, |
Tﬁ) = 77]7 T T D~
T,D7 w [Ub,i—, Ub,T] ) (Z S J)r)a
(77 =1,2), (1= 374)a (pf' € Z), (2.320)
donde 7 es la funcién de 7
F=14+(-1)7"1, (1 = 3,4), (2.321)

de manera que 7 =4 cuando 7 =3 y 7 = 3 cuando 7 = 4.
La compatibilidad del sistema (2.319), i.e.

Wlupz, ups] #0,  (7=3,4), (2.322)

esta asegurada al constituir {up, 3, up 4} un sistema fundamental de soluciones
de la ecuacién canodnica.

Los Wronskianos en los denominadores de (2.320) se obtienen de manera
andloga a los Wronskianos de clase (a) en los denominadores de (2.298),
dando como resultado, para cada 7 = 3,4,

w [ub’;, ub;,-] = Up,7 ugﬂ. — ugﬁ Up,r = 25?M—1&6)&8) = 2/\;—&6)&8), (2.323)

donde )
A =8" =B, = A (2.324)

El célculo de los Wronskianos en los numeradores de (2.320) se inicia
introduciendo, para cada n = 1,2, 7 = 3,4 las funciones auxiliares de clase

(b)

() = exp (— gt =y 1) (o) (2.325)
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y encontrando la relacion entre los Wronskianos de (0y 7, 0p.7) y de (s, up 7)
a partir de (2.325) y de la expresion general (2.197) de W]u, v]. El célculo se
simplifica introduciendo la variable zZ

F=271, (2.326)
de manera que Z — oo cuando z — 0. Definiendo para todo M = —2, -3, —4, ...
M=-M-2=0,1,2,..., (2.327)
y poniendo para cada 7 = 3,4
) — . — B0
Blv—1 =2 =B, (2.328)

las expresiones (2.325) se reescriben

s Ar 1y -
Un,r(2) = exp (2(]\2_1_1) ZM—H) un(2),
ﬁb,7'(2) = €Xp <_2<Z\~;\:-1) 2M+1> ub,’r(g)a (2'329)

obteniéndose la relacion entre Wronskianos en funcion de Z (véase la nota

14)

A
W 0Oy 1, Opr] = €x (— -
[ n,T b,T] p M+ 1

(M=0,1,2,..), (n=1,2), (r=3,4), (2.330)

5M+1> w [unv ub,T] )

donde W [uy,, up -] es igual a una constante, toda vez que u, y up, son so-
luciones de la ecuacion canonica (2.246), (2.247) cuyo término en la primera
derivada es nulo. La funciéon u; » se conoce por su forma asintotica (2.263),
(2.264) cuando z — 0, es decir, cuando Z — oo. De este modo, la expresion
(2.330) es analoga formalmente a la expresion (2.303) que relaciona al Wrons-
kiano W [vy, i, Ve k] de las funciones auxiliares de clase (a) con el Wronskiano
W [y, uq ] de las soluciones multiplicativas u,, y formales de clase (a) uq k-

En el calculo de los factores de conexion de clase (b), la relacion (2.330)
desempena un papel fundamental semejante al que corresponde a la relaciéon
(2.303) en el calculo de los factores de conexion de clase (a), al permitirnos
comparar dos desarrollos formales del Wronskiano de las funciones auxiliares.
El primer desarrollo de W [0y, -, 0p -] se obtiene sustituyendo en la forma
exacta del Wronskiano en el primer miembro de (2.330) las formas funcionales
(2.329) de 9y, ,, %, y las que resultan de cambiar z por 71
asintotica (2.263), (2.264) de up ~(2). Asi, el proceso se desarrolla en términos

en la forma
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semejantes al caso de las funciones auxiliares de clase (a) dadas en (2.301),
recuperandose la variable z al finalizar el calculo con el resultado

Whominrd ~ 30 AT (G50, (r=3,4), (233

n=—00
donde para cada 7 = 3,4,

—M-2
T b, a b,T) b,7)
’7@3& = QQ% ) - (n + vy — /«L‘r) Qf% M-1 " 2 Z /8 M—1—gq ,(%q -

“A fog), (heZ), (2.332)

+o00
b77- — AT)JT R
Qg‘l,q) =2 aj)bﬁ)—M—l—q_ja (h € Z),
J=0

(q=0,1,...,—M —1), (2.333)

+
QYD =3"5a) b)) ., (e Z), (2.334)
7=0

siendo B;) los parametros del factor exponencial, p. el exponente caracte-

7)

ristico y a;’ los coeficientes de la serie formal en el desarrollo (2.263) que
verifican la recurrencia (2.270). Asimismo, para cada 7 = 3,4,

Vr = pr_2, (2.335)
)

;g T .
es el exponente caracteristico y by’ los coeficientes en el desarrollo formal

—+o00
Wy 7 (2) = Z bﬁ) 2 (bg) # 0), (2.336)

n=—oo

de la funcion auxiliar

Wy +(2) = exp (CAb,T(z)> Upr(2) =

= exp <<Ab77-(2) — 2(_])\\47—_1)ZM+1> Un(Z), (2337)
Gor(2) = 71\24:72 ﬁi) z 9+ LzMH, (2.338)
’ = oa 2(=M - 1)

que verifica la ecuacién diferencial

an (Z Pb]?«‘]) o+ (Z & ZJ) W =0, (2.339)
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AT)  AT)

donde Dp.js €p; SON funciones conocidas de gj, 55) (véase la nota 24) y los

coeficientes ISZ) verifican la recurrencia de orden 2N — 2M

M
Soglb) Z {pb)J (v =)+ E) 2} b+
=2 M2 j=M+1
2N+2

+[(TL+V7—)(TL+VT_1)+€b 2] br) + Z ,J 2 n i=0

(n € Z). (2.340)

El segundo desarrollo del Wronskiano de las funciones auxiliares de clase
(b) se obtiene ahora sustituyendo la exponencial en el segundo miembro
de (2.330) por una combinacion lineal de M + 1 = —M — 1 desarrollos de
Heaviside (2.308) analoga a (2.312), que expresamos en funcioén de la variable
Z introducida en (2.326). El calculo subsiguiente en la variable Z es semejante
al del Wronskiano de las funciones auxiliares de clase (a) y su resultado, una
vez recuperada la variable oruginal z, es

oo —M—2 ﬁg)L
W [0y -, Op r] ~ : X
o 2 o)
—Ar nto("") (M~+1) (nt507
X (_]\4_1> z ( )7 (Z — 0),

(z € S:0 CC\{0}),
m=1,2), (1=3,4), (2.341)

donde B;)L son los coeficientes constantes en la combinacion lineal de desa-
rrollos de Heaviside; los sectores Sz vienen dados por (2.280) cambiando
T por T, haciendo p; = 0 y teniendo en cuenta la relacién de antisimetria
(2.324).

El desarrollo (2.341) se compara con el primer desarrollo (2.331) obte-

niendo, para cada 7 = 3, 4, formas explicitas de las constantes BZ )L en funcién

)

de los coeficientes ’ygﬁ de las potencias de z en el primer desarrollo:

Yol (n+1+677)

b,7) 7

ﬁ;—)L = {
T (/M 1)

(L=0,1,....,—M —2),
(i€ Z).  (2.342)

El Wronskiano de las funciones u,, up » que aparece en el numerador de
la expresion (2.320) de los factores de conexion de clase (b), depende de las
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constantes B;)L de forma semejante a la que se tiene en (2.313) en el caso de
los factores de clase (a):

—M-2
W [un, up -] = Z ﬁbL, (n=1,2), (r=23,4). (2.343)

Las formulas de los factores de conexion de clase (b) se obtienen ahora
poniendo (2.342) en el segundo miembro de (2.343), sustituyendo la expresion
resultante en el numerador de (2.320) con pz = 0 y la expresion (2.323) en
el denominador:

1 M2 'y;:)ﬁf (n + 1+ 5?’7))

= (b,7)
o alar) 120 (—Ar/(—M —1))"r
(macZ), (n=1,2), (r=3,4), (7=4,3), (2.344)

" —

donde Tﬁ) Tn)0 y para cada M = -2, -3, —4, ...

n=nr=(M+1)n+L+1, (n,neZ), (2.345)
+v,+ L

g — Hr TP T L=01,..,—M—2). 9.34

L M+1 ) ( 07 PR ) ( 36)

La extension a cualquier sector Sz p. de (2.341), (2.342), (2.344) se realiza
de la forma senalada en el caso de los factores de conexion de clase (a),
obteniendo (para los detalles, véanse las notas 17 y 18)

(b,7)
400 —M-2 ﬁb T.0r) P%(_M_1)5L

W 'Un,‘nvbr ~ Z Z V!

N =1 W ey

. (b,7)
X ( i >n+éL (MH)(nH(Lb’T)) (z—0)
—— z 4
—M _ 1 ) 9

(z € S7~'7P% cC\ {0})7 (pr,p7 € Z),
(n=1,2), (r=3,4), (2.347)

donde

(b,7)
B = B AT (L= 0,1, M - 2),

(pr,p7 €7Z), (2.348)
son ahora los coeficientes constantes en la combinacion lineal de desarrollos

de Heaviside que reemplazan a 5Z)L en (2.343). Los sectores Sz,. vienen
dados por (2.280) cambiando 7 por 7, p; por p;z y teniendo en cuenta la
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relacion de antisimetria (2.324). Poniendo (2.348) en el segundo miembro de
(2.343), sustituyendo la expresion resultante en el numerador de (2.320) y
(2.323) en el denominador, se obtiene la extensién a cualquier sector Sz .
de las formulas (2.344) de los factores de conexion:

(b,T)) pr(—M-1)5{""

7,7 RS A PPICES )
225y 10 (—2AT/(—M - 1)) o
(n,n,pz €Z), (n=1,2), (t=3,4), (F=4,3), (2.349)
2.6. Notas

Nota 12. Siempre existe al menos una solucion de (2.100) de la forma
(2.101). Para ciertos valores de b_a,, solo existe una solucién de la forma
(2.101); la otra soluciéon independiente contiene términos logaritmicos que
divergen en el infinito. Nosostros estamos interesados en aquellas soluciones
cuyo comportamiento es regular en ambos puntos singulares. En consecuen-
cia, nuestra discusion se limita a las soluciones de la forma (2.101), descar-
tando aquellas que presentan términos logaritmicos.

Nota 13. Describimos a renglon seguido la secuencia de cambios de las
variables y parametros que transforman a la ecuacion radial (2.145) en la
ecuacion canodnica I (2.147), (2.148).

En primer lugar, introducimos una variable adimensional x proporcional
a la variable radial r

{ r— T, r=KT, (2.350)

R(r) — y(x), R(r) =y(x~'r),

donde el parametro x puede elegirse de maneras diferentes a condicién de
que tenga dimensiones de longitud; por ejemplo, dado que A # 0 es posible

FLQ 1/(’7""2)
K= <2mA~> . (2.351)

tomar

El pardmetro s y la variable z podrian ser en general complejos; no
obstante, en la mayoria de las aplicaciones fisicas k es real y positivo, de
manera que en tales casos la variable adimensional x recorre el semieje real
no negativo del plano complejo.

El cambio de variable (2.350) transforma a la ecuacion radial (2.145) en
la ecuaciéon de variables y pardmetros adimensionales

G
y' () + ( P xj) y(z) =0, (Ca #0), (2.352)

j=—2
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donde

D+1=0, siv=-—1,
G_{ 7, siv=0,1,2,.., (2.353)

representa el grado del polinomio en el factor de la variable dependiente y
en (2.352). La relacion entre los parametros A; de la ecuacion radial y los
parametros C; de la ecuacion adimensional es

Co = —2m (Ao - E) H2/h2,
C] = —2mAj Hj+2/h2, (] - _2a _1)7 (] = 172a 717)

La ecuacion (2.352) ya tiene forma adimensional pero todavia no es ade-
cuada para estudiar el problema global porque cuando el grado G es impar,
lo cual sucede si v = 1,3,5,7, ..., sus soluciones formales dependen de ex-
pansiones asintoticas que contienen potencias de la variable x de exponentes
semienteros, y esas soluciones no se conectan facilmente a las soluciones ana-
liticas definidas por series de potencias de x de exponentes enteros.

En estos casos impares, es conveniente introducir una nueva variable
independiente adimensional z = /2 de manera que las soluciones formales
de la ecuacién transformada dependan de series asintéticas cuyos términos
contienen solamente potencias de z de exponentes enteros. De este modo, sea
el grado G par o impar, el problema global se formula en una tinica ecuacion
adimensional (2.147), de variable independiente y pardametros complejos, a la
cual denominamos ecuacion candnica I o ecuaciéon candnica correspondiente
a (2.145). Las relaciones entre las variables y pardmetros de la ecuacion
canonica [ y las variables y parametros de la ecuacion radial (2.145) son las
siguientes.

a) Si 7 = —1, tenemos
z=r/k, u(z)=R(kz), N=0, (2.355)
2mA_1kK 2m(—F) r*
ga=l(l+1), gy = 22AE g 2MEB (535
I I
b) Si 7 =0,2,4,6, ..., tenemos
z=r/k, u(z)=R(kz), N=v/2=0,1,2,.., (2.357)
2m (Ao — E) k?
9—2:l(l+1)? go = ( Ohg ) >
2mA; kT2 ,

h2
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c)Siv=1,3,5,7,..., tenemos

z= (r/n)l/Q, u(z) = 2" 12R (sz) , N=v+1=2,4,6,8,..., (2.359)

8m (Ag — E) k?

g—2=(21+1/2)(21+3/2), g2 =

SmAj/2,1 Hj/2+1
g5 = h2 5

9; =0, (j=-1,1,3,5,...2N —1).  (2.360)

Por consiguiente, en (2.148) el valor méximo del indice j es 2N = 0 si
D=—12N=0si=0,24,6,...y 2N =20+2si v =1,3,57, ... .

Nota 14. Las relaciones (2.201), (2.202) entre (Vreg ksVa,k) ¥ (Uregs Ua k)
en el problema de conexion regular-irregular que describimos en la seccién
2.4 son formalmente semejantes a las relaciones (2.301) entre (vy,Vak) ¥
(un, uq k) que se establecen en el problema de conexion irregular-irregular de
clase (a), y alas relaciones (2.325) entre (0y, 7, Up ) ¥ (Uy, Up,-) en el problema
de conexion irregular-irregular de clase (b) considerados en la seccion 2.5. Por
consiguiente, la relacion entre el Wronskiano de (Vyeg i, Va,k) ¥ €l Wronskiano
de (Ureg, Uq k) que se presenta en el problema de conexion regular-irregular
es formalmente semejante a la relacién entre los Wronskianos de (vy i, vak)
y de (uy, uq 1) que sucede en el problema de conexion irregular-irregular de
clase (a) y otro tanto cabe afirmar de la relacion entre los Wronskianos de
(On,7,0p7) y de (uy, upr) en el problema de conexion irregular-irregular de
clase (b). Estas relaciones pueden obtenerse utilizando una notaciéon unifica-
da a partir de las correspondencias

z, Z= 27— 2,
Ureg,ks Unky Unpr — Up,
Vaks Vbr — Vasy,
Aky Ar — A,
N, M — G,
Ureg, Uy — Uy,
Uak, Ubr — Uasy, (2.361)
de manera que las relaciones (2.201), (2.202) y sus anélogas (2.301), (2.325)
en el problema de conexién irregular-irregular se escriben

vp(2) = exp <_2(G)\—|—1)ZG+1> un(2), (2.362)
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A
’UaSy(Z) = exp <_2(G—|-1)ZG+1> Uasy(Z). (2363)
Las primeras derivadas de (2.362) y (2.363) son
A A
/ _ _ G+1 _ NG /
vy (2) = exp ( NG D) 1)2 ) ( 5% un(2) + un(z)> , (2.364)

A A
vfasy(z) = exp <_2(G+1)ZG+1) (—QzGuasy(z) + ugsy(z)) , (2.365)
y el Wronskiano de (vy, vasy) €s por definicion
W [, Vasy] = UnUpsy — Uy Vasy- (2.366)

Efectuamos el producto vyvg,, reemplazando las expresiones (2.362),

(2.365):
! A G+1 A G l
UpUpsy = €XP (—G+12 ) (—22 UpUasy + unuasy) , (2.367)
y el producto —U;Uasy reemplazando las expresiones (2.363), (2.364):

A A
—v;vasy = exp <_G+12G+1) (2zGunuasy — u%uasy> . (2.368)

Sustituimos los segundos miembros de (2.367) y (2.368) en el segundo
miembro de (2.366) para obtener

A
W [Up), Vasy] = €xp <—G+12G+1> (unugsy - u;]uasy) , (2.369)
donde
unulasy - U%Uasy =W [Un, Uasy] (2370)

es el Wronskiano de (uy,Uasy). Obtenemos asi la deseada relacion entre
Wronskianos:
A

W ['Un, Uasy] = exp <_G—i-1

zGH) W [y, Uasy] - (2.371)

Nota 15. La expresion asintotica (2.208) del Wronskiano de las funciones
auxiliares en términos de Ureg(2), §a7k(2)7 Suk(2) y sus derivadas se obtie-
ne sustituyendo en la forma exacta (2.203) del Wronskiano las expresiones
(2.201) de vyeg i(2), (2.205) de v, ,(2) y sus derivadas:

A
4% [Ureg,ka Ua,k] ~ €XP <_ 2( k

Tl) ZN+1 + éa,k’(z)> ureg(z) S(;,k(z) +

R R N
+oxp (~ gy 27+ anlo)) (cg,k<z> 42 ) g () Su(2)

—exp (—2(1\;\]:_1) SN émk(z)) u;eg(z) Sak(2),
(z > ), (k=1,2). (2.372)
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La expresion (2.372) gana en sencillez si introducimos la funcion

Wreg k(%) = exp (fak(z)) Vreg k(%) (k=1,2), (2.373)
es decir, habida cuenta de (2.201),

Wreg k(2) = €xp (—2“\;\3_1) N4 éak(z)) Ureg(2), (k=1,2). (2.374)

Poniendo (2.374) y su derivada en (2.372) obtenemos

W [Breg s Va k] ~ (28] 1(2) Wreg b (2) = Wheg 1(2)) Sap(2) +

+wreg,k('z) S(lz,k:(z)a (Z - OO)? (k =1, 2) (2375)
que es (2.208).

Nota 16. Para cada k = 1,2, los parametros ﬁl;’)j, é];?j de la ecuacién
diferencial (2.212) verificada por wyeg k(%) dependen de los parametros g; de
la ecuacion canoénica (2.147), (2.148) y de los parametros alg) que caracterizan
el comportamiento asintético de sus soluciones formales (2.166), (2.167) en
la forma que indican las expresiones siguientes.

Si N = 0 tenemos
k)

Pap =0, (2.376)
éﬁ?,- =-gj, (1=-2-1), (2.377)
&% = —g0. (2.378)

Si N =1 tenemos " .
Par = —207, (2.379)
/3]2,)1 =0, (2.380)
é];,)j = —0js (j=-2-1), (2.381)
Zap = —90 + (a'f))2, (2.382)
&l =g, (2.383)
é?g = —ga. (2.384)

Si N =2,3,4,... tenemos

py==2a0,  (G=01,..N-1), (2.385)
ﬁ’j?N =0, (2.386)
él;,)j =-g;, (1=-2-1), (2.387)



2.6. notas 129

Jj+1
Ea?j =—gi+). 0‘?%’12—0 -+ 1)O‘j-)-27
o=1
k) al k)
EuN-1= Z a];')aN+17g —9gN-1, (2.389)
o=1
k) al k)
éavj =79 + Z a];)aj%PQfU?
o=j+2—N
(j=N,N+1,...2N —2), (2.390)
é];,)QN—l = —g2N-1, (2.391)
éIl;,)zN = —gan = =N} (2.392)

Nota 17. Para obtener desarrollos de Heaviside vélidos en cualquier
sector S v PR € Z, realizamos en (2.225) y (2.231) el cambio de variable

zZ€ 559 — zw;,z_)fl, (z € Sfc,p,;) ;
(rp €Z), (k=2,1), (2.393)
donde
wnt1 =exp (i27/(N + 1)), (2.394)

de manera que zw;ﬁl € Sj sl z € 5;, ; el cambio de variable transforma
) P
a (2.225) en

—pp(N+1 ntay")
e (e )

g(kvpk) —
L= 2 F(n 14 0)

(ak)
(z € S,;,p% C C) , ~(cSL € C) . (Pepp € Z),
k=21), (L=0,1,...N), (2.395)

i

y a (2.231) en

Ak —pj(N+1) k,
exp <—N+1ZN+1wN_f1 ) NS(S,LP’“)(Z), (z = 00),

@e%mccy (L=0,1,..,N),
(pk,pz €Z), (k=1,2), (k=2,1), (2.396)
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donde
Eé{“ipk)(z) = Ef’)L (z w];l_)fl) , (L=0,1,...,N),
(propp € Z), (k=1,2), (k=2,1) (2.397)

y las potencias de wy 41 en (2.395) y (2.396) se reescriben teniendo en cuenta
(2.394)

_pfc(N""l) n+§(La,k) _pfc(N_"_l)éga,k) . (a k:)
(WNH ) = Wnl = exp (_227@1}% 7 ) ;
7p,~c(N+1) .

WN 1 =1,

(n,pr €Z), (k=1,2), (k=2,1), (L=0,1,..,N).(2.398)

De (2.395) y (2.398) obtenemos, habida cuenta de (2.225), los desarrollos
formales validos en todo sector Sj -

k, k —pr (N+1)5"F)
gé,ka)(Z) = 5a,)L(Z) wNI—Dfl b=

s IR (_/\k AH/(N +1)
= wn e T (n s 6(La,k))

(z € Sy, C C) : (5(;”“) € C) , (L=0,1,...,N),
(pespp €2Z), (k=1,2), (k=2,1). (2.399)

)n+52a’k)

)

Asimismo, de (2.396) y (2.398) obtenemos las N +1 relaciones asintoticas
vélidas en todo sector S; -

Ak k, k —pg(N+1)5(*M
exp <_N—|—1 ZN+1> ~ gé,ka)(Z) = 5a,)L(Z) Wy L (z = 00),
(2 € Skp: C C), (porr€2), (k=12), (k=21), (L=0,1,..,N). (2400)

Una consecuencia inmediata de (2.400) es que para cada k = 1,2 y
pr € Z, dado un conjunto de IV 4 1 constantes complejas no nulas

{ﬁ((llf’pk); L = 07 1) t N} ’ (pk E Z) ) (k = ]'7 2)’ (2401)

la combinacion lineal de los desarrollos (2.399), (2.225) definida en cada
sector S,; - por esas constantes

N
k, _ k, k,
Ac(z,z\ll)k)(z) = Z B(S,ka) 52,ka)<z)a (Z € S’Evl’fc C C) ,
L=0

(pksp; €Z), (k=1,2), (k=21), (2.402)
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es proporcional asintoéticamente a la exponencial en el primer miembro de
(2.400), es decir,

A
Ag?}gk)(z) ~ exp ( N ji 1 N+1> Z IB(k:pk , (Z N 00)7

(€85, CC) (por€2), (k=12), (k=21). (2403)

Comparando (2.402), (2.403) con (2.204) encontramos que si las constan-
tes ﬁ( Pi) Gerifican

Z B = W e, war) . ok €2), (k=1,2), (2.404)

entonces el Wronskiano de las funciones auxiliares en el primer miembro de
(2.204) verifica la relacion asintotica

W[Ureg,kavak Z B o) ’pk ( )a (Z - 00)7 (Z € ng P

(pr.pj € Z), (k=1,2), (k=2,1)(2.405)

Nota 18. Describimos paso a paso el proceso de célculo de los Wrons-
kianos W [Ureg, Uq k] en los numeradores de las expresiones (2.226) y por
anadidura de los factores Tj. Para encontrar los valores de las constantes
B?L en el primer miembro de (2.236), asi como las 5(La’k) y la relacién entre
indices i, n, sustituimos en el segundo miembro de (2.237) los desarrollos for-
males (2.225): el resultado es un nuevo desarrollo formal del Wronskiano de
las funciones auxiliares vyeg k, Vs, €n potencias ascendentes y descendentes

de la variable z:

W [Ureg,ku Vg, k Z /Ba L %a, L

o k) 5l k)
+Z i BaL < —Ak ) i L(N+1) (5"
N+1 ’

RIS o P

(z = 00), (z € S50 C C) ,
(6" ec), (k=1,2), (k=21). (2406)

La comparacion de este desarrollo con el primer desarrollo (2.217) se
realiza identificando en primer lugar los exponentes de las potencias de z, de
donde resulta la relacion entre indices 1, n

A=fap=(N+1n+L+1, (nacZ), (L=0,1,..,N), (2.407)
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y las constantes (5(a k)

slak) _ Vet it L
L N+1

Por consiguiente, el desarrollo (2.217) equivale a

(a,k)
W['Uregkyvak Z Z’YanL (VD) (n+og )7 (Z_>OO)1

n=-—oo0 L=0

(k=1,2), (L=0,1,..,N). (2.408)

(k=1,2), (L=0,1,...,N). (2.409)
Identificando ahora los coeficientes de las potencias de z en (2.406) y

(2.409) obtenemos las constantes

k) (a,k)
k.0 Vi Fn+1446;."")
B = ) = e =

(—23/ (N + 1))
(L=0,1,..,N), (k=1,2), (2.410)

(n,ﬁL c Z),

n+6;

donde n toma cualquier valor entero y 7, (5(La’k) se obtienen de (2.407),
(2.408) para cada L =0,1,...,N.

Reemplazando (77?), (2.410) en (2.236) obtenemos las formulas de los
Wronskianos en los numeradores de (2.226)

. T(n+1+a6")

’Yan
Wuregauak ZﬁaL_Z : (a,k)
0 (—Ap/(N 4 1))m+or”

(n,ip €Z), (k=1,2), (k=2,1), (2.411)

de las cuales resulta la forma explicita de la condicion de cuantizacion
(2.199):

N oy T+ 1+ 6Y)

(@) — ¥
—0 (=\ /(N +1))" 0

(n,hp € Z). (2.412)

Los Wronskianos en los denominadores de (2.226), dados en (2.200), se
reescriben para cada N =0,1,2, ...

w [U&;;,Ua,k;} = —2)\,~Ca§)a§) = 2)\ka§)a§), (k=1,2), (k=2,1). (2.413)

Reemplazando (2.411) y (2.413) en el numerador y denominador de (2.226)
respectivamente, obtenemos las férmulas explicitas de los factores de cone-
xi6n para la soluciéon analitica regular ureg(z) en el sector Sy o:

1 AP T+ 1+60M)

fya Ny
k (a,k)?
200 al) 120 (<A/(N + 1))
(n,ap, € Z), (k=1,2), (k=21). (2.414)

:ET~:
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El célculo de los factores de conexion Tj, _ cualquier sector Sj - sigue
un itinerario semejante al que nos ha llevado a determinar los factores T~
en el sector S,jC o- Los valores de las constantes ﬁ( Pr) on el primer mlembro
de (2.404) se obtienen (ver nota 17) sustltuyendo en el segundo miembro de

(2.405) los desarrollos formales (2.399), dando como resultado el desarrollo
del Wronskiano de las funciones auxiliares

k, S(N+1)5@R
w [Ureg,ka 'UaJc] Z ﬁ( Pi) Nzikl( L 5a,)L(Z) =
L=0

(k,pk) —pp(N+1)5("M ISP ICRD
Z Z wN+k1 L ( =2\ > L Z(N+1)(n+6(La,k>)
=00 L0 (n +1+6() N+1

(z = 00), (z € Sip. C C) . (Propp €Z),
(" ec), (k=12), (k=21). (2415)

Identificando los exponentes de las potencias de z en (2.415) y (2.217)
se obtienen expresiones idénticas a (2.407), (2.408), (2.409). Identificando

ahora los Coeﬁcientes de las potencias de z en (2.415) y (2.409) obtenemos
las constantes B kpe)

kpp)  o(k0) pp(NHDS™T (k0)  pp(vetuntL)
5 =Bl 1\;C+1 = Bal WNt1 , (Peipp €7),

(k=1,2), (k=2,1), (L=0,1,...,N), (2.416)

donde Bgfio) = S)L viene dada en (2.410).
Reemplazando (2.416), (2.410) en (2.404) obtenemos las formulas de los
Wronskianos en los numeradores de (2.226) validas en cualquier sector Sj -

- (a,k)
N B T(n+ 1+ 600 Wiy T

N
Wl o] = 32 17 = 3 T
L=0 (—20/(V + 1))

(n,ip,p; €Z), (k=1,2), (k=21), (2417)

de donde la condicion de cuantizacion (2.199) toma la forma

(a,1)
N AN P(n+1+ 5(a’1)) wﬁgﬂ)%

Vanr L _
(a,1) - O’
n+d; "

L=0 (-2h/(N+1))"
(n, i, p2 € Z). (2.418)
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Reemplazando (2.417) y (2.413) en el numerador y denominador de (2.226)
respectivamente, obtenemos las formulas explicitas de los factores de cone-
xion para la solucion analitica regular uyeg(2) en cualquier sector Sy -

k )y pR(N+DSY
I T 0 A et et O L
kpp k) k) . L olak) ’
2X\kag ag’ 1=0 (—20/(N+1))

(n,ip,p; €Z), (k=1,2), (k=2,1). (2.419)

Nota 19. Consideremos la ecuacion radial de Schrédinger (2.139), (2.145)
con un potencial polinomial general de grado minimo i < —1 y grado méaxi-
mo v > [i:

ViR =S A;r,  (@<p), (Az#£0), (A #0). (2.420)

M-
13

=K

El potencial efectivo correspondiente a (2.420)

(1 +1)R?

Vef(r) - V(T) + 22

(2.421)

que se obtiene incorporando el término centrifugo 1(14-1)h%/2mr? al potencial
V(r), se escribe en notacion homogénea

Ver(n =2 A;r!, (A<9), (A #0), (45 £0), (2.422)

dondesil =0
L=, U=0, Aj=A; (G=j,p+1,..,0), (2.423)

y si I # 0, los valores de fi, 7 y A; dependen de la situaciéon del exponente
—2 del término centrifugo respecto del intervalo (fi, 7). Por ejemplo, si [ # 0,
< —=2yv>1, setiene

2
i, l+Dn
2m

)

En todo caso, dados los valores numeéricos de i y 7, se tiene

<=2, b>-2 (2.425)
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La ecuacion radial de Schrédinger con el potencial polinomial general
(2.420) se escribe entonces

R"(r)+ q(r) R(r) = 0, (0 <7r < +00), (2.426)

donde la funcion ¢(r) resulta de incorporar al potencial efectivo el término
que contiene el parametro espectral E de energia:

2m
q(r) = 5 (B = Ves(r)). (2.427)
En notaciéon homogénea,
N . ~ A~
gr) = Bjrl,  (M<N), (By#0), (By#0),  (2428)
j=M

donde los valores de M , N y Bj dependen de la situacién del exponente 0 del
término de energia respecto del intervalo (fi, 7). Por ejemplo, si 0 pertenece
al intervalo (fi,7), se tiene:

. . om (Ag — E
M=j, N=bp, %z—"”;),
2mA; . PN - .
&:—EJ,@ZMWHmmw%@¢m (2.429)

Consideremos los cambios de variables y pardmetros que transforman a la
ecuacion de Schrodinger con un potencial suma de potencias en la ecuacion
canonica correspondiente. Si M y N son pares tenemos:

r=rz, u(z)=R(kz), 9(z) = —k?q(k 2),
M N
M=—",  N=-— 2.4
= > (2.430)

y si M o N es impar tenemos:

r=rz%  u(z) = R(kz?), g(z) = zzﬂ — (26 2)%q(k 2?),

M=DM+1, N=N+1, (2431)

siendo k un parametro con dimensiones de longitud que puede elegirse como
funcién de algin parametro de la ecuacion radial, por ejemplo,

)1/(1\7+2) (2.432)

K= (—B;[l
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dondesiﬁ>OSetieneN:z9>0y

By = . (2.433)
ysiﬁSOsetieneN:Oy
By = — (2.434)

Asi, en el ejemplo [ # 0, i < —2, 7 > 1 considerado en (2.424), si iy v
son pares, se tiene:

2m (1210 - E) H2 2m/~1_2
go = hg s g-2 :l(l+1)+ h2 5
_ 2mA; KIT2

gj = (j=2M,2M +1,..,2N #0,-2),  (2.435)

o
y si fi 0 ¥ es impar, se tiene:
8m (Ao — E) K2 1 3 8mA_,
go = - , g_o9 = <2l + 2> <2l + 2) + FCE
g = 8mAj/2h‘21 '{]/H, (j=2M,2M +2,...2N # 2, ~2),
g; =0, (j=2M +1,2M +3,...,2N —1).(2.436)

Analogamente a la ecuacion canonica (I), el comportamiento de la funcion
g(z) determina la existencia y tipo de los puntos singulares de la ecuacion
canoénica (II) en el z-plano complejo ampliado. La suma de potencias g(z)
permanece acotada para todo valor complejo de z excepto en z = 0 para
todo M < —2 y en z = oo para todo N > 1, donde se hace infinito. De este
modo, al igual que en el caso M = —1, también ahora el origen y el infinito
son las tnicas singularidades de la ecuacién canénica.

En la vecindad del origen, el comportamiento del coeficiente funcional
p(2) se caracteriza por un exponente K tal que

p(z) ~pr, 25, (2 =0), (2.437)

donde
K = —o0, Pr;, =0, (2.438)

y el comportamiento del coeficiente g(z) se caracteriza por un exponente Ko

tal que
q(z) ~ ar, 272, (2= 0), (2.439)



2.6. notas 137

donde
Ky =—-2M =4,6,8, ..., qr, = —gam # 0. (2.440)
Concluimos que para todo M = —2, -3, —4,... y todo N =0,1,2, ... el

origen z = 0 es un punto singular irregular de la ecuacién canonica (2.246),
(2.247) cuyo rango de Poincaré es

Hy=max{1,K;,Ky/2} —1=—-M—1=1,2,3, .... (2.441)

En la vecindad del infinito, el comportamiento de p(z) depende de un
exponente K, tal que

p(2) ~ e, #72 (2 00), (2.442)

donde
K = —, ;5[(1 =0, (2.443)

y el comportamiento de ¢(z) depende de un exponente K, tal que
q(z) ~ g, 22" (2= 00), (2.444)

donde .
Ky =2N +4=4,6,8, ..., (jRQ = —gon # 0. (2.445)

Concluimos que para todo M = —2,—3,—4,... y todo N =0,1,2, ... el
infinito z = oo es una singularidad irregular de la ecuaciéon canonica (2.246),
(2.247) cuyo rango de Poincaré es

Hw:max{l,Kl,Kg/Q}—1:N+1: 1,2,3, ... (2.446)

Nota 20. Las formulas (2.281), (2.282), (2.283), (2.284) de los rayos de
Stokes y amplitudes angulares de los sectores de validez en las relaciones de
conexion (2.275), (2.278) son una consecuencia de las expresiones (2.277),
(2.280) de los sectores Sk, v Srp, respectivamente.

En particular, la expresion (2.277) de Sy, se reescribe

—7 < arg ()\kzNH) —2mpp <7, YV z2€ Skp,, (2.447)

donde arg ()\kzNH) = arg(\g) + (N + 1) arg(z), de manera que sumando
en (2.447) 2mpy, restando arg(Ay) y dividiendo la desigualdad entre N + 1
se obtiene la expresién equivalente

B <2wpk—arg<Ak>
N+1 N+1

", <2wpk, = arg(%))
N +1 N +1 ’
V z€ Sk,pk~ (2.448)

) < arg(z) <
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La formula (2.282) que expresa la amplitud angular A¢y, ,, del sector de
validez Sy ;, se obtiene restando los angulos que acotan superior e inferior-
mente a arg(z) en (2.448).

La formula (2.281) del rayo de Stokes ¢y, que separa los sectores ad-
yacentes Skp,, Skp.+1 se obtiene sumando 27/(N + 1) en la desigualdad
resultante de cambiar py por pr + 1 en (2.448):

T (27rpk —arg(Ag) 37 (27rpk - arg()\k)>
N +1 N+1 N+1 N+1 ’
Y 2 € Sppr1.  (2.449)

) < arg(z) <

La cota superior de arg(z) en (2.448) es igual que la cota inferior de
arg(z) en (2.449) y define el argumento del rayo de Stokes ¢y, , toda vez
que

N +1 N +1 N +1
Consideremos la expresion (2.280) de S- . que se reescribe
—m < arg ()\TzMH) —2mp; <m, Y z€S;,, (2.451)

donde arg ()\TZM+1) = arg(A\;) + (M + 1) arg(z), de manera que sumando
en (2.451) 27p,, restando arg(\;) y dividiendo la desigualdad entre M + 1
se obtiene la expresién equivalente

7T + (27TPT - arg()\T)
M+1 M+1

m + (27Tp7- — arg(AT)>
M+1 M+1 ’
V 2 € Srp,, (2.452)

) < arg(z) <

donde el signo negativo de M +1 para todo M = —2, —3, ... cambia el sentido
de la desigualdad. Restando los dngulos que acotan superior e inferiormente
a arg(z) en (2.452) se obtiene la formula (2.284) que expresa la amplitud
angular A¢, ), del sector de validez S7,, .

La formula (2.283) del rayo de Stokes ¢, ). que separa los sectores ad-
yacentes Sr,. , Srp. 41 se obtiene sumando 27/(M + 1) en la desigualdad
resultante de cambiar p, por pr + 1 en (2.452):

3 n (27Tp7- —arg(Ar) T (27rpT - arg()\T)>
M+1 M +1 M+1 M+1 ’
V 2€ S, 41. (2.453)

) < arg(z) <

La cota superior de arg(z) en (2.453) coincide con la cota inferior de
arg(z) en (2.452) y define el argumento del rayo de Stokes ¢, , toda vez
que

(2.454)

™ (277177' - arg()\T)) _ (2237 + 1)71' — arg(AT)
M +1 M+1 N M+1 '
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Nota 21. La expresion de up, 3(2) en combinacion lineal de {uq,1(2), ta,2(2)}
se obtiene del modo siguiente. La primera formula de conexion de clase (b)

) )

(2.278) se multiplica por el factor de conexion Ti y la segunda por T417p4:

P4
2 1 2 1 2
T4394 ul(z) - T3;’3T4,L4 U’b:?’(’z) + T4304T4,)p4 Ubv4(z),
1 2 1 1 2
Thpy w2(2) = Ty, Ty, b (2) + Ty, T, uba(2),
(2 € S(ps,pa)),  (P3.pa€Z). (2.455)

La compatibilidad del sistema (2.455) estd asegurada por la indepen-
dencia lineal de las soluciones u1(z), u2(z) y la regla de Cramer exige en
consecuencia que el determinante del sistema sea no nulo:

DsT,) TP #0, (2.456)
es decir,

_ ) 42) 2) 1) 1) 2)
Ds = T3,P3T4,p4 B T3,p3T47p4 70, T4,p4 # 0, T47p4 # 0,
(pg,p4 S Z). (2.457)

Restando las ecuaciones (2.455) se obtiene up3(z) en funcion de u;(2),
ug(2):

o T
up3(2) = D—’z“ul(z) — D—’?uQ(z),
(2 € S(p3,p4)),  (p3,pa € Z). (2.458)

Sustituyendo en (2.458) las soluciones multiplicativas u1(z), u2(z) por
sus expresiones (2.275), obtenemos finalmente

1) 72) 1) 12)
T T =T, T
up3(2) = ( L1 4”’4D3 s 1””) Uq,1(2) +
1) 72) 1) 72)
+ (Tz,P2T4,p4l;3T4,P4T2,P2) ua,z(z),
(Z € S(p17p2)ms(p3ap4))7 (p17p27p37p4 S Z)7 (2459)

para enteros pi,p2,P3,ps tales que la interseccion del sector S(pi,p2) con
S(ps,p4) es no vacia.

Nota 22. A fin de obtener el primer desarrollo del Wronskiano de las
funciones auxiliares, las formas funcionales de vy y v4k resultantes de sus-
tituir (2.250), (2.252) en los segundos miembros de (2.301), y sus derivadas
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Uy ky Ug ks S€ reemplazan en la forma exacta (2.302) del Wronskiano de las
funciones auxiliares para obtener la expresion asintética

W [0, Va k] ~ (2801(2) wnk(2) = W) (2)) Sap(2) +
twyk(2) Sgilz), (2= 00), (n,k=1,2), (2.460)

donde para cada k =1, 2,

: A
Ca(2) = Ca(2) + Q(TZI) 2N (2.461)
a?\?ﬂ N+1 ﬁv: alyg)
Ca(2) = Xap(2) — = 20T =) 2P (2.462)
N+1 =

siendo S, i (#) la serie dada en (2.252) y X4k(2) el polinomio de grado N +1
dado en (2.253).
Para cada n, k = 1,2, la funcién

wyp(2) = exp (Car(2)) vai(2), (2.463)

es decir,

wna®) =exp (<ot () ), (240)

verifica la ecuacion diferencial

N 2N
w” + (Z Py Zj) w'+ ( > &) Zj) w =0, (2.465)
§=0

j=2M

que se obtiene introduciendo en la ecuaciéon canonica actual (2.246), (2.247)
el cambio funcional inspirado en (2.464)

w(z) = exp (—2(]\;\3_1) 2V 4 fak(z)) u(z). (2.466)

. ) k) Ak . o
En consecuencia, los parametros pa)j, €a)j de los coeficientes polindémicos

en (2.465) son funciones de los parametros g; de la ecuaciéon canoénica y

)

que caracterizan el comportamiento asintético de sus

soluciones formales de clase (a) (2.252), (2.253). Las expresiones de /5];)

7]’
K)o
5a)j coinciden formalmente con las dadas en la nota 16 para el caso regular-

irregular, aunque es necesario senalar la dependencia de M en algunas de ellas

. k
de los pardametros o,

(véase la nota 23). De la ultima en particular se deduce que éS?QN = —gon
donde A\, = (QQN)l/Q.
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La expresion asintotica (2.460) se transforma en el deseado desarrollo
formal del Wronskiano de las funciones auxiliares W [v, 1, Vg ] representando
a la funcion wy, x(2), para cada n, k = 1,2, mediante la serie

“+o0

wr(z) = Y (b)) £0), (2.467)

n=—oo

k)

cuyos coeficientes by’ verifican la recurrencia de orden 2N — 2M

-1
N k k
Z 5a’)j72 bn),j + {(n+l/k) (n+uvp—1) +ga?_2} b 4
J=2M+42
N+1 " Ak) k) »
+Z (o1 (n = +v) +E0 ] b+ Z &) o,
j=N+2

(nez), (b #0)(2468)

que se obtiene introduciendo (2.467) y sus dos primeras derivadas en (2.465).

Los valores de los exponentes caracteristicos v; toman valores tales que
(2.464) se verifica sustituyendo en su primer y segundo miembros los desarro-
llos (2.467) de wy (2) y (2.250) de uy(2) respectivamente, de donde resulta
la identidad

+o00 N
A
3 ”+”k:exp< w7 2 Gan(2) ) Z Cngy 2P, (2.469)
n=—oo —"_ n=—oo

de la que se deduce

V1 = p1, Vo = P2, (2470)
donde p1, p2 son exponentes caracteristicos de las soluciones multiplicativas
dados en el apéndice B (véase (B.58)).

El primer desarrollo formal del Wronskiano de las funciones auxiliares se
obtiene ahora sustituyendo en la expresion asintotica (2.460) la forma poli-
nomica de ft’lk(z) obtenida derivando (2.461), (2.462), asi como el desarrollo
(2.467) de wy (2), su derivada wy, ;. (2) y la expansion (2.252) de Sy (2) y
su derivada S, ;(2):

W [ ks Va k] ~ Z AL o0), (2.471)

n=—00

siendo para cada k =1,2

0 = —2QM — (At v — ) QY+ 2 Z ol Qi 4 e,

(heZ), (2472)
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donde

ak R
( Z n erj’ (’I’l € Z)7 (p = 07 17 ,N + 1)7 (2473)

= ZJ ) by, (WEZ), (2.474)

son series de cuya convergencia depende la validez de nuestro método de
célculo de los factores de conexion (véase el apéndice A).

Nota 23. Las expresiones de los pardmetros pq,j, £q4,; €n la ecuacion dife-
rencial (2.465) coinciden formalmente con las expresiones de los pardmetros
correspondientes en la ecuacion diferencial (2.212) dadas en la nota 16, for-
mulas (2.376) a (2.392). Ahora bien, segin indicamos en la seccion 2.5, la
ecuacion canonica (2.147), (2.148 de la que depende (2.212) es el caso par-
ticular M = —1 de la ecuacién canodnica actual (2.246), (2.247), de la cual
depende (2.465). En consecuencia, las expresiones de &4, pq; en (2.465)
dependen de M, aunque solamente en las formulas (2.377), (2.381), (2.387)
se hace explicita esa dependencia: en vez de j = —2, —1, estas expresiones
son validas para j =2M,2M +1,...,—2,—1.

Nota 24. Dado M = —2,—-3,—4, ..., para cada 7 = 3,4 se tiene:

i =0, (2.475)
ph=26T,  (G=M+1,M+2,..,-3,-2), (2.476)
para M = —2 se tiene:
A2 A2
€b) 4 =10 — 7 + ( 5 ) —goa=—g_a =)\, (2.477)
éZ,)_g = —g-3, (2.478)
&) =—gi,  (j=-2-1,0,1,.,2N —1,2N), (2.479)
y para todo M = —3,—4, -5, ... se tiene:
- )\2 /\ 2
8b,)zM .0 — ? + ( 5 ) — gam = —gam = — A2, (2.480)

&) = j—ant — Ar By)1_; — 971
(j=2M~+1,2M +2,2M +3,....M — 3, M — 2), (2.481)

éZ,)Mfl = Mb,—M—1 — gM—1, (2.482)
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EZ)] =(j+ 1)ﬂi’j_2 + N, j—2M — G

(Gj=M,M+1,M+2,..,—5,—4), (2.483)
&)y =260 —g_s, (2.484)
&) =g, (j=-2-1,0,1,..,2N — 1,2N). (2.485)
Las cantidades 7y ; (j = 0,1,2, ..., —2M — 4) vienen dadas por las expre-
siones )
~ )\7‘ 9goM
o= () =2, (2.456)
) STe )
A T T T
Mg =B pr—1-j A + Z BM-1—6 B M—1—jto
o=1
(j=1,2,...,—~M —3,—M — 2), (2.487)
—2M —4—j ) ) —M-2 ) )
A T T T T
Mj = Z B—QM—S—j—Jﬁa-i-l = Z /B—M_l_o-B_M_l_j+o—)
o=0 o=M+2+j

(j=—-M—1,—M,—M +1,....,—2M — 5,—2M — 4)(2.488)
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Capitulo 3

Aplicaciones del método de
Naundorf

Uno de los problemas fundamentales del modelo de quarks, que desde
hace més de cuarenta afios ocupa a investigadores en fisica teoérica, nuclear
y de particulas, es el confinamiento de los quarks en los hadrones, esto es, la
imposibilidad aparente de observar quarks libres.

A fin de comprender los mecanismos de confinamiento se han propuesto
diferentes modelos. Los modelos de saco, "bag models", y los de potencial,
"potential models", constituyen intentos pioneros de justificar el confina-
miento dentro del marco teérico de la Mecanica Cuéntica con resultados
satisfactorios. En los primeros, el confinamiento se describe mediante condi-
ciones de contorno en la superficie del saco. En los segundos, el confinamiento
es consecuencia de la cola de un potencial que, introducido en la ecuacion de
onda, tiende hacia infinito cuando la distancia aumenta.

El fenémeno de la libertad asintética, descubierto en la década de los
70 del siglo XX por Gross, Wilczeck y Politzer en una teoria gauge donde
los vectores de la interaccién fuerte entre quarks son los cuantos del campo
no abeliano de Yang-Mills, hizo posible interpretar el modelo de quarks de
los hadrones mediante la teoria cudntica de campos, constituyendo desde
entonces un argumento poderoso en la formulaciéon de la Cromodindmica
cudntica (QCD), considerada hoy como la teoria cuéntica de campos fiable
de las interacciones fuertes. En época todavia reciente, los métodos de Monte
Carlo en reticulos, combinados con la teoria quiral de perturbaciones [35],
han permitido avances sustanciales en la aplicacién de la QCD al célculo
de magnitudes observables, como el espectro fundamental de los hadrones
y constantes de desintegracion débil. A esta sucesion de logros admirables
no se ha incorporado todavia la cuestiéon fundamental: comprender cémo
la QCD explica el mecanismo de confinamiento de los quarks. Ideas como
el mecanismo de voértice centro, monopolos magnéticos, superconductividad
dual, calorones, ecuaciones de Dyson-Schwinger, horizonte de Gribov, fun-
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cionales de onda del vacio en 2 4+ 1 dimensiones, potencial culombiano de
color, modelo de cadena de gluones, etc., constituyen en la actualidad lineas
de investigacion abiertas cuyo objeto tultimo es comprender la naturaleza
genuina del confinamiento.

Nuestra atencion se orienté desde el principio hacia los modelos de po-
tencial, en concreto a la bisqueda de un método analitico que, sin perjuicio
de la eficiencia numérica, proporcione una representacion satisfactoria de
los estados y energias de un sistema quark-antiquark pesado (¢q) confina-
do en un mesén. Este problema se formaliza incorporando a la ecuaciéon de
Schrédinger no relativista un potencial confinante que depende de uno o mas
parametros. La comparacion de los valores teéricos de las energias propias
que predice el modelo con las masas observadas de los mesones permite el
ajuste de los valores de los pardmetros del potencial.

En un trabajo preliminar [25] hemos explorado mediante varios ejemplos
la posibilidad de producir confinamiento en sistemas (¢q) mediante potencia-
les opticos, i. e., potenciales imaginarios puros con diferentes dependencias
de la distancia r: parabdlico, lineal, escaléon, cola parabélica y cola lineal.
En casi todos los casos estudiados, la solucién del problema es analitica en
términos de funciones especiales bien conocidas, funciones de Kummer, Airy,
Bessel, Hankel y Whittaker. En el caso de potenciales con término lineal, so-
lamente los estados de onda s (I = 0) admiten representacion analitica exacta
mediante funciones de Airy, habiéndose obtenido de los demés estados una
representacion asintotica aproximada o bien numérica. El estudio ha puesto
de relieve algunos aspectos interesantes de esta clase de potenciales: que los
potenciales imaginarios puros son capaces de producir estados confinados
cuasiestables de los sistemas (¢q), que la adicién de un ntucleo real aumenta
la longevidad de los estados, que un crecimiento més gradual de la cola con
la distancia r implica estados més estables, que la adicién de un término real
atractivo aumenta el nimero de estados confinados observables reduciendo
las anchuras, y que si la cola imaginaria estd presente, hay confinamiento
aunque el término real no sea de largo alcance.

3.1. El potencial Coulombiano -+ lineal

La ecuacion de Schrodinger con el potencial "de Cornell" o Coulomb maés

lineal,
/

V() = —a?—i—b—i—cr, (3.1)

cuyo comportamiento a pequenos y grandes valores de la distancia r se jus-
tifica por argumentos basados en la Cromodindmica Cuéntica [67], ha sido
objeto de estudio por diferentes autores interesados en la espectroscopia de
mesones y bariones. Referencias a los trabajos originales pueden encontrarse
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en |50, [41]. Este problema [26] ha constituido para nosotros un punto de
partida conveniente para descubrir las posibilidades del método de Naundorf
descrito en la seccion 2.3. En general, cuando o', b, ¢ y el pardmetro [ de
momento cinético orbital toman valores no nulos, la ecuacién de Schrodinger
provista del potencial de Cornell no es soluble analiticamente en términos
de funciones cuyo comportamiento en el intervalo completo de 0 a +o0 es
bien conocido. Cuando la resolucién analitica no es posible, se han utiliza-
do diferentes métodos para conocer el comportamiento de las soluciones de
la ecuaciéon diferencial. En algunos, la ecuacién exacta es reemplazada por
ecuaciones aproximadas que dependen del rango de valores de r considerado.
Otros métodos, que han alcanzado un alto grado de precisién, se basan en la
integracion numérica de la ecuacion diferencial. Por ejemplo, en un trabajo
reciente, [17], se aplica el algoritmo de Numerov a la integracién numérica
de la ecuacién de Schrédinger con un potencial Coulomb més lineal, al que
se incorporan términos correctores espin-érbita, espin-espin y tensorial, para
obtener el espectro de energias de un quarkonio pesado y otras cantidades
interesantes, como los cuadrados de las funciones de onda en el origen, sus
derivadas para [ # 0, los valores probables de las velocidades de los quarks,
radios cuadréiticos medios de los estados y razones de transiciones dipolares
eléctricas entre resonancias nS — nPjy.

La ecuacion de Schrodinger con el potencial (3.1) es llevada mediante
cambios de variables y parametros a la forma adimensional

2
tQ% — t%’ - (—4t6 + det* + dat* — 41(1 + 1)) w =0, (3.2)

adecuada para aplicar el método de Naundorf, donde la variable indepen-
diente t es en general compleja. La ecuacién presenta dos tinicos puntos
singulares, el origen ¢ = 0 es regular (rango de Poincaré igual a cero), el
infinito ¢ = oo es irregular (rango de Poincaré igual a 3) y admite solucio-
nes en serie de potencias cuyos exponentes crecen a partir de un exponente
caracteristico p, i.e.

—+00
w(t) =Y cat"?, cg=1, 0<|t| < +o0, (3.3)
n=0

para los valores de p
p1 = 20 + 2, p2 = —2l, (34)
y valores de los coeficientes ¢, que verifican la recurrencia

(n+p)(n+p—2)—4l(l+1))cy +4acn—2 +
+dep_ g4 —4cp =0, c=1, c., =0, n=1,2,3,.... (3.5)
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En los problemas fisicos, interesa conocer el comportamiento de las solu-
ciones de (3.2) en el eje real positivo arg(t) = 0. Asimismo, para los valores
[ =0,1,2,... relevantes desde el punto de vista fisico, solamente la solucién
que corresponde al valor p = p; = 2]+ 2 es de la forma (3.3), la otra solucion
independiente contiene términos logaritmicos y no tiene un comportamiento
regular en los puntos singulares, luego no es fisicamente aceptable. En con-
secuencia, limitamos nuestra discusion a las soluciones de la forma (3.3) en
el eje real positivo.

Ademis de (3.3), la ecuacion (3.2) admite un segundo sistema funda-
mental de soluciones, denominadas formales, que vienen dadas por sendos
desarrollos asintoticos cuando t — 400 (cfr. (2.103))

(k) ) —+00
wé’zz,@)zexp( HJ) ¢S RBES, (o +oo),

j=1 J s=0

mP =1), k=12, (3.6

para valores de los coeficientes en los exponentes

)\1 = Oéi(;’l) = —2, )\2 = Oé:()?) = 2,
agl) =0, aéz) =0,
agl) =g, oz§2) = —¢g,
1 1
p =2, =, (3.7)

y valores de los coeficientes hg ) = hs tales que verifican la recurrencia

2sa3hs = (a% + 4a) hs—1+ (2u—1—-2(s —2)) arhs_2 +
+(u(p—2)—4l(l+1)+(s—3)(s—1—2u)) hs—3, s=0,1,2,..., (3.8)

de manera que hf) = (—l)shgl) si se elige héQ) = hél) =1.

El problema global para la ecuacion diferencial (3.2) consiste en encontrar
los factores de conexion, i.e. las constantes T}, (k = 1,2, pj entero) tales
que se verifican las relaciones

2
w(t) = Y Thpwl (), arg(t) =0, (3.9)
k=1
en sectores
S(p17p2) = Sl,pl N 527])27 (310)
Sk, = {t € C; |arg ()\kt3) - 27Tpk‘ < 7r}, (3.11)

donde sectores adyacentes Sk, p, , Skp,+1 estan separados por rayos de Stokes

ar(t) = 5 ((2pi+ )7 — arg(ve) (3.12)
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de modo que el valor de T} ,, en cada rayo es igual a la semisuma de los
valores correspondientes a los dos sectores separados por el rayo,

1
Tk,pk = 9 (Tk,pk + Tk,pk-ﬁ-l) . (3-13)

El semieje real positivo arg(t) = 0 es un rayo de Stokes en la relacion de
(1)

conexion de w(t) con la solucion formal wesy que tiene un comportamiento
regular en el infinito. En consecuencia, sobre este rayo se tiene

1
T = 5 (Tl,O + T171) . (314)

Los valores de T}, p, obtenidos aplicando a (3.3), (3.6) el método de Naun-
dorf

2
Tie = 3 oxp (i2mpr(L -+ p = u®)/3) B 1, (3.15)
L=0

dependen de constantes 3}, dadas por

1 A —(6+L)/3
P =51 <33> , (3.16)

donde vz, se calculan resolviendo un sistema lineal de tres ecuaciones median-
te la regla de Cramer. Las soluciones fisicamente aceptables corresponden a
los valores reales del parametro de energia € para los cuales sobre el ra-
yo arg(t) = 0 la funcién w(t) tiene un comportamiento regular en ambos
puntos singulares. Esta condicion se verifica solo si w(t) carece de términos
logaritmicos, i.e. es de la forma (3.3) y, cuando ¢t — +o00, en (3.9) es nulo el

coeficiente de wé@(t), que diverge al crecer t:
Tro =0, (3.17)

es decir,

2 o\ -L/3
> <3> vt = 0. (3.18)
L=0

Las energias propias se obtienen entonces como ceros del determinante
de una matriz 4 x 4 que resulta de reemplazar en (3.18) los valores de 7y,
calculados mediante la regla de Cramer.

La ecuacion (3.18) se ha utilizado para obtener algunos valores propios
de € en el charmonio y el bottomonio correspondientes a valores de I que
varian de modo continuo entre 0 y 4 (trayectorias de Regge), tomando los
parametros del potencial (3.1) valores

4
o = 30,3548, b= —0,5466 GeV, ¢=0,2079 (GeV)?, (3.19)
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expresando r en (GeV)~!. Las masas de los quarks "charm" y "bottom" se
han tomado respectivamente

me = 1,632 GeV, mp = 5,015 GeV, (3.20)
de manera que en la ecuacion (3.2) el parametro a toma los valores
ac. = 1,1069, ap = 2,3395. (3.21)

Nuestro estudio pone de manifiesto que el método de Naundorf es adecua-
do para determinar las energias propias de un sistema (qq) pesado mediante
la ecuacion de Schrodinger con un potencial Coulomb maés lineal. No se tra-
ta de un método completamente analitico, toda vez que los elementos del
determinante cuyos ceros dan lugar a las energias propias han de obtenerse
numéricamente, pero evita la integracion numérica de la ecuacion diferencial.

El método permite obtener asimismo los valores de los parametros del
potencial para los cuales se tiene un valor particular del pardmetro de ener-
gia €. A tal fin, se introduce el valor numérico de € en la ecuacion de ceros
del determinante 4 x 4 equivalente a (3.18) y se resuelve la ecuacién tenien-
do ahora el parametro a como incégnita. En particular, la ecuacién permite
obtener los valores criticos de a, i.e. los valores de a para los cuales € = 0.

3.2. Efecto Stark esférico en el hidrégeno

El problema de una particula mecano-cuantica en un potencial central
1
V(r)=—=4Ar, (3.22)
r

conocido como efecto Stark esférico en el hidrégeno, ha suscitado el interés
de muchos investigadores por sus implicaciones fisicas y también a causa de
su utilidad como piedra de toque de diferentes métodos aproximados [6]. Uno
de ellos es el método de Ricatti-Padé, discutido a fondo en [19] y aplicado
en [20] y [21] a fin de obtener energias de estados ligados (para A > 0) y
resonancias (para A < 0) en el potencial (3.22). Nosotros hemos aplicado el
método de Naundorf para encontrar valores del pardmetro de energia E en
unidades atémicas (A = 1, m, = 1) tales que la funcion radial reducida ¥(r),
solucion de la ecuacion de Schrédinger

d>W(r) l(1+1)
= + <2E —2V(r) — 1“2> U(r) =0, (0<r<+o00), (3.23)
con el potencial (3.22), verifica, para todo [ =0, 1,2, ..., las condiciones

(i) Se anula en el origen r = 0.
(ii) Decrece cuando r — 400 en el caso de estados ligados (A > 0), o
bien representa una onda saliente pura en el caso de resonancias (A < 0).
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El lector interesado puede consultar en [27] los detalles del proceso que
describimos seguidamente en forma de resumen. La ecuacion (3.23) tiene
dos puntos singulares: el origen r = 0 es regular (rango de Poincaré 0) y
el infinito 7 = +oo es irregular de rango 3/2. El cambio cuadratico de la
variable independiente

=72 wa) = U(2?), (3.24)

transforma a (3.23) en la ecuacion

2
22 d‘;(f) - xd“:lf) + [-82 + 8Bt + 827 — 41(1 + 1)] w(z) =0, (3.25)
conveniente para ser resuelta por el método de Naundorf. La ecuacion (3.25)
presenta singularidades en x = 0, x = oo cuyos rangos duplican respectiva-
mente a los de r =0, r = +00 en (3.23).
Analogamente a la ecuacion (3.2), la ecuacion (3.25) admite una solucion
en serie de potencias regular en x = 0

+o0
Wreg(x) = Y cn@™P, =1, 0< |z| < +oo, (3.26)
n=0

para el valor p = 2] 4+ 2 del exponente caracteristico y valores de los coefi-
cientes ¢, que verifican la recurrencia

n(n+p—1)coy + 2¢2n—2 + 2Eco—4 — 2Acop—¢ = 0,
co=1 c,=0(n=12.3,..), (3.27)

de manera que ¢, = 0 para todo valor impar de n.
Ademsés de (3.26), existe un sistema fundamental de soluciones formales
w® representadas por sendos desarrollos asintoticos

3 Oé(»3) ) +o00

Wasy = €XD (§ I | ST e B =1, k=12, (3.28)

._ ] —
7j=1 s=0

para valores de los coeficientes en los exponentes
of) = —(8N2, oY = 8NV,

agl) =0, ong) =0,

oz(l) _4F a(Q) _ 4F
1 - (8)\)1/2’ 1 (8A)1/2,
1 1
y valores de los coeficientes hgk) = hs en la serie asintotica que verifican la

recurrencia
2saghs = (Oé% + 8) he_1 — 2(8 — 1)0(1h5_2 +
+(s+20—-1/2)(s—2l—5/2)hs—3, (s=1,2,3,...). (3.30)
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El método de Naundorf, que permite obtener soluciones fisicamente acep-
tables de (3.25) en el rango completo de valores 0 < x < 400, se basa en
el calculo de los factores de conexion entre la solucion regular (3.26) y las
soluciones formales representadas por (3.28), es decir, de las constantes T}
dependientes de E, ), [ tales que

Wreg () = Tyw'L) (z) + Tow@ (z), 2 — +oo. (3.31)

asy asy

Una consecuencia inmediata de (3.29) es que

V<0, aP>0 sia>o0,
ol = —in, alP =ik, k=@ADY2>0, siA<0, (3.32)

. 1 . 2
de modo que si A > 0, wésg, decrece exponencialmente y wésg, crece exponen-

cialmente cuando z — 400. Si A < 0, ambas soluciones formales presentan un
comportamiento oscilatorio cuando x — +00 pero solamente wg; representa
una onda saliente. Entonces, solo wgg, representa una solucién fisicamente
aceptable de (3.25) a grandes valores de x. Por consiguiente, las energias de
los estados ligados y resonancias que predice (3.23) son los valores de E que
verifican la ecuaciéon

Ty(\, 15 E) = 0. (3.33)

Analogamente al caso estudiado en la secciéon precedente, el método de
Naundorf conduce a una expresion de Ty del tipo (3.15) con k = 2, p, =
p2 =0, i.e.

2
T2 = Z ﬁLa (334)
L=0

donde S, verifican un sistema lineal de ecuaciones cuyos coeficientes se obtie-
nen como suma de series infinitas cuyos términos dependen de los coeficientes

h?) de las series asintoticas en (3.28). La ecuacién (3.33), escrita en la forma

> BL=0, (3.35)

permite obtener las energias propias como ceros del determinante 3x 3 que re-
sulta de reemplazar en (3.35) los (B, calculados mediante la regla de Cramer.
Hemos empleado esta ecuacién para obtener las energias de los tres primeros
estados ligados dando a A los valores enteros positivos comprendidos entre 1
y 10, asi como las partes real e imaginaria de las tres primeras resonancias
para valores enteros negativos de A desde —1 hasta —10. En el primer caso,
los valores de la energia crecen con A y en el segundo caso las partes real e
imaginaria de la energia crecen asimismo con A. La ecuacién ha sido resuelta
para obtener las partes real e imaginaria de la energia correspondientes a
[ =0,1 =1y X\ tomando valores complejos a lo largo de la linea [A\| = 5
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desde arg(\) = 0 hasta arg(\) = —7 en intervalos de longitud 0, 17. Los
valores asi obtenidos ponen de manifiesto una correspondencia entre cada
estado ligado y cada resonancia. Esta correspondencia sugiere la posibilidad
de definir una matriz S para el potencial (3.22), a pesar de su alcance infi-
nito. Los resultados confirman la precision del método de Ricatti-Padé para
obtener las energias del estado ligado y de la resonancia fundamentales. Para
estados excitados, la eficiencia del método de Naundorf parece superior a la
del método de Ricatti-Padé. No obstante, la lenta convergencia de las series
que definen a los coeficientes en el sistema lineal de ecuaciones verificado por
Br v la necesidad de considerar mas términos a medida que |E| crece, hacen
nuestro método recomendable para A real negativo, o bien complejo no real,
antes que para A real positivo.

3.3. Osciladores anarmonicos

El método de Naundorf es adecuado para obtener soluciones globales de
una clase de ecuaciones diferenciales, que puede aplicarse a la ecuacion de
Schrodinger con potenciales suma de potencias enteras de la variable inde-
pendiente, conduciendo a condiciones de cuantizacién exactas. En particular,
el método permite determinar las energias de los estados ligados o "resonan-
cias" en osciladores anarmonicos unidimensionales, como el potencial séxtico
que estudiamos en [28],

V(z) = Aga? + Mgzt + Ngz®. (3.36)
La ecuacion de Schrodinger

d*>w(z)
da?

+ (E—=V(x))w(z) =0, (3.37)

con el potencial (3.36) puede escribirse en la forma canonica (2.100) utilizada
por Naundorf
d*>w(z)
dz?

+ (=262® = Maa® = Moz’ + Ea?) w(z) =0, (3.38)

la cual tiene en el origen un punto ordinario y en el infinito un punto singular
irregular de rango 4. Es sabido que el método de Naundorf puede aplicarse en
el caso general, cuando las variables y parametros de la ecuacion diferencial
son complejos y ambos puntos singulares son irregulares. No obstante, en
aplicaciones fisicas como la representada por (3.38), es conveniente tomar
el eje real (—oo < & < +00) como recorrido de la variable independiente y
elegir de modo conveniente los pardmetros del potencial. Entonces, dado que
el potencial (3.36) contiene solamente potencias de x de exponente par y que
la ecuacion (3.38) carece de término en la primera derivada, sus soluciones son
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simétricas o antisimétricas bajo la transformacion de paridad (x — —z) y es
posible restringir el recorrido de z al semieje real no negativo (0 < x < 400).
La ecuacion (3.38) admite dos soluciones independientes de la forma

+00
wi(@) =Y cpia"tPi, oy =1, j=1,2, (3.39)
n=0

para valores del indice
p1 =0, p2 =1, (3.40)

y coeficientes ¢, ; que verifican la recurrencia

(n+pj)(n+pj = Venj + Ecngj — Aacnaj =
—MiCp—6; — A6Cn—g,; =0, co;=1, cpj =0, (n=1,2,3,...). (3.41)

Ademas de (3.39), la ecuacion (3.38) admite un sistema fundamental
de soluciones formales w(k)(z) definidas por sendos desarrollos asintoticos
cuando z — oo en el plano complejo,

Q) otk o 2 N
w(k)(z) = exp (424 + 222> zH Z hgk)z’s, h((J ) = 1, k=1,2,
s=0

4 2
(3.42)
siendo
o) =—()2 o) = ()2
(1) A4 (2) A4
ay = ——, ay = ——,
? 204511) ? 2049
3 N — (1y2 3 Ay — (2)\2
M(l) =—3 + Lﬁ?)? p? = -3 + %’ (3.43)
20 200
y coeficientes hgk) que verifican la recurrencia
2sa§1k)hgk) + ((23 —2u®) — 5)a§k) —-FE hé’i)Q +
+ (25 — ™ —7) = (s —4)(s = 3)) A, = 0 (3.44)

El problema de conexion para la ecuacion diferencial (3.38) consiste en

)

encontrar los coeficientes Tj(k tales que

2
wi(x) = Y TN (@), «— 400, j=1,2 (3.45)
k=1

Un caso de interés fisico que hemos considerado se tiene cuando Ag > 0,
de modo que (3.36) representa un oscilador anarmoénico séxtico confinante.
A diferencia de las soluciones (3.39), cuyo comportamiento regular en z = 0
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no depende de los parametros del potencial (3.36), el comportamiento de
las soluciones formales (3.42) cando = — +o0o depende de A¢. En particular,
cuando A¢ > 0, w(V(z) se amortigua exponencialmente tendiendo a cero
y w® () crece exponencialmente cuando  — -+oo. Por tanto, los estados
ligados, correspondientes a valores de la energia F tales que las funciones de
onda se amortiguan cuando x — +00, son tales que en (3.45) se tiene

TP (M, A A E) =0, (j=1,2). (3.46)

La aplicacion del método de Naundorf a (3.45) no presenta diferencias
dignas de mencién respecto a los casos estudiados en las secciones prece-
dentes. En concreto, hemos obtenido las energias de los estados ligados méas
bajos en dos casos particulares del potencial (3.36):

(i) A9 variable, Ay =0, \¢ = 1,

(ii) )\2 = 0, )\4 variable, )\6 = 1,

poniendo en evidencia la degeneracion aproximada de los niveles de ener-
gia en el caso del pozo doble, que se presenta cuando Ay < 0 0 Ag < 0.

El método de Naundorf también es valido cuando los coeficientes Ag, A4,
X6 en el potencial (3.36) son complejos, por ejemplo cuando

¢ = exp(—if), 0<0<m, (3.47)

obteniéndose soluciones w(z) normalizables correspondientes a valores com-
plejos de E que verifican la condicién (3.46). Hablando con lasitud, puede
decirse que estas soluciones representan "estados ligados evanescentes" con
independencia de la magnitud relativa de las partes real e imaginaria de la
energia. El limite § = 7, i.e. A\g = —1, representa un potencial anarmonico
séxtico inestable, que se tiene cuando Ag < 0. En este caso, las dos soluciones
formales (3.42) tienen un comportamiento oscilatorio en z = 00 y no hay
razon fisica para exigir la condicion (3.46). No obstante, si por continuidad
se exige tal condicién, las energias resultantes de la misma corresponden a
estados no normalizables denominados "resonancias", independientemente
de los valores de las partes real e imaginaria de la energia.

Hemos calculado las partes real e imaginaria de las energias de las pri-
meras resonancias en otros dos casos particulares del potencial (3.36):

(iii) )\2 variable, /\4 = 0, )\6 = —1,

(iv) A2 = 0, A4 variable, \¢ = —1.

Los resultados obtenidos muestran que cuando Ay = Ay = 0, se tiene
RE = —SF, es decir,

arg(F(0,0,—-1)) = ——, (3.48)

N

y cuando Ay = 0 se verifica

SE(N2,0,1) = —RE(—Xs,0, 1), (3.49)
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de acuerdo con las bien conocidas propiedades de escala
E(Xo, Ay X6) = KE(k 72X, k730, 7 4N). (3.50)

Asimismo, cuando Az es variable (caso (iii)), se tiene |RE| > |SE| solo
cuando Az > 0. Otro tanto sucede cuando A4 es variable (caso (iv)) y Ag > 0.
Por tanto, el término resonancia es tanto més adecuado cuanto Ag 0o A4 toman
valores positivos crecientes.

El método de Naundorf es especialmente adecuado para describir estados
ligados y "resonancias" en potenciales anarménicos. En principio, la condi-
cion (3.46) no establece limites a la precision con la que pueden determinarse
las energias propias: tal precisiéon depende solamente del niimero de digitos
arrastrados a lo largo de los calculos. Ahora bien, en el calculo numérico de
las funciones propias wj(x), la ecuacion (3.39) no es adecuada para grandes
valores de |z|. Es més conveniente la expresion

e o +00
wj(z) = exp (iaf‘ + ;x2> Y g2 TPI (3.51)
0

n=

cuyos coeficientes verifican la recurrencia

(n+ ) (0 + pj = vy + (04 (20 +2p; = 3) + B) o +
—{—2(14(11)(71 +pj—4— ,u(l))%l—z;,j =0. (3.52)

3.4. Potenciales sombrero

La ecuacion radial de Schrodinger

R d72+D—1£ _l(+D-2)
2m |\ dr? r dr 72
(3.53)

donde I = 0,1,2,... y r representa la variable radial en un espacio D-
dimensional (D = 1,2,3,...), no es soluble analiticamente con potenciales
de tipo "sombrero"

+ V(r)) R(r) = ER(r),

Vs(r)=a (7’2 - b2>2 , (3.54)

utilizados en modelos de materia condensada [34], [70], de moléculas y de
teorias de campos [40], [68], ni con potenciales anarmonicos cuérticos

Vo(r) = dar? + Agr?, (3.55)

equivalentes a (3.54) con la identificacion de coeficientes Ao = —2ab?, Ay = a,
y la eleccion del origen de energias F, = E — ab*. En [29] hemos estudiado
la resolucion de (3.53) con el potencial (3.54) o (3.55) aplicando el método
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de Naundorf. Mediante cambios de las variables y parametros la ecuacién es
llevada a la forma canoénica

ﬂ@

dt?

donde arg(t) = arg(a)/6, dado que arg(r) = 0. Esta ecuacion presenta un

punto singular regular (rango de Poincaré 0) en ¢ = 0 y un punto singular
irregular (rango de Poincaré 3) en ¢ = co. La solucion regular en el origen

+ (=10 + 288 + (e — A —w(v = 1)) u =0, (3.56)

“+o0o
u(t) = Z et P co=1, (3.57)
n=0
donde
0, 1, si D=1,
p= { v, siD=203,.., (3.58)

es fisicamente aceptable si tiene un comportamiento regular cuando [t| —
+00 en el rayo arg(t) = arg(a)/6. El comportamiento de u(t) a grandes
valores de t puede expresarse mediante un sistema fundamental de solucio-
nes formales u(*)(t) de la ecuacion (3.56), i.e. soluciones dadas por sendos
desarrollos asintoticos

1

uP(t) ~ult)(t), |t| = 400, arg(t) = 5 arg(a), (3.59)
donde
*) (4 _ k(1 O (k);—s (k) _ _
ul¥) (t) = exp ((—1) (3 - m)) Y AP g =1, (k=1,2),

= (3.60)

de manera que

2 1
u(t) = Y TWuE (1), |t| > +oo, argt = 5 are(a), (3.61)
k=1

cuyos coeficientes T son los factores de conexion.

El comportamiento asintético de las soluciones formales a grandes valores
de |t| en el rayo arg(t) = arg(a)/6 es consecuencia de (3.60) y depende del
rango de valores de arg(a):

ugg,(t) ~ exp (—t3/3) , t — oo,
u@y(t) ~exp (#/3), t— oo, (3.62)

En particular, si a es real positivo, dados ademas los valores de b, D, [,
i.e. de B, v, los valores propios de €5, y por tanto de E, son las soluciones de
la condicién de cuantizacién exacta

T (B,v,e,) =0, (3.63)



158 CAPITULO 3. aplicaciones del método de naundorf

que expresa el comportamiento regular de la solucién cuando [t| — +oo en
el rayo arg(t) = arg(a)/6 al anular la contribucion del término dominante en
(3.61).

El procedimiento de Naundorf permite obtener los factores de conexion
T™) introduciendo en la ecuacion (3.56) las series de potencias

+00 )
ST et (3.64)

con p dado en (3.58), que son soluciones formales de (3.56) si los coeficientes
cg ) verifican la recurrencia de orden 6
(n+p)(n+p—1) = w(v = 1) ) + (25— B2) )y +28e), — eV =0,
(3.65)
El procedimiento se fundamenta en la idea de encontrar en el caso ac-
tual una base de seis soluciones independientes {c,(lj)}, (j =1,...,6), de la
recurrencia (3.65) tales que
(i) 529 " es una funcién entera para todo j.
(ii) Las soluciones formales correspondientes dadas en (3.64) presentan
un comportamiento conocido cuando |t| — +00 en el rayo arg(t) = arg(a)/6.
Entonces, expresando el coeficiente genérico ¢, en la expansion (3.57) co-
mo una combinacién lineal de los cgj ), es posible reconocer el comportamiento
asintotico de la solucion representada por (3.57) y determinar los factores de

conexion T, De las seis soluciones 67(1] ), tres conducen a u(t) a tener el
. . L 1 )
mismo comportamiento asintotico que ugsg,, las otras tres conducen al mis-

mo comportamiento asintético que ugg,, luego es conveniente representarlas
{cg’““}, k=12 L=0,1,2

Las seis soluciones de la base son los coeficientes de las seis soluciones
formales que resultan de (3.60) cuando se desarrolla exp((—1)¥(—ft)) en serie
de potencias ordinaria y se reemplaza exp((—1)*#2/3) por la serie exponencial
de Heaviside correspondiente. De este modo, siguiendo los pasos del método
de Naundorf ya descritos, se obtienen formas explicitas de las soluciones

(kL)

cn 7. Los coeficientes ¢, en (3.57) son entonces combinacion lineal de las

seis soluciones cglk’L) con adecuados coeficientes & 1, los cuales dependen
de la solucién particular ¢, considerada de la recurrencia (3.65), i.e. de las
condiciones iniciales impuestas a esta ecuacion en diferencias de orden seis.
Por tanto, fijando los valores numéricos de seis coeficientes ¢, a partir de
un indice inicial dado ng, se obtiene el sistema lineal de seis ecuaciones e

incognitas & 1,

2
Z Zc&k’L)ﬁkﬁL =c¢,, Nn=mng,n9+1,..,n0+5. (3.66)
k=1L=0
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El método de Naundorf expresa entonces los factores de conexion T'*F)
como sumas de los & 1

2
TW(B,v,e) =Y & r(Bves),  (k=1,2), (3.67)

L=0
y la condicion de cuantizacion (3.63), escrita en la forma

2

> &n(Bives) =0, (3.68)

L=0

puede resolverse para obtener soluciones €5 a las cuales corresponden, me-
diante los cambios de parametros que transforman (3.53) en (3.56), los va-
lores propios de la energia.

En el caso de un potencial sombrero (3.54), cuando a > 0 (potencial
sombrero derecho D-dimensional), hemos obtenido los niveles de energia ¢,
de los primeros estados ligados en funcién de 8 172 que se toma como variable
independiente, para cinco valores enteros y semienteros v = 0,1/2,1,3/2,2.
Asimismo, cuando a < 0 (potencial sombrero invertido D-dimensional), para
los mismos valores de v, hemos obtenido frente a 3/2 los valores complejos
de €5 correspondientes a las primeras resonancias.

En el caso del potencial anarmonico cuértico (3.55), para los mismos
valores de v considerados en el potencial sombrero hemos obtenido los valores
propios de la energia €, en funcion de § cuando arg(A2) = —7, arg(As4) =0
y los valores propios complejos de ¢, cuando arg(A2) = 0, arg(\s) = —m,
correspondiendo las resonancias estrechas a los pequenos valores negativos
de la parte imaginaria de la energia.

En el caso a > 0 del potencial sombrero y en el caso Ao < 0, Ay > 0 del
potencial anarmoénico cuértico se observa una ordenacién poco usual de los
niveles de energia en términos de v, i.e. de la dimensiéon D del espacio.

Hemos estudiado asimismo la variacion con el pardmetro v de las energias
g4 de los estados més bajos en un potencial anarmoénico cuértico isétropo en
el que Ao =0, i.e. § =0, verificando que en este potencial, la energia de los
estados con los mismos nimeros cuanticos aumenta con v, es decir, con la
dimensiéon D del espacio. Finalmente, hemos considerado el potencial anar-
monico cudrtico isotropo cuando Ay > 0y Ay = —8(h2A3/2m)/3, de manera
que 3 = 4, obteniendo la variaciéon con respecto a v de las energias €, de los
primeros estados. Observamos que, cuando la cércova en el origen es bastante
pronunciada, algunos niveles I = 0 del potencial sombrero correspondiente a
D = 2 se encuentran por debajo de aquellos que tienen los mismos niameros
cuanticos en el potencial correspondiente a D = 1. El efecto es analogo a
la degeneracion aproximada de los estados pares e impares en pozos dobles
simétricos. La coércova de la region central, donde la funcién de onda de los
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estados unidimensionales pares es importante, es la causa de este efecto.



Capitulo 4

Aplicaciones del método de los
Wronskianos 1. Potenciales
polinomiales

El método de los Wronskianos descrito en la secciéon 2.4 es adecuado para
resolver el problema global en ecuaciones diferenciales que presentan una
singularidad regular en el origen y una irregular en el infinito. La ecuacion
de Schrédinger provista de potenciales polinomiales de grado arbitrario o de
diferentes tipos de osciladores anarmonicos isdétropos pertenece a esta clase
de ecuaciones diferenciales.

4.1. Potenciales anarmonicos

Los osciladores anarmonicos cuénticos han sido utilizados en diferentes
ramas de la fisica para simular una gran variedad de situaciones y explicar
muchos fenémenos. Asimismo, tras la publicacion de los trabajos de Bender
y Wu [10], [11], [12], y de Simon y Dicke [57], demostrando la insuficiencia del
método perturbativo de Rayleigh-Schrédinger, los potenciales anarmoénicos
han servido para poner a prueba una amplia variedad de métodos aproxima-
dos de solucion de la ecuacion de Schréodinger. En [30] aplicamos el método
de los Wronskianos para obtener, en unidades h? /2m = 1, los valores propios
de la energia en la ecuacion radial de Schrédinger

d*u

e + V(r)u(r) = Eu(r), (4.1)

con un potencial efectivo anarmoénico que incluye términos centrifugos

2N
V(ry= > Apl,  N=>2, Ay >0, (4.2)
=2

161
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y todos los parametros reales. La ecuacion (4.1) con el potencial (4.2) pre-
senta dos unicos puntos singulares, el origen es regular (rango igual a cero)
y el infinito es irregular (rango igual a N + 1). Las soluciones fisicamente
aceptables de esta ecuacién verifican la condiciéon de normalizacién

+oo
/ luf2dr = 1, (4.3)
—0o0
cuando —oo < r < 400 (oscilador unidimensional), o bien,
+oo
/ uf?dr = 1, (4.4)
0
y la condicion u(0) = 0 cuando 0 < r < 400 (oscilador is6tropo D-dimensional,

D >1).
La ecuacion (4.1) admite dos soluciones independientes en forma de series

+o0
u(r) = Z anr" Y, ap # 0, (4.5)
n=0
donde los valores de v, obtenidos por sustitucion de (4.5) en (4.1), son

y:%(li\/m). (4.6)

Una al menos de las dos soluciones (4.5), sea Uyeg, €s regular en r = 0,
la otra puede ser irregular para ciertos valores de A_o y D. Ademés de
(4.5), existe un segundo sistema de soluciones de (4.1), denominadas formales
porque vienen representadas por sendos desarrollos asintéticos

N+1 a(k) . +00
u® (1) ~ exp Z %rp rt Z hF)p=s hy #£0, (4.7)
p=1 s=0

(k)

donde los valores de o, u*) se obtienen sustituyendo (4.7) en (4.1), veri-

) . 1 2 . .
ficdndose en particular que ozgvzrl = —aﬁv)ﬂ. Una consecuencia inmediata de

(4.7) es que el comportamiento asintotico de u®) (1) cuando 7 — oo depende
del factor exp(agl\;lerH/(N +1)), de manera que una de las soluciones, sea

uM (1), decrece exponencialmente mientras u(® (r) crece exponencialmente
cuando |r| aumenta su valor de modo indefinido.

El punto de partida del método de los Wronskianos es la relacion de
conexion

Ureg (1) = TWuD(r) + TPy (r), (4.8)
donde los factores de conexion TW, T3, que dependen de los parametros

A; del potencial (4.2) y de la energia F, se expresan como cocientes de
Wronskianos

W[Uregau@)] T(2) _ W[uregyu(l)]

7 — 71 regs 7 ] ZYitreg, 7 1
)/\/[u(l)7 u(2)] ’ W[u@)’ u(l)]

(4.9)
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Fijados los valores numéricos de los A;, los valores fisicamente acepta-
bles de la energia son los ceros de T (E), valores de E para los cuales se
anula la contribucion del término divergente en (4.8), verificindose en ellos
la condicién de cuantizaciéon

Wltigeg, u)] = 0. (4.10)

Nuestro método de célculo de W[ureg,u(l)] se ha aplicado a dos casos
particulares del potencial (4.2), i.e. los osciladores anarmonicos cuértico y
séxtico. El oscilador anarmoénico cudartico

V(r)= At + Agr? + A _or™2, Ay >0, (4.11)

corresponde al caso N = 2 del potencial (4.2), de modo que la singularidad
del infinito es de rango N + 1 = 3 y los valores de los pardmetros en los
exponentes de (4.7) son

A
a:(;):_\/Af’ agl)zo’ agl):_Q 124’ M(1):_1’
V Ay

2 2 2 As
o = +VA;, oY =0, oY= +3 T p® = —1. (4.12)

La sustitucion de (4.7) en (4.1) permite obtener asimismo la recurrencia

verificada por los coeficientes hsk de las series asintoticas
205 = (B4 (@l)?) 19, — 20 — )P, +
+((s—1)(s —2) — A_s) ). (4.13)

La idea de nuestro método consiste, como es sabido, en obtener y com-
parar sendas expresiones formales del Wronskiano en (4.10), que es indepen-
diente de 7. A tal efecto, en lugar de Uyeg, 1) es conveniente introducir las
funciones auxiliares

0‘:(31) 3
Ureg (1) = exp <—3r ) Ureg (7)),

(1)
U(l)(r) = €xXp (-Oéé)’))r?’) u) (r), (4.14)

cuyo Wronskiano guarda con el de (4.10) la relaciéon

2a(1)
W[Uregav(l)]:exp —T3T3 W[ureg,u(l)]. (415)
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El primer desarrollo formal de Wvyeg, v()] se obtiene sustituyendo en la
segunda identidad (4.14) a u™M(r) por su desarrollo asintotico (4.7):

ereg, Z ATty (4.16)

Nn=—00

donde ; vienen dados por series

Ya = Z W (20 bigs = (25 4+ 24 Vbasera ) (4.17)

en las cuales b, son los coeficientes de la expansion

w(r) = exp(ag T)Ureg (T Z b by # 0, (4.18)

que se determinan mediante la recurrencia
n(n—1+2v)b, = 2a§1)(n —1+v)by—1 — (E + (agl))Q) bp_o —
—20a (n = 24 )bz + 242b, 4. (4.19)

Un desarrollo formal de la funciéon en el segundo miembro de (4.15) se
obtiene mediante la combinacién lineal

(1)
2
€xp <_O;)3T3> W[ureg7 u(l)] ~ /8151 + 6282 + /8383’ (420)

donde las funciones &1, &, &3 se representan por sendos desarrollos de Hea-
viside de la funciéon exponencial en el segundo miembro de (4.15) y 51, Ba,
B3 son constantes tales que

Wltireg, uM] = 1 + B2 + B, (4.21)

cuyos valores se obtienen comparando (4.16) con (4.20). Los valores de (i,
B2, B3, sustituidos en (4.21), dan la solucion explicita del problema:

w7 = F(n—l—l—{—y/?))
W[ reg, ] (( 2/3) )n+y/373n+1 +
'n+1+(+1)/3) F(n+1+(l/+2)/3)

((_2/3)0[:(31))TL+(1/+1)/3’ygn+2 ((— 2/3) )n+(u+2)/3

Van+3,  (4.22)

donde el entero n se elige de modo arbitrario, por ejemplo n > 0. Llevando
(4.22) a (4.10) y utilizando un programa FORTRAN con doble precision
hemos calculado los primeros valores propios Fy, F1, F2, F3 correspondientes
al potencial cuartico unidimensional

V(r) =7t + Agr?, (4.23)



4.1. potenciales anarmonicos 165

para valores de Ay enteros desde 0 hasta —10. Los valores de Fg y Es corres-
ponden a estados pares (v = 0 en (4.6)), los valores de E7, E3 corresponden
a estados impares (v = 1 en (4.6)). Los resultados concuerdan perfectamente
con los valores de Ey y E; dados en [7]

El segundo ejemplo de aplicacion de nuestro método hace referencia a la
ecuacion (4.1) con el potencial anarmoénico séxtico

V('r’) = AGT’G + A4T4 + A2T2 + A_2T72, A6 > 0, (4.24)

correspondiente a N = 3 en el potencial general (4.2). En este caso, la ecua-
cién presenta en el origen un punto singular regular y en el infinito una
singularidad irregular de rango 4. Los exponentes en los desarrollos asintoti-
cos (4.7) toman ahora los valores

— Ay

of) = VA, of =0, ofY = 2v/Ag’
@ 3 AdyAs— A3

2 846V A5

A
af) — +\/4s, ag2) —0, ag2) =3 26’ a§2) =0,

agl) =0,

"

3 4AyAg — A2

p? = T TsAVE (4.25)
y los coeficientes hgk) en las series asintoticas verifican la recurrencia
2aik)shgk) = (E + agk)(—Qs +5+ QM(k))> hgk_)2 +
+ (s = 4= p®)(s =3 = u®) — A5) hY,. (4.26)

Las funciones auxiliares son ahora

e

Ureg (1) = €xp <—ir4> Ureg (7)),

(1)
v(l)(r) = exp <03T4> U(l)(r)v (4.27)

y la relacion entre su Wronskiano y el Wronskiano de g, uD es

(1)
Witseg, vV] = exp (—a;r4> Wlttreg, u'Y]. (4.28)

El primer desarrollo formal del Wronskiano de las funciones auxiliares es

400
Witreg, vV & 3 ygpr2ititrsn® (4.29)

N=-—00
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donde
X a 1
=>. hgs) (204§ Mbonos — (20 +4s +2+ v — M(l))b2ﬁ+23+2) , (4.30)
s=0

y bn son los coeficientes en la expansion

a(l) +o0
W(7) = Vreg(r) exp (;r2> = " bar™, by #0, (4.31)
n=0

cuyos valores se determinan mediante la recurrencia

n(n—1+20)b, = (—E + o (2n — 3+ 20))bp_s +
Ay — (SN2 — oV (@n — 5+ 20))bp_g + 244D (4.32)

El segundo desarrollo del Wronskiano viene dado por la combinaciéon
lineal

(1)
€Xp <_a37“4> W[Ureg,u(l)] ~ 5151 + /82523 (4-33)

donde &1, & se representan mediante series exponenciales de Heaviside de la,
exponencial en el segundo miembro de (4.28) y las constantes (1, [ verifican

W[ureg7 u(l)] = p1 + Ba. (4.34)

Identificando los desarrollos (4.29) y (4.33) se obtienen los valores de /1,
B2 que, llevados a (4.34), dan como resultado

1 )/4
W[Uregau(l)] = n+ 1+( +V+M / )'74n+
(—a )/2)n+(1+u+u<1>)/4

(n+1+(3+u+u )/4)
(_a4 /2)n+( (3+v4pum)/4

Van+2, (4.35)

donde el entero n se elige de modo arbitrario.

A fin de verificar la validez de nuestro resultado, hemos calculado los valo-
res numéricos de las primeras energias Fy, Fy, Ey, E3 que anulan al segundo
miembro de (4.35) cuando el potencial (4.24) toma la forma particular

1
V(r) =715~ (45 +4J — 2)r* + L5 =145 - 3)r—2, (4.36)
considerada por Turbiner [61], Bender y Dunne [9] y Finkel et al. [22] para

5 = (24 /3)/4 y diferentes valores de J. En particular, para J = 1,2, 3,4,
los J valores mas bajos de la energia coinciden con los valores obtenidos por
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Bender y Dunne.

El problema de la determinacion de los valores propios de la energia de
un oscilador anarmoénico unidimensional representado por el potencial

V(z) = ga? + 22V, N entero positivo, N >4, (4.37)

ha sido abordado por varios autores [36], [42], [5] por medio de diferentes
aproximaciones. En [31] hemos aplicado el método de los Wronskianos pa-
ra obtener una féormula de la condiciéon de cuantizacién que determina las
energias propias de este oscilador. La férmula, consistente en la ecuacién de
ceros de una funcién de la energia igual a una combinacién lineal finita de
funciones gamma, es exacta, salvo por los inevitables célculos numéricos de
las series infinitas que definen a los coeficientes de esta combinacién lineal.
La ecuacion de Schrédinger correspondiente en unidades adecuadas para la
variable independiente z y la energia I,

d? 2 2N
(—M +gx*+z > u(z) = Eu(z), (4.38)

responde a la forma canodnica (2.147), (2.148), siendo ahora
g(x) = —E + ga® + 2V, (4.39)

donde la variable compleja z en (2.147) queda restringida al eje real, de ahi la
ausencia del término en 2. La ecuacién (4.38) tiene en el origen un punto
ordinario y en el infinito un punto singular irregular cuyo rango de Poincaré
es N +1. En consecuencia, la ecuacién admite dos soluciones independientes,
de comportamiento regular en el origen, dadas por

+oo
Ureg (T) = Z anz" 1, ag # 0, (4.40)
n=0

para valores v = 0, v = 1. También existe otro sistema fundamental de
soluciones representadas por sus desarrollos asintéticos cuando x — 400,

k 400
ul® (r) = exp <]\?(+)1xN+1> 2t ;hgk)ac—s, h(()k) £0, k=12,
(4.41)
donde
oM =—1, a®@ =1, 4=y =p=—-Ny2, (4.42)

)

y los coeficientes hg verifican la recurrencia

20 sh() = (s — N/2)(s — N/2 = )Py + ERP = ghPy L, (4.43)
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En las relaciones de conexién
Ureg () = Tru () + Tou® (), (4.44)
los factores de conexién se expresan como cocientes de Wronskianos

o W[uregau@)] - W[uregau(l)]
DWW T W, ) (445)

y la condicién de cuantizaciéon que exige la nulidad de 75> se expresa
Wlittreg, u'M] = 0. (4.46)

A fin de calcular Wluyeg, uV] introducimos las funciones auxiliares

xN+1
Ureg(Z) = exp (N n 1) Ureg (), (4.47)
N+1
W (p) = v (1)
v (x) = exp (N n 1) u(x), (4.48)

cuyo Wronskiano guarda con el Wronskiano de treg, uM la relacion

0 20+ 0
W[Ureg7v ] = €xp N +1 W[Ureg7u ] (4'49)

Como en los casos anteriores, nuestro método se basa en comparar dos
desarrollos formales del Wronskiano de las funciones auxiliares. El primer
desarrollo se obtiene reemplazando en la férmula exacta

vV dueg (1)

W[Urcga vt ] = Ureg da dr (4.50)
a v por el desarrollo asintotico resultante de (4.41), (4.48),
+oo
v (z) ~ > hNzm (4.51)
s=0
Y @ Ureg Por el desarrollo en serie
400
Ureg(2) = D bpa™t?, by # 0, (4.52)
n=0

cuyos coeficientes verifican la recurrencia

(n+v)(n+v—1)b, = —FEby_o+gbp—s+2(n—N/2—=14v)b,_n_1. (4.53)
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La expansion formal del primer miembro en (4.49) asi obtenida es

+o0
W[vreg,v(l)] ~ Z yjad v (4.54)

j=—o00
donde los coeficientes 7; vienen dados por series

“+o00

v =9 (=25 — j — v+ p)bsy;h{Y. (4.55)
s=0

Un segundo desarrollo del Wronskiano de las funciones auxiliares compa-
rable con (4.54) se obtiene sustituyendo la exponencial en el segundo miem-
bro de (4.49) por una combinacioén lineal de las N + 1 series exponenciales
de Heaviside

2xN+1 400 (2IN+1/(N+1))71+5L
~€& = L=0,1,.. N, (4.
eXp<N+1> L n;oo T(n+1+0;, oLy N, (4:56)
siendo I
n+v+
0 = ——— L=01...N 4.
L N+1 ) g Ly ooy ) ( 57)

de manera que el segundo miembro de (4.49) toma la forma asintética cuando
T — +00

2.’17N+1 (1) N
exp (N n 1) Wltireg, u' ] = LgoﬁLEL, (4.58)

donde las constantes 1, son tales que, a consecuencia de (4.56), (4.58),

N
Wlttreg, u™] = 3~ By.. (4.59)
L=0

Llevando (4.54) y (4.58) respectivamente al primer y segundo miembro
de (4.49) se obtienen las constantes fr,,

N + 1\t
Br=T(n+1+145) (2) Vip jr=n(N+1)+1+L, (4.60)

siendo n un entero tal que jr es suficientemente grande para asegurar la
convergencia de las series en (4.55). Sustituyendo (4.60) en (4.59) se obtiene
la forma explicita de la condicion de cuantizacion (4.46):

N LJ/(N+1)
N +1
) Vi, = 0. (4.61)

Z’y(n—l—l—l—(sL) (2

L=0
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Utilizando esta expresion hemos obtenido los valores propios méas bajos
Ey, Ey, E, E5 de la energia para diferentes valores de g (desde —20 hasta
20) y valores de N = 4,5,6,7 mediante un programa FORTRAN con doble
precision. Nuestro método permite asimismo, al menos en principio, obtener
las funciones propias mediante las expresiones (4.47), (4.52). No obstante, la
convergencia de la serie en (4.52) es muy lenta para z > 5 aproximadamente,
pudiendo usarse entonces el desarrollo asintotico (4.41). Pero la ventaja de
este procedimiento sobre la integracién numérica convencional de la ecua-
cion de Schrédinger no estd clara, especialmente cuando se ha de calcular la
funcién de onda normalizada para un nimero grande de puntos.

Nuestro método es aplicable a otros problemas, como los osciladores anar-
monicos solubles analiticamente representados por el potencial de Poschl-
Teller, el potencial de Poschl-Teller modificado y el potencial de Morse. Los
detalles pueden consultarse en la citada referencia [31]. En el caso del poten-
cial de Poschl-Teller,

1 kk—1) AA-=1) h%a?
V(z) ==V Vo =
(z) 2" (sin2(a:1c) * cos?(ax) |’ 0T T
kA>1, 0<az<m7/2 (4.62)

la ecuacion de Schrodinger puede llevarse a la forma de una ecuacién hiper-
geométrica [23] que presenta dos puntos singulares regulares y = 0, y = 1
en el campo de la nueva variable 0 < y = sin?(az) < 1. La expresion de
W[umg,u(l)] obtenida por nosotros puede explorarse eligiendo por ejemplo
y = 1/2 y dando valores numéricos a k y A, verificando que se anula cuando

2

k
== (k+A+2n)2  n=0,1,2,.., (4.63)

siendo k = 2mE/h?, tal como predice el resultado analitico de Fliigge.

En el caso del potencial de Péschl-Teller modificado, i.e.

2

V(z) = _;nazc)\oifl\z(alx))’ A>1, —oo<z <400, (4.64)
la ecuacion de Schrédinger puede llevarse de nuevo a la forma de una ecua-
cion hipergeométrica mediante cambios adecuados de las variables indepen-
diente y dependiente. La ecuacion transformada presenta singularidades re-
gulares en ambos puntos limite del campo de la nueva variable 0 < y =
1/ cosh?(ax) < 1, existiendo dos clases de soluciones que presentan un com-
portamiento regular en y = 1, correspondientes a estados pares e impares.
Tomando y = 1/2 hemos evaluado nuestra expresion de Wiuyeg, u] para di-
ferentes valores de av y A, verificando que se anula cuando

K
0<—=XA—1-2n para estados pares,
o
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0<Z—x_—2_9, para estados impares, (4.65)
!
donde n =0,1,2,... .

La ecuacién radial de Schrodinger con el potencial de Morse

V(r) = D(exp(—2ax) — 2exp(—ax)), x= L ; TO, a>0, (4.66)
0

es exactamente soluble para [ = 0. Mediante el cambio de la variable in-
dependiente y = (27/a) exp(—ax), la ecuacion es llevada a una forma tal
que presenta en y = 0 un punto singular regular y en y = oo un punto
singular irregular. Ahora bien, la solucién fisica del problema ha de definirse
solamente desde y = 0, punto que corresponde a £ — oo (r — o0), hasta
y = yo = (27/a) exp(«), punto ordinario que corresponde a z = —1 (r = 0).
Esta soluciéon ha de ser regular en y = 0 y nula en y = yg. Denominamos
Ureg(y) a la solucion regular en y = 0y ugg,(y), ug;(y) al sistema de dos
soluciones independientes, ambas finitas en y = yp. La solucién fisicamen-
te aceptable es aquella combinacion lineal u(M(y) de ugg,(y), ug;(y) que se
anula en y = yg. En estas condiciones, nuestro procedimiento exige que el
Wronskiano de tuyeg, 1) sea nulo en el intervalo [0, o], en particular para

Yy = 1o, estableciendo asi la condicién de cuantizacion

ureg(yO) = 07 (4.67)

donde ureg viene definida por la serie

—+o00
Ureg(y) = Y any™ ™% ag #0. (4.68)
n=0

En particular, si en (4.68) se elige ap = 1, se obtiene

ureg(y) = 47/ exp(—y/2)1 F1(1/2 + B/a — y/a, 1+ 2B/ay),  (4.69)

de modo que la condicién de cuantizacion (4.67) coincide con la dada en
[23]. A diferencia de lo que sucede en el potencial (4.37), en los casos de los
potenciales (4.62), (4.64) y (4.66) la convergencia numérica de las series de
potencias en las formas funcionales de las soluciones de la ecuaciéon de Schro-
dinger es bastante rapida para asegurar el calculo de las funciones propias.

4.2. Potenciales polinomiales

Los ejemplos descritos en la secciéon precedente ponen de manifiesto la
viabilidad del método de los Wronskianos para obtener soluciones globales de
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la ecuaciéon de Schrodinger con una amplia clase de potenciales polinomiales.
Desde luego, en los casos estudiados queda pendiente la prueba de conver-
gencia de las series que definen a los coeficientes del primer desarrollo formal
del Wronskiano de las funciones auxiliares vyeg, v, En [32] hemos aplicado
nuestro método a la resolucion de la ecuaciéon de Schrodinger con un po-
tencial polinomial, dando la prueba formal de su convergencia. La ecuacion
canoénica de la cual partimos en este trabajo es

—2 5 T9(FHw=0,  (:€0), (4.70)
donde
2N
9(z) =3 gs2*,  gan #0. (4.71)
s=0

A fin de evitar confusion en el uso de simbolos con nuestra ecuacién
canodnica (2.147), (2.148), reescribimos (4.70), (4.71) en la forma

o d®u
—2 o + g(z)u =0, (z € C), (4.72)
2N
3(2)=29(x) =357, Gn A0, N=1,23,.., (4.73)
=0

donde g(z) es la funcion coeficiente de u(z) en (2.147), de modo que N =
N +1, gj = gj—2 y la funcién §(z) incluye al potencial polinomial con los
términos centrifugo y de energia. La ecuacion (4.72) presenta dos puntos
singulares, el origen regular y el infinito irregular de rango N=N+1.En
consecuencia, existe un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién
dadas por desarrollos en series de potencias cuyos exponentes crecen a partir
de sendos valores p;,, n = 1,2, una de las cuales, sea e, tiene un compor-
tamiento regular en z = 0, siendo por este motivo interesante como solucién
del problema fisico:

+o0o
Ureg (2) = Z cn 2" TP, (4.74)
n=0

para valores de p, ¢, que resultan de sustituir (4.74) en (4.72).

Ademas de las soluciones en series de potencias de exponentes crecientes,
la ecuacion (4.72) admite un segundo sistema fundamental de soluciones
formales, i.e. dadas por sendos desarrollos asintéticos

+oo
ug(2) = exp(&(2)) D askz®, agr #0, k=12, (4.75)
s=0
donde R
N
&(z) = Z PR+ (apr — (N —1)/2)Inz (4.76)
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La sustitucion formal de (4.75) en (4.72) permite obtener los exponentes
ap i y los coeficientes a, j. En particular, el coeficiente del término de grado
N

Y

(ag)? = Go = 0, (4.77)

determina el comportamiento de las soluciones formales cuando |z| crece
indefinidamente. Los coeficientes oy, j, son soluciones particulares de la recu-

rrencia
N-1 R
2a g 8a5 = Z (@j2 —2a4(s = N +j))ast+j +
j=1
+(G_g+ (s — N)(s — 200))a, x5, ao #0, (4.78)

donde &; son funciones conocidas de g;, N y oy .
La soluciéon ureg puede expresarse mediante cierta combinacion lineal de
las soluciones formales,

Ureg(2) = Thu1(z) + Toua(2), (4.79)

cuyos coeficientes, los factores de conexion 17, 15, son las incégnitas a de-
terminar. Nuestro método aplica la regla de Cramer al sistema formado por
(4.79) y su primera derivada para obtener los factores de conexiéon como
cocientes de Wronskianos:

W[Uregy UQ]
W[ul,uQ] ’

W[Urega ul]

T = .
! W[uQ,ul]

Ty = (4.80)

El céalculo de los Wronskianos en los denominadores de (4.80) se realiza
directamente, sustituyendo los desarrollos (4.75) y sus derivadas formales en
la forma general

Wlu,v] = w' — v'v = =W, u], (4.81)

de donde se obtiene un desarrollo en potencias 2°, 2=, 272,... . Dado que

u1, uz son soluciones de la ecuacion diferencial (4.72), su Wronskiano es
independiente de z y su valor es igual que el coeficiente de 2° en el desarrollo
citado, i.e.

W[ul, UQ] = 2aN72a071a0,2 = W[UQ, ul]. (4..82)

En vez de calcular directamente los Wronskianos en los numeradores de
(4.80), introducimos para cada k = 1,2 las funciones auxiliares

e [
Ureg,k(2) = exp <2Nz > Ureg(2),

vg(2) = exp (—2)\;\3[ ZN> up(z), (4.83)
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donde A\ = ay . Sustituyendo (4.83) y sus derivadas en (4.81) obtenemos
la relacién entre Wronskianos

A N
WlVregk, V| = exp (—J{;zN) W treg, U] (4.84)

Un desarrollo formal de Wvyegk, U] se obtiene llevando al segundo miem-
bro de

W Uregk, Uk] = Ureg kUi — véeg’kvk (4.85)

la primera expresion (4.83) y la que resulta de reemplazar ug por (4.75) en
la segunda expresion (4.83):

+oo
WVreg k, V] = Z 'yﬁ7kzﬁ+”k+“’“_l, z — 00, (4.86)
n=—00
donde )
e = Qo — (N — 1)/2, Vi = 5(1 ++1+ 4@0), (487)

+oo
Vg = Y Wig(— (0 + 25 + vk — )bajk +
=0
N-1

+ Z 20 kbp—ptj + )‘kbﬁ—N-i-j)’ (4.88)
p=1

y bn i son los coeficientes de las potencias de z en el desarrollo

+oo
wreg,k(z) = Z bn,kzn+uk, bO,k £ 0, (489)
n=0

de la funcion

G(z) = 3 2ekop) (4.90)
=1 P
que verifican la recurrencia
N-1
n(n+2vk — Dby = Y 20(n — j + vi)bp—ji +

j=1

2N
+> & okbnjks  box #0, (4.91)
j=1
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donde £, son funciones conocidas de g;, oy .

Un segundo desarrollo formal de W{vyeg i, vi| se obtiene a partir del desa-
rrollo exponencial de Heaviside (2.223). En muchos problemas de interés fi-
sico, z es real positiva arg(z) = 0, el potencial es confinante (g, > 0), s
Qg o SON reales y para fijar ideas elegimos Qg1 = =\/Gar Of 2 = /G250 de
modo que u1(2) decrece y ua(z) crece exponencialmente cuando z — +00. En
estas condiciones, dado que a la variable ¢ en (2.223) corresponde la potencia
2V de la variable independiente z en (4.72), el Wronskiano de las funciones
auxiliares se expresa mediante una combinacién lineal de N desarrollos de

Heaviside (para k =1), £1.1(2), L =0,1,...,N — 1,

N-1
W[Ureg,kavk] ~ Z BLJELJ(Z)’ (4'92)
L=0

de la exponencial en el segundo miembro de (4.84), siempre que las constantes
Br,1 en esta combinacion verifiquen

N—-1
> Bra = Wlteg,u1], 2 — +00. (4.93)
L=0

Los valores de 1,1 se obtienen comparando los segundos miembros de
(4.93) (4.86). Sustituyendo los valores asi obtenidos en (4.93) se tiene

N-1
F(n +1+ 5[/,1)
W[Ureguul] = Lz—:o W%L,h (4-94)
donde
Ap=Nn+L+1, dp1=(w+wp+L)/N, necZ (4.95)

Llevando (4.94), (4.82) al numerador y denominador respectivamente de
(4.80) se obtiene finalmente la forma explicita del factor de conexion T5, cuya
anulacién expresa la condiciéon de cuantizaciéon de los valores de la energia
relacionados funcionalmente con el parametro gs.

A fin de obtener las funciones de onda que representan estados fisicamente
estables, se calcula el factor de conexion T7. Procediendo como en el caso
anterior,

N-1

B D(n+1+6L2)
Wltreg, U2] = z::O cos(dr o) ()\2/N)H+5L,2

’YﬁL’Q, (4.96)

~

donde

A

Or2 = (v+p2+ L)/N. (4.97)
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Dado que arg(z) = 0 es un rayo de Stokes para T}, se toma

1 _
T = 5(T1+ +1T7). (4.98)

A fin de contrastar los resultados de nuestro método con los resultados
de otros autores, hemos considerado dos ecuaciones diferenciales cuyas solu-
ciones se expresan mediante funciones bien conocidas. El primer ejemplo es
la ecuaciéon

d?u 1
2 2 2
—z 72 + <z + A\ = > u =0, (4.99)

correspondiente al caso particular N = 1 de (4.72). La solucion regular en
el origen se expresa en términos de funciones de Bessel y el comportamiento
asintotico de las soluciones formales corresponde al producto de la funcién
exponencial por funciones hipergeométricas:

Ureg (2) = 2 T(A + 1)2Y/21,(2), (4.100)

(2) ~ exp( )F<1+)\1 Ve 1) (4.101)
ui\z) ~ €exp z)2L0 2 32 7 2, ) .

(2) ~e ()F<1+)\1—>\--1> (4.102)
U2(z) ~ €Xpl(z) 210 2 9 o) .

Los factores de conexion de estas soluciones en el rayo arg z = 0 son [16,
capitulo 2, ec. (52)]

Ty = —sin(a )22 227120\ 4 1),
Ty = 227 127712D(A 4 1). (4.103)

Aplicando nuestro método a la ecuacion (4.99) obtenemos los factores de
conexioén en el rayo arg z = O:

1 1 1
T = —=(=1)" ) B P
Y 2( )cos<(/\+2)7r) (n+/\+2>’y,2,
1 1
T, =T (n FA+ 2) Yol (4.104)

que comparamos numéricamente con (4.103), dando lugar a una expansion
del cociente de funciones gamma

r(A+1) —(A+1/2)_1/2
=9 i, 4.1
T+ 1/2+n) s (4.105)

donde

+o0
g == 3 am W) (1 4 2m + X+ 1/2)bin(A) + bgn—1(N),  (4.106)
m=0
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A+1/2)m(1/2 = N)m

m,1(A) = : 4.1
am1 (V) S (4.107)
ban(A) = L)n bant1(A) =0 (4.108)
n n'()\ + 1)n7 n+ . .
En particular, para A # 0 y (\) > —1 se tiene
T(A+1) \? 11
——— ) = A —=,—=; A1 :
de acuerdo con |2, ecuacion (15.1.20)].
Como segundo ejemplo consideramos la ecuacion
2 d?u 4 2
—2°—— + (2" —ez®)u =0, (4.110)

dz?

correspondiente al caso N = 2 de (4.72). Esta ecuacion admite la solucion
regular en el origen

1—-¢1
Ureg(2) = exp(—22/2) 1 (4; 2;22> , (4.111)

y las soluciones formales

1—¢ 3—c¢ 1
~ _ 2 (e-1)/2 S
ui(z) =~ exp(—z7/2)z 2 Fy < yRRERE 22> , (4.112)
1 1
up(z) ~ exp(2?/2)2~57V/2 4, ( ZE, %; ; 2) . (4.113)
z

Nuestro método da como resultado los factores que conectan a (4.111)
con (4.112), (4.113) en el rayo argz =0
Ty = —(—1)"cos(2m)2" 92720 (n + 62)y2n 2,
Ty = 2" 2T (n + 61)yan,1, (4.114)
donde
= (1+¢)/4, do = (1—¢)/4. (4.115)

Estos valores se comparan con los valores dados en [16, capitulo 2, ecua-
cién (47)] sobre el rayo argz = 0, i.e.

T 7.‘.1/2
Ty = cos ((1 — 6)4> m,
Ty = w2 (4.116)

(1 —2)/4)’
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para valores particulares de los parametros, a fin de verificar la equivalencia
de ambas expresiones. La identificacion de las expresiones de 15 da lugar a
la expansion del producto de funciones gamma

1+¢ 1—¢ ml/2
T T = — 4.11
<n + 4 > < 4 ) 2"—(7—5)/472,171(5)’ ( R

donde

+o00o
Yon1(€) = = Y azm1(e)((2n + 4m — (£ = 1)/2)bami2n(€) + bamy2n—2(€)),
" (4.118)
azm,1(e) = (=1)™ (= )/4)ml(3 = E)/4)m, aom+1,1(6) =0, (4.119)

m!

y bn, verifican la recurrencia

n(n —1)b,(e) = —ebp—2(e) + bp_a(e), bo(e) =1, bi(e) =0. (4.120)



Capitulo 5

Aplicaciones del método de los
Wronskianos II. Potenciales
suma de potencias

El método de los Wronskianos que exponemos en la secciéon 2.4 no es ade-
cuado para resolver el problema global en la ecuaciéon de Schrédinger cuando
el potencial viene dado por una suma de potencias donde los exponentes de
algunos términos toman valores negativos arbitrarios. En estos casos, el coe-
ficiente g(z) asociado con el potencial en la ecuacion canonica (2.147) adopta
la forma (2.247), con M = —2,—3, —4, ..., en lugar de la forma (2.148), y la
ecuacion tiene en z = 0 y z = oo dos puntos singulares, ambos irregulares.
El método de los Wronskianos, en la forma que describimos en la seccion
2.5, permite en estos casos resolver de modo satisfactorio el problema de
conexién. En este capitulo presentamos algunas aplicaciones del método de
los Wronskianos a ecuaciones diferenciales, estudiadas por diferentes autores
[51], [58], que presentan en el origen y el infinito singularidades irregulares.

5.1. La ecuacion biconfluyente de Heun

La ecuacion biconfluyente de Heun, cuya forma normal es [55]

D*y+ B(2)y=0, D= zd%, B(z) = Y Bya”, (5.1)

puede llevarse a la forma

o dPw : 1/2
“oa + ZzAPpr =0, w(z) = 2%y(2),
p=—
Ay = By + 1/4, Ap = Bp, p#0, AxA_o5#0, (52)

179
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exenta de primeras derivadas y adecuada para aplicar nuestro método, toda
vez que los Wronskianos de sus soluciones son independientes de z. La ecua-
cion, que tiene en z = 0 y 2 = oo dos puntos singulares irregulares, ambos
de rango 1, admite un sistema fundamental de soluciones multiplicativas de
la forma

+oo —+00
wj(z) = 2" Z Cn 2", Z \cn,j|2 < 400,
n=—00 n=—00
Ryl <1/2. =12 (53)

excepto para conjuntos particulares de valores de los pardmetros A;. Ademas
de (5.3), la ecuacion (5.2) admite un primer sistema fundamental de solu-
ciones formales (de clase (a)) caracterizadas por sus desarrollos asintéticos
cuando z — o0,

+00
wy(2) = exp(agz)zH* Z amipz ", aor #0, k=34, (5.4)
m=0
y un segundo sistema fundamental de soluciones formales (de clase (b)) de-
finidas por sus desarrollos asintéticos cuando z — 0,

+oo
wy(2) = exp(Bz7) 2" Z by 2™, bog #0, 1=25,6. (5.5)
m=0

Los indices v; y coeficientes ¢, j en las expansiones (5.3) de las soluciones
multiplicativas se determinan sustituyendo (5.3) en (5.2), de donde resulta
un sistema infinito de ecuaciones para los ¢y j,

2
(n+vj)(n+v;—1)cy; + Z Apcn—p; =0,
p=—2
(n=..,-1,0,1,...), (5.6)

que se interpreta como un problema de valores propios no lineal. La solucién
de este tipo de problema por el método de iteraciéon de Newton, que descri-
bimos en el apéndice B, permite obtener en general dos indices v1, v y dos
conjuntos de coeficientes {c, 1}, {cn2}. No obstante, para ciertos conjuntos
de valores de A, solo existe una solucion de la forma (5.3), y cualquier otra
solucién independiente de ésta incluye un factor logaritmico, razén por la
cual no describe de modo satisfactorio el comportamiento del sistema fisico
de interés. Suponemos que los valores de A, en la ecuacion biconfluyente de
Heun (5.2) son tales que existen dos soluciones multiplicativas de la forma
(5.3). En lo que respecta a las soluciones formales, los exponentes oy, 1k, O,
p1 y los coeficientes ay, i, by se obtienen previa sustitucion de (5.4), (5.5)
en la ecuacion diferencial (5.2), dando lugar en el primer caso a los valores

ap =/ —As, pi = —A1/ 204,
B =+—A_2, pr=1+A1/23, (5.7)
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y en el segundo a las recurrencias

2
20 Mam e = (M — pe)(m — pg — Vam—16 + Y Apm—1-pr,  (5.8)
p=0
2
Bymbpy = (m+ pr = 1)(m + pr — 2bm—1+ > Apbm—1—p- (5.9)
p=0

El comportamiento de las soluciones multiplicativas (5.3) en la vecindad
del punto singular z = co estd representado por la formula de conexiéon

w; ~ T 3wz + Tj 4wy, z— 00, j=1,2, (5.10)

y su comportamiento en la vecindad del punto singular z = 0 est4 represen-
tado por la féormula de conexién

Wj =~ 1j5Ws + ij,GU)Ga zZ —r O, ] = 1,2, (511)

siempre que se conozcan los valores de los coeficientes T x, T}; denominados
factores de conexién, cuyos valores dependen del sector del z-plano complejo
considerado, de manera que toman valores diferentes en diferentes sectores
del plano separados por rayos de Stokes. El valor de cada factor de conexion
sobre un rayo es igual a la semisuma de los valores que toma en los dos
sectores adyacentes separados por el rayo. En el caso actual, los rayos de
Stokes que separan sectores adyacentes Sk ,,, Skp.+1 tienen argumentos

arg z = —arg ay, + 2nm, n=20,1,2,...., k=34, (5.12)
y los que separan sectores Sy, Sip,+1 tienen argumentos
arg z = arg [3; + 2nm, n=0,1,2,..., [=5,6, (5.13)

siendo sus amplitudes angulares iguales a 27, de modo que en la hoja de
Riemann principal, —7 < arg z < m, T} 3 cambia su valor cuando z cruza el
rayo argz = m — arg a4, 14 cambia su valor cuando z cruza el rayo arg z =
m — arg ag, 1) 5 cambia su valor cuando z cruza el rayo argz = —m + arg g
y T} 6 cambia su valor cuando z cruza el rayo arg z = —m + arg 3.

A partir de las formulas de conexion (5.10), (5.11) y sus derivadas expre-
samos los factores de conexion como cocientes de Wronskianos de soluciones
de la ecuacién diferencial,

Wiw;, wa] Wiw;, ws]
T — Tig=— 92 2 5.14
33 W[w3, w4] ’ g W[w4, wg] ’ ( )
Ww;, wg] Ww;, ws]
Tj5 = S OnWel o o WG WS 1
5 Wiws, we] 5 Wiwg, ws] (5.15)
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Los Wronskianos en los denominadores de (5.14), (5.15) se calculan di-
rectamente reemplazando los desarrollos (5.4), (5.5) y sus derivadas en las
formas funcionales exactas,

WIS, gl(z) = f(2)g'(2) — f'(2)g(2), (5.16)
de los Wronskianos respectivos, obteniendo
W[’wg,, UI4] = —W[ZU4,’LU3] = 20&4(10,3(10,4, (517)

Wiws, ws] = —W|we, ws] = 2B5bo 5b0.6- (5.18)

El célculo directo de los Wronskianos en los numeradores de (5.14), (5.15)
no es viable porque conduce a desarrollos asintéticos que contienen térmi-
nos en potencias de z de exponentes positivos y negativos, de los que no
pueden obtenerse inmediatamente los valores exactos constantes de tales nu-
meradores. Ahora bien, en cada sector del z-plano complejo limitado por
rayos de Stokes, una funcién analitica dada queda definida univocamente
por su desarrollo asintético. Entonces, si para cada factor de conexion T},
T}, obtenemos dos desarrollos asintoticos de la misma funcion y uno de ellos
contiene como factor comun al Wronskiano correspondiente en el numerador
de (5.14), (5.15), el valor de este Wronskiano resultard de comparar los coe-
ficientes de las potencias de z afectadas de un mismo exponente en uno y
otro desarrollo. A tal fin, introducimos las funciones auxiliares

ujk(2) = wj(z) exp(—axz/2), up(z) = wi(z) exp(—axz/2),
j=1,2, k=34, (5.19)

v;1(2) = w;(2) exp(—B1/(22)), w(z) = wi(2)exp(—Bi/(22)),
j=1,2, 1=56, (520)

cuyos Wronskianos guardan con los Wronskianos en los numeradores de
(5.14), (5.15) las relaciones

W[“J? Uk] = eXP(_akz)W[wja wk]v .7 = ]-a 27 k= 37 47 (521)

Wivj, v] = exp(—Fi/2)W]w;, w], j=1,2, 1=5,6. (5.22)

Los Wronskianos en los primeros miembros de (5.21), (5.22) admiten
desarrollos formales que se obtienen a partir de las expansiones (5.4), (5.5)
y de las relaciones funcionales (5.19), (5.20):

+oo
Wi, ug) = Y Az, j=1,2, k=34, (5.23)

n=—oo
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“+o00
Whj, ol = Y "t j=1,2, 1=5,6, (5.24)
n=—oo
donde
—+00
Yrjk = Z At [OkCrym; — (M +2m+ 1+ v — pr)cnim+1,5],  (5.25)
m=0

“+o00
Mnjl = Z bm,l [—,BlcnferQ’j — (n —2m+1+ Vj — Pl)Cnferl,j] . (526)
m=0

A fin de que los desarrollos asintéticos de los Wronskianos en los primeros
miembros de (5.21), (5.22) sean comparables con los desarrollos asintéticos
de los segundos miembros, es necesario que estos ultimos vengan dados en
potencias de z con los mismos exponentes que (5.23) y (5.24) respectiva-
mente. Esto es posible reemplazando las funciones exponenciales en los se-
gundos miembros de (5.21), (5.22) por los desarrollos de Heaviside (2.308),
donde la variable ¢, definida en la primera hoja de Riemann, |argt| < m,
en el caso actual corresponde sucesivamente a —agz y —3;/z. La condicion
|arg t| < 7 impide el uso de los desarrollos (2.308) cuando arg z = —arg oy o
arg z = arg f3;, que corresponden a los rayos de Stokes en los que el factor de
conexién a calcular cambia su valor. Entonces, el valor asignado al factor de
conexibn es la semisuma de los valores que toma el factor en los sectores ad-
yacentes separados por el rayo, donde se verifica la condicion | argt| < m. De
este modo se obtienen los desarrollos asintéticos de los segundos miembros
en (5.21), (5.22),

B —+o00 (_ak)n—i—&k s

exp(—o2)Wwj, wi] = Wlw;, wy] Z mz ,
z— 00, |argz|<m, argz# —argay, k=3,4, (5.27)
+o0 n+4,
(=B)" " _nte)

€ - w E ~W E T/ | 1 5 <\ o )

xp(—pi/2)Wlw;, wi] [, wi) n:z_:oo T(n+1+6)
z—0, |argz|<m, argz#argf, [=05,6. (5.28)
Comparando (5.23) con (5.27) y (5.24) con (5.28) encontramos que si
Ok =vj+pry o =—(vj + p1),

I(n+1+vj+ )

W[wjjwk] N (_Oék)n+1’j+#k Vn,j,ks J=12, k= 3,4,
largz| < m, argz# —argag, (5.29)
I'n+1—-v,—p .
Wiw;, w;| = ( i — P )ﬂ—n,j,lv j=1,2, 1=5,6,

By
largz| <7, argz#argf, (5.30)
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Cuando argz = —argay, z se encuentra en el rayo de Stokes de wyg;
entonces, tomando en el denominador de (5.29)

(—L)" e = (—1)" exp(im(v; + ur), (5.31)

al efectuar la semisuma de las expresiones resultantes aparece el factor

5 (exp(in(v; + ) + exp(—im(v; + ) = coslr(vy + )], (5.32)

de donde

L(n+1+v;+ py)
W[wj, wk] = (—1)" Cos[ﬂ'(l/j + #k)] O/"H'Vj‘f‘juk Yn,j.k>
k

larg z| <7, argz= —argay. (5.33)

Cuando arg z = arg f3;, z se encuentra en el rayo de Stokes de w;; entonces,
tomando en el denominador de (5.30)

(—1)" 0 = (= 1) exp(Eim(v; + 1)), (5.34)

al efectuar la semisuma de las expresiones resultantes aparece el factor

S (explin(vs + ) + exp(—im(v; + 1)) = coslmly; + o)), (5.39)

de donde

'n+1-v;—p)
Bln—l/j—m

Wiwj, wi] = (=1)" cos[m (v; + p1)] N-n.jl;

|argz| <, argz= —argf. (5.36)

El célculo de los factores de conexion T, se realiza ahora sustituyendo
(5.29), (5.17) en el numerador y denominador respectivamente de (5.14).
Anélogamente, T} se obtienen sustituyendo (5.30), (5.18) en el numerador
y denominador respectivamente de (5.15). A efectos del calculo numérico de
los factores de conexitn, el entero n en las expresiones precedentes ha de
tomarse positivo y tal que

2
(n+v)n+v-—1)> Z |Ap|. (5.37)
p=—2

Como ejemplo de aplicacién hemos considerado la ecuacién radial redu-
cida de Schrodinger en el semieje real positivo

dr? r2

2m

R (dzR I+ 1)R> L V(r)R(r) = ER(r), (5.38)
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de una particula de masa m, momento angular (% y energia ' = A2h2/2mr8,
en un potencial con simetria esférica

V(r) =

2m ri r3 r2 r

- 52 (Ag?"% N A_1rg 4 Ao+ 1(1+1) I A17”01> : (5.39)

ecuacion que adquiere la forma (5.2) al efectuar el cambio
z=r/ro, w(z) = R(r). (5.40)

Cuando los paradmetros del potencial toman los valores
Ay=—-1, Ay =4/5 Ay=31/25, A =3/5, (5.41)

la ecuacion (5.38) presenta para [ = 0 un estado ligado de energia E =
—(1/4)h?/2mrd [46], de modo que (5.2), con los A, dados en (5.41) y Ag =
—1/4, tiene una solucién normalizable en el semieje real positivo. Hemos
aplicado nuestro método de calculo de los factores de conexién a la ecuacion
(5.2) correspondiente a (5.38), para z € [0,400), con valores fijos (5.41) de
los parametros del potencial y valores cambiantes del parametro de energia

Ay = —1/10, —1/5, —1/4, —3/10, —2/5, (5.42)

obteniendo las partes real e imaginaria de los indices vy, 12 = —vp y de los
factores de conexion T}, T};. Asimismo, hemos obtenido los coeficientes (i,
(2 de la combinacién lineal de soluciones multiplicativas

Wreg = Qrwi + w2, (5.43)
de la que resulta una solucion regular en la vecindad de z = 0, de modo que
Wreg(2) ~ ws(2), z— 0", (5.44)

y los factores de conexion que relacionan a wreg con ws, wy, es decir,
Wreg (%) R Treg,3w3(2) + Treg,awa(2), z — +o0. (5.45)

En particular, la solucion de (5.2) normalizable en [0, +00) que se tiene
cuando A, vienen dados por (5.41) y Ay = —1/4,

w(z) = 25 exp(—z71 — 2/2), (5.46)

puede escribirse en la forma

+oo
w(z) = Z n 230, (5.47)

n=—oo
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con

+o0o 27m

Iy _ n

én=(=1) Z;m!(m—n)!7 n<9,
m=0
400 9—m—n

A (_1\n

én = (—1) Z;%Wﬁiﬁ? n > 0. (5.48)
m=0

Comparando (5.47) con la solucion multiplicativa

+o0o
wy(z) = Z cn12" 20, (5.49)

n=—oo

se tienen los factores de conexion T 3, 11 5 de la solucion (5.49),

Tig=T5=co1/C-1, (5.50)
y tomando cp1 = 1,
+oo 2—m -1
Ty=Ts=- — 5.51

valores que coinciden con los de (T4 3), R(T15) obtenidos con nuestro pro-
cedimiento.

5.2. Osciladores "spiked"

Desde la publicacion del trabajo pionero de Klauder [38], hace tres dé-
cadas, los osciladores armonicos "spiked", i.e. osciladores armoénicos con un
término adicional de repulsion singular en el origen

7%, A >0, a >0, (5.52)
han suscitado el interés de una considerable némina de autores. En [33]
consideramos el problema de la determinaciéon de los niveles de energia y
funciones de onda de una particula ligada en un potencial confinante cuyo
comportamiento en el infinito estd dominado por un término proporcional a
r". n > 2,y que presenta en el origen una singularidad del tipo r=™, m > 2.
En concreto, aplicamos nuestro método de Wronskianos a la ecuacién radial
de Schrodinger

2
_% + E(ET;_U +V(r)| R(r) = ER(r), (5.53)
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con un potencial "spiked" tridimensional general

Vir)= ZA(q)rq, (5.54)

donde g recorre un conjunto finito de nimeros enteros negativos y positivos
y/o numeros racionales acotado por sendos valores ¢min < 0y ¢max > 0, de
modo que A(¢min) ¥ A(gmax) son positivos. Mediante un cambio adecuado de
variables y parametros, la ecuacion (5.53) se lleva a la forma, en la notacion
de [33],

d*w
2 —
—2 + g(z)w =0, (5.55)
2N
g(z)= > g2, M,N>0, g_ay >0, goy>0. (5.56)
s=—2M

A fin de evitar confusiéon en el uso de simbolos con nuestra ecuacion
canonica (2.246), (2.247), reescribimos (5.55), (5.56) en la forma

280 L G()w =0, (5.57)

2N
9(z) =2%g(z) = > §2°, M,N>0, g ,5>0, gy >0, (558)
s:—ZM

donde g(z) es ahora la funcion coeficiente de u(z) en (2.246), de modo que
M=-M-1, N=N+1, gs = gs—2. El origen y el infinito son entonces las
unicas singularidades de (5.57) con rangos M y N respectivamente.

La ecuacion (5.57) admite tres sistemas fundamentales de soluciones:

a) Dos soluciones de Floquet o multiplicativas, w; y wa, que, excepto
para conjuntos de valores particulares de los parametros gs en (5.58), tienen
la forma

+o0
wji(z) = 2" Z cn 2", (5.59)
n=—oo
donde
+o00
Yo lengl? <400, =12 (5.60)
n=-—oo

Y Vj, Cpn j son en general complejos.
b) Dos soluciones formales de Thomé, w3 y wy, (soluciones formales de
clase (a)), representadas por sus desarrollos asintoticos cuando z — 0o,

N —+00
w(2) =~ exp Z %zp Mk Z amipz” ", aor #0, k=23,4. (5.61)
p=1 p m=0
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c¢) Dos soluciones formales de Thomé, ws y we, (soluciones formales de
clase (b)), representadas por sus desarrollos asintoticos cuando z — 0,

M “+o00
WWWPZ?WZQNWW%MQL@G®M
q=1 m=0

La sustitucion de (5.59) en (5.57) da como resultado el conjunto infinito
de ecuaciones homogéneas para los ¢, ;

2N
(n+v)(n+vi—Denj— Y gsen-sj =0, nel, (5.63)
s=—2M

que puede interpretarse como un problema no lineal de valores propios donde
vj es tal que se verifica (5.60). Este problema es soluble por el método de
iteracion de Newton descrito en el apéndice B. En general, se obtienen dos
indices v1, o y dos conjuntos de coeficientes {cy 1}, {cn 2} correspondientes a
estos indices. Ahora bien, para ciertos conjuntos de valores de los pardmetros
Js, existe solamente una solucion de la forma (5.59), de modo que cualquier
otra soluciéon independiente de ella contiene potencias de z multiplicadas
por su logaritmo. En general, estas soluciones logaritmicas no corresponden
al sistema fisico de interés y deben descartarse. En consecuencia, nosotros
admitimos la existencia de dos soluciones linealmente independientes de la
forma (5.59).

Los exponentes ay, ;, i, y los coeficientes a,y, j en los desarrollos (5.61) de
w3 y w4 se obtienen sustituyendo formalmente esos desarrollos en la ecuaciéon
diferencial (5.57), de donde resulta que los exponentes son las soluciones del
sistema de ecuaciones (ver (2.257)) con los cambios de notacion introducidos
en (5.57), (5.58), es decir,

N—p
Z QN_Tap_,’_T—gNJ’_p:O, p:N,N—l,...,l,O, (564.)
7=0

donde
Qg =og g = g+ ——, (5.65)

verificAndose en consecuencia que

Qp3 = —Qp4g, p= 07 17 ) N7 (566)

en particular, para p = 0, habida cuenta de (5.65),

ps + ps = —N + 1. (5.67)
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Los coeficientes a,, 1 = an, verifican la recurrencia de orden N+2M (ver
(2.259))

N-2
QOszam = Z [657'—1 —2a;11(m—N+1+ 7')} A Rigi+r T

=0

)
+ [dfg + (m — N(’ITL — 20&0)} Q.. &+ Z —§T+1am7N+1+T, (568)
T=—2M—1

donde ag # 0,

G_s = —go + (a0 — (N = 1)/2)(ag — (N +1)/2),

T4+2
dT = _gT-‘rQ — (N -2 — j)a7—+2 + Z AgOr42—¢,
o=0
r=-1,0,1,...,N — 3, (5.69)

anuldndose los sumatorios cuando el indice superior es menor que el inferior.
Asignamos los subindices 3, 4 a las soluciones formales de clase (a) segun el
criterio

AN 3= 7y 9axr> ag g =+ Goxrs (5.70)

de modo que en el semieje real positivo argz = 0 w3 decrece y wy crece
exponencialmente cuando z — 4o00.

Anélogamente, en los desarrollos (5.62) de ws, we, los exponentes B3, =
Bq, p1 = p se obtienen resolviendo el sistema de ecuaciones (ver (2.268))

M—q
> Bur_Briq — I yi—g=0, q=MM~-1,..,1,0, (5.71)
T7=0
donde R
M+1
Bo = Bog = —p1 + 5 (5.72)
verificindose en consecuencia que
IBq,5 = _6q,67 q= 05 ]-a ceey M7 (573)
en particular, para ¢ = 0, habida cuenta de (5.72), se tiene
160,5 + ﬂO,G = 07 (574)

de donde
ps+ ps = M +1. (5.75)
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Los coeficientes by, ; = by, verifican la recurrencia de orden 2N + M

-2
QﬂMmbm = Z [67_1 — 25_7—_1(771 —M-1- 7')} bm—M—l—’T +
S
~ . 2N-—1
4 [5_2 + (m — M)(s — 250)} b+ S —drrib,, 1. (5.76)
7=0

donde by # 0,
Ba=—go+ (Bo— (M +1)/2)(Bo — (M —1)/2),
B = e — (424 DBrat S BoBra
T=-3, -4, UZO—M —M —1, (5.77)

anulandose los sumatorios cuando el indice superior es menor que el inferior.
Asignamos los subindices 5, 6 a las soluciones formales de clase (b) segin el

criterio
Brrs = —\/9-asns Prrs = Ty 9_an1» (5.78)

de modo que en el semieje real positivo (argz = 0) ws decrece y wg crece
exponencialmente cuando z — 0.

El comportamiento de las soluciones multiplicativas wi, wg en la vecindad
del punto singular z = oo se conoce cuando pueden calcularse los valores de
los factores de conexion T} de sus desarrollos asintéticos completos cuando
z — 00, l.e.

w;i(z) = Tj3ws(z) + Tjawa(z), z—=00, j=1,2. (5.79)

Analogamente, el comportamiento de wy, wo en la vecindad del punto
singular z = 0 se conoce cuando pueden calcularse los factores de conexion
T}, de sus desarrollos asintoticos completos cuando z — 0, i.e.

wj(z) = Tjsws(2) + Tjewe(z),  z—0, j=12 (5.80)

El factor de conexién que multiplica a cada uno de los desarrollos asin-
toticos en (5.79) y (5.80) toma valores diferentes en diferentes sectores del
z-plano complejo separados por rayos de Stokes de la expansién correspon-
diente. En cada rayo de Stokes, el valor del factor de conexién es igual a la
semisuma de los valores que toma el factor en los dos sectores adyacentes
separados por el rayo. En (2.290), (2.292) establecimos que arg z = 0 es un
rayo de Stokes de w4 y wg, atravesando el cual se produce un cambio brusco
de Tj3 y T} 5 respectivamente, de modo que los valores de estos factores en
el rayo arg z = 0 son iguales respectivamente a las semisumas de los valores
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que toman 733, T} 5 en los sectores adyacentes separados por el semieje real
positivo.

Nuestro método de calculo de los factores de conexién se fundamenta,
como es sabido, en la idea de que las formulas de conexion (5.79), (5.80) y
sus primeras derivadas pueden emplearse para expresar tales factores como
cocientes de Wronskianos de pares de soluciones de la ecuacién diferencial
(5.57). Estos Wronskianos son constantes, i.e. independientes de z, toda vez
que (5.57) carece de término en la primera derivada. Asi tenemos

Wlwj, wy] Wiwj, ws]

Tig= W4l WLy 5.81

73 Wws, wy] g Wlwy, ws] J ( )
Wlw;, we) Wlw;, ws] .

J» Wws, we] 3,6 Wwe, ws] J ( )

Los Wronskianos en los denominadores de (5.81), (5.82) se calculan, como
en los casos precedentes, por sustitucion directa de las formas asintoticas
(5.61), (5.62) y sus derivadas en las formas exactas f¢'— f’g de los respectivos
Wronskianos:

W[wg,w4] = —W[w4, w3] = —20[1\7730,0730,074, (583)

Wlws, wg] = —W]we, ws] = —25M756073b0,4. (5.84)

El célculo directo de los Wronskianos en los numeradores de (5.81), (5.82)
da lugar, como sucede en (5.14), (5.15), a expresiones que dependen de series
infinitas en potencias de z de exponentes positivos y negativos, de las que
no es posible obtener analiticamente los valores constantes de tales Wrons-
kianos. El procedimiento elegido por nosotros para resolver el problema de
conexién en el caso actual, cuando ambas singularidades de la ecuaciéon di-
ferencial son irregulares, parte de la misma idea desarrollada cuando una de
las singularidades es regular (capitulo 4, seccién 4.2): encontrar, para cada
Wronskiano, dos funciones proporcionales entre si, de modo que la constante
de proporcionalidad sea el Wronskiano en el numerador de (5.81), (5.82) que
se desea calcular. Como primer paso, introducimos las funciones auxiliares

Qo .
u; k(%) = exp (— ;}’rk ZN> w;(2), j=1,2, k=34, (5.85)
a N
up(z) = exp (— 2];7\1;6 ZN> w(2), k=3,4, (5.86)

de las que se obtiene la relacion entre Wronskianos

e N
Wiu; i, ur] = exp (—]]YV’ICZN> Wiw;, wg). (5.87)
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Sustituyendo los desarrollos (5.59), (5.61) en (5.85), (5.86) se obtiene un
desarrollo asintético del primer miembro de (5.87) cuando z — oo

400
Wlu; i, ug] = Z ’yT(L]’k)z"Jr”jJr“", z — 00, (5.88)
n=—o0
donde
400 N-1
k) _ A A A
77(1] ) = Z amvk[aﬁ,kanrerlfN,j,k +2 Z Qp kCntm41-p,jk —
m=0 p=1

—(n+2m+14+v; — ) ngms1,jk)-  (5.89)

siendo ¢, ;1 los coeficientes del desarrollo de Laurent convergente

+o00
Vig(z) = D ez, (5.90)
n=—oo
de la funciéon
N-1 o
vk (2) = exp Z %kzp w;(2), j=12, k=34 (5.91)
p=1

El valor constante de W[wj, wy] se obtiene encontrando un desarrollo
formal de la exponencial en el segundo miembro de (5.87) conteniendo las
mismas potencias de z que (5.88). En el caso actual, la serie exponencial de
Heaviside (2.223) permite construir N desarrollos formales

. o (—ago NN ntog ) .
Sg’k)(z) _ Z ( N,k / )(‘k) L=0,1,...,N -1, (5.92)
ne—oo L'(n+1+4"")

de modo que, dados j y k, para todo conjunto de constantes complejas k)
la combinacion lineal de los desarrollos (5.92) dada por tales constantes ve-
rifica la relacion asintotica

N-1 " ik A N N-1 ik
G S DU AR
L=0 N L=0

de la cual se deduce, habida cuenta de (5.87), que

N-1 .
Wl g, ur] ~ Z K(L]’k)gg’k)(z), z — 00, (5.94)
L=0
si se verifica
> K" = Wiy, wy). (5.95)
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El desarrollo (5.94), con Sg’k)(z) dados en (5.92), se compara con el
primer desarrollo (5.88), dando como resultado el valor del Wronskiano

N-1 (,k)
Fn+1+67") (k '
Wiwj,w) = Y niag’w U L Jarg(—ag 2N < w, (5.96)

=0 (—ag /)

donde

A

89M = (v + p + L)/N. (5.97)
En los problemas fisicos, arg z = 0 y arg(—oa kzN) =0, de modo que

Nl F(n + 1+ (5%73)) (5,3)

Wiw;, ws] = G ey
- 3 TnN4L
20 (g ol /M) 027

i=1,2, (5.98)

y T}j.4 se obtiene sustituyendo (5.98), (5.83) en (5.81). Para calcular 7} 3 ha de
tenerse en cuenta que arg z = 0 es un rayo de Stokes para este factor, luego
larg(—ay ,2™V)| = 7, y el desarrollo (5.92) no corresponde necesariamente a

exp(—« N’kzN /N). En consecuencia, definimos sobre este rayo de Stokes

1
_ + -

T = 5(Th+T53). (599)
donde TJJ% y T; 5 son los valores de este factor en los sectores adyacentes
separados por el rayo. Es decir, habida cuenta de (5.81), se ha de tomar
sobre el rayo argz =0

1 _

W[wj,w4] = §(W[w]', LU4]+ + W[wj,w4] ), (5.100)
donde W(w,, wa]t, W[wj, w4]~ son los valores del Wronskiano para arg z un
pPOCO mayor y un poco menor que cero respectivamente. Procediendo como
en el caso de la ecuacion biconfluyente de Heun, expresiones (5.31) a (5.35),
obtenemos, para cada j = 1,2,

P(n+1+ 5(Lj’4)) (j.4)

(g /Nytop N+
N4

que llevada junto con (5.83) a (5.81) nos da el valor de Tj3 sobre el rayo
argz = 0.

N-1 ‘
Wiwj,wg] = (-1)" COS((S(LJA)T(') (5.101)
L=0

Un procedimiento andlogo permite obtener los Wronskianos de w;, w; en
los numeradores de (5.82). Ahora introducimos las funciones auxiliares

By .
uj1(2) = exp <_21\4AZJZ_M w;(z), j=12, 1=5,6, (5.102)
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B M
u(z) =exp | ——==z" wy(2), [=25,6, 5.103
((z) = exp ( ML) ) (5.103
dando lugar a la relacion entre Wronskianos
_ Buig s
Wlu; 1, w] = exp —Wz Wiw;, wy), (5.104)

La sustitucion de (5.59), (5.62) en (5.102), (5.103) respectivamente con-
duce al desarrollo asintotico cuando z — 0 del primer miembro en (5.104),

Wity Z ey (5.105)
n=—oo
donde
400 M-1
i1 ~ A
77(1]’) — Z bm,l[_BM,lcn—m-I—l-i-M,j,l -2 Z Bq,lcn—erlJrq,j,l +
m=0 =1

+(—n+2m —1—-v;+ p)n—m+1,41), (5.106)

siendo ¢, ; los coeficientes en la expansion de Laurent convergente

vii(z) = Y enguz"t, (5.107)

n=—oo

de la funcion

M-1
vj1(2) = exp (Z ﬁ(j’%‘l) w;i(z), j=1,2, 1=5,6. (5.108)

g=1

La serie exponencial de Heaviside permite construir ahora M desarrollos
formales de la exponencial en el segundo miembro de (5.104),

o an (4,0
+o0 (_5M7lsz/M)n+6Lﬂl

-

: L=0,1,...,M—1, (5.109)
n=-—o0o0 F(TL +1+ 52]711))

(D)

de modo que para todo conjunto de M constantes complejas k"’ tales que

Z kP = Wiw;,wi, (5.110)

se verifica

M . .
Wi, uj] = Z /Q(LJ’Z)Sg’l)(z), z— 0. (5.111)
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Poniendo (5.109) en el segundo miembro de (5.111) y comparando el desa-
rrollo resultante con (5.105) se obtienen los Wronskianos en los numeradores
de (5.82):

M-1 (4,0

Fn+14+67") (u — N
W[wjawl] = E - nid(j’” Py(jn?\;lfL’ ]arg(—ﬁlez M)’ <,
L=0 (_5M,Z/M> L

(5.112)
donde ‘
07 = (~vj — pi+ L)/ M. (5.113)
Cuando arg z = 0 se tiene, anadlogamente a (5.98),
M-1 (4,5)
r 1+6 ;
Wiwj,ws] = Y (Rt 140.7) o) j=1,2, (5.114)

~ G T N—T,°
120 (|By 5l /Nryr+oe Mk

y analogamente a (5.101),

M-1 (5,6)
j 'n+1+90 ; .
Wijwe] = 3 cos(6fOm) T2 FL Lé(j,ﬁz Uo L j=12. (5.115)
=0 (Byr g/ M)" oL

Los factores de conexion T} 5, Tj 6 sobre el semieje real positivo se obtie-
nen ahora sustituyendo (5.114), (5.115) en los numeradores y (5.84) en los
denominadores de (5.82).

El espectro de energias de Schrédinger correspondiente al potencial su-
ma de potencias (5.54) deriva del comportamiento regular, en el origen y
el infinito, de las soluciones de (5.57) que representan estados fisicamente
aceptables.

El comportamiento de las soluciones multiplicativas cuando z — oo viene
dado por las formulas de conexion de clase (a),

w1 (z) ~ Tl,gwg(z) + T1,4w4(z), 2z — 00,
wa(z) = Thz3ws(2) + Trawa(2), z — 00, (5.116)

donde wy diverge cuando z — 0o, y su comportamiento cuando z — 0 viene
dado por las formulas de conexion de clase (b),

wl(z) ~ T175w5(z) + T176w6(z), z — 0,
wa(z) = Trsws(2) + Toswe(z), z—0, (5.117)
donde wg diverge cuando z — 0. Por consiguiente, cualquier solucién de

(5.57) que representa estados fisicamente aceptables no dependera de wy ni
de wg. En particular, ws(2) es regular en el origen y puede elegirse de modo
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que también sea regular en el infinito. De (5.117) se obtiene (cfr. (2.294)) ws
en combinacion lineal de ws, wy:

Ti3T5 ¢ — 1161
ws(2) %( 1,3 2,6D5 1,6 2,:),)%03(2%L
n <T1,4T2,6 — Ty 6154
Ds

) wa(z), 2z — 00, (5.118)

siendo (cfr. (2.295))
Ds =T 5156 —To5T16 # 0, (5.119)

no nulo a causa de la independencia lineal de w;, we. Para que ws repre-
sente estados fisicos debe anularse el coeficiente de w4, de donde resulta la
condicion de cuantizacion (cfr. (2.296))

ThaTs6 —TheT24 = 0. (5.120)

Dados los parametros del potencial (5.54) y el momento angular £, el
lado izquierdo de (5.120) es una funcion de la energia a través de uno de los
parametros gs de (5.58). Los ceros de esta funcion son la energias propias
del oscilador "spiked". Las funciones de onda correspondientes a las energias
propias son combinaciones de wy, wa,

wis(z) = Cuw (2) + Cowa(2), (5.121)

donde los desarrollos (5.59) de w1, wa se reemplazan en las vecindades del
origen y el infinito por los desarrollos asintéticos

wﬁs(z) ~ (61T175 + §2T275)w5(z), z — 0, (5.122)

wﬁs(z) ~ (€1T173 + §2T273)w3(2), Z —r 00, (5.123)

A partir de estas expresiones pueden normalizarse las funciones de onda.

La validez de nuestro método en el tratamiento de los osciladores "spiked"
se ha verificado en algunos casos particulares estudiados por otros autores
mediante aproximaciones diferentes, suponiendo que r es una variable adi-
mensional que representa una distancia medida en cierta escala y que I, A,
son la energia y parametros del potencial en unidades adecuadas.

Como primer ejemplo hemos considerado el potencial

V(r) = Agr? + A_yr™4, Ay =1, (5.124)

escribiendo la ecuacion de Schrodinger (5.53) en términos de las variables
independiente y dependiente

zZ=r, w(z) = R(r), (5.125)
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para que adopte la forma (5.57) con
G(2) = A_gz7 2+ 1(1+1) — E2% + 2*, (5.126)

de modo que son M = 1, N =2 1los rangos de las singularidades en el origen
e infinito respectivamente.

Los coeficientes ¢, = ¢, j de las soluciones de Floquet (5.59) verifican la
recurrencia

A_yente+[L(L+1)—(n+44+v)(n+3+v)|cnta — Ecpra+cn = 0. (5.127)

Las soluciones de Thomé (5.61) tienen exponentes

—14+E  -1-E
2 y M4 = 2 )

(5.128)

ag3=—agqs=-1, a13=—-a14=0, pz=
y coeficientes a,, = ay, i, k = 3,4, que verifican la recurrencia
20o0mam, =[(m—2—p)(m—1—p) — LIL+ 1D]am—2 — A_gam—4a. (5.129)
Las soluciones de Thomé (5.62) tienen exponentes

Bis =P = —A};/Q, ps = pe = 1, (5.130)

y coeficientes by, ; que verifican la recurrencia

2ﬁ1mbm == [m(m - 1) - £(£ + 1)]bm71 + Ebm,;g - bm,5. (5131)

Las soluciones de Floquet y Thomé quedan determinadas univocamente
eligiendo

Co,1 = Cp,2 = 1, ap,3 = ap4 = 1, 60’5 = bo’g =1. (5.132)

Los Wronskianos en los denominadores de (5.81), (5.82), dados en (5.83),
(5.84) respectivamente, son ahora

Wlws, wa] = —W|ws, ws] = 2, (5.133)

Wlws, we] = ~Wlws, ws] = —24"7}. (5.134)

Los Wronskianos en los numeradores de (5.81), dados en (5.98), (5.101),
son
(4,3) : )
Wiw;j, ws] = 27 D+ 1+ 699703 (5.135)

Wy, ws] = (—1)" cos(md )2 D 4 14 60V)ED - (5.136)

y los Wronskianos en los numeradores de (5.82), dados en (5.114), (5.115),
son



198 CAPITULO 5. aplicaciones del método de wronskianos ii

Wilw;, we] = (—1)""* cos(ﬂyj)A(_;nJerH)/zF(n - Vj)’y(_jf), (5.138)
donde para cada j = 1,2, k = 3,4,
S9N = (v + e +1)/2, k=34, (5.139)
. +Oo
'y%’k) = Z as’k[OZQ’ka_i_S_Lj - (m + 2s + 1 + v; — Hk)cm+s+1,j]7 (5.140)
m=0

y para cada j =1,2, 1 = 5,6,

+o0
’}/T(){’l) = Z st[—ﬁLlCm_s_,_QJ' + (28 —-m — Vj)cm—s—i—l,j]- (5.141)

m=0

Utilizando un programa FORTRAN con doble precisién hemos obteni-
do, para diferentes valores de A_4 desde 0,0001 hasta 100, las energias del
estado fundamental del potencial (5.124) y los indices v; de las soluciones de
Floquet correspondientes. La exactitud de nuestros resultados es comparable
a la obtenida por Buendia et al. [14] o Roy [52]. (Debido a la diferente defi-
nicién del operador de Schrodinger, nuestras energias deben dividirse entre 2
antes de compararlas con las de la tabla 4 de [52].) Cuando aumenta el valor
de A_4, se requiere aritmética méas precisa para alcanzar la exactitud en los
resultados que se obtiene con los valores mas pequenos de este parametro. A
fin de evitar la ambigiiedad en los valores de los indices, suponemos que éstos
varian continuamente con A_4 y fijamos su parte entera de modo que v; =0
y, en consecuencia, vo = 1 para A_4 = 0, como sucederia para una particula
de momento angular cero. Cuando A_4 crece, v; también crece hasta que al-
canza el valor 0,5 para A_4 = 0,1305... y una energia propia £ = 3,6454....
Para estos valores criticos de los parametros, v; = v5 y solo existe una solu-
cion de Floquet de la forma (5.59). Cualquier otra solucion independiente de
ella contiene términos logaritmicos. En este caso, nuestro procedimiento no
es aplicable en la forma descrita, siendo necesario desarrollar la idea basica
de otra manera. Si A_4 continta creciendo por encima del valor critico, la
parte real de v; permanece en el valor 0,5 y su parte imaginaria aumen-
ta. Las dos soluciones de Floquet correspondientes son entonces complejas
conjugadas una de otra, lo que permite simplificar los calculos en nuestro
procedimiento. Asimismo, a fin de ilustrar la tendencia de los coeficientes de
las soluciones de Floquet y Thomé, hemos calculado los més relevantes para
dos casos particulares: A_4 = 0,4 estudiado por Znojil [69] y A_4s = 1,1 = 2,
considerado por Aguilera-Navarro y Ley Koo [4].

Un segundo ejemplo de oscilador "spiked" resuelto mediante nuestro pro-
cedimiento esta representado por el potencial

V(r)=Asr? + Agr ™+ Aer™®,  Ay=1. (5.142)
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que es cuasiexactamente soluble para ciertos conjuntos de valores de los
parametros.
Los cambios de variables

z=r? w(z) = r/2R(r), (5.143)

transforman la ecuacion de Schrodinger (5.53) en la ecuacion (5.57), donde

%(A_gz_Q + A 4z P L(L+1)—3/4— Ez + 2?), (5.144)
con singularidades en el origen y el infinito de rangos M=1yN=1
respectivamente. Por tanto, la ecuacion (5.57) es ahora una ecuacion de Heun
biconfluyente (5.2). En la seccion 5.1 hemos aplicado nuestro método de
calculo de los factores de conexién y espectro de energias a las ecuaciones de
esta clase. La recurrencia verificada por los coeficientes ¢, = ¢, j, j = 1,2,
de las soluciones de Floquet es (cfr. (5.6))

A_gCniat+A_geni3+[L(L+1)=3/4—4(n+2+v)(n+1+v)|chro—FEcpt1+cn, = 0.
(5.145)
Los exponentes de las soluciones de Thomé de clase (a), vélidas cuando
z — 00, son (cfr. (5.4), (5.7))

o3 =—014 = —]_/27 U3 = E/4’ g = —E/4, (5146)

y la recurrencia verificada por los coeficientes a, ; = am, k = 3,4, es (cfr.

(5.8))

Sarmam = [4(m—p)(m—1—p)—L(L+1)+3/4am-1—A_4am—2—A_cam—_3.
(5.147)
Los exponentes de las soluciones de Thomé de clase (b), vélidas cuando

z — 0,s0n (cfr. (5.5), (5.7))

A2 A A
51,52—&,6:—;6, ps=1+—7%, ps=1——73, (5.148)
2 1AM2 4AM2

y los coeficientes by, = by, 1, | = 5,6, verifican la recurrencia (cfr. (5.9))

8B1mby, = [A(m—1+p)(m—24p) — L(L+ 1)+ 3/4]bm—1+ Ebym—2 — by—3.
(5.149)

Eligiendo
€o,1 = Cp,2 = 1, ap,3 = ap4 = 1, b075 == b0’6 == 1, (5150)

evitamos la ambigiiedad en la determinacién de las soluciones de Floquet y
Thomé, asi como de sus Wronskianos. Para cada 7 = 1,2, en los denomina-
dores de (5.81), (5.82), tenemos

Wilws, wy] = —Wwyg, w3] =1, (5.151)
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W[w5,w6] = —W[we,w5] = —A£/62. (5.152)

y en los numeradores de ambas expresiones se tiene
Wiwj, ws] = 277 T (n 4 1 4 60:9)y 0, (5.153)
Wiw;, wy] = (—1)" cos(x6@)2m V(5 41 4+ 609),04  (5.154)
Wiw;, ws) = (AY2/2) 70" (5 4 1 4 §05)55:5) (5.155)

Wlwj, we) = (=1)" cos(m80D)(AYE /270 P (n 4 1 4 606)), 09,
(5.156)
siendo

UM =i 4, k=34, 69D =_—p;—p, 1=5,6, (5.157)

+0o0

,YT(TJl%k) — Z s k[O1 kCmtsj — (25 +m+ 14+ vj — p)emyst1,5), k= 3,4,
s=0
(5.158)
. +m
YD =3 " b [Briem-si2j + (25 —m —1 = vj +rho))em—si1,4], 1= 5,6,
s=0
(5.159)

de donde resultan los factores de conexién sustituyendo estas expresiones en
(5.81), (5.82) y el espectro de energias sustituyendo los factores de conexion
en (5.120). Utilizando este algoritmo hemos obtenido los indices v1, v2 de las
soluciones de Floquet y las energias del estado fundamental correspondientes
al potencial (5.142) para diferentes valores de A_g desde 1073 hasta 10 y de
A_4 =0, 1, 10. Nuestros resultados muestran una concordancia notable con
los de Buendjia et al. [14], Roy [52] y Saad et al. [53].

El tercer ejemplo elegido por nosotros es el oscilador "spiked" cuyo po-
tencial

V(r)=r?+ A2 (5.160)

presenta una singularidad critica. La ecuacién de Schrédinger provista de
este potencial adquiere la forma (5.57) con

9(2) = 16(\22 + L(L+ 1) +15/64 — E2® + 2'6), (5.161)
a la que se llega mediante los cambios de variables
z=rl/4 w(z) = r38R(r). (5.162)

La ecuacion verificada por w presenta ahora singularidades en el origen
y el infinito cuyos respectivos rangos son

~

M=1, N=8. (5.163)
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En este caso, los coeficientes ¢, = ¢y 5, (j = 1,2), en las soluciones de
Floquet (5.59) verifican la recurrencia

Aent1s+[L(L+1)+15/64— (n+16+v)(n+15+v)/16|cht16— Ecpis+c¢n = 0.

(5.164)

Los exponentes en las soluciones de Thomé de clase (a) (5.61), validas
cuando z — 00, son

048,3 = _048,4 = —4, 047,]- = OéGJ‘ = ...= Oél’j = 0,
p3=—7/24+2E,  pys=-7/2-2E, (5.165)

y sus coeficientes ap, i, = am, (k = 3,4), verifican la recurrencia

2agmay, = [(m—8—pu)(m —T7—p) —16L(L+ 1) — 15/4]am—s — 16Aam—10.

(5.166)

Los exponentes en las soluciones de Thomé de clase (b) (5.62), validas
cuando z — 0, son

Bis= P16 = —4\/2, 5 = pe = 1, (5.167)
y sus coeficientes by, ; = by,, (I =5,6), verifican la recurrencia
2B1mby, = [m(m—1)—16L(L+1)—15/4]by—1+16Eby,_g—16by,—17. (5.168)
Eligiendo como en los ejemplos precedentes
co1 =co2 =1, ap3 = ap4 =1, bos =bos =1, (5.169)
obtenemos para los denominadores en (5.81), (5.82) las expresiones
Wlws, wa] = —W[ws, w3] = 8, (5.170)

Wlws, wg] = —W|wg, ws] = —8A/2, (5.171)

y para los numeradores respectivos, (j = 1,2),

( .
Wiw;, ws)] Z 20 (4 14 697), 0%, (5.172)

7 4 ,
Wwj,wg] = cos(ﬂégA))Q"*‘;(Lj K F(n+1+ 5(] 4))’y§n+)L, (5.173)
L=0

Wiw;, ws] = (ANY2) 41D (n — 1,)7 U5, (5.174)
Wlwj, we] = (—1)""* cos(mv;) (4 ANV A (g — Vj)'y(_j;f), (5.175)

donde '
SR = (v + uy, + L) /8, (5.176)
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—+00

’Vr(rJL"k) = Z as,k[a&kcm-i-s—?,j - (25 +m+1+ Vi — Nk)cm+s+17j]a (5'177)
s=0
’y,(,i’l) = Z bsi[=B1iCm—s+2,5 + (25 —m — vj)Cm—st1,4]- (5.178)
s=0

Utilizando nuestro procedimiento hemos obtenido los indices vy, vy =
1 — v1 de las soluciones de Floquet y las energias del estado fundamental
en el potencial (5.160) para diferentes valores de ), desde 1072 hasta 20,
que han sido considerados por varios autores. Nuestros resultados son més
exactos que los obtenidos en [3] mediante la integracion numérica de la ecua-
cion de Schrodinger, aunque, en doble precision FORTRAN, no alcanzan
la exactitud de los resultados de Buendia et al [14] obtenidos por el méto-
do de continuacién analitica. No obstante, nuestro método genera valores
numéricos cuya exactitud se ve limitada solamente por la precision de la
aritmeética utilizada. Asimismo, la representacion de las funciones de onda
mediante series de Laurent y desarrollos asintéticos es muy adecuada para
su normalizacién y para el cilculo de valores esperados.



Apéndice A

Convergencia de las series ) y

Q

Abordamos en este apéndice el problema de la convergencia de las se-
ries Qflapk) y Q%a’k) que definen a los coeficientes 'ys)n en el desarrollo formal
(2.217). De las expresiones (2.220) y (2.221) se desprende que la conver-
gencia de tales series depende del comportamiento cuando s — +oo de los
coeficientes alg) en las formas asintoticas (2.166) de las soluciones formales
Uqk(2), asi como del comportamiento cuando n — +oo de los coeficientes
b,’i) en el desarrollo (2.213) de wyeg 1 (2). Los coeficientes aﬁ), bfi) verifican las
recurrencias (2.174) y (2.216) respectivamente, en las cuales se fundamenta

nuestro estudio.

A.1. Un teorema de Perron sobre recurrencias li-
neales

Definicion 20. Sea

Yr4+m + D1 (T)yf-i-m—l +p2(7)yf+m—2 + ...+ pm(T)yT =0,
(r=0,1,2,...), (A1)

una ecuacion en diferencias lineal homogénea de orden entero positivo m =
1,2,3, ... . Diremos que (A.1) es una recurrencia de Perron-Kreuser (PK) si
los coeficientes p;(7) verifican la propiedad

pj(1) = A5 4 o(r59) = A;rRi(1 4+ 0(1)), (T — +00),
(1=1,2,....,m), (A.2)

es decir, denominando po(7) = 1 al coeficiente de yr4m, se verifica

lim
T—+00

pi(r) — Aj™

7K

=0, (j=0,1,2,..,m), (A.3)

203
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donde (A;,K;) (j = 0,1,...,m) son los pardmetros asintéticos de la recu-
rrencia, que verifican

Aj€C, K;eR, (j=1,2,...,m),
Ag=1, Ko=0,
K;j=-00 si Aj=0, (j=1,2,....m). (A.4)

Definicion 21. Dada una recurrencia de Perron-Kreuser de orden m > 1,
sea
E, ={0,1,...,m}, (A.5)

el conjunto de los (m + 1) primeros numeros enteros mayores o iguales que
cero, y
R=RU{—00,+00}, (A.6)

el conjunto de los numeros reales ampliado con +00. Denominamos conjunto
de Puiseur Pm de la recurrencia (PK) al subconjunto de E,, x R

Pon = {P;(j. K;):5 = 0,1,...,m}, (A7)

formado por los (m + 1) puntos P; de coordenadas (z,y) = (j, K;) en un
sistema de coordenadas rectangular del plano ampliado R?U{cc}. Los puntos

Py(0,0), P, (m, Ky,), (A.8)

pertenecen a P, y nos referimos a ellos respectivamente como puntos inicial
y final del conjunto de Puiseux.

Definicion 22. Dada una recurrencia de Perron-Kreuser de orden m > 1,
sea

Vg ={Pey, Pey,.... Peyie0 < €1 < ... < g} C R?, (1<g<m), (A.9)

un subconjunto del conjunto de Puiseux P,, de la recurrencia, ordenado por
las abscisas de sus elementos, que contiene g + 1 puntos o vértices, ninguno
en el infinito. Sea

g—1
L, = £y, L,=PF.,P., .., (n=0,1,....,9 — 1), (A.10)
n=0

una linea poligonal de la recurrencia (PK), es decir, una linea poligonal
contenida en R?, formada por g segmentos L, que conectan a los g + 1
vértices de Vg, y sean

K K.,

an L? (77:071)"')9_1)7 (All)
Ent+l — €n
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las pendientes respectivas de los g segmentos L, = P, P, ., de la poligonal
L,. En estas condiciones, denominamos linea poligonal de Newton-Puiseuz
o bien diagrama de Newton-Puiseuz (NP) de la recurrencia (PK) a toda
linea poligonal L de la recurrencia que verifica las propiedades especificas
siguientes:

i) La linea poligonal L conecta al punto inicial con el punto final del
conjunto de Puiseux de la recurrencia, es decir,

Peo :P0(070)7 Peg :Pm(m7Km)a
ep=0<er <ex<...<ey1<eg=m. (A.12)

ii) La linea poligonal L es convexa respecto al sentido ascendente del eje
de ordenadas Y, es decir,

qo > q1 > q2 > ... > Qg—1. (A.13)

iii) Para todo punto P; del conjunto de Puiseux Pp,, o bien P; pertenece
a algn segmento L, ;) de la poligonal L, o bien P; pertenece a la regi6n
céncava del plano, nunca a la regiéon convexa, definida por L, es decir,

K — jay < ke, — enay, (j=0,1,....m), (n=0,1,...,9g—1), (A.14)

siendo valida la igualdad para j = e, y j = e,41, y la desigualdad para
J<eényJ]>enti.

Definicion 23. Dada una recurrencia de Perron-Kreuser de orden m > 1,
sea P, su conjunto de Puiseux y V; (1 < g < m) el conjunto de g+1 vértices
de una linea poligonal L, de Newton-Puiseux de la recurrencia, formada por

g segmentos L, = P, P (n=0,1,...,g — 1). Denominamos conjunto de

N1
Newton DZ) del segmento L, al conjunto de los puntos de Py, que pertenecen
al segmento L, es decir,

DY =P,NL, (n=0,1,....,g—1), (A.15)
de manera que para todo punto Pjq)(j(n), K;«) € D;Q se verifica
K, — K K - K,
. (m) en ent1 en
en <jm) < ept1, J = . A.16
n ( ) n+ ](77) — e, ent1 — ey ( )

Definicién 24. En las condiciones establecidas por las definiciones pre-
cedentes, para cada n = 0,1,...,g — 1, denominamos conjunto de Kreuser o

conjunto de indices del segmento £, al subconjunto ordenado Iﬂl) del conjun-
to E,, cuyos elementos son las abscisas j(n) de los puntos P; () del conjunto

de Newton DZZ% correspondiente a Ly, es decir,

12) = {i(n) € Emi Pityy (i) Kj) €D} (=0,1,.00,9= 1), (A17)
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)

de manera que dado j € E,,, j pertenece a I, siy solo si verifica las propie-
dades (A.16); ademas, e, y e,41 son respectivamente los elementos minimo

y maximo del conjunto I}, .

Definicién 25. En las condiciones establecidas por las definiciones pre-
cedentes, para cadan =0,1,...,g — 1, denominamos polinomio caracteristico
del segmento £, a la funciéon polinémica de grado (m — e;))

gnz)= S Ay 0 (p=0,1,..,9 - 1). (A.18)
J(mer)

Lema 1. En las condiciones dadas por las definiciones precedentes, para
cadan =0,1,...,g — 1 el polinomio caracteristico gﬁ?(z) tiene en z = 0 una
raiz de multiplicidad (m — ep41).

La conclusiéon se hace evidente si tenemos en cuenta que gZQ (z) admite
la expresion

GN(2) =GM(z) 2™+, (p=0,1,...,g — 1), (A.19)

donde QA?n)(z) es el polinomio de grado n, = e;11 — ¢,

GR(2) = Aey 277270 3T Ajey 20 IO Aoy, (A20)
j(mely
siendo B
I'pn) EI;]’L)\{enaen+1}7 (77:0’17"')9_1)? (A21)
)

el conjunto que resulta de prescindir en I; de sus elementos minimo y mé-
Ximo.

A fin de que la expresion del teorema de Perron sea lo més clara posible,
para cadan = 0,1,...,g—1 es conveniente agrupar a las n, = e,1 — e, raices

del polinomio Qﬁrz (z) atendiendo a sus diferentes modulos. Sea
d(n) < n, (A.22)

el nimero de modulos diferentes en el conjunto de n,, raices del polinomio

A:Q(z) y sean tales modulos

01 <09 < ..... < Ogiy) < oo < Oy (A.23)
ordenados de menor a mayor; entonces, si denominamos
Py (00 =1,2,....d(n)), (A.24)
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al nimero de raices del polinomio C;ﬂl) (2) cuyos modulos son iguales a og(y),
se verifica la igualdad

d(n) :
Z ﬁg(n) = €pq1 — €y = Ny (A.25)
0(m)=1

Teorema 13 (PERRON). Sea
ij(T)yTer,j =0, (r=0,1,2,...), (meN), (A.26)
j=0

una recurrencia de Perron-Kreuser de orden m > 1 y parametros asintéticos
(A;,K;) (j =0,1,...,m); sea Ly una linea poligonal de Newton-Puiseux de
la recurrencia, formada por (g + 1) vértices P, (ey, Ke,) (n = 0,1,...,9) y
g segmentos L, = P, P ., (n=0,1,...,g — 1), 1 < g < m), de pendientes
a = (Ke,y — Ke,)/(egt1 — ey). Para cada n = 0,1,...,g — 1 sean ) los
conjuntos de Kreuser, gﬂ? (z) los polinomios caracteristicos correspondientes
a los segmentos L, y QAZI)(z) los polinomios de grados n, = e;11 — e, que
resultan de factorizar la potencia 2"~ ¢t en los polinomios caracteristicos
respectivos. Sean ag) (0(n) = 1,2, ..., d(n)) los médulos diferentes ordenados

de menor a mayor en el conjunto de las n, raices de Qﬁ,g(z), y sea ﬁg()n)

el namero de raices de gﬁ? (2) cuyos modulos son iguales a og(;). En estas
condiciones
(=) Existe un sistema fundamental de soluciones de la recurrencia

Yy = {y;’);j - 12m} (A.27)

cuyos elementos pueden agruparse en g clases correspondientes a los g seg-
mentos de la linea poligonal de Newton-Puiseux

() (A.28)

n=0"
tales que

i) Cada clase Hnm) contiene n, = e,1 — e, soluciones linealmente inde-

()

. T .
pendientes y- * "/, es decir,

HY) = {yr ) € Vi Tn) = 1,2,y f, (1=0,1,..,9—1). (A.29)

ii) Para todo n = 0,1,...,g — 1, la clausura lineal de 7-[22 estd formada

)

por soluciones y5’ de la recurrencia que son de orden —qy, es decir, tales que

1

yn)
lim inf z
T—+oo In(7!)

In

= —qy, (A.30)
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donde yﬁ) representa a una solucién de la clase 7—[;2 0 una combinacién lineal

no nula de soluciones de dicha clase.

iii) Cada clase Hnm) puede partirse en ci(n) subclases Hgn’l), HT(JZ’Q), ..... ,
H%’d(n)) que contienen respectivamente 19{7), 19;7), ..... ,ﬁg()n) soluciones tales que

todas las soluciones de cada subclase y sus combinaciones lineales son de tipo
Tg(n), €s decir, tales que

lim sup (‘yﬂ(f”e(n))’ (T!)_q")l/T = 0p(n)> (A.31)

T—+00

de manera que

Ve>0 3 M(n,0(n) >0 > ‘yﬁ”’e("))‘ <M (09(7,) + €>T (T,

(tr>0), (A.32)
donde y£ H0) representa a una soluciéon de la subclase 7_[7(71,9(77) ) 6 bien a una
combinacion lineal no nula de soluciones de dicha subclase.

A.2. Convergencia de las series (), (). Caso regular-
irregular

La aplicacion del teorema 13 a una recurrencia de Perron-Kreuser parti-

) y bfb) respec-

cular, como las recurrencias (2.174), (2.216) verificadas por al
tivamente, se realiza en varios pasos:

Primero, escribiendo la recurrencia en la forma canoénica (A.1), (A.26),
obteniendo a partir de ella sus parametros asintoticos (4;, K;) (7 = 0,1,2,...,m),
y de éstos el conjunto de Puiseux Pp,.

Segundo, construyendo el diagrama de Newton-Puiseux [V, Lg] (1 <
g < m) con sus vértices P, € V; C Pp, y calculando las pendientes ¢, de
los segmentos £, € Ly (n =0,1,...,g — 1).

Tercero, obteniendo los polinomios caracteristicos Qﬁ@) (z) de los segmen-
tos Ly y las raices de cada uno de ellos zg(;) = oy, exp (iarg Z@(n)))

0(n) =1,2,...,d(n)).

Cuarto, aplicando el resultado (A.32) para establecer cotas superiores
de las soluciones de la recurrencia.

Estudiemos en primer lugar el comportamiento asintético de af) cuan-
do s — +oo. Las funciones a? verifican la recurrencia (2.174) cuya for-
ma canoénica escribimos reemplazando en (A.26) la variable independien-
te genérica 7 por s, el orden m por N + 1, cambiando a continuacién
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s — s+ N + 1 y dividiendo finalmente todos los términos de la recurrencia
entre —204?\2+1($ + N +1). Asi, para cada k = 1,2 se tiene

N+1
k k k
Yop(s)al v =0, (s=0,1,2,..), (ag #0), (A.33)
=0
donde
py(s) =1, (A-34)
k) k) .
P (s) = a1 = 2on e H N Zj+ ) (j=1,2,...,N), (A.35)
! —2a5, (s + N +1)
" a4 s(s+ N +1—2a0)
PN41(s) = %) ) (A.36)

—2apy, (s +N+1)

donde & se dan en (2.175), (2.176).
A partir de (A.34), (A.35) y (A.36) obtenemos el comportamiento asin-
totico de los coeficientes de la recurrencia; para cada k = 1, 2,

p;?)(s) = Af)sKj +o(sk) = Aﬁ)SKj(l +0(1))

) (s = +00),
J

=0,1,..,N+1), (A.37)

—

siendo
k)

[e% .
A? — Nk—)J“, K;j=0, (j=0,1,..,N), (A.38)

AN

k 1
A]\;Jrl = o k) KN+1 =1, (A39)

200y 44

los parametros asintoticos de la recurrencia y 0‘2+1 = A\ (cfr.(2.170)).
El conjunto de Puiseux de la recurrencia es, de acuerdo con (A.7),

Pni1={P;(j,K;);7=0,1,...,.N+1} =
={P;(4,0);5=0,1,.. ., N} U{Pn1(N +1,1)}. (A.40)

El diagrama de Newton-Puiseux de la recurrencia (2.174), (A.33) verifi-
k)

cada por as’ consiste en un tnico (g = 1) segmento Ly que conecta al vértice
inicial Py(0,0) con el vértice final Pyi1(N + 1,1) del conjunto de Puiseux,
es decir,

Vi = {Peg; Peyyeg = 0,61 = N + 1} =
= {P(0,0), Px41(N + 1,1)}, (A.41)

Ly = {Lo}, Lo=PPyn+1, (A.42)
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siendo
1

T N+1
la pendiente del segmento. A modo de ejemplo, en la figura A.1 represen-
tamos el conjunto de Puiseux y el diagrama de Newton-Puiseux de la recu-

k)

rrencia de ag

qo (A.43)

en el caso particular M = —1, N = 2.

2r | 1 1 A

Figura A.1: Diagrama de Newton-Puiseux de la recurrencia verificada por los coeficientes

as) en las expansiones asintoticas cuando z — oo de las soluciones formales de la ecuacion

canonica (2.147). Los parametros de grado del potencial toman los valores M = —1,
N = 2. La pendiente del segmento es go = 1/3.

El conjunto de Kreuser correspondiente al segmento Ly esta formado
por las abscisas de sus dos puntos extremos, tinicos puntos de Py41 que
pertenecen a Ly:

0
IV = Ing1 = {0, N + 1}, (A.44)
de manera que el polinomio caracteristico de este tnico segmento es, para
cada k =1, 2,
(k,0)_\ — k) _ k) N+1-j _ 4k) N+1 k)
gN—i—l(Z) = gN—i—l(Z) = Z Aj z T=Ay2 + AN+1 =
Jje€IN11

1
_ N+1 _
=z o (A.45)

donde A\ (k = 1,2), dados en (2.177) y (2.178), son los parametros que
controlan el comportamiento asintotico de las soluciones formales u, ,(2) de
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la ecuaciéon canédnica cuando z — oo. En la mayoria de las aplicaciones fisicas,
el parametro gon es real positivo y z es una variable real no negativa, luego
Ak son reales: Ay <0y Ag > 0.

Las raices de gf\,)ﬂ(z) son por tanto las N + 1 raices complejas de 1/2\,
es decir, para cada k =1, 2,

) = oF exp(ig?)),  (L=0,1,..,N), (A.46)
donde
O_k) _ i 1/(N+1) gok) _ arg(l/Z)\k) + 27 L
2k ’ L N+1 ’
(L=0,1,..,N), (A.47)

de manera que todas las raices tienen el mismo moédulo, es decir, n = 0,
d0)=1y Y = N+1en (A22)y (A.24).
En estas condiciones, el teorema de Perron establece que, para cada k =

1,2, existe un sistema fundamental de soluciones de la recurrencia (2.174),
(A.33)

Vo= {ag’fﬂ'>;j —1,2,..N + 1}, (A.48)

cuyas funciones constituyen una unica clase H ]\; 41 de soluciones de orden

—qo = —1/(N + 1), i.e. tales que

In %
lim inf — % | — 1 (A.49)
s—+oo In(s!) N+1 '
donde alsf) representa a cualquier combinacién lineal no nula de las funciones
(k)

as *’, es decir, cualquier solucién no nula de la recurrencia. Asimismo, el
teorema establece que dentro de la clase ‘H ]\; 41 existe una tnica subclase

’HE\];H de soluciones; de tipo o), es decir, tales que dado k = 1,2, para toda

solucién no nula as’ de la recurrencia se verifica

1 1 [V(N+D)
lim sup (‘ag)‘ (s!)_l/(N‘H)) e ‘ # 0, (A.50)
S$—+00 2)\k

y por consiguiente es vilida la acotaciéon siguiente de alg) :

1/(N+1)

Ve>03 M) >0 5 |ab

+ 6) (8!)1/(N+1),

(s>0). (A51)

k 1
<MH)<2)\k
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)

Consideremos en segundo lugar el comportamiento asintotico de beL cuan-
do n — 4o00. La forma canénica (A.1), (A.26) de la recurrencia (2.216)

verificada por las funciones blﬁb se obtiene reemplazando la variable indepen-
diente genérica T por n, el orden m por 2N + 2, cambiando a continuaciéon
n — n+2N +2 y dividiendo finalmente todos los términos de la recurrencia
entre (n + 2N + 2)(n + 2N + 2y, + 1). Asi, para cada k = 1,2 tenemos

N b — —0,1,2 be) A
> by ()b one =0, (n=0,1,2,..), (b #0), (A.52)
=0
donde
By (n) = 1, (A.53)

N e N ok
() — pj),ln + pj),l(2N +2+v—j)+ 6j),2

b; (n+2N +2)(n+ 2N + 1 + 21
(j=1,2,..,N), (A.54)
) én
k N-—1
_ A
PN () = N T D) s aN T 1 2 .
k)
#) ) = e
J (n+2N +2)(n+ 2N + 1 + 213’
(j=N+2,N+3,..,2N +2), (4.56)

) )

donde ﬁ?_l y éf_Q son funciones conocidas de los pardmetros g;, 04;?) (véase
la nota 16) y vy, vienen dados por (2.214), (2.215).

El comportamiento asintotico de los coeficientes de la recurrencia se ob-
tiene a partir de las expresiones (A.53) a (A.56):

) = AP 40 (w1) = AP (14 0(1)), (0 +o0),
(j=0,1,...,2N +2), (A.57)

siendo
AD =1, Ky=o0, (A.58)
~k ~k > .
AV =P Kj=-1, (j=1.2,..N), (A.59)

(AN 41 Bvir) = (01.-2), (A.60)



A.2. convergencia de ), q (regular-irregular) 213

AV =&V, Kj=-2, (j=N+2..2N+2), (A.61)

los parametros asintoticos de la recurrencia.
El conjunto de Puiseux de la recurrencia es, de acuerdo con (A.7),

Pania = {Pj(j, K;);j = 0,1,..,2N + 2}, (A.62)
es decir,
Pansa = {B5(0,0)} U{Pj(j, ~1);j = 1,2,... N } U
u{P;(j,—z);j =N+ 1,N+2,...,2N+2}. (A.63)

El diagrama de Newton-Puiseux de la recurrencia (2.216), (A.52) verifi-
cada por bfL) consiste en un dnico segmento (g = 1) que conecta al vértice
inicial Pj(0,0) con el vértice final Pyy, 5(2N +2, —2) del conjunto de Puiseux.

Es decir,

V _{ €’ ela 20761:2N+2}, (A64)
R o S 1 (A.65)
siendo 1
/
= A.

la pendiente del segmento Lo. Ninguno de los puntos restantes del conjunto
de Puiseux, P (j = 1,2,...,2N + 1) pertenece al segmento, quedando todos
ellos por debaJo de la recta definida por sus puntos inicial y final. Dando
continuidad al ejemplo de la figura A.1, en la figura A.2 representamos el
conjunto de Puiseux y los diagramas de Newton-Puiseux de la recurrencia
verificada por bﬁ) en el caso particular M = —1, N = 2.

En consecuencia, el conjunto de Kreuser correspondiente al segmento Lo
estd formado por las abscisas de Fy, Pyy . Es decir, dado N = 0,1,2, ...,

para cada k = 1,2 se tiene

/\0 ~
I2J)V+2 = Iyyo = {0,2N + 2}, (A.67)
y el polinomio caracteristico del segmento ﬁo, dado por
(k,0 —j
Gonta(2) = Gokviale) = D0 A7 VH, (A.68)
J€I2N+2
es
Gohan(?) = A9 N2 Ay, =2Vl (A69)
donde ég\; = —gan = —AZ. Todas las 2N + 2 raices del polinomio QASJ)\,H(Z)
tienen el mismo modulo, de manera que ahora es d(0) = 1y ﬁ?) =2N+2:
2«? — & exp(ig&lz)), (L=0,1,..,2N + 1),
. ar + 27l

2N +2
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Figura A.2: Diagrama de Newton-Puiseux de la recurrencia verificada por los coeficientes

be) en la expansion de la funcién wreg,k cuando los parametros de grado del potencial en la

ecuacion canoénica (2.147) toman los valores M = —1, N = 2. La pendiente del segmento
/

es go = —1/3.

En estas condiciones, el teorema de Perron establece que dado N =
0,1,2,..., para cada k = 1, 2 existe un sistema fundamental de soluciones de
la recurrencia (A.52)

Whin = {915 =1,2,...2N + 2}, (A.71)

cuyas funciones constituyen una tnica clase 7%];])\, 1o de soluciones de orden
—qy =1/(N + 1), i.e. tales que

1

Jim inf — 1% L AT2
oo In(n!) N +1’ (A.72)

In

donde bn) representa a cualquier combinacién lineal no nula de las funciones

SL J ), es decir, cualquier solucién de la recurrencia. Ademas, dentro de la
vk . L. (k1 . .

clase HQBV 1o existe una tnica subclase ”Hg N 422 de soluciones de tipo %)

)

, l.e.

. k . .
tales que para toda solucién no nula b’ de la recurrencia se verifica

lim sup (’b’;)‘ (n!)l/(NH))l/n — (‘92N|1/2) D £ 0, (A.73)

n—-+4oo
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de manera que para cada k = 1,2 ‘bﬁ)‘ verifica la acotaciéon siguiente:

Ve>0, Yn>0 3IM)>0 >
- 1/(N+1 n
5 ’b,’?\<M§)((!gzN\”2) . +)+e> (nt) VD (A7)

siendo |ggN]1/2 = ||, toda vez que (cfr. (2.178))

2
92N = (O/f\;H) = A7 (A.75)

Los resultados (A.51) y (A.74), que hemos obtenido aplicando el teorema

13 a las recurrencias verificadas por aj) y bn) respectivamente, se adaptan a

las formas particulares de los términos generales de las series (2.220), (2.221)
que definen a Qg?p, Q? cambiando s por j en la primera y n por n —p+J

en la segunda. Asi establecemos, para cada k = 1,2, las mayoraciones

Ve>0, VaecZ 3IM)>0 3

(" () )

(A —p+ )1/ VHY
(p=0,1,...,.N+1), (j=0,1,2,...), (R—p+3j>0), (A.T6)

‘a;?)b’f) ‘ < Mg

n—p+j 3

Ve>0, YVaeaz, 3M§)>0 5

(4" ()" + )

(A4 )1/
(7=0,1,2,...), (A+j>0), (A.TT)

ot | < g

)

siendo
&= e |V 2 VD). (A.78)

Tomando el modulo en las series (2.220), (2.221) y teniendo en cuenta
(A.76), (A.77), obtenemos para cada k = 1,2 las mayoraciones siguientes:

Ve>0, Yp=01,.,N+1, j=0,1,2, ..,
VAEZ 3 A—p+j>0, 3IMI>0 3

el \ /D
o <(2A’2|) +é

k) ~ k) 1/(N+1) np
k] < 2 (W o) e

(A.79)
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Ye>0, Vj=0,1,2.., YAieZ > a+j>0, 3My >0 >

5 1/(N+1) J
ﬁ+oo]<<2N>ﬁ) +€>

= (A )Y

Q] < g ()" o) - (A80)

donde € viene dado en (A.78).

iy

La convergencia de las series en los segundos miembros de (A.79) y (A.80)
se estudia aplicando el criterio de la razén. Dado N = 0,1, 2, ..., para todo
neZyk=12sea

| \/NHD NI
((2|A'Z|) e

4" (n,p) = . (j=0,1,2,..)
! (A= p+ /g Y
(p=0,1,...,N +1), (A.81)

el término general de la serie en el segundo miembro de (A.79). El término
general de la serie en el segundo miembro de (A.80) es entonces igual a

J d;?) (n,0). Aplicando la ley de recurrencia de la funcion factorial obtenemos
las razones de crecimiento asintético de ambos términos generales:

djzrl(A ») ( Akl )1/ N+1) _ (1>1/(N+1)
2|\ 2 ’

k) (o
(heZ), (p=0,1,.,N+1), (A.82)

2] > !

(heZ). (A.83)

lim

j—+o0

(7 + 1) dph (7,0)
jdy (#,0)

lim
j—+oo

Por consiguiente, la razén de crecimiento de los términos generales de las

series que definen a QZ?p y QZ) es, para cada k =1, 2,
d;)1 (. p) (+ 1) d(7,0)

1\ L/ (N+1)
(. p) 5 (50) —(2) . (A84)

y coincide con la razén de crecimiento de la serie geométrica

lim
J—+oo

= l1m
j—+oo

o0 1\ 3/(N+D)

J=0

(A.85)

Ademés, la condicion n—p+j > 0 inherente a (A.76) y (A.77) se verifica
para todo 5 = 0,1,2,... y para todo p =0,1,..., N + 1 siempre que el valor
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entero de n sea tal que 7 — p > 0. Concluimos asi que las series Q%a]’)k) y

Q%a’k) convergen a la misma velocidad que la serie geométrica (A.85) cuando

el entero n verifica la condiciéon 7 — p > 0 en el caso de Q]f) y la condicién

n,p
n > 0 en el caso de QZ).

A.3. Convergencia de las series (2, (). Caso irregular-
irregular

El procedimiento establecido en la secciéon precedente para estudiar la
) k)

by Q; que se presentan en el problema de co-
nexion regular-irregular, se extiende sin cambio sustancial al caso irregular-
irregular. El teorema de Perron se aplica a la recurrencia verificada por los
k)

coeficientes as’ en las series S, ;(2) que definen las formas asintoticas (2.252)
de las soluciones formales de clase (a) uq k(%) de la ecuacion canénica (2.246),

(2.247), asi como a la recurrencia verificada por los coeficientes bﬁ)
ries de potencias (2.467) que representan a las funciones wy, ;(z) definidas
en (2.464), obteniéndose el comportamiento asintotico de unos y otros coefi-
cientes.

En uno y otro caso, el estudio de la convergencia de estas series compren-
de las etapas descritas en el caso regular-irregular:

. . k
convergencia de las series {2

en las se-

a) Escribimos las recurrencias verificadas por los coeficientes alz) y b’fL) en
la forma canonica de Perron-Kreuser ((A.1) a(A.4)) y obtenemos el compor-
tamiento asintdtico de los coeficientes funcionales de los términos de cada
recurrencia.

b) Definimos el conjunto de Puiseux (A.7) de cada recurrencia y cons-
truimos el diagrama de Newton-Puiseux correspondiente (A.10).

c¢) Obtenemos los polinomios caracteristicos (A.18) de los segmentos cons-
tituyentes de cada diagrama de Newton-Puiseux y las raices de cada polino-
mio.

d) Aplicamos el teorema de Perron (A.26) a (A.32) a fin de obtener sendas

. , . . a,k a,k
mayoraciones de los términos generales de ambas series ng » ), Q% ) como
condicién necesaria para establecer su convergencia.

(a,k) Q(Aa,k)

A.3.1. Convergencia de las series ()} ",

Estudiamos el comportamiento asintético de los coeficientes a];) que veri-
fican la recurrencia (2.259) (el proceso se describe paso a paso en la nota 25).
El diagrama de Newton-Puiseux de esta recurrencia consiste en dos (g = 2)
segmentos Lo, L1: Lo conecta el vértice inicial Py(0,0) con el punto de or-
denada méaxima Py11(N + 1,1) y £1 conecta a Py41 con el vértice final
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PN_QM_l(N —2M — 1, —1):
Lo = PoPni1, L1 =Pni1Pn_ap-1. (A.86)

Las pendientes respectivas de ambos segmentos son por tanto

1 50 _ 1
N +1 ) q1 =

para todo N = 0,1,2,... y todo M = —2,—3,—4,.... En la figura A.3 re-
presentamos a modo de ejemplo el conjunto de Puiseux y el diagrama de

k)

Newton- Puiseux de la recurrencia verificada por as
M=-2, N=2

qo = <0, (A.87)

en el caso particular

3r | | | | | hl

Figura A.3: Diagrama de Newton-Puiseux de la recurrencia verificada por los coeficientes

a® en las expansiones asintoticas cuando z — oo de las soluciones formales de clase (a)
de la ecuacion canonica (2.246) cuando M = —2, N = 2. Las pendientes de los segmentos

son go =1/3, 1 = —1.

En todo caso, el conjunto de Kreuser de cada segmento (cfr. (A.17)),
del cual depende el polinomio caracteristico correspondiente, estd formado
por las abscisas de sus puntos extremos, tnicos elementos del conjunto de
Puiseux Py_apr—1 que pertenecen al segmento:

In={0,N+1}, L ={N+1,N—-2M—1}, (A.88)

donde simplificamos la notacion dada en (A.17) poniendo Iy = IR,)_QM_D

— 7
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El polinomio caracteristico del segmento Ly es, para cada k = 1,2, habida
cuenta de (A.18) y (A.88),

A 1
Gy 1(2) = 30 AN a2 (N ),
jelo k
(k=1,2), (A.89)
cuyas raices son

z =0 con multiplicidad —2M — 2, (A.90)

y las N + 1 raices complejas de 1/2\:

0 = ot exp (i6E0) (Lo =0,1,.,N), (A.91)
donde
o (k0) ‘1 vy (ko) _ arg(1/2Ax) +2mLo
2k o Ph N+1 ’
(Lo=0,1,..,N).  (A.92)

Anélogamente, el polinomio caracteristico del segmento £ es

; 1
O s a () = 30 AN = e B ()
Jjeh

cuyas raices son las —2M — 2 raices complejas de gaps:

z(Lkl’l) = o1 exp (igo(L]i’l)) , (L1 =0,1,...,—2M — 3), (A.94)
donde
(k1) _ 1/(—2M—2) (k1) _ arg(gan) + 2Ly
o ’92M| ) 90L1 oM — 2 )

(L1 =0,1,...,—2M — 3). (A.95)

El teorema de Perron establece entonces que para cada k = 1,2, existe
un sistema fundamental de soluciones de la recurrencia (2.259),

s

Woon1 = {altj =12, N —2M — 1}, (A.96)

cuyas funciones pueden agruparse en g = 2 clases correspondientes a cada
uno de los dos segmentos Ly, £; de la linea poligonal de Newton-Puiseux, a
las que distinguimos mediante el indice 77 = 0, 1. Estas funciones verifican

Ve>03 MED >0 >

agl%j)‘ < Mi(f’ﬁ) (a(k’ﬁ) + e)s (sh)dn,
(s >0). (A.97)
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Ahora bien, a consecuencia de (A.87) y (A.97), cuando s — +o0, las so-

. k,0 . . k1
luciones ag ) asociadas al segmento Lo dominan sobre las ag ) correspon-

)

dientes al segmento £1. Por consiguiente, toda soluciéon as’ de la recurrencia

verifica la mayoracion

1/(N+1)

Ve>03 MY >0 5 [ab

+ 6) (S!)l/(N-&-l)’

(s = +00), (A.98)

k 1
<MA)<2)\I€

siendo A\, = af\;H = (gan) /2.

Consideramos seguidamente el comportamiento asintético de los coefi-
cientes b’fl) que verifican la recurrencia (2.468) (para los detalles véase la
nota 25). El diagrama de Newton-Puiseux de la recurrencia (2.468) esté for-
mado por g = 2 segmentos ﬁ&, EA’l A6 conecta el vértice inicial APé(O, 0) con

el vértice de ordenada méaxima P’ ,,, o(—2M —2,2), mientras £] conecta a

6 = FyP op—o: 11 =P on—oPin_onr- (A.99)
Las pendientes de ambos segmentos son respectivamente
! >0 1= !
M1~ T TN

para todo N =0,1,2,... y todo M = —2,—-3,—4, ... .
En la figura A.4 representamos el conjunto de Puiseux y el diagrama

)

@b = <0, (A.100)

de Newton-Puiseux de la recurrencia verificada por by’ en el caso particular

N=2 M=-2.
Los conjuntos de Kreuser de uno y otro segmento son:

I, =1{0,—2M —2}, I ={-2M —2,2N —2M}, (A.101)

donde hemos simplificado de nuevo la notacion dada en (A.17) poniendo
IO) — j’ fl) = f/
2aN—2M = 40> faN—2m = 11 .

El polinomio caracteristico del segmento L], es, para cada k = 1,2, habida
cuenta de (A.18), (A.101),

1) (A102)

5(k.0 k) aN—2M—4 2N+2 —2M—2
O anr(2) = > AJ)Z T=a <Z  gom

j€lo
cuyas raices son
z =0 con multiplicidad 2N + 2, (A.103)

y las —2M — 2 raices complejas de 1/gaps:

200 = (50 exp (igb(Lkl’O)> . (L1=0,1,...,—2M — 3), (A.104)
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3L 1 1 1 1 1 1 1 1 J
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figura A .4: Diagrama de Newton-Puiseux de la recurrencia verificada por los coeficientes

by en la expansion de la funcién w, x(z) cuando M = —2, N = 2. Las pendientes de los
segmentos son ¢y = 1, ¢i = —1/3.
donde
6(k,0) B 1 |/ (-2M-2) @(k’o) _ arg(l/QQM) + 274
gam ’ L —2M —2 ’

(L1 =0,1,...,—2M — 3).  (A.105)

El polinomio caracteristico del segmento EA’l es andlogamente

A ~ . 1
géllc\}l—)QM(z) = Z Af)Z2N72M7] = —927M (22N+2 - 92N> , (A.106)
j€f1

y sus raices son las 2N 4 2 raices complejas de gan:

221;,1) — 50D (is@(L]Z’l)) . (Ly=0,1,...2N + 1), (A.107)
donde
(k1) 12\ V(IN+D) 1) arg(gan) + 27 Lo
g = (|.92N| ) ) QDLQ - ON + 2 s

(Ly=0,1,...2N +1).  (A.108)

En estas condiciones, el teorema de Perron establece que para cada k =
1,2, existe un sistema fundamental de soluciones de la recurrencia (2.468),

N an = (o055 =1,2,...2N —2m}, (A.109)
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cuyas funciones pueden agruparse en g = 2 clases, que dlstmguunos mediante
el indice = 0,1, correspondientes a los dos segmentos EO, Cl de la linea
poligonal de Newton Puiseux. Estas funciones verifican

Ve>0 3 M >0 5 ] < g (66D 4 )" (i),
(In| >0), (7=0,1). (A.110)

A partir de (A.100), (A.110) se deduce que, cuando n tiende a infinito,
solamente las soluciones bnk’l) asociadas al segmento ﬁ’l tienen asegurada la

k)

convergencia. Por consiguiente, las soluciones aceptables by,
(2.468) verifican la mayoracion

de la recurrencia

Ve>03 My >0 > [p)| < 1) (YYD 4 €)” () TN,
(n — 400), (A.111)

siendo Ay = af\?H = (gan)"/2.

Las mayoraciones (A.98) y (A.111) se adaptan a las formas de los térmi-

7:) y Q%a’k) cambiando s por j en la primera y

n por 7 —p+ j en la segunda. Asi, para cada k = 1,2 se tiene:

. a
nos generales de las series Qil ’

Ve>0 3 M) >0 >

R 1 |1/ (V+1) J
\ﬁ\wﬁf(m Fe) GV, (o o), (A1

Ve>0 3 MY>o0 >
- n—p+j Ay —
< 1) (D 4 ) (= p ) O,
(= 400), (REZ), (p=0,1,.,N+1). (A.113)

‘ bn —p+J

Combinando (A.112) y (A.113) obtenemos las siguientes mayoraciones

de los términos generales de las series Q Q(a k)

Ve>0,VaeZ 3 M)>0 >
n=p k), . .
‘<M (’A /D ) d (i, p),  (j — +o0),
(p=0,1,..,N +1), (A.114)

)aj f—p+j

Vex>0, VneZ, 3 M, )>09
‘ja i), 5| < NI (| [/ D) +e) §d?(7,0), (j — +o0), (A.115)
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donde para cada k =1, 2,

MS) = max {MZ), Mg)} , (A.116)

1/(N+1)
(’)\k|l/(N+l) —i—e) ( ! —|—e> =

2\
1\ L/(N+1) . 1 |/ (N+1)
== J/(NFL) 4|~ 2
(2> + e | |k +‘2)\k +e€
1\ 1/ (N+1)
~ <2) , (j = 400), (A.117)

( (%)1/<N+1)>j

g P ((ﬁ—p-i—j)!) 1/(N+1)”

7!

(neZ), (7=0,1,2,...),

(p=0,1,..., N+1). (A.118)

Tomando el modulo de las series en (2.306), (2.307) y aplicando las ma-
yoraciones (A.114), (A.115) respectivamente, obtenemos

] < S [l | < ) (el 4 )" S o),
j=0 Jj=0

(heZ), (p=0,1,...,N+1), (A.119)

+o00 B f—p T

Q] < 3l < 18 (el 1) S (0,0,
§=0 Jj=0

(neZ). (A.120)

La convergencia de las series en los segundos miembros de (A.119), (A.120)
se establece entonces aplicando el criterio de la razon:
(7 + 1Ddj11(7,0)

1\ L/ (N+1)
vl il IR
]dj (TL,O)

(heZ), (p=0,1,...,N+1), (A.121)

k ~ k
djzu(nap) )

k), -

lim
J—+oo

J—+0o

que coincide con la razon de crecimiento de la serie geométrica (A.85), tal
como sucede en el problema de conexién regular-irregular, es decir, cuando
en la ecuacion canonica la singularidad del origen es regular y la del infinito
irregular.
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A.3.2. Convergencia de las series Qg}’qﬂ, Q™)

La convergencia de las series Q( y Q(b ") se establece como en los casos
precedentes, obteniendo sendas mayorac1ones asintoticas de las soluciones de
las recurrencias (2.270) y (2.340) verificadas por a7 y by respectivamente.
El conjunto de Puiseux de la recurrencia (2.270) es (véase la nota 26)

PoN_ i1 = {P;’(j,K;’);j —0,1,..,2N — M + 1} , (A.122)

el diagrama de Newton-Puiseux correspondiente esta formado entonces por
dos segmentos

0=PyP s, 1=Py  Pin s (A.123)
cuyos vértices y pendientes respectivas son:
P(l)/(070)7 P!Mfl(_M_Ll% PN M+1(2N—M+17_1)7 (A124)

" 1 " —1
iy
En la figura A.5 representamos el conjunto de Puiseux y el diagrama de
Newton-Puiseux correspondientes a la recurrencia verificada por &?
caso particular M = —2, N = 2.
Para todo N = 0,1,2,... y todo M = —2,—-3,—4, ..., los conjuntos de
Kreuser correspondientes a uno y otro segmento estdn formados por las abs-
cisas de los puntos de Pan_pr+1 que pertenecen a L{ y a L] respectivamente,

es decir,

<0. (A.125)

en el

={0,-M -1}, I'={-M—-12N—M~+1}. (A.126)

El polinomio caracteristico de L{; es entonces, para cada 7 = 3,4, habida
cuenta de (A.18),

- _ 1
G{ro (5 =3 Az ) 2N—M+1—j _ Z2N+2( —M-1 2)\)7 (A.127)
JEI T
donde
A= B0y = (g2 (A.128)
Las raices de 92N M+1< z) son
z =0 con multiplicidad 2N + 2, (A.129)

y las —M — 1 raices complejas de 1/2\;:

g)o) = ¢(™0) exp (upg)o)> , (Lop=0,1,...,—M — 2), (A.130)
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3L 1 1 1 1 1 1 1 J
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Figura A.5: Diagrama de Newton-Puiseux de la recurrencia verificada por los coeficientes

al) en las expansiones asintoticas cuando z — 0 de las soluciones formales de clase (b) de
la ecuacion canonica (2.246). Los valores de los parametros de grado son M = —2, N = 2.
Las pendientes de los segmentos son q; = 1, ¢/ = —1/3.
donde
s |1 YAy S0 arg(1/2Xr) 4+ 2w Lo
2\, ’ Lo —M —1 ’
(Lo=0,1,...,—M —2). (A.131)
Analogamente, el polinomio caracteristico de LY es
_ s 1
gg},l_)MH(z) = Z AJT)ZQN M+1-j _ o (Z2N+2 _ QZN) 7 (A.132)
JEI, T
donde )
k
gon =)’ = (aiy) s (k=1,2), (A.133)
Las raices de gg\}{)M“(z) son las 2N + 2 raices complejas de gan:
D = 6D exp (icp(LTl’l)) . (Li=0,1,..,2N +1), (A.134)
donde
(r1) — 1/(2N+2) (r.1) _ arg(gan) +2mLy
g 92N ) Prq ON + 2 )

(L1 =0,1,...,2N +1).  (A.135)
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Cuando s — 400, las soluciones de la recurrencia (2.270) asociadas a L
dominan sobre las soluciones dependientes de £7. En estas condiciones, el

)

., AT . .
teorema de Perron establece que toda solucién as’ de la recurrencia verifica

la mayoracién siguiente:
Ve>0, 3 MY>0 >3
. 1 (Y/(=M-1) s
<My (‘% +e| (sHY/EM-D)

(s = +00). (A.136)

>

AT)
ag

)

El conjunto de Puiseux de la recurrencia (2.340) verificada por by es
(véase la nota 26)

Pon_on = {P;"(j, K");j=0,1,..,2N — 2M} : (A.137)

de manera que el diagrama de Newton-Puiseux correspondiente esta formado
por dos segmentos:

Agl = ma A/1” = Pl PaN—onns (A.138)
cuyos vértices y pendientes respectivas son:
P(;”(Oa 0)7 iNQM—Z(_2]\4 - 27 2)7 P2”]/V—2M(2N - 2M7 0)7 (A139)

1 -1
A NI
= > 0’ =
="y =N
si se considera el comportamiento de las soluciones de la recurrencia cuando
n — 4o0. Ahora bien, cuando z — 0, en el desarrollo (2.336) de - (2),

cuyos coeficientes br) verifican la recurrencia (2.340), dominan los términos
correspondientes a los valores negativos del exponente n de la variable in-
dependiente z. Por consiguiente, en vez del comportamiento de l;;) cuando
n — +00, debe considerarse el comportamiento de estos coeficientes cuando
n — —oo invirtiendo la ordenacién de los elementos del conjunto de Puiseux
(A.137) y, en consecuencia, la orientacion de la linea poligonal de Newton-
Puiseux, cuyos vértices son ahora Pyy; o (2M —2N,0), Py 5(2M +2,2),
PJ’(0,0). Los segmentos y pendientes son entonces

<0, (A.140)

ST e e v BT O
~/1 ~I1 1 ~/1 A~ 1

En la figura A.6 representamos el conjunto de Puiseux y el diagrama

)

. . . T .
de Newton-Puiseux de la recurrencia verificada por by’ en el caso particular

N=2yM=-2
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Figura A.6: Diagrama de Newton-Puiseux de la recurrencia verificada por los coeficientes
b7) en la expansion de la funcion Wy, (z) cuando los parametros de grado del potencial
en la ecuacion canonica (2.246) toman los valores M = —2, N = 2. Las pendientes de los
segmentos son gy = 1/3, ¢/’ = —1.

Los conjuntos de Kreuser correspondientes a L£{ y L}’ son

W-{o-eMo2y, - {-aMozaN-ay. (A1

El polinomio caracteristico de £{', i.e. de £/ es, habida cuenta de (A.18),

5(7,0 AT —2M—j oM — 1
géN_)QM(Z) = Z A]-zQN IM=j — 2N+2 (z M=z ()\T)2>, (A.144)
JGI(/)//
donde A se da en (A.128).
Las raices de gé}o_)z M son por tanto
z = 0 con multiplicidad 2N + 2, (A.145)
y las —2M — 2 raices complejas de 1/(\;)? = 1/go:
f0=6Vexp (i]”), (L1=0,1,..,-2M =3),  (A.146)
donde
sy | L[V L(r0) _ arg(1/(A-)?) +2mLy
Ar : PLy oM -2

(L1 =0,1,...,—2M — 3). (A.147)
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De modo semejante obtenemos el polinomio caracteristico de L', i.e. de

A,
e

5(T T _ i ].
géj\;l_)QM(z) = Z Aj)zzN 2M—j _ _ _* (22N+2 . QZN) 7 (A.148)
jei gam

donde gon = (Ag)? segiin se establecié en (A.133).
Las raices de QASVI_)QM(,Z) son las 2NV + 2 raices complejas de gan:

20 = 60D exp (w([;”) . (La=0,1,...2N +1), (A.149)
donde
~(m,1) _ 1/(2N+2) A(r,1) _ arg(gan) + 2mLo
g |92N| ) Pl N + 2 >

(Ly =0,1,..,2N +1).  (A.150)

Cuando n — —oo, solamente las soluciones de la recurrencia (2.340)
correspondientes al segmento £ tienen asegurada la convergencia. En estas

)

. . “r
condiciones, el teorema de Perron establece que toda solucién aceptable by,
de la recurrencia verifica la mayoracion

Ve>0, 3 ME>0 >

VBRIV
< M) (

by
n /\T

>

+ ) (=m) /O,

(n — —o0). (A.151)

Combinando (A.136) con (A.151) obtenemos sendas mayoraciones de

los términos generales de las series Qg}’;) y inb’T) introducidas en (2.333)

y (2.334) respectivamente:

Ve>0, Vaez, 3 MG >0 > [, |<
~ A —A+M+1+q ~y

(j = +0), (¢g=0,1,....,—M —2), (A.152)

Ve>0, VaeZ 3IMY)>0 >
§a3br) | < 0 (YD 4 ) G (1, 0),
(j = +00),  (A.153)

3

donde 3
M;;) = max {Mz), M];)} , (A.154)
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y para todo ¢ = 0,1, ..., —M — 2, la cantidad

PR 1\ 1/ (=M=1)\ 7 ! 1/(~M—1)
Do =((3) (G=p=a0) |

(neZ), (j=0,1,2,...), (A.155)
verifica

CZ;L(ﬁ -M-1,q)

lim po

j—+o0

_ (;)UHH . (heZ). (A.156)

+oo
(b,7) ~T)7T)
‘sz,q <> |4 bﬁ*]*MflftJ <
5=0
. v —A+M+1+q OOAT
< M) (|A-[Y M 4 g) z D~ M —1,q),
Jj=
(h € Z), (qu,l,...,—MfZ), (A.157)
b,T) 7') T)
‘Q 05— J‘ <
=0
—A T,
< M) (\)\T|1/(_M_1) +e) Y jd)(R,0), (ReZ).  (A158)

Las expresiones (A.156), (A.157) y (A.158) ponen de manifiesto que las
series Q%b,’;) y Qg”) convergen a la velocidad de la serie geométrica

T /1N\Ji/(=M-1)
Fu=Y <2) , (A.159)
j=1
. . 1\ I/ (=M-1) .
cuya raz6n de crecimiento es precisamente <§> . Este resultado, jun-

to con el correspondiente a las soluciones formales de clase (a) dado en
(A.119), (A.120), (A.121), constituye la prueba de convergencia de nuestro
método cuando el origen y el infinito son ambos puntos singulares irregulares
de la ecuacién canoénica.
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A.4. Notas

Nota 25. Describimos paso a paso el proceso que nos lleva a la mayo-
racion (A.98) verificada por las soluciones a¥ de la recurrencia (2.259). La
forma canodnica de Perron-Kreuser (A.1) de esta recurrencia es, para cada
k=12,

N—2M-1
Z pf)(s) CLB_N_QM_l_j =0, (s=0,1,2,...),
j=0

(@) £0),  (A.160)

donde
P () =1, o
A.161
~k k .
His) — Gy — 208y (s+ N —2M —1— j)
’ —20K), (s + N —2M — 1) ’
(j=1,2,... N), (A.162)

k) k)
. a4 (s—2M —2)(s+ N —2M — 1 — 20%))
P () = = o, (A163)
—2apy, (s + N —2M —1)

k)(s) _ —gN—j—1
—20%) (s + N —2M — 1)
(j=N+2N+3,.,N—2M—1), (A.164)

siendo df) las funciones de oz?) dadas en (2.260).
El comportamiento asintotico de los coeficientes funcionales p;?)(s) es por
tanto

po(s) =1, (A.165)

(j=1,2,...,N—2M —1), (A.166)

donde para cada k = 1,2

AP =1, Ky=o0,
(A.167)

o)
k N—j+1 .k
Aj) = k)j , K; =0, (si al\;—j+1 #0),
ON41

(j=1,2,..,N), (A.168)



A.4. notas 231

k)
k QON_j—1 .k ~k
Aj):— k:)] , K;=-1, (si a]\;_j+120ya]\;_j_17é0),
20N
(j=1,2,..,N), (A.169)
k) 1
AN+1 - —T, KN+1 - ]_7 (A].?O)
20N
k) _ gN—j-1 o
Aj - 9 k) Kj=-1
AN 41
(J=N+2,N+3,.,N—-2M —1), (A.171)
y debe tenerse en cuenta que K; = —oo para todo j tal que Af) =0.

El conjunto de Puiseux de la recurrencia (2.259), (A.160) verificada por
k)
los as’ es (recordar (A.7))

Py-ov—1 ={P;j(j,K;);j=0,1,...,N —2M — 1}, (A.172)

del cual extraemos los vértices del diagrama de Newton-Puiseux de la recu-
rrencia. El diagrama consiste en dos (g = 2) segmentos Ly, L£1: Lo conecta
el vértice inicial Py(0,0) con el punto de ordenada méxima Pn41(N + 1,1)
y L£1 conecta a Pn41 con el vértice final Py_opr—1 (N —2M —1,—1):

Lo = PyPni1, L1 = Pyy1Pnv_on—1, (A.173)

cuyas pendientes respectivas son

L, 1
N+1 ’ q1 =

para todo N =0,1,2,... y todo M = -2, -3, —4, ... .

El conjunto de Kreuser de cada segmento (cfr. (A.17)), del cual depende
el polinomio caracteristico correspondiente, estd formado por las abscisas de
sus puntos extremos, tnicos elementos del conjunto de Puiseux Py_ons—1
que pertenecen al segmento:

Q0 = <0, (A.174)

In={0,N+1}, L ={N+1,N—2M—1}, (A.175)

donde Iy = IR[)_QM_l, I = 111\2—21\/1—1-
El polinomio caracteristico del segmento Ly es, para cada k = 1, 2, habida
cuenta de (A.18) y (A.175),

1

) . (A176)

k, B N onf 1 -
U0y 1(2) = 37 AP N-2M1m 2 (ZN+1_ L

Jj€lo
cuyas raices son:

z =0 con multiplicidad —2M — 2, (A.177)
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y las N + 1 raices complejas de 1/2)\:

Z(le,o) — o0 exp (w(L’ZO)> . (Lo=0,1,...,N), (A.178)
donde
5 (R0) _ ‘1 VERD o) _ arg(1/20) + 2mLo
20 ’ Lo N +1 ’

(Lo=0,1,..,N).  (A.179)

Analogamente, el polinomio caracteristico del segmento £ es

(k1) N PN L one | G2m
gN*QM*l(Z) ]gl:l 3 z 2)\k2 + 2)\k, (A].SO)

cuyas raices son las —2M — 2 raices complejas de goas:

Z(Lkl,l) — B D exp (W(Lk{l)) ’ (L1 =0,1,...,—2M — 3), (A.181)
donde
(k1) _ 1/(~2M~2) (k1) _ arg(gamr) + 27l
o g2 | N ST

(Ly =0,1,...,—2M —3).  (A.182)

El teorema de Perron establece entonces que para cada k = 1,2, existe
un sistema fundamental de soluciones de la recurrencia (2.259), (A.160)

YW on1 = {al)j =12, N -2 1}, (A.183)

cuyas funciones pueden agruparse en g = 2 clases correspondientes a los
dos segmentos Ly, £1 de la linea poligonal de Newton-Puiseux, a las que
distinguimos mediante el indice 7 = 0, 1. Estas funciones verifican

Ve>03 M{M >0 >

ag%j)’ < ]\ngc’ﬁ) (U(k’ﬁ) + e)s (shdm,
(s >0). (A.184)

. : k,0 .
Ahora bien, cuando s — 400, las soluciones ag ) asociadas al segmento

. k,1 . .
Ly dominan sobre las ag ) correspondientes al segmento L. Por consiguien-

)

te, toda solucion as’ de la recurrencia verifica la mayoracion

. 1 [V(N+1)
< M ( o

Ve>03 MY >0 3

a?

+ 6) (S!)l/(N—H)7
(s = +00), (A.185)

siendo A\, = alfv)ﬂ = (92N)1/2.
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Describimos a continuacién el comportamiento asintético de los coeficien-
k . . L.
tes bn) que verifican la recurrencia (2.468) cuya forma canoénica de Perron-
Kreuser es, para cada k=1, 2,

2N—-2M

N k k
Z pj)(n)bn)JrQNf2M7j =0, (nez), (bo) #0), (A.186)
=0
donde
&
pO) (n) - 17
(A.187)
&
ﬁ;@(n) = 7%%% (j=1,2,..,—2M—3), (A.188)
€a2M
" (n+2N +2+w)(n+2N +1+ 1) + £,
Doy —2\1) = k) ’
6@,2M
(A.189)
k) )
) Pajrongi1(M+2N = 2M + v — j) + €, 500
p; (n) = k) ’
Ea,2M
(j=-2M—1,-2M,...N —2M — 2), (A.190)
&M
~k a,N—1
Py = o= (A.191)
Ea,QM
&,
7 (n) = ‘fg)“M, (j=N—2M,N—2M+1,...,2N —2M), (A.192)
6CL,2M

)

; los parametros en la ecuacién diferencial (2.465) (ver notas

siendo /3’2]-, é];
16 y 23).
Para cada k = 1, 2, el comportamiento asintético de los coeficientes ]5?) (n)
es por tanto
k)
Dy (n) =1, (A.193)

By (n) = An5 (140(1),  (In] = +00), (j =1,2,...,2N—2M), (A.194)
donde para cada k= 1,2

k)
~ g - ~
Af) - (ii)—i_2M7 K; =0, (j=0,1,..,—2M - 3), (A.195)
Ea,2M
= Rgya=2 Al
oM -2 — k) ) —2M -2 — 4, ( : 96)
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k)
A = 7’)“{:)”4“, Kj=1, (j=-2M—1,-2M,...,N — 2M — 2),
5a,2M
.k
(si pn)ioprin # 0), (A.197)
en.
A;O — ‘%”M, K;i=0, (j=-2M —1,-2M,..,N — 2M — 2),
ea,QM
.k N
(si pa?j+2M+1 =0y Ea,)j—i-QM 7 0),(A.198)
&h
Al;:\;_2M_1 = Z;;Vila KN—ZM—l = 07 (Algg)
€a2M
en.
AV = %W K;=0, (j= N-2M,N—2M+1,...,2N—2M), (A.200)
€a,2M
y ha de tenerse en cuenta que Kj = —oo para todo j tal que flf) = 0.

El conjunto de Puiseux de la recurrencia (2.468), (A.186) verificada por
b es, de acuerdo con (A.7),

Pon—_on = {PJ’.(j,f(j);j:0,1,...,2N—2M}, (A.201)

del cual extraemos el diagrama de Newton-Puiseux formado en este caso por
g = 2 segmentos L, L}: L conecta el vértice inicial P}(0,0) con el vértice
de ordenada maxima P’ ,,, ,(—2M — 2,2), mientras £] conecta a P’ ,,, ,
con el vértice final Pjy_o,,(2N — 2M,0):

0=PoP oy, Ly =Pl o oPon o (A.202)
cuyas pendientes respectivas son

1 1
P - ,:—
w=—;—7>0 @ <0, (A.203)

para todo N =0,1,2,... y todo M = —2,-3,—4, ... .
Los conjuntos de Kreuser de uno y otro segmento son:

Ih=1{0,—2M -2}, I ={-2M —2,2N —2M}, (A.204)

donde hemos simplificado de nuevo la notaciéon dada en (A.17) poniendo
10 oy = Iy By = 1
aN—2m = Lo, Loan—an = 11 R

El polinomio caracteristico del segmento L, es, para cada k = 1,2, habida
cuenta de (A.18), (A.101),

1) (A205)

5(k,0 ik) _2N—2M—j IN+2 —2M—2
géN—)2M(Z> =Y AJ)Z T= <Z o

j€lo
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cuyas raices son
z =0 con multiplicidad 2N + 2, (A.206)

y las —2M — 2 raices complejas de 1/gaps:
é(Lki 0 — (k0 exp (w)(LklO)) , (L1 =0,1,...,—2M — 3), (A.207)

donde
1 |V/(-2M-2)

9oMm

1 2n L
500) _ H0) _ arg(1/gonr) + 27 Ly

’ L —-2M -2
(L1 =0,1,..,—2M —3). (A.208)

El polinomio caracteristico del segmento £} es analogamente

. 1
I;VI)QM = A PANMT = — (22N+2 - 92N> ; (A.209)
ich g2M

y sus raices son las 2N + 2 raices complejas de gan:

2(Lk,1) — 5D exp (i¢(LIZ’1)) 7 (Ly =0,1,...,2N + 1), (A.210)

2

donde

1/2 1/(N+1) ~(k,1 arg(Q?N) + 2Ly
(Ly=0,1,...2N +1).  (A211)

En estas condiciones, el teorema de Perron establece que para cada k =
1,2 existe un sistema fundamental de soluciones de la recurrencia (2.468),
(A.186)

N an = (o055 =1,2,...2N —2m}, (A.212)
cuyas funciones pueden agruparse en g = 2 clases, que distinguimos mediante
el indice 77 = 0,1, correspondientes a los dos segmentos L£f,, £] de la linea
poligonal de Newton-Puiseux. Estas funciones verifican

Ves03 MED 20 5 [BD] < NED (56 1 )" iy,
A partir de (A.203), (A.213) se deduce que, cuando n tiende a infinito,

) k1 . o
solamente las soluciones by, "’ asociadas al segmento L] tienen asegurada la

convergencia. Por consiguiente, las soluciones aceptables bn) de la recurrencia
(2.468) verifican la mayoracion

Ve>0 3 MY >0 3 o) < M) (|A] /D )" ()7 VHD,
(n = +00), (A.214)
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siendo A\, = Q?H = (92N)1/2.

Nota 26. Describimos a continuacién las etapas sucesivas del proceso
que nos lleva a establecer sendas mayoraciones asintoticas de las soluciones
a7 de la recurrencia (2.270) y de las soluciones b7) de la recurrencia (2.340).
El método se basa en la aplicacion del teorema de Perron a una y otra
recurrencia, siguiendo un recorrido paralelo al que describimos en la nota 25
para las soluciones a¥ de (2.259) y b de (2.468).

Consideramos en primer lugar la recurrencia (2.270), (2.271) verificada

)

AT P
por as’ cuya forma canoénica de Perron-Kreuser es

IN—M+1 : :
T AT
Z p; (5)a5+2N_M+1_j:O, (s=0,1,2,...),
=0

@ar) #0),  (A.215)

donde
y(s) =1 (A.216)
pD(s) = Brt1s = 260015 +2N = M 41— )
’ —267,_1(s + 2N — M + 1)
(j=1,2,..,—M —2), (A.217)
T BTh 4+ (s+2N +2)(s+ 2N — M +1—257)
Pha-a(s) = =2 B ol (A21)
—2B87; 1(s+2N — M +1)
P}(s) = —— + ’
_2/6_M_1(S +2N — M + 1)
(j=—M,—M+1,...,2N — M + 1), (A.219)
siendo B;) las funciones de ﬁ;) dadas en (2.271).

El comportamiento asintdtico de los coeficientes funcionales p;)(s) cuan-
do s — 400 es por tanto, para cada 7 = 3,4,

o (s) =1, (A.220)

PP (s) = AV (14 0(1), (s = +o0),
G=1,2,..,—M—2,—-M —1,—M,—M +1,...,2N — M + 1), (A.221)
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donde
By
AT,):%, K;.’ZO, (j=0,1,....—M —2),

J T
B

(si BTy 1_; #0), (A.222)

Bl
AD = DMEIH g o 1 (j=0,1,..,—M —2),

J T J
~287 4
(si B?M_l_j =0y ﬁ;}_lﬂ- #0), (A.223)
. 1
A—)M—l = W7 Ky =1, (A.224)
TeP_M-1
A]TJ _ Lﬁﬂ'*l ,  K!=-1, (j=-M,~M+1,.,2N - M +1),
287

(si gmyj—1 #0), (A.225)

donde K7 = —oo para todo j tal que A]T-) =0.
El conjunto de Puiseux de la recurrencia (2.270), (A.215) es por consi-
guiente

Pon-nrr = { P/ (G K}); 5 =0,1,....2N = M +1}, (A.226)

del cual obtenemos el diagrama de Newton-Puiseux de la recurrencia, for-
mado por dos segmentos

Ly =PyPy 4, Ly = Pl 1 PN aryrs (A.227)

cuyos vértices y pendientes respectivas son:
P[;/(an)a Pl—,M—l(_M_l’l)a PélN—M—i—l(QN_M"i'lv_l)v (A228)
" 1 -1

_ "n_

Para todo N = 0,1,2,... y todo M = —2,—-3,—4, ..., los conjuntos de
Kreuser correspondientes a uno y otro segmento estan formados por las abs-
cisas de los puntos de Pon_pr+1 que pertenecen a L) y a L respectivamente,
es decir,

<0. (A.229)

I ={0,—M — 1}, Il ={-M—-1,2N - M +1}. (A.230)
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El polinomio caracteristico de L] es entonces, para cada 7 = 3,4, habida
cuenta de (A.18),

T T _ i M- 1
gé]\}[)—)M+1(Z) = Aj)ZQN M+1-j _ ,2N+2 (Z M-1_ 2)\) (A231)
jer, T
donde
A= B0y = (g2 (A.232)
Las raices de gg\}(?M_H(z) son
z =0 con multiplicidad 2N + 2, (A.233)
y las —M — 1 raices complejas de 1/2\;:
Z(LTO,O) — (™9 exp (w(LT(;O)) 7 (Lo=0,1,...,—M —2), (A.234)
donde
r0) _ ’ 1|/ =M= (ro) _ arg(1/2);) + 27 Lo
2\ ! Lo “M—-1

(Lo=0,1,....—M —2). (A.235)

Anélogamente, el polinomio caracteristico de £ es

T,l T _ _4 ].
géN_)MH(Z) _ Z Aj)zzzv M+1-j _ ~5 (32N+2 _ QQN) (A236)
jer T
donde )
g == (aiy) s (k=1,2), (A.237)
Las raices de gé?{,llM+1(z) son las 2N + 2 raices complejas de gon:
2 = 6D exp (z‘(p(LTl»l)) . (L1 =0,1,..,2N + 1), (A.238)
donde
(1) _ 1/(2N+2) (r1) _ arg(gan) + 2Ly
o |g2N| : o1, NTo

(Ly =0,1,..,2N +1).  (A.239)

Cuando s — 400, las soluciones de la recurrencia (2.270) asociadas a L
dominan sobre las soluciones dependientes de £]. En estas condiciones, el

)

., AT . .
teorema de Perron establece que toda solucién as’ de la recurrencia, verifica

la mayoracién siguiente:
Ve>0, 3 MP>0 53
1/(=M-1) 5
1 4 E) (8!)1/(—1\4—1)’

7)
< M, (‘
2\,
(s = 400). (A.240)

> |a7
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La forma canonica de Perron-Kreuser de la recurrencia (2.340) verificada

por 32) es, para cada 7 = 3,4,
2N—2M Y e .

S Mooy =0, (neZ), () £0),  (A241)

j=0
donde para cada 7 = 3,4,

By (n) =1, (A.242)
) él)-nM
Ev2M

"T) . A’T)
) (n) = Pojrons41(M+2N =2M +vr —j) + €5 oy

pj éT) ’
b.2M
(j=-—M—1,-M,—M +1,..,.—2M — 3), (A.244)
n+2N+24v)n+2N+1+v,)+&)
P onr_o(n) = ( T)(AT) e, 2 (A.245)

€poM

AT)

g7,

7 (n) = w (j=—2M—1,-2M,—2M +1,...,2N —2M). (A.246)

EpoM
El comportamiento asintético de los coeficientes funcionales ]5;) (n) cuan-

do |n| — 400 es por tanto, para cada 7 = 3,4,

By (n) =1, (A.247)

5 (n) = APn S (14 0(1),  (In] = +o0),

(G=1,2,.c,—M —2,—M —1,—M,—M +1,...,.2N — 2M), (A.248)

donde
-
Ajﬂ - b:i)“M, Kl'=0, (j=0,1,...,—M —2),

(i &) o0 7 0), (A.249)

AT
A7) pb,jJrZMJrl o111
A = — = K =1,
J AT) J
€poM

(j=-M—1,—-M,-M +1,....—2M — 3), (A.250)

(si ﬁg,)g'+2M+1 #0),
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AT)
i) Cbj+2M S ) - 7)
Aj = Ai) = K{' =0, (i pyionri1 = 0¥ Sppan #0),
€poM
(j=-M-1,-M,—-M +1,...,—2M — 3), (A.251)
X 1 N
AT—)zM—Q = K%y =2, (A.252)
EpoM
AT)
. &’ .
A) = B R =0, (s €y #0),
€poM
(j=—2M —1,—2M,—2M + 1, ...,2N — 2M), (A.253)
donde f(]’-” = —oo para todo j tal que AJT) =0y en (A.250) tenemos, cuando
.j =-M — 1)
Prh =0, (A.254)
A &7 .
AT_)M_l = i);];4,17 K"y =1, (si éZ,)M—l #0),
€poM
A7, =0, g = —00, (si é;)Mfl =0), (A.255)

)

toda vez que si pA;M =0, AT_)M_l se expresa mediante (A.251) en lugar de
(A.250).

A partir del conjunto de Puiseux de la recurrencia (2.340)
Pononr = { P} (j, K}');j = 0,1,....2N = 2M }, (A.256)

obtenemos el diagrama de Newton-Puiseux de esta recurrencia, que esta
formado por dos segmentos:

At oI it A i 777
0 = o' Pl 1 =Py o Py _om (A.257)

cuyos vértices y pendientes respectivas son:

P[/)H(Ov 0)7 ﬁ/2M72(_2M - 27 2)7 P2”]/V72M(2N - 2M7 0)7 (A258)
do = B ql' = -1 (A.259)
0 _M _ 1 Y 1 N + 1 9 .

si se considera el comportamiento de las soluciones de la recurrencia cuando
n — 4o0. Ahora bien, cuando z — 0, en el desarrollo (2.336) de w, (%),

. T . . . , .
cuyos coeficientes br) verifican la recurrencia (2.340), dominan los términos
correspondientes a los valores negativos del exponente n de la variable in-

)

. . . . T
dependiente z. Por consiguiente, en vez del comportamiento de b, cuando
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n — +00, debe considerarse el comportamiento de estos coeficientes cuando
n — —oo invirtiendo la ordenacién de los elementos del conjunto de Puiseux
(A.256) y, en consecuencia, la orientacion de la linea poligonal de Newton-
Puiseux, cuyos vértices son ahora Pyy,_on(2M —2N,0), Py, o(2M +2,2),
PJ’(0,0). Los segmentos y pendientes son entonces

T e e O e (e
~Il A~ 1 ~II! N ]‘
QOZ_Q1:N+1>0, q1=—q0:M+1<0. (A.261)

Los conjuntos de Kreuser correspondientes a £{ y £} son
" =40,—2M -2}, I/ ={-2M —2,2N —2M}. (A.262)

El polinomio caracteristico de £J', i.e. de £ es, habida cuenta de (A.18),

5(7,0) _ AT) 2N—2M—j _ 2N+2 [ _—2M—2
g2N72M(Z) = Z Aj z t=2 Z -

jEI(/)//

: AM) (A.263)

donde A se da en (A.232).
Las raices de QAS;\}O)

o)/ Son por tanto
z =0 con multiplicidad 2N + 2, (A.264)

y las —2M — 2 raices complejas de 1/(\;)? = 1/gon:

A0 =600 exp (i), (L1 =0,1,.,-2M = 3),  (A.265)
donde
o) _ | LMY otro) _ arg(l/(O)?) + 2mLy
Ar ’ Ly —2M — 2 ’

(L1 =0,1,...,—2M —3). (A.266)

De modo semejante obtenemos el polinomio caracteristico de L', i.e. de

AN,
LY

5(T T _ i 1
gé]\}l—)QM(Z) = E Aj)ZQN M=j— (22N+2 — QQN) ) (A.267)
jer gam

donde gan = (Ax)? segtin se establecié en (A.237).
Las raices de QASV{)QM(Z) son las 2N + 2 raices complejas de gon:

20 = 6000 exp (z'@g”) . (Ly=0,1,..,2N + 1), (A.268)

— 4
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donde

(1) _ 1/(2N+2) J(r1) _ arg(gan) + 2Ly
g |92N| ) Pl N + 2 >

(Ly=0,1,..,2N +1).  (A.269)

Cuando n — —o0, solamente las soluciones de la recurrencia (2.340)
correspondientes al segmento L] tienen asegurada la convergencia. En estas

)

1c1 A 7T
condiciones, el teorema de Perron establece que toda solucién aceptable by,
de la recurrencia verifica la mayoracion

Ve>0, 3 My>0 >3
1/(-M-1 n
L )+e> (=D,

bn)| < My
s o< |
(n — —o0). (A.270)

T



Apéndice B

Indices de las soluciones
multiplicativas en la vecindad
de un punto singular irregular

El objeto de este apéndice es describir un método que determine los in-
dices py, y coeficientes ¢, (1 = 1,2) en las soluciones multiplicativas (2.250)
de la ecuaciéon canonica (2.246), (2.247) cuando M = —2,-3,—4,... y la
singularidad en z = 0 es irregular. La solucién de este problema es méas com-
plicada que la del problema correspondiente, resuelto en la subsecciéon 2.4.3,
que se presenta en la ecuacién canodnica cuando M = —1 y la singularidad
en el origen es regular.

Sabemos que, excepto para conjuntos particulares de valores de los pa-
rametros g;, la ecuacioén canoénica (2.246)

T g0, (€0, (B.1)
donde
2N )
g(Z) = Z gjzj7 (92M 7é 0)7 (92N 7é 0)7 (B2)
j=2M

admite un sistema fundamental de soluciones multiplicativas de la forma
(2.250)

+oo
up(2) = Z cnmz""'p", (zeC\{0}), (n=1,2). (B.3)

n=-—00
La sustitucion de (B.3) en (B.1) da lugar a la recurrencia (2.251), i.e.
para cada n =1, 2,
2N

(n+pn)(n+py— eny + Z —gjCn—j-2,9 = 0,
j=2M
(n € Z)7 (g2M 7é 0)7 (92]\/ 7& O)v (B4)

243
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que consiste en un sistema infinito de ecuaciones homogéneas. Este sistema
puede interpretarse como un problema no lineal de valor propio p, tal que
se verifica la condicién

—+00
> engl? < 400, (B.5)
n=—oo
suficiente para que
lim e y| =0, (B.6)

y el sistema infinito (B.4) pueda reducirse por truncadura a un sistema finito
donde el indice n toma valores enteros —M < n < N, siendo M y N
enteros positivos suficientemente grandes para que la solucion del problema
finito sea una buena aproximacion de la solucién del problema infinito. Otra
consecuencia de (B.5) es que los coeficientes ¢, , pueden elegirse de modo
que verifiquen la condicién de normalizacién

—+00

Z ‘Cn,n’2 =1, (B.7)

n=—oo

de la que resulta la condicién de normalizacién truncada

N
Z c;imcn’77 =1. (B.8)
n=—M

El método de iteracién de Newton permite obtener aproximaciones suce-
sivas de la solucion del problema no lineal (B.4) procediendo en un nimero
finito de etapas. A fin de distinguir entre si las diferentes etapas utilizamos un
indice (7) cuyo valor inicial es i = 0. La etapa de orden (i) consiste en pasar

de una solucién aproximada {p(i), cg)} a otra {p(i“), cgﬂ)

} resolviendo un
sistema finito de ecuaciones que resulta de la linealizacion de (B.4) y (B.8).

La linealizacion de (B.4) se realiza siguiendo el procedimiento descrito
por Naundorf en [44]. Para cada n = 1,2, el miembro a la izquierda en (B.4)

es la funciéon

2N
I (pps Lenn}) = (n+ pp)(n + py — Veny + Z —9iCn—j—2,m; (B.9)
j=2M

que depende linealmente de {c, ,}. Dados { pszi), {cgf)n}}, la formula que li-

. . i+1 i+1
nealiza su relacion con { psfr ), {c,(fJ,; )}} es

o (o0 l50 ) = 4o (7 {50))

(OO)
+8fn (Pn a(i{)cnﬂ?}) (p7(7i+1) _ p%i)) ,  (B.10)
py
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donde, habida cuenta de (B.9),

In <P1(71+1), {cgfgl)}) (n+ p(’“))(n + p(z—i-l) 1)0({;1) .

+1
+ Z —giet ), (B
j=2M

Fu (P { et D}) = (4 o) (4 o) = 1)l D + Z —gicitD, L (B12)
j=2M

2N '
fn (p%z), {cfj}n}) — (n+p)(n+pP = 1)e® + 3 —gjcfj)_j_m’ (B.13)
j=2M

RO
Ofn (p;p,(l{) 77}) = (20— 1+ 2p0)cli). (B.14)

Reemplazando los segundos miembros de (B.12) y (B.14) en el segundo
miembro de (B.10) obtenemos

fa (p,<;+1> L) = (o)) o) = Deli i +

+z—g] Y L (20— 14 2p0)eld) (oD — iy (B.15)
j=2M

de modo que la aproximacion de orden i 4 1 a la recurrencia (B.4), i.e
Fu (P50, { it 0}) =0, (B.16)
adopta la forma explicita

2n—1+ 2p( )) (z) (p7(7i+1) _ p%i)) + (n + p(z))(n + p7(7i) — 1)4};1) 4

1 Z gt =0, n=—M, ., ~1,0,1,. N. (B.7)
j=2M

El procedimiento de linealizacion de Naundorf se aplica también a la
condicion de normalizacion truncada (B.8) cuyo primer miembro es la funcion

N
h({chn}Aenn}) = 3 chnenn (B.18)
n=—M

luego en los 6rdenes 7 e ¢ + 1 se tiene

p ({0} () = gM;M R (B.19)

n=—
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() = 5 = o

n=—

La ecuacion que linealiza el paso de orden (i) es entonces

n({enp el ) = ({eln ) {ei)) +
n i oh ({Cq(rf’)'r)]k} ) {C%’)W}) (C(i+1) . C(Z) ) , (BQI)
n=—M

o, Lo
donde N
h ({cﬁf);} , {cﬁf;l)}) = Z cﬁf};cﬁj;l), (B.22)
n=—M
(4) (4)
on (1} {cin) — ) (n=—M,..,—1,0,1,.,N). (B.23)

807(1,)77
Llevando (B.22), (B.23) al segundo miembro de (B.21),

N
() ) = s 35 (0 -4
n=—M
(B.24)
es decir, habida cuenta de (B.19), (B.20),
N
1~ 2 Z clrelirt) — 1, (B.25)
de donde
N . .
ST el = 1. (B.26)
n=-—M

Asi, de la linealizacion de (B.4) y (B.8) resulta el sistema finito de ecua-
ciones dado por (B.17), (B.26), es decir,

(2n — 1+2p( )eld) ) (oD — p7(7)) i (n+p£f))(n+p7(f) - 1)c$f;;1) +
+ Z —g;c nH_Jl)Z,n =0, (n=-M,..,-1,0,1,...,N), (B27)
Jj=2M

N . .
STl =1, (B.28)
n=—M

donde c%),n = 0 para todo m < —M o m > N, segin exige la condi-

cion de truncadura. El proceso de iteracién se detiene cuando la diferencia
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(|1Apy|, {|Acnyl|}) entre dos soluciones consecutivas es suficientemente pe-
quenia comparada con (|py|, {|cnn|}). La estabilidad de la solucion asi obte-
nida se verifica introduciéndola como valor inicial en un nuevo proceso de
iteracion con valores de M, N mayores que los utilizados en la iteracion
precedente.

En todo caso, los valores iniciales {p,(;)), {07(32,}} del proceso de iteracion

de Newton no deben ser muy diferentes a los valores verdaderos que se pre-
tende aproximar. Un método que permite obtener los dos valores iniciales
pgo), péo) de los indices en las soluciones multiplicativas (B.3) de la ecua-
cién canodnica tiene su fundamento en la relacién sencilla que tales indices
guardan con los denominados ezponentes circuitales A1, A2. Dado un siste-
ma fundamental de soluciones {u,(z),up(z)} de la ecuacion canonica (B.1),
no necesariamente iguales a las soluciones multiplicativas {u(z), uz(2)}, la

matriz funcional
ua(2)  un(2)
Vi(z) = N , B.29
) ( 1) h2) (8:29)
constituye una matriz soluciéon fundamental de la ecuacion diferencial vec-
torial de primer orden

vu\ (0 1 Y1
<y§>‘<g<z>o><y2>’ (5.30)

con g(z) dada en (B.2), que se obtiene a partir de la ecuacion candnica in-
troduciendo las variables dependientes (y1,y2) = (u,’). Cuando la variable
independiente z describe un circuito completo alrededor del punto singular
z = 0, la matriz V(z) queda transformada en una matriz solucion,

Vi(z)=V (zei%) , (B.31)

que es la prolongacion de V(z) mediante un circuito sobre z. Ademas, dada
V(2), existe una matriz C no singular de constantes complejas, denominada
matriz circuital de V(z) para el punto singular z = 0,

Cii Ci2
Cc= : B.32
( Co1 Co ) ( )

de modo que se verifica la relacion circuital
VE(z) =V (2¢27) = V(2)C, (B.33)

Aunque la matriz circuital depende de la matriz solucién fundamental
V(z), los valores propios de C son independientes de V(z) porque todas
las matrices circuitales para el mismo punto singular son semejantes y, en
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consecuencia, todas ellas poseen el mismo espectro de valores propios. En
particular, si los valores propios de C son diferentes, V' (2) es también una
matriz solucion fundamental de (B.30). Los ezponentes circuitales para el
punto singular z = 0 de la ecuacién canodnica (B.1) son precisamente los
valores propios A1, A2 de las matrices circuitales correspondientes a ese punto
singular.

Los elementos de C pueden calcularse integrando numéricamente la ecua-
cion canonica (B.1) sobre el circulo unidad desde z = exp(0) hasta z =
exp(i27), para dos conjuntos independientes de valores iniciales de wuq(2),
up(2). La eleccion mas sencilla es desde luego

a

ua(eo) =1, ul (eo) =0,
un(e) = 0, uh(e?) = 1.

(B.34)
Poniendo z = € en (B.33) y teniendo en cuenta (B.29), (B.32),
Ugq, (61:2%) Up (61:%) _ [ UYa (60) Up (60) Ci Crz (B.35)
ul (6127r) ug (61271’) ufl (60) Ug (60) 021 022 ) .
resultando de (B.34), (B.35) que
Ci = uq (ei%) ) Cr2 = uy <€i2ﬂ> ;
021 == ’LL; <6i27r) 5 022 == uf, (eiQﬂ—) . (B36)

Los valores propios de C son las raices A1, A2 de su polinomio caracte-
ristico det(C — Al2), (I2 representa a la matriz identidad de orden 2), cuyo
término independiente es det C = Aj g, verificAindose entonces la ecuacion

A2 = (C11 + Ca2)A + C11Co — C12C51 = 0, (B.37)

de donde

1
A= 5 (Cll + CQQ + \/(CH — 022)2 + 4012021) y (B38)

expresion de la que se obtienen dos valores diferentes de A\ excepto para
conjuntos de valores de los parametros g; en la ecuacion canonica tales que
(C11 — 022)2 4+ 4C19C91 = 0. En este caso, solamente existe una solucion
multiplicativa de la forma (B.3) y cualquier otra soluciéon independiente de
ella contiene términos logaritmicos.

Cuando los valores propios de C son diferentes, la ecuacion vectorial
(B.30) posee una matriz solucion fundamental V' (z) con una estructura par-
ticularmente sencilla, i.e.

V(z) = Q(z)-diag (21, 2P?) , (B.39)
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donde ]
py = %ln An, (n=1,2), (B.40)

@1(2)  qu2(2)
= B.41
) ( @21(2)  g22(2) ( )
univaluada en una vecindad de z = 0, de modo que a

7(2) = < q11(2)2" qua(z)2" ) (B.42)

siendo

@21(2)2P" qoa(z)2P?

corresponde el sistema fundamental (B.3) de soluciones multiplicativas de la
ecuaciéon candnica con indices p1, p2. Los pardmetros p1, p2 aparecen como
exponentes de z en toda relaciéon circuital para el punto singular z = 0, lo
que justifica su denominacién.

Los valores iniciales de los indices se obtienen finalmente combinando
(B.38) y (B.40):

1 1
0 = 5 In [2 (Cu + Coo £ \/(Cu — C)? + 4012021)] ; (B.43)

para una determinacién dada del logaritmo, que puede tomarse exigiendo

que
1
Ripn)| < 5. (B.44)
A partir de (B.36) reescribimos el término independiente del polinomio
caracteristico de la matriz circuital C como Wronskiano de las soluciones
{uq,up} alas cuales corresponde:

detC =X =W [ua (612”) , Up (ei%)} . (B.45)

Ahora bien, el Wronskiano de {uq(z), up(2)} es independiente de z, toda
vez que en la ecuacion canonica (B.1) falta el término en la primera derivada.
Entonces, habida cuenta de (B.34),

detC = W lug(2),up(2)] =W {ua (60) , Up (60)} =1, (B.46)

de donde
det W [ua, ub] = )\1)\2 =1. (B47)

Tomando logaritmos en (B.47),
In\; +1n Xy =0, (B48)
es decir, despejando In A1, In Ag en (B.40),

p1+p2=0 (mod 1), (B.49)
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ecuacion que puede utilizarse como verificador en la integracion numérica de
la ecuacién candnica sobre el circulo unidad.

(0)

Los valores iniciales cp,; pueden obtenerse como soluciones del sistema
homogéneo de ecuaciones que resulta de tomar ¢ = —1 en (B.27),

n= 1 2 D) =) ot o) = 0l +

+ Z —9j0510_)j_2,n =0, (n=-M,..,—1,0,1,....N), (B.50)
j=2M

es decir, poniendo p,(fl) = ps}o)) se tiene para cadan =1, 2,

(n+p$]0))(n+p1(7 _160, + Z —g;cC n ] 2n 07
j=2M

(n=-M,..,—1,0,1,...\), (B.51)

junto a la condiciéon de normalizacién truncada

N

> |l

n=—M

2
] ~ 1. (B.52)

Ademés del método de iteracion de Newton, damos noticia de un se-
gundo método para obtener p y ¢, cuya eficiencia numérica, pendiente de
verificaciéon, tenemos intencién de experimentar. Este es el método de Hill
de solucion de la ecuacion diferencial que lleva su nombre (ver |65, p.414 a
417]). El fundamento de este procedimiento consiste en dotar a la recurrencia
(B.4) de la forma matricial que corresponde a un sistema lineal de infinitas
ecuaciones e incognitas cp:

> Apncn =0, (m,n € Z), (B.53)
donde para todo m,n € Z
@O,m

Apm = m2_972_1/47
A = D2 (), () 1 < o),
Apn =0, (n#m), (n<wvi(m)o6n>a(m)), (B.54)

siendo para cada M = —2,-3,—4,... y N =0,1,2, ... dados:

Oom =(m+p)m+p—1)—g_2, (meZ), (B.55)



251

9(m), (m,n € Z),

_ ) —9m-n-—2 sivi(m)<n<uw
Om—n = { 6n>w(m), (m,neZ), (B.56)

0 sin < vi(m)
vi(m) =m —2N — 2, vas(m)=m—2M -2, (m€Z). (B.57)

Los valores de p se obtienen entonces como soluciones de la ecuacién

trascendente
. 1 1\ . 1
sin? [77 <p — 2)] =A <2> sin? <7T\/ 1 + g_2> ; (B.58)

que expresa la compatibilidad del sistema lineal homogéneo (B.53) cuyo de-
terminante es A(p).

Los coeficientes ¢, en las expansiones (B.3) de las soluciones multipli-
cativas se obtienen, hasta un orden w = 1,2, 3, ... dado, resolviendo el sis-
tema homogéneo de rango 2w + 1 extraido del sistema infinito (B.53) cu-

yo término central es Agpco y cuyas incognitas son ¢, (m = —w,—w +
1,...,—1,0,1,...,w — 1,w), verificandose la proporcion
C—w C—w+1 Co Cu—1 Cw
- =0 o= — (B.59)
Afw)  Alwt) A) Aw-1) B
siendo A, (p = —w, —w + 1,...,w) el cofactor correspondiente al elemento

de matriz A,y en la matriz [Amn] _<im <o
<m,n<
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