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I.  INTRODUCCION

El an&lisis de luz polarizada, y la determinacidn
de paréametros Opticos caracteristicos de medios activos a la
polarizacidn, constituyen un &rea de trabajo de la optica
gue ha repercutido desde hace tiempo en diversas ramas de la
fisica y de otras ciencias de la naturaleza. No obstante, re
cientemente se ha apreciado un renovado interés en este area,
que se ha concretado en la aparicidn de una nueva y abundan-
te literatura. En el campo de la elipsometria cabe destacar
los trabajos de R.M.A. Azzam y N.M. Bashara, realizados en su

mayor parte con ayuda del formalismo mateméatico de R.C. Jones 1
2

’

y que han dado lugar a un completo tratado® en el que se re-
cogen las técnicas estaticas y dinédmicas més modernas de de-
terminacidén de parametros Opticos, asil como aplicaciones con-
cretas al estudio de peliculas delgadas, formacibén de codgu-
los de sangre, etc... P.S. Theocaris y E.E. Gdoutos? han
presentado un estudio rigurosoc de la teoria matricial de 1la
fotoelasticidad, en el que se hace uso de los formalismos de
R.C. Jones y H. Mueller. Merece mencidén también el trabajo
de H.C. Van de Hulst4, en el que se estudia el fendmeno de dis
persidén de luz por particulas con diferentes formas y tamafos,
dando modelos matriciales en el formalismo de Mueller para
cada uno de los casos. Este trabajo ha dado pié, muy recien-
temente, a estudios sobre la atmbésfera natural, aerosoles ar

tificiales, hidrosoles marinos. etc...”

Otros temas relacionados de notable interés vy de
sarrollo actual son también el estudio de filtros espectrales
birrefringentes 6 dicréicos6, poder rotarorio natura17, birre

fringencia en fibras épﬁicasB, etc...

El estudio del comportamiento de medios Opticos



activos a la polarizacidbn puede abordarse en forma general
por medio del formalismo Stokes—Mueller4’9’lO’11’12 . Ahora
bien, los elementos de la matriz de Mueller asociada a un
cierto medio éptico no dan por si solos informacidn direc-
ta de los parémetros relevantes en el comportamiento fisico
de dicho medio, por lo que resulta conveniente realizar un
estudio previo que permita hacer una clasificacidédn de las
matrices de Mueller de acuerdo con las propiedades de los
medios 6pticos a que corresponden, y que facilite la extrac-

cién de paréametros con interpretacidén fisica directa a par-

tir de dichas matrices. Diversos autores, como K.D. Abhyankar

y A.L. Fymatl3, R. Barakat'? E.S. Fry y G.Ww. Kattawarl>, y
R.W. Schaeferlf han estudiado las relaciones existentes en-
tre los elementos de cualquier matriz de Mueller. Por otra
parte, R.C. Jonesl, J.R. Pfiebel7 y C. Whitnelehan estable
cido diversos teoremas en los que, desde el punto de vista
de la polarizacidn, se demuestra la equivalencia entre sis-
temas complejos y sistemas sencillos constituidos por pocos
medios o6pticos. Ademés de ello, en los UGltimos afilos se ha no
tado una tendencia al desarrollo de dispositivos dinéamicos
de determinacibén de parémetros 6ptic0519; Asi P.S. Hauge y
H. Di112° han presentado un método dindmico de analisis de
luz polarizada, que junto con un trabajo de E. Collet21, en
el que se estudia la luz polarizada emergente de un cierto
dispositivo que contiene un retardador rotatorio, fueron

la base de nuestro trabajo previo, presentado como Tesis

de Licenciaturazz, en el que desarrollamos un dispositivo
experimental que contiene dos retardadores rotatorios y dos
polarizadores lineales fijos. Posteriormente, otros autores
han presentado diferentes dispositivos que hacen uso de re
tardadores rotatorios no ideales, como el debido a P.S. Hau
9923, 6 bien moduladores electrodpticos como el construido

por R.C. Thomson, J.B. Bottiger y E.S. Fry24,



El propdésito de nuestro trabajo ha sido el desarro-
llo de un método dinadmico de determinacidén de matrices de
Mueller y de andlisis de luz polarizada, lo mé&s general posi-
ble, y que permita un autocalibrado, es decir, que evite la
utilizacidén de test Opatrones enls operacidn de calibrado,obvian
do asi problemas de ajuste y puesta apunto del dispositivo,
los cuales conllevan limitaciones instrumentales y conducen a
errores sistemdticos no faciles de identificar en los resulta

dos experimentales.

Para la realizacidn de nuestro trabajo hemos conside-
rado las aportaciones de numeroros autores, quienes utilizan
en sus trabajos diferentes formalismos de representacidn vy
tratamiento para la luz polarizada y los medios Opticos acti-
vos a ella, respectivamente. Ello nos ha inducido a incluilr
en esta memoria un capitulo dedicado a la presentacidn e inter
pretacidén de los diferentes formalismos, analizando las rela-
ciones existentes entre ellos y recogiendo los teoremas més
importantes relativos a equivalencia y reciprocidad de los sis
temas Opticos. Este capitulo II pretende dar autosuficiencia
a la memoria y, si bien,en gran medida, constituye una labor
de sintesis y puesta a punto, contiene también algunas aporta-

ciones de cardcter original.

En el Capitulo III, se obtienen y analizan las expre-
siones que relacionan los elementos de una matriz de Mueller
genérica con los parémetros Opticos caracteristicos de dife-
rentes sistemas equivalentes. Asimismo, analizamos con deta-
lle las relaciones restrictivas entre los elementos de una
matriz de Mueller, justificéndolas a partir de hechos fisicos,
e interpretandolas en otros formalismos. Todo ello nos ha per-
mitido establecer un teorema que resulta de utilidad en orden
a distinguir las matrices asociadas a medios que no despolari-

zan la luz,de las asociadas a los que si lo hacen, y ademés,



definir una serie de parametros que indican el grado de po-
larizacidén, & despolarizacidn, introducido por un medio bpti

co cualquiera.

En el capitulo IV presentamos nuestro método di-
nédmico de determinacidén de matrices de Mueller, basado en el
andlisis de Fourier de la sefial de intensidad de luz que emer
ge después de atravesar un clerto sistema que incluye dos re-
tardadores lineales no ideales en rotacidén, entre los que se
sitda el medio éptico cuya matriz de Mueller se desea determi-
nar. El dispositivo de medida contiene diversos componentes 6p-
ticos, cuyos parémetros caracteristicos se determinan por me-
dio de una operacidn de calibrado del dispositivo. Este cali-
brado tiene la particularidad de que se realiza a partir de la
sefial generada por el propio dispositivo, sin utilizar ningin

medio 6ptico como test & patrédn.

La particularizacidn del mencionado método de medi-
da para el caso de andlisis de luz polarizada se incluye en
el capitulo V, en el que también se d& un método de calibra-

do.

En el capitulo VI, hacemos una descripcidén del dis-
positivo experimental de medida desarrollado y disefiado por
nosostros, analizando los principales efectos que pueden ser

fuente de error en las medidas.

En el capitulo VII se presentan los resultados co-
rrespondientes al calibrado de nuestro dispositivo experimen-
tal de medida, los cuales permiten hacer una estimacidn de la
precisién del mismo. Ademéds de ello, se recogen los resultados
correspondientes a diferentes sistemas opticos. Dichos resul-
tados son analizados con ayuda de las relaciones y teoremas
dados en los capitulos II y III, y sirven también para ilustrar

el comportamiento de nuestro dispositivo experimental.



II. FORMALISMOS DE REPRESENTACION DE LUZ POLARIZADA Y
DE MEDIOS OPTICOS

De acuerdo con la teoria electromégnetica de la luz,
ésta se propaga en el espacio en forma de ondas electroméag-
neticas transversales, que,matemdticamente, se presentan como
soluciones de las ecuaciones de Maxwell, y pueden descomponer

se en suma de ondas planas monocromaticas.

Se define el vector luz como el vector campo eléctrico.
Dicho vector estd& bien definido para cada tipo particular de
luz totalmente polarizada, y por lo tanto, la luz polarizada
puede describirse usando los conceptos del célculo vectorial.
Con esta descripcidn vectorial pueden resolverse todos los
problemas relativos a la propagacidn, refraccidn y reflexidn
de luz polarizada en medios Opticos. Sin embargo, los célcu-
los son frecuentemente muy complicados, y hacen dificil la
solucidén de los problemas. Esta es la razdn por la que se
han introducido otras descripciones de la luz polarizada. Pa-
ra cada una de dichas descripciones existe también un modelo
matricial que permite describir las propiedades obpticas de
aquellos medios materiales que afectan a la polarizacidn de
la luz que los atraviesa. Aqul y en adelante se utiliza la
palabra "atravesar" para indicar genéricamente los casos de

transmisibén y reflexidn de luz.

En general, los haces de luz son policromaticos. Una
onda se dice que es monocromética cuando sélo contiene una
frecuencia discreta de anchura espectral nula. Un caso in-
termedio es el de las ondas casi-monocromdticas, que se ca-
racterizan por una estrecha linea espectral de anchura muy

pequefia pero no nula.




Es importante sefialar que en todo fendmeno de in-
teraccidén de luz polarizada con medios dépticos, los casos de
luz. monocrdmatica y casi-monocromatica totalmente polarizada
son indistinguibles en cuanto a polarizacién% Este hecho
justifica el suponer monocromaticidad para ondas que real-

mente son casi-monocromdticas, pero totalmente polarizadas.
IT.1 VECTOR CAMPO ELECTRICO Y ELIPSE DE POLARIZACION.

Con objeto de presentar una notacidn consistente
y uniforme a lo largo de nuestro trabajo, se hace necesaria
la introduccidén de la descripcién vectorial de la luz pola-

rizada.

Una onda plana monocromatica uniforme que se pro
paga en un medio homogéneo e isdtropo segin el eje Z de un

sistema cartesiano de referencia XYZ puede expresarse de la

forma
- 5 => (I1.1)
E’EXL-}_EYJ ’
-> -~
donde L | j , Son vectores unitarios en las direcciones X,

y respectivamente, y las componentes vienen dadas por

E.= A (.uff + ZT/\TZ +Sx) = A, cod(w+8y) , (11.2.2)

E__.y =A7 coy (-wt + ZTE\Z + Sy> = A7 cot (v + 87), (I1.2.b)

2ITZ

X ; © bien, en notacibdn compleja

con ¥ z-u)-t +

E = A ea(wr&) | (II.3.a)
X X

/

, TI.3.b)
L(1’+87> (




entendiendo que en éstas Gltimas expresiones, la parte ima-

ginaria no tiene sentido fisico.

Los parémetros /\X,/\y, son las amplitudes segin
los ejes X e Y, A\ es la longitud de onda, W es la frecuen--

cia angular; vy 5x,57rson constantes de fase.

A partir de (II.3) es facil demostrarB’ZS, usando algunas
relaciones trigonométricas, que se cumple la siguiente rela
cidén
A 2
Ex E Ex E
Xy L - =xEr cA S —

z : &S
/xx /%y Ax Ay et

(11.4.a.)

con S: (gy _ gXB (I1.4.p)

La ecuacidén (II.4) representa una elipse denomi-
nada elipse de polarizacidn (Fig. II.1), cuya excentricidad
y orientacidén de ejes en el plano XY depende de 5 , pero no
det ni de 2.

Sea o el a&ngulo dado por
’!‘a»u&O(E Ay ) (I1.5)
Ax

y/ la elipticidad de la elipse de polarizacidn, vy Xel azi-
muth del semieje mayor de la elipse con respecto a la direc-
cidén positiva del eje X. Estos &ngulos estén representados

en la Fig. II1.2 y puede demostrarse que cumplen las siguien

tes relaciones 25,26



Fig.II.1.- Elipse de polarizacidn.
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Fig.II.2.- Fepresentacidén geométrica de los paré-

metros asociados a la elipse de polari
zacidn.



+M%2x =®Aazo(co§,8 ) (II.6.a)

~enl P = AeU2AHLS (II.6.b)
ALK = coézyj caSZ'X ’ (II.6.c)
%M%zy) (I1.6.d)

g =—75%

IT.2. CALCULO DE JONES

Un vector de Jones es un vector columna compuesto de
dos elementos complejos que son las componentes Exy E:V
del vector luz EE . El vector de Jones, en el caso mas gene-

ral de polarizacidn eliptica, esl

%
EX U Ax €

E = = e ‘ (11.7)
6’ J
Ey Ay e "
con W=y + ij'zéy / (I1I.8.a)
§ = gy__ Sx ) (I1.8.b)

Aunque para definir la elipse de polarizacidn basta
con las dos amplitudes/Ax,447 y con la fase relativa $ , €5
de observar que el vector é: mantiene informacibn de ambas

fases Sx, 67 por separado. Este hecho muestra que, en
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general, un vector de Jones queda caracterizado por dos nG-

meros complejos independientes; es decir, por cuatro magni-

tudes reales

Existen problemas en los que la fase absoluta es

irrelevante. En tales casos el vector de Jones se escribe

8
Ace

= s,
Ay €

(I1.9)

d

En otros casos se usa el vector de Jones normali-

zado de forma que la intensidad valga la unidad. Es decir

ge=pArA =1

Dos estados de polarizacidén de vectores de JonesE
y 61 , se dicen ortogonales cuando CTC"—-“ 611'6: o .
Los vectores ortogonales corresponden a elipses de polariza-
cidén con igual elipticidad, distinto sentido de giro y con

sus ejes mayores perpendiculares entre si.

La superposicidn coherente de dos haces de luz
polarizada puede expresarse como la suma de sSUS correspon-—

dientes vectores de Jones.

Cuando una onda de luz monocromatica como la dada
por (II.1) atraviesa un medio éptico lineal que no produce
efectos incoherentes, la onda emergente es una transforma-
cién lineal de ella del tipo%

E:; = fan;>< +_/A3 E:y /
f\q Ej* + A, E:y , (II.10)

m‘
~
I
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donde A, , Az ,A3 , Aq , son coeficientes complejos que depen-
den de la naturaleza del medio éptico. Por lo tanto, la

transformacién (I1.10) puede escribirse de la forma

X

E! A AN [ E

1

/ ' J
EY Aq Az. Ey (IT.11)

o bien .
E=J €&, (I1.12)

siendo‘]-la matriz compleja definida por

A As

J: . (I1.13)
Ay Aq

A la matriz J se le denomina matriz de Jones asociada
al medio éptico considerado. Los elementos de J-se suelen

denotar de dos formas alternativas, que son

a-u \TI?_ I\ Jg
J.

|1
1

J-za Jzz J4 Jz (I1.14)

En adelante, cuando se denote una matriz con la letra

I , deberd entenderse que se trata de una matriz de Jones.

La matriz de Jones asociada a una sucesidn de medios

bpticos, se puede obtener como el producto ordenado de las
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. . . . . 2
respectivas matrices de Jones asociadas a dichos medios.

Ello se comprueba facilmente aplicando (II.12) sucesivamente.

De la definicidn de vector de Jones dada en (II.7) se

deduce que éste solo estd definido para luz totalmente pola-

rizada. Este hecho implica a su vez que un medio que disminu
ya el grado de polarizacidn del haz de luz que lo atraviesa,

nunca puede representarse por medio de una matriz de Jones.

La matriz de Jones asociada a un conjunto de medios
opticos, atravesados en paralelo por un haz de luz coherente,
viene dada por la suma de las matrices de Jones asociadas a

dichos medios.

La utilidad del formalismo JCF* se restringe a los

problemas relativos a luz totalmente polarizada.

En adelante, se entenderd como medios épticos "de tipo
N" a aquéllos que son representables por una matriz de Jones,

y "de tipo G" en caso general.
IT.3. FORMALISMO DE STOKES-MUELLER

Presentamos a continuacidén un resumen del formalismo
de vectores de Stokes y matrices de Mueller, al que denomi-

naremos abreviadamente SMF.

Un vector de Stokes es un vector columna compuesto por
cuatro elementos reales So, S,, S,, S3; que cuando correspon-
den a un haz de luz totalmente polarizada, estdn definidos
del modo siguiente27
* Por razones de comodidad, utilizaremos abreviaturas para-

indicar los distintos formalismos. Asi, usamos JCF para in-

dicar el formalismo de c&lculo de Jones.
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X
So‘—:‘ Ex E-:( + E\/ Ey /

S|:E><E: _EVE'); /
Sz_:EXE;" +E:y£: ’

S = L<Ex E: - £ E:) / (I1.15)

donde se ha adoptado la notacibdn compleja para Exy Ey .

Otra forma de escribir los parametros de Stokes es

Sy = 2 AxAy sen S, (II.16)

6 bien, teniendo en cuenta (II1.6)
Se=1 ,
s, =] cr2p c2X = I cor2eX )
S, = I corzp AenlX = T Aem 2ot ot &

53=I*5%7—7) = [ o2t sen$ . (IT.17)
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Es de sefialar que en éste caso de luz totalmente
polarizada se cumple la relacidn

2 2 ra
Se=5S +S, t Sy . (II1.18)

En general, la luz se presenta como una super-—

posicidén de gran numero de trenes de ondas simples con fases

independientes. La superposicidn incoherente de un nlUmero

cualquiera de haces de luz viene caracterizada por un vector

de Stokes que es la suma de los vectores de Stokes asociados

’ 27
a dichos haces. Los parametros de Stokes del haz total son

so’-’-ZSi , S = ZS‘L , S = ZS; ;23 ZS? ;
A ¢ '

t ¢
(I1.19)

donde el superindice { denota cada onda simple independiente

De acuerdo con (II.19), el haz de luz total esta-
rd parcialmente polarizado, y sus parametros de Stokes se

podran obtener también del modo siguiente28

A+ AYY
(A= AYY

§, = {LAAy oA,
Sy = (LA Ay Heus),

n un
- 0
i

(I1.20)

donde los corchetes indican el promedio temporal sobre cada
uno de los parametros.

Las expresiones (I1.20) pueden considerarse como

la definicidén més general de los parédmetros de Stokes, que

estan sujetos a la condicidn

A 2
Se > S +S,+5s5 (IT.21)



15

en la que la igualdad se cumple sb6lo si se trata de luz to-
talmente polarizada. En el caso de luz natural, los prome--
dios se anulan salvo para Sg, y el vector de Stokes corres-

pondiente es

(I1.22)

Sy

I
cC O o M

Conviene recordar ahora el principio de equivalencia
bptica de estados de polarizacidn, que puede enunciarse del
siguiente modo: "Por medio de un experimento fisico es impo
sible distinguir entre varios estados de polarizacidén de luz
que son sumas incoherentes de diferentes estado§7puros, Yy

que tienen asociado el mismo vector de Stokes'".

En virtud de este principio, un haz de luz parcialmente
polarizada puede considerarse como la superposicidédn incohe-
rente de dos haces, uno de los cuales es de luz totalmente
polarizada, y el otro de luz no polarizada. En el formalis-

mo SMF este hecho se expresa como

s = 5P+ 'SN , (I1.23)

donde
So I‘P IN
=/s), S =[s}|, =] 0 (II.24.a)
:; S, P Se :SN 0
con S 53 0
4
I,= (st+si+s3)? , I,=5.-Tp . (11.24.b)

Se define el grado de polarizacibén G de un haz de luz

de vector de Stokes S como

Ip

G =3

- ‘ (1I1.25)
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Asimismo nos interesa definir la forma cuadrética se-
midefinida positiva

2

F=si-s?-<si-5; (11.26)

que estd relacionada con G del siguiente modo

F=st(1-6G%) . (I1.27)

6 bien
FE \~ (1I.28)
G = ('1— 5§> .
Las magnitudes G vy F.adoptan valores en los siguien

tes rangos
<G«1, (II.29.a)

O
o< F < .SZ', (I1.29.b)

de forma que para luz totalmente polarizada:(}=i, F=o0 ;

y para luz natural: G=o0, F=sZ.

Un vector de Stokes puede definirse en términos de
la intensidad total I , el grado de polarizacién G , el
azimuth X y la elipticidad %’ del haz de luz al que corres-

ponde, en la forma

4

G cAYcer 27X

= 1 (I1.30)
> G coR2¥AenlX L

G Aeuly

De esta expresidn se deduce que el vector de Stokes con-
tiene toda la informacidén acerca de la elipse de polarizacidn

y del grado de polarizacidén. Sin embargo, al contrario que
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el vector de Jones, el vector de Stokes no contiene infor--
macibébn acerca de la fase absoluta del haz de luz al que co--

rresponde.,

En el formalismo SMF los sistemas Opticos lineales se
representan por medio de matrices reales 4x4 (matrices de

Mueller). Estas matrices, que denotamos genéricamente como
M=( m-ﬂ) y=12.3%0 (II1.31)

contienen diecis€is elementos YHQ , que en general son in-

dependientes.

Cuando un haz de luz de vector de Stokes § atraviesa un
medio caracterizado por la matriz de Mueller M , el vectorSI

asociado al haz emergente viene dado por

S'=MS . (11.32)

Al igual que en el formalismo JCF, la matriz de Mueller
de una sucesidén de medios opticos, se obtiene como el produc

to ordenado de sus respectivas matrices de Mueller asociadas<

Por otra parte, la matriz de Mueller asociada a un con-
junto de medios bpticos atravesados en paralelo por un haz de
luz incoherente viene dada por la suma de las matrices de

Mueller asociadas a dichos medios.27

Una matriz de Mueller puede representar a medios obpti-
cos que afecten a cualquier parémetro relacionado con el vec
tor de Stokes asociada al haz de luz que los atraviesa; Asi,
por ejemplo, en el formalismo SMF son representables todo ti-
po de retardadores (lineales, circulares & elipticos), pola-
rizadores totales & parciales (lineales, circulares & elipti-

cos), sistemas que despolarizan la luz, & cualquier combina--
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cidén de ellos por complicada que sea. Sin embargo, no son
representables aquellos medios que introducen un retardo

uniforme en la luz que los atraviesa (laminas de fase).

En adelante se usaréan las letras S y'P1 para deno-
tar vectores de Stokes y matrices de Mueller respectivamen
te. Se entenderé& por matrices de Mueller de tipo N, a

aquéllas que correspondan a medios opticos de tipo N.

IT.4. FORMALISMOS MATRIZ DE COHERENCIA Y VECTOR DE COHEREN
CIA

Consideremos un haz de luz monocromética, caracteriza
do por un vector campo eléctrico E que, en general, seréa
una superposicidén de vectores del tipo (II- 4), pero con
diferentes fases éx, éy . Llamamos matriz de coherencila
(o matriz densidad) j’ asociada a dicho haz de luz, a la

definida como 29
<Ex E:> ‘<Ex ;) <A:> (AxAy g‘S)

= t = = . 1
§=LExE CELEDY (EED] | aAdD (A

(I1.33)

donde los corchetes indican promedio temporal y X denota

el producto de Kronecker.

Los elementos de hg los denotamos de la forma

S,\\ g\\- fg .Yl (I1.34)
S Swy S 8

£=




19

La matriz S’ es hermitica, y estd definida a par-

tir de losmismos paradmetros que el vector de Stokes JS

De hecho, es inmediato comprobar las sigulentes relaciones

entre los elementos de ‘S’ y de 5

asociados al mismo haz
de luz 28,30
Se = f\+'f1 ’
5\ = gt-'?z /
v = fz + f‘t ’
S, = L(gs_fq) ; (I1.35)
o bien,

Sq:i{(Sﬂ-lSz,). (I1.36)
La superposicidén incoherente de un nUmero cualquiera
de haces de luz, estd caracterizada por una matriz de cohe-
rencia .g , que es suma de las matrices de coherencia g;

asociladas a dichos haces. Por lo tanto

= Y8, =Yg, 5=l % 5,2 S
‘ (T1.37)

donde el superindice L denota cada onda simple independien-

te.

La forma cuadréatica T: viene ahora dada por
F=4 de:SJ (I1.38)

y, de acuerdo con (I1.29.b), vemos que

o< 4 Aafrg < St (I1.39)
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Si el haz es de luz

totalmente polarizada, en-
tonces
qu'g =0, (IT.40)
y si1 es de luz natural
2 (I1.41)
det¢ = _’—}/— Se
Andlogamente a lo que ocurre con el vector de
Stokes, toda matriz € puede escribirse como la suma de
dos matrices de coherencia, de la forma siguiente
¢= fP+§N , (I1.42.a)
con
cle]“gF =0 , (I1.42.b)
RS
(IT.42.c)
dé*gﬂ =;%'I~.

La matriz §} corresponde a un haz

de luz no polari-
zada de intensidad IN, % ~f? corresponde a un haz de luz
totalmente polarizada.

I1.4. 1. MEDIOS OPTICOS DE TIPO N

Denominamos formalismo de la matriz de coherencia
(CMF),

al que utiliza dicha matriz para representar el es-
tado de polarizacidén de la luz.

Consideremos un haz de luz de matriz de coherencia
-r
§=<ExE"Y

que atraviesa un medio béptico de tipo N
de matriz de Jones J

. E1 haz emergente tendra asociada
. . ] 27
una matrlz de coherencia \f tal que

-Jg7"

(I1.43)

pl=dExEy =XTE xE )= J'<E><c‘.1"ﬂdr
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Para el caso de luz totalmente polarizada,el for-
malismo CMF es equivalente al JCF, con la salvedad de que
en el CMF no se puede manejar informacidén acerca de la fa-
se absoluta de la onda de luz, sino sdlamente acerca de
las caracteristicas de la elipse de polarizacibén. De esta
discusidén concluimos que, cuando se tratan fenomenos rela-
tivos a luz totalmente polarizada , el formalismo JCF ade-
mas de ser mas sencillo, es mas completo que el CMF, ya que

contiene informacidén de la fase absoluta.

Cuando se estudian fendmenos con luz parcialmen-
te polarizada y medios Opticos de tipo N, no es aplicable
el formalismo JCF, puesto que €ste no permite la represen-
tacidén de estados de polarizacidn parcial de la luz. Por:
lo tanto, en general, el formalismo CMF es mé&s potente que
el JCF en cuanto a representacidn de estados de luz, pero
no lo es en la representacidén de medios épticos, ya que €s
tos estan representados por matrices de Jones en ambos for

malismos.
IT.4.2. MEDIOS OPTICOS DE TIPO G

Llamamos vector de coherencia (& vector densidad)

D asociado a un haz de luz, al definido, <:omol4’28
<CACY
-
{AxAye ™)
CAc Ay ey
*
(Ay) .

(I1.44)

D={ ExE )=
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Los elementos de D los denotamos de la forma

(11.45)
de

y vienen dados por los elementos ?Lde la matriz de coheren

cia asociada al mismo haz de luz del siguiente modo

do: S" )

d.1 = §3 y;
d, = 8,
o =57_/_ (11.46)

Las relaciones (II.35) y (II.36) pueden expresarse

en forma vectorial como

_5 = U D (I1.47)

6 bien

D T S (11.48)

donde W es 1a siguiente matriz unitaria

o -l

w= (1 ° (17.49)
o 4 1 0
o t -t ©

El vector D asociado a un haz de luz que es super-—
posicidn incoherente de un cierto nUmero de haces de luz,

viene dado por la suma de sus vectores de coherencia corres
pondientes.

Como ya dijimos, la matriz _g , Y por lo tanto el
vector D , contienen exactamente la misma informacidn que

el vector de Stokes.s correspondiente. Veremos ahora cdmo
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guedan caracterizados los sistemas épticos en el formalismo
del vector de coherencia (CVF), en funcidén de sus correspon

dientes matrices de Mueller.

Consideremos un medio 6ptico de matriz de Mueller
asociada P4 , sobre el que incide un haz de luz de vector de
Stokes S y de vector de coherencia D . Los vectores de Sto
kes.Sf y de coherencia D'asociados al haz emergente han de

cumplir

p=U'S'=UW'MS=UMUD, a0

lo cual indica que para toda matriz de Mueller P‘, existe

una Gnica matriz V tal que

v=UL'MU, (I1.51)
D' =V D (I1.52)

Los elementos de la matriz 3 estan sometidos a

- c s s 2 .
la condicién de hermiticidadV f=i51’ es decir

Im (§4)= L ( j,_) =o , (II.53.a)

*
gs = jq/ (II.53.b.)

Y, por lo tanto
Im (Olo\ = Im ("L?A =0 (I1.54.a)

4= d, (II.54.b)
) .

Las componentes C£LLL=019113\ del vector D‘
dado por (II.52), estan sujetas también a las condiciones
(IT.54). Esto implica que los 16 elementos complejos de una
matriz V han de estar sometidos a un conjunto de 16 restric
ciones, de forma que, en general, sdlo dependa de 16 paréme-—

tros independientes, al igual que la matriz de Mueller bﬂ .

Imponiendo las condiciones (II.54) a los vectores
|

D Yy D , Se comprueba que los elementos \h-de la matriz VY
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. . . . . . 14
estan sujetos a las siguientes restricciones

Vo=V
Vo = Vor
Vi = ﬁh:,
V= \":z )
S i

R/

\hJ==*Z: )
Im (Uoo) = Im (Vig) = Ton (W30) = Lim (V) = O (I1.55)

De acuerdo con estas expresiones una matriz
genérica estd caracterizada por 10 pardmetros correspondien-

tes a partes reales y 6 que corresponden a partes imaginarias.

Existe una equivalencia total entre los formalismos
CVF y SMF. Ante un caso concreto, ambos formalismos son
igualmente poderosos, aunque generalmente resulta mas practi-
co el SMF, ya que €ste s6lo utiliza nUmeros reales. El for-
malismo CVF es especialmente Gtil cuando se desea expresar

los cdlculos 6 resultados con la matriz de coherencia.

En adelante cuando se utilicen las letras D Y Vv
se entender& que corresponden a vectores densidad
y matrices del formalismo CVF. Asimismo diremos que una ma-

trizYes de tipo N, cuando corresponde a un medio é6ptico de
tipo N.
II.5. RELACIONES ENTRE LOS DIFERENTES FORMALISMOS

IT.5.1. ALGUNAS CONSIDERACIONES FORMALES

En el espacio de matrices comple jas 2x2 podemos con-

siderar la base formada por las matrices3’18
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(I1.56)

S
il
9
]
a
i
A
i

o 1 1 0 ¢ 0 0 -1

Las matrices de Pauli G, ,G;,03, suelen agrupar-

se en el siguiente vector matricial

T=(x,0,0). (ST

Una matriz de coherencla § puede expresarse

27
como

3
-1 } L O~ (11.58)
f—- 2 / Ss. 1% - e
(=0

Teniendo en cuenta que tanto la matriz f , como
las matrices @3 (iz0,1,.3) son hermiticas, es fé&cil compro-
. 27,31
bar que los coeficientes S, (L=O,1,2,3) han de ser reales .
Si comparamos las expresiones (II.58) y (II.36) vemos que los
coeficientes S, son precisamente los parémetros de Stokes

correspondientes a la matriz ‘f ,Y se verifica la relacidn
Sc=Tc (907) =t (ai ) . (11.59)

Cabe considerar la expresidén (I1.58) como un de-
sarrollo de la matriz densidad § en un conjunto completo de
observables ortogonales(d{L en el que los coeficientes S,
corresponden, salvo una constante, a los valores esperados

de dichos operadores.

Consideremos un haz de luz que tiene asociados
una matriz densidad S y un vector de Stokes S , Y que atra--
viesa un medio optico de tipo N caracterizado por una matriz
de Jones J . El vector de Stokes‘siasociado al haz de luz

emergente viene dado por
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1 Y = 4 3 1
St =T (006 = \—(o:JgJ)zg”(\»(c::rJZ;s;\c;J)r.
3 + 3
%T\' ?(WJGEJ-)SJ = : m‘~55;s ) (I1.60)
=0 J=o
donde la matriz b4, cuyos elementos son
=4 . - TT (IT.61)
m,.J— ZTV(UTTO—SJ )/

es preclsamente la matriz de Mueller asociada al mismo medio

bptico representado por la matriz de Jones J .

IT1.5.2. RELACIONES RELATIVAS A CARACTERIZACION DE LA

LUZ.

En el caso de luz totalmente polarizada es facil compro-
bar que se cumple la relacién’

Ea €

S; 3

6 bien, en forma explicita

i

(T1.62)

s.=lelf+ 1,
_S‘: IC.I’L— lC‘L(‘L;
SL: ZEAEI CM(S /
S, = 2 5.814@/“5/‘ (I1.63.a)

S = (@%az—ﬂ%s.\‘ (I1.63.b)

con

Reciprocamente

354\1== g; (Se+S))

(I1.64)
Las relaciones del vector de Jones con la matriz de co-

herencia y vector de coherencia asociados al mismo haz de luz
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totalmente polarizada,

son las siguientes

Lo
i

gL
i

Ak

)

3?. = d.3 = If_dz

J

-8
33::.&‘ = CtazeL J

j (I1.65)
6, reciprocamente

lelll-: g\

I
&

6_—. o.rL% Sq—_--—aﬂ_} Ry = ang c:(-¢=—0-3'€-a d, (I1.66)

Las relaciones entre la matriz de coherencia y los pa-
rémetros de Stokes ya se vieron en

(IT1.35) y (II.36), y son
vélidas independientemente del grado de polarizacidn de la
luz.

IT.5.3.

RELACIONES RELATIVAS A CARACTERIZACION DE MEDIOS
OPTICOS.

Un sistema Optico de tipo N tiene asociada una matriz
de Jones J, y también una matriz de Mueller M. Supongamos

que sobre el sistema incide un haz de luz de vector de Jones
6 Yy vector de Stokes.S .

El haz emergente se caracterizara también por unos vec

! t
tores de Jones y de Stokes E , S respectivamente. Estos vec-
tores se obtienen, segin (II.12) vy

(1IT1.32), como
A
£, = Z Jee & k= 4,2 ;  (I1.67)
L=1
3
5L=Zm'*;35a L=0,1,12,3
=0

. (I1.68)
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Teniendo en cuenta (II.58), podemos escribir (II.68)

del siguiente modo.

3
¢T !
E a & = mtg(fTGI ) (II.69)
J=o
6 bien T l + (11.70)
T E=E (Y mEy)E . "
J-.'_o

De (II1.69) y (II.12) obtenemos

C'TGZ E' = CT(JTGZJ) £ (11.71)

gue junto con (II.70), conduce a
3
= E m-LJG‘ , (=01,2,3 . (II.72)
j=s

Esta Gltima expresidébn sirve para obtener los elementos
de una matriz en funcidén de la otra, como indicamos a continua
ciér B
2me= Jad + T Tt WL I T
LMo = T+ 30 T~ T8 3a- T T
T Mor = 3: Jo + I—: Jzz + I\:, Sn +I:1 Ja ,
Moz = \(I:Jn. + :Y:l I‘n - K:_ In _thjux y
Mo= Tq T+ T Ju = I3 T =Tk Tua
m, = j\’(‘:)_u + 3; 3—17- - Iz‘\‘ 311—3_:3—11 y
m,, = n n Xu I’\“L - 3:(1. I—u _3:\ 3-17- ;
mr_._ = L(J-,)\F Jo t —311 o = 3-:: ]L’L—:S:';_ Sn) )
My = I,\ :S-,_\ =+ Iu Tu + auz 3_u 'Jzz 7,

NP N R
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2ma = Je Tt 3 T, - Tn T~ Ja T

2 = T T + T Tt T0 Tu+ 383,
2 UTNT0e + 30 T =T Tu - 303,
2 mge = (T T, #3053, =30 T - 51 3w)
2 my = LTI+ T8 T = 30 Ju = T T,
2
2

3
i

. % * p 3
M3 = ( (Ju J t :Sv. In‘ 3:‘\ Jae — Ji Iu) J

* * * *
Mys= Jow T + 00 $2- 30 30 - Ta T ; (I1.73)

y reciprocamente;denotando los elementos j“ (K‘Q-;{ﬂ_)

en forma polar como
¢ Oxe I1.74.
Ter = | Tl &7, (-7

se puede comprobar que

Z IJ“,I: moo +mm+mto+mn ’

2 1302 mye —me, tmie—m,

' ljz_l‘ = mob 4+ My, “m;o"mn ’
T

2 1Tl = mMpe = Moy = Mt My,

Moo, 4+ M

cod (817." Bn) =

[(.m°°+ mw\z" (mo,fm“ A

— Moy + Ma)
i
[(moo +ml0)1"' (Mo +mUSL] fe

12 <%W." &) =

m o+ mu
e (@u “6|(> = L N "y
[(mbb+ mN) - (mlo+ m«)] *
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My, + My,
2 A
(moo“"%t) - (mco"l"mu)z_] “

yen < 821 - @“)::. [

My, + My
[(moo'*' mu)z"‘ (mxo +m01)11 e !

od (911." 9“) =

My, ™ My

saen (Bu-8,) = :
: u} [(Mob+ m“SL ___(mw + mo‘ﬂ b (I1.74.b.)

Es de sefalar que al pasar de la matriz de Jones
a la de Mueller, se pierde la informacidn acerca del retar

do global que introduce el sistema Optico correspondiente.

Una forma mé&s compacta de presentar la relaciones

(II.73), es la siguiente 4,9,32

ﬁi‘(ot}+o<l+o<§+ot2) ji(df—otl"di“fdb patPa ¥ ¥,
1 2
Aol roi-dl) FEAFERTEN) P P Yt

Bu t P P P Pt P = YutYs
X T Y2 | Kw - \dfzz K"‘~+X"*(‘ P.{'F&Q

(I1.75.a)

donde
O{t = S'L :S)f = IIL\Z ) .L: ‘/7‘13111 ;
B = By= Re. (T 3;) = o (:I:l SL*) )
\(\A :‘”K:}L: T (Ih If) =Twm (3'3 1—'f>,
.L"J = (/Z.,S,Q R

(II.75.b)
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La matriz (II.75) puede obtenerse directamente a

partir de (II.61).

Si a una matriz de Jones J. le corresponde una ma-
triz de Mueller M , ésta tiene la forma (II.75), y es inme-
diato comprobar que a las matrices de Jones ]d& JTles Co——
rresponden las matrices de Mueller ){Ty P4'respectivamente,

1
siendo M’ 1a matriz siguiente33

moo mlo mlo - mgo
Mg, my My, — My,

M = ) (I1.76)
MQ‘L m\z mu_ - mgz_

- Moy "m|3 "mz,g + My

que puede escribirse como

M=aMaQ (I1.77.a)
con
1o o O
Qz(o i © 0) (I1.77.b)
ool O
o o0 ~f

La matriz diagonal G es ortogonal, con AJQ'—‘*"I.y
no corresponde a mingin sistema Optico con entidad fisica

real.

A continuacidén, buscamos las relaciones que ligan
la matriz de Jones 3' con la matriz ‘V asocliada al mismo me-

dio b6ptico de tipo N.

Si tenemos en cuenta (II.12) y (II.44), vemos que 28

¥
\/,: 3 % 3' l (1I1.78)
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es decir

P S S A SN W I i 24
13 3L RWOLY
V= TR P - M P A Py
T3 LI LI nI ) -

(II.79)

(O
Reciprocamente, obtenemos los elementos J =|3 € ‘e

funcidén de los elementos Vs

n

| T° = %o
| 30" =033
| ol = Ves
| Tl = B30
S, - elzm%cwh‘mgr(%.) )
&, - 6, = o (%)= —ong (Ver) ,

6 -6 = arg (Vo) = —artg (%) . (I1.80)

Las relaciones (II.75) y (II.79) Unicamente son vali-
das para medios Opticos de tipo N, debido a que en caso con

trario, las matrices de Jones no estén definidas

Finalmente, daremos cuenta de las relaciones que ligan
las matrices W\y V’ que corresponden a un mismo medio

6ptico de tipo G.

-1
Segun (II.51) sabemos que V=W Mu, donde U es 1a ma-

triz dada en (II.49). Como WL es unitaria podemos escribir

Desarrollando (II.51) y (II.81) en forma explicita obtenemodt!
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m°o+ Mot Mot My Mt mtl‘\"\QY\ug* mu\ moL“'m‘t'.l(moz‘me}) Moo~ Mot +Mio TMu

et My =L (M3et my) Mozt Wi ¥ (m 13’”’]31) Ma YY\';*S‘-k {mat ma) My~ M~ L(m;: m;.)

N

Voo b May +iMsotMs)  Minm mMsz( (Waztms) Mytig =M =1) Mio™ My L (M35mmy))

Woo + Wo, ~Wlio= M, Me™ My £ 1 (mog"mn‘x) an-mu"t (Maz=mg) Weo=mu - Mid M,

(11.82.a)

y reciprocamente

'\7'00‘*"033*’ 0'30+’0'53 '\3’0{3«:3 +1)'3°—\3'35 ’\)'°\+’1)‘°2 + \331 4 1}3?_ ‘.\L\}O\'Vﬂ.‘f'o;j' D}Z)

Voot Vo1~ V36" V33 Voo D3~ V3ot Bz Yo1+Vor-Dam Vi =L (Vo - Vay =B £1%2)

=
i
NI

Viot Wiz +Biotiy Vo~ Via 400 V52 Vit 42 + Wy +Ba =1 (03 -V #B2s- D)

L0 = Bio+ V12 = Vi g) L (Bio~Vio- 12 F02) L0t 0=y ¥8) -0 =Th 1 B

" (I1.82.b)
si a una
matriz V 1le corresponden las matrices de Jonesfy de Mueller
J Y M respectivamente, a Vfle correspondenj- Y ﬁ4T H

y a VT le corresponden .TT Yy M'.

A partir de (II.79) y (II.81), vemos que,

Las figuras (II.3) y (II.4) muestran esquematicamen-

te las relaciones existentes entre los diferentes formalismos.

II. 6. MEDIOS OPTICOS . NOTACION

A lo largo de nuestro trabajo estudiaremos sistemas
compuestos por medios dpticos de tipo N. El conjunto de di-

chos medios puede separarse en dos categorias atendiendo a



34

SMF éz:ﬁv' CMF CVF
. - (11.35) MATRIZ DC 3 :
VECTOR DE STOKES S ATRIZ VECTOR  DE
0 "‘"L COHERENCIA § COHERENCIA D
Fardmetros Pardmetros (n.%6) Pardmelros
Caracieristicos : ;/(;11;36) Caracteristicos : Caracteristicos :
G, Ax, Ay, d . G, Ax,Ay,§ G, Ax,Ay, §

7

. , )
CONDICIONES /Z/o/// ﬂ@h Z{/ ’1@\

/N // /7:/

T
14

A7/ R/

JCF
VECTOR DE JONES €

’ .
Parametros Caracteristicos :

Ax, Ay, 8x, Sy

Fig.1II.3.- Esquema de las relaciones relativas a
caracterizacidén de la luz, entre los
formalismos SMF, CMF, CVF y JCF.

SMF //)/ CVF
MATRIZ DE MUELLER M MATRIZ V

N°® de parametros 7 N° de parametros
independientes:16 < (11.82) z independientes :16

RELACIONES /m . 4323‘ _______ fuso] )
Wy Wy,
JCF y CMF

MATRIZ DE JONES J

N° de parametros independientes : 8

Fig.II.4.~ Esquema de las relaciones relativas a
caracterizacidén de medios opticos, en-
tre los formalismos SMF, CVF, JCF y CMF.
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la naturaleza de sus efectos sobre la luz polarizada. Unos
producen un determinado retardo entre dos estados de pola-
rizacién ortogonales que son invariantes bajo la accidn del
medio considerado (retardadores), y otros una absorcidn &

reflexibn selectiva (polarizadores).

Tanto los retardadores como los polarizadores, va
sean &stos parciales & totales, pueden ser lineales, circu-
lares & elipticos, segin el tipo de autoestados de polariza-

cidén gque dejen invariantes.

Como veremos mas adelante, todo retardador eliptico
equivale a un sistema compuesto por un retardador lineal vy
un rotor (retardador circular). Este hecho servird para ex-
presar todos los fendmenos de retardo en funcidn de retarda-

dores lineales y rotores.

Por otra parte, veremos que un polarizador parcial
(total) que sea circular 6 eliptico, es dpticamente equiva-
lente a una cierta combinacidén de dos retardadores lineales

y un polarizador parcial (total) lineal.

Las anteriores consideraciones permiten afirmar que
todo sistema éptico compuesto por medios de tipo N, es épti
camente equivalente a una cierta combinacidén de retardadores

lineales, rotores y polarizadores parciales lineales.

Denotaremos por L(@,é) a un retardador lineal de re
tardo de fase 5 % éngulc>3 de su eje réapido respecto aun
eje de referencla X prefijado. PorR(F)entenderemos un re-
tardador circular que introduce un retardo 2 7Y entre sus
dos autoestados de polarizacidén circular. Finalmente, un
polarizador parcial lineal con coeficientes principales de

transmisidén en amplitud P. . F1 y angulo & de su eje de
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polarizacidn con el eje X de referencia, se denotard por
P(O(,F.,PL\ . Si el polarizador es total, es decir, ’P,_—:O )
lo denotaremos por P(() .

Las matrices asociadas a retardadores lineales,
rotores, polarizadores parciales lineales y polarizadores to-
tales lineales las denotaremos como BL(O,S\ ’ Bg(K) )
Bp(o(,}b‘,P,.) 4 BP(O() respectivamente, donde B puede ser
una matriz de Mueller‘N1, una matriz de Jones J , & bien una

matriz V segln el formalismo que se esté considerando.

IT.6.1. POLARIZADORES PARCIALES

En el formalismo JCF un polarizador parcial se ca-

racteriza por una matriz hermitica con autovalores reales no

negativos? Dichos autovalores son precisamente los coeficien-
tes principales de transmisidn en amplitud P,, P » del pola-
rizador. Un polarizador parcial se denomina lineal, circu-

lar 6 eliptico segun los autovectores de su matriz de Jones
asociada %4 correspondan a polarizaciones lineales,circula-
res & elipticas? Excluimos de la siguiente discusidén el ca-
so de polarizadores totales (siguiente seccidn), y conside-

ramos gque P"PL7:O . También supondremos, por concretar,

que F‘> FL .

Los coeficientes P, , f, pueden tomar valores ta--

2
les que

O\<__ Pagi 4
O < P?—<“ . (11.83)

Si tenemos en cuenta (II.83) y que def H= PP,

vemos que

0< defH< 1 (11.84)
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~1
Esto significa que la matriz H tiene inversa H . Sin

-1 .
embargo H" no es una matriz de Jones, pues

- 1 (I1.85)
det H = o 21

La interpretacidn de este hecho es clara, ya que
al pasar la luz por un polarizador, se produce una pérdida
de intensidad a la salida, la cual no puede ser compensada
por ningin medio 6ptico pasivo como los que estamos conside
rando. No obstante, existe un medio é6ptico cuya matriz de

Jones es
H' = A H™ ) (I1.86)
donde A es un nUmero real tal que A(défH, y por tanto
HH':)\I (11.87)

El polarizador parcial de matriz de Jones H‘puede
considerarse inverso del de matriz de Jones H , en el sen-
tido de que un haz de luz que los atraviese sucesivamente,
presenta a la salida el mismo estado de polarizacidn que a
la entrada, si bien se produce una pérdida en la intensidad

del haz de lusz

En el formalismo SMF todo polarizador parcial viene
representado por una matriz de Mueller K que es simétrica
con cuatro autovalores K, . K ,(K.Kmfh (doble). El autova-—-
lor (I(.K;)'/" corresponde a autovectores de Stokes S, _S‘ , Ccon

«o=S8'=0 . y que por lo tanto no tienen sentido fisico??
Los otros dos autovalores K,, K, , corresponden a los coefi-
cientes principales de transmisidn en intensidad, es decir,
K= P, Ke=pPr.

La matriz K es tal que def K=K k& , y andlogamen

te a lo que ocurre con la matriz H , se cumple lo siguien
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te ocdetke¢ed | (11.88)

Es de interés sefialar que si H y K corresponden

a un mismo polarizador parcial
def K = (det H)", (11.89)

De (II.88) se deduce que existe una matriz K™,
la cual no representa ningun medio dptico pasivo. Sin embar
go, la matriz Kﬁzﬁﬂki con /Aédsz , s1 que representa a un
medio béptico pasivo que produce un efecto 6ptico inverso en
cuanto a polarizacidn, al producido por el polarizador al

que corresponde la matriz K .

En ocasiones, en orden al tratamiento formal y
sistemdtico de las matrices asociadas a polarizadores par-
ciales, es interesante normalizar éstas dividiéndolas por
su determinante, de forma que tengan determinante unidad.

Las matrices, una vez normalizadas se denotan como

}JN = ;15?11_ H 5 (I1.90.a)

Ky = (I1.90.b)

1
det K
En el formalismo JCF, un polarizador lineal

queda representado por una matriz de Jones HP , que refe-

rida a sus ejes es diagonal, de la forma

&)
H — PI (I1.91)
- )
P 0 Pz
y en el formalismo SMF, por la matriz de Mueller K%, que

referida también a sus ejes eslo’26
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PR gt O 0

TN L - (@) O

A Pe- Porpe (11.92)
2 0 0 Zﬁ PL 0

0 (0] 0 ’Zﬁ?v.

La matriz K} puede ponerse en forma diagonal Kb

por medio de la matriz C (llamada matriz modal) del modo

siguiente 10
Kb = C KP c™ (I1.93)
6 bien,
-t (I1.94)
donde
PP 0 o O
1
K = 0 P00 ) (11.95)
P 0 C F‘P’L_ ©
o o © F.FL
Y
4 1 0 O
c=ct=2 14 -1 00 (T1.96)
N2 lo o w ©
o o 0 Nz
Seqin la expresidén (I1.96), la matriz C es orto-
gonal, ya que CCT=cc = cc' = I , y ademds, vemos que
detc=- 1.
La transformacidén (II.93) conserva la traza, y por
tanto

Te Ky = T{e KP :'~<P.+qul . (I1.97)
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IT.6.2. POLARIZADORES TOTALES

Las matrices*ﬂy K}, asocladas a un polarizador
total (lineal, circular o eliptico) en los formalismo JCF vy
SMF respectivamente, se caracterizan por tener nulo uno de
sus autovalores, y por lo tanto, son matrices singulares. De

bido a este hecho, HT y KTno son normalizables en el senti-

do dado en (II.90).

Una propiedad interesante de Fh-y K}es que son
idempotentes ( Hﬁ: }%T/ K?::Kf) . Estas matrices realizan el
papel de proyectores en los espacios de Jones y de Stokes

respectivamente.

Un polarizador total lineal queda representado por
una matriz de Jones f#P, que referida a sus ejes, tiene la

formal

P

= (11.98)
HTP 0 0 ’

y por la siguente matriz de Mueller K}p (también referida a

sus ejes)

4 4 0 0
Fl
kop=— (1 100 (11.99)
2 |lg o0o00]/
o o 0 O
que puede escribirse como
Kep = - KTBC“' (I1.100.a)
con
A O O ©
k. =0 00%0 (I1.100.b)
T © o 0 O
o o o O



IT.6.3. RETARDADORES IDEALES

La matriz de Mueller ﬁi asoclada a un retarda-
dor ideal (lineal, circular 6 eliptico), tiene la propiedad
de que deja invariante el parametro S, (intensidad), y pro-

duce un giro del vector de Stokes en la esfera de Poincaré.

Ello permite escribir R_en la forma®
A 0 O O
R_—_ 0 (Ir.101)
)
0 Ilﬂ
0]
donde la submatriz -SI-E (:LED es una matriz 3x3 asociada

a una rotacidédn genérica en el subespacio que contiene las

coordenadas S, , S,, S; .

El conjunto de matrice551.ortognales 3x3 con
cﬁitft=“Fi , forma un grupo dependiente de tres pardmetros
denominado O; (grupo de reotaciones en el espacio ordi
nario). Los tres parametros independientes que hay en AQN
pueden ser, por ejemplo, los tres angulos de Euler&i. Sin em-
bargo resultan mas Utiles como pardmetros el azimuth y 1la elip-
ticidad Y’ de los dos autoestados de polarizacidn ortogonales
que son invariantes bajo el retardador, junto con el retardo

S introducido entre ellos?b

Un retardador ideal queda representado en el for-
malismo JCF por una matriz unitaria UL tal que JQJ'LL2'+1 .
Dicha matriz corresponde a una rotacidn de determinado angulo

(¢ del vector de Stokes en la esfera de Poincaré, en torno
a un clerto eje cuya direccidn estd dada por un vector uni--—

tario ™ . Ello permite escribir 2°

U= @KP[,(~'L¢/?_)QO‘] . (I1.102)
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El conjunto de las matrices Ww complejas 2x2 unita
rias con defU=+1, forma un grupo denominado SV (2C) (grupo
especlal unitario de matrices complejas 2x2§? Existe una
correspondencia biunivoca entre el conjunto formado por pares
de matrices OXW-LL) pertenecientes al grupo S‘J(]_C) , v el
de matrices F{ tales quefl pertenece al grupo Cg .

I1.6.4. RETARDADORES NO IDEALES,

Es conocido el hecho de que por efecto de las refle-
xiones internas miUltiples, todo retardador lineal presenta en
realidad diferente transmitancia para luz polarizada lineal seglin
sus dos lineas neutras%7 El efecto es equivalente al produci-
do por un retardador lineal ideal junto con un polarizador par-
cial lineal alineado con él. La matriz de Mueller h4L asociada
a un retardador lineal no ideal, referida a sus proplios ejes,

puede escribirse como

ML = M. (O/g) MP (O/ P, )= MP (O/P«/ Pz) ML(O/S);
(I1.103)
donde & es el retardo de fase efectivo caracteristico del re-

tardador, y P, , fo son los coeficientes principales de transmi-

sidén en amplitud segun las lineas neutras del retardador.

La matriz ﬂ1Lobtenida a partir de (I1.103) es

A+K 1- KK 0 (o)
4 1- K A+ 0
0,$ ko)== <0
ML( / / Kd., \ ZK« g ’ZW Mg ,
O 0 Wk 4
0 0 ~2VRiens  2VK et
(I1.104.a)
donde
o2 J KL.
K;LEE fﬁ / kcohzi F%} / K= o

(I1.104.p)
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Si el eje répido del retardador presenta un angulo
/3 con el eje X referencia, la matriz ascociada al retarda-

dor viene dada por

b«L<¥5/g/}CL/k:A>:: PLQC_EQ A4L(OISIKQ{KiJ /4Q(F5 =

A+ K (1-K)CALR () semlp °

gy RSP RSl Akl
K ARM
4
27%;_ (1K) sed 2 +

ey (82
(1*@4@&{3 (m<~2\ff<co'>8)%éw&ﬁ WF S AP 2 VKA (5B

2R 4enS 1R <y 4eubeslB 2Vk S

(I1.105)

En ocasiones se utilizari también la notacidn

M (B, &/ ) =2k M (B, S, Ke, KL .

(I1.106)

I1-6.5. GRUPO SL(2C) Y GRUPO DE LORENTZ.

El conjunto de matrices A ,complejas 2x2 concka:f

forma un grupo denominado JSL(ZC) (grupo unimodular de
matrices complejas 2x2). Toda matriz de Jones no singular

puede normalizarse del modo indicado en (II.90.a), y por lo

tanto, una vez normalizada, pertenece al grupo SL(2C) .

El conjunto de matrices L. reales 4x4 que dejan in-
variante la forma cuadrdtica F , forma un grupo denominado
grupo de Lorentz. Si ademds se cumple que Cqulfli Y [ooé>f,
entonces se denomina subgrupo de Lorentz propio octdbdcrono, 0O
bien, subgrupo de Lorentz restringido L+ . Toda matriz de
Mueller M de tipo N no singular puede normalizarse de forma

que c{('j"MN = f. Y (MN)M}_[ . Bl conjunto de matrices de
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Mueller asi normalizadas es isomorfo al grupo L+ , Y éste a

su vez es homomorfo 2:1 con el grupo SL CZC) de la forma

*Ae L , con L€L+3l .

Dentro del grupo L+ pueden distinguirse dos tipos

de transformacione53¥

: Las denominadas de Lorentz puras, y las
rotaciones espaciales. Las primeras est&n caracterizadas por
matrices de Mueller K simétricas que corresponden a polari-
zadores parciales, y las segundas, por matrices R.cwtogona—

les que corresponden a retardadores.

Es conocido que un elemento genérico Wh,del grupo

Z_+7 puede expresarde de modo Unico en la forma siguiente31

Andlogamente, un elemento genérico A el grupo

Sl_CZC) puede expresarse de modo Unico en la forma

A - (/LH - H’ (’Li (11.108)

Existen sistemas Opticos de tipo N tales que sus ma-
trices de Jones J y de Mueller/w asociadas no pueden normali-
zarse a determinante unidad porque son singulares. Dichos sis
temas estan compuestos por un conjunto de medios ébpticos, en-—

tre los cuales hay al menos un polarizador total.

Esta afirmacidn se basa en que, como veremos en el
siguiente apartado, todo sistema 6ptico de tipo N equivale a
una cierta combinacidn de retardadores y polarizadores, de for
ma que si sus matrices J % M asociadas en los formalismo JCF
y SMF respectivamente tienen determinante nulo, es porque uno

de los componentes es un polarizador total.

Los sistemas 4pticos que despolarizan, en mayor 0

menor grado, la luz que los atraviesa, no tienen matriz de
Jones asociada, vy su matriz de
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Mueller F1 asociada no puede normalizarse de forma que Phlper—
tenezca al grupo L+. Vemos pues, que uUnicamente quedan fuera
del grupo Li.las matrices de Mueller asociadas a sistemas que
no son de tipo N, y las asociadas a sistemas que contienen
algin polarizador total. Andlogamente, las Unicas matrices

de Jones que no pertenecen al grupo S[(2¢) son aquéllas

que corresponden a sistemas que contienen algun polarizador

total.

IT1.7. DESCOMPOSICION POLAR

Las expresiones (II.107) y (II.108) muestran un caso
particular del teorema de descomposicidén polar de un operador
lineaf¥3en virtud del cual, toda matriz de Mueller f4 puede

escribirse de la forma

M=RK= K|Rl ) (I1.109.a)

y toda matriz de Jones j-puede escribirse de la forma

T=uH=HUu, . (I1.109.b)

Las matrices K, K,, H , H‘, son siempres Unicas, y las
matrices R , K, , U , U,, son Unicas salvo en el caso de que

ﬁ4 Yy J-sean singulares.

IT.8. TEOREMAS.

En los trabajos, ya cléasicos, de R.C. Joneg‘se demues -
tran una serie de teoremas de equivalencia, establecidos para
medios de tipo N y para una longitud de onda dada. En dichos

trabajos, los teoremas se demuestran utilizando el célculo
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matricial introducido por el propio Jones. Posteriormente

C. Whitney}8 generaliza algunos de estos teoremas,basando

sus consideraciones en el &lgebra de Pauli y en el teorema de

descomposicidn polar de una matriz correspondiente a un ope-

rador lineal. A continuacidn enunciamos

y discutimos los teo-

remas mas importantes, algunos de los cuales han sido estable-

. 39 .
cidos por nosotros, y otros lo son por primera vez en este tra

bajo. Todos los reoremas siguientes, salvo Tll y T12, estén

enunciados para medios dpticos de tipo N y para una longitud de

onda dada.

Tl.- Un sistema optico que contiene un nUmero cualquera de re-

tardadores (lineales, circulares O elipticos) es optica-

mente equivalente a un retardador eliptico.

T2.~ Todo retardador eliptico es dpticamente equivalente a un

sistema compuesto por un retardador lineal y un rotor.

T3.- Todo retardador eliptico es Opticamente equivalente a un

sistema compuesto por dos retaradores lineales. (no de

modo Unico).

T4.- Un sistema b6ptico compuesto por un
retardadores (lineales, circulares
ticamente equivalente a un sistema

dador lineal y un rotorl

T5.- Un sistema Optico compuesto por un
retardadores (lineales, circulares

ticamente equivalente a un sistema

nimero cualquiera de
6 elipticos), es Op-

que contiene un retar

nimero cualquiera de
6 elipticos), es Op-

que contiene dos re-

tardadores lineales (no de modo Gnico) 18

Los anteriores teoremas pueden demostrase a partir del teore-

ma de Rodrigues—Hamilton18

T6.—- Un polarizador eliptico parcial (total) es épticamente

equivalente a un sistema formado por un polarizador par-
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cial (total) lineal situado entre dos retaradores 1i-
18

neales iguales cuyos ejes son perpendiculares.

T7.- Un sistema Optico compuesto por un nimero cualquiera de
polarizadores parciales lineales y rotores, es éptica--

mente equivalente a un sistema formado por un polariza-

dor parcial lineal vy rotor.t
T8: Teorema de Descomposicidébn Polar (TDP).-

Un sistema 6ptico compuesto por un ndimero cualguiera de
retardadores (lineales, circulares & elipticos) y polarizado-
res parciales (lineales, circulares & elipticos) es éptica--
mente equivalente a un sistema formado por un retardador elip

tico y un polarizador parcial eliptico.l8

En éste Gltimo teorema se distinguen dos casos atendien
do a la naturaleza del sistema Optico de tipo N considerado.
Un caso es aquél en que el sistema contiene algin polarizador
total, entonces la matriz de Jones que lo representa es sin-
gular, y puede escribirse como producto de una matriz singular
hermitica (polarizador total eliptico) por una matriz unitaria
(retarador) no siendo ésta Unica. En el caso contrario, el sis-
tema equivalente es Unico y estd compuesto por un polarizador

parcial eliptico y un retaradador.
T9: Teorema General de Equivalencia (TGE).-

Un sistema Optico compuesto por un nUmero cualquiera de
retaradores (lineales, circulares 6 elipticos) y polarizado--—
res parciales (lineales, circulares 6 elipticos), es bptica--
mente equivalente a un sistema formado por cuatro elementos:
un polarizador parcial entre dos retardadores lineales, y un

rotor en una cualquilera de las cuatro posiciones posibles.:

Los dos teoremas anteriores estéan enunciados para un sis
tema de tipo N cualquiera. Aunque el teorema TDP es mas sinte-

tizado que el TGE, éste GUltimo presenta un gran interés, puesto
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que da un sistema equivalente formado por medios Opticos
sencillos, como son los retardadores lineales y circulares,

Y los polarizadores lineales.
Tl10: Teorema de Reciprocidad en los Formalismos JCF y CMF.-

La matriz de Jones asociada a un sistema optico que
es atravesado por un haz de luz en un cierto sentido, debe
transponerse en orden a obtener la matriz de Jones del mismo
sistema 6ptico cuando éste es atravesado por el haz de luz

en sentido opuesto.1,3
Tll: Teorema de Reciprocidad en el Formalismo CVF.-

La matriz V asociada en el formalismo CVF a un sistema
bptico que es atravesado por un haz de luz en un cierto sen-
tido, debe transponerse en orden a obtener la matriz asocia-
da al mismo sistema Optico, en el mismo formalismo, cuando

éste es atravesado por el haz de luz en sentido opuesto.
Tl12: Teorema de Reciprocidad en el formalismo SMF.-

Si un sistema Optico tiene asociada una matriz de
Mueller M cuando la luz lo atraviesa en un cierco sentido,
la matriz de Mueller asociada al mismo sistema dptico cuando
la luz lo atraviesa en sentido opuesto, viene dada por P«

segin las expresiones (II.76) y (II.77).

Cuando se trata de medios Opticos de tipo N, la demos-
tracidn de los dos teoremas anteriores es inmediata, ya que
segin el teorema T10, sabemos que a una matriz de Jones J 1e
corresponde.JTcuando la luz pasa en sentido opuesto. En el
apartado II.6.3 vimos que si a J 1e corresponden las matri-
ces M vy V en los formalismos SMF y CVF respectivamente, a JT
le corresponde Mly VT. En el caso de que el sistema sea de
tipo & , sus matrices M y V asociadas pueden considerarse

como sumas de matrices de tipo N, de la forma

MZZML , \/—.;Z\/'k . (muo
i <
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con hﬂiy VL de tipo N para todo ( .

Si la luz atraviesa el sistema en sentido opuesto,

las matrices FLy’V1correspondientes seran
_ Z-" I gl _ T T (I1.111)
¢ ¢

con lo cual quedan demostrados los teoremas Tll y Tl2 para

el caso general de medios Opticos de tipo G.

T13: Teorema del Rotor Transcendente (TRT).-

Un sistema éptico compuesto por dos retardadores 1i-
neales de media onda, es 6pticamente equivalente a un rotor
de giro igual al doble del &ngulo formado por los ejes ré--

pidos de aquéllos?g’l/

Tl14: Teorema del Compensador de Retardo Lineal (TCRL).-

Un sistema Optico compuesto por tres retardadores 1i-
neales, de forma que los de los extremos son iguales y tienen
sus ejes rapidos alineados, es Opticamente equivalente a un

. 39
retardador lineal.
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ITT. PROPIEDADES DE LAS MATRICES QUE REPRESENTAN A
MEDIOS OPTICOS

En este capitulo presentamos las expresiones anali-
ticas de los elementos de una matriz de Mueller de tipo N ge
nérica, en funcidn de los parédmetros asociados a sistemas
6pticos equivalentes dados por los teoremas TGE y TDP. Poste-
riormente analizamos con detalle las restriccidbnes existentes
en las matrices asociadas a medios Opticos en los formalismos
SMF y CVF. Dichas restricciones se presentan en forma de sis-
temas de igualdades y desigualdades, y,a partir de ellas, se
establece finalmente una condicidn necesaria y suficiente para
que un medio 6ptico sea de tipo N (condicidn de la norma), in-
tepretandose este resultado en los formalismos SMF, CVF y JCF.
El estudio realizado resulta de utilidad para la extraccidn
de toda la informacidn existente en las matrices asociadas
a medios 6pticos sometidos a medida, permitiendo ajustes teo-
ria-experiencia en funcidédn de unos pocos parametros, y tam—-—
bién la calisificacidn de dichos medios de una forma sencilla

y sistematica.

En la presentacidén de éste caplitulo hemos preferido
hacer un tratamiento riguroso y compacto, unificando nota--
ciones y aglutinando resultados de otros autores, que ordena-

damente incluimos junto a nuestras aportaciones originales.
Es por ello que en todos los casos en gue usamos aportaciones
de otros autores, los referimos explicitamente, siendo todo

lo restante aportacidn propia.

ITI.1. GRADO DE POLARIZACION EN LOS DIFERENTES FORMALISMOS.

El grado de polarizacién(@ de un haz de luz se define
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como el cociente entre la intensidad de la parte de luz to-
talmente polarizada (cualquiera que sea el estado de polari

zacidén), y la intensidad total.

Todo haz de luz de vector de Stokes :3 puede

descomponerse de la forma (II1.23), y por lo tanto

1
I Te  _ (stesitsn)? (1I1.1)

—

IT IP +Ih/-. S° :

G

La expresidén de G en funcidén de los elementos
de la matriz de coherenciaif es la siguiente

G_ = (§}+gi"zg.gz+453§4§‘/’z (I11.2)

<§| ‘l"??.)

o) bien%o
C(fegt ~ 4 et 8172 (111.3)
Trf

G =

Otra magnitud de interés es la forma cuadréati-
ca F, cuya relacidén con G se vid en (II.27), y cuya expre——

sidén en funcidn de la matriz de coherencia f es
F=4 a(ejf (III.4)

Un haz de luz totalmente polarizada se caracte

riza por los valores G=[ly F=0, es decir,
2
Se =S +Si+Sy (1I1.5)

O(nga . (III.6)

Las magnitudes Gy F- no son relevantes en el
formalismo JCF, ya que en éste sblo son representables esta-

dos de luz totalmente polarigzada.
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I1XI.2. CONSTRUCCION DE UNA MATRIZ DE MUELLER GENERICA

I1IT1.2.1. TEOREMA GENERAL DE EQUIVALENCIA

Consideremos un sistema formado por una sucesidn de
medios Opticos de tipo N. Segln el teorema TGE, existe un
sistema equivalente que, por concretar, podemos suponer en
el siguiente orden: rotor R(uﬂ, retardador lineal l_(e,,SJ,
polarizador parcial P<dvR'P1) , Y retardador lineal L(ghgl).

La matriz de Muellerﬁ4 asociada al sistema equiva-
lente se obtiene como producto ordenado de las matrices aso-

ciadas a los distintos medios del modo siguiente

M= M, (8,8 Mp (st p ) ML (8,,8) Mg(w). @I

Para toda matriz de Mueller M(V)asociada a un medio
genérico cuyo eje principal presenta un &ngulo %7 respecto

al eje X de referencia, se cumplen las propiedades

M(e+@)= Mg (-8) M(¥) Mg (8), (I11.8)
Mg (X +R) = Mg () Mg () . (IT1.9)

Aplicando estas propiedades en (III.7), ésta se

puede escribir como

M: MR (tq) ML (O/ 81) M}Q (Z‘33 MF (0, F'/P’-) Mz (Z‘l\ML(o/g') MR&;\/

donde (I1I.10.a)
o =Btw , 5,=20-8 3= 6,-X T, =-6,.
(IT11.10.b)
Para los senos y cosenos usaremos la notacidn abre-
viada

SzaemS, ,czar S, , s'=emSe, =S, ,

CL= o227 | S EAeMm 27T, =134, (III.11)

/
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Los tipos de matrices que aparecen en (III.10.a)

tienen la forma genérica siguiente

1 0] 0 0

0 el Aeuly O

)
MR(\@: 0 ’5"”“‘2?‘ cAly O (I11.12)
0 0 o) 14
A o) 0 0
° 1 0 0 , (I11.13)
AHCAE 0 0 cab -seud
0 o b i
et P-RY o 0

| PR pR 0 O
MP (D( Pi 1'?1) :‘2‘ 0 o 2pR o . (I11.14)

0 0 0 2Pk

Una vez realiz ado el producto indicado en (III.10.a)
obtenemos las expresiones de los elementos Vntj de la matriz
de Mueller genérica M , en funcién de los pardmetros caracte-

risticos del sistema equivalente. Dichas expresiones son
Moo 2%1 !
M = q, (6G-SS.c)

Mo = G, (S) G +6S5.0),
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Mer= G 52S
Mio = 3, (G3Cy=S35,C)
my = g, (G G- 55.C) (Gey=s35,¢')
-4, (CiS1+8S:¢) (€S; +€35,¢') +355,5,5S'
Mma= 9, (Sic +GSC) (Cy ¢y -$3S,¢)

tq, (-SS+ccac) (€ Ss +C3S¢¢) =91 ¢3¢ SS'

M3 = Q525 (GC—S35(C") +9, G5 (G S+ G5 C) +?3S"CS"
M = -9, (Sy €3 tS3¢, ¢y
My = — g, (GG =S.S20) (GaSy+5,¢,Ch)

=93 (6 +8 ) (855, +G ) T P35S G s’

m_n- = —?\ ( S. C‘L+' <, SZC) (ngq +-83C" C')

+C?_3 ('—Slgl“‘ C, C‘LC) (’S3S(' 4-C3 Cq ‘C‘>" ?.3 ¢ S C(,S, )

My = =9 1S (C2S4%GC) + gy QS (S(S3 466 g 4¢S
My = I gSg’ /
mg\ =

?—l (C\Cl‘g‘glc) §3S' 4‘ 13 (Clgz +S‘C1C)C33' +q‘3 SIS C’
M= (St G%C) 38"~ 94 (=88, +¢, &1 CLS‘—% asc

3 c;‘ SzS’SSS' - C}s C-,_C3SS' +?3 cc! y (III.15.a)
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donde
2 A v )
?'z _é— (Flz+ 131_) y ?Z= > (ﬁt_ Pw-) , ?3 =Pife . (ITI.15.b)

III.2.2. TEOREMA DE DESCOMPOSICION POLAR

En el teorema TDP se comprueba el hecho de que las
propiedades de polarizacidn que posee un medio éptico de tipo
N, vienen caracterizadas, en general, por siete parémetros
independientes, de los que cuatro corresponden al polarizador

parcial equivalente y tres al retardador equivalente.

Dado un polarizador parcial eliptico, éste tiene aso-

ciada una matriz de Jones J;E de la forma

-8
Lt 4P ST (pi-Pr)<s e
3}; = & v 2 ' (III.16.a)
(Pi-Pz)cse pos P C
con c = Y, Ssaeny (III.16.b)

} . . . . . . 7
donde P, ,fﬂ son los coeficientes principales de transmision
en amplitud para los dos autoestados de polarizacidn ortogo-

nales invariantes, que vienen definidos por azimuths X vy

)(+%§, y elipticidades W y-w respectivamente, tales que

_tcumg 2X = 'tm%'LV ceA § (III.17.a)
Aot 2w = Sen 2V g0 S (III.17.b)

La matriz:Lz puede obtenerse de acuerdo con el teore-
ma T6, el cual se puede aplicar eligiendo la orientacidn del
polarizador parcial lineal equivalente de forma que los ejes
de los dos retardadores equivalentes estén alineados con los
ejes X e Y de un sistema de referencia cartesiana prefijado.

Este hecho nos permite escribir

Toe = 3.(0,-8) e C0) T (o f, P) Je(w) T (0, 8.

(ITI.18)
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Andlogamente, la matriz de Mueller rqn aso-

ciada al mismo polarizador parcial eliptico se obtiene como

M?E = Ml. (0’-.-%) MRG\)) MP <OI Plt/ P;-) MR())) ML (Ol ‘gz'_) . (III.19)

Por otra parte, de acuerdo con el teorema
T2, la matriz de Mueller ME asociada a un retardador eliptico

puede escribirse de la forma
1
M= M, (s, §) Mg (p) . (II1.20)

En vitud del teorema TDP, toda matriz de Mueller

IW de tipo N se puede poner del modo siguiente

M= MPE Ma (II1.21)

De acuerdo con el teorema T4, existen dos ma-
trices ML(§/ A) v MQ(X) tales que

MR(\?) ML(O,‘%) /‘4,_ (04,5') MR</5\) = ML (? ,A) MR (K) (I11.22)
Las anteriores expresiocnes permiten escribir

M = ML COI_AL> MR ("))) MP (O/P,, Pb) M1 (i/ Al) Mg (X) ! (IT1.23.a)

donde hemos llamado

=- (III.23.b)
2577
6 bien,
M= ML<0/A‘L\) MR -v) Mp (o, PP MR (’%)ML(O/AAMK(E'*’K)-
(I11.24)

Comparando las expresiones (III1.10) y (II1.24)
vemos que ésta es un caso particular de aquélla, pues corres-

ponde a

&= §+\6 ’ Z‘z:—i ) GETY, Z;’:o/ A,:S, 1 Az.""gzl P::P’IP;-:P'L.

(II1.25)
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El hecho de poder elegir Zy=0 se debe a que el
sistema equivalente dado por la expresidén (III.10) depende
de ocho parametros(T., T, Ty, Ty, & +» S35 P » P hde los que
sblo siete son independientes, lo que da libertad en la elec-

cibébn de Ty .

Escribiendo explicitamente la expresidén (II1I.24)

para los elementos YHQ de la matriz genérica M obtenemos
_ l
Moo "an r

9, (c/c, -8\ sieh

3
:

Moy = q't (s\ch+C's, ")
Moz = a’z Sz’ s )
M, = 9.¢3
m, = g (cie;=5,5,¢") - gy (cls;+5 ;e s)
m. = 4, (86 +¢5,¢") — g, (sls, - ¢} c") s}

M3 = ‘%'. S'2 C’3 S”+ ?,’3 CIZ 5,3 S" )
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- ' | fit
mzo - ?7_ 53C !

Mo = = q (¢ -sisi e spc” - gl sy 451y e ch

+q3 s, s"s",
My, = -9, (545" s "o gy (SIS -clcic)che
- gyc s's"
My = -9, $pSy e+l g ste" + 9y <"s",
M = g S3s"
m, = 9 (ccy-s\syeys, sy <:;_3 (c)s,+sic;c)cy s
rahsis'c
My = g (S/ch +¢)s;c")sys™+ 94 (S1Sy -¢ichc)cy 5"
“C}z c's'"e™
My = Qs 8 S"s"- ?’3 cl ¢y $'s"+ 9 c"c" (III.26.a)

c\ = oV (§+Y) |, ¢y = cor (-2%) , <5 = oA (2v)

S,

i

4en 2(54Y) , Shz aem(2%) , sh =aem (-2v)
= AN, A D, = eh CSA)

"= gemd, , sM=demh, = teu (- $4) . | (I11.26.b)
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La ventaja que presenta el aplicar el teorema TDP
con respecto al teorema TGE, consiste en que a partir de aduel
se obfienen todos los elementos de una matriz de Mueller ge-
nérica en funcién de un conjunto minimo de parémetros indepen
dientes (siete), y que por otra parte, sintetiza el sistema
equivalente a partir de sblo dos medios dpticos (un polariza-
dor y un retardador), y no de cuatro como en el TGE. Sin em-
bargo, al poner la matriz genérica obtenida a partir del teo-
rema TDP =n funcibébn de matrices sencillas, asociadadas a retar
dadores lineales, rotores y polarizadores lineales, se pone
de manifiesto un sistema equivalente compuesto por cinco ele-
mentos simples (dos reterdadores lineales, dos rotores y un

polarizador parcial lineal).

A partir de las expresiones (III.15) y (III.26), es

fédcil comprobar las siguientes relaciones

/

?" _:?‘ — m0° (III.27.a)

1t
2

I1T.27.
= q = (mt\ + My + n'\ol!) - (m(xo +mzzo+ m:O) ' ( 27-p)
2.

Yy, por lo tanto,
P=Ph . P.=P (III.28)

ITT.3. CLASIFICACION DE LAS MATRICES DE MUELLER DE TIPO N

Los siete parametros que segun (I11.26) caracteri-
zan al sistema equivalente son 4, , A,, P,, P v, g X -
En orden a la obtencidén de dichos paréametros en funcidn de

los elementos Y”ﬁ se pueden distinguir tres casos:

. i
CAS50.1. : (mz‘ + m’;_'_-(—m.o"})/"- =0

En este caso =0 + ¥ segin (II11.27), los ele-
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mentos de la primera fila y de la primera columna,

salvo
Moo , son nulos.

La matriz corresponde a un retardador

eliptico, cuya forma genérica es 0

1 0 0 0

0 A-AAHA Z(AMEAA) 2(AAtAA)
M =

0 2(AA- A5 Ay) ~A A - ATt A 2 (A A ~AA)

0 =2 (Ahs— AAl) ~2 (AA FAA)  TAT-A HASHA,

(I11.29.a)

donde

A= cohlw A lY densds |
A, = cod2w denlp sends
A; = denlw Aends

A, = crds (II1.29.b)

siendo y el azimuth, W la elipticidad de sus dos autoesta-

dos elipticos ortogonales, vy A el retardo introducido entre
ellos.

Los parametros A , w , % se obtienen como

C,CYS-L—A/Z = —;’{-— (-(.‘(' M) = /._.4I'. <m°o+m" +m1t+ m33) \ (II1.30.a)

(Min = ma) (I11.30.b)
Ao lw =

2 Aen A

Lo Ly = (Mma = ma) (IIT.30.c)
2 cot2w M A




61

Es de seflalar que si W= ¥ v,

M corresponde a un rotor, y si W=0

, la matriz
, corresponde a un

retardador lineal.

U3 T
CASO. 2.: 0 < (m3.+miv. +me;) € Moo Y M'=M.

La matriz M corresponde & un polarizador par-

cial eliptico, y tiene la forma genérica

% 92 C» 9259 S “G %
9. Sy % Ch+9;S SR 665 §m9)
?’L Sy CS CySy Cs (?‘"?3) Cg (?ISX} -H?gc;)—" 3355 ~CS$8 (1"S;+%36\} —?3)

9,59 Sy S0 S(qo9s) ~cgSg @53 939 (9,55 +9,)s; +9,G

(I11.31.a8)
donde

=3P+, =1 (F-®  =pA

Cy= CR2Y |, 5,24y, Cg= cor (-8A), 58=’:e/n(-g/z>.
(III.31.b)
El significado de P, , P, V , § , es el mismo

que el de P:, Py»V » & en la expresién (III.16), y vienen
dados por

-t (_S_).____mso — Mos - M - Ma ) (I11.32.a)
2 mw Mgy mn, ma

o (I11.32.b)
g (29) = Mae corp = - 2o penSh
10
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m
g lo (II1.32.¢C)
= m -+ ) )
P ( o° Cot 2V
2 Mo (I11.32.4)
- m - .
R ( °e cc’;Z\J)
l/ T
CASO.3. : 0 < (ma+ Ma +Mg)"* € Mg y M'#M .

A partir de (III.26) vemos que

9 F0 , 9. #0., (II1.33)

y, ademés
G < Qi (1II.34)
e PEP.., R#O, R FO (III.35)

La matriz corresponde a un sistema que posee pro-
piedades de retardo y de polarizacidn parcial simulténea-

mente, y sus parametros equivalentes son

m
‘(om% (%—): ___.-m3: ; (ITI.36.a)
o
4 ,
v @y = (mMas +my )™ ) (III.36.0)
QAN —_=
3 —
2 T T + Y \4/1 (111.36.(:)
P\ = Mg, t+ (mol T Mpy ¥ Moz /
v T\ V2 (IT11.36.d)
P-: = My ~ (m%\ + My +mo’$\ /

co‘fia (zg) = L (w - ico&Z\)) , (III1.36.e)

AemlY ?3 Moz ?’3
sem A, = — — ez (IT1.36.f)
?-,_’3%2?
Mao 9 Moy m
+Y) = +mc#aﬂ——ﬂ}
’&6\/\26:3' \6) My ‘-‘}3 aen [?zﬂwl\i " a, cosg/z

(I11.36.9)
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Las expresiones (III.36) nos dan los parametros
correspondientes a un sistema equivalente T cuyos elementos

sSon

T= L(0%) Rew) Po,p,p) L (5,40 RO . arran

Los parédmetros S , YV, R » P, » caracterizan al po-

larizador eliptico equivalente mencionado en el teorema TDP.

Resulta de interés ahora, obtener asimismo los parametros que
caracterizan al retardador eliptico equivalente, en orden a
que, dada una matriz de Mueller, sepamos obtener las carac-

teristicas del polarizador y retardador equivalentes.

La expresidn (III.22) puede ponerse de la forma

M (P) M, (0,82) M, (4, §)Y M (B) = M, (5, A) Mg (Y) =
Mg (9 Mg C0) ML (S 4) Mg(0) Mp(=¥) Mo (¥) Mg (-2) Mg () =

Mg WY ML (g, ) Ma (p) Mg (BY (I11.38.a)

con

YZ:' Y+ ? y M=X- V-8, (II1.38.b)
de donde obtenemos la iqualdad
M,_(0,84) M, (&, §) =M, (VZ,A.) Me (/A\ ,  (III1.39)

6 bien, en el formalismo JCF

Jo (00 84) 3 (,8)= J,(q,8) Jg (. (111.40)

En primer lugar trataremos de obtener los paréametros
’ . .
desconocidos A , S , , que caracterizan al retardador lineal

L(o(ls’) y al rotor R(Fg) , en funcibébn de los otros parametros
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ya conocidos. Una vez hecho ésto, podremos poner la matriz

de Mueller M como producto de las matrices asociadas a un
polarizador parcial eliptico, un retardador lineal y un rotor,
de caracteristicas conocidas. Posteriormente despejaremos

los parametros que caracterizan al retardador eliptico equi-

valente al sistema formado por el retardador lineal y el ro-

tor.

Realizando el producto matricial indicado en cada
miembro de (III.40) obtenemos

R sc( SO g H9)
J =765 TE8)=
| sc (gt e-z(m\> 2@, o gt
(I1I.41.a)
= C=corok, S=aendl , t= 5/4 NS 5)/7_ . (III.41.p)
y por otra parte,
C,(c? e_ir.;. st e_"“‘) - S, (C}va+-5,lej‘w)+
LS8, € sane 21 5,G, ¢ dem Y
J'=3,0p,8) T ()=
-5, (S2e THcre )t c, (52T +ct e+
2L S,¢, €, A 21 S,5,C, Semx
con (I11.42.a)
c, =cot S, = Aeunn .,
Cr=coapm , S, = e pm

<= Dvm (II1.42.b)
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]
La igualdad J= J es equivalente a

J—+]. . T +S' (III.43.a)
\ T \ 2 !
J-3L =T -7 (III.43.b)
\ T T M, e !/
(I11.43.c)
J3 +I¢,=JE+3'¢, ’
- 1 -1 I11.43.4)
J.l ‘Jq —33 I‘l /\ (IIT

de donde tras algunas operaciones sencillas, obtenemos

C_D‘S/M CAX = con ?_ cc{s,'(' - CQ'SZO(M? /&MT ) (ITI.44.a)

(III.44.b)
dem (M-2Y) deun ¢ = Aet 2K Aw?_ een T ,

A (p-29) seux = cotgreul Feod 2k deug con t, (TIT.44.0)
(I11.44.d)
AU M AT = - Aem2 ! /MM? seul .

Despe jando en (III1.44) los parémetros incégnita,
éstos quedan como

Co&ZIZ-—tﬂdgT-Od%Y~

(I11.45.a)

Ccﬂa /M -

/&wt'Z»Z

_ - (III.45.b)
pEY- Y

cr S = e 8y con By conn + sen §l 1 B cor (uo20)
‘ (III.45.c)
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A LA A cod 85

denlol = — 7 ) (ITI.45.d)
*QQL*QQ Ax»xéz
& % A
or Y2 A —- Yo co
ceA Lol = < z 4 — cRhA /e cod _ (II1.45.e)

oS Ao Y,

El sistema formado por el retardador lineal
Aé%gvy'el rotor R(F\equivalentes, equivale asimismo a un
cierto retardador eliptico con autoestados de polarizacidn
ortogonales de azimuth X,, y elipticidad ¥ , v que introduce

un retardo A entre ellos.

Como se vid en (II.7), existen dos parémetros

g vy ¥ tales que

ng 2 X, :‘[Lcw%zq- cAT (11I.46.a)

AN 2 Y, = s 20 e T (II1.46.b)

Imponiendo ahora la igualdad de la matriz de
Jones asoclada a este retardador eliptico con la matriz
SEEICEY) J;(ﬁﬂ , Y operando de forma similar al ca-

so anterior, obtenemos finalmente

(
con Bp = cor 5/2 AR (III.47.a)
4
WS/—L cod (,8~Zo<) (III.47.b)
ccA2T = J
/&2~4£V%

coéé;i-Aﬁ*ifs
AZT Ao B

(I11.47.c)

AT =

g/
AT = =L 7o s (Brzol) | (111.47.4)




67

LIT.4. RELACIONES RESTRICTIVAS EN UNA MATRIZ DE MUELLER

Como ya hemos visto, las caracteristicas de un siste-
ma Optico de tipo N vienen dadas en general por siete parame-
tros independientes. Ello nos dice que debe existir un con jun
to de nueve restricciones entre los elementos de toda matriz
de Mueller de tipo N. Un medio bptico de tipo N se caracteri-
za por €l hecho de que si sobre €l incide un haz de luz total
mente polarizada, la luz del haz emergente ha de estar también
totalmente polarizada. A continuacidén imponemos esta condiciédn
de forma matricial en el formalismo SMF. Sea M la matriz de
Mueller asociada al sistema, vy S , 5‘, los vectores de Stokes
correspondientes a los haces de luz incidente y emergente res-

pectivamente. Dichos vectores estan relacionados de la forma
3
1 .
S. = E M SJ ; {(=0,1,2,3 . (III.48)
S:o

Elevando esta expresidén al cuadrado obtenemos

3

g8

i3
S = m: S- + Mig Mix SQSK ) (I11.49)
b:

%7
o £ k=0
L+

i
La condicibén de que el vector S corresponda a un haz

de luz totalmente polarizada, es decir,

A § g s (III1.50)
S, = S, + S, +5; /
nos permite escribir
3 3 3 3 3

A SeSk = = M M S¢S
m“:! SJ + Mg Mok S¢ 3¢ my ] + o M Sk

J=e <k =o N 4 k=o

J#u I#K

(I1I.51)
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La relacidén (III.51) debe cumplirse para todo
vector de Stokesis correspondiente a un haz de luz totalmente

polarizada tal que

Se=S'+S.+st. (1I1.52)

En particular, (III.51) se cumple para los vec
tores de Stokes siguientes

4 1 \ 1 1 1

y - 0 S I N N I (II1.53)
Y ] 7

0 0 I -1 0 0

0 0 o] 0 { -1

lo que da lugar a las relaciones

U _ -~ 1 2
(Mo + Moo) = M EMEY + (My+ MY + (my, +my oy (IT1.54.a)
/
T 1 1 2
(Mo = Me) = (Mi-my) + IMy-m) + (mg-my,) . (IT1.54.b)

(3
(Mot ' = (i b Ml 4 (M 4l + (g + M (IL55.2)

2
(Wor= Moy = (Mo~ Mo+ (M ~mw) + (Mmy-my,) ,  (TI1.55.b)
LS 1 2
(m03 + MOO) = (m.s + mm\ + (m13+ m?.c\l + (m3§ +m30\ J (IT1.36.a)
(Moy = maol = (M- M) + (M- My + (My-ymy,)  (II1.56.5)

Sumando respectivamente los pares de igualdades (ITI.54),
(III.55) y (III.56) obtenemos

T bR - RN N T 48 2 .
My + Mgy = MY+ My, + My, + My, + My, +My, } (II1.57.a:
My + Mee = M+ My + M, + My +my, +mi, (I11.57.b)

L - g 2 2 z 2 RS
Moz + Mgy = M5+ My + My, ¥ My, +mie My (III.57.c)
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Y, por lo tanto

_ I11.58.a)
Moy Mog = My Mg + My Mo+ My My, | ( i
Mex Mee = My My + My Myo + Mgy My, (I11.58.b)
Moy Myy = My My + Myamy, + m33m3° ‘ (I11.58.c)

De (III.57), (III.S58) y (III.51) deducimos

Mot Mo, = MMy + MyMy, + My My, (I11.59.a)
mo, m°3 = m” m|3 + m,_‘ m7.3 +m3‘ m33’ (III.S9.b)
Moy Moz = Mpumyy + Moy Myz + My, Mys (I11.59.c)

El conjunto de relaciones formado por las
(I1I.57) y las (III.58) es equivalente al formado por las
(I11.54). Afiadiendo las (III.59) a dichos conjuntos obtenemos
dos sistemas de relaciones restrictivas entre los elementos
"Nj . Llamaremos R. al sistema de igualdades formado por
las (III.54), (III.55), (IIT.56), y (II1.59); y R, al forma
do por las (III.57), (III.58) y (III.59).

Los sistemas R % R1 son equivalentes, y expre-
san de formas diferentes las restricciones existentes en la
matriz b4 . Mas adelante veremos que existen otros sistemas
de restricciones equivalentes a ﬂ\*y Rz. La utilidad de es-
tudiar las diferentes formas en que se presentan las restric-
ciones reside, como se vera, en que ello permite obtener con
facilidad interesantes resultados que, de otro modo, quedarian

enmascarados por la complicacidn matemética de las expresiones.
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Consideremos ahora que la matriz de Mueller esta
asociada a un medio déptico de tipo G , que puede producir in-
cluso despolarizacibén. Entonces la Unica condicidén que se ha

de cumplir es

Ssz stesi+st (I111.60)

y por lo tanto, teneniendo en cuenta (III.59), obtenemos

3 3
Z mﬁé SS + Z My Mok S¢Sk >

3:0 ,é'l(:O
L3k
3 kY 3
2
E m(‘\Sé 4+ miy M(KS{SK>
=1 j=0 k=o (III.61)

LFK
La desigualdad (III.61) se cumple para todo vec-
tor de Stokesis , Y en particular, para los vectores (III.53),
que llevados a (III.61) dan lugar a las desigualdades siguien

tes

2
(Ync|+'7U;‘ > (hq”*‘Yﬂ‘;;'+ (rn1‘+-nﬂljlﬂ-(vn3r+rn35§ /

(I1I.62.a)
2
(mol - moo\) 7/ ( m.\"'maoy + ( mu"mw)l"' (Yn%l“m%o}\ /
(I11.62.b)
. K
(Yﬂﬂ*‘ m,,o\ 2> (mlz + mw)l + (mu'*' mm) + <m31+m30)2 /
(I11.62.C)
— L 2 2 2
(mn mbo\ =z (m,z—m@ + (mil" mlo} +(m31“m3u3 ,
(II1.62.d)
RS 2 T 2
(mog +m°°) >/ (m|'3 + mlc) "f" <m1.o + m'l'&) + <m33+ mso\ )

(ITI.62.e)

2 2 2
(m°3 - m°°5 Z (Ynla - m:o)l + (mﬂ - m1°) + (m33— m.u) .
(II1.62.1)



71

Las desigualdades correspondientes a las igualda-
des (III.57) son

T o
Mo + Moo = My + My + My, + MY, +Mi + My, (TI1.63.a)

Mot Moo > My + My £ My + My + MG +Mg, , (111.63.b)

Moy + Mi = My + Myg +MYz +mi +ms +my . (63

El sistema F%_puede obtenerse por otra via. Para
ello consideremos un haz de luz de vector de Stokes S Y
matriz de coherencila f , que atraviesa un sistema éptico de
tipo N cuyas matrices asociadas en los formalismos SMF y JCF
son A4 Y J- respectivamente. El haz de luz emergente vendra
caracterizado por un vector de Stokes S‘:LP1S y una matriz

de coherencia f': JS’JW , de donde deducimos que

daf ¢' = | det JI© dat e, (III.64)

6 bien, teniendo en cuenta (III.4)

Fl= |det J|* F, (1T1.65)

siendo
2 3 ¢! 2 | * 2 g8 ? III.
F—So —S -5 -5 F=S,-si -Sh, —Sé ( 56)
La forma cuadritica F- , asociada al vector de
Stokes .5 , puede escribirse como

F=§" 35, (IT1.67)

donde %_es la matriz

| o o) o)
o - 0 0
= (III.68)
% o) o} =1 o} , ~
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y jf'es el vector fila transpuesto del vector columna .S .

Teniendo en cuenta que

T T T (I11.69)
S"=8 M, ‘

podemos escribir

F:: SIT% S: — ST MT% M 5 ' (II1.70)

A partir de (III.71) y (III.65) obtenemos la re-

lacidn
STMT% MS = |det I ST% S, am

que ha de cumplirse para todo vector de Stokes_S , Y por lo

tanto41
2
MT% M = ]c&ﬂL J‘ % . (I11.72)
Escribiendo (III.72) en funcidn de los elementos
T .
ynis , ¥ eliminando \dﬂij‘ . se obtiene de nuevo el sis-
tema R'Z .

Este Gltimo desarrollo es similar al presentado
por R. Barakatl4 en un reciente articulo, el cual sin embargo,
estd realizado sobre la base de consideraciones acerca del gru
po de Lorentz propio ortbcrono [_+. Ello obliga a no considerar
matrices singulares, que corresponden a sistemas que contienen
alglin polarizador total. Dichas matrices no pueden normalizar-—

se de forma que pertenezcan al grupo L.+.

Por el teorema T1l2 sabemos que dada una matriz de
Mueller M |, la matriz h4' dada por (II.76) y (II.77) es tam--—
bién una matriz de Mueller. Todas las expresiones que han si-
do establecidas para M, son también validas para ﬁ4', resul-
tando nuevas relaciones entre los elementos Yn* , que se
pueden obtener de las ya vistas, sin méas que transponer los

subindices de todos los elementos. Asi, en el caso de que
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!
PA sea de tipo N,TA también es de tipo N, y las nuevas

relaciones son

2 2
(m'LO T moo) = (m‘u +Me,) + (m‘u"i‘ m@‘ + (mts +m03)1 ) (I1I.73.a)
d 2
(Mis— Moe) = (W\'u“ mo:) + (M - mov_)l + (mB—ngS"/ (I11.73.b)
%
Mis + Mo = M, + Ml + My + M3 + Mo + Mes (I11.74)

m(o mOO = mL| m°| +m(q_ mO'L + mkz m03 (ITI.75)

}

con (=422,

Mie Mjo =My My, + M Mip +Mamis (II1.76)
con

(\.,3 =4,7,3 , L#A

\
En el caso de que Mes de tipo G, M también es

de tipo G, y tenemos las desigualdades

2
( mm + moo) >/ (mu +mo|? + (ML'L+ mbz)l + (M'L'i +.m0331 J

(I11.77.a)
= (A
(mlo Moo) > (YY\u - mol)1 + (M~ m“—Y + (m‘\’f m"3)1/
(ITI.77.b)
M +Mee 2 M +mb, + MG +m, + Ma + Mey | (III.78)

con t=172,3.

Es de sefalar que el sistema de desigualdades
formado por las (III1.63) y las (III.78), el sistema (III.62),
y el sistema (III.77) son totalmente equivalentes. Asl pues,
al conjunto de nueve igualdades existentes entre los elemen-
tos de una matriz de Mueller de tipo N, corresponde un conjun-
to de seis desigualdades entre los elementos de una matriz de

Mueller de tipo G.
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Las nuevas relaciones que se han oktenidc a par-
. ! . . . T .
tir de M ccrrespcndenr tamkién a la matriz M , lo que in-
dica que si ﬁ4 es una matriz de Mueller, Pfr es asimismoc una

matriz de Mueller del mismc tipc que PA .

La igualdad (III.72) puede escribirse tamkién sus-

|

tituyerco M pcr M
te

6 por MT | okteniendcse respectivamen-

M‘T% M' = | dat T7)° 9, (111.79)
M % MT: ‘c(ﬁ:f IT{'L % (ITI1.80)

/

Yy teriendo en cuenta que

lcﬁdJl:ldﬁi‘JT[:[&‘tSw/ (I1I.81)

cktenemcs la ccndicidn
MT%M =M %MT = M‘T% M' = lo(gjt' :ylz (3 , (111.82)

de la que se pueden deducir todas las igualdades restricti-

vas enccntradas hasta ahora.

A ccntinuacibdn vamcs a cbtener otro ccnijunto de
nueve igualdades entre los elementos de una matriz de Mueller
de tipo N, que son diferentes, aunque equivalentes, a las

ya vistas.

Les elementos de una matriz de Jones J-los pcdercs

escribir conforme a la notacidr dada ern (II.10) y (II.11)

A As

J’ = (III1.83.a)

- J

Aq AZ

comac

rudiéndose escribir en forma mddulo-argumental

_ (pK | I1I.83.b
Ak = O(k e ( )

+
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De acuerdo ccn la notacidn usada por Fry vy
15 - -
Kattawar , definimos los parametros

€= B P
°= R2- B
U= R Py
T = Ry= R
A= PP
N = Bu-Ps (111.84)

Con esta nctacidn,y teniendoc en cuenta (II.75) los elementos
de la metriz de Mueller ccrrespcndiente al mismo medio opti-

cc que I.se rueden pcner del mcdco siguiente

moo—_—Lz(o(}+oQ+d§+oL§\ ,
Mo, = %(d."—o(;f - oy + L)

mn:'. 0(10('5 CG‘Sg + 0(10((( CQ’SX /
My, = %(d}“dk +°(;L - 0{_‘7)

/

3
Il

L
—/-‘.2-(013'4'0{1—&;-‘0(: /

mn. = o(\dg Co&g"‘d\d" CO’SK

7

My = —lioly Aen S + ol Ay Aemy /

Moy = ol oy cAT +ol,00g cov )|

M, = o, oy cAT + ok, oz card

My = 0(;017. ceA €+ Q[s(){q C&Yl/
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Mya = ool bem € +k3ely AWVZ

May = o,y Aem T + ol ol Aenh

YY13\ = OL\OLL‘/&%U- "d'\_da "b‘eszA

My, = ol oy Ae & Xz e

Myz = ooy oA & — oy o co&Q (III.85)

Con las expresiones (III.85) para los elementos YYIL‘A , puede

ccmprokarse que se cumplen las nueve igualdades siguientes

T 2% T k3
(mbo'l” mnB - (mm +m\o) = <m11 t m%'%) + (m32—m13) = (1 0(120(22/

(II1.86.a)
X . 2,2
(moo g mn) - (YY\o\ - MlO)l = (YY\-,;;_~ Mlz)l + (M31+"m—2'3\5t —_ [/d3 d({ I
(I11.86.b)
RN
(mou + MIOB - (mN +m||)1 = (moz +M|z)1 "” (Vﬂo&nf ml's)l:’ Z/d:d:/
(I11.86.c)
"' 2,2
(m°° - m‘°) - <m0\ - mu)’L = ( Mo~ m\'LSL + (W]og" thg)l = Z/ 0(10({”
(I11.86.d)
v 2
(moo +m°l> - (ano+muy" = (w\w-f-mu) + (mgo +,m301: zl'[)(:o{?;l
(I11.86.e)
2 2 _ 'L_ D]
(moo “mm\) - (mlo - YY\HY = (mv.o“ May) + (m'&?II;Y:%%.;)ZI 0(‘ 013,

Moz Mey = M M3 = Mg Moy + My Mgy = =280 d? ’59‘48 a’F;z*‘Fs"Pq\/
ITT.8%.a

Moz My ™ Mo Miy = My, Mo ™Moy = “Zd\dzdsdq dem ( \J"P’z‘F{F’«)/
(I11.87.b)

Mo Mao =My Mgy = My, My +MizMizy = 2 o0l By ol 4W(F\‘ ﬁz”ﬁ’é’*'fs‘c\.
(II1.87.c)
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Las igualdades (III.87) pueden sustituirse por

las tres siguientes

2~
Moy — My ¥ m-L%“L - Mgyqy = mzo'z. __Mz°3 "W\:‘-,_ + W‘T’g -
4 °(\°L7_ 0(3 O&(‘ o (F(’ ﬁl t+ Bz '[3(,) i

m 2 2 2 2 iy 1+ =
Mz = M3y + Mg — g = Whe =~ Mye — My + Mg =

ZI &, O(zdg d(‘ CO’S(@I"I&L" Fz*‘PQ) )

4 ol 0ly olz oy coty (B +RBe= Ba- B . (I11.88)

Las relaciones (III1.86) han sido obtenidas por
Abhyankar vy Fymat13 , completando el sistema de nueve igual-

dades con tres relaciones cuarticas. Posteriormente, Fry y

Kattawar?® han demostrado que dichas relaciones cuérticas

pueden sustituirse por las (III.87) 6 (III.88), que son méas
sencillas. El sistema de nueve igualdades independientes for
mado por las (III.86) junto con las (III.87) 6 las (III.88)
es, como ya se ha dicho, equivalente a los otros sistemas de

nueve igualdades restrictivas independientes ya estudiados

A partir de las relaciones (III.57) y (III.74)

es fdcil obtener dos igualdades interesantes, que son

LS 2
m;. +mt?_ +m:3 = m—nlo + My + Msg (II1.89)

. |
Z mﬁs-—:‘im:'o : (111.90)

(_';\:O
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La igualdad (III.89) ya se cktuvo en (III.27.b) »
partir de la forma explicita de una matriz de Mueller de tipc
N genérica en funcidn de sus pardmetros equivalertes, de acuer
dc ccon los tecremas TGE y TDP. Por otra parte, la igualdad
(II1.9C), que tambiér se cbtiene sumandc las relaciones (III.86)
expresa ur.a propliedad que, ccmc veremos, es de gran utilidad
en orden a distinguir los medios 6pticcs de tipo N, de los

qgue despclarizan la luz.

Consideremcs ahcra una matriz de Muellerﬁ4tje tipe
G ceomro suma de un cierto numero de matrices de Mueller de ti-

po N. Tenienco en cuenta este hecho puede demcstrarse que cse

cumplen las siguientes desigualdade515

T 2
(Moo M) = (Mo, + M) 2 (Wan + Mgz) + (M= M)
(I1II1.91.a)

(moo - fn\\\]1 - (mol - mto\z > (M- m33}7' + (Myy +m23>2
(I11.91.b)

* 2
( mOO + mlb) - (mo‘ + m“)’l >/ ( mol + m"l\-l +' (m03 +'m‘g)
(III.91.c)

. 2
(mao - mke) - (YY\,,\ - m“\z >/ (MO'L' ‘fY\\‘LB1 + (mO'& “mﬁ)
(IrI.91.4)

‘T T 2 2
(W\oo + mo\) - (W\lo + mu} > (W\w +mMy) + (mso ‘l'mg\)
(III.91.e)

[ 2 2
( Yoo — YY\O\) - (VY\H, -m n} .>/ (mlo_— mu\ + (mSO“m’il)l
(IT11.91.f)

A la igualdad (III.90) le ccrresporde zshora la desigualdad

3
E m?é £ Ymus . (I11.92)

'L,‘fo
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Para finalizar este apartadc cktendremocs un conjun-

=

to de desigualdades, de caréacter distinto a las ya estudia-

das, gque ce cunmglen para toda matriz de Mueller.
Los elementos de una matriz de Mueller M de ti-
pc N, pueder escribirse ccn la nctacidn dada en (II.75).
Aplicandc la desigualded
2 2 ITT.
X* eyt 2 12Xy, (111.93)
err las expresiones (II.75.b.) ccmprokamcs que
1 2
oL + d& >t Z(zs-t-d ) (III.94.a)
K T : III.94.b
oL+ ol > T2y, ( )

(IT.75.a), es féacil

ccmprobar gue se cumplen las siguientes desigualdeades

Teniendc ahora en cuenta la expresidn

Moo + My 2 £ (e +mMy)

Moo +M, 2 £ (M3 —my3)
Mo — M, > * (Ynll_‘rnﬁﬂ,
Meo =My, = L (M= myy) )
Mog TMip> T (Mo + M),
Moo + Mo 2 £ ( Moz + M;3),
My My = £ ( Moy~ M),
Moo - Mis 2 T (noy —Mg),
Moo + My > £ <mzo+mu\/
Moo + Moy > £ (Mye +my))
Moo =Mar 2 L (me—Mayy,
Moo= Moz £ (Mag—my) (IT1.95.a)
Mes > My Vi (IT1.95.b)
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Estas desigqualdades, que =on aditivas y por 1lo
tanto debenr cumplirse para toda matriz de Mueller sin excep-
cibébn, han sidc puestas de menifiesto recientemente por R.W.
Schaefer 1© , a quien se debke tamkién el argumento usadc agul

para su deduccidn.

ITT.5. RELACIONES RESTRICTIVAS EN UNA MATRIZ V DEL FCRMALIS
MO CVF.

!

Del mismc mcde que las metrices de Mueller, las
metrices V de tipoc N depercder, en gereral, de siete parame-
tros independientes. Ello implica que debe existir un cocn-
junto de nueve restricciones entre sus elementos, (ademas de
las (II.55), gue son inherentes a la propia definicidédn de la
matriz V ).

La expresidén (II.79) muestra la forma de una ma-
triz'v en funcidn de su ccrrespcndierte matriz de Jcones J )
Yy er ella se ckserva que el producto de los elementos extre-
mcs de vra cclumna, fila 6 diagcrnal de V es igual al produc-
to de sus ccrrespondientes elementos intermedios. Este hecho

se traduce en la existencia de las diez igualdades siguientesl3

Vio Vou = Vo1 oy (I11.96.a)
Voo V30 = Vo Vo (I11.96.b)
V30 Oz = T3, 03, , (I1I1.96.c)
o3 B3 = V3 %3 (I1I1.96.4)
Voo Wiy =5 Y12, (III.%6.e)
oz Uye = Uin Yy (III.96.f)

(111.96.9)
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Vo Uiz = I Vi ) (ITI.96.h)

Vor V32 = Ui Uy y (IT1.96.1)
I11.96.1

’D'ZQ 13'7'-5 —":‘0-7-\ ‘\JIZ . ( })

De estas igualdedes sblo ccho son independientes,
asi, por ejemplo, son indeperdientes las ccho primeras. La
ncversa igualdad independienrte puede ser una cualquiera de

las siguienrtes

Vo By, = Vo Vhy | (111.97.a)
Voo Vi = Vo Via (I11.97.b)
Vo Wy, = v"g Ui;f / (II1.97.c)
Vo Vip = Vih Y (III1.97.d)

Las igualdades (III.%96.a-g) ccntienen Unicamente
cantidades reales, pudiéndcse comgletar el sistema de nueve
igualdades, afiadiendc las (III.96.h.), (III.96.i) y (III.97.a)
las cuales, teniendc en cuenta (II.55), pueden reducirse a

expresiones reales de la forma

‘O—°| 13.3‘ + e\j-z‘L '0;7_ = (\j-” (\j-ll +(\7-°2 ‘\)-32 ) (III.98.a)
Vo ia + 0., = 1 Ve + Vo %2, (IT1.98.b)
Vo V32 + V3o Viz = Vo Wiz + 150, Wy, . (III.98.c)

A ccontinuacidn vamcs a estudiar otros sistemas de
nueve restricciones en las matrices V de tipc N que, aunque

equivalen todcs entre si, se presentan de modo diferente v



82
ernn ccasiones son de uvtilidad.

En el formalismc CVF, la forma cuadréatica F.corres—
pcrdiente a un haz de luz de vector de ccherencia D asocia-

dc, puece escribirse como

F=2DhD (I11.99)

/

T
donde D es el vector fila transpuesto del vector columna D %

h es la metriz

o o) ° A
0 o - O
h = (III.100)
O -1 (o) 0
A 0 o e}

Ccnsideremcs un haz de luz caracterizadc gpor una
matriz de ccherencia 5’ y un vector de ccherencia [ , que
atraviesa un medio bpticc de tipc M cuyas matrices asociadas
en los formalismos CMF y CVF son J y vV respectivamente. E1
haz de luz emergente vendr& caracterizadc pcr una matriz de
coherencia..g', asl comc por ur vector de ccherencia D' da-
dcs por

pl= jf It (IT1.101)
D‘ =V D (IT1.102)

Teniendc en cuenta las expresiones (III.64), (III1.99), (III.101)
y (III.102), podemcs escribir

'F'—— > D'Th D\ - 2 D‘T \/Th \/ D / (II1.103)
F'= 4ot ¢'= 4 |t T'eletp =21 dat TP BT R D,

(II1.104)
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de dconde cktenemcs

FV hVD =ldet T D hD | (109

La igualdad (III.105) se cumple para todoc vector P
Yy por lo tanto,

\/T h V — ,dﬁf 3.[2 h (II1.106)

Escribiendc (III.10€) en funcidér de los elementos
xﬁx de la matriz V y eliminendo fc&I'JYL,obtenemcs el

siguiente sistema de nueve igualdades restrictivas

F\}éo ’\}°3 + 'D;° \733 + —\)-3( U'oz. + U'mvgz = 7*3-?4: @:, + 17-40 -‘9}_3 +vi41)72 f'l)‘“‘(}u |

Vo Vou + Voo Vi1 = B Uy + Bio Wy,

Vig Vap + Voo uzz = U6 Vi + Vs Viy
‘U-Zl ’v'o's +ml ‘\}33 = \}'}.t ﬁ\5-|3+-\)7i ~\',-2_3 /

1351\h8'+qxn.1§3 :;Y%2\x3'+1x11%3

!

voo ’\7-30 = 1);_°v|° /

m. ’U}‘ :'U;_l'\j'” /

‘v'o 7_’19'37_ = ’U'zz ’U;z

Vo3 V33 =V33V55 . (IT7.107)

Sabercs que si a una matriz de Mueller M ce tipc
N le ccorrespcnde una cierta matriz V de tipo N,a »4Tle CC—=
rrespcnde ‘Vf . La matriz \VT regresenta, por tanto, a un
medio b6ptice de tipo N, y ha de estar sujeta a las mismas

restricciones que en (III-107) se can para V . es decir,
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se ha de cumplir la igualdad
v* }‘\ \/1' — \d.d J-T)Ik . (I11.108)

Esta igualdad da lugar a un sistema de rueve igualda-
des restrictivas entre los elementos \ﬂj , que es equivalente al
expresado ern (II1.107) y se cktiere de é1 transponierdc los in-

dices de todcs los elementos.

A partir de (III.106) y (III.108), y teniendc en cuer-
ta que |det Tt = |def T{ deducimos la siguierte igualdad matri-

cial
\/Th\/ = V*j'\ \/Jr = |def J'lz j,L/ (II1.109)

que incluye a (III.106; y (III.108) ccmo casos particulares.
ITI.6. CCNDICION DE LA NORMA EN MATRICES DE MUELLER

Dada una matriz de Mueller b4 cualquiera, podemcs de-

. oy 4
finir una ncrmra R;(NO definida positiva como”z

L—«' (M) = [JG_ (MrMﬂV"____ ['ﬁv(M MT)]VZ: [ i m{ﬂ%f (III.110)

Lj=o
Segin hemcs visto en (III.92),];(M)esté sujeta a la condicidn

2

T:(M) < 4m, (ITI.111)
cumpliéndcse la igualdad
2

H,‘ (M) = 4 mes ) (III.112)

cuandco la matriz de Mueller N\esté asociada a un redio éptice
ce tipce N. Es de seflalar que el elemerto M,,respresenta la

transmitancia T; del medio Optice pera luz nc pclarizada.

Hemeos visto que (IIT.112) es una ccndicidn necesa-
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ria para que N\sea de tipo N. A ccntinuacidn vamcs a demcstrar

que (III.112) es, ademés, una ccndicidédn suficierte.

Supcngamos que se cumple la ccndicibn (III.112).
Entonces deken cumplirse las seis igualdades (III.86), ya que,
en caso contrario, se cumplird al menos una de las desigualda-
des (III.91), y necessriamente se cbterdria que T;?Nﬂ 'd an:ol
lo cual es ccntrario a la hipdtesis. Falta ahcra por demcstrar
que se cumplen tres igualdades restrictivas més, ccmo por
ejemplo las (III.88), tales que formen ccn las seis anteriores

un sistema de nueve restricciones independientes.

Las desigualdades (III.63) y (III.78) pueden escri

birse de la forma

X, >YX, (IIT.113.a)
(II1.113.b)
Y, 2> X,
(ITI.113.c)
2,26
(I11.114.a)
x?. 2\(; /
(I11.114.b)
72 >/\Q )
(III.114.c)
27.7/\(-1_ ;
donde se han definidc los parémetros
2
G = M+ M +my, —m;, (I11.115.a)
2 o (II1.115.b)
X, = Mg —my — my — ms, ,
(IT1.115.¢)

— 2 T Al —
7', = Mgy, —Myy — My, msz /

_ 2 2 2, (IT1.115.4)
_Zn - \m’s; —Mj; ~ My, 33,
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L= Mo, + Mexy +miy=md, | (III1.116.a)
X, = M, - my — myh —ma , (III.116.b)
A -__:m;‘_'o - m;’_“ - m';,_-.m:'.& / (III.116.c)
Z, = m;o - mi — My - mgz . (111.116.d)

De las igualdades (III.86.c-f) se deduce que (III.113.a) y

(ITI.114.a) son las igualdades X, =X| y X,=Y, respectivamen-
te.

Las igualdades (III.88) pueden escribirse ccmc

Y, =2, (I1I.117.a)
(II1.117.b)
7'1 = Z?- /
(I1I.117.c)

V1=

Para demostrar que se cumplen las igualdades (III.117), su-
pordremcs que siendc ,;XM)::an;, , alguna de ellas no se
cumple, y veremos gue ello nos conduce a un absurde. El hecho
de que falle alguna de las igualdades (III.117) imgplica que

rcg puede cumplirse la igualdad simultéreamerte en (III.113.b-c?
y (III.114.b-c), 6 bier cue Y| #zfi

Sumandc por una perte las (III.113), y pcr otra,
las (IITI.114) obteremros

3
2
4ynz, +2 (a-b) > Z i (III.118)

L'S:O

3
4mi, +2 (b-a) > Zm’t‘) ; (111.119)

i, :\:o
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donde

a=mg + mg, +mi,

2 2 2
b =m, + m1o+m30 (I11.120)
2 2
Coemc estamcs suponiendc que T;(Nﬂ‘Z 4Yﬂ°° , de
(IT1.118) y (III.119) deducimcs gue
(ITI.121)
o=b,
Yy, por lo tarto,
(I11.122)
=X

Las Unicas pcsibilidades que quedan scn

) / '
YG>\<—| ’ o z‘>\<~| 4 o YZ_>\(;. , © ZZ>\{.Z
(IT11.123)

En los dcs primeros casos, sumandc las (III.113),

okbtenemos

3
4ms, > Z m’{s . (II1.124)

i,\=o
y en los dos casos restantes, sumando las (III.114), volvemos
a oktener (III.124), expresidn que muestra un absurdc, pues-
to que hemos partido ce la hipdtesis (III.112). Queda, pues
demcstradc que si se cumple la ccndicidbdbn (III.112), debe cum-
plirse el sistema de nueve igucsldades independientes formado
por las (III.86) y las (III.87), & cualquier otro sistema de

igualdades equivalenrte. Esto sigrifica que P4 corresponde & un

medio éptico ce tipc N.

Pcderos resumir las anteriores consideraciones
. . . 42 .
enunclandc el siguiente tecrems : "Dada una matriz de Mueller
M , la condicidn necesaria y suficierte para que h« corres

ponda @ un medio 6pticc de tipo N, es que T;’(M):me"
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El interés de este teorema es que, dada una matriz
de Mueller, podemcs saber si ésta representa a un mecio 6p-
ticc de tipc N 6 nc, aterdiendc solamente & la condicién
(ITI1.112) (cordicidn de la ncrma), nc siendc necesario veri-

ficar las nueve igualdades independientemente.

Como se expcndra mas adelante, la condicibdn de 1la
norms resulta de gran utilidad en el desarrcllo tebricc de

nuestro métodc dindmico de determinacidn de matrices de Mueller.

Dada una matriz de Mueller M ,ésta puede ncrmalizar

se de la forma

v M (ITI.125)
M Mo '

—

La matriz M ccrrespcnde & un medio éptico con idén-—
ticas proriedades que el representado por Fﬂ , salvc gue
aquél preserta una transmitancia uridad para luz nc polariza-
da (ﬁﬁm,==‘i) . La normalizacién (III.125), cuande M es
de tipo N, da lugar a la igualdad

r' (!\7\) = 2 (111.126)

M 7

7 = [t (R = L[] e

0o L &=
Li=e (I11.127)

ya que

Una consecuencia interesante de (III1.95.b) y (III.112),
es gque una matriz de Mueller de tipo N ha de terer, al mencs,
cuatro elementos no rulos (salvo en el casc trivial de matriz

nula).
IT1.7. CCNDICION TE LA NCRMA EN MATRICES LE JONES.

El propbsito del presente apartadc es cktener, andlo-

gamente al apartado anterior, una relacidn entre los elementos
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de una matriz de Jcnes gerérica, en furcidn de la transmitancia
TL cel mecdio rara luz natural. Es de sefialar que, aunque

en el formalismc JCF no son representables estados de luz par-
cialmerte pclarizada, las maetrices de Jones ccrtieren infor-—--
macidbn ce Tp , pues ccmc vamos a ver, Tn puede cbtererse comc
la semisume de las trarsmitancias en intensidad maxima y mini-

meé para varilaciones arbitrarias cdel vector de luz incidente.

Dada una matriz de Jones 3- , sliempre pcdemos

asociarle cos némeros((]))ffﬁj), donde X’y‘t son, respecti-

vamente, el maximo y minimo valor del cociente

|TE&| ) (II1.128)
€]

cor respecto a variaciones arkitrarias de las dcos compcren--—
tes del vector de Jones & L

Toda matriz de Jcnes W unitaria deja invariante

el médulo del vector de Jonesé& , y, por lo tanto

b’(u.) =z(W=1. (II1.129)

En virtud del tecreme TGE, toda matriz de Jones

j puede escribirse de la forma

JT= WU, J—F (o, F!/PL) uz ) (II1.130)

dcnde LL,y Lilson matrices unitarias, vy 3% es la matriz aso-
ciada a un pclarizadocr garcial cuyas transmitancias principa-

les en amrplitud son P, vy f . Teniendc en cuenta las expre-
siones (III.129) y (III.130) obtenemcs

K( J) = X ( jP) =7 , (III.131.a)
(=3 =F . (I11.131.b)

Pe acuerdc con las expresiones (III.15) vy
(ITI.26)el elemento Mgy, ce una matriz de Mueller M de tipo

N genérica correspondiente a la matriz de Jones J' , puede
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escribirse como

mooz%(ﬂl—l—g}): —%—[XZ(J)+~C"(3)] _ (II1.132)

Pcr otra parte, segin (II.73), Moo puede expresar-

se en funciér de los elementos de la matriz J , del siguien-

yA
4 2 (II1.133)
Moo = 7 Z lj‘S\ Y
(,“Lz'f

te mcdc

de dcnde

2
Z l .T(i\i = P+ Pz : (III.134)
ey

La expresibén (III.133) nos incdica que la semisu-
ma de los cuadrados de los mddulos de los elerentos de una ma-
triz de Jores es igqual a la transmitancia en intensidad para

luz natural, del medio consideradc.

A toda matriz de Jones J pcdemcs ascclarle una

ncrme ]3 (J) , definida pcsitiva, dada por42

T ‘/_‘ " \/1 A 2 l/?_
=@ = (LG =) > 15l
b= (TI1.135)
c bier, teniendc en cuenta (III.133),
'
T;(J") —":z-moo =7 TN ‘ (IIT.136)

Ccmparandc (III.136) ccn (III.112) vemos Gue

]’; (M) — rI'(J) . | (ITI1.137)



91

La expresidn (III.136) muestra que la ccndicidn
de la norma (III.1l2) para una metriz de Mueller P4 , €5
una manifestacidén cde la definicidr de la norma (III.135),
para la matriz de Jones J- que ecsté& asociada al mismc medio
bptico de tipc N que P4 . Dichas matrices M % J pueder. ncr-—

malizarse ccnjuntamente de la forma

P4 — P4 } (IT11.138.a)

4
Moo

— 1 (ITI.138.b)
T.

i
i\
3]

Yy, entorces,

——

l: (M) = }:’1 TJ =72 (III.139)

I11.8. CONDICION DE LA NCRMA EN MATRICES V DEL FORMALISMO
CVF.

A toda matriz \/ del formalismc CVF pcdemcs

: L L 42
asociarle une nocrma [3(V> , definida pcsitiva, tal que:

mon =t = [t v v*>]‘/"= [ ‘4 o

(II1.140)
Vimecs en (II.78) que ura matriz \/ de tipc N
puede escribirse en funcidn de su correspcondiente matriz de

Jones como

%
V = J-XJ , (I11.141)

dcnde X indica el producto de Kronecker . A partir de (III.140)

v (II1.141) es fécil ccmprobar que

T =t (33h =% Q') . G
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La expresidén (III.142), junto ccrn (III.135),
(I17.136) y (III.137) nos permite escribir

R(\/) = ]:’q(M) = JT(I) =7 Mg | (II1.143)

dorde las matrices V , My J ccrresponden al mismc medio

bptice cde tipo N. Si el medio considerado es de tipc G

I

My V estan relacionadas segin (II.51), y entonces,
v - - %
[ (v) = [t (V] = e (U M7 U UM Ut)l "

(II1.144)
Teniendo en cuerita que WL es unitaria y que T( (AB)ZT\’@)A),

la expresiébn (III.144) se convierte en
]’3(\/) — ]’Zﬂ (M\ , (I11.145)

relacién que queda, pues, establecida para todc medio éptico

de ceracteristicas cualesquiera.

Toda matriz \/ puece ncrmalizarse de la forma

w3 pA
V= ( ) V (I1I.146)

donde

Voo + Vo3 ;\Tso+\}sz =Ty = Moo . (ITI.147)

Pe mcdc anadlogc al caso ce matrices de Mueller,
es inmediato ccmprokar que la ccndicidn necesaria y suficien-
te para que una matriz VY correspcrda a un medio oépticc de ti-

rc N es
[ (V)= (po + T3+ V3o V), (1I1.148)

6 bien,

]—; (v) =72 (I11.149)
v .
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III.9. INLCICES DE PCLARIZACION Y DESPCLARIZACION

Dadco un medio dbpticc O , éste tiene ascciadas dos ma-—-
trices de Mueller My h4', que ccrrespcenden a los dcs serti--
dos en cue la luz puede incidir sobre O . Por converio dire-

mos que Pﬂcorresponde a 0 cuandc la luz incide en sentido

. ! . . .
"directo", y fﬂ cuandc la luz incide en sentidc "opuesto'.

Ccnsideremos el conjurto de vectores de Stokes
4 1 1

i {

|0 -0 =] =] © =/ 0} .

'SPz: y "SFs" o ;.Sm- 0 l.Sm_— - '5h3" ol
0 1 0 0 -

(II11.150)

i

C O =

Sp

que denctaremcs abreviadamente como

'SP'U SnL con =12,3.

Tanto las matrices como los vectores estan referidcs a
ur mismo sistema cartesianc de eles XY. Los vectores,SPLrS“l
correspcnden a haces de luz totalmente polarizade, de mcdc

que sus formes cuadraticas asociadas scon
F;l::O ’ F%l::C) / (=173 .

Cuandc el mecdio bpticce O es atravesadc en sentidc di-
recto pcr un haz de luz cuyo vector de Stokes_SPL(SwJasociado
es uro de los dadecs per (III.15C), el haz de luz emergente

1 '
tendrd asociadc un vector de Stokes SPQ (shi.) . para el

cual la forma cuadréitica toma el valor
3

E (mzo + m?\\l F2 MMy (LIL.15L.a)

l:o

!

Fo

1l

6 kien

3

L. = S

we (mjo *‘mj'\ -2 W\ADW\;\\) , (II1.151.b)
j:u :

1=1,2,3 .
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Lcs valores promedio de estas formas cuadréticas
para cada dcs vectores de Stokes asociados a haces de luz de

estadcs de pclarizacidn crtogonales SP; ’Snl son

I A ) | 2 1 1 2 1 2 2 T
F, = -,Z( FP‘ + Fm) = Moo T Mot =My = My = Mg = My =M= My
(III.152.a)

F.=3

' 2
4 ( F,i;_ + Fnz) = Moo +mb -Mi - My - mSZ—m}o‘mfo—mz

3o,

(ITII.152.b)

Fy

l

| 1N _ w2 2 _ 2 2 2
_:{_. ( Foy + Fn3> = Moo + Moy ~Miz =M,z =My, -m. - Mae—Ms,
2 (III.152.b)

y el prcmecdio total es

3
. 3
[} - 4 { _ ° kN 2 2 _
Fo= 5 E Fi = mee- (m..,+mz,,+m§°)+i3-(m2.+mfz+m:3)_‘52m,ﬂ. (ITI.152)
= =
{ A K (=1
El valor de Fb nos da el promedio de los cuadra-

dos de las intensidades de luz despclarizade que emerce de
O rara haces de luz de vectores de Stokes _SP.L, SnL que

incider en sentidc directo.

Si analizamos ccn detalle el sigrificadc de las
formes cuadréaticas (III.152), vemos gue Fr:w (F:\\)‘—'O si, y sc-
lo si, 0 nc despolariza la luz de vector de Stokes SP;(S,,;)
gue le incide en sentidc directo. Ademé&s de acuerdc ccn la
desigualdad X*+Y® >+ 2XY cabemos que

F.?L 20 /

Fau >0, =123, (I11.154)

y entonces, para luz incidente en sentidc directo podemcs

estaklecer que

F::?C> & 0 nc despolariza la luz pclarizada lineal
segun lcs ejes XY,

F; =0 <§::i? 0 no cdespclariza la luz polarizada lineal a

’ *45Q con los ejes XY, ;

F;==C) <?:f> 0 no despclarizs la luz pclarizada circular

(dextro & levo).
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De (I1I.152) y (III.154) decducimcs:

] .
F‘L > 0, =1,2,3, (ITI1.155)
Y ! (ITI.156)
Fb > 0 .

Por lo tanto

, .
Fb =0 & ﬁr — F,’,i =0 =123 . (II1.157)

Este Ultimc resultadc nos dice que Fg es concdi-
cidbn necesaria y suficiente para gue 0 ro despoclarice luz de
vectores de Stokes.SP;,Sn: asociadcs a haces de luz que inci-
den en sertidc directo. Sin embargo, puede haber 1luz de ctras
caracteristicas, que incidierdc en sentidc directo resulte des-

polarizada a la salida.

Hacienrdc un desarrcllo analogc al anterior, pero
considerandc que la luz incide sobre 0 er sentidc cpuesto,
es decir, en el sentidc en cue 0 esté caracterizadc'pcr la
matriz de Mueller ﬁ4', los vectores de Stokes 5¥& ,Sn; corres-—
pcndientes a los haces de luz emergertes, tendran asociadas

las formes cuedréaticas

i 7 2
F_P.L — Z (m0i+mn\) + 2 mﬂ mLS), (III1I.158.a)

=5

3
" 2 1
= . - . . II1.158.b
F;L > (moé+mt& Z\m%m@. ( )
3:0
]
El promecio F; de los cuadrados de las intensi-

dades de luz despclarizada que emerge de 0 para haces de luz

de vectores de Stoken;SPL,S“L que inciden en sentidc opuesto

es 3
0 1 » "
F; = ri Z (FPL +'Fni> =
=1

3
T
m%o - (mq, +mtz+ m?;a) - '4—3' (YY\T‘O Moo+ m;o) - é Zmzf .

K, 0=1
(IIT.159)
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}
Todas las conclusiones obtenidas para F}L ,

{ ! . .
ne s F} cuando O es atravesado en sentido directo, son
., . " i i .
validas para ﬁn ,F;L s FL cuando O es atravesado en sentido
opuesto.

La forma cuadréatica semidefinida positiva

3 3
A (RN vt Zm}_ v _1 mz~zm7:‘
F;:‘i'(FD+Fb>—moc 3 L J Moo _3 4 oo [ Py
&.,\J..O ‘/3-—°
(ITT.160)

puede considerarse como un promedio del cuadrado de intensi
dades de luz no polarizada emergente, para haces de luz de

vectores de Stokes,SPb.SnL, incidentes en ambos sentidos.

Comparando las definiciones (III.110) y (III.160)

vemos gue

E:_ia_<4m§°—):(M) . (TTI.161)

De acuerdo con el teorema de la norma enunciado
en el apartado (III.6), podemos afirmar que Fo=0 si, vy
sélo si, el medio bptico 0O no despolariza luz de ningln
tipo sea cual sea el sentido en que es atravesado. Este
hecho nos da una interpretacidén del significado fisico de
la norma ya que

[;\,I(M):- 4m:o“3Fl; ’ (ITI.162)

2
y esta expresidn nos dice que Tl U%) es igual a la diferen

cia entre cuatro veces el cuadrado de la transmitancia del

medio para luz no polarizada y tres veces el promedio FL .

oy ]
A la magnitud F;(h4)==f5(b4) , la denominaremos
Factor de Despolarizacidédn, ya que da una idea global de la

despolarizacién que produce el medio éptico O .

Por analogia con las expresiones (II1.27) y (II.28)
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cue relacionan el gradc de polarizacidn G de un haz de luz.

cen su ccrrespondiernte forma cuadré&tica F dada por (II.26),
podemos definir el Indice

de Despclarizacidn corresponciente
al medio épticce 0 comc

3 1/2 i
>~ My — Mis F, e (111163
G =[_tEe = 1- =
b (]
3 me. Moo

Los rangos de valores pcsibles de F; y 6% son

0<Fy € Mg, (111.164)

o< G’b < 1 . (IT1.165)

cdonde los valores F£=C), 6$=:i corresponder a medios de tipo

x . . .
N, v Fb-: Myo , 65=0 ccrrespcnden a un despclarizadcer ideal,

es decir, a un medio ¢pticc tal que despolarice totalmente

tode haz de luz que incida sobre él1 en un sentidc U otro.

La matriz de Mueller ccrrespcndiente

& tal medio
(S
Meog O O O
M = M’ = e o o © . (III.166)
o o O ©
o o © O

Ccnsideremcs ahora que sobre un medio déptico 0
incide luz no pclarizada de intensidad unidead,

en sentidc
directo.

\
El vector de Stokes_s corresponcCiente al haz emer-
gente viene cado por

1 Moo
' m
s=M[2]|=] ™ |. (111.167)
) o
0 Mae

Cefinimcs el Factor de Polarizacidébn Directo del

7 . 7’ . rd 4 . / .
medio oOpticc 0 como la forma ¢éuadréitica F} asociada al vector
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[}
S de acuerdo con la definicién (ITI.26), es decir

( 2 2 2
F‘P: Mo ™ Mip — m—;o - m3o (111.168)

Andlogamente cefinimcs el Factor de Pclarizacidn

Reciproco del medio éptico O , ccme la forma cuadrética

ccrrespcndiernte al vector

4 Moo
i l 0 _ Ma)
s=M g = e | (ITT.169)
~Moy
gue €s
F; = M- ME— M —mMes . (111.170)

. { 1 .. .
A partir de F} Yy f} , podemos definir el Indi-
ce de Polarizacidbn Directo G};e Indice de Polarizacibdbn Reci-

1]
procc C;F cemre

2 2z
G" _ m7.-1>+ Mo T Mzp & i 'F,’; 2
= = - (ITI.171)
g m:o m1¢;°> /
l/ 1
" 2 2 T T h /Z
G'_P = Moy + Moy + m°3 - (’I__ f \) (ITT.172)
2 m '
Moo ®

. ' e, ' " .
L.os parametros FF s F% , O bien G}P, G;P nos dan in-
formacién acerca de la capacidad que tiere un medio éptice O
para pclarizar luz no pclarizada. Los rancos de valores po-

sibles de dichcs paréametros son

{ e
Oé :F_P é moo, (ITT.173.a)
0< F & ms., (I11.173.b)
o < @;) <1, (IIT.174.a)
0 < G-';) < 41 (II1.174.b)
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En el caso de que 0O sea de tipo N, se cumple la

relacién (III.27.b), que llevada a (III.168) y (III.170) con
duce a la igualdad

il
pennd (II1.175)
F.=F'

A partir de (II1.82) y (III.107) se puede compro-
bar que en el formalismc CVF las expresiones correspcndien-

! ]
tes a F; ;FP’ F} son las siguientes

_ 2V 1_]'77{ (III.176)
E —_ —é—- (’\7&3"'%3"’ 30+7j'33) v V) /

4 <’\7;o'\3'33+ Ton Vio = Vjo Vaz— Wie V) ;, (I11.177.2)

N
1

: 4 (Vi Vaz + Vo3 Vi —1}0.‘1)52‘\7511)3;3 . (III1.177.b)

Por otra parte, si 0 es de tipo N, las expresiores ccrres-
pondientes en el formelismc JCF scn

F,=0, (III.178)

o= F = 130 55 1+ 3 -2 R G333,

(II1.179)
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[V. METODO DINAMICO DE DETERMINACION DE MATRICES DE
MUELLER

En el presente capitulo exponemos el fundamento tedri-
co de nuestro método dindmico de determinacidn de matrices de
Mueller. El dispositivo de medida que se propone consta basi-
cacamente de dos retardadores lineales situados entre dos po-
larizadores lineales. En el espacio intermedio entre los dos
retardadores se sitla el medio 46ptico cuya matriz de matriz
de Mueller M asociada se desea determinar. Un haz colimado de
luz monocromatica incide sobre el medio dptico problema tras
atravesar el primer polarizador y el primer retardador. El
haz emergente de dicho medio Optico atraviesa el segundo re-
tardador y el segundo polarizador, en éste orden. La intensi
dad I del haz de 1luz que emerge finalmente, depende de la
matriz M y de las orientaciones de los polarizadores vy retar

dadores respecto a un eje de referencia.

Para que el dispositivo opere de modo automético, los
retardadores rotan en planos perpendiculares a la direccidn
de propagacidén del haz de luz que los atraviesa, con una de-
terminada relacidén fija entre sus velocidades angulares cons-
tantes. La intensidad I varia periodicamente, y por medio
de un detector y de un instrumento de registro se obtiene el
registro de un periodo de la sefial correspondiente al medio
bptico problema. A partir de un andlisis de Fourier de dicha
sefial se pueden obtener los dieciséis elementos de la matriz
de Mueller M . El andlisis de Fourier se puede realizar con

la ayuda de un ordenador eléctronico.

El dispositivo experimental de medida puede diseflar-

se adecuadamente para el estudio de fenbmenos de transmisiodn,
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reflexidn, difusidén & difraccidn,

Si los retardadores rotatorios utilizados en
el montaje de medida son acromé&ticos, el dispositivo permite
realizar una espectroscopia de matrices de Mueller, ya que
variando la longitud de onda A del haz de luz utilizado, se
obtiene la matriz de Mueller correspondiente a cada longitud
de onda A . Por otra parte, si1 se utiliza un haz laser co-
mo luz de sondeo, se puede realizar un estudio local en di--

ferentes zonas de la muestra.
Iv.1l. DISPOSITIVO DE MEDIDA

En la Fig.IV.1l se muestra esquematicamente el
dispositivo de medida de matrices de Mueller, que estd& com-
puesto principalmente por dos polarizadores lineales totales

R(e.\, R(Bz) ; dos retardadores lineales no ideales L. , Ly
y un medio 6ptic00cuya matriz de Mueller Pﬂ asociada se de-
sea determinar. "A" representa una fuente de luz monocrb-
matica, "DT" un detector de intensidad de luz, y "RG" un

instrumento de registro de las sefiales detectadas por DT.

Las orientaciones de los ejes principales de
los medios Opticos estdn referidas a la direccidn positiva del
eje X del sistema de coordenadas de referencia XYZ mostrado

en la figura.

El haz de luz que emerge tras atravesar el sis-
tema {%l_‘O Lz Pl , estd caracterizado por un vector de
Stokes

" :464/@}@ Mp (8) M, (B, Sy MM, (g SR IMp () S

(Iv.l.a)
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donde (
|
K = __'f__c_"__ , 1(1_ b , (IV.1.b)
‘ - =
Ka Ky
y ~S es el vector de Stokes asociado al haz de luz natrual
emitido por la fuente A , tal que.
T
s=(¢
o -
o

El dispositivo de medida puede considerarse dividi
do en dos partes. La primera de ellas estd compuesta por Fi,L1
% 0 , Y en ella se generan estados de polarizacidn del haz de
luz emergente, que dependen de los valores de 9,,/&,, S| R K‘

y de los elementos Yn;sde la matriz de Mueller M . Dicho es~-

tado de polarizacibdn viene dado por un vector de Stokes

1

MML<§|/S'/K‘) MP g ) (Iv.2)

o]

1

S =%

cuyos elementos, una vez realizado el producto indicado, resul-

tan ser

st = Z/}F [1+—|<l+(1—1<.3 (c', < +5| S,)] Mo +

[m- k), + (4 k)l (cle +s'8) +2 Gt &, 8! (s:c,-c',s.ﬂ m;, +
[0-x)8) + (1rK) S| (el +81S) =26 kS <) (8,6 ~¢iS) gt
[2G genE, (s]¢ -¢'s)) m (1v.3.2)

donde usamos la notacidn

/

S, =AML, | C=ceN2 B,
= /B@\/LZIB\ , di=wrlp

C = (Ke KL)%- . (IV.3.b)
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La segunda parte es el sistema compuesto por

Lz_ Yy Fi , Y sirve para analizar el estado de polarizacidn
de la luz que incide sobre él.

La matriz de Mueller -B
ciada a dicho sistema es

=L
B=¢, Mp(82) M, (B2, 62, 12).

aso-

(Iv.4)
Ahora podemos escribir (IV.1.) del siguiente
modo
5“ =R S' (1Iv.5)

El detector DT es sensible a la intensidad de
luz We que incide sobre él, que es

Y

o = Sa = booShL+ bo,S! + bor Sy + baaSy,  (1V.6)
donde los elementos b&_GFQUL3)de la matriz [ , obtenidos de
(IV.4) son

beo = 77 [1Hr (o) (chey+shs)]
5N

|
bm—-4

- [(1-k)cl +(1FR)C, (LG HSh S, 12 €add, S, (icas.))
LN

boy = 4—1}; [(1-r) Sh + (14 15) S} (€12 #+5,$) =26 € 6. (S24a ‘C‘zsz)] /
b

bo3 =

donde

L -

Zjl?- FY‘(;_/SWSL(CILSL“ S‘;C'ﬂ] (Iv.7.a)

S, = AeulB, , C;=ceA2B,
S, = Reulp,  cy=cAlB, \q_:(KbKLjI/Z.

(Iv.7.b)
Para simplificar la notacidn, definimos tam-
bién los parémetros

o, =KatKa |, bi=Kae-Kg,
O-, = KbJ—-K‘b ’ b_z_:'. Kb“Kt . (1v.8)
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En orden a que el estado de polarizacidn del
haz de luz que emerge de 0 , generado por la primera parte
del dispositivo, varie de modo continuo con el tiempo, su--
pondremos que el retardador Li rota en torno al eje Optico
Z con velocidad angular W, . And&logamente, para que la se-
gunda parte del dispositivo analice dindmicamente el estado
de polarizacidén de la luz que lo atraviesa, supondremos que
el retardador Lz rota en torno al eje é6ptico 7 con veloci-

dad angular W, . Por lo tanto podemos escribir

Fl — LO,T , (1v.9.a)
R = U3J+0(7_ - (1v.9.p)
Como se ve en (IV.9), suponemos que en el ins-
tante T= 0 ,el eje rédpido de Lﬂ , estd alineado con el eje X

de referencia, y que el eje rapido de LZ forma un &ngulo o,

con el eje X.

Como ya se indicado, pretendemos obtener los
elementos Hﬂ% a partir de un anélisis de Fourier de la sefal
de intensidad de luz periddica U.(t). Para que ésta funcidén

presente el aspecto de una serie de Fourier truncada a par-
tir de un cierto término armbénico, es necesario imponer una

relacidn
W, = Rw,, (1v.10)

entre las velocidades angulares de rotacidn de los retarda-

dores, donde R es un nimero racional.

Tras realizar la operacidén indicada en (IV.6)

y haciendo uso de (IV.9) y (IV.10) se obtiene
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he = ho + 9, 2eul By +h crlp 9 /m,ql,/s, +

hpcorGp +q; 50w ZRE +hy cor2Rp +

%9/‘“* (2?-2){& + hy e (zﬁ—z)p, + 9s (IO (2242);3,+
hg cor(2R+2) g, + I &w(z:?—é/)/s,+ hg oA (2&-9),?,4—
ER e @R 3, + g cor2R+4)g, +9g LeuwfRB, +

hg cos URB, + 9q 4 (4R-D)p, + hy con(4R2) g+
1o et (4R12) B, + hio €A (4RI, +9, seu(4R-4) oy +
hi, b (4R=4)p, +4,, 22 GREG) it hyy con (4RH)R

(Iv.11)

donde h; y ﬂs son coeficientes que dependen de los elemen-
tos YY\;& y de los parametros K, , Ky, &, S,, 6, 6, Ky .

La expresidn (IV.1l1) puede considerarse un de-
sarrollo en serie de Fourier en miltiplos de la frecuencia
}3, . Por medio de un andlisis de Fourier de la sefial regis
trada W, , pueden obtenerse los coeficientes de Fourier h;,
%j‘ Estos coeficientes dependen linealmente de los elemen-
tos Yntb, formando un sistema de ecuaciones en el que las

incbgnitas son dichos elementos.

Dependiendo del valor que asignemos a R po-
demos conseguir hasta un nUmero de doce frecuencias milti-
plos de}St, mas el término constante Ho . Sin embargo, en
orden a una mayor sencillez en los célculos y en el proce-
sado de las seflales, nos interesa hallar un valor de R
tal que, generando un numero de coeficientes de Fourier su-
ficiente para obtener los elementos Yng, dé lugar a un desa-

rrollo en serie de Fourier lo mds corto posible . Los valo-
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res Rzl,7.1 conducen a desarrollos en serie de Fourier con

nimero de armbénicos insuficiente en ambos casos. El valor

42
R=3A conduce a un desarrollo en serie de Fourier del tipo
40
16 Uy = As T E (B{dwéﬁl"'A( oA Q}’g,) . (Iv.12)
{=1

Al escribir los coeficientes A;,Iﬁ en funcidn de

los dieciséis incdgnitas M se obtiene un sistema de die-

LA b
cinueve ecuaciones, de las que sblo quince son linealmente
independientes. En el caso de que tengamos alguna informacidn
adicional acerca del medio dbptico 0 a1 que corresponde P4,
como por ejemplo que sepamos que (0 es de tipo N, & que co-
nozcamos el valor Ty de su transmitancia en intensidad para
luz no polarizada, podemos completar el sistema de dieciséis
ecuaciones con la relacién44

3
2 (Iv.13)
4}’”20: Z YY)Lg\l )

L‘:S:o
65 con
(Iv.14)
moo = TN 7

respectivamente.

Para una total generalidad del método de determina-
cién de la matriz M , resulta mas deseable un valor de R
que dé lugar a dieciseis ecuaciones linealmente independientes.
Los valores de R que cumplen dicha condicibn son
R = Zn+1 (IV.15)
Ny

donde N, , N, son numeros naturales vy h,};Z..

Por razones de simplicidad en el montaje experimen-
tal, interesa que las velocidades angulares W, vy W, difie--

ran lo menos posible.
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Los anteriores requisitos se cumplen de modo 6p-
timo escogiendo el valor = (1V.16)
R=12>/2 ,
que llevado a (IV.7), y habida cuenta de (IV.3) y (IV.8) con-

duce a

14
U = Ao T+ Z (B< AUN éﬁ.-f—A(cag élg,)/ (IV.17)
£=1

donde los coeficientes de Fourier son

AO: Q,\&Z m°° + Q.z—t‘ (C( m0( ‘f"gl m°z> +a.‘('?_(sz,0+Sz ng)

+tt, [ClCamu+Same) + S, (SaMiy +5S, Mys)

B, = —% b, d [Sum°' =<y Moz =Sz (My+Mp)+ C3 (Yf’u‘mn.)]

— -lé» \('?_ Aean gz_ A;(Cu YY\3| + Sll mSZ\ ]

Al = B C(.| [C.“ Mo, +S1 Me, +Cy (m"+mzz)+ S (m'u ﬂ

1

2

-}-/-12. /)-Q/V\g d‘( (SH mgl"Cum?,?_) ’

BZ = O h‘ (g. Y os +mbl) + 26’2\({ ng < m°3
L1, [S) (Ca Mo +S2 L) + CaMip +S; Man ]

+2 30u, T, € (G Mz £S5, maa)

AL: al‘b\ chmoo ‘(‘W\o\) = 2. a X, ’&«Mg‘ S, Moz
'i‘bfé?_ [C: (szno-ng_m'zo} Ty ‘i'gzmu]

— 21:/&£A&gftzsw<clwm3'+Slyn2$)
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By= ’li bib, [ SuMes + SsMa) =& Mer = S3 Mg +¢; My
=Sz (Mt ma) +C3 (i~ m.z\]'
= b, Wg. (Ci Moz + Camyz + SzMag)
- b, ngz (cyMgq + Cg M3y + S M3y)

= 2XG BUS U S, S, Maz

A= —‘2~ b by L€ Mee +Co Mo +S¢ Moz FCaMis + Sz Mo
+ ¢ (Mg tmM) +< (mz,——m‘z)]
+ 623G 2eu b, (Su Mz =S5 Myz +C3Me2)
+bG 2o §, (Simge +Symg, ~C2m3y)

“2{:Y‘1/SQ/M81J>QM&ZC“YY)33 )

BLq = a, d (S, Mo +C Moz) +d-l-t2_[sn(czm“+szm‘u)

A(I = a’Z.C('f (Cl MO\— Sl moz.) + d( tz_ [CI (CzW);ﬁSz m11>

- S\ (C’L Mo + S?_ m'z,z\)]- bl

BS- = O, EZ (Ssmoo—SSYnlo +C3 m20>
+ E[t, [Se (¢ Mot +Si M)~ Sz (c,m +S, M) +C3 (c,mz,i—s,mn)]

—Z‘Q/&UASLCS [a, Ms3o 'f’tl (€ mz; +S, mzz)] )

Ag = a LD?. (Cg Moo +C3 Mo +S3 mlc)
+l’>z_t, [CS Mo +5, Mez) T Cy (Cl m, +S, mn.) + g& (C! m2|+glm21)]

+2(; Mgz SS [QIMSB +—(-; (Cl W)3l +Sl m32)] Vi
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B¢= ‘% d, d, [5|3 (m,+mMp)+ Ciy (mz"mrzﬂ )

Aé: %d, d- [C:zx(mn‘*‘mn) - Si» (m-“-maz)] '

By=14 b b, [SieMoo+ScMs +Cs Moy +Sg¥Mig + CeMyg
=~ S5 (M, M) +C3 (Wi + M21)]
+ Ez\qw& (Cio Mox t Camlg—'SBmu\
~ b, G At By (Clo My + cemy =S¢ M)

+2 X1G A &Wgz Sto Mzy

Ar=1b b, [€ioMes + Cs Moy = Ss Moat Cgmie =Sy,
+ &y (=M} + S3 (M + M)
- b T e §, (Sm Moz + S g YN+ Cg My3)
+ b, g 4008, (Sio Mg + S¢ Mgy +C51Ma2)

+2<G ng ng CieMaz

B% = % b‘ C{‘Z [S(g mlg +C‘3m20+ Sq CM“+W)11)+CQ (M-““'M‘l)]
‘*’YT/L&LLQ. 01—?. (ng MZK‘CB mtg) '

A% = .12. BI C{-’L [8‘3 VY\\D —‘Cl3mlo+cﬁ Qm\\‘\”m?_‘)_)"Sq (M'L\—mllﬂ

A S, e (CaMaz+ Sia M)

B‘l = —12: E?,Cil [glo Mo( + CoMes + Sg (W\HAW(TA +Cq (\MQ-}- Mz()]

+ 0 ven Qo CSloW\sz‘C\o my)
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Aﬂ = —42— bzc‘ll [C(o YNy, "'ng 1221%% + CG (W\”—-mn)—se (W‘,—L'l"VV\u)-]
+\G.Wgz d( (Clom3z '*’glo m3l> !

B = ad: (Sq W0+ Cq Mao)

+t,d~ [c(Sqmu+ g W) + S, (Sgm, +Cq W’nﬁ )

Alo = a,d. (g M, -3q o)

"Ftl OLZ [Cl(C‘i my, - gf MZI) 'FS, (Cﬁ VV\I?. "-S‘]YWZ’Z)] J

BH:AI\:O ’

Bn’ = "é‘ b( Olz_ [ Sl?_m‘0+cl7_ m'l() +S‘i <m”—m21)‘f‘ Cq (mn'l'Mu)]

+G w&g,dz (Cmmxldglz W)

An = % b, oy [Camie = S o +C4 (W= Win) = Sq (wipt )]

- a2 §, dy (SaWig + CaMiad) |
B\‘s: AIB:: O )
B\L‘ = %‘_Ot\dl [SQ (m\\“W\mﬂ'*"Csz. (‘N\Q'\'mzl\\‘[ )

AM = iz‘dldl [Cn?. (Mll—VV\ﬂ}"SQ(YV\n.*mmlﬂ ; (Iv.18)
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En (IV.18) y en adelante usamos la notacién

oL+ G CAA S,

1

RN
I

4
2

t,= “%_az +G e’
Jéta"l —‘\<T CO’S%( ’

dl = iiovz_\(zco’ﬁgz /

=8 .
z, = 6, ,
Ty =Xz,
Z, = 6,-9,
To= 0=y
T =00+0,
Te= 8, +%, ,
Tg= 8 -e
Cq =6,~ 2

Cl :91_9‘1—0(2. )

T =B +8,-2&, |
\le%:e'z—'&.‘zo‘z.l
S = AUz,

c.= CO&ZZL ) = 12,..- 13 . (Iv.19)

/
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La inversidén del sistema de acuaciones (IV.18)
considerando los elementos nnﬁcomo incbébgnitas y todos los

demés parémetros como datos, conduce a

SaBgt+ CahAc+ S Rig +ci Aug

m, =
Ol.| 0’.1

m.. = S&BC;}'C@AGVS”— %”‘“CRA‘Q
T
Gl\“ll

M = —(};Bé%-SWKAé +‘Cu.Bui*ShLAlq )
Ve
d, ds

m., = Cia BQ "SI%AG +Cip Bl‘l"sl?.Al‘—i
(A
o, el

m — S‘I 6‘-{"’C\AQ‘“0{;—61 (—CIMI;+SI W'lll)
) a, ol

c, Bq =S, Aq - Oll f'z_ (mehz +S2 VMZ“L)
O..-LO‘q

mbl:

Sq Bio +<q A(C‘ _t[dz <C|VW,, + S VVI‘?_)

(o W oll

Cq Bio —SqAi “"—é(Oél (C\ Wiy 'f‘S\VV‘uJ
a‘Ol'z_
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- Z(Cl?. Bl?-‘gw.An.) - IO«C(z [m'w +S, <W"zz‘mu) +<4 <VV\l?_'I" mu)I
2 5eu s d,

3

_:“2 (SIIBQ ‘i'C«?.Alz)-#-L:(JL[‘mm‘f'Cl (mia"mn)'f‘gl (m42+ W)zl)]

Mo
7—(: Kot g\ CLL
5 (SuA =i B) —bad [Mor +Sa (W (+ W) + (M= My))]
3l = /
2 RouS. A,
_=2(suB+CuA)) + b d, [mm+C7_CW\“+mm)—SL (Wln_—VYlu)]
= . ;
3 2'(:. W%L OQ(
= Ao = (F st ant cot§ oG oS, )(Emet SNt Mot S i
oo = o
-— t\-t;‘ [_Cl CCZ M, + 32 m’z_\) + g[ (Clmll+ S m'l.l\)
o, a, 4
¢ B -5 A'L -azbl (C.Moz"S.Yﬂot)-l-b.A?_[-S\(Clm.. +Szm1.>—vc.(czm.2+szwh)]
Moz =

PR=-PL o -IVES

- .tv. (szl3 +S7_W11_3)
= 23

m..— —€s Bs +Ss As “a'bz(gzmto'cz Mw)“lslc(\ [Sz(c;muf&vmz)-cl(C.mm»thxﬂ
o—
2. a\{;‘ ))ﬂ-/‘-/\%z_

-tl CC‘ m’a\ +S\ VV‘"s?_\
-y

2 (SloB‘f +C|oA?-)" Exl)z_ [m‘"’ +C Mo +5 Moy +C7—m‘°+szmlo +C¢ (M.rmu)ng(szM

m =
> 4G 4eus, 2enSe

b, (€, w3 =S Ma) (Iv.20)

’

2C Aoy,
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Iv.2. CALIBRADO

El dispositivo de medida queda especificado por una
serie de pardmetros, que son §,, Sz, Ko, Ky 85 8,0, ,R .
En el apartado anterior se ha discutido la eleccidn del va-

lor de R , habiéndolo fijado definitivamente en R= 5/2.

Los retardadores L,y Lz pueden escogerse de forma
que su valor de retardo nominal coincida con valores prees-
tablecidos, pero dicho valor nominal siempre esté& sujeto a
un cierto margen de error, que en parte es debido al efecto
37,44,45

-

de las reflexiones internas maltiples

Por otra parte K, K~ siempre difieren de su valor

37
ideal, que es Ki= Ke= 1 |

Los parémetros angulares ©, |, B, , &y son faciles de
controlar, sin embargo, el imponer unos valores preestable-

cidos, puede inducir a errores en las medidas.

Las anteriores consideraciones hacen aconsejable un
calibrado del dispositivo, en orden a obtener los valores

efectivos de los parémetros caracteristicos del mismo.

En el presente apartado exponemos la forma de rea-
lizar un calibrado, que tiene la ventaja de que no precisa
de ningin medio éptico como test, el cual inevitablemente
induciria a errores adicionales en la determinacidén de los

parémetros.

La matriz de Mueller correspondiente al caso en que
no se ha colocado ningln medio b6ptico problema en el dispo-

sitivo, es la matriz identidad, y entonces el sistema
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(IV.18) se convierte en

Ao=ca.+th corz (8,-8) .
B, =-b,d 2l (& +oly)
A = bod, cen2 (8, +0k)

B.= bi(axsi+tis,) |

A, = El (a,c+1, C)

Ry= 3’2- (biby= 4 2eu §4eu8,) 40142 (8,-8, -0k, )~ b b, Sz |
Ay =2 (bib =4 G 4§ 40ub) 042 (8,-8-ck) - b, kG
B, = d t, £l (®+6,)

Ay = ity cn2(6,+8,) ,

Be = b, [a,4eu2(B-ct) +1, 3em2(8-oka)]

Ac= by [a 082 (B-ct) +1t, cor 2 (B,-0)]

Be = d dy 3en 2 (B-8,-2,)

Ac= didy cor 2 (B-6,-2060)

By = (4 bib, 420G At 4, ) 4em2( 646, -oky)

Ay = (5 b b, +26 G 2008, 424 82) con 2 (8146, ok

Ry = b, dy o0 2 (8,2,

Ag = b, dy caA 2 (8,24,

B = Tidy 422 (8 +6, —204,)

Ao = tide cr (B 46,-206)

Bq:‘Aﬁ‘:Bl‘l:A\l:BlL’:AH:O . (Iv.21)



117

A partir de estas expresiones es facil comprobar

que
_{, 2 ( (IV.ZZ.a)
amg ¢ (it 6.) = Aq
tanq 2 (8, -8, -2y = Be (IV.22.b)
3 ! YT TAe
Lo 2(9l+97_—2°<7_>: Bio ) (Iv.22.c)
d Ao

%z(w%-dﬂ: I,Sql ) (1V.22.4)
?

fm,ua?_(el+o(z)=_ _%_'_ , (1v.22.e)
|

TM%Z (8y-206) = ia ) (IV.22.f)
8

Es de sefialar que en los retardadores, los valo-
res de K, y Ky son préximos a la unidad, y por lo tanto
los parametros b‘, bz son muy cercanos a cero. Ello hace
aconse jable que, cuando sea posible, los parametros incbdg-
nita se extraigan a partir de coeficientes de Fourier que
no incluyan b, o) bz como factor global. En este sentido,
para obtener 91, 8, , d2 se han de utilizar tres de las

cuatro primeras relaciones (IV.22).

Ahora ya podemos considerar los angulos 9,, 92,
oQ, como datos, y con ellos obtener todos los parédmetros
angulares definidos en (IV.19). Para simplificar poste--

riores expresiones definimos

(Ba5n ) (Bss )
D = B¢ S . = 4 \Be¢Se (1v.23)
Tz ) L By Siz .
Bio Sy +) + 1

BcSn Bé S¢
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A partir de (IV.21) se puede comprobar que

SePy + ¢ Ai_. SizBg + Gz Ag . S Biot <A

Giae= 1 T {
1
1-0) (£+0)  (4-0)d-n)  Geo)l-D)
Ao
(Iv.24.a)
1+(z +D)(7+D,)¢,
L)‘ EZ — SuAy =Gy 83 (Iv.24.p)
3¢
a, Elz Cs Bs“SaAS (1Iv.24.c)
Sq
S.A.— C B: (Iv.24.4)
QLBI =
’S‘r
Por otra parte, definimos
X\’:‘(O.‘Ouz_+a|b)_+a,?_b‘+blbl):4 Ko Ki ’ (Iv.25.a)
Kl’E(a\a‘L—o‘l bz“‘ (=% b|+b‘ bz):Z{ KL KL ; (Iv.25.b)
X3 = <ala1“atbl 4-6.1 Ll, - E‘ bl) ’:—é{ Ka. KL ) (Iv.25.c)
XL‘ = (a.|Q1+&,BI —a?_bl —‘b' bz\ — Z/ KL Kl: . (1Iv.25.d)

Los parémetros K , K, . &, , §, pueden calcularse del
siguiente modo

_ X
K, = —Z<—‘1- =, (IV.26.a)
Xl 3
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K, = Ko oo X (1v.26.1)
<y X,
I+k (Iv.27.a)
con = D R
K.
1+k (IvV.27.b)
2
CO’BSL = Dz. P Ve
2
Para §, , 5} , podemos fijar el siguiente rango
de variacidn
0<S T . 1= 2, (1v.28)

va que los valores
ML EL2T |, =47y

equivalen a valores del tipo (IV.28) pero con un giro de
%E de los ejes del retardador. Es por ello, que § , §,
quedan determinados con (IV.27), sin necesidad de conocer

los signos de 4§, ,4eu§, , ya que éstos son positivos.

Para que en los sistemas (IV.20) y (IV.24) no se
produzcan indeterminaciones, deben cumplirse algunas condil-
ciones en los parémetros caracteristicos del dispositivo.

Tales condiciones son

6,46, , (1v.29)

£ 0T =42, (1v.30)

Los rangos de valores aceptables de los parametros
pueden resumirse en

(Iv.31)
08, & <1,

Iv.32
-Z e, 0,008,
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con la condicidbébn (IV.29).

El calibrado del dispositivo se consigue por
medio de un ané&lisis de Fourier de la sefial de intensidad de
luz correspondiente al caso en que no se ha colocado ningun
medio 6ptico problema en el dispositivo. Los coeficientes
de Fourier de dicho andlisis son los dados en (IV.21), y a
partir de ellos se pueden calcular los valores de los para-
metros &, , $,, Kiy Ky b 8, B, , K, , por medio de las rela--
ciones (IV.22.a.d.), (Iv.26) y (IV.27). Una vez conocidos
dichos parémetros, ya se pueden realizar medidas de matri--—
ces de Mueller, cuyos elementos se obtienen con (IV.20),
donde los coeficientes de Fourier‘A;,Bj corresponden al ané-

lisis de Fourier de la sefial registrada en cada medida.

En ocasiones puede resultar conveniente una
regulacién de los valores 5.)/51de los retardadores. Ello
puede realizarse utilizando como retardadores L\y L, , dos
compensadores de Soleil. Otra forma de hacerlo, que presen-—
ta ventajas en cuanto a montaje en un mecanismo que produz-
ca la rotacidén de los compensadores, es utilizar como ta--—
les sendos conjuntos de tres laminas de retardo comercia-
les, de forma que los de los extremos son iguales y tienen

sus ejes répidos alineados. Cada uno de dichos conjuntos

puede tipificarse como L(OAS)[_ﬁi,SI)L_(O,g) , Y se-
gln el teorema Tl4, equivale a un retardador lineal [.(9,13)
39

de forma que

e led
28 = : (Iv.33)
t 3 Ao CJ%(SA)MGMS cor L

ced (A/z) =chr$ ccd(g/’z) -/s-e/ugw(&'/?_) cendol . (IV.34)



121

De acuerdo con estas expresiones vemos que re-
gulando la orientacién X del retardador intermedio obtene-
mos diferentes retardadores lineales equivalentes con va-

lores de & vy A en los siguientes rangos

! sea(82) (1V.35)
126-S'1€ A L 28+8" . (IV.36)

En lugar de utilizar dos conjuntos de tres re-

tardadores, podemos utilizar dos conjuntos iguales de dos
léminas de retardo lineal. Uno de dichos conjuntos lo ti-
pificamos como [_(e(,g) Z_(O,SV) , Y, segun el teorema T4,
sabemos que equivale a un sistema L (G,A) R?(Uﬁ compues

to por un retardador lineal y un rotor equivalentes tales

39
que
_ KoLK

tmg ¥ = ot = <oy (52) oty (5% (1v.37)
(20 ~¥) = Aol — (1v.38)

'tcm/\.% ¥) = corze +-cofy (512) oty (5)

' )
+ 2 ra — T

co&%:w—sz (é__i__)co«o(%c«s (ézs_.)awot . (1Iv.39)
Si utilizamog como retardador L, el sistema

LCeL,S) L (e 6') y como Lzel sistema L (O/S’) L (X, 5)

el efecto del rotor equivalente de un sistema se compensa

b

con el del otro, ya que ambos rotores introducen un giro
igual y de sentido opuesto. El parémetro K’ del rotor equi
valente de cada sistema no depende de la orientacidn abso-
luta de éste, y por lo tanto el efecto de los rotores se

compensa incluso cuando los dos sistemas de dos retardadores
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estdn en rotacién.

IV.3. SENAL APARATO

En el apartado anterior se ha visto que los para--
metros caracteristicos del dispositivo se obtienen a par--
tir de un registro realizado sin colocar en el dispositivo
ninglin medio 46ptico problema.A toda sefial obtenida en un
registro del tipo mencionado, la denominaremos sehal apara-
to. Los parametros obtenidos a partir de dicha sefal pueden
utilizarse para dgenerar, por medio de un ordenador,la grafi-
ca de una sefal ideal correspondiente a dichos parametros, vy
que se obtiene con la ayuda de (IV.21). La gréafica de la
seflal aparato ideal asl obtenida puede compararse con la
correspondiente al registro experimental, dando una idea
cualitativa visual de la precisidn en las medidas. Cuanto
més se asemejen las dos seflales, mé&s preciso seré& el dispo-
sitivo* Ejemplos de sefiales ideales correspondientes a di-
ferentes valores de los parametros caracteristicos del dis-

positivo se muestran en Fig. IV.2-IV.5.

IV.4 ANALISIS DE FOURIER POR ORDENADOR DE LA SENAL REGISTRA-
DA.

Para la obtencidn de los coeficientes de Fourier
correspondientes a una funcidn tabulada W,(X) proveniente
de un registro de medida, nos hemos basado en un algoritmo

45
similar al propuesto por A. Ralston y H. Wilf . Los datos

* En el capitulo VI se analizan y discuten los principales
efectos que pueden inducir divergencias entre la sefial apa-

rato ideal y laexperimental.
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T —

-
x kA, 4

Fig.IV.2.- Sefial aparato correspondiente a los si-
guientes valores de los parametros del
dispositivo de determinacidédn de matri-
ces de Mueller: .= 0°, ©, = 22.5°%,

o

5‘ = (S'l.: 90 ) 8\ = %L: 1’ e|_—_ Oo.

° . ' Tix
Fig.IV.3.- Sefial aparato correspondiente a los
siguientes valores de los parémetros
del dispositivo de determinacidn de
matrices de Mueller: ol = 22.5°%,
e| = O°7 8, = 4567 8; =<§L= 90° )
9. = Q= 0.980.
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° w ' 2

Fig.IV.4.- Sefial aparto correspondiente a los si-
guientes valores de los parametros del
dispositivo de determinacidn de matri-
ces de Mueller: o, = 0°, ©,= 22.5°,
§, = 5z.= 900, 8: = 81= 1, G.= o°.

° _ ﬁ —
21
Fig.IV.5.- Sefial aparato correspondiente a los
siguientes valores de los parametros
del dispositivo de determinacidn de
matrices de Mueller: ol,= 45°, 8, = 0°,

glz 900, 8‘ =SL= 900, %‘= %l= 1-
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requeridos por nuestra subrutina de an&lisis de Fourier son

los siguientes

1-

Valor entero N, tal que hay ¢N+1 puntos tabulados, que

son
kT . K=o,4,2,...2N . (Iv.40)
2N+1L

Valores de la funcidén WX) para 0L X £ 2T , tabula-

dos en intervalos de 'Z“yf N+D
T

Orden M de coeficientes de Fourier deseados, tal que

O<LMCN

En nuestro caso M=14, y el nimero minimo de

puntos-dato requeridos es 2M+[/=29.
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V. METODO DINAMICO DE ANALISIS DE LUZ POLARIZADA

El estudio realizado en el capitulo anterior
puede particularizarse para el caso en que se desee deter-
minar el vector de Stokes asociado a un haz de luz proble-
ma. Veremos que ello se puede consequir realizando en pri-
mer lugar un calibrado del dispositivo para la longitud de
onda de dicho haz, y registrando después la sefial de inten
sidad de luz del haz problema tras atravesar éste el dispo-

sitivo de medida.
V.1l. DISPOSITIVO DE ANALISIS

En el apartado IV.1l. se comentd que el dis-
positivo de determinacidén de matrices de Mueller, esquema-
tizado en la Fig. IV.1l, puede considerarse dividido en dos
partes. Una de ellas, la que contiene a Lzy g_, sirve para
analizar el estado de polarizacidén de la luz que incide so-
bre él. El esquema de la Fig. V.l. muestra el dispositivo
utilizado para obtener los paréametros de Stokes correspon-

dientes a un haz de luz problema

La matriz de Mueller correspondiente al sis-
tema formado por L,y Pz , es la matriz B dada en (IV.7). El
vector de Stokes W correspondiente al haz de luz emergente,
cuando incide sobre el dispositivo un haz de luz problema
de vector de Stokess es

u=RS, w.1)

y la intensidad de luz emergente es

Uo = bcu:> So + bo‘S\ + bozsz + 1303 Sz - (v.2)
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Fig.V.1.- Esquema del dispositivo dindmico de andlisis
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A partir de (IV.7) y (V.2) vy %Bilizando algu-

nas relaciones trigonométricas se obtiene

Uo = Ao + B g w+ Alcorw + BprenZw +A, car 2W,

(v.3)
donde
w = 2007_
Ao = (1+K)Se + [ ‘-;j (1+K)+q Coﬁ&_] (S,conlt; +S, 4eulBs) |

B, = (1= k) [So 4 2(Brt0h) + S, 4020ty + 5, €0ty |
- Z‘(i WS}_ 53 CG’SZ (9-;,“‘0(7_) )

A= (- k) [So con2 (B, 40(a)+ S, cod 2ol = Sq A2 04, |
+2°G 4 Sy Sz 402 (B +0ly)

B, = [+ (1+K) -G cad §, | [5, 4eu2 (B, 425) + S, ccdZ (8,420

(v.4)

Hasta ahora se han dejado libres los dos
parametros angulares §,, X, . Para concretar consideraremos
un sistema cartesiano de ejes de referencia XYZ, de forma
que la luz se propaga en la direccidn del eje Z, y el eje
de polarizacibén del polarizador linealF§<:oincide con el
eje X. Con esta eleccidn, &,=0 , vy % es el angulo que for-
ma el eje rapido deLq.con el eje X en el instante inicial.

Las expresiones (V.4) se convierten ahora en

Ao= (1+K)Se +[ L (1+K) +G cA &, T s,

B = (k) [So 40120 +S,8eulel, 5, €od2e, [~ 26, 48uS, S, ccdlety
A, = (1-K) [So codloly + S, coldly — Syemnleh] +2 G 4ex 6, Sytendog
B,= [ 4 (1+K) -G cor&, ] (S 5o d ol +5, corfoh)

A= [1(1+K) = Geaa&] (S, cotlyoly — Sy Aeulicly) « (V.5)
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Por medio de un analisis de Fourier de la sefial
de intensidad de luz W, , se pueden obtener los coeficien
tes de Fourier de la serie (V.3). Si conocemos los parame-
tros SL, K, , X, caracteristicos del dispositivo de an&dli-
sis, a partir de (V.5) es fécil comprobar que los elementos

del vector de Stokes S correspondiente al haz de luz pro-

~lema son

Bzwl(dz + A; Ccﬁé{dl
%CH’KIB'\(;_CO{BSZ

P —

_ BLC06Z%%1‘/424£**4dZ
S, = ,

%(H—KL) -, cA S,

<= A Aeunloly = Bicor2ol, = (1-K2) Sy
=
2<14£*&g1

S Ao"[ji(I'kKZ)"/'\G.CO’)gLJSl
o— .

4 + K, (V.6)

V.2. CALIBRADO.

Una forma de obtener los paréametros &,, K, , Xq ,
es realizar un registro cuando incide sobre el dispositivo
un haz de luz polarizada lineal segin el eje X de referen-
cia. En este caso

4
—_ 11
5""0 /
0 . ’
y los coeficientes de Fourier correspondientes al analisis

de Fourier de la sefial de intensidad de luz g son
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As _ 3
AO: _‘S’ = —i- <1+K2)+\chx&€2 y
Bl‘::——-BL—: pa (1“Kz)éw2dz )
§
A
AI:'.—-—-'——:‘- 2.('1"’(2) C%ldz y

)

f
B,= %‘: [4U+) =G cr§e]aengx,

)
A.= A =[L (1K) -G ba] con f oty (V.7)

§

. s / ! .
donde los coeficientes A; , BJ ; que suponemos conocidos,

vienen afectados por un factor global de escala 5-

Los parémetros Z,, Z;, h , definidos como

2,2 B, seulot, + Ay corlcty +Ag = 26 (100) |

Z, =B sty +Al coa2oty, =2 (1-K) |

N (V.8)

Z 7

permiten obtener S)_ , Ky 5%y, §,del siguiente modo

!
2

)

tw% Z/O(L:

A
= 4=h
Y 4+h
- B
5 2 (1+ Ky)
A, = Asfg — 34 (1K) (v.9)
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Para que las expresiones (V.6) no den lugar

a indeterminaciones hemos de imponer la condicidn

S, #0,T .

Como acabamos de ver, el calibrado del
dispositivo de andlisis de luz polarizada se consigue reali-
zando un registro cuando incide sobre el dispositivo un haz
de luz polarizada lineal seglin el eje X. Por medio de un
anélisis de Fourier por ordenador de la sefial registrada, se
obtienen los coeficientes de Fourier correspondientes, y a
partir de ellos calculamos los parametros del dispositivo

segin (V.9).

El an&lisis de Fourier de la sefial se rea-
liza de modo andlogo al indicado en el apartado IV.5. La Gni-
ca diferencia es que en este caso sdlo existen dos términos
armbénicos, y por lo tanto M=2. El nlmero minimo de puntos-da

to requeridos por el programa de andlisis de Fourier por or-

denador es 5.

V.3. SENSIBILIDAD DE LA SENAL APARATO RESPECTO A LOS
PARAMETROS DE CALIBRADO

Con objeto de apreciar la influencia de
los diferentes parémetros de calibrado en la sefial aparato
hemos procedido a estudiar ésta variando sistem&ticamente
cada uno de los parametros de calibrado, dejando fijos los

restantes.

Las Fig. V.2, V.3 y V.4 recogen las se-
flales obtenidas para variaciones de los pardmetros o, , §,Y
Kk, , respectivamente (linea de puntos), en relacidn con la
sefial aparato correspondiente a los valores o, =0° §.=90" vy

Ky = 1 (linea continua). De ellas se infiere que una
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variacién del valor de O, se traduce en un corrimiento glo
bal de toda la sefial (la Fig. V.2 muestra el caso de una
variacién de +3° en ®&.); la disminucién del valor &, es
acompafiada de una elevacién de los minimos (Fig. V.3), mien
tras que su aumento produce una mayor elongacibén de la se--
flal; finalmente, la variacidn del parametro K; genera una
diferencia significativa entre los valores de cada dos méxi-

mos consecutivos (Fig. V.4).

Lo A

— + —

Pe=TV

o
L

p.=o B

Fig.V.2.~ Sefiales aparato correspondientes a los
siguientes valores de los parametros del
dispositivo de anélisis de luz polarizada
a) Linea continua: ol = 0°, &, = 90°, K= 1
b) Linea de puntos: oy= 3%, §,=90°, Kp=1
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przo

- - —— T -r —— ]

Mz rn BT

Fig.V.3.- Sefiales aparato correspondientes a los

|

siguientes valores de los pardmetros del
dispositivo de andlisis de luz polarizada
a) Linea continua: o,=0°, & =907, K,=1

b) Linea de puntos:e{=0°, &, =87°, K.=1

M=o

r—— — —

A=

B

Fig.vV.4.- Sefiales aparato correspondientes a los

siguientes valores de los parémetros del
dispositivo de andlisis de luz polarizada
a) Linea continua: o, =0°, & =90°, K,=1

b) Linea de puntos:,=0°, &§.=90°, K,=0.97
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VI, DISPOSITIVO EXPERIMENTAL

Los métodos dindmicos de determinacidédn de matrices
de Mueller y pardmetros de Stokes descritos en los capitulos
IV y V, requieren para su utilizacidén préactica, de un adecua
do dispositivo experimental. En base a ello hemos disefado
y puesto a punto un montaje experimental que permite la de-
terminaciédn de matrices de Mueller asociadas a medios opti-
cos que operan por transmisibén. Suprimiendo uno de los retar
dadores rotatorios, el mismo montaje sirve también para la

determinacidén de los parédmetros de Stokes de un haz de luz

problema.

VI.1. MONTAJE EXPERIMETAL GENERAL

En la Fig. VI.1 se muestra un esquema deneral del
montaje experimental utilizado para la obtencidn de medidas

de matrices de Mueller*

En lo que sigue hacemos una enumeracidn y descrip-
cidon de los componentes del dispositivo

(a) Léaser He-Ne

(b) Retardador L,

(c) Mecanismo productor de la rotacién de los retardadores

* Este montaje esta disefiado para aplicacibén a medios dépticos

que operan por transmisidn, pero puede ser adecuadamente mo

dificado para el estudio de medios reflectores 6 difusores.
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c LJ a h || f

Fig.VI.l.- Esquema del montaje experimental utilizado para determinac¢ién
de matrices de Mueller y andlisis de luz polarizada.
a: laser He-Nej; b: retardador lineal; c: mecanismo productor
de la rotacidn de los retardadores; d: medio éptico problema
e: retardador lineal; f: polarizador lineal total; g,h: dia-
fragmas; i: filtro neutro; j: difusor; k: filtro interferen-
cial; 1: dispositivo electrd4nico de determinacidn de origen
y periodo; m: detector; n: instrumento de registro; o: orde-

nador electrdbnico.

GET
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(d) Medio béptico problema 0 , cuya matriz de Mueller M
se desea determinar.

(e) Retardador L.

(f) Polarizador lineal total Py

(g) Diafragma F

(h) Diafragma Fy

(i) Filtro neutro N

(j3) Difusor DF

(k) Filtro interferencial FI

(1) Dispositivo electrédnico DE que permite determinar el
origen y periodo de la sefial registrada

(m) Detector DT

(n) Aparato de registro

(o) Ordenador electrdbnico

Como fuente luminosa hemos utilizado un laser He-Ne
Spectra-Physics modelo 120 A ( A = 6328 A).

El empleo del haz de luz ldser sin expandir como haz
de sondeo, permite realizar una exploracidn local de la mues-

tra que se coloca en el dispositivo.

Como la luz sale del ldser polarizada linealmente,
no es necesario utilizar ningGn polarizador lineal R . El
polarizador lineal Po es del tipo Polaroid HN-22, cuyos va--
lores nominales de los coeficientes principales de transmisidn

en intensidad para A\ =65008 son
K= 0.48 )
-6
kK'=2x10 ,

de donde

|
K’L:‘LZQXI‘O-G,
K
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lo cual justifica la suposicidn tedbrica de que Fﬂ es un pola-
rizador lineal total. Por otra parte, como la orientacidn de
Pz es fija durante cada medida, no se producen errores sis-
tematicos debidos a la diferente respuesta del detector para
diferentes estados de polarizacidn de la luz que le incide,
efecto éste que hemos comprobado en el laboratorio con muy

diversos detectores.

Como retardadores L R LZ , hemos utilizado lé&minas
comerciales Polaroid, que presentan un valor nominal de re--

tardo 14Oi:201wm , para una longitud de onda A= 5600 R.

El cometido de los diafragmas F,y Fz es evitar que
se produzcan reflexiones mOltiples entre los diferentes com-
ponentes que son atravesados por el haz de luz. Dichas re-
flexiones producirian haces de luz paréasitos incidentes so-

bre el detector.

El filtro neutro N asi como el difusor DF sirven pa-
ra atenuar la intensidad de luz que incide sobre el detector

cuando €ste es un fotomultiplicador.

La finalidad del filtro interferencial es evitar que
incida sobre el detector luz ambiente de longitud de onda

diferente de la longitud de onda del 14ser.

En la Fig. VI.2 semuestra un esquema del mecanismo
que produce la rotacibén de los retardadores L, vy L, . pi-
cho mecanismo consiste en un acoplamiento de dos engranajes
paralelos exteriores, movidos por un motor asincrono (MA)
que va adosado a la cara anterior del soporte de aluminio
que sirve de sustento del aparato. El motor va conectado a
la red y tiene una velocidad en vaclio de 3.500 r.p.m., con

una potencia de 200 W aproximadamente. Dicho motor transmite
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MA

Fig.VI.2.+ Esquema del mecanismo productor de la rotacidn
de los retardadores.

MA
EA:
EP:
PM1,
CD1,
Ps1,
Cs1,

LC:
DE:

Motor asincrono
Eje de acero

Engranaje paralelo

PM2: Pifiones motrices

CD2: Coronas dentadas

PS2: Placas de soporte

CS2: Carcasas para la sujeccidn de los

retardadores.

Lédmina de cobre

Dispositivo electrbnico de disparo, ac-
tivado peribdicamente por LC.
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el movimiento al eje de acero (EA) por medio de un engranaje
paralelo (EP). Este eje rota en unos pequefios rodamientos, y
solidarios a é1 van dos pifiones motrices (PMi) y (PM2). Las
ruedas resistentes del engranaje son las coronas dentadas
(CDl) y (CD2), que son solidarias a sendos casquillos cilin-
dricos que van engastados en las placas - soporte (PSl) vy
(PS2). Dichos casquillos rotan en sendos acoplamientos de dos
rodamientos a bolas. El hecho de haber colocado estos roda-
mientos dispuestos de dos en dos tiene como finalidad que no
se produzcan movimientos laterales de los casquilllos. Por
las caras exteriores sobresale cada uno de los mencionados
casquillos, a los que van adosadas las carcasas (CS1) y' (CS2)

qgue sirven de soporte para las l&minas de retardo. Por me-

dio de un conjunto de tres tornillos se puede regqular la per-
pendicularidad de cada l&mina con el eje éptico del siste-

ma.

Para mantener la consistencia de la maquinaria, las
placas (PS1) y (PS2) van unidas por otras dos placas latera-
les (PL1) y (PL2) . Todo el conjunto va fijado por medio de

cuatro '"patas'" a la base del banco déptico.

El espacio intermedio entre las dos coronas denta-
das permite la colocacidn del medio déptico problema, que pue-
de desplazarse en el plano XY, y asl estudiar sus propiedades

en diferentes puntos.

En orden a fijar el origen de las sefiales detecta-
das, se ha disefiado el dispositivo electrdnico esquematizado
en la Fig. VI.3., y que contiene wuna bobina en la que se in-
ducen corrientes de Foucault cuando un conductor se mueve en
su proximidad. La bobina va conectada con un sistema flip-

flop que convierte los picos en una sefial almena.
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7777

Fig.VI.3.- Esquema del dispositivo electrbnico pa-
ra la determinacién del origen vy perio
do de las sefilales reglistradas.
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Fig.VI.4.- Esquema del circuito utilizado para
polarizar al fotodiodo detector Har-

saw 38.
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Sujeta a la corona (CD2) va una pequefia lémina de
cobre (LC), que acciona electrdnicamente el instrumento de
registro cada vez que pasa por el lugar donde se ha colocado
la bobina, y hace que dicho instrumento se dispare periddica
mente con el mismo periodo propio de la sefilal de intensidad
de luz que incide sobre el detector DT. El periodo de tiempo
entre dos posiciones equivalentes del dispositivo de medida
es T ~ 0.1 s.

Como detector DT hemos utilizado un fotomultiplica
dor Oriel 7060. Para que DT trabaje en régimen de respuesta
lineal es necesario atenuar el haz de luz ldser con la ayuda
del filtro neutro N y del difusor DF. Otro detector también
utilizado ha sido un fotodiodo Harsaw 38 polarizado segin
el circuito de la Fig. VI.4. Este tipo de detector, si bien
es més economico, introduce un cierto nivel de voltaje con-
tinuo sobre la sefial que detecta. Dicho nivel se puede deter
minar con facilidad, y debe sustraerse de la sefial registra-
da.

El instrumento de registro utilizado es un analiza
dor multicanal HP 5480B, que registra la sefial provenilente
del detector, y que inicia los registros segin la pauta mar-

cada por el dispositivo electrdnico de disparo DE.

La longitud de onda de trabajo (A = 6.328 R) no
corresponde a la zona de respuesta 6ptima del fotomultiplica
dor que utilizamos, y ello hace necesario realizar un filtra
do del ruido de aleatorio de fotones introducido por él.
Ello se lleva a cabo gracias a un numero de 28 barridos de
la sefial, promediados con el algoritmo propio del analizador
multicanal. Este nUmero de barridos se ha estimado adecuado
para obtener un cociente sefial/ ruido suficientemente eleva

do (s/N Z 100).
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El procesado de los datos de las sefiales 1lo

hemos realizado por mecio de un ordenador electrdnico HP200O.

VI.2 CAUSAS POSIBLES DE ERROR EN LAS MEDIDAS

En este apartado analizamos las principales
causas posibles de error en las medidas que se obtienen con

nuestro dispositivo experimental.

- Despolarizacién del haz de luz de sondeo?.

En el tratamiento tedrico de nuestros métodos
dinamicos de medida no se ha tenido en cuenta el posible
efecto de despolarizacidn que pueden producir en el haz de
luz de sondeo los diferentes elementos que éste va atrave-
sando en el dispositivo, como son los retardadores rotato-
rios y el polarizador lineal B, . Pequefias motas de polvo,
o imperfecciones en las superficies de dichos elementos
producen difraccién del haz de luz, lo cual conlleva un 1i

gero efecto de despolarizacidn.

Desviacicnes en la direccidén del haz de luz.

La falta de perpendicularidad de las superfi-
cles de los elementos atravesados por el haz de luz con
respecto a la direccidn de éste hace que dichos elementos
tengan un comportamiento que difiere del previsto tedbrica-
mente. Por otra parte, como durante la medida los retarda-
dores estédn en rotacidén | el &ngulo de incidencia sobre ellos
y sobre el polarizador F{ puede cambiar constantemente,

aunque periddicamente.

Ya hemos comentado que el mecanismo produc-

tor de la rotacidn de los retaradores va provisto de un dis
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positivo de ajuste de la perpendicularidad de las superfi-
cies de las laminas de retardo con la direccidn de propaga
cidén de la luz. Sin embargo, no resulta facil realizar di-
cho ajuste con gran pefecccidén, debido a que las caras de
las léaminas no son perfectamente planas, sino que presentan
pequefias inhomogeneidades, e incluso una cierta curvatura
global. Por otra parte, un ajuste perfecto no es deseable va
que conduciria a un solapamiento del haz de luz directo
con los diferentes haces reflejados, haciendo imposible
evitar que éstos Ultimos incidan en el detector y produz-
can el consiguiente empeoramiento * de la calidad de la se-
fial. El mencionado solapamiento resulta mas nocivo que un
pequefio defecto en la perpendicularidad de las laminas de

47,48

retardo , el cual permite la eliminacidén de haces paréa

sitos por medio de diafragmas.

La no perpendicularidad con el eje de propagacidn
de la luz,de la lamina de retardo 1_., tiene como consecuen
cia que la orientacidén de los ejes propios respecto al pla-
no de incidencia varia periddicamente con el mismo periodo
de la sefial T= 2T, . Ello hace que los valores efectivos
de & vy K, varien asimismo periodicamente. El efecto produ
cido por la rotacién de L,es més complicado, ya que el haz
de luz que le incide cambia su &ngulo respecto al eje Z
con periodo 2T/wW; y la orientacibén de los ejes propios de
L, respecto a unos ejes fijos varia con un periodo't? qubz=
4"'/5\,0.:1/5—\— . Por lo tanto, como 2T =5T , la si-
tuacibn se repite con periodo doble al propio de cada sefial

(T)H.

Una forma de estimar la influencia del citado fend-
meno, y de ajustar la inclinacidn de los retardadores de mo
do que dicha influencia sea minima, es comprobar visualmen-

te, en la propla pantalla del multicanal, las diferencias
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existentes en la forma de cada dos periodos consecutivos.

Reflexiones internas miltiples en Ly L.

Este efecto se contempla ya en la teorla, al consi
derar que los retardadores L, vy Lz no son ideales. Los va

lores efectivos de 5‘, 6L ,K,jyﬁﬁlse obtienen del calibrado.

Imperfecciones del dispositivo mecéanico.

El mecanismo que produce la rotacidn de las léaminas
estd sometido a vibraciones durante la medida, debidas a
holguras en los engranajes, y se pueden producir desajus-

tes que consecuentemente acarrean errores.

Errores de calibrado.

El calibrado del dispositivo ha de ser cuidadoso,
ya que los errores en los pardmetros caracteristicos del
mismo se transmiten sistemdticamente a todas las medidas

que se realicen.

Errores de detecciébn.

La diferente sensibilidad del detector seqin la
polarizacidén de la luz que le incide no se pone de mani-
fiesto, ya gue durante cada medida la posicidn del pola-
rizador R_ permanece fija. Sin embargo es necesarlio ase--
gurarse de que el detector trabaje en su zona de respues-

ta lineal.
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- Errores producidos en el procesado de datos

Hemos comprobado que los errores que se produ-
cen en el propiozfroceso de calculo por ordenador son del
orden del 0.05% y como se verd en el siguiente capitg
lo, el introducir un numero elevado de puntos-dato de la
sefial registrada en la subrutina de analisis de Fourier

no conlleva ventajas en la calidad de las medidas.

VI.3. PROCESADO DE DATOS POR ORDENADOR

Cada registro que se obtiene con el analizador
multicanal est& compuesto de 1000 puntos-dato, de los cuales
aproximadamente 713 son ocupados por un periodo completo de
la sefial registrada. Estos datos pueden suministrarse al
ordenador conectando éste con un voltimetro digital por medio
de una interface HP-IB (mod. 82937 A) vy con el analizador
multicanal, &6 bien con el propio detector. El suministro de
datos puede hacerse también por medio de tar jetas perforadas

etc...

Una vez en el ordenador, los datos quedan alma-
cenados en ficheros. Para el tratamiento de los datos exis-—--

ten cuatro tipos de programas:

- Programa MAPAR de tratamiento de seflales-aparato obte
nidas con el dispositivo de determinacidn de matrices

de Mueller.

- Programa MEREL de tratamiento de sefiales correspondien

tes a medios Opticos problema.
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- Programa MEPOL de tratamiento de sefiales-aparato
obtenidas con el dispositivo de analisis de luz po-

larizada.

~ Programa STOKES de tratamiento de sefiales correspon-

dientes a haces de luz problema.

6.3.1. PROGRAMA MAPAR

El cometido de este programa es la obtencidn de
los parametros de calibrado del dispositivo de determinacidn

de matrices de Mueller.
Datos requeridos:

— Nombre del fichero de datos correspondiente a 1la

sefial-aparato que se desea procesar.

- Nimero NP de puntos-dato que se desean introducir

en la subrutina de andlisis de Fourier.

- Nivel continuo introducido por el detector en la

sefial, en el caso de que dicho nivel exista.

El programa MAPAR consta de tres partes:

- MAPAR.1.- Entre el nimero total de puntos-dato del fi-
chero, se selecionan NP por medio de una inter-
polacion lineal. Dicha interpolacidn estd justi
ficada por la proximidad relativa entre cada dos
puntos-dato del registro, y requiere 2NP de
ellos, con los que s calaulan los NP datos ya inter

polados.

—- MAPAR.2.-~ Se suministran los puntos-dato ya interpolados

a la subrutina AJTE de anélisiskde Fourier, con
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lo que se obtienen los coeficientes de Fourier

ALa Bj'

-~ MAPAR.3.- A partir de los coeficientes de Fourier A;, Bi,
se calculan los parametros caracteristicos del
dispositivo, que son§, , 8., Ki, Koy 6, , B , X2 .
Es de observar que ninguno de éstos parametros
depende del factor de escala que afecta a toda

la sefial.

vi.3.2. PROGRAMA MEREL.

Este programa sirve para obtener la matriz de

Mueller M asociada al sistema Optico sometido a medida.
Datos requeridos:

— Nombre del fichero de datos correspondiente a la sefial

que se desea procesar.

- Nimero NP de puntos-dato que se desean introducir en

la subrutina de andlisis de Fourier.
— Nivel continuo introducido por el detector en la sefial.

- Valores de los parametros 5|, Se K, K ,B , 6, %.

El programa MEREL consta de tres partes & sub-
programas. De ellos los dos primeros MEREL.1 y MEREL.2 son
en todo andlogos a MAPAR.1 y a MAPAR.2

-~ MEREL.3.- A partir de los coeficientes AL, Bi’ calculados
en MEREL.Z, se calculan los elementos an de la matriz de

Mueller M . Dichos elementos se obtienen por medio de las
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expresiones (IV.20), y vienen afectados por un
mismo factor, que proviene del factor de esca
la de la sefal. El programa da como resultado

la matriz de Mueller‘Wknormalizada de la forma

My= —=— M

Moo

Tanto el programa MAPAR como el MEREL estén prepara-

dos para representar graficamente los puntos de las sefiales.

VI.3.3. PROGRAMAS MEPOL Y STOKES

La finalidad del programa MEPOL es analoga a la de
MAPAR, y el tipo de datos requeridos es el mismo. El progra-
ma MEPOL permite realizar un calibrado del dispositivo de an&
lisis de luz polarizada. Para ello calcula los parédmetros JL

K, , &, , por medio de las ecuaciones (V.9).

El programa STOKES es an&logo al MEREL y permite ob
tener el vector de Stokes.s asociado al haz de luz proble-

ma. Dicho vector se obtiene normalizado de forma que Se=1
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VII. CALIBRADO Y ALGUNOS RESULTADOS

En este capltulo se recogen los resultados corres
pondientes al calibrado de los dispositivos experimentales,
a medidas de parametros de Stokes asociados a haces de luz
y a la determinacidn de matrices de Mueller asociadas a di-
versos sistemas Opticos. Dichos resultados se analizan y
discuten con la ayuda de diferentes relaciones y teoremas
indicados en los capitulos II y III,y en los casos de cali-
brado se comparan con los resultados tedricos ideales. A
partir de esto Gltimo se estudia la precisibébn de los resul-
tados experimentales y se compara con la gue se consigue con
otros tipos de métodos y dispositivos de medida dinémicos vy

estaticos.

Los montajes experimentales utilizados respec-
tivamente para los casos de andlisis de luz polarizada y
de determinacidén de matrices de Mueller son los descritos

en el capitulo anterior.

Todos los resultados que se presentan en este
capitulo se han obtenido a partir de sefiales de intensidad
detectadas con un fotomultiplicador y registradas realizan-

do un promediado de 28 barridos con el analizador multica--

nal, tal como se indica en el capitulo VI.

VII. 1. DETERMINACION DE PARAMETROS DE STOKES.

VII.1l.1l. CALIBRADO

De acuerdo con las expresiones (V.9) hemos
realizado un calibrado del dispositivo utilizado para la

determinacibén de parémetros de Stokes. En el procesado de
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datos por ordenador hemos observado que los valores de los
coeficientes de Fourier obtenidos no cambian apreciablemen
te para diferentes nimeros de puntos~dato utilizados. Di--~

chos coeficientes de Fourier son

A= 5.804
\ 1
A ==0.088 B,=-0.066
Az 0.834 B= 1.902 (VII.1)

y de ellos obtenemos los siguientes parametros del dispo-
sitivo

A= 106.6° §,= 90.0 K,= 0.974 (VII.2)

Para hacer una estimacidén del error que se pro-
duce en el célculo de los parédmetros de Stokes, hemos su-
puesto que los coeficientes (VII.1) corresponden a un haz
de luz problema, en lugar de presuponer que se trata de
luz polarizada linealmente en la direccidn X. Consideran-
do (VII.2) como datos, por medio de (V.6) obtenemos el

vector de Stokes ,S correspondiente al haz, cuyas compo-

nentes son

So= 1.000
S, = 1.000
S,= 0.000
3,=-0.002 (VII.3)

El grado de polarizacidn del haz de luz es

G = 1.000 (VII.4)
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Los resultados (VII.3-4) han de compararse con los

valores ideales §,=§5,=4 |, S5.=S,=0 , G =1 .

En la fig. VII.l. se representa la sefial de inten
sidad de luz obtenida experimentalmente (puntos) y la se-—
fial tedrica ideal correspondiente a los valores (VII.2)

(trazo continuo).
VILl.2. POLARIZACION ELIPTICA.

Para ilustrar el comportamiento del dispositivo
de medida de pardmetros de Stokes, hemos analizado un haz
de luz problema en un cierto estado de polarizacidn elip-

tica.

En este caso particular los coeficientes de Fourier

obternidos son

A= 1.844,
A,=-0.889, B,= 1.313,
A=-0.141, B,= 0.282, (VII.5)

y corresponden a los siguientes paréametros de Stokes

Se = 1.000,
S, = 0.231,
s,= 0.275,
Sg= 0.930 (VII.6)

El grado de polarizacidén del haz de luz es

G = 0.997 (VII.7)
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Fig.VII.2.- Sefial experimental correspondiente a
un haz de luz polarizada eliptica de
S3= 0.930.
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En la Fig. VII.2 vemos la forma de la sefial de

intensidad de luz registrada.
VII.2. DETERMINACION DE MATRICES DE MUELLER

VII.2.1. CALIBRADO

De la forma indicada en el apartado IV.2 se ha
realizado un calibrado del dispositivo experimental de deter

minacién de matrices de Mueller.

Del an&lisis de la sefial de calibrado se obtienen
los coeficientes de Fourier

A= 1.735,

A,=-0.026, 8,= 0.006,
A,=-0.008 B,--0.015,
Ay=-1.065, B~ 0.085,
A,=-0.068, B,=-0.462,
A= 0.007, B,=-0.015,
Ai=-0.566, B,=-0.216,
A=-0.293, B= 1.038,
Ag=-0.007, B~ 0.011,
A, =-0.006, R= 0.011,
A.= 0.435, B~-0.474,
A,=-0.001, 3= 0.027,
A,= 0.006, B,= 0.000,
Ay=-0.003, B3=-0.005,

A= 0.005, 8=-0.002. (VII.8)
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A partir de estos coeficientes se obtienen los si-

guientes parametros del dispositivo,

®, = 27.8°
8, =-77.0°
ody= 77.4°
§,= 88.4°
§,= 92.5°
K= 0.981
K,= 0.982 . (VII.9)

Para estimar el error que aparece en las matrices
de Mueller, podemos considerar la sefial aparato de coeficien
tes de Fourier (VII.8) como una sefal problema, y obtener
la matriz de Mueller por medio de (IV.23), siendo (VII.9)
los valores de los parametros del dispositivo. Dicha matriz

resulta

1.000 0.004 0.000 0.002

-0.004 1.021 0.003 0.007
M= (VII.10)

0.002 0.003 1.004 -0.007

-0.009 0.000 0.008 0.998

Para un instrumento de medida perfecto ideal, la
matriz de Mueller obtenida deberia ser la matriz identidad
ya que la sefial de intensidad de luz de que proviene se ha
obtenido sin haber ningdn medio bptico problema bajo medi-
da.

Los valores de la norma y de los indices de pola-

rizacidn y despolarizacidn correspondientes a la matriz



155
(VI1I.10) son

T, = 2.012, G,= 0.992, G

]

GP= 0.012 . (VII.11)

Un periodo completo de la sefial de intensidad de luz
ocupa 713 puntos-dato en el registro. Los coeficientes
(VII.8) se han obtenido seleccionando 513 puntos-dato por
interpolacién lineal. Esta interpolacidn estd justificada

por la proximidad de los puntos-dato originales del regis-

tro.

Como ya se dijo en el capitulo VI, el nUmero minimo
de puntos-dato que se puede suministrar a la subrutina de
andlisis de Fourier es 29. Seleccionando Unicamente 29 pun
tos-dato, se obtienen unos coeficientes de Fourier que
apenas presentan diferencia con los (VII.8). La matriz

obtenida en este caso es

1.000 0.000 -0.005 0.000

0.000 1.018 -0.010 0.002
M= (VII.12)

0.006 -0.009 1.000 -0.010

-0.009 -0.003 0.007 0.998

La comparacién de (VII.10) con (VII.12) nos dice
que el nimero de puntos-dato utilizados para el calculo de
los coeficientes de Fourier no influye de modo apreciable
en los resultados, y para un numero minimo de 29 puntos-da

to los resultados pueden considerarse aceptables.

A partir de las sefiales correspondientes a cuatro
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series de registros realizados en andlogas condiciones,
hemos calculado sus respectivos coeficientes de Fourier,
con los que hemos obtenido los respectivos parametros de
calibrado, y con ellos, considerando cada sefial aparato
como sefial problema, hemos calculado las correspondientes
matrices de Mueller. Realizando una estadistica de los
resultados hemos obtenido los valores

O, = 27.6° % 0.8°,

8,=-77.1°+ 1.0°,

o= 77.1° ¥ 0.3°,

S,= 88.7°*+0.6°,

§= 92.3°*t 0.6°,

k,= 0.978%* 0.006 ,

kK= 0.984 £0.005 . (VII.13)

1 0.002%0.002 -0.002 * 0.002 -0.001 ¥ 0.003
~0.001%0.002 1.013*0.001 -0.002 * 0.005 0.004 * 0.007
0.003%0.002 -0.002*0.004 1.009 * 0.011 -0.003 % 0.006

-0.007%0.004 0.005% 0.009 0.008 £ 0.007 0.998 * 0.002

(VII.14)

Estos resultados indican una buena reproducibi-
lidad de las medidas, con un error accidental medio del
orden de 0.5% en la determinacibén de los elementos de las

matrices de Mueller.

Comparando (VII.14) con la matriz identidad, que
seria el resultado que se obtendria con un instrumento per

fecto ideal, y teniendo en cuenta tanto los errores acciden
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tales como los sistemiticos podemos estimar un error medio

me jor que el 1% en los resultados.

En fig. VII.3-VII.5 se representan diferentes
sefiales aparato obtenidas experimentalmente (lineas de
puntos), junto con las sefiales aparato ideales correspon-
dientes (lineas continuas). Estas gréaficas permiten visua

lizar la calidad del ajuste conseqguido experimentalmente.

VII.2.2 RETARDADOR COMERCIAL.

Presentamos aquil los resultados correspondien
tes a la determinacibén de la matriz de Mueller asociada
a una lamina de retardo lineal comercial tipo Polaroid de

retardo 140 X 20wmm para una longitud de onda A= 5890 A,

La matriz de Mueller h4L, obtenida para una
cierta orientacidn de los ejes propios del retardador res

pecto a los de referencia es

1.000 0.012 0.004 0.033
0.014 1.035 -0.162 0.181

M, = (VII.16)
0.000 -0.115 0.182 0.971

0.004 -0,143 -0.984 0,129

y de ella se obtiene

M=2.031, G=0.983, Gy= 0.014, G,= 0.036 (VII.17)
Si prescindimos de los ligeros efectos de des
polarizacidn y de polarizacibn parcial, es decir, si con-

sideramos que en (VII.16) se cumple

Mio , Mo = 0 =123

1
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Fig.VII.3.- Sefial aparato de calibrado del dispo

WUo

sitivo de determinacidn de matrices
de Mueller, con valores ©, = 27,8°,
e, = -77°O°7 6|= 88'403 (Sl
K= 0.981, K,= 0.982. Sefial expe-
rimental (linea de puntos) frenta a
la sefial tebrica ideal para los mis-
mos valores (linea continua).

Be=T ' Se=2X
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92.5 ,o,=72.45

BT =TT

Sefial aparato de calibrado del dispo-
sitivo de determinacidén de matrices
de Mueller, con valores 8, = 28.5°,
9, = -78.5%, o= 76.7°, § = 88.1°,
§.= 91.5°%, K, = 0.971, K. = 0.980,
Sefial experimental (linea de puntos)
frente a la sefial tebrica ideal para
los mismos valores (linea continua).
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Biso

Fig.VII.6

Pz=' big

.- Sefial experimental correspondiente

a u? retardador lineal comercial de
pardmetros A = 80.0°, ¥ = -0.5°,
K = 0.975.
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segln se vid en el apartado II.4, el medio se comporta

practicamente como un retardador ideal.
A partir de (III.30) obtenemos
A=80.0" , w=1.2°, ¥Y=-0.5°, (VII.18)

El retardador deja invariantes los estados de po-
larizacién de azimuth ¥ y elipticidad tw , introduciendo

entre ellos un retardo de fase 4 .

Puesto que Jwl~o , el retardador se comporta,

en efecto, como un retardador lineal.

Con la ayuda de (III.36.c-d) podemos calcular el
cociente K entre los coeficientes principales de transmi-

sibén y obtenemos.

K = 0.975. (VII.19)

Como cabkia esperar, el valor de K difiere lige-
ramente de la unidad, pues obviamente, el retardador no es

ideal.

En la Fig. VII.6 se representa la sefial de inten-

sidad de luz correspondiente a esta medida.

Para estudiar el funcionamiento del dispositivo
y del aparato de cé&lculo, se ha realizado otro registro con
el mismo medio bptico, pero variando la orientacibdn de és-
te respecto al dispositivo, asi como el sentido en que es
atravesado por el haz de luz. La matriz de Mueller obteni-

da es
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1.000 -0.010 0.000 0.019

-0.016 0.335 0.402 -0.852

M .= (VII.20)
Lt
-0.002 0.360 0.799 0.525
0.006 0.875 -0.460 0.114 4
de donde
A = 82.8° , W = 1.3°, yJ = 30.2°. (VII.21)

Estos resultados estdn en buen acuerdo con (VII.18),
ya que A y W no difieren apreciablenente en ambos casos.
El valor de P ha cambiado puesto que se ha variado la orien

tacibébn del medio bptico.

VII.2.3 POLARIZADOR LINEAL COMERCIAL

Se ha considerado un polarizador lineal comercial

del tipo Polaroid HN42 como medio béptico problema.

La matriz de Mueller A1P obtenida para una cierta
posicibébn del eje propio del polarizador respecto a los ejes

de referencia en el dispositivo de medida es

1.000 -0.856 -0.668 -0.018
-0.864 0.685 0.520 -0.007

M = (VII.22)
P -0.675 0.534 0.413 -0.003

-0.007 0.045 -0.015 -0.005 '

Los valores de la norma e indices correspondientes

a MP son

= 2.033, 6= 0.976, G;= 0.897, Gp= 0.917. (VII.23)
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S1 despreciamos el ligero efecto de despolari-

zacibn, y observamos en (VII.22) que
v
MT; = MP ; (mozu + m§7_+m013) ‘e Moo H

segin vimos en el apartado III.4, la matriz P1Pcorrespon—
de a un polarizador de parémetros

o

S =0.0, Y =19.0°, K = 0.041. (VII.24)

Estos resultados indican que se trata de un po-

larizador lineal (6=<f).

En la Fig. VII.7, donde se representa la sefial
de intensidad correspondiente a A4P, se observa que dicha
seflal es doblemente periddica (salvo pequefias diferencias),
lo cual es caracteristico de sistemas cuyo Ultimo elemento

es un polarizador lineal total.
VII.2.4. SISTEMA DE DOS RETARDADORES LINEALES.

Se ha determinado la matriz de Mueller asocia
da a un sistema compuesto por dos retardadores lineales co-
merciales Polaroid de cuarto de onda para una longitud de
onda A = 5.890 A. Para una cierta disposicidn de sus ejes

respecto a los de referencia, la matriz obtenida es

1.000 0.002 0.001 -0.031

-0.008 0.659 0.057 0.850
= (VII.25)

0.004 -0.320 -0.905 0.215

0.044 0.759 -0.375 -0.507 :

de donde

M= 2.026, Gy= 0.982, G,= 0.045, Gp=0.031.  (VII.26)
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Estos resultados nos indican que el comportamiento
del sistema es semejante al de un retardador eliptico idel

de parémetros
A= 151.27, = 25.7°, Y=-4.3° | (VII.27)

La relacién K entre los coeficientes principales

de transmisidén en intensidad es

K = 0.938, (VII.28)

lo cual nos dice que el efecto de polarizacidn parcial es

mayor ahora que cuando se trata de un solo retardador del

mismo tipo.

En la Fig. VII.8 se representa la sefial de intensi-

dad correspondiente a My, .
VIT.2.5 SISTEMA DE TRES RETARDADORES LINEALES.

La matriz de Mueller obtenida experimentalmente con
un sistema compuesto por tres retardadores lineales comer--—
ciales del mismo tipo que el analizado en el apartado VIIL.2:2,
para una cierta orientacidén de sus ejes propios respecto a

los de referencia es
1.000 -0.035 0.019 0.014
-0.002 0.619 -0.205 0.777
M. = ; (VII.29)
3L 0.048 0.817 0.163 -0.607

-0.032 0.027 0.990 0.313

de donde

o

{
M= 2.043, G,= 0.970, G,= 00.42, GP= 0.062. (VII.30)
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La matriz ,WSL corresponde aproximadamente a un re-

tardador eliptico ideal tal que
A=287.2°, W= 15.4°, W= 12.9° (VII.31)

El efecto de polarizacidn parcial que hace que el
sistema no se ccmporte exactamente ccmc un retardadcr ideal

viene dado por
K= 0.919 . (VII.32)

En la Fig..VII.9 se muestra la forma de la sefial

de intensidad ccrrespondiente a este casc.

Disponiendo el mismo sistema anterior de fcrma que
el haz de luz lo atreviese en sentido opuesto oktenemcs 1la

matriz.

1.000 -C.008 -0.014 0.028

-0.029 0.594 0.854 -0.056

M! = , (VIT.33)
i 0.017 -0.200 0.259 -0.977

-0.008 -0.807 0.535 0.309

que aproximadamente ccrresponde a un retardador eliptico

dacdc per

A= 85.3°, W =-15.9°, W=13.1° . (VII.34)

Estos resultadcs estan en ccncordancia con el teo-
rema T1l2 de reciprccidad en el formalismc SMF. Al invertir
el sentido en que la luz atraviesa el medic &éptico, la ma-
triz de Mueller ﬁf3; cbtenida deke cumplir las relacicnes
(II.76) y (II.77) respectc a M, . Por ello,ccmo era de

esperar, los pardmetros A,wW scon préximos a los cbtenidos en



1606

- . _ﬂ- :.:
| o . 2
DL H R a h
= S T WOC oo
S (- S S
{11 & 1PNV 5 FR
. : v v T T E
A i Pl
Y vV

Fig.VII.9.- Sefial experimental correspondiente a
un sistema de tres retardadores linea
les equivalente a un retardador elip-
tico de parémetros A = 87.2°,

w = 15.4°, ¥ = 12.9°, K = 0.919.



167

(VIII.31), y Y aparece en (VII.34) con signc cambiadc res-

pectc a (VII.31) y con mbéduloc aproximacamente igual.

Lasz discrepancias entre lcs valcres (VII.35) vy
(VII.36) respectc a lcs que ccrresponderian a (VIIL29) vy
(VII.31) por el teorema de reciprccidad TR, pueden deberse
a una falta de perpencicularidacd de la muestra, y también
a que la reciprocidad nc es exacta, vya que se producen
reflexiones internas cuyc efectc puede ser diferenciado se-

gin cuél sea el sentido de ircidencia de la luz sobre el

sistema.

VIi.2.6. SISTEMA COMPUESTO PCR UN POLARIZADOR Y
UN RETARDADOR

Se ha sometido a estudic ccn nuestro disposi-
tivo un sistema fcrmado per un pclarizader lineal tipo Pola
roid HN42 y un retardadcr lineal Polarcid de valcr nominal

de retardo 140X 20 mm para una A= 5.600 A.

Para una cierta orientacidén de lcs ejes pro-
rics del retardadcr y del polarizadcr resgpectc a los de re-

ferencia se ha cktenido la matriz de Mueller

1.000 0.861 0.426 0.188
0.935 0.816 0.403 0.201
M. = , (VII.35)
LP 0.315 0.280 0.156 0.018

0.C0¢ C.001 -0.C12 0.coe

de donde

}
[, = 1.974, G,= 0.982, Gp= 0.985, G= 0.977  (VII.36)
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La aplicacidén del teorema T8, haciendo usc de
(IT11.26) &6 (III.36), nos da lcs siguientes parémetros para

el sistema equivalente.

A= 85.4°,  A=1.7°, »=09.3°, X - 9.3°,
§= 21.9°, Kz 0.033 . (VII.37)

Llevando estos resultades a la expresidn (II11.23)

vemcs que el sistema se ccmpcrta comc el tipificadc pcer

R (K) L(S’AI) P (O/ KL?)R.(—))) L(O,Az\,

y teniendo en cuenta que

A, =0, Y=V ;
vemos que se trata de un retardador lineal seguido de un
rclarizador lineal cuyc eje de polarizacidn ferma un angulo
§ con el eje répido del retardacdeor, y un &ngulc - Y ccn

el eje X de referencia.

El haz de luz atraviesa primerc el retardador, y
después el polarizader, y la matriz MLPpuede expresarse de

la forma

Mip= M ) Mo (0 ke ML(S,4) Mo (v) (VI1.38)

En 1a Fig. VII.10 se muestra la sefial de irten-
sidad de luz correspondiente a PLP, y puede apreciarse que
un periodo total de la sefiel consta de dcs semiperiodcs ca-
si iguales, hechc que ccurre cuandc el Gltimo elemento del

sistema analizado es un pclarizador.

Para comprobar la calidad de lcs resultadcs se

ha realizado ctro registro habiendc invertido el crden de
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rizador lineal y un retardador lineal
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lcs elementos y sus orientacicnes respectc al eje de refe--

rencia. Asi se ha obtenido la matriz

1.000 0.843 0.587 0.C29

0.876 0.733 0.503 0.C42
, (VII.39)

Mp =

C.486 0.393 0.z81 C.020

0.199 0.145 0.121 0.008

La aplicacibén del Teorema T9, usandc las expre—-
siones (III.15) nos lleva a un sistema equivalente tipifica-

P (st ko )L (8,8),

dc pcr

de modc que

M = Mo (8,8) M, (o4, Kkp) | (VII.40)

§=87.0°, @=32.0°, ol=17.4°, Kp_ = 0.026 . (VII.41)

El valor de § en (VII.41) se ccrresgonde ccn el
de A, en (VII.37). La diferencia entre amkos valcres nc ne-
cesariamente se deke a falta de precicsidn en las medidas,
ya que en (VII.38) y (VII.40) hemcs supuesto que el retearda

dor es ideal.

En la Fig. VII.11l vemcs la gréafica de la sefial
de intensidad ccrrespondiente a P1PL, en la que se okserva
que el nUmerc de méximos y la pcsicidbn de éstos coincide cen

lcs de la Fig. VI1.9 correspondiente a ﬁﬂLP .
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VII.3 DISCUSICN

Entre los métcdos estiticos de anilisis de luz po-
larizada destacan las técricas de elipscmetria pcr ajuste
a cerc, con las que se lleges a conseguir una precisién del
orden de 0.01° en medidas experimentales de parémetros an-
gulares? . E£in emkbargo, dichas técnicas no scn utilizables
para la determiracidn de matrices de Mueller 23, Algunos au-
toresl9han propuesto dispcsitivos dindmicos para la deter--
minacibn de matrices cde Mueller, perc existen pccas referen
cilas de que tales dispositivos se hayan desearrclladc y cons
truido experimentalmerte. En este sentido es de mencicnar
el trabajo de Thomson y ccl 24 , en €l que se describe un
dispositivo que utiliza cuatro mcduladcres electrobpticos.
La coperacidn de calibrado de dichc dispcsitivo requiere el
usc de diversos test, consistentes en ciertas comkinacicnes
de pclarizadcres y retardadores de propiedades conccidas

previamente.

La precisibn que se cita para medidas cktenidas con

tal dispositivo es del crden del 2%.

Los resultados experimentales obtenidos con nuestro
dispositivo permiten estimar una precisidén mejor que el 1%

en los valores cde 1lcs elementcs de matrices de Mueller.
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VITI. CONCLUSIONES

Hemos desarrollado un método dindmico de ané-
lisis de polarizacidn de la luz, que permite la especifica-
cibén de los parédmetros de Stokes de un haz de luz dado y la
determinacidén de los elementos de la matriz de Mueller aso-
ciada a cualquier medio activo a la polarizacidén. Ambas de-
terminaciones se basan en el analisis de Fourier de la se—-

flal de intensidad de luz suministrada por el dispositivo.

La especificacidédn del estado de polarizacidn de
un haz de luz se realiza mediante un dispositivo constitui-
do por un retardador lineal rotatorio y un polarizador lineal

fijo.

El dispositivo para la determinacidén de los
elementos de matrices de Mueller, estd constituido por dos
polarizadores lineales fijos y dos retardadores lineales
que giran en planos perpendiculares a la direccidn de pro-
pagacidén del haz de luz, situandose el medio problema entre

los dos retardadores rotatorios.

El andlisis de la sefial suministrada requiere
una previa operacibén de autocalibrado, que se realiza a
partir de la seflal generada por el dispositivo en medio

vacio, sin recurrir por lo tanto a patrones de calibrado.

Hemos discutido los valores posibles de la
relacidn entre las velocidades angulares de rotacidn de los
retardadores rotatorios, encontrando que el valor mas ade-

cuado es 5/2.
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Para extraer la maxima informacidén fisica en la

determinacidén de parémetros caracteristicos de la polariza-

cibén, hemos realizado un estudio tedbdrico de diversos aspec-

tos de la representacidn matricial, que ha conducido a apor

taciones originales entre las que destacamos:

i)

ii)

El estudio de las relaciones restrictivas que existen
entre los elementos de una matriz de Mueller, que nos
ha permitido establecer el siguiente teorema: '"Dada una
matriz de Mueller M, la condicidén necesaria y suficien-
te para que M corresponda a un medio 6ptico que no des-
polarice la luz, es que tr (MM) = 4m,,". Teorema que
hemos interpretado en los formalismos de Jones y del

vector de Coherencia.

Hemos establecido teoremas de reciprocidad en los forma-
lismos de Stokes-Mueller y del Vector de Coherencia res-

pectivamente.

iii) Hemos establecido teoremas de equivalencia que permiten

el disefio de rotores, compensadores y moduladores de re-

tardo a partir de retardadores lineales.

iv) Asimismo, para conocer el comportamiento de un medio bp-

tico respecto al cambio en el grado de polarizacibn, hemos
definidouna serie de pardmetros que denominamos factores
e indices de polarizacidn y despolarizacidn, caracteris—--
ticos del medio Optico considerado y obtenibles a partir

de su matriz de Mueller asociada.

Los métodos dinamicos de analisis de luz polari-

zada y de determinacién de los elementos de matrices de

Mueller introducidos por nosotros, se concretan en un adecua



174

do dispositivo experimental gue hemos disefiado y realizado

con las siguientes caracteristicas:

ii)

iii

i)

Como fuente de luz de sondeo utilizamos un léser de
He-Ne, lo que permite la exploracidn local de las
muestras, que es de utilidad en el estudio de medios

inhomogéneos.

Los retardadores rotatorios empleados son léaminas de

tipo comercial, cuyos valores de retardo y de transmi-
tancias principales no es necesario que estén prefija-
das. Dichos valores se calculan en la operacidn de au-

tocalibrado.

El dispositivo incluye un sistema electromecénico que
permite fijar el origen y determinar el periodo de las
seflales, que,una vez detectadas por un fotomultiplica-
dor y registradas por un analizador multicanal, son

objeto de un andlisis de Fourier por ordenador.

Con objeto de conocer las limitaciones y ana

lizar las fuentes de error en las medidas que se obtienen

con nuestro dispositivo experimental, hemos realizado un

estudio de varios registros de autocalibrado, y de determi-

nacibén de las matrices de Mueller asociadas a diferentes

sistemas épticos simples y compuestos. De todo ello se con-

cluvye:

i)

Que en los resultados experimentales obtenidos subya-
cen errores sistemdticos que, pensamos, se deben a

despolarizacidn por difraccidén del haz de luz de son-
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deo al atravesar los distintos componentes del dispo-
sitivo, y a falta de perpendicularidad de las super-
ficies de los retardadores rotatorios respecto a la

direccidn de propagacidén de dicho haz.

Que la repetitividad de las medidas y los errores sis
temdticos estimados permiten asegurar a nuestro dispo
sitivo un error relativo medio inferior al 1% en la

determinacién de los elementos de una matriz de Mue-~
ller.

Y finalmente, diversos teoremas de equivalencia, rela

clones entre los elementos de matrices de Mueller, y

utilidad de los indices de polarizacidn y despolari-
zacidbébn, han sido verificados experimentalmente con
las determinaciones de matrices de Mueller realiza--

das mediante nuestro dispositivo.
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Chapter |
Introduction



The analysis of polarized light and the determination of characteristic optical
parameters of media with respect to the polarization phenomena represent a work
area in Optics that has had an impact on several physical subjects and in other
sciences. Nevertheless, a renewed interest in this area has been recently appreciated,
and a new and plentiful literature has arisen. In the field of the ellipsometry it is
worth mentioning the works of R.M.A. Azzam and N.M. Bashara, mainly developed
on the basis of the of R.C. Jones [1] mathematical formalism, that produced a
complete treatise [2] with both, the latest dynamic and static techniques to determine
optical parameters and concrete application for thin films study, blood coagulum
formation, etc. P.S. Theocaris and E.E. Gdoutos [3] have presented a rigorous study
of the photoelasticity matricial theory in which R.C. Jones and H. Mueller formalism
is used. The work of H.C. Van de Hulst [4] is also worth mentioning, because of the
study of light dispersion by means of particles with several forms and sizes, giving
matricial models in the Mueller formalism for each case. This work has recently
prompt to diverse studies about natural atmosphere, artificial aerosols, marine
hydrosols, etc [5].

Other related subjects of interest that are being developed nowadays are the study of
birefringent or dichroic spectral filters [6], natural rotatory power [7], birefringence
in optical fibers [8], etc.

The behavior of optical media that are active to the polarization can be studied by
means of the Stokes-Mueller’s formalism [4,9,10,11,12]. However, the elements of
the Mueller matrix associated with an optical medium don’t include direct
information about the relevant parameters of the physical behavior of the medium, so
it is necessary to do a previous study to classify the Mueller matrices according to the
corresponding properties of the optical medium in order to facilitate the extraction of
the parameters with direct physical interpretation. Several authors like K.D.
Abhyankar and A.L. Fymat [13], R. Barakat [14], E.S. Fry and G.W. Kattawar [15],
and R.W. Schaefer [16] have studied the relation among the elements of any Mueller
matrix. Furthermore, R.C. Jones [1], J.R. Priebe [17] and C.Whitney [18] have
established several theorems where the polarimetric equivalence between complex
and simple systems with few optical media is demonstrated. Moreover, in the latest
years there has been a tendency to the development of dynamic devices for the
determination of optical parameters [19]. So, P.S. Hauge and H. Dill [20] have
presented a dynamic method for the analysis of the polarized light. The work of
Hauge and Dill work, together with the paper of E. Collet [21], in which the
polarized light that emerges from a device with a rotatory retarder is considered,
were the basis of our previous work, presented as Degree Thesis [22], where an
experimental device with two rotatory retarders and two fixed linear polarizer was
developed. Later, other authors have presented different devices that use non ideal
rotatory retarders, like P.S. Hauge’s [23] one, or electro-optic modulator as the built
by R.C. Thomson, J.B. Bottiger and E.S. Fry [24].

The aim of this work has been the development of a dynamic method, as general as
possible, for the determination of Mueller matrices and the analysis of polarized

7



light. This method has to admit a self-calibration, avoiding the use of tests and
patterns during the calibrate operation and, thus, the problems related to the set-up,
which generate instrumental limitations and systematic errors that are difficult to
identify within the experimental results.

In our work we have considered the contribution of numerous authors, who use
different formalisms for the representation and treatment of polarimetric properties
of light and media. This fact has prompt us to include in this memory a chapter
dedicated to the presentation and interpretation of the different formalisms, analyzing
the relations among them and including the most important theorems relative to the
equivalence and reciprocity of the optical systems. This Chapter II tries to give self-
sufficiency to the memory and, although it includes a summary of the theoretical
framework, it also contains some original contributions.

In Chapter III the relations between the elements of a generic Mueller matrix and the
optical parameters that are characteristics of different equivalent systems are
obtained and analyzed. Likewise, we analyze in detail the restrictive relations among
the elements of the Mueller matrix, justifying them on physical bases and
interpreting them in the framework of other formalisms. All of this has allowed us to
establish a theorem that is useful to distinguish nondepolarizing systems from
depolarizing ones, and furthermore, we have defined a set of parameters that indicate
the degree of polarization and the degree of depolarization, introduced by any optical
medium.

In Chapter IV, we present our dynamic method for the determination of Mueller
matrices. It is based on the Fourier analysis of the intensity signal of the light
emerging from a system with two rotating non-ideal linear retarders, where the
optical medium whose Mueller matrix is to be measured is placed in the middle of
them. The measurement device has several optical components, whose characteristic
parameters are determined by means of a calibration operation. This calibration has
the peculiarity of being made with the signal generated by the device, without any
optical medium used like test or pattern.

The particularization of this measurement method for the analysis of polarized light
is included in Chapter V, together with a calibration method.

In Chapter VI we describe the experimental measurement device, developed and
designed by us, analyzing the main effects that can be sources of errors in the
measurements.

In Chapter VII, the results corresponding with the self-calibration of our
experimental device are presented, allowing us to estimate its accuracy. Furthermore,
the results corresponding to several optical systems under measurement are
presented. These results are analyzed with the help of the relations and theorems
given in chapters II and III, and they are also used for illustrating the behavior of our
experimental device.



Chapter 11

Formalisms of representation of
polarized light and optical media



According to the electromagnetic theory, light propagates in space by means of
transverse electromagnetic waves, mathematically represented by the solutions of the
Maxwell equations, which can be split as a sum of plane monochromatic waves.

The light vector is defined by means of the electric field vector. This vector is well
defined for each particular type of totally polarized light and, thus, any polarized
light can be described using the concepts of vectorial calculus. With this vectorial
description any problem related with the propagation, refraction and reflection of
polarized light through optical media can be managed. However, calculations are
usually very complicated and make it difficult to solve the problems. This is the
reason for introducing other descriptions for the polarized light. For each one of
these descriptions, there is a matricial model that allows us to describe the optical
properties of those material media that affect to the polarization of the light going
through them. Hereafter, we will use the expression ‘going through’ to indicate the
cases of transmission and reflection of light.

In general, light beams are polychromatic. A wave is said to be monochromatic when
it only contains one discrete frequency with zero spectral width. An intermediate
case is a quasi-monochromatic wave, characterized by a thin spectral line, with a
very small, but nonzero width.

It is important to point out that the cases of totally polarized monochromatic and
quasi-monochromatic light are polarimetrically indistinguishable [2], in any
interaction phenomenon with optical media. This fact justifies the supposition of
monochromaticity for totally polarized quasi-monochromatic waves.

11.1 Electric field vector and polarization ellipse

It is necessary to introduce a vectorial description of the polarized light in order to
present a consistent and uniform notation along our work.

A uniform and plane monochromatic wave propagating in a homogenous and
isotropic medium along Z axis in a Cartesian system of reference XYZ can be
expressed in the form

E=Ei+E,j (I1.2)

where i, j are unit vectors along X and Y directions, respectively, and the
components of E are given by
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EX=Axcos(—a)tJrTJré'x]:Axcos(v+5x) (I.2.a)

Ey:Aycos(—a)t+%+5yj:Aycos(v+5y) (1.2.b)

. 2rz . .
with v = —ot + ——; or in complex notation

E =Ag"™ (11.3.2)
E,=Ae""™ (11.3.b)

knowing that the imaginary part of these expressions has not physical meaning.

The parameters Ay, Ay are the amplitudes according to the X and Y axes, 4 is the
wavelength, @ is the angular frequency; and ¢y, J are phase constants.

From (II.3) and using some trigonometric relations, it is easy to demonstrate the
following relation [3, 25]

2 E? E E
E+—y—2#cos§=sin25 (I.4.a)

AN AA
where
E,=Ae"", 5=(5,-6,) (11.4.b)
Equation (I1.4) represents an ellipse that is called the polarization ellipse (Fig. I1.1).
Its eccentricity and axes orientation on the plane XY depends on &, but neither t nor

Z.

Let a be the angle given by

A

tana = (11.5)

w the ellipticity of the polarization ellipse, and y the azimuth of the major semi-axis
of the ellipse with respect to the positive direction of the X axis. These angles are
represented in Fig. I1.2 and the following relations can be demonstrated [25, 26]

tan2 y =tan 2a cos o (11.6.a)
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sin 2y =sin 2a sin & (11.6.b)

cos2a =cos2y cos2y (1.6.c)
tano = tz‘m 2y (11.6.d)
sin2y

Fig. II.1 — Polarization ellipse
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Fig. I1.2 — Geometric representation of the parameters associated with the polarization ellipse

11.2 Jones calculus
A Jones vector is a column vector composed of two complex elements, namely the

components Ey and Ey of the electric vector E of the light beam. The Jones vector, for
the more general case of elliptical polarization, is defined as [1]

£= = . 1.7
E, Ae % (1.7)

with
o, +0,
U=ov+ (11.8.)
2
6=0,-0, (11.8.b)

The amplitudes Ay, Ay and the relative phase o are enough to define the polarization
ellipse. However, the vector € has information of the both phases, & and o,
separately. This fact shows that, in general, a Jones vector is characterized by two
independent complex numbers, i.e. by four real quantities.
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There are problems in which the absolute phase is irrelevant. In such cases we can

write the Jones vector as follows
e
s:[: iﬁ/} (11.9)
e 2

In other cases, the Jones vector is normalized in such a way that the intensity value is
unity £'g = A + Al =1.

Two states of polarization with Jones vectors € and &' are called orthogonal when

£'e'=¢""¢=0. The orthogonal vectors correspond to polarization ellipses with the
same ellipticity, opposite rotation directions and perpendicular major axes.

The coherent superposition of two beams of polarized light can be expressed as the
sum of their corresponding Jones vectors.

When a monochromatic wave of light, as the one indicated in (II.1), passes through a
linear optical medium that does not produce incoherent effects, the emerging wave is
a linear transformation

E.=AE, +AE,

, (11.10)
E; = AE, +AE,

whereA1, Ay, Az, A4 are complex coefficients that depend on the nature of the optical
medium. Thus, the transformation (I1.10) can be written as follows

E E
y A ANE,

g =Je (11.12)

or

J being the complex matrix defined by

J=(A1 Aj] (11.13)
A A '

Matrix J matrix is called the Jones matrix associated with the optical medium
considered. The elements of J are usually written in two alternative ways
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J:[Jll lej:[Jl ‘]3j (“14)
‘]21 ‘]22 ‘]4 ‘]2 '

Hereafter, when a matrix is represented with the J letter, it must be understood that it
is a Jones matrix.

The Jones matrix associated with a succession of optical media can be obtained as
the product of the matrices associated with the respective medium [2]. This is easily
proved if we apply (I1.12) successively.

From the definition of the Jones vector given in (II.7) we see that this vector is only
defined for totally polarized light. This implies that we cannot represent with a Jones
matrix a medium that reduces the degree of polarization of the light beam going
through it.

The Jones matrix associated with a group of optical media, which are passed through
in parallel by a coherent light beam, is given by the sum of the Jones matrices
associated with these media.

The utility of the JCF* formalism is restricted to the problems related to totally
polarized light.

Hereafter, we understand like “N type” those optical media that are represented by a
Jones matrix, and “G type” those in general.

11.3 Stokes-Mueller formalism

Next we present a summary of the Stokes vector and Mueller matrices formalism,
whose abbreviated name is SMF.

A Stokes vector is a column vector composed of four real elements Sy, Sy, Sy, Ss; in
the case of a totally polarized light beam they are defined as follows [27]

* For the sake of simplicity, we will use abbreviations to indicate the mathematical formalism. In this
way, we use JCF to indicate the Jones calculus formalism.

15



5, = E,E; +E,E]
5, = E,E,—E,E
5, = E,E| +E,E; (11.15)

s3=i(EXE;—EyE;‘)

where the complex notation for Eyx and E, has been adopted.

There is the following alternative way to write the Stokes parameters

S, = AL+ A
s, =A -A
1 & (11.16)
s, =2A A coso
Sy =2AA sino
and, taking into account (I1.6)
S, = |
S, =1cos2ycos2y =1cos2a
S, =1cos2ysin2y =Isin2acosod (17
S, =Isin2y =Isin2asind

It is important to point out that in this case of totally polarized light the following
relation is satisfied

2 _ a2, o2, Q2
So =S5 T35, +5; (11.18)

In general, light is presented as a superposition of a great number of simple wavelets
with independent phases. The incoherent superposition of any number of light beams
is characterized by a Stokes vector that is the sum of the Stokes vectors associated
with them. The Stokes parameters of the total beam are

Sozzsfin SIZZS;, 32:23;, 33:ZS§, (1.19)
i ! ! I

(32l
|

where the superscript “i” denotes each independent simple wave.

According to (II.19), the whole light beam is partially polarized, and its Stokes
parameters can be obtained as follows [28]

16



(11.20)

where the brackets indicate the temporal average of each parameter.

The expressions (I1.20) can be considered as the most general definitions for the
Stokes parameters, which are subject to the condition

2 2 2 2
So>8’+8;+S; (I1.21)

The equality is satisfied only for totally polarized light. In the case of natural light
(unpolarized light), the averages are zero except for Sp, and the corresponding Stokes
vector is

Sy = (11.22)

It is worth remembering now the optical equivalence principle of the states of
polarization, which can be formulated as follows: “By means of any physical
experiment, is impossible to distinguish among several states of polarization of light
that are incoherent sums of different pure states with the same Stokes vector
associated”. [27]

According to this principle, a beam of partially polarized light can be considered as
the incoherent superposition of two beams, one totally polarized, and the other one
unpolarized. In the SMF formalism this fact is expressed as follows

S=8,+8; (11.23)

where
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w
=}
o
=z

S = S, S = S, S = 0
= N , S, = s, > SNEl (1.24.a)
S, S, 0
with
(2 2 2\ _
o =(sT+85+57) ", 1y =s,-1, (I1.4.b)

The degree of polarization, G, for a light beam with a Stokes vector S is defined as

I

G= S (11.25)
We are also interested in defining the positive semidefinite quadratic form
F=sj—s' -5 -5 (1126)
which is related with G as follows
F=s;(1-G*) (11.27)
or
I
G= (1 —%Jé (11.28)
The values of the quantities G and F are restricted by the following limits
0<G<l1 (11.29.a)
0<F<s] (11.29.b)

Thus, for totally polarized light, G =1, F = 0; and for natural light G =0, F = Sg .

A Stokes vector can be defined in terms of the total intensity I, the degree of
polarization G, the azimuth y and the ellipticity ¥ of the corresponding light beam

18



1

Gcos2y cos2y

S=1 (11.30)

Gcos2ysin2y
Gsin 2y

This expression shows that the Stokes vector contains all the information about the
polarization ellipse and the degree of polarization. However, the Stokes vector,
unlike the Jones vector, does not contain information about the absolute phase of the
corresponding light beam.

In the SMF formalism, linear optical systems are represented by means of 4x4 real
matrices (Mueller matrices). These matrices are generically denoted as

M=(m;) i,j=0,12,3 (11.31)

and contain 16 elements m;;, generally independent.

When a light beam with a Stokes vector S passes through a medium that is
characterized by the Mueller matrix M, the vector S’ associated with the emerging
beam is given by

S'=MS (11.32)

As in JCF formalism, the Mueller matrix of a series of optical media is obtained as
the product of the associated Mueller matrices [2].

On the other hand, the Mueller matrix associated with a group of optical media,
which are passed through in parallel by an incoherent light beam, is given by the sum
of the Mueller matrices associated with these media [27].

A Mueller matrix can represent any optical medium that affect to any parameter
related with the Stokes vector associated with the incoming light beam. So, for
example, all kind of retarders (linear, circular and elliptic), total or partial polarizers
(linear, circular and elliptic), systems that depolarizes the light, or any complicated
combination of them can be represented in SMF formalism. However, those media
that introduce a uniform phase shift on light passing through them (phase plate)
cannot be represented by means of the SMF formalism.

Hereafter we will use S and M to indicate Stokes vectors and Mueller matrices
respectively. It must be understood as N-type Mueller matrices those corresponding
to N-type optical media.
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11.4 Coherency matrix and coherency vector formalisms

Let us consider a monochromatic light beam, characterized by an electric field vector
E that, in general, can be thought as a superposition of vectors like (I1.4), but with
different phases o,,5,. We call coherency matrix p associated with such a light

beam to the following [29]

p=(exe)= (EE) (EE) = (K) (AR (11.33)
(EBE) EE)) ({AAe®) (&) |

where the brackets indicate temporal average and x denotes the Kronecker product.

We denote the elements of p as follows

_(pll plZJ_[pl pz]
p= = (11.34)
P Pn Ps Ps

The matrix p is a Hermitian matrix and it is defined on the basis of the same
parameters as the Stokes vector S.

In fact, it is straightforward to prove the following relations between the elements of
p and S associated with the same light beam [28,30].

So=pPt P,
S, =P~ P,

11.35
S, =Pt Py (11:33)
S; Zi(p3—p4)

or

P :%(SO-’_SI)
P :%(SO_SI (1.36)
P _%(52_53) .
P :%(52""33

The incoherent superposition of any number of light beams is characterized by a
coherency matrix p, which is the sum of the coherency matrices p; associated with
the respective beams. Thus
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D=2 Pl Pr=2 P Py =P Pa=D P (11.37)

[TTEE]
|

where the superscript “i”’ denotes each independent simple wave.

The quadratic form F is now given by
F=4detp (11.38)
and, according to (I1.29.b)
0<4detp<s, (11.39)
When the light beam is totally polarized, then
detp=0 (11.40)

and when the light beam is totally unpolarized (natural light)
Lo
detp :ZSO (11.41)

Similarly to the treatment of the Stokes vector, any matrix p can be written as the
sum of two coherency matrices as follows

P=pPp tPy (1.42.a)
with

detp, =0 (11.2.b)

detp, :%If, (I1.42.c)

The matrix pn corresponds with a beam of unpolarized light with intensity Iy, and pp
corresponds with a beam of totally polarized light.
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11.4.1 N-type optical media

We call formalism of the coherency matrix, CMF, to that one that uses the coherency
matrix to represent the state of polarization of light.

Let us consider a light beam with a coherency matrix p = <£ X £+> that passes through

an N-type optical medium with a Jones matrix J. The emerging light beam will have
an associated coherency matrix p’ like this [27]

p’:<s><:~:’*>:<J‘¢,><3+J*>:J<s><a+>J+:JpJ+ (11.43)

In the case of totally polarized light, the CMF formalism is equivalent to the JCF
one, except for the fact that in the CMF it is no possible to handle information about
the absolute phase of the wave of the light, but only about the characteristics of the
polarization ellipse. In the present discussion we conclude that, when the phenomena
are relative to totally polarized light, the JCF formalism is both simpler and more
complete than the CMF one, given the fact that it contains information about the
absolute phase.

The formalism JCF is not applicable to the study of phenomena with partially
polarized light and N-type optical media, because this formalism does not allow the
representation of states of partial polarization of the light. Thus, in general, the CMF
formalism is more powerful than the JCF one, concerning the representation of states
of light, but it is not concerning the representation of optical media because they are
represented by Jones matrices in both formalisms.

11.4.2. G-type optical media

We call coherency vector, or density vector, D associated with a light beam, to the
defined as follows

D=<E><E*>= (11.44)

We denote the elements of D as
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(11.45)

LS}

=)
Il
o o o o

They are given by the elements p; of the coherency matrix associated with the same
light beam

do =P
&= (11.46)
d,=p, '
d, =p,
Relations (I1.35) and (I1.36) can be expressed as the following vectorial form
S=UD (1.47)
or
D=U"'S (11.48)
where U is the following unitary matrix
1 0 0 1
U= 1 0 0 -1
“lo1 1 o (11.49)
0O i —-i 0

The vector D associated with a light beam that is an incoherent superposition of a
certain number of light beams is given by the sum of the corresponding coherency
vectors.

As we said above, the matrix p, and therefore the vector D, contain exactly the same
information than the corresponding Stokes vector S. Next we will see how the optical
systems are characterized in the coherency vector formalisms (CVF), as a function of
the corresponding Mueller matrices.

Let us consider an optical medium with the associated Mueller matrix M, with an
incident light beam with Stokes vector S and coherency vector D. The Stokes, S’, and
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coherency, D’, vectors associated with the emerging beam fulfill the following
relations

D'=U"'S'=U"'MS=U"'MUD (11.50)

and consequently, for every Mueller matrix M, there is a unique matrix V in such a
manner that

V=U'MU (11.51)
D'=VD (11.52)

The values of the elements of the matrix p are restricted by the Hermiticity condition
[30] p=p",ie.

I, (2)="1,(p,)=0 (1.53.a)
Ps = Py (11.53.b)
and, thus
1, (dy)=1,(d;)=0 (I.54.a)
d; =d, (11.54.b)

The components d (i =0,1,2,3) of the vector D’ given by (I1.52) are also restricted

to the conditions (II.54). This implies that the 16 complex elements of a matrix V
must satisfy a set of 16 restrictions in such a manner that, in general, it only depends
on the 16 independent real parameters, in the same way as the Mueller matrix M.

By imposing the conditions (I1.54) to the vectors D and D’, we see that the elements
vjj of the matrix V must satisfy the following restrictions [14]
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Vor =V
*
Vis =V
*

Vi =V (11.55)
Vii =Vip
_ *
Vo =V

According to these expressions, a generic matrix V is characterized by 10 parameters
corresponding to the real parts, and 6 parameters corresponding to the imaginary
parts.

There is a total equivalence between the formalisms CVF and SMF. Both of them are
equally powerful in any concrete case. Usually SMF is more practical because it only
uses real numbers. The CVF formalism is especially useful to express the
calculations or the results in relation to the coherency matrix.

Hereafter it must be understood that the use of the letters D and V corresponds to the
density vectors and matrices of the CVF formalism. Likewise, we will say that a
matrix V is N-type when it corresponds to an N-type optical medium.

11.5 Relations between the different formalisms
11.5.1 Some formal considerations

In the space of complex matrices 2x2 we can consider the base formed by the
matrices [3, 18]

1 0 0 1 0 —i 1 0
6020 1) 01:1 o) Gzzi 0l 63:0 1 (11.56)

The Pauli matrices o1, 62, 63 are usually grouped in the following matricial vector
6=(5,,6,,6,) (11.57)

A coherency matrix p can be expressed as [27]
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pleSici (11.58)

Taking into account the fact that the matrix p and the matrices o; (i =0, 1, 2, 3) are
Hermitian, it is easy to prove that the coefficients S; (1 = 0, 1, 2, 3) must be real [27,
31].

If we compare the expressions (I1.58) and (I1.36) we see that the coefficients S; are

just the Stokes parameters corresponding to the matrix p, and the following relation
is fulfilled

= tr(po; ) (11.59)

We can consider the expression (I1.58) as the development of the density matrix p in
a complete set of orthogonal observables (oj) in such a manner that the coefficients S;
correspond, except for a constant, with the eigenvalues of these operators.

Let us consider a light beam that has associated a density matrix p and a Stokes
vector S, and that passes through an N-type optical medium characterized by a Jones

matrix J. Then, the Stokes vector S’ associated with the emerging light beam is given
by

3 3
si =tr(o;p')= tr(cinJ*) = —tr(c JZS 7 J*] = ltrZ(cichF )Sj =>'ms;  (11.60)

i=0 j=0

where the matrix M, whose elements are

:—trZ(o Jo,J7) (1.61)

j=0

is just the Mueller matrix associated with the same optical medium represented by
the Jones matrix J.

11.5.2 Relations about the characterization of light
In the case of totally polarized light it is easy to prove the following relation [3]

S, =¢€'0,¢ (1.62)
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or, in an explicit way
s, =le | +|ef

S = |‘91|2 _|32|2

(11.63.2)
S, =2&&, €050
S, =2¢,&,81n0
with
5 =(arge, —arge,) (11.63.b)
Reciprocally
2 1 2 1 S
= :E(Sﬁsl)a = 25(30—51% tan‘s:é (11.64)

The relations between the Jones vector, the coherency matrix and the coherency
vector associated with the same beam of totally polarized light are the following

2
P =d, :|‘91|
=d, =|g,[
Py =dy =l , (11.65)
py=d = ‘91‘92e7|[S
py=4d, = glgzei5
or, reciprocally
2
|51| =p =d,
|‘92|2 =p, = d3 (Il. 66)

o =argp, =—arg p, =argd, = —argd,

The relations between the coherency matrix and the Stokes parameters were
considered in (I1.35) and (I1.36), and are valid regardless the value of the degree of
polarization of the light beam.
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11.5.3 Relations about the characterization of optical

media

An N-type optical medium has associated a Jones matrix J and a Mueller matrix M.
Let us consider the Jones vector &€ and the Stokes vector S associated with the

incident light beam over the medium.

The emerging beam is also characterized by the Jones and Stokes vectors €’ and S’
respectively. These vectors are obtained, according to (II.12) and (I1.32), as follows

2
g =) Jug, k=12
I1=1
3
si=>.ms;, i=0,123
j=0

Taking into account (I1.58), we can write (I1.68) as follows

3
o’ =y m (g0 2)
j=0

or

8I+6i£/ — £+ (

M-
E
\_Q

N

(7]

From (I1.69) and (I1.12) we obtain
g0 =¢" (Jcst+ )8
Together with (I1.70), this expression leads to

3
Jo,J* =) m,, i=0,1,2,3
j=0

(Il. 67)

(Il. 68)

(Il. 69)

(Il. 70)

(II. 71)

(Il. 72)

This last expression is useful to obtain the elements of one matrix as a function of the

other in the following manner
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2my, =J;d, + 353, + 300, + 30,
2my, =353, + 30y —I0d, =30 dy,
2my, = 3,3, + 35,0, + 353, + 35,35,
2my, =i(37,3,, 4353, -39, - 32,3,
2m, =33, +3,3, 353, 30,
am, =373, +35,,, 353, =33,
2m, =353, +3°3, =320, - 3.3,
2my; =i(35,3,, + 355 =353, =353,
amy, =370, + 353, + 35, + 35,0, (1. 73)
am,, =373, + 35,3, =353, -5,
2m, = 3,3, +3,,3, +J353,, + 3,3,
am,, =i(373y, + 35,3, =35, - 35,3,
amy, =i(3;,3,,+ 35,3, = 37,3, =315, )
amy, =i(35,3,+35,05, = 35,35, - 35,3,,)
amy, =i(3,,3,,+ 35,3, = 31,35, = 35,0,
amy, =353, +3.,3, =353, 3.3,

and reciprocally, by denoting the elements Ji (k,I = 1, 2) in polar form as
Ty =[J| €™ (Il. 74.a)
it can be proved the following relations
203, =my, +my, +m,+m,
203, =my, —my, +m,—m,

) (Il. 74.b)
2|‘]21| =My, + My, =M, —M;,

2
2|‘]22| =Myy =My, =My, + My,

29



cos(6,, —

sin (6, —

cos (6,

sin (6,

cos (6,

sin (6,

m02 + m12

0. )=
) [(m00+mm)2—(mm+mn)2}%
6)-— M)
[(moo+m10)2—(mm+m”)2r
_9,)- m,, +m,, |
[(m00+m01)2—(m10+m11)2}5
_9,)- m,, +m,, 1
[(m00+m01)2—(m10+m11)2}4
~,)m et
[(m00+m11)2—(m10+m11)2}4
_9,)- m,, +m,,

)

[(moo + mu)2 _(mlo + mm)z}

It should be noted that the transformation of the Jones matrix in the Mueller matrix
provokes the loss of information concerning the global retardation introduced by the
corresponding optical system.

A more compacted way to present the relations (I1.73) is the following [4, 9, 32]

where

ﬂ14 +:B32 1814 _ﬂ32 :Blz +ﬂ34
Via T3 Via =73 Vi2 T V3
ol =33 =3, i=1234

2, 2, 2, 2 LR S B
%(al T, tao +a4) %(0‘1 _az_a3+a4) B+ P

2 2, 2 2 2, 2 2 2
M = %(% -, ta, _a4) %(0‘1+a2 S _a4) P =P

B = B; :Re(JiJ;):Re(‘]J’J:)
i = 7ii :Im(‘]i‘];)zlm(‘]r]i*)’ L1=1,23,4

The matrix (II.75) can be obtained directly from (IL.61).

Vi3 Vs

Vi3t 70

2tV
1812 _ﬁ34

(Il. 75.a)

(II. 75.b)
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If a Mueller matrix M corresponds to a Jones matrix J, the former has the form
(I1.75), and it is easy to prove that the Mueller matrices M' and M’ correspond to the
Jones matrices J* and J', where M is given by

My, m,, m,, —Mmy,
M’ = my, m;, m,, —my, (1. 76)
My, m,, m,, —m,,
—My;  —My; —My, m,
which can be written as
M =QM'Q (. 77.3)
with
1 0 0 O
Q|0 100
= 001 0 (Il. 77.b)
0 0 0 -1

The diagonal matrix Q is orthogonal, with detQ =—1, and does not correspond to
any optical system with real physical entity.

Next we will search the relations between the Jones matrix J and the matrix V
associated with the same N-type optical medium.

If we take into account (I.12) and (I1.44), we see that [28]
V=IxJ". (II. 78)
That is to say

VISR A
33, 33, 3,30 3,9,
3,) 3,30 3,37 3,9

303,30 3,30 3,3;

Reciprocally, we obtain the elements J, = |Ji | e as a function of the elements V;;
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|‘]1|2 =Voo
|‘]2|2 =Vi
|‘]3|2 = Vo3
13, = v (11. 80)

0, -6, =arg(v,, ) =—arg(v,,)
91 _93 = arg(vm ) = _arg(voz)
91 _94 = arg(vm) _arg(vzo)

The relations (II.75) and (II.79) are only valid for N-type optical media, because
otherwise the Jones matrices are not defined.

Finally, we will see the relations between the matrices M and V that correspond to
the same G-type optical medium.

According to (I1.51), we know that V=U"MU, where U is the matrix given in
(I1.49). As U is a unitary matrix we can write

M=UvVU" (II. 81)

Developing (I1.51) and (I1.81) in the explicit form we obtain [41]

Moo + Moy + Mg + My Moy +Myp +1 m03+m13) m02+m12—|(m03+m13) Moo — Moy + Mg + My

V:l My + My =1\ M3p + M3y ) Moy + M3z +1{My3 + Mgy ) Myy = Mgz =1 {My3 + M3y ) Myp =My =1L M3y — My
2 Myg +Myp Fi M3 + Mgy ) Myy =Myz +1{My3 + Mgy ) Myy +My3 =1 {My3 =M3y )} My =My +1{Mge =My
Moo + Mop =Mpg =My Moy =My F1{ Moz =My3 ) Mgy =My =1 My3 — m13) Moo — Moy = Mg + My
(Il. 82.2)
and, reciprocally
Voo Vo3 tV30 TV33 Yoo TV03 tV30 ~ V33 Yor T Vo2 TV31 V3 -1 ("01 Vo2 TV31 T V32)
Mo | Voo Vo3 TVa0 TV Yoo ~Y03 T V30 TV33 Yor *Yo2 V31 7Va2 ! ("01 Vo2 TVt Vn
2 Vio T Vi3 V20 tV23 Vio V13 TV20 T V23 Vip TV Va1tV "("11 TViptVar TV
V1o =V20 T Vi3 _"23) -1 ("10 Vo Vi3t "23) Vi Vi Vo T Vil TVi2 TVt
(Il. 82.b)

From (I1.79) and (I.81) we see that if the Jones and Mueller matrices J and M
correspond to a matrix V, then the matrices J and M' correspond to V', and JT, M
correspond to V.
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The figures (I1.3) and (I1.4) show schematically the relations between the different

formalisms.
SMF @‘—r—r—/ CMF CVF
. e (1.35) - .
VECTOR DE STOKES 5 MATRIZ DL VECTOR DE
2 L COHERLENCIA £ COHEREMNCIA D
Hlmmctfos ) Pardametros (45 Pardmetros
Caracleristicos : ‘-'/(:”I) Caracteristicos : Caracleristicos :
G, Ax, Ay, d G, Ax, Ay, S G, Ax, Ay, S
CONDICIONES

RELACIONES

JCF
VECTOR DE JONES E

’
Parametros Coracleristicos :

Ax, Ay, 8x, Sy

Fig. I1.3: Scheme of the relations, regarding the characterization of the light, among the formalisms
SMF, CMF, CVF and JCF.

SMF 7 CVF
MATRIZ DE MUELLER M MATRIZ V

Lrss
N*de parametros 7 N* de parametros
independientes : 16 < :(IT.Blil ; independientes :16

CONDICIONE ///f ] ?// ]

€s__ [meend_ [/ _Wsen| [/

RELACIONES ’/Zé{;“ ﬁ%’; _______ _tj/_sﬂ/_ ~ {IZ
G

JCF y CMF

MATRIZ DE JONES J

N® de pardmetros independientes : 8

Fig. I1.4: Scheme of the relations, regarding the characterization of optical media, among the
formalisms SMF, CMF, CVF and JCF.
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11.6. Optical media. Notation

Along our work, we will study systems composed of N-type optical media. The set
of these media can be divided into two categories, regarding the nature of the effects
produced over the polarized light. Some of them produce retardation between two
orthogonal states of polarization that are invariant under the action of the considered
medium (retarders), and others produce a selective absorption or reflection
(polarizers).

Both of them, retarders and polarizers, total or partial ones, can be linear, circular or
elliptic, depending on the invariant eigenstates of polarization.

As we will see, any elliptic retarder is equivalent to a system composed of a linear
retarder and a rotator (circular retarder). This fact allows us to express every
phenomenon of retardation by means of linear retarders and rotators.

Otherwise, we will see that a partial (total) polarizer, circular or elliptic, is optically
equivalent to a certain combination of two linear retarders and a linear partial (total)
polarizer.

These considerations let us to state that any optical system composed of N-type
elements, is optically equivalent to a certain combination of linear retarders, rotators
and linear partial polarizers.

We denote by L(6,0) the linear retarders with a phase retardation ¢ and an angle 6 of
its fast axis respect to a prefixed reference axis X. By R(}), we understand a circular
retarder that introduces a retardation of 2y between its two eigenstates of circular
polarization. Finally, a linear partial polarizer with principal coefficients of
transmission in amplitude p;, Py, and angle « of its axis of polarization with the
reference axis X, will be denoted by P(e, p1, p2). If the polarizer is total, that is, p, =
0, we will denote it by P ().

The matrices associated with linear retarders, linear partial polarizers and linear total
polarizers will be denoted by By(6, 9), Br(}), Be(«, p1, p2) and Bp(@), respectively,
where B can be a Mueller matrix M, a Jones matrix J or a matrix V depending on the
formalism considered.

11.6.1. Partial polarizer

In JCF formalism, a partial polarizer is characterized by a Hermitian matrix with no
negative real eigenvalues [1]. These eigenvalues are just the principal coefficients of
the transmission in amplitude p;, p2, of the polarizer. A partial polarizer is called
linear, circular or elliptic depending on the eigenvectors of the associated Jones
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matrix H, which can correspond with linear, circular or elliptical polarizations [3].
We exclude for the following discussion the case of total polarizers (seen on the next
section), so we will consider that p;, p, # 0. We will also suppose, for the sake of
concreteness, that p; > po.

The coefficients p;, p, can take values in the following ranges

O0<p,<p =1
(Il. 83)
If we take into account (I1.83) and the fact that det H = p,p,, we see that
O<detH<1 (1. 84)

This means that the matrix H has an inverse H™. However, H™! is not a Jones matrix
because

1
detH

detH™' = >1 (II. 85)

The interpretation of this fact is clear, because the passing of the light through a
polarizer produces a loss of intensity in the emerging beam, which cannot be
compensated by any passive optical medium. However there is a physically
realizable optical medium whose Jones matrix is

H =/ H" (II. 86)
where A is the real number such as A < det H, and thus
HH' = A1 (I1. 87)

The partial polarizer of the Jones matrix H' can be considered as the inverse of the
Jones matrix H, in the sense that a light beam passing through them successively
presents at the exit the same state of polarization as at the input, although a loss in
the intensity of the light beam is produced.

In the SMF formalism, any partial polarizer is represented by a Mueller matrix K that
is symmetric with four eigenvalues ki, ky, (kikz)"* (double). The eigenvalue (kikz)"?
corresponds to eigenvectors S, S’, with S, =S, =0, so that these eigenvectors have
not physical meaning [29]. The other two eigenvalues Kk;, K, correspond to the
principal coefficients of transmission in intensity k, = p; and k, = p;.
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The matrix K is such that detK =k’k, and, as in the case of the matrix H, the

following condition is fulfilled
O<detK <1 (11. 88)

It is worth mentioning that if H and K correspond to the same partial polarizer, then
detK = (detH)’ (I1. 89)

From (IL.88) is deduced that there is a matrix K™ that does not represent any passive
optical medium. However, the matrix K’ = 4K, with z < detK, does represent a
passive optical medium that, regarding the polarization, produces an inverse optical
effect to the produced by the polarizer corresponding with the matrix K.

In some occasions, for the sake of systematic and formal treatment of the matrices
associated with partial polarizers, is interesting to normalize them by dividing by
their determinants, so that they have the unity as the determinant. Once normalized,
the matrices are denoted as follows

1
H, = H
Sbrn (Il. 90.a)
K, = ! b
N T 4etK (1. 90.b)

In JCF formalism, a linear polarizer is represented by a Jones matrix Hp, which is

diagonal as follows
p 0
H. =
P (0 pzj (1. 91)

In SMF formalism, a linear polarizer is represented by the Mueller matrix Kp, which
transformed to be referred to their own axes, is [10,26]

pP+ps Pi-ps O 0
1| pi-p pi+p, O 0
K, == (Il. 92)
2 0 0 2p,p, 0
0 0 0 2pp,

The matrix Kp can be written in diagonal form by means of the matrix C (called
modal matrix) as follows
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K, =CK,C"' (I1. 93)

or
K, =C'K,C (I1. 94)
where
pr0
0 p;
K, = II. 95
®“lo 0 pp 0 (1-99)
0 0 0 pp,
and
1 1 0 0
T B S BV I
cC=C'=—/(
o 0 v2 o (II. 96)
00 0 2

According to the expression (I1.96), the matrix C is orthogonal, because
CC' =CC=CC"' =1, and moreover we see that detC = —1.

The transformation (I1.93) conserves the trace and, thus

K, =trK, =(p, +p,)’ (1. 97)

11.6.2. Total polarizers

The matrices Hy and Ky, associated with a total polarizer (linear, circular or elliptic)
in the formalisms JCF and SMF respectively, are characterized by having one zero
eigenvalue and, consequently, they are singular matrices. Because of this fact, Hy
and Ky cannot be normalized in the sense given in (I1.90).
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An interesting property of Hy and Ky 1is that they are idempotent
(H; =H,, K} =K, ). These matrices play the role of projectors in the of Jones and
Stokes spaces respectively.

A linear total polarizer is represented by a Jones matrix Hrp, which referring to their
own polarization axes, is expressed as [1]

p, O
HTP:(OI Oj (Il. 98)

and by the following Mueller matrix Krp (also referring to their own axes)

1 100
K pif1 1 00
™50 0 0 0 (1. 99)
0 00O
which can be written as [10]
K,, =CK,,C" (Il. 100.a)
where
1 00 0
K. - 0 00O
™ 0 0 0 0 (1. 100.b)
0 00O

11.6.3. Ideal retarders

The Mueller matrix R associated with an ideal retarder (linear, circular or elliptic)
has the property of leaving invariant the parameter Sp (intensity), and produces a

rotation of the vector (S1 »Sy5 33) in the Poincaré sphere. This fact let us write R in the

form
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1
0
0 (Qij ) (II. 101)
0

where the submatrix Q = (Qij ) is a 3x3 matrix associated with a generic rotation in

the subspace that contains the variables s,,s,,s,.

The set of 3x3 orthogonal matrices Q with detQ = +1 constitutes a group dependent
of three parameters called O3 (group of rotations in the ordinary space). The three
independent parameters in Q can be, for example, the three Euler angles [34].
However, the azimuth y and the ellipticity iy of the two orthogonal eigenstates of
polarization, which are invariant under the action of the retarder, with the retardation
o introduced between them, are more useful as parameters [35].

An ideal retarder is represented in the JCF formalism by a unitary matrix U such as
det U = +1. This matrix U corresponds to a rotation of a certain angle ¢ of the Stokes
vector in the Poincaré sphere around a certain axis whose direction is given by a
unitary vector . This let us write [36]

U=exp K—i gjﬁo} (1. 102)

The set of 2x2 unitary complex matrices U with detU =+1 constitutes a group
called SU (2C) (special unitary group of 2x2 complex matrices) [31]. There is a
biunivocal correspondence between the set made by pairs of matrices (U, -U)
belonging to the group SU(2C), and the set of matrices R such as Q belongs to the
group O3 .

11.6.4. Non-ideal retarders

It is well known that, by the effect of multiple internal reflections, every linear
retarder presents different transmittance for the two linear polarized eigenstates [37].
The effect is equivalent to that produced by an ideal linear retarder followed (or
preceded) by a linear partial polarizer whose polarization axes are aligned with the
ones of the retarder . The Mueller matrix My, associated with a non-ideal linear
retarder, referring to its own polarization axes, can be written as follows
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M, =M, (0,6)M,(0,p,, p,) =M, (0,p,, p,)M, (0,5) (. 103)

where o'is the characteristic effective phase retardation of the retarder, and p;, p; are
the principal coefficients of transmission in amplitude depending on the neutral lines
(polarization axes) of the retarder.

The matrix My, obtained by means of (I1.103) is

1+k 1-k 0 0
L[k k0 0
M, (0,0
( e a) 2ka 0 0 2Jkcoss 2ksind (11 104.2)
0 0 —2\/Esin5 2«/Ecos5
where
k,=pr, ki=p;, k=k—a (Il. 104.b)

a

If the fast axis of the retarder presents an angle £ with respect to the X axis of
reference, the matrix associated with the retarder is given by

M, (p,8.k,. ki) =M (=B)M, (p,5.k, . k') M (8)=

14k (1-K)cos 28 (1-k)sin 24 0
1] (1-k)cos 2 (l+k)cos22ﬂ+2\/;cosdsin2 25 (1+k—2 kcos&)%sin4ﬂ 2k sin 5 sin 28
:ka (1—k)Sin2ﬂ (1+k—2 kcosﬁ)%sin4ﬂ (1+k)sin2 Zﬂ+2\/;cosé‘cos2 24 2\/;siné‘c0s2ﬂ
0 2Vk sindsin2p -2k sin 5 cos 28 2vk cos &
(Il. 105)

Hereafter we will use the following notation

M, (B.6,k)=2k,M, (B.,6,k,.k.) (11.106)
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11.6.5. SL(2C) group and Lorentz group

The set of 2x2 complex matrices A with det A =+1 constitutes a group called
SL(2C) (unimodular group of complex matrices 2x2). Every Jones matrix that is non-
singular can be normalized in the way indicated in (I1.90.a), and thus, once
normalized it belongs to the SL(2C) group.

The set of 4x4 real matrices L leaving invariant the quadratic form F, makes a group
called the Lorentz group. When it is also satisfied detL =1 and Lgo > 1, then it is
called Lorentz ortochronous subgroup or restricted Lorentz subgroup “L.”. Every
non-singular N-type Mueller matrix M can be normalized so that detM =1 and

((MN )00 >1. The set of matrices normalized in this way is isomorphic to the L,

group, and this one is also homomorphic 2:1 to SL(2C) group, in the way AL,
with Le L, [31].

Within the L, group can be distinguished two types of transformations [31]: the pure
Lorentz ones and the spatial rotations. The former are characterized by symmetric
Mueller matrices K that correspond to partial polarizers, and the last are
characterized by orthogonal matrices R that correspond to retarders.

It is known that a generic element My of the L, group can be expressed, in a unique
way, as follows [31]

M, =RK =K R, (11.107)

Similarly, a generic element A of the SL(2C) group can be expressed, in a unique
way, in the form

A=UH=H,U, (11.108)

There are N-type optical systems such as their associated Jones and Mueller
matrices, J and M respectively, cannot be normalized to have the determinant equal
to one because they are singular matrices. Such systems are composed of a set of
optical media, in which there is at least a total polarizer.

This statement is based on the fact that, as we will see in the next section, any N-type
optical system is equivalent to a certain combination of retarders and polarizers, in
such a way that, if their associated matrices J and M in the formalism JCF and SMF
respectively have zero determinant is because one of the components is a total
polarizer.

The optical systems that depolarize, in more or less extent, the light passing through
them, have not an associated Jones matrix, and their associated Mueller matrix M
cannot be normalized in such a way that My belong to the L, group. Then, we see
that only the Mueller matrices associated with non N-type systems and the Mueller
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matrices associated with systems that contain a total polarizer are out of the L.
group. Similarly, the Jones matrices corresponding to systems that contain a total
polarizer are the only ones that are out of the SL(2C) group.

11.7 Polar decomposition

The expressions (II.107) and (II.108) show a particular case of the polar
decomposition theorem for a linear operator [38]. As a consequence of this theorem,
any Mueller matrix M can be written as follows

M=RK =K R, (11.109.a)
and any Jones matrix J can be written in the form
J=UH=HU, (11.109.b)

The matrices K, K;, H, H; are always unique, and the matrices R, R;, U, U; are
unique except for the case in which M and J are singular.

11.8. Theorems

The classic works of R.C. Jones [1] states a series of theorems of equivalence,
established for N-type media transforming quasi-monochromatic light. In these
works, the theorems are proved by means of the matricial calculus introduced by
Jones himself. Later, C Whitney [18] generalizes some of these theorems, basing his
considerations on the Pauli algebra and the theorem of polar decomposition of a
matrix corresponding to a linear operator. Now, we formulate and discuss the most
important theorems, including some results that have been established by us [39] as
well as other ones that are stated for the first time in this work. The following
theorems, except for T11 and T12, are formulated for N-type optical media
transforming monochromatic light.

T1.- An optical system that contains a series of any number of retarders (linear,
circular or elliptic) is optically equivalent to an elliptic retarder.

T2.- Any elliptic retarder is optically equivalent to a system composed of a sequence
of a linear retarder and a rotator.
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T3.- Any elliptic retarder is optically equivalent to a serial system composed of two
linear retarders (in a non-unique way).

T4.- Any optical system composed of a series of any number of retarders (linear,
circular or elliptic) is optically equivalent to a system that contains a sequence of a
linear retarder and a rotator [1]

T5.- Any optical system composed of a series of any number of retarders (linear,
circular or elliptic) is optically equivalent to a system that contains a series of two
linear retarders (in a non-unique way) [18].

The previous theorems can be proved by means of the Rodrigues-Hamilton theorem
[18].

T6.- A partial (total) elliptic polarizer is optically equivalent to a system composed of
a partial (total) linear polarizer placed between two equal linear retarders whose axes
are perpendicular.

T7.- An optical system composed of a series of any number of linear partial
polarizers and rotators is optically equivalent to a system composed of a sequence of
a linear partial polarizer and a rotator [1].

T8.-The polar decomposition theorem (PDT)

An optical system composed of a series of any number of retarders (linear, circular or
elliptic) and partial polarizers (linear, circular or elliptic) is optically equivalent to a
serial system composed of an elliptic retarder and an elliptic partial polarizer [18].

In this last theorem we can distinguish between two cases, regarding the nature of the
N-type optical system considered. In one case, the system contains a total polarizer,
and then the Jones matrix associated to it is singular, and can be written as the
product between a Hermitian singular matrix (elliptic total polarizer) and a unitary
matrix (retarder), which is non-unique. In the other case, the equivalent system is
unique and it is composed of a series of an elliptic partial polarizer and a retarder.

T9.- Equivalence general theorem (EGT)

An optical system composed of a series of any number of retarders (linear, circular or
elliptic) and partial polarizers (linear, circular or elliptic) is optically equivalent to a
serial system composed of four elements: one partial polarizer between two linear
retarders, and a rotator in any of the four possible positions [1].

The two last theorems are formulated for any N-type system. Although the PDT
theorem is more synthesized than the EGT, the last one is of great interest because it
provides us an equivalent system composed of simple optical media, i.e. circular and
linear retarders and linear polarizers.

43



T10.- Reciprocity theorem of in JCF and CMF formalisms

The Jones matrix associated with an optical system that is passed through by a light
beam on a certain direction must be transposed in order to obtain the Jones matrix of
the same optical system when it is passed through by a light beam on the opposite
direction [1, 3].

T11.- Reciprocity theorem in CVF formalism

The matrix V associated, in CVF formalism, with an optical system that is passed
through by a light beam on a certain direction, must be transposed in order to obtain
the associated matrix of the same optical system, in the same formalism, when it is
passed through by a light beam on the opposite direction.

T12.- Theorem of reciprocity in SMF formalism

If an optical system has associated a Mueller matrix M, then the Mueller matrix
associated with the same optical system when the light beam passes through it in the
opposite direction is given by M’, according to the expressions (I1.76) and (I1.77).

In the case of N-type optical media, the proof of the last two theorems is immediate,
because, according to the theorem T10, we know that a matrix J' corresponds to a
Jones matrix J if the light beam is passing through in the opposite direction. In
section I1.6.3 we saw that if the matrices M and V correspond to a matrix J, in SMF
and CVF formalisms respectively, the matrices M’ and V' correspond to J'. In the
case of G-type systems, their associated matrices M and V can be considered as the
sum of N-type matrices, in the following form

M=ZMi, V=ZVi (1.110)

where M; and V; are N-type for any |i.

If the light passes through on the opposite direction, the corresponding matrices M;
and V| are given by

M, :ZM{ =M, V= ZViT =V’ (1.112)

Thus, the theorems T11 and T12 have been demonstrated for the general case of G-
type optical media.

T13.- Transcendent rotator theorem (TRT)

An optical system composed of a series of two half wave linear retarders is optically
equivalent to a rotator that produces a rotation equal to the double of the angle
formed by the fast axes of the half wave plates[39, 17].
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T14.- Linear retardation compensator theorem (LRCT)

An optical system composed of a series of three linear retarders, in such a way that
the placed at the extremes are equal and whose fast axes are aligned, is optically
equivalent to a linear retarder [39].
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Chapter 111

Properties of the matrices that
represent optical media
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In this chapter we present the analytic expressions of the elements of a generic N-
type Mueller matrix. Each element is expressed as a function of the parameters
associated with the equivalent optical systems given by the theorems EGT and PDT.
Later we analyze in detail the mathematical restrictions affecting the matrices
associated with optical media in the SMF and CVF formalisms. These restrictions are
presented as systems of equalities and inequalities; and from these restrictions is
finally established a necessary and sufficient condition for an optical medium to be
N-type (norm condition). This result is formulated in the SMF, CVF and JCF
formalisms. The study of these characteristic properties is useful for the extraction of
the physical information contained in the matrices associated with the measured
optical media, letting us obtaining theory-experience adjustments as a function of
few parameters, and performing the classification of these media in a systematic and
simple way.

In the development of this chapter we have preferred to make a rigorous and compact
treatment, unifying notations and bringing together results from other authors, which
we include with our original contributions in an organized manner. Consequently, we
indicate explicitly the contributions from other authors, and the remainder must be
understood as original contribution.

I111.1. Degree of polarization in the different formalisms

The degree of polarization G of a light beam is defined as the ratio between the
intensity of the part of the light that is totally polarized (whatever the state of
polarization) and the total intensity.

Any light beam with Stokes vector S can be decomposed in the form (I1.23), and thus

2, 2, 2)\V2
I L (sf+s +s))
e _ _ (11.1)
I

G= =
I+ 1y S

The expression of G as a function of the elements of the coherency matrix p is the
following

(08 + 02 =2p0, +4p,p,)
g\ p 12 3P4 (11.2)

(pl +,02)

47



or [40]

12

2
G- [(tl’p) _4detp} (111.3)

trp

Another quantity of interest is the quadratic form F, whose relation with G has been
expressed in (I1.27), and whose expression as a function of the coherency matrix p is

F =4detp (11.4)

A beam of totally polarized light is characterized by the values G = 1, F = 0, that is
S =S +S; +5; (I11.5)
detp=0 (111.6)

Since the JCF only support the representation of totally polarized states, the
quantities G and F are out of the JCF framework.

111.2. Construction of a generic Mueller matrix

111.2.1 Equivalence general theorem

Let us consider a system constituted by a series of N-type optical media arranged
successively in the path of the light beam interacting with them. According to the
EGT theorem, there is an equivalent system that, in order to be specific, we can
suppose in the following order: a rotator R(w), a linear retarder L(&, 1), a partial
polarizer P(a, p1, p2) and a linear retarder L( &, o).

The Mueller matrix M associated with the equivalent system is obtained as the
ordered product of the associated matrices as follows

M=M, (6,,6,)M, (e, p,, p, )M, (6,6, )M (@) (11.7)

For any Mueller matrix M(¢) associated with a generic medium whose polarization
axis has an angle ¢ with the reference X axis, the following properties are fulfilled

M(0+¢)=M,(-0)M(p)M,(0) (111.8)
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M(a+f) =M (a)My(p) (I1.9)
By applying these properties in (II1.7), we can write
M =M, (7,)M, (0,6, )M (7;)M, (0, p,, p, )M (7,)M, (0,6, )My (7;) (1.10.a)
where
n=60+w, 7,=a-6, r,=0,-a, 1,=-0, (111.10.b)

Wherever appropriate, will use the following abbreviated notation in order to
simplify mathematical expressions

S=sind, C=coso, S =sind,, C'=cosd, (11.12)

The matrices shown in (II1.10.a) have the following generic form [3]

1 0 0 0
0 cos2y sin2y O
M = .12
x () 0 —sin2y cos2y O ( )
0 0 0 1
1 0 O 0
M, (0,5) 00 0 11113
LA277710 0 coss —sings (11-13)
0 0 sind coso
pP+ps Pi-p; O 0
1 pi—ps pi+p; O 0
M, (0, pl,p2)=5 0 o 2pp 0 (I11.14)
1M2
0 0 0 2pp,

Once the product indicated in (II.10.a) has been carried out, we obtain the
expressions of the elements mj; of the generic Mueller matrix M, as a function of the
characteristic parameters of the equivalent system. These expressions are
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Moo =G
My, =0, (C,C, —5,5,C)
My, =0, (Slc2 +C132C)
m03 qZS S
My, = qz( —5;5,C ,)
m, =g, (c C, —5,5,€)(C,C, —555,€") -0, (¢S, —5,5,¢)(C,C; +C,5,C") +;5;S,58’
M, =0, (8,6, +,5,¢)(C,C, —555,6") + G5 (5,5, + €,6,¢)(C,C; +C,5,C") — 05,8, 88’
m,; = 0,5,5(C5C, —5,5,C") +0,C,5(C,C; +C,5,C") + 05,8’ (1115
m,, =—0, (8,C; +5,C,C)
m,, =—0,(¢,c, —5,5,¢)(C,S, +5,¢,¢")— 0, (¢S, +5,C,C)(—S,8, +€,C,C") +0,5,C,SS’
m,, =—0, (S,C, +€,5,€)(C;S, +5,,C") + Gy (=SS, +C€,C,C ) (—S;S, +C;C,C") — G5C,C,SS’
My, =—0,5,5(C,8, +5:C,C") + 05C,5(—S,S; +C,C,C") +G,C,C8’
My, =0,8,8"
m,, =0, (C,C, —5,5,C)S,8"+0; (C;S, +5,6,C)C;8" + q3s sc’
My, =, (5,C, +C;5,C)s;8 — Gy (—S;S, +€,C,C) ;8" — 0;C,SC
m,; = @,S,5,88' - 0,C,C,Ss" + g,cc’
where
_l 2 2 _l 2 2 _
6 =5(pr+p;), q=2(p-p). a=pp, (111.15.b)

111.2.2. Polar decomposition theorem

The PDT theorem implies that the polarization properties of an N-type optical
medium are characterized in general by seven independent parameters, four of which
correspond to the equivalent partial polarizer and three correspond to the equivalent
retarder.

Given an elliptic partial polarizer, its associated Jones matrix Jpg is given by

2 r a2 ' ' : -is
p/cos” v+ p,sin” v p/— p.)cosvsinv.e
Joe =, 2 (pi=p:) (I11.16.a)

(p/— p;)cosvsinve”  p/sin’v+ p;cos’v
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with
C=cosv, S=sinv (11.16.b)

where p/,p, are the principal coefficients of the amplitude transmission

corresponding to the two invariant orthogonal eigenstates of polarization. These
eigenstates are defined by azimuths y and y+ m/2, and ellipticities @ and —®
respectively, such that

tan2y =tan2v coso (n.17.a)

sin 2@ = sin 2v sin & (1.17.b)

The matrix Jpg can be obtained through the theorem T6, which can be applied
choosing the orientation of the equivalent linear partial polarizer in such a manner
that the axes of the two equivalent retarders are aligned with the axes X and Y of a
prefixed Cartesian reference system. Thus

5 o 5
Joe =J,. (o, —EJJR(—V)J(O, P, Py ) I (I, (O’EJ (111.18)

Analogously, the Mueller matrix Mpg associated with the same elliptic partial
polarizer is obtained as

o . o
M, =M, (0,—EJMR(—v)MP (0, pi, Py )Mz ("M, (O,Ej (111.19)

On the other hand, according to the theorem T2, the Mueller matrix Mg associated
with an elliptic retarder can be written in the form

M, =M, (,8" )M, (p) (111.20)

According to the PDT theorem, every N-type Mueller matrix M can be written as
follows

M=M,M, (I11.21)

According to the theorem T4, there are two matrices My, (¢, 4;) and Mg(y) such as

g :
M, (V)M (O,EJML (a.8" )My (B) =M, (& A )My (7) (111.22)
The last expressions let us write
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M =M, (0,-A, )M, (—v)M, (0, p,, p, )M, (£,A )M (v) (I11.23.2)
where
A, =6/2 (I1.23.b)

or

M =M, (0,-4, )M ()M, (0, p,, p, )M (=M, (0,A )M (£ +y)  (1.24)

By comparing the expressions (I11.10) and (I11.24) we see that (I11.24) is a particular
case of (II1.10), with the following correspondence between the parameters

n=+y, 1,=-¢, 1,=-v, 1,=0,

, , (111.25)
Alzé;, A2:52= Pp=P, P,=0p,

Since the equivalent system given by the expression (III1.10) depends on 8 parameters
(7, m, T3, T4, 01, O1, P1, P2), seven of which are independent, we have the freedom of
choosing an arbitrary value for =. A convenient choice, in order to simplify
subsequent calculations is 7, = 0.

By writing explicitly the expression (I11.24) for the elements mjj of the generic matrix
M we obtain

’
My, =0,
m _ !’ 1PN Il A
01 — 0, (CICZ —$;5,C )
’ PN [PNN
My, =0, (SICZ +C;S,C )

Il QM

My; = 0,S,S
1N
m,, =0,C;
’ PN Tl AN ’ It [PNPN !
m,, =gy (cic; —s;s5c”) — s (C;s; +5/c;C”") s (111.26.a)

’ (PN Tl AN ’ Il [PNPN ’
m,=¢q (Slc2 +C;S,C )_ Q; (3132 —CC,C )53
m,, = 0,5,C;S" +0;C;S;S"

At
b = —0,5:C

ran

14 PN [PNN rm 1 1N !
1 =—0,(c/c, —ssic”)sic” — a5 (s, +s/c5C

m

" m

! Ialal,
)cic” +05s/s"s

r~m

1A PN Il AN
=0 (slcz +C;S,C )S3C

m

m
m
m —0; (s, —cleic”)cie” — aiCys”s
m

ranam

» — _ql'S;S3S C + q;CZCSS"CW + q:;C!!SW
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"

1N
m,, =0,S,C

! ram

’ PN / "
my,, =q (CICZ —S;5,C )535

" "

+05(c/s; +5,C5¢")C;8" +3Ss'C
m32 — _qlr (S{C; + CIS;C") S;Sm + q; (S{S; _ CIIC;C”) C;Sm _ q;CfS"C'"
m,, = Q;S,5,8"s" —0;C;Ci8"s" +g,c"c”

where

C =cos2(&+y), c =cos(-2&), ¢, =cos(—2v),
s/ =sin2(&+y), s, =sin(-2¢), S, =csin(-2v),
c"=cosA;, c¢"=cosA, =cos(-5/2),
s"=sinA,, s"=sinA, =sin(-5/2)

(111.26.b)

The advantage of applying the PDT theorem, instead of the EGT theorem, is on the
one hand the obtainment of all the elements of a generic Mueller matrix as functions
of a minimum set of independent parameters (seven) and, on the other hand, the PDT
theorem let us synthesize the equivalent system with only two optical media (a
polarizer and a retarder) instead of four (as in the EGT theorem). However, when we
write the generic matrix obtained by means of the PDT theorem as a function of
simpler matrices, associated with linear retarders, rotators and linear polarizers, the
equivalent system is composed of five simple elements (two linear retarders, two
rotators and a linear partial polarizer).

From the expressions (I11.15) and (I11.26), it is easy to obtain the following relations

g =0, =My, (I11.27.a)
” 2 2 2 2 2 2 2
4, =q, = (m01 + Mg, + Mgy ) = (mlo + My + m30) (1N.27.b)
and, thus
Pp=p, P,=p, (111.28)

111.3. Classification of the N-type Mueller matrices

According to (II1.26), the seven parameters that characterize the equivalent system
are Ay, M, p1, P2, v, & 7. In order to obtain these parameters as functions of the
elements mjj, we can distinguish among three cases
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12

CASE 1: (mg, +mg, +mg )" =0

In this case (2 = 0, and according to (II1.27) the elements of the first row and first
column, except Mg, are zero. The matrix corresponds to an elliptic retarder, whose
generic form is [30]

1 0 0 ’
|0 ACASAEA 2(AAHAA) C 2(AASAA) |
0 2(AA-AA) -A+A-A+A 2(AA-AA) :
0 —2(A1A3_A2A4) _2(A|A4+A2A3) A CAEAEA
where
A = cos2wcos 2y sin(A/2)
A, = cos2msin 2y sin(A/2)
(111.29.b)

A, =sin2wsin(A/2)
A, = cos(A/2)

being i the azimuth, o the ellipticity of its two orthogonal elliptic eigenstates, and 4
the retardation introduced between them.

The parameters 4, @, y are obtained as

cos’(A/2) = i(trM) = %(moo +m, +m, +m,,) (111.30.a)
sin2w = M (11.30.b)
2sin A
sin 2y = M (111.30.c)
2cos2wsin A

It is worth mentioning that when @ = +7/4, the matrix M corresponds to a rotator;
and if @ =0, then it corresponds to a linear retarder.

CASE 2: 0.<(mg, +m2, +m3, )" <mj, and M"=M

The matrix M corresponds to an elliptic partial polarizer with the generic form
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ql qZCV qzsvca _qz Sv Sa‘
0.C, g.c; +0;5; c,s,C,(q, —0,) —¢,s,85(0, — ;)

M = I.31.a
qzst5 CVSVC(; (q1 _qs) C; (qlsf + q3C§)+ q3s§ _C(ssg (qlsf + qscvz - qs) ( )
~0,8,S;  —C,S5,5;(0h —0y) —C;8;(AS) + ey — ) (48] +C))S; +GC;
where
6 =~(pi+p2), @ =—(pi-p), G =pp
b\t R R e e e (I11.31.b)

c,=cos2v, S, =sin2v, C,=cos(-5/2), s;=sin(-5/2)

The meaning of p,, p,,v,d is the same as of p/, p,,v,0 in the expression (II1.16).

These parameters are given by

m m m m
tan(5/2)=—0=—"=—1 = (11.32.a)
20 m02 m12 m21
m20 m30 :
tan(2v) = —%cos(8/2) = ——sin(5/2) (I11.32.b)
mlO mlO
m
pf=(moo+ 10 j (111.32.0)
cos2v
m
pjz(moo— “’j (I1.32.d)
cos2v

CASE 3: 0.<(mg, +m3, +m3,)"” <my, and M"#M

From (II1.26) we see that
q,#0, q,#0 (111.33)
and, moreover
9, <G, (111.34)
so that
p#p,, P#0, p,#0 (111.35)
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The matrix corresponds to a system with simultaneous properties of retardation and
partial polarization. The equivalent parameters are

tan (5/2) = m,, /m,, (111.36.a)
12
mZ +m:
tan (2v) = M (111.36.b)
mlO
2 2 2 2 \/?
Py =My, +(mg, +mg, +m,) (111.36.c)
2 2 2 2 \/2
p3 =My, —(mg, +mg, +m,) (111.36.d)
1 m
cot(2¢) :,—(M—&cos 2vj (11.36.e)
sin2v{ g;my; 0,
m
sinA, =——%5 — 111.36.f
: q,sin2& ( )
qlm01

§in 2(& + 7) = —— 1 {

m
, +m,, cot(2v) - —=— (11.36.9)
m,,Q, sin A,

g, sin 2v cos(5/2)

The expressions (II1.36) give us the parameters that correspond to an equivalent
system T, whose elements are

T=L(0,5/2)R(—v)P(0,p,,p,)L(& A )R(y) (111.37)

The parameters p,, p,,v,0 characterize the equivalent elliptic polarizer mentioned in
the PDT theorem.

Given a Mueller matrix, it is interesting now to obtain the parameters that
characterize the equivalent elliptic retarder, in order to determine the equivalent
polarizer and the equivalent retarder.

The expression (I11.22) can be written in the form
M, (V)M (0.94)M, (2. 6")M (B) =M, (£, )My (7) =
=M (V)M (—v)M, (&,A )M, (V)M (—v)Mg (=8)M (B) = (I1.38.2)
=M, (v)M, (7,4 )M, (u)M, (5)
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with
n=v+<&¢, u=y-v-p (11.38.b)
from which we obtain the equality
M, (0,6/2)M, (a,8") =M, (17,A, )My (1) (111.39)

or, in JCF formalism

J.(0,6/2)3, (a,6") =T, (7.A0,)d, (1) (111.40)

First of all we will try to obtain the unknown parameters «, &', £ that characterize the
linear retarder L(e, ¢’) and the rotator R(f) as functions of the known parameters.
Later, we will write the Mueller matrix M as a product of the matrices associated
with an elliptic partial polarizer, a linear retarder and a rotator with known
characteristics. Finally, we will obtain the parameters that characterize the elliptic
retarder equivalent to the system composed of the linear retarder and the rotator.

By performing the matricial product indicated in each member of (111.40), we obtain

Czei(q+t) + Szei(t—q) SCI:ei(qut) _ei(t—q)]

J= _ , _ _ (I11.41.2)
sc [e—wt—q) —e"(”‘”} g2t 4 (2g7i(G+D)
with
c=cosa, S=sina, t=65/4, q=5'/4 (111.41.b)
and, on the other hand,
, C,(cle" +s7e )= 2iss,Csinz s, (cle" + 577+ 2isc,C sin e
J=J (U’A)JR('H) 2, 2, ; . 2, 2, ; . (n.42.2)
—s, (s7e" +cle ™ )+ 2isc, sing ¢, (s'e" +cle ")~ 2iss,C sine
with
C, =cosn, S, =sin7n,
C, =COSi, S, =sIng, (111.42.b)

v=A/2.

The equality J = J’ is equivalent to
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J+J,=J/+J, (11.43.)

J,-J,=3-1J, (11.43.b)
J,+J,=3,+7J (11.43.c)
J,-J,=3;-J; (11.43.d)

from which we obtain, after some simple operations

cos scos7 =cosqcost —cos2a sinQsint (11.44.a)
sin(4—2v)sinz =sin 2asinqcost (111.44.b)
cos( 4 —2v)sint = cosqsint +cos 2 sin g cost (11.44.c)
sin g cos7 = —sin2a sinQsint (11.44.d)

Working out the unknown parameters in (I111.44)

cos2n—cottcotr
cot = - (1Nn.45.a)
sin 27

P=y—-v—u (11.45.b)

cos(8'/2) = cos(5/4)cos(A, /4)cos p+sin(5/4)sin(A, /4)cos(u—27) (11.45.c)

sin zzcos (A, /2)
sin(87/2)sin(5/4)

sin2a = (11.45.d)

_ cos(5'/2)cos(5/4)—cos(A, /2)cos u
cos2a = sin(5’/2)sin(§/4) (l1.45.e)

The system composed of the equivalent linear retarder L(«, &) and the rotator R(p),
is equivalent to a certain elliptic retarder with orthogonal eigenstates of polarization
with azimuth 1, ellipticity y1 and a retardation A between them.

As seen in (I1.7), there are two parameters o, 7 such as
tan2y, =tan2ocost (I1.46.a)

sin 2y, =sin2osint (111.46.b)
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Taking into account the equality between the Jones matrix associated with this
elliptic retarder and the matrix J”’ = Ji (¢, 0') Jr(f), and operating in a similar way
than before, we finally obtain

cos(A/2) =cos(5'/2)cos (11.47.a)
i /2 -2
0820 = sin 9/ ,)Cos(ﬂ @) (111.47.b)
sin(A/2)
! 2 :
sinz = C,Os(g/, Jsin f (111.47.c)
sin207sin (A/2)
in(o'/2)si 2
cosrzsm(. / )Sl.n(ﬂ-i_ a) (l.47.d)
sin2o°sin(A/2)

111.4. Restrictive relations in a Mueller matrix

As we have seen, the characteristics of an N-type optical system are given, in
general, by seven independent parameters. This implies that there must be a set of
nine restrictions among the elements of any N-type Mueller matrix. An N-type
optical medium is characterized by the fact that if a beam of totally polarized light
passes through it, the emerging beam must also be totally polarized. We impose now
this condition in a matricial way in the SMF formalism. Let M be the Mueller matrix
associated with the system, and S, S’, the Stokes vectors corresponding to the
incident and emerging light beams respectively. These vectors are related as follows

3
s/ :Zm‘isi i=0,1,2,3 (111.48)
j=0

By squaring this expression we obtain
3 5 3
S7 =2 MyS] + D My s;s, (111.49)

The following condition for the vector S’ to correspond to a totally polarized light
beam

s =s/>+s) +s! (111.50)
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let us write

3 3 3 3 3
2 2 2.2
Zmoisj + Z My Moy S5 = Z Zmijsj + Z m,m,s;s, (111.51)
j=0 :,kkzo i=1 | j=0 :,kk:O
* #

The relation (II1.51) must be fulfilled for any Stokes S vector corresponding to a
beam of totally polarized light

S. =S +S5+5; (I11.52)

In particular, the relation (II1.51) is fulfilled for the following Stokes vectors

1 1 1 1 1 1
1 -1 0 0 0 0
; ; : ; : (111.53)
0 0 1 -1 0 0
0 0 0 0 1 -1
which lead to the relations
2 2 2 2
(Mg, +My, ) =(my, +m) +(my +my ) +(m,, +m,, ) (I11.54.a)
2 2 2 2
(Mg =My, ) =(my, =myy ) +(m,, —m, ) +(m;, —my) (111.54.b)
2 2 2 2
(M +M )" = (M, +my ) +(my +my,) " +(my, +my)) (I11.55.a)
2 2 2 2
(My, =My )™ =(My, =My )" +(my, —my ) +(my, —my, ) (I11.55.b)
2 2 2 2
(M +Myy )" = (M5 +myy )" +(My +my ) +(my; +my, ) (111.56.)
2 2 2 2
(Mys =My )" = (M =My ) +(my; —myy )" +(m,; —my) (111.56.b)
By adding respectively the pairs (I11.54), (I11.55) and (I11.56) we obtain
Mg, + Mg, =M’ + M3, + M3, +m, +m2 +m: (I11.57.a)
Mg, + Mg, =M, + My +m2, +m’ +my, +m;, (111.57.b)
Mg, + My, =M% +m2, +ms +m +m2 +m;, (1.57.c)

and thus
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My,Mye = M, M, + My, M, + M, m,, (111.58.a)
My Mgo = MM, + My,M, +Mmy,m,, (111.58.b)

My3Myy = MM, + MMy + My, M, (111.58.c)

From (II1.57), (I11.58) and (I11.51) we deduce

m,,My, =M, M, +m, m,, +m, m,, (111.59.a)
My,My; = M, M, + My, M, +m, m,, (111.59.b)
My, My, = MM, +Mm,,m,, +m,,m,, (111.59.c)

The set of relations constituted by (II1.57) together with (II1.58) is equivalent to
(II1.54). By adding the relations (II1.59) to these sets, we obtain two systems of
restrictive relations among the elements m;. We call R; to the system of equalities
composed of (II.54), (IIL.55), (II1.56) and (II1.59); and R, to the composed of
(I11.57), (I11.58) and (I11.59).

The systems R; and R, are equivalent, and they express the restrictions in the M
matrix in two different ways. Afterwards we will see other systems of restrictions
that are equivalent to R; and R,. The usefulness of the study of different kinds of
presentations for the restrictions consists in the fact that, as we will see, this let us
easily obtain interesting results that otherwise would be masked by the mathematical
complexity of the expressions.

Now, let us consider a Mueller matrix associated with a G-type optical medium,
which can even produce depolarization. Then, the unique condition that must be
fulfilled is

Sy =8+ +s (111.60)

and thus, taking into account (II1.59), we obtain

3 3 3 3 3
2 2 22
Zmoisj + Z Moy Mgy §; S = z zmijsj + Z m; M, S, S, (111.61)
j=0 :,kkzo i=l | j=0 :,kk:O
* #*

The inequality (II1.61) is fulfilled for any Stokes vector S, and in particular, for the
vectors in (III.53), which can be taken to (III.61) in order to give the following
inequalities

(Mg + Mo )” = (M, +my )" +(my, +my, ) +(my, +my, )’ (I1.62.a)
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The inequalities that correspond to the equalities (II1.57) are

2 2 2 2 2 2 2 2
mOl + mOO 2 m]l + m21 + m31 + mlO + m20 + m30
2 2 2 2 2 2 2 2
m02 + mOO 2 le + m22 + m32 + mlO + m20 + m30

2 2 2 2 2 2 2 2
m03 + mOO 2 ml3 + m23 + m33 + mlO + m20 + m30

(I11.62.b)
(I11.62.c)
(I11.62.d)

(I11.62.9)

(111.63.a)
(111.63.b)

(111.63.c)

The system R, can be obtained by other way. Let us consider a light beam with
Stokes vector S and coherency matrix p, which passes through an N-type optical
system whose associated matrices in the formalisms SMF and JCF are M and J
respectively. The emerging light beam is characterized by a Stokes vector S’ = MS,

and a coherency matrix p’ = JpJ", from which we deduce
detp’ = |det J|2 detp
or, taking into account (I11.4)
F'=|detd| F
being
F=s,+s +s,+s;, F'=s+5’+s]+s;
The quadratic form F, associated with the Stokes vector S, can be written as
F=sgs

where g is the matrix

(111.64)

(111.65)

(111.66)

(I11.67)
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= 0 -10 0 111.68
8710 0 -1 o0 (11.68)
0 0 0 -1

and S' is the transposed row vector of the column vector S. Taking into account that

s _s'M' (111.69)

we can write

F'=s"gs'=s"M' gMs (11.70)

From (II1.71) and (II1.65) we obtain the relation

s'M"gMs =|det J|2 s'gs (I11.72)

that must be fulfilled for any Stokes vector S and, thus [41]

M'gM =|detJ|" g (11.72)

By writing (II1.72) as a function of the elements m;j, and eliminating |detd]?, we
obtain the new system R,.

This last development is similar to the presented by R. Barakat [14] in a recent
article, which by contrast is carried out on the basis of considerations about the
Lorentz ortochronous L. group. This obliges us to avoid singular matrices, which
correspond to systems including total polarizers, because they cannot be normalized
in order to belong to L group.

Because of the theorem T12, we know that given a Mueller matrix M, the matrix M’
given by (II.76) and (I1.77) is also a Mueller matrix. Any expression that has been
established for M is also valid for M’, and new relations result among the elements
mjj, which can be obtained from the relations seen before by transposing the
subscripts of all elements. So, in an N-type matrix M case, M’ is also N-type and the
new relations are

2

(mio +m00) :(mil +m01)2

2 2

+(my, +my, )"+ (Mg +mg;) (11.73.2)

(mio — My, )2 - (mil - mm)z +(mi2 — My, )2 +(mi3 —My; )2 (1.73.b)
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2 2 2 2 2 2 2 2
Mo + Mgy = My + My, + M5 + My + My, + Mg (1.74)

MipMyy = MMy, + M, M, +Mumg,, 1=1,2,3 (11.75)
withi=1,2,3;
MMje =MyMy, +mpm;, +mm, 1, j=123;i# ] (111.76)
withi,j=1,2,3;1#].

In a G-type M matrix case, M’ is G-type and we have the inequalities

(miO + My, )2 2 (mil +My, )2 +(mi2 + My, )2 +(mi3 + M3 )2 (N.77.a)
(mio — My, )2 = (mil - mm)2 +(miz — My, )2 +(mi3 —My3 )2 (I.77.b)
Mm% +me > m’ +m2 +m’ +m; +m, +ms, i=1,2,3 (111.78)

withi=1,2,3.
It is worth mentioning the fact that the system of inequalities formed by (I11.63)
together with (II.78), and the systems (II[.62) together with (III.77) are totally
equivalent. Thus, a set of six inequalities among the elements of a G-type Mueller
matrix corresponds to the set of nine inequalities among the elements of an N-type
Mueller matrix.

The new relations obtained from M’ also correspond to the matrix M, what indicates
to us that if M is a Mueller matrix, M is a Mueller matrix of the same type.

The equality (II1.72) can be written by replacing M with M’, or M', obtaining
respectively

T ! T 2
MTgM' = |detd" | g (111.79)
T T|?
MgM' =|detJ"| g (111.80)
and taking into account that

|detd| = ‘detJT‘ = ‘detJ+

(111.81)

we obtain the condition
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M eM = MgM"™ =M " M’—‘d il 111.82
gM =MgM' =M"gM'=|detJ"| g (111.82)

from which all restrictive inequalities found so far can be deduced.

Next we will obtain another set of nine inequalities among the elements of an N-type
Mueller matrix, which are different, although equivalent, from the ones seen before.

The elements of a Jones matrix J can be written by means of the notation given in
(I.10) and (II.11) as

J:(A1 Asj (111.83.a)
A A

We can write it in modulus-argument form as follows

A = e’ (111.83.b)

According to the notation used by Fry and Kattawar [15], we define the parameters

&=p-p
§:ﬂ3_ﬂ1
y=5-p
o=p,-5
A=p =P
n=p-p

(111.84)

With this notation, and taking into account (II.75), we can write the elements of the
Mueller matrix corresponding to the same optical medium than J as follows

Ly 5 2
mOO:E(al +a; +as +ay)
m Y

01_5 a —a, —ayta,

m,, = a,a, coso +a,a, cosy
B . . (111.85)
my, =—a,a,sind —a, o, siny
m. — 1., —drral—ao?
0 =5 o —@, T —a,

Loy, 2 2 5
My, ZE(OQ Ta, —o, _0‘4)
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m,, = a,a, cos 0 — a,a, cos ¥
m, =-a,a,sind +a,a, siny
m,, = a,Q, cos O + a,0, COS A
m,, = a,a, coso +a,a, cos A

,, = &, COS € + 0,0, COST]
m,, = —a,a, sin &+ a,a, sinn
m,, = o, sino +a,a, sin A
m,, =a,a,sinc —a,a, sin A
m,, = a,a, sing —a,a, sinny

m,, = o &, Cos & — a,a, coS 7

With the expressions (II1.85) for the elements m;; the fulfillment of the nine following

equalities can be proved

(Mg +My, )" =(My, +my )" =(m,, +my ) +(my, —m,, )’ = date (111.86.)
(Moo =My, )’ = (Mg —=m,, )’ =(my, —m,, )’ +(my, +m,, )’ = 4 (111.83.b)
(Mg +Myy )" = (Mg, +m, )" =(my, +my, ) +(my, +m,) =4 (111.83.c)
(Moo =My )" = (Mg =My, ) = (Mg, =y, ) +(Mys —my, )’ = 4aler (111.83.d)
(Moo + My, )" = (Mg +my, )" =(myy +m,, ) +(myy +m,, )’ = 4dax (111.83.¢)
(Myo =My, )" = (Mg =y, )’ = (myy —m,, )" +(my, —m,, )’ = dele (111.83.9)

My, Myy — MMy =My, My +MyyMyy =

My, M, =My, M5 = My M,y —MyyM,, =

My, My, —M,, My, =My, My, +MyMsyy =

2a,a,a,a,sin(f - B+ B,—-F,)  (1.87.)

2a,a,a,0,sin(B+ B, — B —F,)  (1.87.b)

a0, sin (B — B, — By + By) (111.87.c)

The equalities (I11.87) can be replaced by the following three

2 2 2 2 2

. 2 2
My, —My; + My, —Myy =My, —My; — My, +

2 2 2 2 .2 2 2
My, =My, + My —Myy =My —My, —M,, +

2 2 2 2 2 2 2
My, =My, + My, =My, =My —M; + My, —

m123 =4da,a,a,a, COS(ﬂl - B+ B - 184)
m321 =da,a,a5a, Cos(ﬂl =B, -5+ 184) (111.88)

m122 =da,a a0, Cos(ﬂl + 5, -5 _ﬂ4)
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The relations (II1.86) have been obtained by Abhyankar and Fymat [13], by
completing the system of nine equalities with three quartic relations. Later, Fry and
Kattawar [15] have shown that these quartic relations can be replaced by the (I11.87)
or (IIL1.88), which are simpler. The system of nine independent equalities formed by
the (I11.86) with (II1.87) or (II1.88) is, as we have shown, equivalent to the other
systems of nine restrictive independent equalities studied before.

From the relations (II.57) and (IIl.74) it is easy to obtain the following two
interesting equalities

2 2 2 2 2 2
my, + My, + My; =m;, +m;, +m;, (11.89)

3
D, m; = 4mg, (111.90)

i,j=0
The equality (I11.89) was yet obtained in (II.27.b) from an explicit form of a generic
N-type Mueller matrix as a function of the equivalent parameters, according with the
theorems EGT and PDT. Besides, the equality (II11.90), which is also obtained by

adding the relations (II1.86), expresses a property that, as we will see, is very useful
in order to distinguish the N-type optical media from those that depolarize the light.

Let us consider now the G-type Mueller matrix M as the sum of a certain number of
N-type Mueller matrices. Taking into account this fact, it can be shown that the
following inequalities are fulfilled [15]

2 (I11.91.a)

(111.91.b)

(111.91.d)

(I11.91.e)

) +( )
) +( )
My, +m,, )" +(Mys +my, ) (I11.91.c)
)+ )
) +( )
) +( )

(111.91.)

3
> mg <4mg (111.92)

To finish this section, we will obtain a set of inequalities that are fulfilled for any
Mueller matrix.

67



The elements of an N-type Mueller matrix M can be written by means of the notation
given in (I1.75). By applying the inequality

X2 +y? > 2%y (111.93)

in the expressions (I1.75.b) we see that
ol +a; 220, (111.94.a)
a +a 27/IJ (111.94.b)

Now, taking into account the expression (II.75.a) it is easy to demonstrate that the
following inequalities are fulfilled

Mgy + M, > £(
My, — M, >+ (
My, — M, =% (
Mgy + M,y = +(
My, + My, > £(
My, —M, Zi(moz—
My — M,y = £(
My, + My, = £(
My, + My, = £(
Mgy — My, = £ (
My — My, = £(

)
)
)
)
)
) (I11.95.a)
)
)
)
)
)

=2t

My My, Vi, ] (111.95.b)

These inequalities, which are additive and thus must be fulfilled for any Mueller
matrix without exception, have been recently shown by R.W. Schaefer [16], whose
argument for the deduction has been used here.
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I111.5. Restrictive relations in a Matrix V in the CVF
formalism

As the Mueller matrices, the N-type V matrices depend, in general, on seven
independent parameters. This implies that , in addition to the restrictions (I1.55),
which are inherent to the definition of the matrix V, there must be a set of nine
restrictions among its elements.

The expression (II.79) shows the form of a matrix V as a function of its
corresponding Jones matrix J. In (I1.79) we can see that the product of the extreme
elements of a row, column or diagonal, is equal to the product of their corresponding
intermediate elements. This fact implies the existence of the ten following equalities
[13]

Voolo3 = U1tz (11.96.a)
Vool30 = Ujpla (111.96.b)
D30U33 = U51U5, (11.96.c)
Dp3Us3 = U13053 (111.96.d)
Ugols3 = Uy Uy, (11.96.e)
Dp3Us0 = UppUy (11.96.f)
Uy V31 = U} yUy, (11.96.9)
Dbz = U0y (11.96.h)
VU3 = Uy (11.96.i)
DyUs3 = U,1Uy) (11.96.))

Only eight of these equalities are independent. So, for example, the first eight are
independent. The ninth independent equality can be either one of the following

U 13y = UygUy; (11.97.a)
D31 = Vg3 (111.97.b)
UUj3 = UyoUns (1.97.c)
DUy = Uy Us) (11.97.d)

The equalities (I11.96.a-g) only contain real quantities. We can complete the system
of nine equalities by adding the (I11.96.h), (I11.96.1) and (I11.97.a), which, taking into
account (I1.55), can be reduced to real expressions of the form
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Uy U5 + D30, = U0y, + U, U;, (11.98.a)
U)yU;5 + 0,00, = U0, + 0,0y (11.98.b)

Uy1U5, + 0,505 = U}y, + 0,05, (11.98.c)

Now, we are going to study others systems of nine restrictions in N-type matrices V
that, although equivalent among them, are presented in a different way and are
occasionally useful.

In the CVF formalism, the quadratic form F corresponding to a light beam with an
associated coherence vector D, can be written as

F=2D"hD (111.99)

where D' is the transposed row vector of the column vector D, and h is the matrix

0 0 1
0 -1 0
h= (111.100)
0 -1 0 O
1 0 0 O

Let us consider a light beam characterized by a coherency matrix p and a coherency
vector D, which passes through an N-type optical medium whose associated matrices
in the formalisms CMF and CVF are J and V respectively. The emerging light beam
will be characterized by a coherency matrix p’ and a coherency vector D’ given by

p'=JpJ” (11.101)
D'=VD (11.102)

Taking into account the expressions (II1.64), (I11.99), (I11.101) and (II1.102), we can
write

F'=2D"hD’'=2D'V'hVD (11.103)
F'=4detp’ = 4|detJ| detp = 4|detJ| D'hD (111.104)

so that
D'V'hVD = |detJ| D'hD (111.105)

The equality (I11.105) is satisfied for any vector D, and thus
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V'hV =|detJ|" h (111.106)

By writing (II1.106) as a function of the elements Vvj; of the matrix V, and eliminating
|detd|, we obtain the following system of nine restrictive equalities

U30Vp3 T UgoUs3 + U3,U0p; + Uy Uy = UygUy3 T UygUs3 + 0 U, + 01Uy

U30Uy; T UyoUs; = UyyU); + U0y,

U30Up; + UgUs; = UygU); + U gUny

U31U43 T Uy U3 = Uy Up3 + Uy U3

U3pUp3 1 UpUs3 = U013 T U503 (11.107)
Uyol30 = Uyl
DoV = Uy1Uyy
DpaUsy = Uy

Up3Us3 = U305

We know that if a certain N-type matrix V corresponds to an N-type Mueller matrix
M, V" corresponds to M. Thus, the matrix V' represents an N-type optical medium
and must satisfy the same restrictions than V, given in (III1.107). So, the following
equality must be fulfilled

V'hV" =|detJ” “h (111.108)

This equality gives a system of nine restrictive equalities among the elements vjj,
which is equivalent to the expressed in (II1.107) and it is obtained by transposing the
indexes of all the elements.

From (I11.106) and (II1.108), and taking into account that |detd'| = |detJ|, we deduce
the following matricial equality

V'hV = V'hV” =|detd*[ h (111.109)

which includes (II1.106) and (II1.108) as particular cases.

I111.6. Norm condition in Mueller matrices

Given any Mueller matrix M we can define a positive defined norm /7 (M) as [42]
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3 12
Iy (M) = [tr(MTM)T/2 = [tr(MMT )T/Z = {Z mlﬂ (111.110)
As we have seen in (I11.92), /' (M) satisfy the condition
Ty (M) <4mg (I11.111)
so that the equality
Iy (M) =4mg, (11.112)

occurs when a Mueller matrix M is associated with an N-type optical medium. It is
worth mentioning that the element Mgy represents the transmittance Ty of the optical
medium for incoming non-polarized light.

We have seen that (III.112) is a necessary condition for M to be an N-type one. Now
we are going to demonstrate that (I11.112) is also a sufficient condition.

Let us supposed the condition (III.112) is fulfilled. Then, the six equalities (I11.86)
must be fulfilled, because if not, at least one of the inequalities (II1.91) must be

fulfilled and thus we would obtain /7y, (M) < 4m;;, which is not in agreement with

the hypothesis. In order to obtain a system of nine independent restrictions we need
three more, as for example the (I11.88).

The inequalities (I11.63) and (II1.78) can be written as

X > (Il.113.a)
Y, > (111.113.b)
Z,>r (Il1.113.c)
X, >T, (Ill.114.a)
Y, >, (I11.114.b)
Z,>1, (Ill.114.c)

where the following parameters have been defined

I, = My + M3 +m3) —mg, (11.115.a)

X = mgl - m121 - m221 - m321 (11.115.b)
2 2 2 2

y; =My, —mj, —m;, —Mm;, (11.115.c)

Z, = Mg, — M7y — My, —mJ (111.115.d)
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2 2 2

r, = Mg, + Mg, + Mgy —mg (111.116.a)

X, = My —mg, —mp, —m, (I1.116.b)
2 2 2 2

Y, =My =My —M,, —My, (11.116.c)

Z,= m320 - m321 - m322 - m323 (11.116.d)

From the equalities (II1.86.c-f) we deduce that (III.113.a) and (IIl.114.a) are the
equalities X; = Iy and X, = I, respectively.

The equalities (I11.88) can be written as

Yi=1¢ (I1.117.a)
Y. =1, (111.117.b)
Y=Y, (11.117.c)

In order to demonstrate the fulfillment of the equalities (II1.117) we will suppose that
Iy (M) =4mg, and that some of the equalities is not fulfilled, obtaining as a result

an absurd. The fact that some of the equalities (II1.117) is not fulfilled implies that
the equalities in (I11.113.b-c) and (III.114.b-c) cannot be fulfilled simultaneously, or
that ry # r».

By adding on one hand the (III1.113) and on the other hand the (I11.114) we obtain
3
4mg, +2(a—by> > m; (I11.118)

i,j=0

3
4mg, +2(b-a)> > m; (111.119)

i,j=0

where

2 2 2
a=mZ +mZ +m 1120
b=m?2+m? +m? (1l.120)

- 10+ 20+ 30

As we are supposing that 77y (M) =4m;, from (II1.118) and (II1.119) we deduce
that

a=b (11.121)

and thus
r=r, (1.122)
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The only remaining possibilities are
y, 2z, or z, 21, or Yy,2I, or Z,2T, (1N.123)

In the first two cases, by adding Eq. (II1.113) we obtain

3
4mg, > > mg (111.124)
i.j=0

and in the other two remaining cases, by adding (II1.114), we obtain again (II1.124),
which is an absurd because of the starting hypothesis (III.112). Then, it is
demonstrated that if the condition (III.112) is fulfilled, the system of nine
independent equalities formed by the (II1.86) and (II1.87), or any other equivalent
system of equalities, must be fulfilled. This means that M corresponds to an N-type
optical medium.

We can summarize these considerations in the following theorem [42]: “Given a
Mueller matrix M, the necessary and sufficient condition for M to correspond to an

N-type optical medium is 77, (M) =2m,,”.

The interest in this theorem is derived from the fact that, given a Mueller matrix, we
can know if it corresponds to an N-type optical medium by only attending the
condition (III.112) (the norm condition), without the verification of the nine
independent equalities.

As we will see, the norm condition is very useful in the theoretical development of
our dynamic method for the determination of Mueller matrices.

Given a Mueller matrix M, it can be normalized as

— 1
M=—M (111.125)
mOO

The matrix M corresponds to an optical medium with the same properties than M,
except for the fact that the former presents a unity transmittance for non-polarized
light (1 yo= 1). When M is N-type, the normalization (II1.125) gives the equality

Iy (M)=2 (111.126)

because
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1/2

ru()=[o(rm)] - LS

1/2
! 2 = .127
mi| =2 (11.127)
moo i,j=0

An interesting consequence of (I11.95.b) and (II.112) is that an N-type Mueller
matrix must have, at least, four nonzero elements (except for the trivial case of the
zero matrix).

I11.7. Norm condition in Jones matrices

The purpose of this section is to obtain, similarly to the last section, a relation among
the elements of a generic Jones matrix as a function of the transmittance Ty of the
medium for natural light. It is worth mentioning that, although the states of partially
polarized light are not able to be represented by means of the formalism JCF, the
Jones matrices contain information of Ty, because, as we will see, Ty can be obtain
as the semi-sum of the transmittances in minimum and maximum intensities for
random variations of the incident light vector.

Given a Jones matrix J, we always can associate two numbers YJ), 7(J), where yand
rare, respectively, the maximum and minimum value of the division

[J¢]

(I11.128)
i

with respect to the random variations of the two components of the Jones vector &

[].

Any unitary Jones matrix U leaves invariant the module of the Jones vector g, and
thus

y(U)=7(U)=1 (111.129)
According to the theorem EGT, any Jones matrix J can be written as
J=UJ,(0,p,p,)U, (111.130)

whereU;, U, are unitary matrices, and Jp is the matrix associated with a partial
polarizer whose principal transmittances in amplitude are pi, p2. Taking into account
the expressions (I11.129) and (II1.130) we obtain
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y(I)=r(Je)=p (I11.131.2)
t(J)=7(J;)=p, (I11.131.b)

According to the expressions (III.15) and (II1.26), the element mgy of a generic N-
type Mueller matrix M corresponding to a Jones matrix J can be written as

My, =%( p; + ;) =%[72 (3)+7°(J)] (11.132)

Besides, according to (I1.73), mgo can be expressed as a function of the elements of
the matrix J as follows

1 3 2
My =5_Zl‘3u‘ (111.133)
i,j=
and, consequently
1 & 2
EZ‘%‘ =p;+p; (111.134)
i, j=1

The expression (III.133) indicates to us that the one half of the sum of the squares of
the modules of the elements of a Jones matrix is equal to the transmittance in
intensity for natural light, of the considered medium.

We can associate to any Jones matrix J a norm /5 (J), defined as positive, given by
[42]

, 12
r,(J)= [tr(J+J)]l/2 =[tr(33 )T/z = {z 9, q (111.135)
i,j=1
or, taking into account (II1.133)
Iy (J)=2m, =2T, (111.136)
By comparing (I11.136) with (II1.112) we see that

Iy(M)=17(J) (11.137)

The expression (I11.136) shows that the norm condition (III.112) for a Mueller matrix
M is a manifestation of the norm definition (III.135) for a Jones matrix J associated
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with the same N-type optical medium than M. These matrices M and J can be
normalized as

M=—M (111.138.a)

J=—1J (111.138.b)
VmOO

so that

Ty (M)=r7(3)=2 (111.139)

111.8. Norm condition in matrices V of the formalism
CVF.

Given a matrix V of the formalism CVF, we can associate to it the positive definite
norm /v (V) [42]

\ 12
Iy (V)= [tr(V*V)T/2 = [tr(VV* )T/z = [ > vj} (111.140)

i,j=0

We saw in (II.78) that an N-type matrix V can be written as a function of its
corresponding Jones matrix as

VoJxJ (I1.141)

where X indicates the Kronecker product. From (I11.140) and (II1.141) it is easy to
obtain

Ly (V)=t (J3") =t (J7) (111.142)
The expression (I11.142), with (I11.135), (I11.136) and (I11.137) let us to write
Iy(V)=Ty(M)=77(3)=2m, (11.143)

where the matrices V, M and J correspond to the same N-type optical medium. If the
considered medium is G-type, M and V are related according to (I1.51), and then
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ro(v)=[u(v'v)]" =[w(v'™M vU'MU)]" (I1.144)

Taking into account that U is unitary and that tr(AB) = tr(BA), the expression
(II1.144) can be written as

v (V)=1y (M) (111.145)

Thus, this relation has been established for any optical medium with any
characteristics.

Any matrix V can be normalized as

\% =( 2 jV (I11.146)

VOO + V03 + V30 + V33

where

Voo + Vo3 V3 V33
2

=T, =m, (111.147)

In analogy with the case of Mueller matrices, it is straightforward to demonstrate that
the necessary and sufficient condition for a matrix V to correspond to an N-type
optical medium is

Ty (V) = (Voo + Vo3 + Vg + V35 ) (111.148)
or
ry(v)=2 (111.149)

111.9. Indices of polarization and depolarization.

Given an optical medium O, this has associated two Mueller matrices M and M’,
which correspond to the two possible directions of the incident light over O. By
convention we say that M corresponds to O when light passes through O in the

‘forward’ direction, and M’ when light passes through O in the ‘reverse’ direction.
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Let us consider the set of Stokes vectors

1 1 1 1 1 1
1 0 0 -1 0 0
S, =l |, S, =| |- S,.=| |- S, = , S, = , S, = (111.150)
| 0 > 1 3 0 | 0 3 -1 3 0
0 0 1 0 -1
which we denote in an abbreviated form as S oo Sni i=123.

The matrices and the vectors are referred to the same Cartesian system of axis XY.
The vectors S, , S, correspond to beams of totally polarized light, so that their

associated quadratic forms are Fpi =0, Fni =0 withi=1,2, 3.

When the optical medium O is passed through in the forward direction by a light

beam whose associated Stokes vector S, (Sni ) is one of the given in (II1.150), the

Stokes vector S| (S;i) of the emerging light beam have associated the

corresponding quadratic form

3
FP: :Z(mio +mjgi +2mj0mji) i = 1,2,3 (11.151.a)
j=0

or

3
Fr=>(mj,+m}—2m,m;) i=123 (I11.151.b)

j=0

The mean values of these quadratic forms for each two Stokes vectors associated
with light beams with orthogonal states of polarization S, S, are

1
F'= E(Fp'l +F, ) =M, + My, =M —m), —mZ, —m} —m2 —m;,  (l1.152.8)

1
F = E(F‘;Z +F, ) =mg, + My, =M, —my, —m3, —m;) —ms, —m;,  (lll.152.b)

)

1
F'= E(F‘;’ +F, ) =My, + My —MS —my, —my, —m} —my, —m;;  (11.152.c)

The global mean value is
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, 1 , 1 1

Fy =§ F :mgo_(m120+m220+m320)+§(m§1+m§2+m§3)_52m§| (11.153)
i-1 KI=1

The value of FJ gives us the mean value of the squares of the intensities of the

depolarized light emerging from O in the case of light beams passing through O in

the forward direction with Stokes vectors S, S, .

If we analyze in detail the meaning of the quadratic forms (II[.152), we see that
Fo (Fn: ) =0 if and only if O does not depolarize the light passing through in the
forward direction with Stokes vector S, (Sni). Thus, taking into account the

inequality X* +Y? > +2XY we obtain
F, 20, F >0, i=123 (11.154)

and, consequently, for light passing through O in the forward direction we can state
that

F'=0< O does not depolarize the incoming light linearly polarized along
the axes X or Y

F,=0< O does not depolarize the incoming light linearly polarized along
the axes at an angle of £45° with the axes X and Y

F,=0< O does not depolarize the incoming circular polarized light (dextro
or levo).

From (II1.152) and (II1.154) we obtain

F'>0, i=1,23 (11.155)
and
F =0 (111.156)
Thus
Fo=0cF =F =123 (11.157)
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This last result shows to us that F) =0 is a necessary and sufficient condition for O
not to depolarize the light with Stokes vectors S, S, , associated with light beams

that passes through O in the forward direction. However, there can be light with

other characteristics that, passing through in the forward direction, is depolarized.

By making a similar development, but considering the light passing through O in the
reverse direction, that is, O is characterized by the Mueller matrix M’, the Stokes
vectors S’;;i’ S;’i corresponding to the emerging light beams have associated the

following respective quadratic forms

3
o ZZ(m§j+m§+2m0jmij) =123 (I1.158.a)

i=0
3 -
F”:'ZZ(mgj +m§—2mo,-mi,-) 1=1,2,3 (I11.158.b)
j=0
The mean value FJ of the squares of the intensities of the depolarized light
emerging from O in the case of light passing through O in the reverse direction with

Stokes vectors S, , S, is given by

" 1 4 14 n 1 1 \
F! =giZ:l:(Fpi +Fy)=mp, —(mg, +m, +m§3)—§(mfo+m§0 +m§0)—§k2|::l mg  (1.159)

All the conclusions obtained for F, ,F’,F) when O is passed through in the forward

(R

direction are also valid for F,F’,F] when O is passed through in the reverse

direction.

The positive semidefinite quadratic form

F ;(F + Frr _ [z m mOOj £4m00 Z m j (|||160)

i,j=0 i,j=0

can be considered as a mean value of the square of the intensity of the unpolarized
emerging light, in the case of light beams with Stokes vectors S, S, passing

through O in both forward and reverse direction.

By comparing the definitions (II1.110) and (I11.160) we see that
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Fy = %[4m§0 — Iy (V)] (I11.161)

According to the theorem of the norm given in section (III.6), we can say that Fp =0
if, and only if, the optical medium O does not depolarize light of any kind whatever

the direction that O is passed through. This fact leads to an interpretation of the
physical meaning of the norm, because

(M) =4m} —3F, (111.162)

and this expression shows that 77, (M) is equal to the difference between four times

the square of the transmittance of the medium for non-polarized light and three times
the mean value of Fp.

We will call Depolarization Factor to the quantity Fp (M) = Fp (M’), because it
gives us a global information about the depolarization produced by the optical

medium O.

Taking into account the expressions (I1.27) and (I1.28), which relate the degree of
polarization G of a light beam with its corresponding quadratic form F, given by
(I1.26), we can define the Depolarization Index that corresponds to the optical

medium O as follows

12

3
Z mi? _mgo E 12
Gp = —— :[ __Dj (11.163)

2
3m,,

0<F,<mg, (11.164)

0<Gg <1 (111.165)

where the values F, =0, G, =1 correspond to N-type media, and F, =m,,, G, =0

correspond to an ideal depolarizer, that is, an optical medium that totally depolarizes
any light beam passing through it in any direction.

The Mueller matrix corresponding to this medium is
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m, 0 0 0

10 000
M=M= (111.166)

0 00 0

0 00 0

Let us consider now that a unpolarized light beam with intensity equal to the unity is
passing through an optical medium O in the forward direction. The Stokes vector S’
corresponding to the emerging beam is given by

m
m

= (111.167)
m

We define the Forward Factor of Polarization of the optical medium O as the

quadratic form F; associated with the Stokes vector S’ according with the definition
(IT1.26). That is to say

F=m,-m)-m;,—m; (111.168)

Similarly we define the Reciprocal Factor of Polarization of the optical medium O
as the quadratic form corresponding to the vector

1 My,
0 m
S"=M'| |=| " (111.169)
0 Mo,
0 -My;
which is
2 2 2 2
Fo =my, —my, —mg, —m,, (11.170)

From F; and F)', we can define the "respective Forward Index of Polarization G,
and the Reciprocal Index of Polarization G, as

5 5 5 1/2 , 1/2
m2 +m2 +m
G, =( 1o ™ 7o 30} =(1_ R j (I1.171)

2
mOO
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5 ) 5 \/2 » \V2
m;, +m;, +m
G,;' :( 01 02 03J :(1_ Fe ] (1.172)

2 2
mOO mOO

The parameters F, and F) or G;and G; give us information about the capacity of

the optical medium O to polarize non-polarized light. The ranges of possible values

of these parameters are

0<F <m, (11.173.a)
0<F/<mg, (1.173.b)
0<G; <1 (I.174.a)
0<Gp <1 (111.174.b)

If O is N-type, the relation (II1.27.b) is fulfilled, which taking with (II1.168) and
(IT1.170) gives us the equality

Fo=F (111.175)

From (I1.82) and (II1.107) it is easy to see that in the formalism CVF the expressions
corresponding to Fp, F, and F.’ are the following

1
F, = 5[(\/00 FVpy Vg V) =2 (V )} (111.176)
Fo = 4(VooVs3 + VisVao — VigVas —VaoVys) (11.177.a)
FF:' = 4(V00V33 +Vo3V30 = Vo Vs = ViV, ) (11.277.b)

Moreover, if O is N-type, the corresponding expressions in the formalism JCF are

F, =0 (111.178)

Fo=Fy=[3,[ +3,[ +[3,] +[3,] —2Re(3,,3;3;) (111.179)
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Chapter 1V

Method for the dynamic
determination of Mueller matrices
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In this chapter we expose the theoretical basis of our dynamic method for the
determination of Mueller matrices. The proposed measurement device is basically
composed of two linear retarders placed between two linear polarizers. In the space
between the retarders is placed the optical medium whose associated Mueller matrix
M is to be measured. A collimated beam of quasi-monochromatic light arrives to the
optical medium after passing through the first polarizer and the first retarder. The
emerging beam from this medium passes through the second retarder and the second
polarizer, in this order. The intensity | of the final emerging light beam depends on
the matrix M and the orientations of the polarizers and retarders respect to a
reference axis.

In order to perform an automatic operation of the device, the retarders rotate in
planes perpendicular to the propagation direction of the light beam passing through
them, with a fixed relation between the respective constant angular velocities. The
intensity | varies periodically, and by means of a detector and a recorder is obtained
the record of the signal corresponding to the considered optical medium. The sixteen
elements of the Mueller matrix M can be obtained from the Fourier analysis of this
signal. The Fourier analysis can be made with the help of a computer.

The experimental device for the measurement can be designed for the study of
transmission, reflection, diffusion or diffraction phenomena.

If the rotating retarders used in the measurement device are achromatic, it is possible
to make a spectroscopy of Mueller matrices by varying the wavelength A of the light
beam and obtaining the corresponding Mueller matrix. Otherwise, if we use a laser
beam we can make a local study in different spatial zones of the sample.

1V.1. Measurement device

The figure IV.1 shows schematically the device for the measurement of Mueller
matrices, which is mainly composed of two total linear polarizers P,(&,), Po(&); two
non-ideal linear retarders L;, L, and an optical medium O whose associated Mueller
matrix M is to be measured. “A” represents a source of quasi-monochromatic light,

“DT” a detector of the intensity of light, and “RG” a recorder for the signals detected
by DT.
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The orientations of the principal axes of the optical media are referred to the positive
direction of the X axis of the reference system of coordinates XYZ shown in the
figure.

The emerging light beam after passing through the system P; Ly O L, P, is
characterized by the Stokes vector

14 1
8= M, (6,)M, (5,,5,,k, )MM, (B,5,k )M, (6)S  (v.La)
b

a

where
k, = ka’/ka , k= kb'/kb (IV.1.b)

and S is the Stokes vector associated with the beam of natural light emitted by the
source A, so that

I
S 0
= 0 )
0
¥ A - - A
b D s
F c1 P1 X 0 L2 Pa ca bT

(Fig. IV.1) Arrangement of the dynamic device for the determination of Mueller matrices.

The measurement device can be considered as divided into two parts. The first one is
composed of P;, L; and O, where the states of polarization of the emerging light

beam are generated, which depend on the values of 8, £, di, ki and the elements mj;
of the Mueller matrix M. This state of polarization is given by the Stokes vector
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, 1
S =EMML (ﬂl’é;’kl)MP

a

1
0
0 (IV.2)
0

whose elements result in

[1+k, +(1—k )cic, +5;5,)]m,, +

o +[ 1=k +(1+K, )c/(c/c, +5]s,)+ 2K, cos 5,5/(s[c, —¢s, |m;, +
. (IV.3.a)
4k, [+ (1-k)s/+(1+k, )s](c/c, +55,)—2r, cos 5,¢/(s[c, —¢/s, [m,, +

+[2r1 sin6,(s/¢, —C/S, ] My
where

s, =sin2¢,, C, =co0s20,
s =sin2f, c/ =cos2f, (IV.3.b)
r1 = (kak; )% :

The second part is the system composed of L, and P,, and it is used to analyze the
state of polarization of the light. The Mueller matrix B associated with this system is

1
B:WMP ((92)ML (ﬁ2,52,k2) (IV.4)
b

Now, we can write (IV.1) as follows
S"=BS' (IV.5)
The detector DT is sensitive to the intensity of light Uy falling on it
Uy, =Sg = Dy,S; +D0,,S; +b,,S5 +Dby;S; (IV.6)
where the elements b, (i =0, 1, 2, 3) of the matrix B, obtained from (IV.4), are

1 'c 45!
by =1k =k +5i5)]
] (IV.7.a)

1 ! ! ! ! ! ’ !
by, = m[(1 —k,)C; + (14K, ) €5 (CiC, +5)5, ) + 21, €08 5,8, (S}C, — 3, |
b
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L

b. =
4k,

[(1=Kk,)S} +(1+K, ) Sy(C5C, +535,) + 2, €08 5,8} (S3C, — 3, |
1 . , ,
q3=ZE{25mn@Ag%—spJ
b

where

S, =sin26,, ¢, =cos26,,

o , -y (IV.7.b)
s, =sin2f,, C,=cos2f,, ,=(kk )"?
In order to simplify the notation we also define the following parameters
a =k, +ki, b=k —-kI, a =k +k, b =k -k (IV.8)

We will suppose that the retarder L, rotates around the axis Z with angular velocity
@, so that the state of polarization of the light beam emerging from O, generated by

the first part of the device, varies continuously with time. Similarly, we will suppose
that the retarder L, rotates on the axis Z with angular velocity a», so that the second
part of the device analyzes dynamically the state of polarization emerging from O.
Thus, we can write

B =t (IV.9.a)

B, =ot+a, (IV.9.b)

As seen in (IV.9) we suppose that, at the instant t =0, the fast axis of L; is aligned

with the reference axis X, and that the fast axis of L, presents an angle o, with the
axis X.

As we have mentioned above, our aim is to obtain the elements m;; from the Fourier
analysis of the periodic intensity signal of the emerging light uy(t). To obtain a
mathematical expression with the form of a Fourier series with a finite number of

harmonic components, it is required to force the following relation between the
angular velocities of the rotating retarders

®, = R, (IV.10)

where R is a rational number

After making the operation indicated in (IV.6), and taking into account (IV.9) and
(IV.10), we obtain
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U, =h,+0,sin2p +h cos2p +0,sin44 +

+h, cos4f, + g,sin2Rf, +h, cos 2R, +

+9,sin(2R-2) B, +h, cos(2R-2) S, + g, sin(2R+2) B, +
+h; cos (2R +2) S, + g, sin(2R—4) 8, + h  cos(2R—4) B, +
+0, sin(2R+4) B, +h, cos(2R+4) B, + g, sin 4R, +

+h, cos4R B, + g, sin(4R-2) B, +h, cos(4R—-2) B +
+0,,sin(4R+2) B +h,cos(4R+2) B + 0, sin(4R—4) S +
+h, cos(4R—4) S, + g, sin(4R+4) B, +h, cos(4R+4) S,

(IV.11)

where hj, gj are coefficients that depend on the elements m;; and also depend on the
parameters K, ky, o1, &, 61, 6, a.

The expression (IV.11) can be considered as a Fourier series expansion on the
multiples of the frequency £i. We can obtain the Fourier coefficients h;, gj by means
of the Fourier analysis of the recorded signal Uy. These coefficients depend linearly
on the elements, leading to a system of equations in which the unknowns are these
elements m;;.

Depending on the value assigned to R we can get up to twelve frequencies that are
multiples of g, plus the constant term hy. However, in order to simplify the
calculations, it is interesting to obtain a value for R so that the Fourier series
development is as short as possible, and generates enough number of Fourier
coefficients to obtain the elements m;. The values R = 1, 2 lead to Fourier series
expansions with not sufficient number of harmonics. The value R = 3/2 leads to the
following Fourier series expansion [43]

10
16u, = A, +>_ (B sinl S, + A cosl 3,) (IV.12)
1=1

By writing the coefficients A;, Bj as functions of the sixteen unknowns m;j, we obtain
a system of nineteen equations, where only fifteen are linearly independent. If we

have some additional (independent) information about the optical medium O

corresponding to M, the corresponding relations should be considered in
combination with the above-mentioned fifteen linearly independent equations. For

example, if we know that O is N-type, the following equation should be added [42]

in order to obtain the system of sixteen independent equations that is necessary to
obtain the sixteen unknowns m;

4mg, = mg . (IV.13)

90



If the value of the transmittance of intensity for non-polarized light Ty is previously
known, then we can add the following equation to the system of equations

Mgy =Ty (IV.14)

For a total generality of the method for the determination of the matrix M, it is more
useful a value for R so that we get sixteen linearly independent equations. The values
for R that satisfy this condition are

_2n +1
n

R

(IV.15)
2

where Ny, N, are natural numbers, and n; > 2.

For the sake of simplicity in the experimental assembly, the angular velocities @1, @,
should be as similar as possible.

These requirements are optimally fulfilled for the value
R=5/2 (IV.16)
which, combined with (IV.7), (IV.3) and (IV.8) leads to

14

U, = A+ (B sinlB +Acoslf) (IV.17)

1=1
where the Fourier coefficients are given by
Ab =aa,m, + aztl (ClmOI +5,My;, ) + altz (szlo +8,m,, ) +

+tt,[ ¢, (c,m, +s,m, ) +s,(c,m, +5,m,, )]

1
B, = Ebzdl I:snmm —C;yMy, =5, (mll + m22)+c7 (mzl -m, )] -

1. V.18
—Erz sin&,d, (¢,my, +s,;m,,) ( )

1
A1 :_bZdl I:CllmOI +5,,My, +C;; (mll + m22)+57 (m21 _mlz):|+
2

1 )
+E r,sin 6,d, (s,m;, —c,,m;, )
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B,=ab (slmoo +My, )+ 28,1, sin 6,¢,m,; +
+oit, [ s, (C,my, +5,m, ) +¢,m,, +5,m,, |+
+2r, sin 5,t,C, (czm13 +5,m,,)

A, =a,b, (c,my, +m,, )—2a,r sin &;smy, +
+hit, [ ¢, (c,my, +5,m, ) +¢,m,, +s,m,, |-

—2r,sint,s, (¢,m;, + szm23)

1
B3 ZEbzbz [Snmoo +S5My; —CsMy, —S;Myg +C;My, — S5 (m11 + m22)+c3 (m21 —my, )]_
—b,r, sin 6, (¢, ,m; +¢,m,; +s,m,;)—hb,r, sin 5, (¢, My, +c;m,, +s;m,, ) —
=211, sin 0, sin &;S;,Ms,
—lbb [cm +CsMy, + S5My, +C,M,o +S,My +C, (M, +m,, )+5,(m,, —m )]+
A3_2 172 1177700 5701 57702 7710 77720 3( 11 22) 3 21 12

+b,1, sin &, (s;,My; —S,M,; +C,M,; )+ by, sin &, (,,My, +5,m,, —¢,m;, ) —

—21,1, 5in 6, sin 6,C,; M,
B4 = azd1 (Slm01 + C1m02)+ d1t2 I:Sl (szn +35,M,y, ) +C (szlz +35,My, )]
A4 = azdl (ClmOI —S,My, ) + dltz |:Cl (C2m11 +S,My, ) -3 (szlz +5,My, )]

B; =ab, (Ssmoo —S;My, + C3m20)+
+b2t1 [Ss (ClmOI +5,M, ) =33 (Clmll + Slmlz)+ G (Clm21 +5Mm,, )] -

=21, sin 5,C [ amy, +1, (¢my, +5ms,) |

As = a1b2 (Csmoo +C,m,, + Ssmzo)"'
+hot, [ ¢ (¢,my, +5my, ) +c; (e m, +sm,)+s,(cm,, +sm,,) |+

+21, sin 8,5, [ amy, +t, (¢my, +sm, )]

1
By =Ed1d2 [513 (mll + m22)+C13 (m21 —m, )]

1
A\s :Edldz I:C13 (mll + m22)_sl3 (m21 —m;, ):I
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1
B7 = Ebzbz [Slomoo +S5My; + CsMy, + SMyy + CgMyy — S5 (m11 - m22)+c3 (m12 +Mmy )]+

+h, 1, sin 6, (¢,My; + M5 — ;M ) —byr, sin &, (€,y My, +CsM,, —Ssm;, )+

+2r1,1, sin o, sin 6,S,,M;;,

1
A7 = §b2b2 [Clomoo + €My = SsMy, + CMyy — SgM,, +C4 (mn - mzz)+ S3 (m12 + m21):|_

—b,1, sin 6, (S,)My; + SsM;; +C;M,, ) +b,1, sin &, (5,,My, + S;My, +CsMy, ) +

+21,1, sin 6, sin 6,C, M.,

1
By :Ebldz |:Sl3m10 +Cj3My, +5, (mn + m22)+c9 (m21 _m‘2):|+

+rsinod, (513m23 _C13m13)

1
As = EbZdl [513m10 —C;3My, +G (mn + mzz)_ Sg (m21 —m, )]‘*‘

+Isinod, (Clsm23 + 313m13)

1
Bg - Ebzdl |:510m01 +CpMy, + S5 (mn —m,, ) +GCg (mlz + m21):| +

+1, sin 6,d, (5,M;, — C¢,yM;; )

1
A9 = Ebzdl I:CIOmOI —S;pMy, + G (mll —Mm,y, ) — S (m12 +m,, )] +

+1, sin 6,d, (€ oMy, +5,,M;, )
BlO = a‘le (S9m10 +C9m20)+tld2 I:Cl (S9mll + C9m21)+ Sl (SQmIZ +C9m22 )]

A10 = aldz (C9m10 — 39y ) +t1d2 |:C1 (C9m11 - s9m21)+ S (C9m12 —SM,, )]

1
B12 - Ebldz [Slzmlo +C,My, + S (mll - m22)+ C (ml2 +Mmy, ):|+

+rsinod, (C12m13 - slzmzs)
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1
A12 - Ebldz |:Clzm10 —S;,My + 6 (mn —My, ) —S, (m12 +My, )] N

—Isingd, (S1zm13 + C12m23)
Bl3 = A|3 =0

1
Bl4 = Edldz [Slz (mn —My, ) +Cp (mlz +m,y )]

A14 = %dldz [Clz (mn - mzz)_slz (m12 + m21)]

In (IV.18) and hereafter we use the notation

1 1
t, =Eal +rcoso,, t, =5a2 +1,c0s0,

1 1
d, =Eal —rcosd, d, =5a2 —TI,cos0,

7,=6, 1,=0,, 1=, 1,=0,-6, 7,=0,-q,,
(IV.19)
7, =0,+0,, 1,=6+a,, 1,=0-a,, 1,=0,-2a,,
7,=6+60,-a,, 1,=0,-6-a,, 7,=6+6,-2a,,
7, =0,-06 - 2a,,

s, =sin27,, C =cos2r;, i=12,.,13

Now, by cconsidering the elements m;; as the unknowns and the remainder

parameters as the known data, the inversion of the system of equations (IV.18), leads
to

— 8B +CA +8,B, +CL A,

11

dd,
— 81385 +Cis A — 81,814 —Ch Ay
2 dd, (IV.20)
m. = —Ci3Bs +83A +C,B1s — S, A
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_ S1386 +CI3A6 + S12814 +C12Al4
11—
d1d2

_ 31386 +C13A\s — S, B14 _C12A14
2
dd,

_ _C13Be + SlsAs + ClzBl4 — S12A|4

12 d1d2

_ Cl3B6 _513A5 +ClzBl4 — S12A14
21—
dldz

_ SlB4 +C1A4 _dltz (szu + Szmzl)
a2d1

01

_ ClB4 _51A4 _dltz (sz12 + szmzz)

m02

a2d1
_ S9BlO +C9A|0 _tldz (C1m11 + Slmlz)
10 ald2
_ C9BIO _S9A10 _tldz (Clm21 + Slm22)
20 ald2
m. — 2(C12|312 - 512A12)_b1d2 [mzo +S5 (mzz - mn)"’ C, (mlz + m21):|
. 2r,sino,d,
m. — _2(312812 +C12A2)+b1d2 [mlo +C (mll - m22)+ S (m12 + m21):|
= 2r;sing,d,
m.. — Z(SHAl _CllBl)_bZdl [moz +53, (mu + m22)+c2 (m12 o m21):|
. 2r,sin 5,d,
oo A —(3aa, +a,1 cosd| +ar, cosd, )(Cmy, +8My, +CyMy, +5,my)
00 —

a,a,

_ 1:1.':2 |:C1 (CZmll + S2m21 ) + Sl (C2m12 + SZm22 ):I

a,a,

_ C Bz _SIAZ _azbl (ClmOZ _51m01)+b1d2 I:Sl (szn +S2m21)_cl (szlz +5,My, )]

. 24,1, sin

tz (C2m13 + Szm23)

a,
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1V.2. Calibration

The polarimetric characteristics of the measurement device (absolute Mueller
polarimeter) are defined by the parameters o, &, ki, kz, 61, &, a, R. In the last
section the possible values for R has been discussed, with a definitive choice for R =
5/2.

The retarders L; and L, can be chosen so that the nominal value of the retardation is
equal to a previously established value, but it should be noted that this nominal value
is always subject to a certain margin of error, partly caused by the effects of the
multiple internal reflections [37, 44, 45]. Moreover, k; and k, always differ from the
ideal value, i.e. kj =k, = 1 [37].

The angular parameters &), 6», o, are easily controllable. However, the imposing of
previously established values can induce errors in the measurements.

These considerations make advisable a calibration on the device to obtain the
effective values of the characteristics parameters of the system.

In this section we expose the calibration procedure, with the advantage of not being
necessary an optical medium as test, which would induce additional errors on the
determination of the parameters.

If the system does not have any optical medium in the place of the sample, the
associated Mueller matrix is the Identity matrix, and then the system of equations
(IV.18) becomes

A =aa, +tt,cos2(6,-6,)
B, =—b,d,sin2(6, + «,)

A =b,d cos2(6 +a,)

B, =b (a,s, +1,5,)

A, =D (ac +t,.c,) (Iv.21)

B, = %(blb2 —4rr,siné, siné, )sin2(6, -6, —a, ) —bb,s,

A :%(blbz —4rr,sin 8, sin 8, )cos2(6, — 6, — e, )~ bibs,

B, =dt,sin2(6,+6,)
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A, =dt,cos2(6,+6,)
B,=b,[asin2(6,-a,)+tsin2(6 -a,)]
A =b,[a cos2(6, —a,)+t,cos2(6,-a,)]
B, = d,d, sin2(6, -6, - 2a,)

A, =dd,cos2(6, -6 -2a,)

B, :Gb,bz +20n, 84, sincfz]siﬂ(@l +0 )

A = (%b]b2 +2r1, sin &, sinéchos2(0l +6,-a,)
B, =bd, sin2(6, -2c,)

A =bd, cos2(8, -2a,)

B, =t,d,sin2(6,+6, -2a,)

A, =td, cos2(6,+6,-2a,)
B,=A=B,=A,=B,=A,=0

From these expressions it is easy to prove that

tan2(6,+6, - a,)

tan2(6, +a,)=—

_UJP|

(IV.22.a)

(IV.22.b)

(IV.22.c)

(IV.22.d)

(IV.22.e)

(IV.22.)
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It is worth mentioning that the values of ki, k, are close to unity in the retarders, and
thus, the parameters b;, b, are close to zero. This makes advisable that, when
possible, the unknown parameters are extracted from coefficients of Fourier that do
not include b; or b, as global factor. In this sense, to obtain €, & and a, three of the

four first relations (IV.22) must be used.

Now, we can consider the angles 6, &, o, as data, and obtain from them all the
angular parameters defined in (IV.19). To simplify later expressions we define

( BIOSI3 _lj [ B4SI3 _IJ
D _l BGSIZ D _ 1 BGSG

1= > 2 S
2 ( B10513 + 1} 2 ( B4513 + lj
Boslz Beso

From (IV.21) we obtain
aa = S6Bs +CoA, — 81385 +Ci A — $1,B10 +Ciu Ao —
21 1 1 1 1 1
Lofie) Gefie) Golse
_ A
1+(;+DJ(;+D2)C4
S -c,,B
b1b2: IIAES 113
4
B —
albzzcs ss SsA
4
S -c,B
azb1: 2Azs 22
4

We also define the following parameters

X =

The parameters of the instrument ki, ky, 61, & can be calculated as follows

(IV.23)

(IV.24.a)

(IV.24.b)

(IV.24.c)

(IV.24.d)

(IV.25.a)
(IV.25.b)
(IV.25.c)

(IV.25.d)
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ki =—=— (IV.26.a)
1 3
X X
k,=-=2=22 (IV.26.b)
X, 1
1+k
cos S, = D, szl (IV.27.a)
1
1+k
cosd, =D, szz (IV.27.b)
2

For 6;, & we can fix the following range of variation
0<6 <7z, 1=12 (IV.28)

this is convenient because the values 7 <0, <2z, 1=1,2 are equivalent to the

values indicated in (IV.28) but with a rotation of w/2 in the optical axes of the
retarder. So, J;, & are determined by (IV.27), not being necessary to know the signs
of sin ¢, sin &,, because these are positive.

To avoid indeterminations in the systems (IV.20) and (IV.24), some conditions in the
characteristic parameters of the device must be fulfilled. These conditions are

0, #0, (IV.29)
0,#0,7r 1=12 (IV.30)

The ranges of the acceptable values for the parameters can be summarized in
0<o, o,<m (Iv.31)

T T
<000, <7 (IV.32)

together with the condition (IV.29)

We get the self-calibration of the device by means of a Fourier analysis of the signal
of the light intensity corresponding to the case where there is not any optical medium
as sample in the polarimeter. The Fourier coefficients of this analysis are given in
(IV.21), and from them the values of the parameters o), &, Ki, ks, &1, &, o, can be
calculated by means of the relations (IV.22.a.d), (IV.26) and (IV.27). Once these
parameters are measured, we can make the measurements of the Mueller matrices,
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whose elements are obtained with (IV.20), where the Fourier coefficients A;, B
correspond to the Fourier analysis of the signal recorded in each measurement.

Sometimes, a tuning of the values J; and & of the retarders can be convenient. This
can be made by means of the use of two Soleil compensators as the retarders L; and
L,. Other alternative option, which presents some advantages, is the using of
respective sets, each one composed of three commercial retardation sheets, so that
the two extreme sheets are equal and with their fast axes aligned. Each of these sets
can be called as L(0, o) L(a, &) L(0,0), and according to the theorem T14 is
equivalent to a lineal retarder L (6, A) so that [39]

tan 260 = sin 2a V.33
sin & cot(8'/2) + cos & cos 2 (1v.33)

c0s26 = cos & cos(5'/2) —sin 5sin (S'/2) cos 2a (IV.34)

According to these expressions we see that by means of the tuning of the orientation
a of the intermediate retarder we get different equivalent linear retarders with values
for 6, A in the following ranges

6] < 1 retan sin(9772) (IV.35)
2 [sin2 S —sin’ (5'/2)] '
26 -6|<A<26+6" (IV.36)

Another possibility is the using of two equal sets of two linear retardation sheets.
One of these sets are called as L(e, 0) L (0, &), and according to the theorem T4 is

equivalent to a system L(&, A4) R(y) composed of a linear retarder and a rotator so that
[39]

tan v = sin2a
4 cos2a — Cot(5/2)cot(§’/2) (Iv.37)
tan (26— y) = sin 2a v.38)
cos2a + cot(5/2)cot(5'/2) :
cos’ (4/2) = cos (5 -;5 jcos2 a + cos’ ( _25 )Sin2 a (IV.39)

If we use the system L(a, 0) L(0, &) as the retarder L;, and the system L(0, &) L(a.,
0) as Ly, the effect of the equivalent rotator of a system is compensated by the other
one, because both of the rotators introduce an equal rotation but in the opposite
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sense. The parameter y of the equivalent rotator of each system does not depend on
its absolute orientation, so the effect of the rotators is compensated even when the
two systems of two retarders are rotating.

1V.3 Apparatus signal

In the last section we have seen that the characteristic parameters of the instrument
are obtained from a record without any optical medium in the assembly. Hereafter,
we will call apparatus signal to any signal obtained on a record of this kind. The
parameters obtained from this signal can be used to generate, with the help of a
computer, the graphic of an ideal signal corresponding to these parameters, so that it
is obtained from (IV.21). In order to get a visual qualitative idea of the accuracy of
the measurement, the graphic of the ideal apparatus signal obtained can be compared
with the one obtained in the experimental record. The more similar the two signals,
the more accurate will be the device*. Examples of ideal signal corresponding to
several values of the characteristic parameters of the device are shown in Fig. IV.2-
IV.5.

r o " in

Fig. IV.2. Apparatus signal corresponding to the following values of the parameters of the Mueller
polarimeter: o, =0° 0, =0° 6, =22.5° 6,=5=90%0,=0,= 1.
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*In chapter VI the principal effects that can induce divergences between the ideal apparatus signal
and the experimental one, are analyzed and discussed.

am—

a " v

Fig. IV.3 Apparatus signal corresponding to the following values of the parameters of the Mueller
polarimeter: o, = 22.5°, 0, =0° 6 =45° 6 = 6,=90° g, =g, = 0.980.

a ™ I LT

Fig. IV.4 Apparatus signal corresponding to the following values of the parameters of the Mueller
polarimeter: o, = 0°, 0, =22.5°, ,=0° 6, =5 =90°% 9, =0,= 1.
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Fig. IV.5 Apparatus signal corresponding to the following values of the parameters of the Mueller
polarimeter: & =45°,0,=0° 6,=90° 6, =5 =90°01=0,= L.

IV.4. Computerized Fourier analysis of the recorded
signal.

In order to obtain the Fourier coefficients corresponding to a tabulated function uy(x)
from a measurement record, we have used a similar algorithm to the proposed by A.
Ralston and H. Wilf [46]. The required data by our subroutine for Fourier analysis
are the following

1- Entire value for N, so that there is an array of 2N + 1 distributed homogeneously
inside the angular range as

2k
2N +1

, k=0,1,2,...,2N (IV.40)

2- Values of the function u(x) for 0 < x < 2m, arranged in intervals of 27t/(2N+1).

3- Order M of the highest frequency harmonic in the Fourier series so that 0 <M <
N.

In our case, M = 14 and the minimum number of required data points is 2M +1 = 29.
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Chapter V

Dynamic method for the analysis of
polarized light
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The study presented in the precedent chapter can be particularized to obtain the
Stokes vector associated with a light beam. We will see that this can be obtained by
means of a calibration of the device for the wavelength of the beam and a record of
the intensity signal of the light beam after passing through the analyzing branch of
the instrument (composed of L, and P»).

V.Il. Analysis device

In section IV.I we have seen that the device for the determination of Mueller
matrices, schematized in Fig. IV.I, can be considered as divided into two parts. One
of them, which contains L, and P, is used for the analysis of the state of polarization
of the light that passes through it. The scheme of the Fig. V.I. shows the device used
for the obtainment of the Stokes parameters corresponding to the light beam under
study.

The Mueller matrix corresponding to the system formed by L, and P, is the matrix B
given in (IV.7). Given an incoming light beam whose Stokes vector S is to be
measured, the Stokes vector U corresponding to the light beam that emerges from the
device is

U=BS (V.1)

and the intensity of the emerging light is given by

U, =D0y,S, +0,,S, +0,,S, +b,;5; (V.2)
-

—_ N
— ~
_— RG
_

—_—

’ ~
" L2 P2 ¢ d

Fig.V.I: Scheme of the dynamic device for the analysis of polarized light.
H: collimated beam of monochromatic light
L2: rotatory retarder
P2: linear polarizer
C2: collector lens
DT: detector
RG: recorder
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From (IV.7) and (V.2), and by using some trigonometric relations, we obtain [20]

U, =A +B sinw+ A cosw+B,sin2w+ A, cos 2w (V.3)

where

w =2,
A =(1+k,)s, +[%(1+k2)+|’2 cos&z}(s1 c0s 26, +5,sin 26,)

B, =(1-k,)[ s,sin2(6, +a, ) +s,sin 2, +5, cos 2a, |-
—2r,8in 6,5, cos 2(6, + ar,)
A=(1- kz)[s0 cos2(6, +a,)+s cos2a, -, sin 2a2]+ (V.4)

+21,8in 6,5, cos 2(6, + ar,)

B, = %(lJrkz)—r2 cos J, +[S1 sin2(<92 +2a2)+ S, cos2(<92 +2a2)]

A = %(1+k2)—r2 cos 5, +[S1 cos2(6, +2a,)-s,sin2(6, +2a2):|

The two angular parameters &, a have not been specified in the previous
expressions. In order to concrete, we will consider a Cartesian system of reference
axes XYZ, so that the light propagates on the Z axis direction, and the polarization
axis of the linear polarizer P, coincides with the X axis. With this choice, & = 0, and

o being the angle formed by the fast axis of L, and the axis X at the initial instant,
the expressions (V.4) are transformed into

A =(1+k,)s, +{%(1+k2)+r2 cos52}s1

B, =(1—-k, )[s, sin2e, + 5, sin 2a, +$, cos 2a, | - 2r, sin 6,5, cos 2a,

A =(1-k,)[s, cos2a, +s, cos 2a, —s, sin 2, |+ 21, sin 5,5, sin 2a, V.5)
B, = [% (1+k,)-r, cosé‘2}+[s1 sinda, +5, cos4a, |

A = [% (1+k,)-r, cos52}+[s1 cos4a, +5, sin4a, |
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By means of the Fourier analysis of the intensity signal Ug, the Fourier coefficients
of the series (V.3) can be obtained. If we know the parameters &, K2, ao, which are
characteristic of the analysis device, it is easy to prove from (V.5) that the elements
of the Stokes vector S corresponding to the light beam under study are

_ B,sinda, + A, cosda,

;(1+k2)—r2 COS 0,

1

_ B,cosda, — A sinda,
, =
;(1+k2)—r2 cosd,

(V.6)
. _ A sin2a, — B, cos2a, —(1-k,)s,
P 2r, sin o,
1
A - 5(1+k2)—|-r2c0552 5,
s, =

2

V.2. Calibration

A procedure to obtain the parameters &, ko, a, is the obtainment of a record when a
beam of X - linear polarized light falls on the device. In this case

O O =

and the Fourier coefficients corresponding to the Fourier analysis of the intensity
signal Ug are

A =i=%(l+k2)+rzcos§2

f
B/ , ’
BI:TI:Z(l—kz)staz, A1=é=2(1—k2)c0s2052 V.7)
B, :%:{%(sz)—rz coséz}sin4a2, A :%:{%(1+k2)—r2 cos52}cos4oc2
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where the coefficients A/, B/ are affected by a global scale factor f introduced by the
instrument response.

The parameters Z;, Z,, h, defined as
Z,=B;sin4a, + A, cosda, + Ay =21 (1+k,)
Z, =Bsin2a, + A'cos2a, =2f (1-k,) (V.8)
h=2,/Z,
let us to obtain &, K, o, f as follows
tan4a, = B, /A

k, =(1-h)/(1+h)

2(1+k,) (V.9)

, 3
Afh_z(l"'kz)

c0s0, =
r
2

To avoid indeterminations in the expressions (V.6) we have to impose the condition

6n#0,m

As we have just seen, the calibration of the analysis device is obtained by the
realization of a record with a beam of X - linear polarized light falling on the device.
By means of the computerized Fourier analysis of the recorded signal, the Fourier
coefficients are obtained, and from them we calculate the parameters of the device
according to (V.9).

The Fourier analysis of the signal is made in a similar way to that shown in section
IV.5. The only difference is the existence of two harmonic terms, so that M = 2.
Thus, the minimum number of data-points required by the computer program of
Fourier analysis is 5.
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V.3. Sensitivity of the apparatus signal with respect to
the calibration parameters

In order to appreciate the influence of the several calibration parameters in the
apparatus signal we have studied it systematically by varying each of the calibration
parameters, and fixing the remainder.

Figures V.2, V.3 and V.4 show the recorded signal obtained by the variations of the
parameters o, & and kj, respectively (dotted line), in relation with the apparatus
signal corresponding to the values a, = 0°, 6, = 90° and k; = 1 (continuous line).
From them we deduce that a variation of the value o, implies a global translation of
the signal (Fig. V.2 shows a variation of +3° in a); the decrease of the value &, is
followed by an increase of the minimums (Fig. V.3), but the increase of the value &
produces a grater elongation of the signal. Finally, the variation of the parameter k;,
generates a significant difference among the values for every two consecutive
maximums (Fig. V.4).

ad

Lo -

fazo £21 BT

Fig. V.2: Apparatus signals corresponding to the following values of the parameters of the device for
the analysis of polarized light

a) Continuous line: o, = 0°, & =90° k, =1
b) Dotted line: o, = 3°, & =90° k, =1
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M=o Bk pret

Fig. V.3: Apparatus signals corresponding to the following values of the parameters of the device for
the analysis of polarized light
a) Continuous line: a, = 0°, & =90° k, =1

b) Dotted line: ap =0°, &, =87° k, =1

We 1

[ " Mz Ll

Fig. V.4: Apparatus signals corresponding to the following values of the parameters of the device for
the analysis of polarized light
a) Continuous line: &, =0° & =90°% k, =1

b) Dotted line: ap = 0°, &, =90° k, =0.97
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Chapter VI

Experimental device
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The dynamic methods for the determination of Mueller matrices and Stokes
parameters described in chapters IV and V require an adequate experimental device
for a practical use. We have developed and performed an experimental assembly that
let us the determination of the Mueller matrices associated with optical media
operating by transmission. By the suppression of one of the rotatory retarders, the
same assembly is also valid for the determination of the Stokes parameters of the
studied light beam.

VI1.1l. General experimental assembly

Fig. VI.1 shows a general scheme of the experimental assembly used as Mueller
polarimeter*.

Now, we make a numeration and description of the components of the device.
(a) He-Ne Laser
(b) Retarder L,
(c) Mechanism producing the rotation of the retarders

(d) Studied optical medium O, whose Mueller matrix M is to be measured

(e) Retarder L,

(f) Total linear polarizer P,
(g) Diaphragm F,

(h) Diaphragm F,

(1) Neutral filter N

(j) Diffuser DF

(k) Interferential filter FI

(1) Electronic device DE, which allows us to determine the origin and period of
the recorded signal

(m)Detector DT
(n) Recorder
(o) Computer

* This experimental set-up is designed to be applied to optical media operating by transmission, but it
can be easily adapted to the study of reflecting and scattering media.
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Fig. VI.1: Scheme of the experimental assembly used for the determination of Mueller matrices and
the analysis of polarized light.

a) He-Ne Laser

b) Linear retarder

¢) Mechanism producing the rotation of the retarders
d) Studied optical medium

e) Linear retarder

f) Total linear polarizer

g) Diaphragm

h) Diaphragm

i) Neutral filter

j) Diffuser

k) Interferential filter

1) Electronic device for the determination of the origin and period
m) Detector

n) Recorder

o) Electronic computer

As source of light we have used a Spectra-Physics He-Ne laser, model 120 A (4 =
632.8 nm).

The using of a laser light beam without expansion as test beam allows us the
realization of a local exploration of the sample placed in the device.

We do not need to use any linear polarizer P; because the light from the laser is
linearly polarized. The linear polarizer P, is a Polaroid HN-22 sheet, whose nominal
values for the principal coefficients of the transmission in intensity for A = 650 nm
are

k=0.48
k'=2-10"°
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and consequently

LSBT
k

This justifies the theoretical assumption of P, as a total linear polarizer. Moreover, as
the orientation of P, remains fixed on each measurement, there are not systematical
errors originated by the different response of the detector for different states of
polarization of the light falling on it. This effect has been proved in laboratory with
several detectors.

We have used Polaroid commercial sheets as the retarders L;, L,. These sheets have
a retardation nominal value of 140 + 20 my, for a wavelength of 4= 560 nm.

The functionality of the diaphragms F;, F, is to avoid the production of multiple
reflections among the several components passed through by the light beam. These
reflections would produce parasitic light beams falling on the detector.

The neutral filter N and the diffuser DF are used to decrease the intensity of light
falling on the detector, in the case of being a photomultiplier.

The functionality of the interferential filter is to avoid the falling on the detector of
ambient light with a wavelength different from the laser one.

A scheme of the mechanism that produces the rotation of the retarders L; and L, is
shown in Fig. VI.2. This mechanism consists of a connection between two exterior
parallel gears, which are moved by a non-synchronic motor (MA) placed against the
front face of the aluminum holder used as support of the device. The motor, with an
approximate power of 200 W, has a velocity of 3.500 r.p.m. This motor transmits the
movement to the steel axis (EA) by means of a parallel gear (EP).This axis rotates
around little bearings, and two motor pinions, (PM1) and (PM2), rotates with it. The
resistant wheels of the gear are the cogged wheels (CD1) and (CD2), which rotate
with two cylindrical screws placed on the holder-sheets (PS1) and (PS2). These
screws rotate on two connections of two ball bearings. We have put these ball
bearings in pairs to avoid lateral movement of the screws. These screws sticks out the
exterior faces, and the carcasses (CS1) and (CS2) are against them, used as holder for
the retardation sheets. By means of a set of three screws we can regulate the
perpendicularity of each sheet with the optical axis of the system.
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Fig. VI.2: Scheme of the mechanism that generates the rotation of the retarders.
MA: Non-synchronic motor
EA: Steel axis
EP: Parallel gear
PM1, PM2: Motor pinions
CDl1, CD2: Cogged wheels
PS1, PS2: Holder sheets
CS1, CS2: Carcasses used as holder of the retarder
LC: Cooper sheet
DE: Shoot electronic device, periodically activated by LC

To keep the consistence of the machinery, the sheets (PS1) and (PS2) are united by
other two lateral sheets (PL1) and (PL2). The set is fixed by means of four “legs” to
the base of the optical bench.

The intermediate space between the cogged wheels let us the placing of the optical

medium to be studied, which can be moved on the XY plane so that its properties in
several points can be studied.
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In order to fix the origin of the detected signals, the electronic device schematized in
Fig. VI.3 has been designed, which contains a coil where Foucault currents are
induced when a conductor is moved near it. The coil is connected to a flip-flop
system that transforms the peaks into a squared-signal.
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Fig. VL.3: Scheme of the electronic device for the determination of the origin and period of the
recorded signals.
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Fig. VI1.4: Scheme of the circuit used to polarize the detector photodiode Harsaw 38.

Fixed to the cogged wheel CD2, there is a small cooper sheet (LC), which
automatically activates the recorder when it passes by the place where the coil is.
Thus, this device is periodically activated with the same period as the signal of the
intensity of the light that falls on the detector DT. The period of time between two
equivalent positions of the measurement device is T ~ 0.1 s.
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We have used a photomultiplier Oriel 7060 as detector DT. It is necessary to
decrease the laser light beam with the help of a neutral filter N and the diffuser DF so
that DT works in linear response regime. Other detector also used is the photodiode
Harsaw 38, polarized according to the circuit shown in Fig. VI.4. This kind of
detector, although cheaper, introduce a certain level of continuous voltage over the
detected signal. This level can be easily determined and must be subtracted from the
recorded signal.

The recorder used is a multichannel analyzer HP 6480B, which records the signal
from the detector and starts the records according to the rhythm of the shoot
electronic device DE.

The work wavelength (A = 632.8 nm) does not correspond to the optimum response
zone of the photomultiplier used here, and thus we need to filter the random noise
originated by the photons falling on it. This is made by means of a number of 2°
signal scans, averaged with an algorithm of the multichannel analyzer. This number
of scans has been considered adequate to obtain a signal/noise ratio high enough (s/N
>100).

We have used a computer HP2000 for the processing of the signal data.

V1.2 Possible causes of errors in the measurements

In this section we analyze the principal possible causes of errors in the measurements
obtained with our experimental device.

- Depolarization of the test light beam [2].

In the theoretical treatment of our dynamic methods of measurement, we
haven’t taking into account the possible effect of depolarization of the test
light beam produced by the several elements of the device, as the rotatory
retarders and the linear polarizer P,. Small specks of dust or imperfections on
the surface of the elements can produce diffraction of the light beam, and thus
a slight effect of depolarization.

- Deviations from the direction of the light beam

The lack of perpendicularity of the surfaces of the elements with respect to
the propagation direction of the light beam provokes a behavior of these
elements different from the theoretically predicted. Otherwise, the angle of
incidence over them and the polarizer P, can change constantly, although
periodically, because of the rotation of the retarders during the measurement.
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We have yet said that the mechanism for the rotation in the retarders has a
device for the adjustment of the perpendicularity of the retardation sheets
respect to the propagation direction of light. However, it is no easy to make
the adjustment with great perfection because of the fact that the sheets are not
perfectly flat, with small inhomogeneities and a certain global curvature.
Otherwise, a perfect adjustment is not desirable because it would produce an
overlapping of the direct light beam with the several reflected beams, which
would fall over the detector and would produce a deterioration of the quality
of the signal. This overlapping is worse than a little defect on the
perpendicularity of the retardation sheets [47, 48], which allows us the
elimination of parasitic beams by means of diaphragms.

The lack of perpendicularity between the retardation sheet L; and the
direction of light propagation has the consequence of a periodic variation of
the orientation of the own axis respect to the impact plane, with the same
period of the signal T = 2n/@. This provokes that the effective values 6; and
ki also vary periodically. The effect produced by the rotation of L, is more
complicated, because the light beam that falls on it varies its angle respect to
the axis Z with a period 2n/a@n and the orientation of the own axis of L,
respect to a fixed axis varies with a period T, = 2n/@, = 4n/5w; = 2T/5. And
thus, as 2 T = 5 T,, the situation is repeated with a double period for each
signal.

One way to estimate the influence of this phenomenon, and to adjust the tilt
of the retarders so that we obtain a minimum influence, is to check visually,
on the screen of the multichannel, the differences in the shape of two
consecutive periods.

Multiple internal reflection in L; and L,

This effect is included in the theory, by considering the retarders L; and L, as
non ideal. The effective values of dj, &, k; and k, are obtained by means of
the calibration.

Imperfections on the mechanical device.

The mechanism for the rotation of the sheets is subject to vibrations during
the measurements and it can produce some disruption reflected in the results.

Calibration errors.

We must carefully calibrate the device because the errors in the characteristic
parameters are transmitted systematically to all the measurements.

Detection errors.
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The dependence of the sensitivity of the detector with the polarization of the
light does not become apparent, because the position of the polarizer P,
remains fixed during each measurement. However, we must be sure that the
detector is working on its linear response zone.

- Errors produced during the processing of the data.

We have seen that the errors produced in the process of the computerized
calculations are of the order of 0.05 % [22] and, as we will see in the next
chapter, the introduction of a high number of data-points of the recorded
signal in the Fourier analysis subroutine does not give us advantages in the
quality of the measurements.

V1.3. Computerized data processing

Each record obtained with the multichannel analyzer is composed of 1000 data-
points, where approximately 713 correspond to a complete period of the recorded
signal. By connecting the computer with a digital voltmeter and the multichannel
analyzer we can insert the data by means of an interface HP-IB (mod. 82937 A), or
we can also connect the computer with the detector.

Once in the computer, the data are stored in files. There are four types of programs
for the treatment of these data.

- MAPAR program for the treatment of apparatus signals obtained with the
device for the determination of Mueller matrices.

- MEREL program for the treatment of the signal corresponding to the studied
optical media.

-  MEPOL program for the treatment of apparatus signals obtained with the
device for the analysis of polarized light.

- STOKES program for the treatment of signals corresponding to studied
beams of light.

V1.3.1. MAPAR program

The aim of this program is the obtainment of the calibration parameters of the device
for the determination of the Mueller matrices.
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Required data:
- Name of the data file corresponding to the apparatus-signal to be processed.

- Number NP of data-point to be inserted into the subroutine for the Fourier
analysis.

- Continuous level introduced in the signal by the detector, if it exists.
The MAPAR program has three parts:
-MAPAR.1.

- By means of a linear interpolation, NP data points are selected among the
total inserted in the file. This interpolation is justified by the relative
proximity between two data-points of the record, and it needs 2NP data-
points, from which are calculated the NP interpolated data.

-MAPAR.2.

- The interpolated data-points are inserted into the subroutine AJTE of
Fourier analysis, and the Fourier coefficients A;, Bj are obtained.

-MAPAR.3.
- The characteristic parameters of the device &, &, ki, ka, 8, 6, o are

calculated from the Fourier coefficients A;, Bj,. It is easy to observe that none
of these parameters depend on the scale factor that affects the signal.

V1.3.2. MEREL program

This program is used to obtain the Mueller matrix M associated with the measured
optical system.

Required data:
- Name of the data file corresponding to the signal to be processed.

- Number NP of data-point to be inserted into the subroutine for the Fourier
analysis.

- Continuous level introduced in the signal by the detector, if it exists.

- Values of the parameters 6y, &, Ky, k2, 61, 6, .
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The MEREL program has three parts or subprograms. MEREL.1 and MEREL.2 are
analogous to MAPAR.1 and MAPAR.2.

-MEREL.3.

- From the coefficients A;, Bj, calculated in MEREL.2, the elements mj; of the
Mueller matrix M are calculated. These elements are obtained by means of
the expressions (IV.20), and are affected by a unique factor, related with the
scale factor of the signal. The program gives as a result the Mueller matrix
My, normalized as My = M/m,,

The programs MAPAR and MEREL are prepared to represent graphically the signal
points.

V1.3.3. MEPOL and STOKES programs

The aim of the MEPOL program is analog to the MAPAR one, and the type of
required data is the same. The MEPOL program let us make a calibration of the
device for the analysis of polarized light, by calculating the parameters &, K, a, with
the equations (V.9).

The Stokes program is analog to MEREL and let us to obtain the Stokes vector S

associated with the studied light beam. This vector is obtained by normalizing S so
that So = 1.
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Chapter VII

Calibration and some results
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In this chapter we present the experimental results corresponding to the calibration of
the Mueller and Stokes polarimeters as well some measurements of Stokes vectors
and Mueller matrices. These results are analyzed and discussed with the help of
several relations and theorems included in chapters II and III. The calibration
measurements are compared with the ideal theoretical results, so that the precision of
the instrument is studied and compared with the obtained by means of other kind of
methods and dynamic and static measurement devices.

The experimental assemblies used for the analysis of polarized light and the
determination of Mueller matrices are described in the previous chapter.

All the results presented in this chapter have been obtained from intensity signals
detected by a photomultiplier and recorded by making an average of 2° scans with
the multichannel analyzer, as indicated in chapter VI.

VI1l1.1l. Determination of Stokes parameters

VI1.1.1. Calibration

According to the expressions (V.9) we have made a calibration of the device used for
the determination of Stokes parameters. In the data processing made by the computer
we have seen that the obtained values for the Fourier coefficients do not change
significantly for different numbers of data-points. The measured Fourier coefficients
are

A =5.804, A'=-0.088, B/=-0.066, A =0.834, B, =1.902 (VIL1)
which lead to the following parameters of the device

a, =106.6° 0, =90.0° k, =0.974 (VI1.2)

In order to make an estimation of the error produced during the calculation of the

Stokes parameters we have considered that the coefficients (VII.1) correspond to the

studied light beam, instead of assuming that the incoming light is linearly polarized

along X direction. By considering (VII.2) as data we obtain the Stokes vector S
corresponding to the beam by means of (V.6). The measured vector components are
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s,=1.000, s,=1.000, s, =0.000, s, =—0.002 (VIL3)

The degree of polarization of the light beam is

G =1.000 (VIl.4)

The results (VII.3-4) must be compared with the ideal values So =S, =1, S, =53 =0,
G=1.

Fig. VII.1 shows the intensity signal obtained experimentally (dotted line) and the
ideal theoretical signal corresponding to the values (VIL.2) (continuous line).
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Fig. VIL.1: Calibration apparatus-signal of the Stokes polarimeter with values au = 106.6°, &, = 90.0°,
k. = 0.974. Experimental signal (dotted line) versus ideal theoretical signal for the same values
(continuous line).

VII1.1.2. Elliptical polarization

To illustrate the behavior of the Stokes polarimeter we have analyzed a light beam
with a certain state of elliptical polarization.

In this particular case, the obtained Fourier coefficients are

A =1.844, A =-0.889, B, =1.313, A =-0.141, B, =0.282 (VIL5)
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(VI1.6)

which correspond to the following Stokes parameters
s, =1.000, s, =0.231, s,=0.275, s,=0.930

The degree of polarization of the light beam is
G =0.997 (VIL7)

In Fig. VII.2 we see the shape of the recorded intensity signal.
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Fig. VII.2: Experimental signal corresponding to an elliptically polarized light beam with Stokes
parameters S, = 1.000, s, =0.231, s, = 0.275, s3 = 0.930.

VI1I1.2. Determination of Mueller matrices

VI11.2.1. Calibration
We have made a calibration of the Mueller polarimeter as indicated in section I'V.2.

The Fourier coefficients are obtained from the analysis of the calibration signal
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A =1.735
A =-0.026 B =0.006
A =-0.008 B,=-0.015
A =-1.065 B, =0.085
A, =-0.068 B, =-0.462
A =0.007  B,=-0.015
A =-0.566 B, =-0.216
A =-0293 B, =1.038 (VI1.8)
A =-0.007 B, =0.011
A =-0.006 B =0.011
A,=0435 B, =-0.474
A, =-0001 B, =0.027
A,=0.006 B, =0.000
A, =-0.003 B, =-0.005
A,=0.005 B, =-0.002

From these coefficients, the following parameters of the device are obtained

6,=27.8°, 0,=-77.0°,
a, =77.4°,

0,=88.4°, 6,=925°,

k,=0.981, k,=0.982.

(VI1.9)

To estimate the error in the values of the elements of the measured Mueller matrices,
we have considered the Fourier coefficients of the apparatus-signal as the
corresponding to a Mueller measurement, in such a manner that we have obtained the
Mueller matrix from (IV.23), using (VIL.9) as the values of the parameters of the
device. This measured Mueller matrix is

1.000 0.004 0.000 0.002
—-0.004 1.021 0.003 0.007

M= (VI1.10)
0.002 0.003 1.004 -0.007

—0.009 0.000 0.008 0.998

126



For an ideal and perfect measurement device, the Mueller matrix obtained by means
of this self-calibration procedure should be the identity matrix because the signal of
light intensity has been obtained without any optical medium placed as a sample.

The values of the norm and the values of the polarization and depolarization indices
corresponding to this measured matrix are

I, =2.012, G, =0.992, G, =0.009, Gf =0.012 (VIL.11)

A complete period of the intensity signal takes up 713 data-points in the record. The
coefficients (VIL.8) have been obtained by selecting 513 data-points by means of
linear interpolation. This interpolation is justified by the proximity among the
original data-points of the record.

As said in chapter VI, the minimum number of data-points to insert into the Fourier
analysis subroutine is 29. By selecting only 29 data-points we obtain Fourier
coefficients very similar to the (VIL.8). The obtained matrix in this case is

1.000  0.000 -0.005 0.000

0.000 1.018 —-0.010 0.002
M= (VII.12)
0.006 -0.009 1.000 -0.010

-0.009 -0.003 0.007  0.998

The comparison between (VII.10) and (VII.12) tells us that the number of data-points
used for the calculation of Fourier coefficients does not affect significantly to the
results, and we can consider these results as acceptable even for a minimum number
of 29 data-points.

From the signals corresponding to four series of records made in similar conditions
and by considering each apparatus-signal as the problem signal, we have calculated
the respective Fourier coefficients, and from them we have obtained the respective
calibration parameters as well as the corresponding Mueller matrices. By making a
statistical study of the results we have obtained the following values

0, =27.6°10.8°, 6, =-77.1°£1.0°,
a, =77.1°+0.3°

0, =88.7°10.6°, o, =92.3°+0.6°
k, =0.978+0.006, k, =0.984%0.005

(VI.13)
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1 0.002£0.002 -0.000£0.002 —0.001+0.003

Mo —0.001+£0.002 1.013+0.001 —0.002+0.005 0.004+0.007 Vil
| 0.003£0.002 -0.003£0.004 1.009+0.011 —0.003+0.006 (ViL14)

—-0.007£0.004 0.005£0.009 0.008£0.007  0.998+0.002

These results reveal a good reproducibility on the measurements, with an average
accidental error of approximately 0.5 % in the determination of the elements of the
Mueller matrices.

By comparing (VII.14) with the identity matrix, which would be the result obtained
with an ideal and perfect instrument, and taking into account the accidental and
systematical errors, we can estimate a mean error less than 1 % in the results.

In Figures VII.3-VIL5 several apparatus-signals obtained experimentally (dotted
line), are represented combined with the corresponding ideal apparatus-signals
(continuous line). These graphics give visual information about the quality of the
experimental set-up.

- v T T
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Fig. VIL.3: Calibration apparatus-signal of the Mueller polarimeter, with values 6, =27.8°, 6, =-77.0°,
0, =88.4° 8 =92.5° a,=77.4°k; =0.981, k, = 0.982. Experimental signal (dotted line) versus ideal
theoretical signal for the same values (continuous line).
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Fig. VIL.4: Calibration apparatus-signal of the Mueller polarimeter, with values 6, = 28.5°, & =-78.5°,

6 =88.4° & =91.5° a, =76.7°, k; = 0.971, k, = 0.980. Experimental signal (dotted line) versus ideal
theoretical signal for the same values (continuous line).

Bso " ' Pz I
Fig. VIL5: Calibration apparatus-signal of the Mueller polarimeter, with values 6, =26.6°, &, =-75.9°,

01 =89.6° & =92.9°, a, = 77.2° k; = 0.966, k, = 0.991. Experimental signal (dotted line) versus ideal
theoretical signal for the same values (continuous line).
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VI1l1.2.2. Commercial retarder

We present here the results corresponding to the measurement of the Mueller matrix
associated with a Polaroid commercial linear retardation sheet, with a nominal
retardation value of 140 + 20 mu for a wavelength of 4 =589 nm.

The Mueller matrix M, obtained for a certain orientation of the retarder axes

respect to the reference axes is

1.000 0.012 0.004 0.033

0.014 1.035 -0.162 0.181
M, = (VI.16)
! 0.000 -0.115 0.182 0.971

0.004 -0.143 -0.984 0.129

from which we obtain
I, =2.031, G, =0.983, G, =0.014, G. =0.036 (VII1.17)

In the case of neglecting the small effects of partial polarization and depolarization,
that is, if we consider that the following conditions are fulfilled in (VII.16)

m,,M,; =0, i=1,2,3; then, as we have seen in section II.4, the medium behaves

as an ideal retarder.

From (II1.30) we obtain
A =80.0°, w=1.2°, v =-0.5° (VI1.18)

The retarder preserves invariant the states of polarization with azimuth ¥ and
ellipticity =w, introducing between them a retardation phase A.

Because of |®| = 0, the retarder behaves as a linear retarder.

With the help of (II1.36.c-d) we can calculate the ratio k between the principal
coefficients of transmission, and we obtain

k=0.975 (VI1.19)

As expected, the value k is slightly different from the unity, because the retarder is
not ideal.

The intensity signal corresponding to this measurement is represented in Fig. VIL.6.
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Fig. VIL.6: Experimental signal corresponding to a commercial linear retarder with parameters A =
80.0°, ¥=-0.5°,k=0.975.

To study the operating of the device and the calculation apparatus, we have made

another record with the same optical medium, but with a different orientation respect
to the device. The measured Mueller matrix is

1.000 -0.010 0.000 0.019
-0.016 0.335 0402 -0.852

L= (VI1.20)
2 -0.002 0.360 0.799 0.525
0.006 0875 —-0460 0.114

from where

A=82.8°, w=1.3°, v =30.2° (VI.21)

These results are in good accordance with (VIIL.18) because A and @ are not

significantly different in both cases. The value of ¥ has changed because the
orientation of the optical medium has changed.
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VI11.2.3. Commercial linear polarizer

In this case we have considered a Polaroid HN42 commercial linear polarizer as the
sample under measurement.

The measured Mueller matrix Mp for a certain orientation of the polarization axis of
the polarizer respect to the reference axes of the polarimeter is

1.000 -0.856 -0.668 —0.018

—-0.864 0.685 0.520 -0.007
M, = (VI1.22)
—-0.675 0.534 0413 -0.003

-0.007 0.045 -0.015 -0.005

The measured values of the norm and indices corresponding to Mp are
I, =2.033, G, =0.976, G, =0.897, Gp =0.917 (VI11.23)

If the small effect of depolarization is neglected and considering that, according to
(VIL22), M} ~M,, (mé1 +mg, + Mg, )1/2 ~m,,; then, in agreement with section
I11.4, the matrix Mp corresponds to a polarizer with parameters

0=0.0° v=19.0°, k=0.041 (VI1.24)
These results indicates that this system is a linear polarizer (0= 0°).
In Fig. VIL.7, where the intensity signal corresponding to Mp is represented, we can

see that (except for slight differences) the signal is doubly periodic. This is a
characteristic property for systems whose last element is a total linear polarizer.
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Fig. VIL.7: Experimental signal corresponding to a linear polarizer with parameters v=19°, k= 0.041.

VIl1.2.4. System of two linear retarders.

We have obtained the Mueller matrix associated with a system composed of two
Polaroid commercial quarter-wave linear retarders for a wavelength 4 = 598 nm. For
a certain position of the axes respect to the reference ones, the measured matrix is

1.000  0.002 0.001 -0.031

-0.008 0.659 0.057 0.850
= (VI1.25)
0.004 -0.320 -0.905 0.215

0.044 0.759 -0.375 -0.507

so that

I, =2.026, G, =0.982, G, =0.045, G; =0.031 (VI1.26)

These results indicate that the behavior of the system is similar to the behavior of an
elliptic retarder with parameters

A=151.2°, w=25.7°, y =—-4.3° (VI11.27)
The ratio k between the principal coefficients of intensity transmission is
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k=0.938 (VI1.28)

which tells us that the effect of partial polarization is bigger now than in the case
with one retarder of the same kind.

The intensity signal corresponding to My, is represented in Fig. VIL.S8.
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Fig.VIL.8: Experimental signal corresponding to a system with two linear retarders equivalent to an
elliptic retarder with parameters A= 151.2°, = 25.7°, ¥=-4.3°, k= 0.938.

VII1.2.5. System with three linear retarders

The Mueller matrix experimentally obtained for a system composed of three
commercial linear retarders of the same kind as the analyzed in section VII.2.2, for a
certain orientation of its own axes respect to the reference ones is

1.000 -0.035 0.019 0.014

—-0.002 0.619 -0.205 0.777
(VI1.29)
0.048 0.817 0.163 —-0.607

-0.032 0.027 0990 0.313

3L T

from where

134



I, =2.043, G, =0.970, G, =0.042, G; =0.062 (VI1.30)

The matrix M3, approximately corresponds to an ideal elliptic retarder with
parameters

A=87.2°, w=154°, y =12.9° (VIL.31)

The effect of partial polarization, which produces a behavior different than the one of

an ideal retarder, is given by

k=0.919 (VI1.32)

The shape of the intensity signal corresponding to this case is shown in Fig. VIIL.9.
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Fig. VIL.9: Experimental signal corresponding to a system with three linear retarders equivalent to an
elliptic retarder with parameters A= 87.2°, = 15.4°, ¥=12.9°, k=0.919.

If light passes through the same system in the reverse direction we obtain the

following matrix
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1.000 -0.008 -0.014 0.028

, -0.029 0.594 0.854 —0.056
M, = (VI1.33)
0.017 -0.200 0.259 -0.977

—-0.008 -0.807 0.535 0.309
which approximately corresponds to an elliptic retarder given by
A =853°, w=-159°, w=13.1° (VI1.34)

These results are in agreement with the reciprocity theorem T12 (in the formalism
SMF). If the direction of the light through the optical medium is reversed, the
obtained Mueller matrix M3’ must satisfy the relations (I1.76) and (I1.77) respect to
M. Thus, as expected, the parameters 4, @ are similar to the obtained in (VIL.31),
and the sign of ¥ in (VIL.34) is opposite to the sign of ¥ in (VIL.31) but with
approximately the same value of the modulus.

According to the reciprocity theorem TR, the differences between the values (VIL.35)
and (VIL.36) respect to the corresponding to (VIL.29) and (VIL.31), can be due to a
lack of perpendicularity of the sample, and to an inexact reciprocity because of the
internal reflections whose effect can be distinguished according to the direction of
the light through the system.

VI1.2.6. System composed of a polarizer and a retarder.

We have applied the Mueller polarimeter to the study of a system composed of a
Polaroid HN42 linear polarizer and a Polaroid linear retarder with nominal
retardation value 140 + 20 mp for A = 560 nm.

For a certain orientation of the eigen-axes of the retarder and polarizer respect to the
reference axes we have measured the following Mueller matrix

1.000 0.861 0.426 0.188
0.935 0.816 0403 0.201

M,, = (VI1.35)
0.315 0.280 0.156 0.018

0.009 0.001 -0.012 0.008

from where
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I, =1974, G, =0.982, G; =0.985, G, =0.977 (VI1.36)

The application of the theorem T8 together with (II1.26) or (II.36), gives us the
following parameters for the equivalent system

A =854°, A,=17°, v=93°, £=21.9°, k,=0033.  (VI.37)

Taking these results to the expression (II1.23) we see that the system behaves as the
following

R()L(&,A,)P(0,k )R(-V)L(0,A,)

and taking into account that A, = 0, y = v, we see that we have a linear retarder and

a linear polarizer whose axis of polarization has an angle £ with the fast axis of the
retarder, and an angle —v with the X axis of reference.

The light beam passes first through the retarder, and then through the polarizer, and
the matrix Myp can be expressed as follows

M,, =M (—)M, (0,k )M, (&,A )M, (V) (VI1.38)

The intensity signal corresponding to Myp is shown in Fig. VIL.10, and it can be
observed that the total period of the signal is formed by two almost equal semi
periods. This fact occurs when the last element of the analyzed system is a total
polarizer.
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Fig. VII.10: Experimental signal corresponding to a system composed of a linear polarizer and a linear
retarder categorized as L (31.2°, 85.4°) P (9.3°, 0.033).

To check the quality of the results we have made another record with an inverse
order of the elements and reversing their orientations respect to the reference axis.

The measured matrix is

1.000
0.876
P71 0.486
0.199

0.843
0.733
0.393
0.145

0.587
0.503
0.281
0.121

0.029
0.042
0.020
0.008

(VI1.39)

The application of the theorem T9 together with the expressions (III.15), takes us to

an equivalent system categorized as
P(a.k )L(0.5)

so that

M,, =M, (6,6)M, (a.k,) (VI1.40)

where

0=87.0°, 6=32.0°

a=174°,

k., =0.026 (VI1.41)
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The value of din (VII.41) corresponds to the value of 4, in (VIL.37). The difference
between the values is not necessarily caused by a lack of precision in the
measurements, because in (VIL.38) and (VII1.40) we have supposed an ideal retarder.

In Fig. VIL.11 we see the graphic of the intensity signal corresponding to Mpy, in
which is observed that the number of maximums and their positions are the same as
in Fig VIL.9, corresponding to Myp.

e

Fig. VIL.11: Experimental signal corresponding to a system composed of a linear polarizer and a linear
retarder categorized as P (17.4°, 0.026) L (32.0°, 87.0°).

V11.3 Discussion

Among the static methods for the analysis of polarized light we can emphasize the
techniques of null ellipsometry. These techniques get a precision of the order of 0.01°
in experimental measurements of angular parameters [2]. However, these techniques
are not useful for the determination of Mueller matrices [23]. Some authors have
proposed dynamic devices for the determination of Mueller matrices, but there are
few references about the development and experimental building of such devices. In
this sense it is worth mentioning the work of Thomson et al. [24], in which is
described a device with four electro-optic modulators. The calibration operation of
this device requires the use of several tests, with certain combinations of polarizers
and retarders whose properties are previously known.
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The precision cited for the measurements obtained with such device is of order of
3%.

The experimental results obtained with our device let us estimate a precision better
than 1% in the values of the elements of the Mueller matrices.
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Chapter VIlII

Conclusions
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We have developed a dynamic method for the analysis of the polarization of the
light, which let us the measurement of the Stokes parameters of a given light beam
and the measurement of the elements of the Mueller matrix associated with any
medium active to the polarization. Both kinds of measurements are based on the
Fourier analysis of the signal of light intensity supplied by the device.

The measurement of the state of polarization of a light beam is made by means of a
device composed of a rotatory linear retarder and a fixed linear polarizer.

The device for the measurement of the elements of the Mueller matrices is composed
of two fixed linear polarizers and two linear retarders that rotate in planes
perpendicular to the direction of propagation of the light beam, with the sample
medium placed between the two rotatory retarders.

The analysis of the recorded signal requires a previous self-calibration operation,
which is made from the signal generated by the device in vacuum, not being
necessary external calibration patterns.

We have discussed the possible values of the relation between the angular velocities
of rotation of the rotatory retarders, and we have found that the most suitable value is
5/2.

To obtain the maximum physical information in the measurements of the
characteristic polarimetric parameters of the material samples, we have made a
theoretical study of several aspects of matricial representation, which have taken us
to original contributions. Among them, we can emphasize the following:

1) The study of the restrictive relations among the elements of a Mueller
matrix, which has let us to state the following theorem: “Given a Mueller

matrix M, the necessary and sufficient condition for M to correspond to a

non-depolarizing optical is tr(MTM) =4m;,”. We have interpreted this

theorem in the Jones and Coherence Vector formalisms.

i) We have established reciprocity theorems in the Stokes-Mueller and
Coherence Vector formalisms.

i) We have established equivalence theorems that allow the design of
rotators, compensators and retardation modulators from linear retarders.

v) Also, to know the behavior of an optical medium respect to the change in
the grade of polarization, we have defined a series of parameters called
Factors and Indices of Polarization and Depolarization, characteristic of
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the considered optical medium and obtainable from the associated
Mueller matrix.

The dynamic methods for the analysis of polarized light and for the measurement of
the elements of Mueller matrices introduced by us are concreted in an adequate
experimental device designed and developed with the following characteristics:

i)

iii)

As source of test light we use a He-Ne laser, which let us the local
exploration of the samples, which is very useful in the study of
inhomogeneous media.

The rotatory retarders are commercial sheets, whose values of principal
retardation and transmittance are not prefixed. These values are calculated
during the self-calibration operation.

The device has an electro-mechanic system that let us fix the origin and
determine the period of the signals. Once detected by a photomultiplier
and recorded by a multichannel analyzer, these signals are submitted to a
computerized Fourier analysis.

In order to know the limitations and to analyze the sources of errors in the
measurements obtained with our experimental device, we have made a study of
several records of self-calibration and measurement of the Mueller matrices
associated with several optical systems. From this, we conclude:

i)

iii)

In the obtained experimental results there are systematical errors
originated, we think, by the depolarization caused by the diffraction of the
test light beam during the passing of the light through the several
components of the device, and by the lack of perpendicularity of the
surfaces of the rotatory retarders respect to the direction of propagation of
the light beam.

The reproducibility of the measurements and the estimated systematical
errors let us be obtain an average relative error lower than 1% in the
determination of the elements of Mueller matrices by means of our
device.

And finally, several equivalence theorems, relations among the elements
of Mueller matrices, and the usefulness of the Indices of Polarization and
Depolarization, have been experimentally verified with the determination
of Muller matrices achieved with our device.
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