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Estimacion de error local para el método de
elementos finitos aplicado a las ecuaciones de Euler
en un flujo alrededor de un perfil aerodinamico

RESUMEN

Este proyecto investiga técnicas de estimacién de error a posteriori para el método de
elementos finitos, aplicadas a un caso de interés en la industria aeronautica. El estimador
de error objeto del estudio utiliza el método variacional de las multiescalas. La ventaja de
este método reside en que se evita la resolucién de ecuaciones diferenciales para estimar
el error. Este método ha resultado eficiente en el estudio de ondas de choque en flujos
supersonicos. En el presente proyecto, se pretende analizar el comportamiento de este es-
timador de error en régimen subsénico para las ecuaciones de Euler.

Para este tipo de estudios es necesario comparar el error estimado con el error real. La
eleccién de los perfiles de Joukowski para este estudio se justifica no solo en su relevancia
en la historia de la aerondutica, sino en que ademas, haciendo uso de una transformacién
conforme en variable compleja en combinacién con el método de Poggi, tienen una solucién
analitica conocida para flujo potencial compresible.

Se ha estudiado el estimador de error con respecto a gran cantidad de parametros como
pueden ser, el nimero de Mach del flujo, las matrices de tiempos intrinsecos, tando del
flujo como del estimador de error y la norma elegida para el calculo del residuo. También
se han usado distintas geometrias para asegurar la repetibilidad de los resultados.
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Capitulo 1

Introduccion

Los métodos computacionales son una de las tltimas herramientas a disposicion del
ingeniero especializado en mecéanica de fluidos. Se empezaron a desarrollar a mediados del
siglo XX tras la irrupcién de los computadores. En un principio se limitaron a apoyar o
a extender resultados empiricos. Hoy en dia son capaces de ofrecer soluciones confiables a
modelos fisicos plasmados en ecuaciones diferenciales y a pesar de su relativa novedad, se
han integrado de una manera muy notable en los mas variados procesos industriales. El
rapido desarrollo de los ordenadored] ha supuesto un aumento de su capacidad de calculo
al mismo tiempo que un abaratamiento de su coste.

La mecanica de fluidos es un campo donde los métodos computacionales son de gran
utilidad y al mismo tiempo suponen un gran reto. Ambas situaciones se deben a la gran
complejidad de los modelos matematicos que describen el comportamiento de los fluidos.

Hay que recordar que las soluciones analiticas que existen en mecénica de fluidos o
bien sirven para geometrias muy sencillas, o bien asumen hipétesis simplificativas que des-
virttian la soluciéon obtenida. Sin embargo, Los métodos de CFDA se adaptan a cualquier
geometria y permiten abordar el problema con toda su complejidad a cambio de tiempo de
computacién. También pueden ser una poderosa herramienta de diseno en campos como
la aerodinamica externa de vehiculos, ya que permiten que sélo en las iltimas iteraciones
del diseno sea necesario el uso de maquetas o prototipos para ensayar en tuneles aero-
dindamicos, produciéndose asi un ahorro considerable en costes.

1La ley de Moore dice que cada dos afios se duplica la cantidad de transistores que se pueden integrar por
unidad de superficie, sin un aumento significativo del coste del dispositivo. Esta ley se ajusta prefectamente
a los datos historicos desde los anos 70 hasta nuestros dias. Se prevé que siga cumpliéndose hasta el afio
2015.

2 Fluidodindmica Computacional
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1.1. Estimacion de error

La estimacién de error es uno de los campos de investigacion de mayor interés en CFD.
Hoy en dia, los métodos computacionales son fiables, utiles y cada vez mas rapidos, de tal
manera que ya estan plenamente integrados en el proceso productivo. La estimacién de
error surge como una mejora natural de los mismos. Como en otros campos de la ciencia
o de la ingenieria, es deseable conocer con qué margen de error se ajustan a la realidad los
calculos o incluso los resultados de un experimento. En los métodos experimentales, una
medida no se considera completa sin una estimacion del error cometido. La tendencia en
los métodos CFD deberia ser la misma, ya no sélo por una cuestién de rigor cientifico, sino
porque, como veremos mas adelante, una correcta evaluacién del error puede suponer un
ahorro considerable en el coste computacional (y por tanto econémico) de las simulaciones.

Las soluciones obtenidas por los métodos computacionales en general y el Método de
los elementos finitos en particular, dependen fuertemente de la discretizacion, ya sea del
dominio espacial (geometria) o temporal. En este trabajo nos centraremos en el Método
de los elementos finitos y en la influencia de la discretizacion espacial.

Se sabe que para una malla infinitamente densa, la solucién por elementos finitos con-
verge a la solucion exacta del problema. En general, cuanto mas densa es la discretizacién,
mejor es la soluciéon obtenida, aunque su coste computacional es mayor. La elecciéon de la
malla surge por tanto del compromiso entre la precisién de la solucién requerida y el coste
computacional que se esta dispuesto a asumir. La estrategia de mallado mas interesante
es aquella en la que se concentran mayor niimero de elementos en la zona donde estos son
necesarios. Asi, se impone mayor resolucion en las zonas donde los gradientes son intensos.
Cabe destacar que obtener el mallado adecuado seria trivial si tuviesemos ya una solucion
donde se observen todos los fenémenos relevantes.

Es en este punto donde tradicionalmente ha entrado en juego la intuicion y experien-
cia de la persona que estd resolviendo flujo, que observando con atencién los resultados,
tras un proceso iterativo que muchas veces es largo y tedioso, puede obtener una malla
adecuada para la resolucién del problema.

Las técnicas de estimacion de error pueden desempenar un papel crucial en esta situa-
cién. Para esto es necesario que el estimador de error sea local. Si se conoce el error de la
simulaciéon en cada punto con fiabilidad, y se relaciona dicho error con el tamano de los
elementos de la malla, se podria elegir un umbral de error que se considere aceptable y
elaborar una malla que obtenga ese resultado. Actuando asi se obtendrian simulaciones
con un error controlado aumentando la densidad de la malla sélo donde sea necesario. A
esta estrategia se le llama Mallado adaptativo.
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Figura 1.1: Mallado adaptativo

Se observa en la Figura [I.I] cémo se ha pasado de una malla inicial bastante uniforme
y tosca a una bastante mas refinada. En esta tltima, el tamano de elementos no es uni-
forme, intuyéndose la presencia de varias capas limite muy bien resueltas por el mallado
adaptativo. Es curioso comprobar el hecho de que una malla bien resuelta puede servir
para “adivinar” la solucion del problema.

Este trabajo estudia Estimadores de Error basados en el Método Variacional de las Mul-
tiescalasf A grandes rasgos, obtiene una aproximacion del error local cometido tomando
como entradas una malla de elementos finitos y los resultados correspondientes a la simu-
lacion. Ya se ha demostrado su fiabilidad para problemas de flujo de Euler bidimensional
compresible y supersonico. En este proyecto se pretende estudiar su comportamiento en
flujo compresible subsénico. Ademas tiene un coste computacional muy bajo. Esta tltima
cuestion es crucial, ya que existen métodos de estimacion de error con un coste superior al
de la computacién del problema. A lo largo del documento se expondran las caracteristicas
de este estimador.

1.2. Objetivos

El objetivo de este proyecto de fin de carrera es evaluar y caracterizar un estimador
de error para el método de los elementos finitos basado en el Método variacional de las
Multiescalas, estudiando un caso de flujo de Euler subsonico. La evaluacién consiste en la
comparacion del error estimado por el VMSEE con el error exacto. Es conveniente hacer
notar en este punto que el estimador de error da como resultado una norma del error en
cada elemento. En sucesivos apartados se expondra adecuadamente la definicién de este
residuo en el contexto de los elementos finitos.

También se busca caracterizar el VMSEE estudiando su comportamiento frente a la
variacion de diversos parametros, tanto extrinsecos, es decir, relacionados con el flujo que
se estudia; como intrinsecos o relacionados con las variables del método.

3A partir de ahora VMSEE
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Los parametros que se van a estudiar son:

= Dependencia con el niimero de Mach.
= Dependencia con respecto al tamano del elemento.
= Dependencia de la eficiencia del error con el error exacto cometido

= Se estudiaran distintas geometrias, en este caso perfiles de la familia de Joukowski,
para asegurar la repetibilidad de los resultados

= Dependencia con respecto a la matriz de tiempos intrinsecos del método estabilizado

= Dependencia con respecto a la norma elegida para el calculo del residuo

1.3. Metodologia

Para evaluar el estimador de error es necesario establecer un patrén de comparacién
para saber como de bueno es el método. En nuestro caso se ha elegido una simulaciéon de
flujo de Euler en condiciones subsénicas alrededor de un perfil aerodinamico, el perfil de
Joukowski. Este ultimo presenta la ventaja de tener una solucion analitica bastante facil
de calcular y que es valida para nimeros de Mach bajos en flujo subsénico. Con objeto de
poder explicar como se ha desarrollado el proyecto, es necesario adelantar la definicion de
la eficiencia del estimador de error.

Sea la descomposicién de la solucién:

u=1u+u

siendo u la solucion exacta del problema, « la solucién obtenida por el método de elemen-
tos finitos y u’ el error exacto. E1 VMSEE estima el valor de la norma del error 7.

Asi la eficiencia del estimador de error [g; se define como

e

e _ 1
T u—a

Qe

donde 7° es la norma del error estimado para un elemento y ||u — @||qe es la norma del
error exacto.
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La estrategia de investigacion en el proyecto se ha desarrollado de acuerdo con los
siguientes pasos:

= Creacion de un perfil de Joukowski.

Obtencién de la solucion exacta del flujo alrededor de este perfil.

Creacién de una malla de elementos finitos y solucion del problema.

Célculo de las eficiencias de acuerdo con la definiciéon anterior.

Postproceso y andlisis de los datos.



Capitulo 2

Estimacion de error mediante el
Método Variacional de las
Multiescalas

A lo largo del presente capitulo se va a describir el método de estimacién de error basado
en la formulacion variacional de las multiescalas. Las técnicas de remallado pueden basarse
en alguna de estas tecnologias.

= Indicadores de error basados en la segunda derivada.

No estiman el error, sino que aprovechan una caracteristica conocida de la solucion
exacta. Se sabe que la solucion exacta de la ecuacion diferencial es suave, es decir,
sus derivadas son continuas. Cuanto mas se aleja la solucién por elementos finitos de
esta caracteristica, podemos suponer que peor aproxima a la solucién del problema.

= Estimadores del error a posteriori. Se resuelve realmente una ecuaciéon mas o menos
simplificada del error utilizando los resultados de una simulacién de elementos finitos.

e Explicitos o basados en el residuo. Se caracterizan por su bajo coste compu-
tacional. Se pueden clasificar en:

o Locales.
o Globales.

e Implicitos o basados en problemas auxiliares, basados por ejemplo en la re-
solucion del problema dual o del problema adjunto. Implican la solucién de
ecuaciones diferenciales. Se pueden clasificar en:

o Locales.
o Globales.

= Métodos de recuperacion.

El VMSEE es un estimador de error a posteriori explicito para fluidodinamica compu-
tacional. Es un método con muy bajo coste computacional con el que se han obtenido
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buenos resultados para la ecuacién del transporte tanto unidimensional como multidimen-
sional, (Hauke y otros [2006]); asi como para la ecuacién de Euler en flujo supersénico. El
estimador de error esta basado en un modelo que introduce aproximaciones propias de los

métodos estabilizados.

Estimador
de
error

/"/ --\\

! \ .

! Remallador j#------roomimmmm oo oo oo Error estimado
\ 7/

N o/

Figura 2.1: Flujo de datos

Antes de introducir detalles de su formulacién matematica, se describira su funcio-
namiento integrado en un proceso de remallado, que sin duda es el uso mas importante
desde el punto de vista de la ingenieria. De esta manera nos podremos hacer a la idea
de la potencia del método. A la vista de la Figura 2.1, para obtener una estimacién de
error, es necesario alimentar al estimador de error con una malla de elementos finitos y su
solucién. El estimador de error da como resultado una aproximacion a la norma del error
cometido en cada elemento.

Es interesante hacer notar que para una malla de alrededor de 2000 elementos, el
tiempo de computacion para resolver el flujo por elementos finitos es del orden de las
decenas de minutos, mientras que el del estimador de error apenas llega al segundo. Es
decir, el coste computacional de este método es despreciable con respecto al resto de los
procedimientos implicados en la solucién de un problema por el método de los elementos
finitos. Esto supone una gran ventaja con respecto a otros estimadores de error.

2.1. Formulaciéon matematica

2.1.1. Formulacion débil y formulacion fuerte del problema
Formulacién fuerte

Podemos escribir las ecuaciones de conservacion de masa, momento y energia para un
fluido compresible no viscoso como:



CAPITULO 2. METODO VARIACIONAL DE LAS MULTIESCALAS 2.1. FORMULACION MATEMATICA

dp B
9,
%+V~(wu)+Vp:0 (2:2)
a tot
’gt +V - [(pe' + p)u] = 0 (2.3)

donde p es la densidad del fluido, u es la velocidad, p es la presién y et la energia total por
unidad de masa. Esta tltima se puede descomponer en dos contribuciones: energia interna
y cinética. e = e +u - u/2. La ecuacién (23)) se puede simplificar ain més teniendo en
cuenta que:

V- [(pe™ + p)u) = V - {p’u (e“’t +u-u/2+ %)} =V- (puh + pu"T“> (2.4)

donde h es la entalpia por unidad de masa.

En el caso bidimensional,tenemos cuatro ecuaciones diferenciales acopladas con cinco
incognitas, p, u, p, y h. Dado que las variables de estado estan relacionadas por la ecuaciéon
de estado, en realidad hay cuatro variables independientes. Dos de ellas correspondientes
a la velocidad y otras dos son variables de estado cualesquiera.

La formulacién queda completa con las pertinentes condiciones de contorno, ya sean
naturales o esenciales.
Formulacién débil

Las ecuaciones de Euler se pueden expresar en forma conservativa como

oU  OF; _

0 (2.5)

donde U = [p, u, v, pe*'] es el vector de variables conservativas. El segundo término es la

divergencia del vector de flujo advectivo. Se puede escribir en funcién de las incégnitas:

OF; OF;0U . oU
Asi nos queda
ou . oU
o + A,a—xi =0 (2.7)

Para construir la formulacion débil de la ecuacion anterior, basta con multiplicarla por
un conjunto de funciones test W adecuado e integrarla en todo el dominio espacial €2,
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quedando el problema reducido al siguiente enunciado: encontrar U tal que satisfaciendo
las condiciones iniciales y las condiciones de contorno esenciales, cumpla:

[ (5 + 45, )| =0 28)

para todo W perteneciente a un espacio funcional apropiado.

En este caso se usa establizacién por el método SUPG, que resulta adecuada para
flujos principalmente convectivos. Esta formulacion pretende paliar el efecto de la difusién
numeérica transversal a las lineas de corriente. Sin entrar en demasiados detalles, esto
consiste en modificar las funciones de test de Galerkin tradicionales con un nuevo término
consistente en aplicar el operador convectivo sobre las propias funciones de test.

W =W + TTAZ'T w

8@-

Las diferentes formulaciones de la matriz de estabilizacién 7, van a ser de gran impor-

tancia en este trabajo, ya que no solo influyen en la formulacién de elementos finitos, sino

que también aparecen en la formulacion del estimador de error. También recibe el nombre

de matriz de tiempos caracteristicos, ya que sus elementos incluyen cocientes entre velo-
cidades y longitudes caracteristicas, quedando asi con dimensiones de tiempo.

(2.9)

Manipulando la ecuacién (2.8)) teniendo en cuenta lo anterior tenemos

oU oW Ll L TOW [(OU
[)(W-E—d—%-m)dﬂ+;/er A, dxi-(§+ﬂ)dge+£W-Fidr_o

(2.10)
A continuacién se pasara a una notacién mas compacta y general para la formulaciéon
de elementos finitos.

Formulacién de elementos finitos

Introduciremos una nueva notacién para la la Ecuacién (2.I0). Las comas en el subindi-
ce indican derivacion parcial, y se aplica el convenio de suma sobre los subindices repetidos.
Como ya hemos comentado anteriormente, U es el vector de variables conservativas y F';
es el flujo advectivo en la direccién 1.

U,+F;;=0 (2.11)

Podemos expresar la Ecuacién (Z.I1)) en funcién de un conjunto de variables indepen-
dientes cualesquiera Y, por ejemplo, Y = (p,u,v,T)T. Aplicando la regla de la cadena,
Ay=U,y y A; = F,y de forma que

A0Y7t + AZY’Z - 0 (212)
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El método final que se empleara para resolver las ecuaciomes es el método estabilizado
discontinuo en el tiempo [Hauke y Hughes [1994], Hauke y Hughes [1998].

Sea un dominio espacio temporal, con el intervalo I =]0, T'[ subdividido en N subinter-
valos |t,, t,11[. Para cada uno de ellos definimos @Q,, = Q2 x I,, y P, = I' x [,,. Finalmente
se descompone el dominio (), en n., elementos ). La formulacién de elementos finitos
consiste en encontrar Y € S tal que VW € V| para cada Q,,, n =0,--- , N — 1, cumpla la
siguiente ecuacion.

/ (W, -UY) W, Fi(Y))dQ

n

[ W) U () - W) U (05.) a0

nel

+ Z / (L"W) - 7LY dQ =

—W - F,(Y)n;dP
Py
La primera integral y la ultima corresponden a la formulacion de Galerkin en funcion
de las variables Y. El término correspondiente a SUPG estd escrito en funcién del operador
L que se define

0 0
L=Aog g
y su traspuesto £
0 0
T _ A AT
£ 0 At ' Ox;

Estos dos operadores apareceran en la formulaciéon del estimador de error.

2.1.2. Estimacién de error por el VMSEE

Como se ha comentado anteriormente, el Método Variacional de las Multiescalas se
basa en una descomposicion de la solucién en dos escalas

Y(z)=Y(z)+Y'(2) (2.13)
Y'(

Con Y (z) solucién de elementos finitos e Y’ (1) error cometido en la solucién del problema.

La idea subyacente en este método es que se puede aplicar la formulacién débil a cada
una de las variables. A través de la manipulacién de estas ecuaciones quedan tres maneras
posibles de estimar la norma del error en funcién exclusivamente de los residuos y de la
matriz de escalas temporales.(Hauke y otros [2011], y [Hauke y otros [2006])

10
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s Standard:
1Y (@)1, 00) = 176 (LY );1lL. 00) (2.14)
m Naive
1Y ()|, (0.) ~ meas(Qe) " 7p,i5 X (LY )| L) (2.15)
= Upper bound
1Y ()|, (0.) ~ meas(Qe) 771,45 % (LY )]l Loc(c20) (2.16)

De las expresiones anteriores podemos deducir varias caracteristicas anteriormente ex-
puestas:

= El VMSEE no da como resultado el error de elementos finitos, sino su norma en
un elemento. Muchas veces a lo largo del documento, por abuso del lenguaje, nos
referiremos a la norma del error simplemente como error estimado.

= El error estimado es local. Hay un valor por cada variable y elemento.

» S6lo depende de Y, la solucién de elementos finitos. Por tanto es un método a
posteriori.

» El termino LY es el residuo de la solucién de elementos finitos. Es por tanto un
método explicito. Esta es la razén por la que el VMSEE tiene un coste computacional
tan bajo, ya que sélo necesita calcular la norma del residuo y multiplicarla por la
matriz de escalas temporales.

= A lo largo de este documento se usan tres matrices de escala temporal 7;;. Cada una
de ellas supone una nueva variante del método.

= Ademsds para cada valor de r hay una norma distinta, cuyas definiciones son:

Il = [ |- 149
Qe

|- ooy = / ()20

= Finalmente, cada una de las Formulas (2.14)),(2.15) y (2.16) suponen una familia de
métodos.

Resumiendo, en este trabajo se han estduiado 18 variantes del VMSEE.

11



Capitulo 3

Flujo alrededor de un perfil de
Joukowski

Como se ha expuesto en el capitulo anterior, para el desarrollo del proyecto serd ne-
cesario comparar la solucién de un problema de flujo de Euler subsonico alrededor de un
perfil alar mediante el Método de los Elementos finitos, con la solucion exacta del mismo,
a fin de obtener el error que se estda cometiendo. En este proyecto se utilizara la solucion
para un perfil de Joukowski.

Borde d Cuerda
agqt?e e Borde de

salida
(BA) \/ B.S)

¥

Figura 3.1: Partes de un perfil simétrico

Perfil

Cilindro Cilindro Joukowski

incompresible compresible

Compresible

Figura 3.2: Obtencién de la solucién exacta

La transformacion de Joukowski es un mapeado conforme que permite trasladar la
solucién de un flujo potencial alrededor de un cilindro a la de una geometria con forma de
perfil alar. La solucién del flujo ideal (no viscoso e incompresible) alrededor del cilindro es
bien conocida. Mediante el método de Poggi (Anexo [Al), se obtiene una solucién para flujo
de Euler compresible. Dicha solucién también deriva de un potencial, por lo que aplicando
sobrrta ella la transformacién de Joukowski, se obtiene el flujo alrededor del perfil.

12
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3.1. Transformacién conforme

Desde un punto de vista matemadtico, la transformacion de Joukowski es una aplica-
ciéon o mapeado conforme. Como tal, se caracteriza porque es un cambio de coordenadas
que conserva los angulos. Se suele estudiar en analisis complejo ya que, como veremos a
continuacion, presenta propiedades muy ttiles.

Sea U un conjunto abierto perteneciente al plano complejo C. Se dice que:

w(z): U € C — C Es una aplicacién conforme si y sélo si 3 ccll_w y ccll_w #0  (3.1)
z z

Tiene una propiedad muy interesante con respecto a las funciones arménicas. Dada la
o(z,y), se dice que es arménica si cumple la ecuacién de Laplace:

d*¢  d*¢
—+—=0 3.2
dx? + dy? (3:2)
O de manera mas compacta:
Vi =0 (3.3)

Se cumple que la imagen a través de una aplicacion conforme de una funcién armoénica,
es también armdnica. Sea z = z(w) un mapeado conforme que transforma el dominio D
del plano z, en un dominio D; en el plano w. Sea ¢1(g, h) una funcién arménica en Dy:

o +d2¢1
dg2 | dn?

Entonces, aplicando la transformacion dada por:

~0 (3.4)

z=z2(w) = g(z,y) +ih(z,y) (3.5)

Tenemos que ¢(z,y) = ¢1(g9(z,y), h(z,y)) es también arménica en D, es decir:

d>¢  d?*¢
i T dp
Esta caracteristica es particularmente ttil para resolver la ecuacion de Laplace,ya que
permite transformar un problema de geometria muy complicada en otro de geometria mas
sencilla cuya solucién sea més asequible. Viendo la Figura 3.3 se puede observar como se
transforman las condiciones de contorno.

0

13
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Figura 3.3: Transformacién conforme.

Condiciones de Dirichlet:

(907 ho) AR (x07y0)
¢1(90> h’O) =k —— gb([lj'O’ y()) =k

Condiciones de Neumann:

(glahl) — (xlayl)
do _ o, 9
dn dn1

d . . ..
Donde ﬁ es la derivada en direccién normal a un contorno dado.

3.2. Transformacion de Joukowski

El método para obtener la solucién analitica consiste en proyectar un perfil aerodinami-
co del plano fisico z = x + iy, sobre un cilindro en un plano ficticio w = g+ ih, para el que
se conoce la solucion del flujo potencial. La ecuacién que rige el flujo potencial bidimen-
sional es la ecuacion armoénica. Por lo tanto, debido a las propiedades de la transformacién
conforme, podremos usar la solucion del cilindro para obtener el campo de velocidades del
perfil alar. En este apartado se explicara el proceso de obtencién, tanto de las coordenadas
de un perfil de Joukowski, como del campo de velocidades que le corresponde.

Cabe destacar que existen varias versiones de la transformacién de Joukowski. La que
se va a usar a lo largo del proyecto es la que propone [Katz y Plotkin [1991], porque utiliza

14



CAPITULO 3. PERFIL DE JOUKOWSKI 3.2. TRANSFORMACION DE JOUKOWSKI

como parametros dos valores que se aproximan a la espesor maximo y a la cuerda del perfil
respectivamente.

A Av

Uso Us
— —»

(—u,0)

(a) Plano del cilindro (b) Plano del perfil

Figura 3.4: Transformacion de Joukowski

Se observa en la Figura[3.4 que se estd tratando un caso particular simétrico del perfil
de Joukowski. La velocidad aguas arriba del perfil es paralela a la cuerda del mismo.

La transformacién de Joukowski queda descrita por las siguientes ecuaciones

z = w+a—2
- 16w
w = —eafd
b= %(1—1—6) (3.6)

a: Aproximadamente la cuerda del perfil.

e: Aproximadamente espesor maximo del perfil.

b: Radio de la circunferencia.

p: Coordenada del centro de la circunferencia en el eje real.

3.2.1. Obtencién de las coordenadas del perfil

Aplicando la férmula a los puntos de un cilindro de radio b y centro (—pu,0), ob-
tendremos un perfil de cuerda aproximadamente a y espesor maximo aproximadamente €.

La Figura[3.Hrepresenta la geometria del perfil que més se va a utilizar a lo largo de este
estudio. Estas coordenadas se introduciran en el preprocesador para obtener una malla que
resolver por elementos finitos. Eligiendo un perfil simétrico sumergido en un flujo paralelo
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S N 03
0.2
0.2
0.1
\ 01
|
° 0 \>
I R E—
o1 -0.1
-0.2
-0.2
\—/ o 3'0 6 0.4 0.2 [ 0.2 0.4 0.6
03-04 -03 -0.2 -0.1 [ 0.1 0.2 03 0.4
(a) r=10.275, p = —0.025 (b) C = 1.0, e~ 0.1

Figura 3.5: Caso base

a la cuerda, se consiguen varias ventajas. En primer lugar, el coste computacional de la si-
mulacién es la mitad, y en segundo lugar, se evita tener que imponer la condicion de Kutta.

3.2.2. Obtencién de la solucion analitica para flujo potencial

A continuacién, se obtendra una solucién analitica para el campo de velocidades del
perfil de Joukowski. Sea el potencial complejo en el plano del circulo ¢(w) y su velocidad
compleja U(w). Los resultados en el plano fisico son:

¢(2) = ¢[z(w)]
Como ) = dé .
w) = T .
tenemos que )
U(z) = U(w) (3.8)
dw

La solucién del flujo potencial alrededor de un cilindro U(w) se obtiene mediante el
método de Poggi, que se detalla en el Anexo [Al Mediante este método se obtiene el perfil
de velocidades para flujo compresible partiendo del perfil de velocidades para flujo incom-
presible, que es ampliamente conocido.

Por tanto, para obtener la velocidad compleja U(z) de un punto del plano fisico de
coordenadas z = x + iy, es necesario calcular sus coordenadas w = g + ih en el plano del
cilindro. Para ello serd necesario calcular la transformacion inversa a la ecuacion B.6l A
través de sencillas manipulaciones algebraicas obtenemos la ecuacion [3.91

/ w2
siz >0

_\/p2_a%
z) = — 55—,
- (3.9)

) = ;\/i_T’ siz<0

w(
w(z) =
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CAPITULO 3. PERFIL DE JOUKOWSKI 3.3. MODELO COMPUTACIONAL

Por las propiedades del flujo potencial, la componente horizontal de la velocidad
u(z,y) = Re(U(z)) y la vertical v(z,y) = —Im((U(z)). El campo de presiones p(z,y)
se obtiene con la ecuacion de Bernouilli.

Figura 3.6: Campo de velocidades en las proximidades del perfil

El campo de velocidades se puede observar en la Figura [3.6l

3.3. Modelo computacional

En este apartado se pretende ilustrar como se obtuvo la solucién al flujo de Euler
subsonico mediante el método de los elementos finitos. En el Capitulo 2 se describe bre-
vemente la ecuacion de Euler y se hace una breve introduccion tedrica al Método de los
Elementos finitos. La solucién de un problema por elementos finitos consta de las siguientes
fases:

= Creacién de la geometria.

Imposicion de las condiciones de contorno.

Mallado.

Eleccién de los parametros de la simulacién.

Simulacion.

Para realizar las tres primeras fases se ha utilizado el programa comercial GiD. GiD
es un preprocesador multipropésito para el método de elementos finitos. Proporciona una
infraestructura para el disenio de la geometria y para el mallado. Permite programar, tan-
to las condiciones de contorno necesarias para resolver el problema, como la salida del
programa. Asi, se adapta a cualquier cédigo de elementos finitos. En nuestro caso, se han
programado las condiciones de contorno de Euler el interfaz con el “solver” ENSA.

Posteriormente se realiza el postproceso de los datos, consistente en transformar los
datos obtenidos en informacién 1til. Como se ha comentado en el Capitulo 2, los resultados

17



CAPITULO 3. PERFIL DE JOUKOWSKI 3.3. MODELO COMPUTACIONAL

de las simulaciones se utilizan como entrada para el estimador de error y para calcular la
norma del error exacto, obteniéndose asi la eficiencia del estimador.

3.3.1. Creacién de la geometria

Consiste en modelar el dominio fluido donde se va a aplicar el método de elementos
finitos.

a

Figura 3.7: Geometria y condiciones de contorno

En caso de flujo de Euler alrededor de un obstaculo, es necesario mallar una gran
porcion del espacio que lo rodea. Esto es debido a que la ausencia de fenémenos difusivos
hace que las perturbaciones aguas abajo del perfil tarden mucho en desaparecer, lo que
fuerza a que las condiciones de contorno de salida (B) tengan que estar lejos. En nuestro
caso se ha elegido un radio Rg.m = 300 para una cuerda a = 1, ya que a esas distancias el
flujo se puede considerar imperturbado.

Dado que la velocidad aguas arriba del perfil es paralela a la cuerda del mismo, se tiene
que tanto la geometria, como las condiciones de contorno, presentan simetria con respecto
al eje x. Por tanto, solo es necesario simular la mitad del dominio.

La geometria del perfil se ha modelado interpolando mediante N URBH! los puntos del
perfil de Joukowski obtenidos por el procedimiento descrito en la seccién B.2.1l Este hecho
introduce una fuente de error que se comentard en el Capitulo 4.

INURBS (acrénimo inglés de la expresién Non Uniform Rational B-splines) es un modelo matemadtico
muy utilizado en la computacién grafica para generar y representar curvas y superficies.
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3.3.2. Imposicion de las condiciones de contorno

Como se observa en la Figura 3.7 el dominio esta delimitado por cuatro lineas. Para

resolver el flujo, es necesario imponer unas condiciones de contorno que determinen el
problema.

= Entrada(A)

Poo = 1.0

1.0

0.0

= Salida (B)
Poo

» Perfil (C)

- —
v-n =20

Uso =
Voo —

Flujo mésico nulo.

= Eje de simetria (D)
v=20

Flujo masico nulo.

Una vez tenemos la situacién de las condiciones de contorno que se van a imponer,
necesitamos saber el valor numérico de las mismas. Se sabe por andlisis dimensional, que
el flujo de Euler alrededor de un perfil alar depende del ntimero de Mach, M y de la
relacién de calores especificos 7y (ver Anexo [Bl). En nuestro caso, siempre vamos a simular

aire, por tanto v = 1.4. El flujo queda entonces perfectamente caracterizado mediante el
nimero de Mach.

Uss
M=—
c
_ R
R=—
%74
c= 1/ ’yRT
p = pRT
Siendo:
c:  Velocidad del sonido en el gas.
R: Constante de los gases. R = 8.314 krri)JIK
U: Velocidad.
W: Peso molecular del aire. W = 28.97 kf;il
p:  Presion.
p:  Densidad.
T: Temperatura.

19



CAPITULO 3. PERFIL DE JOUKOWSKI 3.3. MODELO COMPUTACIONAL

Manteniendo fijas Uy, = 1.0 y ps = 1.0, para cada valor de M, quedan determinados
los valores de p y T (Tabla B]). Por tanto, controlaremos el ntimero de Mach de la
simulaciéon modificando la presion aguas abajo del perfil. La condicion sobre la temperatura
se usard como condiciéon inicial

M Py T

0.1 7.14285 x 10' 2.4857 x 1071
0.2 1.78571 x 10! 6.1943 x 1072
0.3 7.93650 x 10° 2.7525 x 1072

Tabla 3.1: Mach, temperatura y presion

3.3.3. Mallado

El mallado es simplemente la discretizacién del dominio fluido donde queremos resolver
el problema. En el capitulo de introduccién, se ha hablado con cierta profundidad de la
relevancia del mismo. En nuestro caso, se han seguido los siguientes criterios para realizar
la malla. El mallado del perfil, particularmente en el borde de ataque, ha de ser extre-
madamente denso. La influencia de esta zona es muy importante en los resultados de la
simulacién, un mal mallado no solo traeria consigo los problemas inherentes a un tamano
grande de elemento, sino que distorsiona la condiciéon de contorno que se estd imponiendo.
Sobre esta cuestion, se abundaré en el Capitulo 4.

La densidad de mallado ird disminuyendo gradualmente conforme nos alejamos del
perfil por dos razones. En primer lugar, para tener distintos tamanos de elemento en la
malla, pudiendo hacer asi estudiar la influecia del tamano en la eficiencia y por supuesto,
para disminuir el coste computacional de la simulacién.

En GiD se pueden asignar tamanos de elemento a puntos, lineas y superficies, asi como
regular las transicién entre distintos tamanos de elemento. Se ha asignado un tamano
extremadamente pequeno al borde de ataque(tp, = 0.0005), al perfil se le ha dado un
tamano algo mds grande (t, = 0.0005) y para el resto de la malla se han dejado crecer
libremente los elementos con transiciones no demasiado forzadas. Para las simulaciones se
han elegido cuadrilateros no estructurados bilineales. El aspecto de la malla es el siguiente:

2A priori puede chocar que se hable de condicién inicial en un flujo estacionario. La razén es que la
implementacién del método de elementos finitos que se utiliza determina los estacionarios a través de la
simulacién del flujo transitorio.
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0.01

0.005
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[
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(c) Detalle borde de ataque.

Figura 3.8: Mallado



Capitulo 4

Validacion y limitaciones

El presente capitulo trata de la validacién y las limitaciones de este trabajo. Pretende
ser un control de calidad del proyecto. Tiene dos partes muy bien diferenciadas. En la
primera se examina la implementacién del VMSEE, ya que un error en la misma invalidaria
todo el trabajo posterior. En la segunda parte se discute lo adecuadas que son las pruebas
disenadas para caracterizar el VMSEE.

4.1. Validacion del codigo

Hay que remarcar que en este epigrafe no nos referimos al modelo matematico del
estimador de error, sino al programa informéatico que lo ejecuta. Existe la posibilidad real
de que un error de programacién estropee los resultados obtenidos por el método. En este
epigrafe se pretende comprobar si se ha programado lo que se queria programar. Ademas
de examinar el c6digo fuente exhaustivamente y de comparar los resultados obtenidos con
otra implementacion del método, se realizaron dos comprobaciones mas:

= Rotacion de la malla
= Comprobacién de una malla simétrica.

La idea subyacente de ambas comprobaciones es muy parecida. Los resultados del es-
timador de error y de las eficiencias deben permanecer invariantes al someter la malla a
estas transformaciones. Si esto no se verifica, existe un error de programacion.

En el caso de la rotacién de la malla, fue necesario girar los nodos y los resultados de
la simulacién. En el caso de la comprobacién de simetria, fue necesario generar nodos y
resultados con simetria especular con respecto a la malla original, y hubo que eliminar
los nodos pertenecientes al eje de simetria para evitar duplicidades. Se ha de notar que
al aplicar la simetria especular, se altera el cambio de coordenadas locales tipico de los
elementos finitos, por lo que fue necesaria la reordenacién de los nodos en cada elemento
“reflejado”.
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Todas esta “fontaneria” se tuvo que realizar mediante sencillos programas ad-hoc, ya
que, al usar mallas no estructuradas, no estaba garantizado que el remallado propuesto
por GiD tuviese sélo las transformaciones deseadas.

En ambos casos se comprob6 que antes estas modificaciones no habia ninguna respuesta
sospechosa.

4.1.1. Error en la condicion de contorno

La base de nuestros estudios radica en comparar el la norma del error exacto obtenido
en una simulacién, con la norma del error predicho mediante el estimador de error. Como
se ha comentado en el Capitulo 2, el VMSEE no da cuenta de los errores en las condiciones
de contorno. La norma del error exacto la hemos definido anteriormente como ||Y; —Y ;.
Y, es obtenida a partir de las férmulas exactas, mientras que Y; se obtiene por el método
de elementos finitos. Pero atencion, el método de elementos finitos en realidad no utiliza
como condicién de contorno el perfil, sino una aproximaciéon del mismo. Esto es una fuente
de error que el VMSEE no evalia y por tanto, es susceptible de distorsionar los resultados.

by

La T xT; Ty

Figura 4.1: Error en el mallado

Puede llamar la atencién el hecho de que en la Figura 4.}, en algtin caso los nodos de
los elementos no pertenecen tambien al perfil de Joukowski que se estda mallando. Desgra-
ciadamente, esta es la situacion real, ya que GiD representa la geometria como una linea
NURBS, que en general, no pasa por los puntos de interpolacién que se han utilizado para
generarla. Luego el mallado si que pasa por puntos de la NURBS.

Se propone la siguiente siguiente férmula como métrica de la calidad del local de un
elemento de los que forma el perfil:
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S0 (y(2) — g(2))?da
(fy(x) dl)2

con (y(x;),x;) coordenadas de un punto perteneciente al perfil e (g(x;),x;) coordenadas
de un punto pertenecientes a la frontera mallada del perfil. La idea subyacente en esta
métrica es promediar el error en la malla al cuadrado con respecto a la longitud del arco
al cuadrado.

La version discretizada seria:

Q:c |local -

Oy o it [ (557 — g (255
S (vlien) — () + (i — )

Esto permitiria trazar mapas de calidad del mallado del perfil.

5 (4.1)

Algo muy parecido ocurre con la condicion de Euler. En la ecuacién exacta, la condicion
de contorno impone que la velocidad en cada punto del perfil es tangente a la superficie
del perfil, con vector director v,,; mientras que en la solucién de elementos finitos, en cada
nodo perteneciente al perfil, la condicién de contorno nos dice que la velocidad y el vector
unitario v,, son codireccionales; segin se observa en la Figura .

Figura 4.2: Error en la condicién de Euler

v,, se calcula de la siguiente manera:

Il—] _ /Del + 1662
n=————
2

Siendo los v,,, vectores unitarios en la direccién de la frontera del elemento e; a los que
pertenece el nodo n. Una medida del error local seria:

(4.2)

cos(¢pp) = v, - O, (4.3)
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La solucién a estos problemas de precisién es obvia, aumentar la densidad del mallado.
Sin embargo, en el ambito de este proyecto, esta solucion puede ser problematica, ya
que resta libertad sobre la malla que vamos a elegir. Podria ser interesante ver como
se comporta el estimador cuando las proximidades del perfil no estan muy densamente
malladas. En este caso, tendriamos que contar con la posible contribucion del error estos
errores, distorsionando asi los resultados del experimento.

En cualquier caso, gracias a los parametros aqui presentados, podemos asegurarnos de
que estamos estableciendo comparaciones entre mallas de calidad similar.

4.2. FError de convergencia

Como se ha referido en el Capitulo 3, la manera de resolver problemas estacionarios
por la implementacion que se ha usado del Método de los Elementos Finitos es simular un
transitorio que evoluciona hasta un estado estacionario. Esto puede ser origen de error,
ya que nuestro estimador de error sirve para soluciones estacionarias. Puede ocurrir que
se aplique el estimador sobre una solucion que tiene “buen aspecto” pero que todavia no
ha convergido suficientemente. Esto produce una distorsion en los resultados.

En cualquier caso, a la hora de comparar resultados, es bueno que la convergencia

sea similar. Afortunadamente ENSA, en su output, tiene un indicador de convergencia
mediante la reduccion relativa del residuo global.
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Capitulo 5

Resultados

En el Capitulo 1 de este documento se enunciaba el objetivo de este proyecto: la
caracterizacion del VMSEE y el estudio de la influencia de una serie de factores en su
funcionamiento. Para ello ha sido necesario realizar gran nimero de simulaciones. A lo
largo del presente capitulo se pretende justificar las simulaciones que se han realizado y
presentar los resultados obtenidos mas relevantes.

5.1. Presentacion de los resultados

La principal magnitud de interés en este estudio es la eficiencia del estimador de error
para las variables p, u y v. El resultado en bruto de cada uno de los experimentos realizados
es la eficiencia para cada variable y elemento. Se define la eficiencia como:

e

e Ui

Y-yl

Qe

Con [, la eficiencia del estimador, 7 la norma del error estimado para un elemento y
IIY; — Yi||qe es la norma del error exacto.

Tal volumen de datos es muy poco manejable, por lo que se han desarrollado distintas
estrategias:

= Mapas de color de la eficiencia local para cada una de las variables.
Los mapas de color dan una informaciéon muy precisa en cuanto a la localizacion de
las zonas con distintas eficiencias, pero a veces se puede hacer dificil la comparacion
entre un nimero modereadamente alto de casos.

= Eficiencias globales. Se definen como:

Iglobal — Zeil 7]@'67 Iglobal _ Zeil Ufi 51
L > 7 7 PR I T oy T A
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IS < 0.1 Intolerable
0.1 <I% <05  Deficiente
0.5 < I <20 Optima
2.0 < I% < 5.0 Conservadora
5.0 < I < oo Sobrestimado

Tabla 5.1: Categorias C} de eficiencia

La eficiencia global evalia con un solo ntimero la calidad del estimador. Esta es su
principal ventaja, pero también su gran defecto. Tiene tres problemas: evidentemen-
te no da una idea de la distribucion espacial del error, que es una caracteristica
fundamental si se ha de usar el error estimador para el remallado; en segundo lugar,
se ha observado que valores en un unico elemento pueden tener gran impacto en
esta medida de la eficiencia y, en tercer lugar, por construccion, al ser el cociente
entre sumas de las normas del error estimado y el error exacto, hay un efecto de
compensacion artificial de los fallos.

= Histogramas

Los histogramas dan una informacién bastastante precisa y flexible sobre la distri-
bucién de la eficiencia y permiten comparar facilmente muchos datos a la vez. Segin
se observa en (0.2]), fx es el ratio respecto al drea total de la suma del area de los
elementos que entran en la categoria C}. La interpretacion practica de Cj esta de-
tallada en la Tabla B0l La eleccion de las categorias estd determinada por el hecho
de que, como se ha comentado anteriormente, se pretende usar el estimador como
parte de un proceso de remallado. Esto supone que los limites de cada clase se han
fijado arbitrariamente, pero clasificando los elementos desde el punto de vista de la
seguridad.

1

Q
total I15:€Cy,

Jiu = Qe (5.2)

A su vez, los histogramas pueden ser:

e Globales
Abarcan todo el campo fluido

e Locales
Se extienden en una semicircunferencia de radio 2.5 unidades con centro en el
punto medio de la cuerda del perfil.

Se ha procedido de esta manera porque ,como podemos ver en la Figura [5.1] el error
en zonas lejanas al perfil es extremadamente bajo y por tanto las eficiencias en esa zona
tendréan escasa relevancia. Este comportamiento ya ha sido observado para el VMSEE
aplicado en un caso de flujo supersénico [Hauke y otros [2008].
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o
error_| x
E 1E-05 06 0.005
1E-06 0

1E-07 -0.005
001

> 04

0z

200

(a) Dominio completo (b) Detalle perfil.

Figura 5.1: Error exacto en P. M =0.1,e =0.15,7 =1y 7. =5

A lo largo de todos los casos estudiados, la variable que peor comportamiento ha
mostrado ha sido la velocidad, ya que se ha observado que en las zonas mas cercanas
al obstaculo el VMSEE tiende a subestimar el error. En este capitulo la mayoria de los
ejemplos seran presentados sobre esta variable.

5.2. Estudio basico

A continuacion se explican todos los casos que se han tratado en el proyecto. Entende-
mos como un caso distinto la combinacién de una simulacién de elementos finitos; variacion
de geometria, Mach y 7; y un conjunto de pardmetros del VMSEE; norma, 7. y modelo de
estimador. Teniendo en cuenta esto, se han estudiado 486 casos, por lo que forzosamente
se tendran que presentar los mas representativos.

VMSEE FEM
Terror Modelo Norma Mach Geometria THow
75 Standard I 0.1 CilindroR=5 n
Ts Naive ! 0.2 Perfil, e = 0.1 Ts

79 Upper bound Lo 0.3 Perfil, e = 0.2 79

Tabla 5.2: Casos estudiados

5.2.1. Repetibilidad o consistencia

Cuando se desarrolla un método numérico es necesario estudiar si funciona para cual-
quier caso o si por contra, sélo funciona en un ntimero limitado de casos. En este trabajo,
se evalia el desempenio del VMSEE como estimador de error para flujo de Euler compre-
sible alrededor de un obstéculo, con objeto de determinar si seria un método ttil para
estudios aerodindmicos industriales.

Para asegurar la repetibilidad, se ha simulado el flujo alrededor de tres geometrias
distintas que podrian ser un caso industrial. Dos de ellas son perfiles de Joukowski y la
tercera es un cilindro de seccion circular. Como ya se ha senalado en el Capitulo 2, poseen
una solucién analitica para flujo de Euler. Se podrian haber elegido otras geometrias que
no ofreciesen las dificultades en cuanto a la condicién de contorno senaladas en la seccién
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4.2, como flujo alrededor de esquinas u otros con soluciéon analitica, pero estos no se ajus-
tan tan bien a los casos clasicos en aerodinamica de flujo alrededor de obstaculos.

a

Figura 5.2: Cuerda a y espesor €

Cuerda Espesor Radio

Cilindro - - 0.5
1.0 0.10 -
Perfil 1.0 0.15 -
1.0 0.20 -

Tabla 5.3: Geometrias de estudio

A la hora de evaluar los resultados de estas pruebas, seria necesario fijar un criterio
de rechazo de los test, es decir, determinar cuando se considera que las diferencias entre
el comportamiento del estimador de error para las distintas geometrias son distintas. En
nuestro caso el criterio serd cualitativo, de tal manera que se evaluaran estos dos aspectos:

s Similitud de la distribucién frecuencial de la eficiencia.

= Similitud de los mapas de color.

En los mapas de color de la Figura[5.3] se observa que hay problemas de baja eficiencia
en los primeros elementos cercanos a la condicién de contorno para ambas geometrias.
Esto es mas o menos esperable ya que, como se ha comentado en el Capitulo 4, el VMSEE
no tiene en cuenta los errores en la condiciéon de contorno. En el histograma de la Figura
5.4l se observa que no hay graves disparidades en los resultados. Es importante hacer notar
una vez mas que se ha elegido un caso representativo de los muchos que se han estudiado.
En todos ellos se manifiesta este tipo de comportamiento.

Puede resultar llamativo que no se usen las eficiencias globales, pero se ha observado
que en algunos casos, el error incluso en un elemento altera notablemente el resultado.

5.2.2. Dependencia con el nimero mach

Como ya se ha comentado en Anexo [Bl gracias al andlisis dimensional sabemos que
una vez fijado que el fluido es aire, el problema depende tinicamente del nimero de Mach
del flujo imperturbado. Por consiguiente, es interesante estudiar el comportamiento del
VMSEE si variamos este parametro.
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errL2-u

(b) Perfil e = 0.15

Figura 5.3: Eficiencia de la velocidad u, norma Lo, M = 0.1, modelo standard

Segiin se puede comenta en el Capitulo 3 y tal y como se desarrolla en el Anexo [Al
contamos con soluciones para flujo compresible bastante exactas para nimeros de Mach
bajos. Se ha simulado para M = 0.1, M = 0.2 y M = 0.3. Para poner en contexto esta
limitacion, hay que tener en cuenta que a temperatura ambiente y presion atmosférica, a
esos numeros de Mach corresponde una velocidad entre los 125 y los 370 Km/h.
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0.7

Circulo mm—
Perfil £20.10 m—
Perfil £=0.15 m—
0.6 B

05 1

04 4

Frecuencia

03 4

02 1

01 1

Buckets(Eficiencia)

Figura 5.4: Eficiencia Ly de la velocidad w, M = 0.1, 7y = 1, 7. = 5 para cada geometria.
Radio=2.5

0.7
M=0.1, p m—
M=0.2, p m—
M=0.3, p mmw—m
0.6 M=0.1, u s
M=0.2, u
M=0.3, u
M=0.1, v s
05 | M=0.2, v m— |
: M=0.3, v

0.4

Frecuencia

0.3

0.2

0.1

Buckets(Eficiencia)

Figura 5.5: Eficiencias L, de la presion para los distintos Mach, modelo standard
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5.2.3. Dependencia con respecto a los parametros del método

En el Capitulo 2 se describe someramente el VMSEE y los pardmetros de los que
depende, es decir, matrices de escala temporal, diseno del estimador y norma utilizada
para el calculo del residuo. Se han combinado cada uno de estos factores para estudiar la
eficiencia de cada uno de los estimadores resultantes.

Matrices de tiempos intrinsecos 75 y T

Como se ha comentado en el Capitulo 2, la matriz de escalas temporales es un parame-
tro presente tanto en la formulacién del método de elementos finitos (74) como en la del
estimador de error (7). Asi pues, se plantea el estudio de su influencia combindndolas por
pares para el flujo y el error. Se estudiaran tres 7 distintas, la clasica 7, y dos disenadas
para flujos con Mach bajo, 79 y 75; teniendo asi nueve combinaciones para cada norma,
como se observa en la Figura

Frecuencia
Frecuencia

Buckets(Eficiencia)

(a) p

°
]
e
5]
H
3
3
[

T=9,Tc=5 mmamat
75,1675  m—

Buckets(Eficiencia)

(c) v

Figura 5.6: Despliegue de casos para todo 7. y 75, € = 0.15, modelo standard y M =
0.1,Norma L2

32



CAPITULO 5. RESULTADOS 5.2. ESTUDIO BASICO

Norma

Se han usado dos maneras distintas de calcular la norma del residuo:

L= [ 1evae
Qe

L, = / (LY;)2dN

Se observa en la Figura [5.7] que en general, la norma Lo obtiene eficiencias mas altas que
las de la L.
Modelo de estimador

En el Capitulo 2 se describen tres disenos del estimador de error, naive, clasico y upper
bound. Tal y como hemos procedido a lo largo de este trabajo, generamos otros tres casos
de estudio.

0.6

Standard L1 s

Standard L2 meses
Naive L1

05 Naive L2 mmm—

Upper Tau Med L1

Upper Tau Med L2

Frecuencia

Buckets (Eficiencia)

Figura 5.7: Eficiencia de la velocidad uw, M = 0.1, 74 = 1, 7. = 5 para los distintos modelos
de estimador y normas

Se observa que el modelo upper bound funciona bastante bien como cota superior
mientras que el naive y el standard intentan ajustar mas al valor exacto.
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(a) Standard (c) Upper-bound

Figura 5.8: Velocidad u, norma Ly,7fy = 1, 7. = .

5.3. Estudio en profundidad del caso base

Para este apartado se hard un estudio en profundidad del caso base para los tres
modelos de estimador. Se procede de esta manera porque se ha considerado que el com-
portamiento como cotas de los tres modelos, (normal<naive<upper bound), puede ser de
mucha utilidad a la hora de desarrollar un algoritmo de remallado.

Geometria Joukowski € = 0.15

Mach 0.1
Norma Lo
T f T1
Te Ts

Tabla 5.4: Caso base

Segin se comento en el Capitulo primero, se va a estudiar la influencia de diversos
factores sobre la eficiencia de cada elemento. Se estudiaran principalmente dos:

= La influencia del tamano del elemento.

= La influencia de la norma del error exacto.
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5.3. ESTUDIO EN PROFUNDIDAD DEL CASO BASE

Influencia del tamano del elemento

L2(Eficiencia)
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Figura 5.9: Eficiencias de p
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5.10: Eficiencias de u

10000

Superficie elemento

(b) Naive

Figura 5.11: Eficiencias de v
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Influencia del tamano del norma del error de la variable

L2(Eficiencia)

L2(Eficiencia)

L2(Eficiencia)

100 100 100
10 10 10
1
= 1 = 1
o
K 0.1 K 0.1
001 a a
g g
= 0.01 = 0.01
0.001
0.0001 0.001 0.001
le-05 0.0001 0.0001
le-07 le-06 le-05 0.0001 0.001 le-07 le-06 le-05 0.0001 0.001 le-07 le-06 le-05 0.001
L2(Error exacto) L2(Error exacto) L2(Error exacto)
(a) Standard (b) Naive (c) Upper-bound
Figura 5.12: Eficiencias de p
100 1000 1000
10 100 100
10
1 = = 10
:
0.1 3 3 |
) 0.1 a
g g
0.01 = = 0.1
0.01
0.001 0.001 0.1
0.0001 0.0001 0.001
le-07 le-06 le-05 0.0001 0.001 le-07 le-06 le-05 0.0001 0.001 le-07 le-06 le-05 0.001
L2(Error exacto) L2(Error exacto) L2(Error exacto)
(a) Standard (b) Naive (¢) Upper-bound
Figura 5.13: Eficiencias de u
100 1000 1000
10 100 100
| = 10 = 10
: :
B B
0.1 2 1 ] 1
a a
g g
0.01 bl 0.1 bl 0.1
0.001 0.01 0.01
0.0001 .001 .001
le-08 1e-07 le-06 le-05 0.0001 0.001 le-08 le-07 le-06 le-05 0.0001 0.001 le-08 le-07 le-06 le-05 0.001
L2(Error exacto) L2(Error exacto) L2(Error exacto)
(a) Standard (b) Naive (¢) Upper-bound

Figura 5.14: Eficiencias de v

Podemos destacar varias conclusiones:

= Cada uno de los modelos de estimador funciona practicamente como un offset. La
forma de las graficas se mantienen, solo cambian los niveles.

= La forma de las graficas de p y v se parecen bastante entre si, la de u presenta
variaciones bastante significativas.

= En el caso de las Figuras £.9] (5.101 y .11l las zonas con mas variabilibad de la
eficiencia son para los extremos inferior y superior del tamano de elemento.

= Es dificil obtener una relacién clara entre las variables.
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Capitulo 6

Conclusiones y posibles trabajos
futuros

A tenor de los resultados obtenidos a lo largo del estudio y expuestos en el aparta-
do anterior, podemos hacer las siguientes consideraciones con respecto a las cuestiones
expuestas en los objetivos del proyecto.

= Segun se ha visto en el apartado[5.2.1] el VMSEE funciona de manera muy parecida
para el flujo aerodindmico alrededor de todas las geometrias analizadas. Se ha ob-
servado un mejor rendimiento conforme va a aumentando el espesor del perfil, sobre
todo en la velocidad horizontal w.

= No todas las variables se comportan de la misma manera frente al VMSEE:

e El error de la variable presion suele estar sobrestimado. Este comportamiento
es bueno ya que nos deja del lado de la seguridad.

e En las dos variables de la velocidad, hay zonas donde el método subestima el
error. Esto ocurre principalmente en la zona cercana al obstaculo. Este com-
portamiento seguramente es debido a que el VMSEE no tiene en cuenta el
error debido a las condiciones de contorno. Esta podria ser una futura linea de
trabajo.

e A consecuencia de las dos cuestiones inmediatamente anteriores, el comporta-
miento de v y sobre todo u se va a considerar critico, por lo que se le pres-
tara especial atencion.

= El método obtiene bajos rendimientos en las zonas muy alejadas del perfil, donde
el error es extremadamente bajo. Esto podria ser debido a cuestiones de precisién
numérica. En cualquier caso, debido a que este es un método orientado al remallado,
esta cuestion no tiene demasiada importancia.

= El error estimado segiin la norma Lo suele ser algo mayor que el de la norma L;. Por
tanto se puede considerar la L, como la norma mas recomendable.

= Segun se puede ver en el apartado £.2.3] Las eficiencias del error son préacticamente
independientes de la matriz de escalas temporales (7f) con las que se ha calculado el
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flujo, sobre todo para las variables de la velocidad. Este hecho es bastante interesante,
ya que en un uso para remallado no hace necesario que se conozcan los detalles de
la simulacion por elementos finitos.

= Se observa en el apartado [5.2.3, que las matrices de escalas temporales del estimador
(7.) son de gran importancia en cuanto a la eficiencia del método. Como viene siendo
habitual, la presion y la velocidad se comportan de manera bastante distinta. En el
caso del modelo de estimador estandar ocurre lo siguiente:

e La presion no presenta problemas de subestimacién de error, pero cabe destacar
que para 7, = 1 el error queda innecesariamente sobrestimado.

e Las variables u y v de la velocidad presentan un comportamiento muy distinto.
En primer lugar, 7. = 7 subestima muchisimo el error, por lo tanto no debe
usarse para el error de la velocidad. La variable v presenta un comportamiento
excelente para 7, = 79 y 7. = taus, siempre en eficiencias éptima y conservadora
(segin la tabla 5.1l Para la variable u es recomendable usar 7. = taus, dando
algunas eficiencias en la ligera subestimacién y principalmente en la 6ptima.
Para las variables de la velocidad, principalmente para la u, hay eficiencias algo
bajas para los nimeros de Mach altos incluso para 7y = 5. Este quiza serfa el
caso mas desfavorable para el modelo standard.

= En el apartado se ha observado que el estimador standard funciona méas o menos
como una cota inferior, el upper bound funciona como una cota superior, mientras
que el naive queda en medio. Para nimeros de mach altos el uso del “upper bound”
obtiene unas eficiencias muy buenas incluso para la velocidad wu.

= Ninguno de estos modelos evita el error en las zonas muy cercanas al perfil.

= Es dificil obtener conclusiones de la influencia del tamano del elemento. El error en la
condicién de contorno puede estar interfiriendo en la apreciacion de la eficiencia para
tamanos de elementos muy bajos. Esto es debido a que por las razones apuntadas
en el Capitulo 4, ha sido necesario mallar muy finamente el contorno del perfil, que
es precisamente donde se hace mas evidente el error en la condicién de contorno,
por lo que el mal comportamiento que se observa para tamanos bajos puede no ser
concluyente. Para tamanos de elemento altos, llega un momento en que la eficiencia
del error baja considerablemente, puede ser debido a que el error cometido por
elementos finitos es muy bajo.

= La influencia de la norma del error exacto estd si cabe aun mas enmascarada. No
obstante, parece destacable remarcar que a la luz de las gréaficas de la presion y la
velocidad v se parecen entre si bastante comparadas con la p.
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Las continuaciones naturales de este trabajo serian tres:

= Una vez se tiene un método de estimacion de error que se ha mostrado bastante
econdmico y robusto, seria interesante desarrollar un algoritmo de remallado basado
en el mismo. Cabe destacar que dicho algoritmo podria usar la estimacién de error
del VMSEE basandose no en una tnica combinacion de parametros del estimador,
sino en una combinacién adecuada de las mismas, para poder aprovechar los distin-
tos rangos de comportamiento descubiertos.

= Otra continuacion posible seria desarrollar una formulacion del VMSEE que con-
templase el error cometido debido a la condicién de contorno ya que, segin se ha
expuesto a lo largo de todo este documento, sospechamos que es causante de las
irregularidades en la zona cercana al pefil.

= Finalmente, seria recomendable ampliar la formulaciéon del VMSEE para las ecua-
ciones de Navier-Stokes y realizar un trabajo analogo a este para flujos viscosos.
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Anexo A

Método de Poggi

El método de Poggi se emplea para la determinacién del efecto de la compresibilidad
sobre el flujo alrededor de un obstaculo independientemente de la forma del mismo. La
idea subyacente en este método es usar el flujo ideal como primera aproximacién al flujo
compresible. Fue desarrollado por A. Poggi en 1934 . Posteriormente, L. Milne-Thomson
utilizo el teorema de Stokes en el plano complejo y la integracion por residuos para resol-
ver mas comodamente las numerosas integrales que supone la aplicacion del método de
Poggi. Para la aplicacién del método nos basaremos en los informes técnicos [Kaplan [1937]
yiKaplan [1941], ademas de en [Milne-Thomson [1962]. En este proyecto se ha realizado una
ligera adaptacion del trabajo de Kaplan. En el caso de Kaplan se aplicaba el método de
Poggi con las contribuciones de Milne-Thompson para el resolver el flujo alrededor de un
cilindro de seccién eliptica. En este proyecto se hacen las modificaciones pertinentes para
usarlo en el caso del perfil de Joukowski. Se ha considerado interesante introducirlo como
anexo en este proyecto.

Para flujo compresible, la ecuaciéon de continuidad en su expresién conservativa tiene
la siguiente forma:

Ju Ov 1 Dp
T Al
Ox * Ay p Dt (A1)
y la de cantidad de movimiento:
Opu

D _ 2 Op 9p ; ; :
con el operador Dt = B +ug +Ug,- Dado que .el probler.na es esta(:lonar}O, las derivadas
con respecto al tiempo son nulas, quedando el siguiente sistema de ecuaciones:

Ju Ov udp wvadp

%jLay_ pOx  pdy

ou ou  10p

ov ov 10p

U%+U8y_ 0y
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. . . d . .
Sabiendo que la velocidad local del sonido es ¢ = 4/ d—i las ecuaciones anteriores quedan:

oz "oy @

Si definimos ¢ = u? + v? obtenemos:

ou ov 1 28_u+ @—l-@ +2@
“or T\ br dy Uay

ou v 1 0q? 0q?
%+@—@G@?”@' (A-4)
Por ser flujo irrotacional u = % y U= g—Z’
o 0> 1 [(0¢60¢> 0 Og?
¢ + ¢ _ 1 (9¢0q"  0¢0q° (A.5)
2x 0%y 22 \0x Oxr Oy Oy

siendo ¢ la velocidad local del sonido y ¢4, la velocidad del sonido aguas arriba. Por razones
préacticas, vamos a dejar la velocidad local del sonido en funcién de la velocidad local del
flujo q y de diversas magnitudes del flujo imperturbado.

> =~yRT (A.6)

Podemos aplicar la ecuacién de conservacién de la energia a lo largo de una linea de
corriente.

Al tratarse de un gas ideal:

hl — hoo = Cp(Tl — TOO)

Aplicando las relaciones anteriores:

YR

2 2 2
=vRTs + —— (¢, —
c =y +20p (qoo Q)
r 2 2
_2 (g Mm@
2¢, &
r R 2 2
—2 (14 22 q] (A7)
L 20117 Coo
r 2 2
N P R B
i 2¢, q% ) &
r . 2 2
S P AR
I 2 \g% (G
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De esta manera, la ecuacién [A.5 queda:

96 942 | 06 d¢>
o o wEemw
+ = (A.8)
PPr Py 9.2 [1 _ ol (ﬁ _ 1) %}
00 2 95 cZ,

Sabemos ademas que la velocidad del sonido del flujo imperturbado es M = Zﬁ‘ V2 es
el operador de Laplace.

y=1 /(4 o, 1,000 (¢ 29 0 (¢
[1‘—2 M (?‘1)}”—51” l%% (g)w—ya—y(@” (4-9)

oo

Se desarrolla el campo ¢ en una serie ascendente de potencias pares de M.

¢ = o+ Mg+ Mpy+--- (A.10)
Si definimos una velocidad compleja como:
d¢g; .0,

v or dy ( )

Se sigue que:
w = w, + M?wy + M*wy + - - (A.12)

Si ademas:

¢ = ww = (u+iv)(u — iv) (A.13)

Desarrollando la férmula anterior e igualando los términos con la misma potencia de M,
nos quedan las siguientes expresiones:

V3¢ = (A.14)

0
2 _ 1]0¢y 9 (wowy Oy 0 [ woWy
Vidr = 2 [83: or \ ¢ * dy dy \ ¢34 (A-15)

En este caso, ¢q es el flujo potencial incompresible. Si nos fijamos en la ecuacién [AT5]
tiene un término fuente dependiente de ¢o. El método de Poggi consiste en considerar
el flujo compresible como una distribucion continua de fuentes en la regién externa a la
frontera del sélido. La intensidad de esta fuente vendra dada por:

1 a¢0 0 WoWo 8¢0 0 WoWo
i o (i) gy ()| e 10

Se introducen unas nuevas variables independientes, z = x4+ iy y Z = x —1y. Por tanto
r=1(z+7%) ey=%(Z — z). Utilizando la regla de la cadena queda:

__ 0 o
9 — 0. T a2
(A.17)
0 0
55—1%2—%)
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As{ tenemos:

1 [0¢g 9 (wewy Ody O [ wowy
2mq3, [32 0z ( a> ) * 0z 0z \ ¢ dzdy (A.18)
Y la intensidad de la fuente quedaréa:
1 ydwy _,dwy

Conocida la intensidad de la fuente en el dominio fluido en Q(z), debemos calcular el
efecto en Z, de su interaccién con un cilindro de seccién recta circular de radio R; con

centro en el origen. Para ello, enunciamos el siguiente teorema, que podemos encontrar en
Milne-Thomson [1962].

Teorema 1 (Teorema del circulo) Sea un flujo irrotacional bidimensional no viscoso e
incompresible en el plano complejo sin fronteras rigidas. Sea el potencial complejo del flujo
f(2), cuyas singularidades estin a una distancia del origen mayor que a. Si se introduce en
el flujo un cilindro circular de seccion recta C, |z| = a, el potencial complejo se transforma
en:

_ a2
Una fuente de intensidad unidad situada en b tiene como funcién potencial:
¢s(z) = —In(z — b) (A.21)
Aplicando el Teorema [I] y reglas del algebra en variable compleja tenemos
2

@@):-m@-z;H@:

z

:—ln(z—b)—ln<a§2—b) =

2

— —In(z—b)—In (“— - E) (A.22)

z

A continuaciéon sumamos la constante In —1/b anadiendo las modificaciones pertinentes a
la expresiéon anterior.

¢r=—In(z —b) —In (“—2 —B) = —In(z—b) —In (1 - g—z) +In (—%) (A.23)

z Z

Procedemos de igual manera con In(z)

64(2) = —In(z — b) — In (z - %2) +In(z) +In (—%) (A.24)
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Para calcular la velocidad compleja, procedemos a derivar la expresion anterior, teniendo
en cuenta que el iltimo sumando es una constante.

d 1 111 11
a¢e _ +-= + + - (A.25)

dt 2—b -2 2z b—z 2_, =z

Por comodidad, tendremos en cuenta los siguientes cambios de variable:

z =2z
b=z
Quedando por fin:
d¢, 1 1 1
dt z—2z, B * Zp (A.27)
Y
Q
R
Ry
X
@)

Figura A.1: Imagen de una fuente unidad con respecto a un circulo
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R? ) . .
Sabemos que R(=!) es el punto inverso de z con respecto a una circunferencia de centro
en el origen y radio Ry, por lo que podemos enunciar:

El potencial creado por un término fuente unidad ((z) en presencia de una circunfe-
rencia centrada en el origen, es equivalente al creado por dos fuentes, una en z y otra en
el punto inverso de z con respecto a dicha circunferencia y una tercera fuente unidad en
el origen de coordenadas.

Agrupando términos por comodidad, tenemos:

o 1 R}z,
At z2—2z, R —2z7

(A.28)

En el caso que nos ocupa, en cada punto externo al cilindro hay un término fuente
cuaya intensidad viene dada por la férmula y cuyo efecto sobre un punto P es como
se ha expresado en Para calcular el efecto de todas estas fuentes sera necesario
integrar en el espacio cada una de sus contribuciones.

A

Figura A.2: Integral de los términos fuente: teorema de Stokes

wi(P) = gz [ & (i) dady — i [T (Elzsmwhun ) dedy
g [ 5 (wlwo) dudy — o [ 72 i (w§mo) dedy  (A.29)

Esta ecuacién resulta bastante complicada, pero mediante teorema de Stokes se puede
transformar en una ecuacién mas manejable. Hay que destacar que hasta el momento, la
tinica simplificacién que se ha propuesto es despreciar los terminos de M* y superiores.

Teorema 2 (Teorema de Stokes en el plano complejo) Si f(z,Z) es una funcion
de z=x+1y yzZ=x—1y, que es continua y diferenciable en un drea S encerrada por un
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contorno C', entonces:
f(z,2)dz = 2@// %dS (A.30)
S 82
f(z,2)dz = —Qi// gds (A.31)
S 02

C

C

Consideremos un contorno en el plano Z consistente en una curva cerrada C; que
contiene el obstdculo,una pequena curva C que contiene el punto z,, una gran curva Cj
que contiene a las dos anteriores y sendas rectas AB yC'D que conectan ¢y y ¢; con c3
(Figura [Al). El contorno asi descrito se recorre de manera que la superficie s queda a la
izquierda. Ahora supongamos f(z,Z) una funcién compleja definida sobre este dominio.
Entonces, por el Teorema ] para transformar las integrales de superficie en integrales de
linea, es necesario expresar los integrandos como derivadas con respecto a z o Z. Los dos
primeros integrandos de la ecuacién[A.29] ya estén en esta forma. Serd necesario manipular
los dos siguientes.

W = d%/mgdz (A.32)
wi = dilz widz (A.33)
(A.34)

Por medio del Teorema 2] y de las dos ecuaciones anteriores, tenemos que la Ecuacién

[A.29] queda

1 1 R}/ Z; [
= — F(z,Zz)dz — Ly - F(z z A.
00) = i [ 2P g [ FEE (A
donde
_ I d I, S

F(z,%z) = wiwg + E(wo) /wo dz (A.36)

(= —2 d . __ 2

F(zZ,2) =wo wy + E(wo) /wodz (A.37)

Se toman las integrales de la Ecuacién sucesivamente alrededor de cada uno de
los circulos de la Figura . Cada una de ellas se toma en sentido antihorario, por lo que
se tendran en cuenta los signos del Teorema de Stokes, negativo para C y Cs y positivo
para C'3. Para hayar el resultado de las integrales con comodidad se usara el Teorema del
Residuo de Cauchy.

Teorema 3 (Teorema del residuo) Si f(z) es analitica en un contorno C y en su
interior excepto en un numero de polos dentro del contorno, entonces:

ff(z)dz = 2miM (A.38)

[
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donde M denota la suma de los residuos de f(z) interiores a ¢ de igual forma:

%g(z)dz = —2miN (A.39)
donde N denota la suma de los residuos de g(Z) interiores a c.

Se sabe que el valor del residuo de un polo simple de multiplicidad n situado en a de
la funcién f(z) es:

Res(f,a) = % Jim [(z — a))" £(2))] (A.40)

(n—1)!dzn=1 2=a
Consideremos la integral de la ecuacién . En é1 7 = R?*/z y por tanto F(2,%) =
F(z, R?/z). De esta manera ya tenemos una funcién analitica depediente de z sobre la que
aplicar la Ecuacién (A.3§]). Con la segunda integral se procederia de igual forma, teniendo
en cuenta que F(Z,z) = F(z, R?/Z), lo que nos habilita para aplicar la Ecuacién (A.38).
Ademss, dado que F(z,z2) es el conjugado de F(z, R?/z), la segunda integral se puede
escribir en términos de la primera.

Consideremos la primera integral de linea de ([A.35]) en torno al contorno Cj: Los polos
asociados con terminos que solo dependen de z estan dentro del contorno, mientras que
los asociados exclusivamente a Z estan fuera, igual que el polo en z,. De esta manera, solo
contribuyen a la integral los polos de z. Por tanto, segin la Ecuacién (A.38):

/ L F(e2)dz = 2miS(z,) (A.41)

L 2T Rp

donde S(z, denota la suma de los residuos de iF (z,%Z) dentro del contorno C4.
Integrando en el circulo de radio infinitesimal centrado en p, Cs; se observa que sélo
hay un polo simple. Como en el limite Ry — 0, z — 2, y Z — %, se sigue que:

/ ! F(z,Z)dz = 2miF (2, %) (A.42)
Co

zZ = 2p

Finalmente, tenemos la integral alrededor del circulo centrado en el origen con R3 — oc.
Para conseguir que el integrando sea analitico se reemplaza Z por su conjugado R2/z. Para
realizar la integral serd necesario desarrollar la integral cuando R3 — oo.

En la lejania de un obstéaculo circular, el campo de velocidades es el correspondiente
al del flujo imperturbado:

we® = Goo(€"®) (A.43)
teniendo en cuenta que a = 0
wWe° = (oo (A.44)
obtenemos: |
/ F(z,2)dz = 2Tiq>, (A.45)
C3 %~ ?p
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A continuacién se procede de igual manera con la segunda integral de[A.35] Integrando
alrededor de C'} tenemos

1 — 2 al 2
/mF(z 2)dz = —2miS(R}/Z,) — 2miF (R} /2y, 2p) (A.46)

La integral C, no contribuye, dado que no hay polos de Z en el interior de su contorno.
El segundo termino de la ecuacién anterior es andlogo al calculado en ([A.42).

Finalmente, sabemos que el resultado de la integral alrededor de Cj es el conjugado de
lo obtenido en la Ecuacién (A.45]), por lo que

1T - L
/ mF(Z, Z)dZ = —27T’lqoo (A47)

En resumen, tenemos que:

1
wy, = ——%

o 5 - AR )|+ oy F .

R} _ R} R} R} 1 R}
B I [
227 2 227 " 2 4q% (2,2) <

{s< ) — ) (A.48)

Asi, recordando la Ecuacién ([A.12)),la velocidad alrededor del circulo serfa:
w = wy + Mw,

Ahora, sustituyendo la expresion de la velocidad wy = goo(1— };—z) en la Ecuacién (A.48))
y aplicando (A40) y abandonando el subindice p:

_ (R%—1)8(1—R%) [222+11 (R? — )+R%%( Rg)} R +1
L RT%zu(zz%R(f D jog 251
- H{(-3) (3 -1) it 20 - B i 2+ 2+ S 0 |

(A.49)
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Anexo B

Adimensionalizacién del problema

En este anexo se pretende establecer con cuantos parametros adimensionales se carac-
teriza el flujo sobre el que se estd realizando el estudio. En este caso se trata de flujo de
Euler compresible alrededor de un perfil aerodinamico. Para realizar el analisis dimensional
es necesario identificar las variables relevantes del problema. Esto no sera problematico,
ya que conocemos las ecuaciones que lo rigen.

Podemos escribir las ecuaciones de conservacion de masa, momento y energia para un
fluido compresible no viscoso como:

)
a—§+v-(pu):o (B.1)
)
%+V-(Wu)+Vp:0 (B.2)
8 tot
E+ V- l(pe + p)u] = 0 (B.3)

donde p es la densidad del fluido, u es la velocidad, p es la presién y et la energia total por
unidad de masa. Esta tltima se puede descomponer en dos contribuciones: energia interna
y cinética. e = e +u - u/2. La ecuacién (B.3]) se puede simplificar atin més teniendo en
cuenta que:

V- [(pe'® + pju] = V - {p’u (emt Yuu/2+ g)} ~-V. (puh + pu’l%) (B.4)

Si asumimos las ecuaciones para gas ideal del fluido tenemos que
p = pRT (B.5)

y ademas
h =¢,T (B.6)

con R constante del gas y ¢, calor especico del gas, ambos en base masica. Por tanto
nos quedan cinco ecuaciones y cinco incognitas. Sabiendo esto, tenemos que por ejemplo
que el campo de velocidades u viene determinado por Uy, Tw, Pso, vV dos pardmetros
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ANEXO B. ADIMENSIONALIZACION DEL PROBLEMA

M L T ©
u 0 1 -1 0
a 01 0 0
T 0 0 0 -1
Us| 0 1 -1 0
P | =1 1 =2 0
R 0 2 -2 -1
é 0 2 —2 -1

dependientes del gas, Ry Cp; asi como a, la cuerda del perfil. Por el teorema Pi, sabemos
que habra 7 — 4 = 3 parametros adimensionales
Por tanto sabemos que:

u
Iy = T (B.7)
R -1
m=f o7t (B.8)
Cp gl
2
u
=—— = M? B.9
? YRT (B.9)
Por lo tanto tenemos que:
U
= M) (B.10)

siendo M el nimero de Mach del flujo imperturbado y 7 la relaciéon de calores especificos.

Procediendo analogamente para el campo de presiones p

p

P fly, M) (B.11)
y para el de temperaturas T’

T

T = f(v,M) (B.12)

Como en este proyecto, el fluido es en todo momento aire, v queda fijo, por lo que el flujo
solo depende de M.
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Anexo C

Figuras suplementarias

En este anexo se presentan los mapas de color de la zona del perfil relacionados con
lo que en el Capitulo 5 se ha denominado caso base. Se van a examinar las soluciones de
elementos finitos, la solucion exacta y las eficiencias segun los tres modelos de estimador
para la norma Ly. Destacan los siguientes resultados:

= Es muy dificil distinguir a simple vista la solucién exacta de la solucién calculada
por elementos finitos.

= Mientras que en la presion y la velocidad vertical se ve que la zona con mayor error
es el borde de ataque del perfil, en el caso de la velocidad horizontal no esta tan
claro. A lo largo de todo el perfil se observa que la velocidad obtenida por elementos
finitos es alrededor de un 2% maés baja que la solucién exacta.

= Como se ha comentado anteriormente, todos los modelos de estimador y todas las
variables presentan en mayor o menor medida una zona de eficiencia baja en las
proximidades del perfil.

53



2]

0.6
0.55
05
0.45
0.4
035
03
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05
o
-0.05
-0.1
i 1 fini "y
(a) Solucién de elementos finitos (b) Solucién exacta
0.006 1
0.004 0.95
0.002 0.9
(1] 0.85
-0.002 08
-0.004 0.75
-0.006 0.7
-0.008 0.65
-0.01 06
-0.012 0.55
-0.014 05
-0.016 0.45
-0.018 04
-0.02 0.35
-0.022 03
-0.024 0.25
-0.026 0.2
-0.028 0.15
01
0.05

(¢) Error exacto

(d) Eficiencia modelo Standard

(e) Eficiencia modelo Naive

(f) Eficiencia modelo “Upper-bound”

Figura C.1: Presion p, perfil e = 0.15, M = 0.1, 7y = 71, 7y = 75, Norma L,
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(¢) Error exacto (d) Eficiencia modelo Standard

(e) Eficiencia modelo Naive (f) Eficiencia modelo “Upper-bound”

Figura C.2: Velocidad u, perfil e = 0.15, M = 0.1, 7y = 7y, 7y = 75, Norma L,
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(b) Solucién exacta

error_u2

(¢) Error exacto

(e) Eficiencia modelo Naive

(f) Eficiencia modelo “Upper-bound”

Figura C.3: Velocidad v, perfil e = 0.15, M = 0.1, 7y = 71, 7y = 75, Norma Ly
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