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本稿では, 拡張されたカタラン数の合成積を超幾何級数の等式を利用して証明することを目的とする。な
お, 系として, 超幾何級数の新しい等式及び既知の等式の拡張となる偶数項のみからなるカタラン数の合成積
が得られる。

1 序

カタラン数Cn は, 座標平面上の (0, 0)から (n, n)への対角線 y = xを越えてしまわない右向き Step (1, 0),
i.e. →, と上向き Step (0, 1), i.e. ↑, を利用した最短路の個数として定義される。例えば, n = 3 の場合には,
最短路は
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の 5通りあるので, C3 = 5 である。なお, n = 0, 1, 2, 3, 4, 5 の場合のカタラン数 Cn は

C0 = 0, C1 = 1, C2 = 2, C3 = 5, C4 = 14, C5 = 42

であり, 一般に, Cn = 1
n+1

(
2n
n

)
となることが知られている。ただし,

(
m
n

)
は, 二項係数, i.e.

(
m
n

)
= m!

n!(m−n)!

とする。カタラン数は, 上述の最短路を用いた意味づけの他にも, n + 1 人でのトーナメント表の種類, n + 2
角形の三角形分割の個数等, 様々な意味づけが知られており, 拡張も多数行われている (cf. [4], [7])。

数列 {an}, {bn} に対して, cn =
∑n

k=0 akbn−k で定義される数列 {cn} は, {an} と {bn} の合成積もしく
は畳み込み (convolution)と呼ばれている。例えば, 実数上の１変数多項式環 R[x] の元 f(x) =

∑m
k≥0 akxk

と g(x) =
∑m

k≥0 bkxk の積 f(x)g(x) は
∑

n≥0(
∑n

k=0 akbn−k)xn と記述でき, xn の係数は {an} と {bn} の
合成積となっている。また, 連続な関数に対する合成積についても積分を用いて定義されており, 確率速度,
線形システム, 統計学等でも利用されている。特に, カタラン数の合成積については, r ≥ 1, n ≥ 0 に対して

∑
i1+i2+···+ir=n

i1,i2,...,ir≥0

r∏
k=1

Cik
=

r(2n + r − 1)!
n!(n + r)!

(1)

となることが知られている (cf. [1], [6])。以下, a ∈ C, n ∈ Z (n ≥ 0) に対して, ポッホハマー記号 (a)n を

(a)n =




1 if n = 0,
∏n−1

i=0 (a + i) if n ≥ 1

とおき, r ≥ 2, a1, a2, . . . , ar, b1, b2, . . . , br−1 ∈ C に対して, 超幾何級数 rFr−1

(
a1, a2, . . . , ar

b1, b2, . . . , br−1

; z

)
を

rFr−1

(
a1, a2, . . . , ar

b1, b2, . . . , br−1

; z

)
=

∑
k≥0

zk
∏r

i=1(ai)k

k!
∏r−1

i=1 (bi)k
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で定義する。ただし, C は複素数全体の集合, Z は整数全体の集合を表すこととする。

本稿では, a ∈ C, m ≥ 1 に対する数列 { (a)(m+1)n

n!(a+1)mn
} の合成積の等式を超幾何級数を利用して証明し, 系と

して, ある種の拡張されたカタラン数 Cn(m, s), 及び偶数項のみのカタラン数 C2n の合成積の等式を導くこ
とを目的とする。

2 拡張されたカタラン数

以下, m ≥ 1, n, s ≥ 0 に対して, 座標平面上の (0, 0) から (mn + s, n) への直線 y = x
m を越えてしまわな

い右向き Step (1, 0) と上向き Step (0, 1) を利用した最短路の個数を Cn(m, s) とおく。例えば, C4(3, 5) は,
次の A から B への最短路の個数である。

A

B

特に, Cn(1, 0) = Cn であり, Cn(m, s) については, 一般に次が成立する。

Lemma 2.1. m ≥ 1, n, s ≥ 0 に対して

Cn(m, s) =
(s + 1)((m + 1)n + s)!

n!(mn + s + 1)!

(
=

(s + 1)(m+1)n

n!(s + 2)mn

)
. (2)

Proof. (2) の右辺を C̃n(m, s) とおき, Cn(m, s) = C̃n(m, s) を n に関する帰納法のもとで s に関する帰
納法を用いるという 2段の帰納法で証明する。まず, Cn(m, s) の定義から

C0(m, s) = 1, (3)

Cn(m, 0) = Cn−1(m,m) (n ≥ 1), (4)

Cn(m, s) = Cn(m, s − 1) + Cn−1(m,m + s) (n, s ≥ 1) (5)

である。n = 0 のときには, C0(m, s) = 1 = C̃0(m, s) となり成立している。n − 1 まで成立したと仮定する
(n ≥ 1)。n ≥ 1 に注意すると, s = 0 の場合には, (4) と n についての帰納法の仮定から

Cn(m, 0) = Cn−1(m,m) = C̃n−1(m,m) =
(m + 1)((m + 1)(n − 1) + m)!
(n − 1)!(m(n − 1) + m + 1)!

=
((m + 1)n)!
n!(mn + 1)!

= C̃n(m, 0)

となり成立している。s− 1 まで成立したと仮定する (s ≥ 1)。このとき, (5) と, n についての帰納法の仮定,
及び s についての帰納法の仮定から

Cn(m, s) = Cn(m, s − 1) + Cn−1(m,m + s) = C̃n(m, s − 1) + C̃n−1(m, m + s) (6)

=
s((m + 1)n + s − 1)!

n!(mn + s)!
+

(m + s + 1)((m + 1)(n − 1) + m + s)!
(n − 1)!(m(n − 1) + m + s + 1)!

= C̃n(m, s) (7)

となることが分かる。以上により, (2) が 2段の帰納法により証明された。

なお, 結果的に, Cn(m, 0), Cm(p− 1, r − 1) は Fuss-Catalan number, Raney number と呼ばれるものと一
致している ([7], [9])。また, (2) の s = 0 の場合については, 著者による組合せ論的手法を用いた証明も存在
する (cf. [8])。

本稿の目的である Cn(m, s) の合成積については次が成立する。

Proposition 2.2. r,m ≥ 1, n ≥ 0, a ∈ C に対して

∑
i1+i2+···+ir=n

i1,i2,...,ir≥0

r∏
k=1

(a)(m+1)ik

ik!(a + 1)mik

=
(ar)(m+1)n

n!(ar + 1)mn
. (8)
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k=1

(a)(m+1)ik
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=
(ar)(m+1)n

n!(ar + 1)mn
. (8)

特に, a = s + 1 (s ≥ 0) とすると

∑
i1+i2+···+ir=n

i1,i2,...,ir≥0

r∏
k=1

Cik
(m, s) = Cn(m, r(s + 1) − 1). (9)

まず, 次が成立する。

Lemma 2.3. a, b ∈ C, m ≥ 1, n ≥ 0 に対して
n∑

k=0

(−n)k(a)(m+1)k(b)mk

k!(a + 1)mk(b − n + 1)(m+1)k
=

(b − a + mn)(a − b + 1)n−1

(b + mn)(−b + 1)n−1
. (10)

特に, (10) を超幾何級数で記載すると

2m+2F2m+1

(
−n, a

m+1 , a+1
m+1 , . . . , a+m

m+1 , b
m , b+1

m , . . . , b+m−1
m

a+1
m , a+2

m , . . . , a+m
m , b−n+1

m+1 , b−n+2
m+1 , . . . , b−n+m+1

m+1

; 1

)
=

(b − a + mn)(a − b + 1)n−1

(b + mn)(−b + 1)n−1
. (11)

Proof. まず, 次の等式が知られている (cf. [2], [3])。

2m+2F2m+1

(
−n, a

m+1 , a+1
m+1 , . . . , a+m

m+1 , b
m , b+1

m , . . . , b+m−1
m

a+1
m , a+2

m , . . . , a+m
m , b−n

m+1 , b−n+1
m+1 , . . . , b−n+m

m+1

; 1

)
=

(a − b + 1)n

(1 − b)n
, (12)

2m+2F2m+1

(
−n, a

m+1 , a+1
m+1 , . . . , a+m

m+1 , b
m , b+1

m , . . . , b+m−1
m

a
m , a+1

m , . . . , a+m−1
m , b−n+1

m+1 , b−n+2
m+1 , . . . , b−n+m+1

m+1

; 1

)
= − (a − b)n

(b + mn)(1 − b)n−1
. (13)

また, 次はよく知られた隣接 3項間関係式である (cf. [5] の (2.8)式).

r+2Fr+1

(
a0, a1, . . . , ar+1

b, c, d1, d2, . . . , dr−1

; z

)

=
c − 1
c − b

· r+2Fr+1

(
a0, a1, . . . , ar+1

b, c − 1, d1, d2, . . . , dr−1

; z

)
− b − 1

c − b
· r+2Fr+1

(
a0, a2, . . . , ar+1

b − 1, c, d1, d2, . . . , dr−1

; z

)
. (14)

したがって, (14)において, a0 = −n, (a1, a2, . . . , ar+1) = ( a
m+1 , a+1

m+1 , . . . , a+m
m+1 , b

m , b+1
m , . . . , b+m−1

m ), (b, c) =
(a+m

m , b−n+m+1
m+1 ), (d1, d2, . . . , dr−1) = (a+1

m , a+2
m , . . . , a+m−1

m , b−n+1
m+1 , b−n+2

m+1 , . . . , b−n+m
m+1 ), z = 1 と置き換え

て, (12), (13) を利用すると (11) が得られる。

Remark 2.4. 既知の等式を利用せずに, 直接 (10) を証明するためには, 例えば

Fn(a, b, m; z) =
n∑

k=0

(−n)k(a)(m+1)k(b)mkzk

k!(a + 1)mk(b − n + 1)(m+1)k

とおき, n ≥ 1 に対して成立する次の等式を利用して, n についての帰納法で示す方針も考えられる。

Fn(a, b, m; z) = −a(m + 1)(a − b + n − 2)
(a + m)(b − n + 1)

Fn−1(a − 1, b, m; z)

+
(a − 1)(a(m + 1) − (b − n + 1)m)

(a + m)(b − n + 1)
Fn−1(a, b,m; z)

− az(a + (m + 1)n − 1)(b)m

(a + m)(b − n + 1)m+1
Fn−1(a + m, b + m, m; z). (15)

なお, (15) については, 両辺の zk (0 ≤ k ≤ n) の係数の一致が

(a + m)(a + (m + 1)k − 1)(b − n + 1 + (m + 1)k)n

= (a − 1)(a + mk)(a − b + n − 2)(k − n)(m + 1)

− (a − 1)(a + (m + 1)k − 1)(a + (a − b + n − 1)m)(k − n)

+ (a + m)(a + (m + 1)n − 1)(b − n + 1 + (m + 1)k)k

を利用することで, 比較的容易に証明できる。
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さらに, (8) の証明の鍵となる等式を示す。以下, (8) の右辺を Gn(m,a, r), i.e.

Gn(m,a, r) =
(ar)(m+1)n

n!(ar + 1)mn

とおく。

Lemma 2.5. r ≥ 2, 1 ≤ u ≤ r − 1, n ≥ 0 に対して
n∑

k=0

Gk(m,a, u)Gn−k(m,a, r − u) = Gn(m, a, r). (16)

Proof. (16) の左辺を直接計算し, (10) において, (a, b) を (au,−a(r − u) − mn) と置き換えた等式を利用す
ると

n∑
i=0

Gk(m,a, u)Gn−k(m, a, r − u)

=
(a(r − u))(m+1)n

n!(a(r − u) + 1)mn

n∑
k=0

(−n)k(au)(m+1)k(−a(r − u) − mn)mk

k!(au + 1)mk(−a(r − u) − (m + 1)n + 1)(m+1)k

=
(a(r − u))(m+1)n

n!(a(r − u) + 1)mn
× r(ar + mn + 1)n−1

(r − u)(a(r − u) + mn + 1)n−1

=
(ar)(m+1)n

n!(ar + 1)mn
= Gn(m,a, r)

となり成立する。

以上の準備の下で, (8) を示す。

Proof of Proposition 2.2. r についての帰納法で示す。 r = 1 のときには両辺ともに Cn(m, s) となり
成立している。r − 1 まで成立したと仮定する (r ≥ 2)。このとき, 帰納法の仮定と (16) から

∑
i1+i2+···+ir=n

i1,i2,...,ir≥0

r∏
k=1

(a)(m+1)ik

ik!(a + 1)mik

=
n∑

i=0

(a)(m+1)i

i!(a + 1)mi

∑
i1+i2+···+ir−1=n−i

i1,i2,...,ir−1≥0

r−1∏
k=1

(a)(m+1)ik

ik!(a + 1)mik

=
n∑

i=0

Gi(m,a, 1)Gn−i(m, a, r − 1) = Gn(m,a, r)

となり成立する。

Corollary 2.6. m ≥ 1, r ≥ 1, a ∈ C に対して

m+1Fm

(
a

m+1 , a+1
m+1 , . . . , a+m

m+1
a+1
m , a+2

m , . . . , a+m
m

; z

)r

= m+1Fm

(
ar

m+1 , ar+1
m+1 , . . . , ar+m

m+1
ar+1

m , ar+2
m , . . . , ar+m

m

; z

)
. (17)

Proof. (17) の z を (m+1)m+1z
mm と置き換えた等式の zn (n ≥ 0) の係数の一致が, (8) を用いて示すことが

できるので, 結果的に (17) が成立する。

また, (8) の (a,m) に特別な値を代入することで, 既知の結果を含む次が系として容易に得られる。

Corollary 2.7. n ≥ 0, r ≥ 1 とする。

(i)
∑

i1+i2+···+ir=n
i1,i2,...,ir≥0

r∏
k=1

(
2ik

ik

)
=

4n( r
2 )n

n!
. (18)

(ii)
∑

i1+i2+···+ir=n
i1,i2,...,ir≥0

r∏
k=1

C2ik
=

22n−1r( r
2 + n + 1)n−1

n!
. (19)



拡張されたカタラン数の合成積について

− 15−

さらに, (8) の証明の鍵となる等式を示す。以下, (8) の右辺を Gn(m,a, r), i.e.

Gn(m,a, r) =
(ar)(m+1)n

n!(ar + 1)mn

とおく。

Lemma 2.5. r ≥ 2, 1 ≤ u ≤ r − 1, n ≥ 0 に対して
n∑

k=0

Gk(m,a, u)Gn−k(m,a, r − u) = Gn(m, a, r). (16)

Proof. (16) の左辺を直接計算し, (10) において, (a, b) を (au,−a(r − u) − mn) と置き換えた等式を利用す
ると

n∑
i=0

Gk(m,a, u)Gn−k(m, a, r − u)

=
(a(r − u))(m+1)n

n!(a(r − u) + 1)mn

n∑
k=0

(−n)k(au)(m+1)k(−a(r − u) − mn)mk

k!(au + 1)mk(−a(r − u) − (m + 1)n + 1)(m+1)k

=
(a(r − u))(m+1)n

n!(a(r − u) + 1)mn
× r(ar + mn + 1)n−1

(r − u)(a(r − u) + mn + 1)n−1

=
(ar)(m+1)n

n!(ar + 1)mn
= Gn(m,a, r)

となり成立する。

以上の準備の下で, (8) を示す。

Proof of Proposition 2.2. r についての帰納法で示す。 r = 1 のときには両辺ともに Cn(m, s) となり
成立している。r − 1 まで成立したと仮定する (r ≥ 2)。このとき, 帰納法の仮定と (16) から

∑
i1+i2+···+ir=n

i1,i2,...,ir≥0

r∏
k=1

(a)(m+1)ik

ik!(a + 1)mik

=
n∑

i=0

(a)(m+1)i

i!(a + 1)mi

∑
i1+i2+···+ir−1=n−i

i1,i2,...,ir−1≥0

r−1∏
k=1

(a)(m+1)ik

ik!(a + 1)mik

=
n∑

i=0

Gi(m,a, 1)Gn−i(m, a, r − 1) = Gn(m,a, r)

となり成立する。

Corollary 2.6. m ≥ 1, r ≥ 1, a ∈ C に対して

m+1Fm

(
a

m+1 , a+1
m+1 , . . . , a+m

m+1
a+1
m , a+2

m , . . . , a+m
m

; z

)r

= m+1Fm

(
ar

m+1 , ar+1
m+1 , . . . , ar+m

m+1
ar+1

m , ar+2
m , . . . , ar+m

m

; z

)
. (17)

Proof. (17) の z を (m+1)m+1z
mm と置き換えた等式の zn (n ≥ 0) の係数の一致が, (8) を用いて示すことが

できるので, 結果的に (17) が成立する。

また, (8) の (a,m) に特別な値を代入することで, 既知の結果を含む次が系として容易に得られる。

Corollary 2.7. n ≥ 0, r ≥ 1 とする。

(i)
∑

i1+i2+···+ir=n
i1,i2,...,ir≥0

r∏
k=1

(
2ik

ik

)
=

4n( r
2 )n

n!
. (18)

(ii)
∑

i1+i2+···+ir=n
i1,i2,...,ir≥0

r∏
k=1

C2ik
=

22n−1r( r
2 + n + 1)n−1

n!
. (19)

(iii) (=(1))
∑

i1+i2+···+ir=n
i1,i2,...,ir≥0

r∏
k=1

Cik
=

r(2n + r − 1)!
n!(n + r)!

= Cn(1, r − 1). (20)

Proof. n ≥ 0 に対して

Gn(0,
1
2
, 1) =

1
4n

(
2n

n

)
, Gn(1,

1
2
, 1) =

C2n

4n
, Gn(1, 1, 1) = Cn

となることが容易にわかる。したがって, Gn(m,a, 1) = (a)(m+1)n

n!(a+1)mn
であることから, (8) において, (m,a) を

(0, 1
2 ), (1, 1

2 ), (1, 1) と置き換えて整理することにより成立が示せる。

Remark 2.8. (19) において, r = 2 のときには [7] の Addition Problem A33 (a) に掲載された

n∑
i=0

C2iC2n−2i = 4nCn (21)

が得られる。
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