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�� 
����
���� �� 1���/����
��������� ,�����
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0� ������� 
 ����
��� 	
����� �������� ����� �������	 ��
���
�� ���	/��� 
�� �����/��� ��
����� 0� ������ �� � ��� ���
���� 8�
��� ��
	� 	
��$ �
�� ��
��� i = 1, . . . , n �����
������� ������� 
 ����

���� ai ���� 
 1��� ��� Ai� a ∈ A ≡ ∏n

i=1 Ai ������ 
 ������� ��/
������ ������� y ∈ Y ��� ����
���� πy(a)� 5�
��� i4� �
�� �� 
� 
�/
��� ���1�� a � gi(a) ��� �
�� ��
��� i� ��� �
�� ���1�� α = (α1, . . . , αn)
�� �#�� 
����� αi ∈ Ai$ �� �
� ����� πy(α) 
�� gi(α)�
��� i ∈ LR = {1, . . . , L}$ L � n$ i � 
 ���	/��� ��
��� �����

��9����� � �� �
#�!� ��� 
���
	� ��������� �
��� �� ���/�����
�
�� � {gi(t)}$

(1 − δ)
∞∑

t=1

δt−1gi(t).
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"�� ���
��	 ��
���� j ∈ SR = {L + 1, . . . , n} ��������� �����/���
��
����$ �
�� �� ���� ��
�� ���� ����� ���

B : A1 × · · · × AL → AL+1 × · · · × An

�� ��� �������������� ��
� �
�� 
�� �#�� 
���� ���1�� αLR =
(α1, . . . , αL) ��� ��� ���	/��� ��
���� �� ��� �����������	 ��
�� ���/
���
 αSR = (αL+1, . . . , αn) ��� ��� �����/��� ��
����� "�
� �$ ���
�
�� α ∈ graph(B) ≡ {(αLR, αSR) | αSR ∈ B(αLR)} 
�� �
�� j =
L + 1, . . . , n$ αj �
#�!�� gj(α

′
j , α−j)�

��� A0 �� 
 ������ �� graph(B)� 0� ����� �� A0/������� ����	�
�
�	�	��	�7 ���
��	� ���1��� � ���� 
�� ��
���� ������ 
���� ���1���
���� A0$ �������	 ���� �� ��� ����� ������$ 
�� � ���� �������	
����� ����� ������ ��� ���
��	 ����� ���
��	� ���1�� ����� 
 :
��
��������� :��� ��
� 
� 
���� ���1�� ����1�� �� 
� ��������
�����	� �� A0 ���� 
���� 
� � /�
�� ������$ ��� ��
� �
�� ��
���4�
���
���� ���� ��� �������� ���� ��� �� � A0� E(A0, δ) � ��� ���
�� 
���
	� ������� �
���� ��� ��� ���	/��� ��
���� � A0/������� �����
������
� 0� ��� ��
�
����!� ��� ��� �� E(A0, δ) ������ ��� -����/
�������
���. ��������

+� ��������

0� ��1�� ��� �������� X0, Q0, X1, Q1, X2, Q2, . . . ����� Xm 
��

6�� �����
��� �� RL 
�� Qm 
�� ����
�� �����# ������� �� Xm

�� ��� �������	 ���������� ��� X0 = RL� ��� gLR(α) ������ ���
������ �� �
�� � ��� ���	/��� ��
���� ����� ��� 	��� Xm$ �� �������

 ���
� ���	�
���	 ������� ��� 	��� α ∈ A0 ��� gLR(α) ∈ Xm$
λ ∈ RL \ {0} �
�
���� �� Xm$ 
�� δ ∈ (0, 1)7

km(α, λ, δ) = max
v,w

λ · v ���9��� ��

�
� vi = (1 − δ)gi(ai, α−i) + δ
∑
y∈Y

πy(ai, α−i)wi(y)

��� i ∈ LR 
�� ai ∈ Ai ���� αi(ai) > 0$

��� vi � (1 − δ)gi(ai, α−i) + δ
∑
y∈Y

πy(ai, α−i)wi(y)

��� i ∈ LR 
�� ai ∈ Ai ���� αi(ai) = 0$

��� λ · v � λ · w(y) ��� y ∈ Y $

��� w(y) ∈ Xm ��� y ∈ Y �

:��� ��
� k0(α, λ, δ) ����������� �� k∗(α, λ, δ) � ��� ;��
��� ��
����
 +�� �� � ��$ km(α, λ, δ) � ���������� �� δ$ 
�� ���� �������
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�� km(α, λ)�1 ;��

km(λ) = sup
α∈A0, gLR(α)∈Xm

km(α, λ),

Hm(λ) = H(λ, km(λ)),

Qm =
⋂

λ∈�L\{0} : �������� �� Xm

Hm(λ) ∩ Xm,

����� H(λ, k) = {v ∈ RL | λ · v � k}� 8� Qm = ∅ �� Qm � 
 ��	�����
����� ������� ���� ��� ���������� �� 
 ��
�� �������� � A0$ ��
���� ��� 
�	����� 
�� ��1��Q∗ = ∅�2 8�Qm � 
 ��	����� �������	 ��

 ��
�� �������� �
�� ���1�� � A0 �� �� �
�� dim Qm = dim Xm$
�� ���� ��� 
�	����� 
�� ��1�� Q∗ = Qm� <�������$ ��� Xm+1 ��
��� 
6�� ���� �� Qm$ ���� � ��� ��
����� 
6�� ��
�� ������	 Qm$

�� �� 
	
� ����� 
 ���
� ���	�
���	 ������� 
���� Xm � ����
���
�� Xm+1�
(�� �� ��� �������	 ����
$ �� ��� ��
� ��� 
�	����� ����� � 1���

�
� ���� L� ������

������ Xm �� Qm ��� ������	�� 	� m 	� ��� ����	�����	�� �����

	��� ����� ��� 	����	�� �� Xm 	� ������	�� 	� m�

������ =� �����������$ �� �
�� Qm ⊆ Xm� ;��� Xm+1 � ��� ��
��/
��� 
6�� ��
�� ������	 Qm 
�� Xm � 
� 
6�� ��
�� ������	 Qm$
� ������� ��
� Xm+1 ⊆ Xm� ,
�� λ �
�
���� �� Xm �
� ��� ��/
���	��
� ���9����� λ = λ‖ + λ⊥$ ����� λ‖ � �
�
���� �� Xm+1 
��
λ⊥ � �����	��
� �� Xm+1� λ⊥ · v � �����
�� ��� 
�� v ∈ Xm+1$

�� ������� �� k� ;��� ��� ���
� ���	�
���	 ������� ��� ���/
���
�� Xm � �� ���� ��������� ��
� ��� ������
�� Xm+1$ �� �
��
km(α, λ) � km+1(α, λ‖)+k ��� 
�� α ∈ A0 ��� gLR(α) ∈ Xm+1 ⊆ Xm


�� 
�� λ �
�
���� �� Xm� >���� km(λ) � km+1(λ‖) + k ��� 
�� λ �
�/

���� �� Xm$ Hm(λ) ∩ Xm ⊇ Hm+1(λ‖) ∩ Xm+1$ 
�� Qm ⊇ Qm+1�

2� � ��
��
�� � ��� ����
����$ �
�� ���1�� v � ��� �
�	�� ��
� ���
�� ��������� �� ���� ��������$ 
�� ��� ������� w 	��� ��� ���/
���
��� �
�� � w(y) ��
���	 �������� � ��� ������� ������� � y�
?�����
��� �
� 
�� ��� 
�������	 ������� ��
� ��1�� ��� �#������
�
�� ���1�� v$ 
�� ������
��� ��� 
�� ��� ������� ������
���$ ��/
����	 ��
� ��
��	 α �
#�!�� �#������ �
�� ������� ��
� ���/
���
��� �
�� � 
�� 	��� �� w� ?�����
��� ��� ������ ��
� 
�� �� ���

1�� ���$�* !��,� �$� ��'� ��� #�,*����, +�0�, �, �� ����' :�6 C���D �� �$E1
#��,� %$� ,�� ,�#���'"(  �" k∗(α, λ) = λ · gLR(α)8 �� �,#�""�#��( '���"� ��'� ���
#�,*����, �� ,�#���'"( '� .���� ��� #�,*����, �� �,�( ,�#���'"( $,*�" ��� '**����,'�
'��$�!���, ��'� '�� �$�#���� �'0� !�����0� !"�%'%����( $,*�" α�

2Qm = ∅ �� !����%�� �,�( � A0 #�,�'�,� ,� ��'��# �&$���%"�$��
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�	�	��	�� ��� ������� ��� ���	��� �

������
��� �
�� � 
�� ������� � ��� �
��/��
�� ��1��� �� v 
�� λ@
������� ���
A�	$ ��� ������
��� �
�� � 
�� ��� 
������ �� �� -������.
�� ��� λ �������� ��
� v ��
,
�� ���� �� ��� 
�	����� � ��� ���� ��4� ���� � ������
��� ���


�� A0� ?�����
��� ��� ������ ��
� 
�� �� ��� ������
��� �
�� �

�� ������� �� ��� 
6�� ���� �� Qm−1 � ��� ������� ����$ 
�� A0

� 
 ��������� �� �������� 
���� ���1���� 8� ��� �
�� �� A0 =
graph(B)$ ��� 1��� ���� �� ��� 
�	����� � �#
���� ��� �
�� 
� ��4�
���
� ���	�
���	 �������� 2���
���$ Q0 � ���
� �� ��
� �� �
�� Q�
8� �� 
����� ��� ���� �������
��� �� Q$ ��
� �$ dim Q = L$ ���� ���

�	����� ����� 
� ��� 1��� ����$ 
�� �� �
�� Q∗ = Q�
=� ��� 
�	�����$ �� ���
� ��� ��� �� A0/������� ����� �����/

��� �
�� �$ ���� � 
 	����
�!
��� �� "������ +�� � ���

�������� E(A0, δ) ⊆ Q∗ ��� ��� δ� �� Q∗ �= ∅� ���� ��� ��� �������
��� K 	� ��� �����	�� 	����	�� �� Q∗� ����� ��	��� δ̄ < 1 ���� ���� K ⊆
E(A0, δ) ��� ��� δ > δ̄�3 ����� limδ→1 E(A0, δ) = Q∗�

������ ��� E∗(A0, δ) �� ��� �����# ���� �� E(A0, δ)� 0� ���� ��
�
E∗(A0, δ) ⊆ Qm ��� 
�� m �� �������� ;������ ��
� E∗(A0, δ) ⊆
Xm$ 
�� �� ���� ��
� E∗(A0, δ) ⊆ Qm ⊆ Xm+1� 8� ���$ �� �
� 1��

 �
��/��
�� H(λ, k) 
�� 
 ���� v ∈ E(A0, δ) ���� ��
� λ � �
�
����
�� Xm$ λ · v = k > km(λ)$ 
�� E∗(A0, δ) ⊆ H(λ, k)� "��� (α, v) �
�������
��� ��� ������
��� �
�� � � E(A0, δ) ⊆ H(λ, k) ∩ Xm ���
���� α ∈ A0� ;��� v 
�� ��� ������
��� �
�� � 
�� � Xm$ �� �
��
gLR(α) ∈ Xm$ �����
����	 ��� ��1���� �� km(λ)�
:�� �� ���� K ⊆ E(A0, δ) ��� ��6������ �
�	� δ� 8� Q∗ � 
 ��	��/

���$ ���� E(A0, δ) = Q∗ ��� 
�� δ� <�������$ ��� X∗ �� ��� 
6�� ����
�� Q∗� "��� ��� ����� � ��� ���� ��4� ��	�
� ��� �
��� � ��
� ��
��� ��� �����	�� ������	� ������ �� X∗ ����
� �� ��� ��
��
�� �����/
�	� �� RL�4 ��� 
�� ����
�� ��� K � ��� ���
��� ������ �� Q∗$ �����
�#��� 
 ������$ �����#$ 
�� ����
�� ��� W ⊇ K � ��� ���
��� ���/
��� �� Q∗� 0� ���� ��
� W ⊆ E(A0, δ) ��� ��6������ �
�	� δ� ;���
W � ����
��$ � � ����	� �� ���� ��
� ��� �
�� v ∈ W $ ����� �#��
δ < 1 
�� 
 ���
����� ���� ��	�������� U �� v ��� U ⊆ P (A0, δ, W )$
����� P (A0, δ, W ) � ��� ��� �� �
�� ���1��� 	����
��� �� ���� α ∈ A0


�� W ���������	 �� 
� �����$ ����
 ��)���
����$ ������� ��
� v � �� ��� ���
��� �����
�� �� W � ��� λ ��

�
�
���� �� X∗ 
�� ����
� �� W 
� v� ��� k = λ·v$ 
�� ��� H = H(λ, k)

3��� "��'��0� �,��"��" � Q∗ �� ��� �,��"��" � Q∗ $,*�" ��� ��!���+( �,*$#�* �,
��� 'E,� �$�� � Q∗�

4�$" !"�� '��� *�)�"� %�#'$�� �� *��� ,�� '��$�� ��� �/����,#� � ��'��# �&$���%"�'
�, A0�



������� ����	� �
�	�	��	�� ��� ������� ��� ���	��� �

�� ��� ����� �
��/��
�� � ��� ������� �� λ ���� ��
� H∩X∗ ����
��
W 
�� �� ���
��� �����
�� � �
�	��� �� W 
� v� ;��� W � � ���
���
��� ������ �� Q∗$ � ������� ��
� H ∩ X∗ � 
 ������ ������ ��
H∗(λ)∩X∗$ ����� H∗(λ) � ��� �
#�
� �
��/��
�� � ������� λ ���
������
��� �
�� � � X∗� ��� α ∈ A0 �� 
 ���
��	� ���1�� ���
gLR(α) ∈ X∗ ��
� 	����
��� 
 ���
��� �����
�� ���� �� H∗(λ) ∩ X∗

���	 ������
��� �
�� � �H∗(λ)∩X∗� ;��� v � 
 ���
��� �����
��
���� �� W $ ���� � 
 ������ ������ �� H∗(λ) ∩ X∗$ ��� ���� δ′ < 1

�� ε > 0$ (α, v) �
� �� �������� ��� ������� �� H(λ, k − ε) ∩ X∗�
;�����$ ������� ��
� v � � ��� ���
��� ������ �� W � 5�A �� 
��

α ∈ A0 
�� λ �
�
���� �� X∗ ���� ��
� gLR(α) ∈ X∗ 	����
��� 
 ���
���
�����
�� ���� �� H∗(λ)∩X∗ ���	 ������
��� �
�� � � H∗(λ)∩X∗�
��� k = λ · v� 2	
�$ ��� ���� δ′ < 1 
�� ε > 0$ (α, v) �
� �� ��������
��� ������� �� H(λ, k − ε) ∩ X∗�
���� ��� ������� ������
���$ ��� δ′′ � δ′$ �� �
� 1�� w(y, δ′′) ��
�

������� (α, v) 
�� κ̄ > 0 ���� ��
�

w(y, δ′′) ∈ H

(
λ, k − δ′(1 − δ′′)

δ′′(1 − δ′)
ε

)
∩ X∗,


�� |w(y, δ′′) − v| < κ̄(1 − δ′′)�
?������ ��� �
�� U(δ′′) 
����� v �� �
��� κ̄(1 − δ′′) � X∗� ;���

W � ������ � X∗$ ��� δ′′ ��6������ ����� �� ��� ����� �#��� κ̃ > 0
���� ��
� ��� � ������ ������� H ∩ X∗ 
�� W � U(δ′′) � 
� ����
κ̃(1 − δ′′)2� 8� ������� ��
� ����� �#��� δ < 1 ���� ��
� (α, v) �
�
�� �������� �� ������
��� �
�� � w(y, δ) � ��� ���
��� ������ ��
W � ;��� w(y, δ) 
�� � ��� ���
��� ������$ ���� �
� �� ��
���
���
�� 
 ��
�� �����
�� ���������� �� y 	����
��	 ������� ����
����
�
�� � � 
 ���
��� ��	�������� U �� v�

�� ������������

���� ��������� ��� ���� �!� �"��#$�� >��� �� ������� 
� �#/

���� ���� ���
��� ��� ���� �������
��� ������� �� ��� ��� ��
��
���� �
�� �� 0� ������� ��� ��� ��� �� �������� �
�� � ��
��� 
�	������
��� ��� ��
	� 	
�� �� 
 �����/��
��� ���/
���� 	
��$ 
�� �������

�� ����
��� 	
�� ��� ������� �������	 � ���� 
�� ��� ����� ��
����

�� ���	/��� ��
����� "�
� �$ L = n = 3$ Y = A = {0, 1}3$ 
��
πy(a) = 1 � 
�� ���� � y = a� ;�
	� 	
�� �
�� � 
�� ������� �
�	��� ���� "�� 	
�� � 	��� �� ��������	 
�� &
�A� ���'3��
��� A0 = A1 ×A2 ×A3 
�� X0 = R3$ 
�� ����� ��� 1��� ���� �� ���


�	������ =� 
 ����� ������
���$ �� �
�� Q0 = {(x, x, x) | 0 � x �



������� ����	� �
�	�	��	�� ��� ������� ��� ���	��� �

����
 ���� 2 �����/��
��� 	
�� � ��������	 
��
&
�A� ���'3�

�$�$� *$*$*
*$*$* *$*$*

*$*$* *$*$*
*$*$* �$�$�

1}� ;��� Q0 �
� 
 ����� �������$ �� ��� X1 = {(x, x, x) | x ∈ R}

�� ���� �� ��� ������ ���� �� ��� 
�	������
8� ��� ������ ����$ �� �
�� ��� �������� �
�
���� �� X1 ��� ��

������ �����
����$ 1 = (1, 1, 1) 
�� −1 = (−1,−1,−1)� 0� 1���
������� ��� �
�� �� λ = −1� �# 
�� α� 2� ��������	 
�� &
�A�
����$ ��� 
�� α$ ����� �#��� 
 ��
��� i ���� ��
� gi(ai, α−i) � 1/4
��� ���� 
���� ai� ;��� (v, w) � ��� ���
� ���	�
���	 �������
�
��1�� ������
��� �
� 
�� ���$ �� �
��

vi � (1 − δ)× 1

4
+ δ

∑
y

πy(ai, α−i)wi(y)

��� ���� ��
��� i 
�� ���� ���� 
���� ai� ;��� gLR(α) ∈ X1 
��
w(y) ∈ X1 ��� 
�� ������� y �� ������
��� ���$ � ������� ���� ���/
���
��� �
� ��
� v ∈ X1 
� ����� "���$ ���� −3vi = (−1) · v �
(−1) ·w(y) = −3wi(y) ��� 
�� ������� y �� ������
��� ���$ �� �
��

vi � (1 − δ) × 1

4
+ δ

∑
y

πy(ai, α−i)wi(y) � (1 − δ)× 1

4
+ δvi,


�� ����� vi � 1/4� "��������$ �� �
�� k1(α,−1) � −3/4 ��� 
�� α�
;��� ��� ���
��� ����� ���� �
�� ��
��� �#�� ��� ��� 
����� ���
���
� ����
����$ �� �
�� k1(−1) = −3/4 
��H1(−1) = H(−1,−3/4)�
0� 
��� �
�� H1(1) = H(1, 3) �� 
 ����� ������
����
;��� Q1 = H1(1) ∩ H1(−1) ∩ X1 = {(x, x, x) | 1/4 � x � 1}


�� dimQ1 = 1 = dim X1$ �� ���� ��� 
�	����� 
�� �������� ��
�
Q∗ = Q1 � ��� ��� ��� �� �������� �
�� � 
� δ → 1�
"�� �
�� ������ � ���
��� �� ��������	 
�� &
�A� ���'3� 
��

0�� ������� ��������	 
�� &
�A� �������� ��� ��� ��� �� 
 �����
������
��� � ��� ����1� 	
��$ �����
� 0�� ���� � ����� ��/
�
# �
����� 0��4� ������ � 
����
��� �� ����
��� 	
��� ��� �������
�������	 ������ ��� ���� �������
��� �������� :��� ��
� ��� 
�/
	����� � ���� ���� 	����
�$ 
� �� 
��� �������� ����� �������	

�� �����/��� ��
�����

��)� �%���&�% �����#& ����



������� ����	� �
�	�	��	�� ��� ������� ��� ���	��� �

��)��� �������� �������	� �
�	�	��	�� 2����� ��
� ��� ��
�� 	
�� �
�������� ��� ���	/��� ��
����$ ���$ A1 = · · · = AL 
�� gi(a) = gj(a

′)
��� 
�� i, j ∈ LR 
�� a, a′ ∈ A � ai = a′

j$ a′
LR � 
 ������
���

�� aLR$ 
�� aSR = a′
SR� "�� �	�
� ��������� � 
��� ��������$ ���$

πy(a) = πy(a
′) � a′

LR � 
 ������
��� �� aLR$ 
�� aSR = a′
SR�

2 ���
��	� ���1�� � �������� �������	� ���� ���	/��� ��
����� � 
��
���	/��� ��
���� �
A� ��� �
�� 
���� 
���� ����� ������� 8� ��� �
��
�� �
A� A0 �� �� ��� ��� As �� �������� �#�� 
���� ���1��� ��� ���
���	/��� ��
���� � graph(B)$ 
�� ������ �� Qs ��� ������ Q∗ �� ���

�	����� ����� ��� ��������� �� As� <�� "������ �
� ��
�
����!�
��� ��� �� E(As, δ) �� Qs� ;��
��� �� ����
 +�� �� � ��$ �� �
��

k0(α, λ) � λ · gLR(α)

��� 
�� α ∈ As � ��� 1��� ���� �� ��� 
�	������ ��� ei �� ��� ������
����� i�� ��������� ���
�� 1$ 
�� ����� ����� ���������� 
�� 
�� 0�
��� 
�� i, j ∈ LR ��� i �= j 
�� α ∈ As$ �� �
��

k0(α, ei − ej) � gi(α) − gj(α) = 0,


�� ��� ���
��� ����� ���� α � 
 �������� ��
�� ��������� ;�
�� �
�� k0(ei − ej) = 0 ��� 
�� i �= j� "��������$ Q0 � 
 ������
��

⋂
i�=j H0(ei − ej) =

⋂
i�=j{v ∈ RL | vi − vj � 0} = {(x, . . . , x) |

x ∈ R}$ 
�� �� ������� � 
� ���� 1� ;��� As ����
�� 
� ��
��
��� ��
�� ��������$ �� �
�� Q0 �= ∅� 8� Q0 � 
 ��	����� �����
���� �� 
 ����� �������� ��
�� �������� �
�� �$ ���� �� �
��
Qs = Q0� <�������$ �� ���� �� ��� ������ ���� �� ��� 
�	������ ���
X1 = {(x, . . . , x) | x ∈ R} 
�� ������� Q1 = H1(1) ∩ H1(−1) ∩ X1$
����� 1 = (1, . . . , 1)� ;��� ������
��� �
�� � �
�� �� �� ��������$
Q1 � ��
���� ��
� �� ���
� �� Q0� "�� ������ ���� ����������� ��
2���� �� 
�4� ���'3� 
�
���� ��� �
�	� δ� ;��� Q1 � 
 ��	����� ��
dimQ1 = 1 = dim X1$ �� �
�� Qs = Q1�
2� 
 ������
�� �� ��� "������$ �� �
�� ��� �������	�

����$$��% '�(� Qs = limδ→1 E(As, δ)� ���� 	�� Qs 	� ��� �	�	� �� δ
���� �� 1 �� �������� �������	� �
�	�	��	�� ������  	�� 	������ ������

δ�

��)�)� ����	���� �������	� �
�	�	��	�� 0� �
� ������� ����	���� ����
����	� ������
� ;������ ��
� ���	/��� 
�� �����/��� ��
���� 
�� �/
���� ��� �����
� 	�����$ ��� �#
����$ ������ 
�� �������� "�� ��
����4
�
�� � 
�� �������� ���� 	�����$ ��� �
� �� 
�������� �������
	������ "��� �� �
� ������� ��� 
������� �� �
��
��� �������� ���/
���
 ����� ��� ��
���� ���
�� ��������
��� ���� 	������ 2� � ���



������� ����	� �
�	�	��	�� ��� ������� ��� ���	���  

�
�� �� �����	�� �������� ������
$ Q0 � 
 ��� �� �
�� ���1��� ���/
����� ���� 	������ "���$ �� �
� ���� �� ��� ������ ����$ � ����
������
��� �
�� � 
�� ������
��� �� �� �������� ���� 	������
:��� ��
� ��� �� ������$ �� ��� ��� �
��$ �
���� 
���� �� �
��
���

�������� ������
 ���� ����� 
�� L − 1 �� ���� 	����� ���
��� Q0

���� ��� �
���� ��� ����/�������
��� �������� <� ��� ����� �
��$
� � ������� �� 
���� 2���� �� 
�4� ����*� ������ 
�� ���
� ��� ��� ��
�
��
��� �������� ������
 ��� 
�� 1#�� δ$ ��� ���� ��� ������ ��
	����� ��� ���	/��� ��
���� � 2 �� ����$ � � �6���� 
�� ��������
��
���
��� ���
���� �� ������� ��� ��� P (A0, δ, W ) 	����
��� �� W
��� 
�� ������
� ������
�� W �� ������
��� �
�� ���1���� =�
�����
��$ ��� ������ � 
����
��� 
�� Q∗ � ���
����� �
�� �� ��������

��+� �"�)& �)� �*�� $ &% �+ � ��&,���& -�&)����� �� ������
��
�$ ����� ��� 
�������� �� dimQ0 = L$ ��� 
�� ����
�� ��� K �
��� ������ �� Q0$ ����� �#��� δ̄ < 1 ���� ��
� K ⊆ E(graph(B), δ) ���

�� δ > δ̄� B���� 
� ����1
���� �������$ Q0 � 
 ����/�������
�
��� ����
��	 
�� �
�� ���1��� ��
� 5
����/����
�� 
 ��
�� �����/
��� ���������	 �� 
� �����$ "������ 3����� 0��� ��� ����1
����
������� � �
��1��$ ���� �6���� �
�� ���1��� �
� �� 
����#�
���
�� �������� �
�� ���1��� 
� ��� ������� �
���� ����� �� 1$ ���� �
��� 
����� 
�� ���������� ��������� >������$ ��� ��������� ��
���
���� ��� ������� �� ������� 
 	��� �6���� �
�� ������ v �
� ��
�#
���� 
��
��� �� 
� �������� �
�� ��� ���� �
�	� ��� 1#�� δ�
C������� 2���� 
�� =
	���� �)**�� �
�� ������� ��6���� ���/

����� ��� ��� �#
�� 
����
���� �� 1���/���� �
�� � � 
 ����
���
������� 	
��� <�� "������ ��
�� �� ��� �������	 	����
�!
��� ��
���� 
�
�����
��� V �� ��� �����# ���� �� {gLR(α) | α ∈ graph(B)}$ ��� h �� 


�������
�� �
�	��� �� V $ 
�� ��� Ah = {α ∈ graph(B) | gLR(α) ∈ h}�
"� 
����� 
 �
�� ���1�� � h$ � � ������
�� ��� ��� ��
���� �� �
A�

����� � Ah 
� 
�� ��/�
�� ������ �
 ����� ������ ���� ������
��� ������ ����
������ 2� 
� �#����� �
��$ � V ∩ h � 
 ��	�����
{v}$ ���� �#
���� 
�����	 v ������� 
 ����	��� ������� ���������	
�� 
� �����$ "������ 3�D���
>��� �� �A���� ��� �� ���
� 
 ��6���� ������� ��� �#
�� 
����/


����� =� ��� 
�	�����$ �� �
� ��
�
����!� ��� ��� �� E(Ah, δ)�5

2� ��� 1��� ���� �� ��� 
�	�����$ �� �
�� Q0 ⊂ h$ 
�� ����� dimQ0 �
5��!���,+ ��� "���"�#���, � Ah �, �)1!'�� !�'( *��� ,�� ���� �$#� +�,�"'���(�

� ���  $�� �$!!�"� #�,*����, ���*�  �" Ah	 ����	 πy(α) > 0  �" ',( α ∈ Ah ',* y ∈ Y 	
���, ���"� �� ,� �)1!'�� !$%��# �����"(	 ',* ��,#� ',( !�" �#� !$%��# �&$���%"�$�
.��#� '#���0�� ' !'(�) !"�4�� �, h �� '�.'(� ', Ah1!�" �#� !$%��# �&$���%"�$��
��"��0�"	 � ���  $�� �$!!�"� #�,*����, �� ,�� �'���4�* %$� ���"� �� ', �,�E#��,�



������� ����	� �
�	�	��	�� ��� ������� ��� ���	��� !

L − 1� "��������$ �� ���� �� ������� ��� 
�	����� � 
� ��
�� ���
���� ���� ���� �� 1�
��� ���
� Q∗� 0� ������ �� Qh ��� ��� Q∗

����� ��� ��������� �� Ah�
<�� "������ ����� ��� �������	�

����$$��% '�.� �� Qh �= ∅� ���� ��� �����	�� 	����	�� �� Qh 	� ���������

�� ��� ��� �����	�� 	����	�� ��	�� v �� Qh� ����� ��	��� δ̄ < 1 ���� ����
v ∈ E(Ah, δ) ��� ��� δ > δ̄�

,�����
 � Qh �
�� ��� �������� ��
� ����� � �� ������ �����
��
���� ��
������� ������ ���� ����� ��
���� ������� �� ��� �����/
�
��� �
�� � ��������� �� ��� ������
� "�� � 
 ���� �����	 ����
�� ����	��
���/���������$ 
�� ����� ��
� ��� ������
 
�� �����	��
����	��
���/����� � ��� ����� �� �
����� 
�� &
�A� ���'���
8� ��� �
�� �� ���/��
��� 	
���$ �� �
� 	�� 
 ����� ������
�� 
��

��6���� ������� ��� Qh �� �� ��������� �# ��� 
���� ���1��� a1


�� a2 ����� �
�� ������� g1 = g(a1) 
�� g2 = g(a2) 
�� �� ���
5
���� �������� ;������ ��
� gi

i < gj
i ��� i �= j$ �� ��
� ai � �����

��� ��
��� i ��
� aj� ��� h = {v ∈ R2 | β1v1 + β2v2 = γ} ���
(β1, β2, γ) = (g1

2 − g2
2 , g

2
1 − g1

1 , g
2
1g

1
2 − g1

1g
2
2) �� ��� ��� ��������	 g1


�� g2� :��� ��
� β1$ β2 > 0� 0� 
����� Ah = {a1, a2} ��� �������$
���$ �� �
�� ���1�� ����� ��
� g1 
�� g2 
��
�� h�6 0� ����� ��
Ah/������� ����� ������
�
��� gii = (gii

i , gii
j ) ∈ h �� ��1��� �� gii

i = maxai gi(ai, a
i
j) 
�� gii

j =

(γ − βig
ii
i )/βj� ��� 	 = {v ∈ h | g11
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1 � �8� g11
1 = g22

1 $ ���� 	 � 

������
;��
���$ ��� gij = (gij

i , gij
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πi(a) ≡
∑
y∈Y i

πy(a), πii(a) ≡
∑

y∈Y ii

πy(a), πij(a) ≡
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y∈Y ij

πy(a),

����� �#�� ωi$ ωij � 0 ���� ��
�

�� πii(ai) < 1 
�� πi(ai)ωi + πij(ai)ωij = gii
i − gi
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)� πii(ai, a

i
j) = 1 ��� 
�� ai �= ai

i$ 
��

+� πi(aj, a
i
i)ω

i + πij(aj, a
i
i)ω

ij > gii
i − gij

i ��� 
�� aj �= ai
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8� π � �������/�������	 ����$ Y = A 
�� πy(a) = 1 � 
�� ���� �
y = a�$ ���� π �
� ������� ������
���� ��� ��
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i
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1 � g22

1 � $� ���� Qh = ∅ ���� ��� �	���� ���������� �����
����� 	� �� Ah�������� ����	� �
�	�	��	�� ��� ��� δ�
%� g11

1 < g22
1 � ���� ��� ��� �	���� ��������� π  	�� ������� ��

������	�	�� ��� ��� ���� ������� �� ��� ������� �	�� ������� 	� ���

�����	�� 	����	�� �� 	� ����� ��	��� ε > 0 ���� ���� Qh 	� � ��������

��� �����	�	�� ��� �	�� ������� ���� ��� �	���� ��������� π̃ ���� ����

maxy,a |πy(a)− π̃y(a)| < ε� ���� ����� ��	��� �� Ah�������� ����	� �
�	�

�	��	�� ��� ��&�	����� ����� δ�

������ �5���� �� 5
�� �� 0� ��� ��� 
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�����	
������
��� �
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�� ������ ���� h
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�� ���$
�� �
��

v2 � (1 − δ)g22
2 + δ

∑
y

πy(a
2
1, a

22
2 )w2(y) � (1 − δ)g22

2 + δv2,

����� a22
2 � ��
��� 24� 
���� ��
� �
#�!�� g2(a

2
1, a2)� "��������$

v2 � g22
2 $ λ1 · v � λ1 · g22$ 
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1 , g1

1)} ≡ 	′.
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1, a2)ω

1 + π12(a1
1, a2)ω

12) − (g11
1 − g12
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���� ���1�� a1 
�� �
�� ������ v = g11 + (η,−(β1/β2)η) �
� ��
�������� ��� ��� ���� ��
���� ��� ������
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v1 + [(1 − δ)/δ](ω1 + ζ) (y ∈ Y 1),

v1 (y ∈ Y 11),
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w2(y) =
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�����
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�� � �� ��� �
� {v′ ∈ h | v′

1 � v1}
���� π̃ � ����� �� π� "��������$ ��� 
�� ����
�� ��� ��	���� � ���
���
��� ������ �� 	$ � π̃ � ��6������ ����� �� π$ ���� Q1 ������� ���
��� ��	����$ 
�� ��� 
�	����� ����� ��� Qh = Q1�



������� ����	� �
�	�	��	�� ��� ������� ��� ���	��� ��

�
�
�
��
�

F6G 
%"�$	 �� F6?A9G H�/�"��'� �&$���%"�' � ���+�!������# �$!�"+'���	I ������	 �

������� ������ :?	 6?61;;A�

F;G 
%"�$	 ��	 �� ��'"#�	 ',* �� ��'##����� F6?A9G H�!���'� #'"��� �&$���%"�' .���
��!�" �#� ��,���"�,+	I ������	 �
 ������� ������ :?	 ;761;9?�

F:G 
%"�$	 ��	 �� ��'"#�	 ',* �� ��'##����� F6??<G H��.'"* ' ����"( � *��#�$,��*
"�!�'��* +'��� .��� ��!�" �#� ��,���"�,+	I ����������� 7A	 6<=616<9:�

F=G 
���(	 �� ',* � �'+.��� F;<<6G H�!���'� #���$���, .��� !"�0'�� �, �"�'���,	I
���� ������	 �
 �������� :;	 =;A1=97�

F7G ����'"�#'�	 �� F;<<:G H�E#��,#( ',* "�%$��,��� � ��'(1��2� �,��,� "�!$�'���,
��#�',���� �, �,0�"�,��,�� .��� ��"'� �'-'"*	I .�"2�,+ !'!�"	 ����

F9G ��(	 3�	 �� �$*�,%�"+	 ',* �� � ��0�,� F;<<:G H���, �� "�!$�'���, %'*JI	
������

F>G �'""���	 3� ',* �� �'�2�, F6?A?G H��,�+���'���, �, "�!�'��* +'���	I ����

��� ������� �������� 6	 :;>1:9<�
FAG �$*�,%�"+	 �� ',* �� � ��0�,� F6??=G H�E#��,#( ',* �%��"0'%����( .��� ��,+1

"$, ',* ���"�1"$, !�'(�"�	I ������	 �
 ������� ������ 9;	 6<:16:7�
F?G �$*�,%�"+	 ��	 �� � ��0�,�	 ',* �� �'�2�, F6??=G H���  ��2 ����"�� �, "�1

!�'��* +'��� .��� ��!�" �#� !$%��# �, �"�'���,	I ����������� 9;	 ??>16<:?�
F6<G �$*�,%�"+	 �� ',* �� �'�2�, F6?A9G H���  ��2 ����"�� �, "�!�'��* +'��� .���

*��#�$,��,+ �" .��� �,#��!���� �, �"�'���,	I ����������� 7=	 7::177=�
F66G ',*�"� �� ',* �� �'��$����' F6??AG H�"�0'�� �%��"0'���,	 #���$,�#'���,

',* #���$���,	I ����������� 99	 9;>197;�
F6;G ��,	 K� F6??=G H��� L ��2 ����"��M  �" "�!�'��* +'��� .��� #��!���� �, �"�'1

���,	I ����������� 9;	 ?=?1?7=�




