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���� ��� ������� ������� �� ������� ��� ���� ��������� #�&'4% ��������� �����
��� ��� ������� �� � ����������� �������� ��� ������������ ������ ���� ���
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 ������ �� �� ������
 ��%
 �� ������ �"
�� ������ ��� �
� ��� ����� ������ 7� ������ U �� ����� �� �� ��8�
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������� 2��
����� μ ���� %��� �9
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 � �� ���� �����
/

U = −μ
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+ U0, (�)
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��������� ������ ����� A2
��
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�
�
% ��� � ����� ���	���
6 α 2���6 �
� �� ������
 ��%
 �� ��� 2���	� �
�
�� ������
 ��
�
� �� �22��.������ ���
 �� ������� ��	6 � ;B6 �1=� !" �� ���
2���	� .��� � �����
 ���	6 �� "�������
 �" �� ������ 2���6 β 2���6 ���
�
� �	���� �
���� �" �� ������
 ��
�
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�
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�
��������� ������ ����� !" �� .�
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�6
%���� �� ���2���� �
 ���	� ������

�



���	� �/ :"�/ $ 2���	� ���� ��
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�� �
 ������� :� �
�� %����
 �
 ���������

�.� % �"� �� ���	� ������ �� .2���
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��6
%���� ��
����� �� �" ������� �����	�6 �� ����� ����	�� �
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�
� 2������ �����	� ��
� ��� �� �
�� �
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 ��������
��%���� �� ������6 %���� �� �� �
���� ��D�� �" �� �	��
� ������
�� !� ��
�����
�" � �����
 ����� ��
�� ������� �?@4 %��� �� ���2 �" � ����� �2�� �" ���	�
1� 
� ������� 7� �?@4 ������ �8�� �
��������� ������ ���� ���� ��� �� ����
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 �� ������ �� "	��� ������6 ��� �
��������� ������ ���� ��
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� ���������
� �� ������
� �����	� ��
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�
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�
� .��� �
�����
 ���	6 �� "�������
 �" � ���
� 2���6 β 2���6 ��� �
� �	���� �
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�
� �� 
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� ����� ��
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 � ��
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�
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��	��� � ������ ����� �	�D�� %��� �� ��D���� �� .2���
 �������� 2�
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� .2�����
 �
 �� β 2��� ���� ρβ

 =

nβ
	(m	 + m ∗ (ηβ + ζβ)y

β)6 %�� yβ = nβ
/((ηβ + ζβ)n

β
	)� 7� ����� ������


��� "������
 yβ �" �� β 2��� ��
 � ����� �� �� ��� "������
� �" �� �%�
�	�������� �� yβ = ηβ/(ηβ+ζβ)yβ

η +ζβ/(ηβ+ζβ)y
β
ζ 6 %��� �� �	������� ��� "������
�

yβ
η = nβ

η
/(ηβn

β
	) �
� yβ

ζ = nβ
ζ
/(ζβn

β
	)�

�.� % "���	��� �� ��
����	��� "	
����
� "�� �� �����	� �2��9� "� 
�����
��� �� �����	� ��� �� ��
����	��� "	
����
� "�� �� �%� 2���� ��� �� ���
�
��� "���6 
����

ψα,β = ψα,β(T, n��, n�) = ψ̃α,β(T, y, nM). (�)

7� �2��
�����
 ��� �� "	
����
 ψ̃ ���2�� ��	��� "��� � ���
�"�������
 �" ��
���������

&�������� % %��� "�� �� α 2��� �" �� ������
 ���

ψα = ψα(T, n, n�) = ψ̃α(T, y, n	), (��)

%���� "�� �� β 2��� %��� � �	�������� % ��� ��� �������� �
� �� ���� 
�2�
��
� "	
����
� ���

ψβ = ψβ(T, nη , nζ
, n�η , nζ

) = ψ̃β(T, yη, yζ, n	). (��)

��
���� % ��� �� ��
����	��� "	
����
 "�� �� ������
 ���6 %���� �� � ��
��
�	����
�6 �� ���� % ���2�� ��� %���

ψ2 = ψ2(T, n2) (��)

7� �
��� "��� �" �� "	
����
� ψ(T, n1, n2, ..., nν) �����9� �� -���� H	����
 �
�
�� -���� A	�� H	����
�6 � ;�= �
� ;�+=� 7�� ���

dρψ = −ρsdT +
ν∑

a=1

μadna �
� p = −ρψ +
ν∑

a=1

μana, (�+)

%�� �� 
%�� �
����	�� H	�
����� �� �� ������� 2��
����� μa �
� �� 2�� 
�	� p� � ��
��	� "��� (��)1 �
� �� �
 ��� ����	�����


μa =
∂ρψ

∂na
�
� p = −ρψ̃ + n	

∂ρψ̃

∂n	
= −ρn	 ∂ψ̃

∂n	
. (��)

��



7� �2��
�����
� (��) ��� �� �
���� H	�
����� �" �� �	��
� ��	���

��������� ���������� ��� �	
������� 7� �������� "� 
��� A �2
�� �
 ��
2������2���
� ���	�� �
� �
 �� �����	� ��� �" ��� �
����� ���� �� �������
����� !
 ���� �� �����
 �� 
������ ��
�����
� "�� �� 2������ H	������� �� 9���
��������� �" �� �������� "� 
��� %��� ��2�� �� �� �����2�
��
� ��������
�	�� � �� H	�� �� F��� 7� ��	���
� ��
�����
� ��
 � �����
� �� + '�
�� �"
H	�������6 
���� ����
���� H	�������6 ������� H	������� �
� 2��� H	��������
>���� ���� % ��
���� �
 ���� ��	�� .��	����� �� ��� ���� � ��
�� 2������ ��
���� �
 α �� �
 β 2���6 �� ���� ��
�����
� "�� �
��"����� 2��� H	������	� �� 
��
���	� ���

!
 �� ��� �" �����	� ������ % ��� ��	� �
�� ����
���� H	������	�6 %���� ����

pα,β

 = p� �
� p� = p0, (�1)

%�� p� �� �� 2���	� �
 �� 2������ �	�"�� ���� �� �
�	�� �� �� ���������

���6 �" % %� �� ��
���� � � 2��� ����� �
 � ��
�� 2������6 ��
 �
��"�����
2��� H	������	� %� ���������F� �� μα

�� = μβ
�� �
� μα

� = μβ
��

��� ������
 ������ �� ��
�����
� "�� ����
���� H	������	� ��

pα,β

 = p2 �
� p2 = p0. (�B)

!
 ���� ��� % ���� ��� 2��� H	������	�6 
���� ��%
 �� 2������ �
� ��
������
 ���� 7��� ���� ��� �� �� ��
�����
�

μα
 − μα

� =
1

2
μ2 �
� μβ

ηβ
− μβ

�ηβ
=

1

2
μ2 (�,)

���	� �� β 2��� ��
����� �" � �	��������6 ��� �� ���� � ��
�����
 "�� �������
H	������	�6 %���� ������� �� ���
�����
 �" ������
 ����� �
� ����
��� ��%

�� �	��������� 7��� ��
�����
 ����

μβ
ηβ

− μβ
�ηβ

= μβ
ζβ

− μβ
�ζβ

. (�<)

7� .2����� ���	����
 �" �� 
������ ��
�����
� "�� H	������	� �H	�� ��
����	 
��� H	����
� "�� �� �2��9� "� 
����� $"��%���� % ����� ��� ���� H	����
�
"�� � ���2��9� �����
 �" �� �����

���
������ �� ��� �������� �� ��� ������� ������� �� ��� �����
� �	
��

������ 7� �22����� �" �� ������ ������ �� ����
���� H	������	� �� �� "�����
2�����6 �
� "�� ���� ����
 % ���	� ���� �� ����� �� �� �
� ��� �
 ����
����
H	������	�� 7��� ���	�2���
 ����%� �� ����
�� �� ��� �
����� �" �� �����.
������ "��� �� ���� �" ��������� 7� ��� ���	�2���
 �� ��� �� ��
��
�
�
������� H	������	� �" �� β 2��� �
 �� ��� �" ������
 ������6 ��2���
� ����
�� ��
� �" (�<) %��� (�<) �
� ���	�� �
���������� % ���� ��� ����
�� yβ

ζβ
6 ��

���� % 
�% ��� 	� �� ����� ��� "������
 yβ �� �� �
�� ������
 ��� "������

�" �� β 2���� ��� ���� ������ 2������ �
� "�� ��� 2���� % ��	� 
� 	2 %���
�2��9� "� 
���� ���� �2
� .��	����� �" �� �����	�6 ��2������ �� �����
������
 ��� "������
�

��



��� "� 	�	�
	�
 �� ����� �� �	��  	����
 ������

��% % ��
���� �� ��
� 2������ 2����� �� �� �� �
������ �
 ���	� B� � ���
N 2�������6 �
�.� �� l ∈ 1, 2, ..., N 6 �
 �� ��
����� �����6 �
� % ���	�
���� ��� �" �� 2������� �� ���� �
 α �� �
 β 2��� �
� ���� ���� �������� ��
�����
�	��

���	� B/ :"�/ $ 2���	� ���� ��
���
�
� � 2�%�� �" ��
� *� 2������� �

��
���� �� � ������
 ���� >����/ $ ������ ����� %��� ��
� �?@4 2�������
����
�� �
 ������� :� �
�� %����
 �
 ���������

 ����
� ������� 5� �� �������� "� 
��� �� ���
 ��

A =

N∑
l=1

∫
Ωl

(ρlψl + p�)dx =

N∑
l=1

V l(ρlψl + p�), (��)

%�� V l �� �� ���	� �" 2������ l�

7� ������	� �" A �� �������� �� �����	� ��� ��
�����
� ���� % "���	��� 
.��
(�) 7� 
	��� N l

	 �" �����. ����	�� (�?@4) �� ��
���
� �
� �� ��� "�� ���
������ 2������ N l

	 = N1
	, l = 1, · · · , N � (��) 7� �2�� 2������� ��� �� ���

���	� V̄ �
� ��	� �� ��� ��� �
���� n̄	� (���) 7� ����� 
	��� �" :� �����6
N��6 �
 �� ��
� 2������ ����� �� ��
���
�� 7�	� % ���

N l
	 = nl

	V
l = n̄	V̄ , N l

�� = nl
��V

l, (��)

N	 =

N∑
l=1

N l
	 = Nn̄	V̄ , N�� =

N∑
l=1

N l
�� . (��)

7� ��������2�� 9���
� ��� �" ��� 2������� q = N��/N	 �
���
� �� ������
�����
� ���� �" �� ����� �� ���"�� ��
���
� �
� ��
 ��
 � %����
 ��

q =

∑N
l=1N

l
��

N	

=
1

N

N∑
i=1

yi . (��)

��



!������� �������7� ����� "�� ������
 ������ �
��	�� �� N *� 2�������
�
� �������
���� �� ���6 �� ���� ��� �������� "� 
��� ����

A =
N∑

l=1

∫
Ωl

ρlψldx+

∫
Ω�2

ρH2ψH2dx+ p0V =
N∑

l=1

V lρlψl + V�ρH2ψH2 + p0V, (�+)

%�� V = V
 + V� �� �� ����� ���	� �" �� ������

$��� �
 ���� ��� % ��
���� �����	� ��� ��
�����
�� (�) 7� 
	��� N l
	 �" *�

����� �� ��
���
� �
� �� ��� "�� ��� ������ 2������ N l
	 = N1

	, l = 1, · · · , N �
(��) 7� �2�� 2������� ��� �� ��� ���	� V̄
 �
� ��	� �� ��� ��� �
����
n̄	� (���) 7� ����� ���	�6 V̄ �" �� ����� �� ��
���
�� (��) 7� ����� 
	��� �"
5 �����6 N6 �
 �� ����� �� ��
���
�� 7�	� % ���

N l
	 = nl

	V
l = n̄	V̄
, N l

 = nl
V

l, (��)

N	 =

N∑
l=1

N l
	 = Nn̄	V̄ , N = 2N2 +

N∑
l=1

N l
, (�1)

n2 =
N	

N

(
Nq −∑N

l=1 y
l

V�

)
, V� = V̄ − N	

N

N∑
l=1

1

nl
	

, (�B)

%�� �� ��������2�� 9���
� ��� �" �� ����� ����� q = N��/N	 �� �9
� ��
�� �	� �" �� 9���
� ��� �" ��� 2������� 2�	� � 2��� ���� ��'� ��� "�� �� ���	
�
�" ������
 �
 �� ���/

q =

∑N
l=1N

l


N	

=
1

N

N∑
l=1

yl +
V�
N	

n2
. (�,)

��� #�� 
�$� ������ �� % 
���� ����������� &�	�����

��� ���� �� "�� % ��� 
�� H	�� �
� .2����� ��
����	��� H	����
 "�� �� �����	�
�	����
�� ���� �� �
����� �
 �� �%� ������ 2������� >���
� �
 &����
 +�� �� ��
�����	� ���� �� '
�%��� �" �� �����	� �2��9� "� 
���� ����%� �� ����	��� ��
��
����	��� ��%� "�� �� 2���	�� �
� �� ������� 2��
����� %���� �� �� ��	����
H	�
����� ���� �����
 �� ���	���
 �" �� ������ ������� 7� 	�	�� 2����	�6
��%��6 �� ��8�
�� !� ���� �
 �� ���������
6 ���� � "� 
��� �
���� ��
 �
��������� ����2��� �
�� �
 ������� 2���6 ���� .��	����� �2
�� �
 �� ���
"������
 y6 �
� � ����
���� 2��� ���� �2
�� �
 �� ��� "������
� �
� �
 ��
��� �
����� n	� � %��� ρψ = ρψ���� + ρψ����6 �
� �"� �� ���� �� ��
���"	� ����	����
 �" ��� �9
����
� �
 ;�=� 7� ����
 "�� �� ����2������
 �"
�� "� 
��� �� �	 �� �� "��� ���� % '
�%��� �" ψ���� �
� ψ���� ��	��� "���
��8�
� ��	���� ���� ψ���� �� ���
 ������� ���� �� ���	��
�� �� �� �����
%����
 �� ����
� �" ����������� ����
���6 "����%� ψ���� ��� ��2 �� �
�������
 "���
� ��
����	��� ��% "�� �� 2���	��

�+



"������
���� �
������� ��� ��� �����
��� 7� ������ 2������� �� ���	��
�� � ������ %��� ���9� �����
6 %���� �� �	 �� �� ���	� .2�
���
 �	��
� ��
�����
� �� �����	� ��2������ ������
 ������ 7� ���9� �����
 �� ���
 �� h(y) =
1/(1+δy) %��� δ = (V���−V�)/V�6 �
� �� �
��� ��
����	��� ��% "�� �� 2���	�
p
 �" � 2������ �� ���	�� �� � ���
 ��

p
 = p� +K(y)(
n	
n�	

− h(y)). (�<)

� ��� δ ≈ 0.06 �
� δ ≈ 0.3 "�� �����	� ������6 ��2������ ������
 ������� p�
�� �� �"�
� 2���	� �
� V� �
��� �� �"�
� ���	�6 %���� �� ���	�� ��
�
 �2�� ������ 2������6 �
� K(y) �� �� ��
�
������
 �2
�
� �	�' ���	�	��
5�%��6 ���� �2
�
� %��� � ��
��� ���

7� 2���	� �" �� �������� �� ������� "����� � %���

p� = p� +K�(
V 0
�

V�
− 1), (��)

%�� K� �� �� �	�' ���	�	� �" �� �������� �
� V� �� ��� ���	�� ���	� %����
�� ����� �� �� �"�
� ���	� V 0

� �������
� �� V� = V 0
� (1− δq)� >���� ���� ��

9���
� ��� �� ����� �� �� ��� "������
� �� ���

��
���� % ��� �� 2���	� "�� �� ������
 ��� ���� �� ���	�� �� � �
 ���� ���6
�� ���� % ���

p2
= n2

RT, (+�)

%��� �� 	
������ ��� ��
���
� R = 8.31 O4(��� I)�

#��������� ����� �� ���� �������� �� �
�������
 �" ��2 % �����
 �� ����
 
���� 2��� �" �� "� 
��� �
���� �" �� 2�������� !� ����

ρψ���� = (p� −Kh(y))(
n	

n�	h(y)
− 1) +K

n	
n�	

log
n	

n�	h(y)
. (+�)

7� �����2�
��
� "� 
��� �
���� "�� �� �������� �� 
�� 
��6 ���	� ��
��� 
�� ���
� �� �� ��
����� �����6 �
� �� ����
���� 2��� �" �� "� 
���
�
���� �" �� ������
 ��� ��	��� ��

ρ2ψ
����
2

= RT log
p2

p�
. (+�)

"������� ����� �� ���� �������� !
 �� ��� �" �����	� ������ �� �������
2��� �" �� "� 
��� ��
 � ���
 �� ���2� "	
����
 "�� ���� 2����6 ���	� ��
������� ���	��	� �� �� ��� "�� ��% �� %�� �� ���� �����	� ��
�
� �" � 2�������
� 	� �� �� ��� 
�
 ��
�. ��
����	��� ��% �� �
 ;+= ���� ��'� 
���2�� 2����
�
� �� ��� �" ���	���
 �
�� ����	
�� !� ����

ρψ���� = n	Lf(y) (++)

%���

f(y) = a1(T )y + a2(T )(1 − y) + y(1 − y) +
RT

L
(y log y + (1 − y) log (1 − y)), (+�)

��



%�� L > 0 �� �� ��
���
� ��� �" ���	���
� a1(T ) �
� a2(T ) �� 
�� ��2����
� �

���� ��	�� ���	� % ��
���� �� ��������� 2�������

7� ��� �" ������
 ������ �� ��� �	���6 ���	� �� ������� ���� �� �������
���	��	� ���
�� �" �� 2���� ���
�6 �� ���� % ��8�
� "	
����
 �� 
�� "��
��8�
� 2����� 7�� "	
����
� �	�
 �	� �� � ���� 2�������6 ���	� �� �����
���	���
 �� %�� �� �� "�������
 �" ������ �� .������� �
� ��	� ��� 
�����
��� �" ���	���
�6 � �� "��������
� ������ ;�=� 5� % ���2�� �
��2���� ��%

�� ���� "	
����
� �
� ��' �� �� ��	�� �� ��� ���	��	� �� (++)�

7� ������� 2��� �" �� "� 
��� �
���� �" �� ������
 ��� ��� �
�� 
���2��
��
����	���
� �
� ���	� �� ��� �� ���� �
� ��
����� �" � ��
�� �	����
�6 �� �� �"
�� ���2� "���

ρ2ψ
����
2

= n	a3(T ). (+1)

$� �"�� % �� 
�� �2��"� �� �� ��2���	� �2
�
� "	
����
 a3(T ) �
�
�"� ����
 �� ;�=�

"������� ���������� !
 ���� �� ����	��� �� ������� 2��
����� % ��
���	��
"��� �� ���� �� 9��� �� "	
����
 ψ(T, n���, n�)6 ψ2(T, n2)6 �
� 	� ��
 (��1)
�� �����
 "�� �����	�6 ��2������ ������


1

L
μ��� = f(y) + (1 − y)f ′(y)+

b1

(
log(

n	
n̄	h

) − h′

h
(1 − n̄	h

n	
)(1 − y)

)
+ b2

(
1 − h′

h
(1 − y)

)
1

h
, (+B)

�
� "�� �� ����
���

1

L
μ� = f(y) − yf ′(y) + b1

(
log(

n	
n̄	h

) +
h′

h
(1 − n̄	h

n	
)y

)
+ b2

(
1 +

h′

h
y

)
1

h
. (+,)

7� 
%�� �
����	�� ��
���
�� b1 = K/n�	L �
� b2 = p�/n
�
	L ��
���� �� ���
���

�" ����
���� �
 ���2�����
 �� ������� ��
����	���
��

��
���� ������� 2��
���� �" �� ������
 ��� ��	��� ��

μ2 = a3 +RT log
p2

P�
. (+<)

��� '% 
���	���� �� ���	���	
 &��
������

$� �� %�� .2���
� �
 &����
 +�� �� ���	�2���
 ���� ����
���� H	������	� ��
��������� �� �
� ��� ����%� �� �����
 �� ��� �
���� n	 �" �� �����. �� ��
��� "������
 y6 �� ���� % 
� 	2 %��� "� 
��� �
����� �
� ������� 2��
�����
���� �2
� .��	����� �
 y�

 ����
� ������� ��� ��� ��
�� 2��� �?@4 2������ %��� �
�. l ∈ 1, 2, .., N
% ��� �������
� �� (�1) �
� (�<)

p(yl, nl
	) = p� ��2���
� K(

nl
	

n̄	
− h(yl)) = K�δq, (+�)

�1



%���� ���� �� "	
����
 nl
	 = n̂l

	(yl, q)�

!������� ������� ��� ��� ��
�� 2��� *� 2������ %��� �
�. l ∈ 1, 2, .., N
���� �� ������ �
 �� ��� % ��� �������
� �� (+�) �
� (��)

p(yl, nl
	) = p2 ��2���
� p� +K(

nl
	

n̄	
− h(yl)) = n2RT. (��)

7� �
���� �" �� � �� ����	�� �2
� ��� (�B) �
 �� ��� "������
6 �
 �� 9���
�
���� �
�(P) �
 ��� ��� �
����� n1

	6 n2
	, ..., n

N
	� 5�%��6 �
 ������ ���%�

���� ���� �2
�
� �� H	�� ����� �
� ��	� ��
 � ��
���� 7� ��	�� �� ����
 �
"	
����
 �" �� ��2 nl

	 = n̂l
	(yl)�

�  	� ���� �����
�� ������ �� ������

��� (�����	���� �� &��
����	

 ����
� �������� M
�� �� ���	�2���
� (��) �
� (+�) �� �������� "� 
���
(��) ��	�� ��

A(y1, . . . , yN−1) =
N	

N

N∑
�=1

(
1

n̂l
	

ρlψl +
pE

n̂l
	

)
%��� yN

	 = Nq −
N−1∑
l=1

yl . (��)

�.�6 % �9
 �� ��8�
� �" �� ������� 2��
���� μ = μ�� − μ� ���� �� �����
�� �� "� 
��� �" ��� 2������ ��

μ =
1

n	

∂ρ
ψ

∂y

. (��)

��� ���� �� ������� 2��
���� �2
�� �
 �� ��� �
���� n	 �
� �� ���
"������
 y� 5�%��6 �� ��� �
���� �2
�� �� �� H	����
 (+�) �
�� �
 ��
��� "������
 y �
 % �9
 μ̂(y) = μ(y, n̂	)�

7� "� �������� 
��� ��� � ��
��	� �� �
� H	������	� 2��
�� 7� 
������
��
�����
� "�� H	������� ��

0 =
∂A

∂yl
=
N	

N

(
μ̂(yl) − μ̂(yN)

)
. (�+)

7��� ��
� ���� �� ������ �" ��� 2������ �� �� ���� 7� �	L��
� ��
�����

"�� H	������� ��
 � ��� �" �� 5����


∂2A

∂yl∂yk
=

N	

N

(
∂μ̂

∂y

∣∣∣
y=yl

δlk +
∂μ̂

∂y

∣∣∣
y=yN

)
. (��)

�
� %��� � ���	��� �
 �� 
.� �����
�

�B



!������� �������� M
�� �� ���	�2���
� (��) �
� (��) �� �������� "� 
���
(�+) ��	� ��

A(y1, . . . , yN) =
N	

N

N∑
l=1

1

n̂l
	

ρlψl + V2ρ2ψ2 + V̄ p0 (�1)

%���

n2 =
N	

N

(
Nq −∑N

�=1 y
�

V2

)
�
� V2 = V̄ − N	

N

N∑
l=1

1

n̂l
	

. (�B)

&������ �� �� �����	� ���6 % �9
 �� ��8�
� �" �� ������� 2��
���� μ =
μ − μ� ���� �� ����� �� �� "� 
��� �" ��� 2������ ��

μ =
1

n	

∂ρ
ψ

∂y

. (�,)

��� ���� �� ������� 2��
���� �2
�� �
 �� ��� �
���� n	 �
� �� ���
"������
 y� 5�%��6 �� ��� �
���� �2
�� �� �� H	����
 (��) �
�� �
 ��
��� "������
 y �
 % �9
 μ̂(y) = μ(y, n̂	)�

7� 
������ ��
�����
� "�� H	������� ��

0 =
∂A

∂yl
=
N	

N

(
μ̂(yl) − 1

2
μ2(n2)

)
(�<)

�
� �� 5����
 ��

∂2A

∂yl∂yk
=

N	

N

(
∂μ̂

∂y

∣∣∣
y=yl

δlk − 1

2

∂μ2

∂n2

∂n2

∂yk

)
, (��)

%��
∂n2

∂yk
= − N	

NV2

(
1 + V k

	

n2

nk
	

∂n̂	
∂yk

)
. (1�)

������� ���
��
�� $ �
��� "���	�����
 "�� �������� "� 
��� �
 ���� ����
��

A(x) =
1

N
(

N∗∑
�=1

F (y�) + F2(q, x)) (1�)

��� x ∈ Λ �
� Λ = RN∗ �� �2�� �" 2������ ����� ������ ��� �� �����	�
���� N∗ = N − 1 �
� F2(q, x) = F (yN) (��
"� (��))6 %���� �� (��) N∗ = N
�
� F2 �� � ��
�. "	
����
� 7� 5����
 �
 ���� 
������
 ����

D2
xA(x) = H(x) =

1

N
(

⎛
⎜⎝F

′′(y1)
� � �

F ′′(yN−1)

⎞
⎟⎠+D2

xF2(q, x)) . (1�)

�,



μ*

μ
*

y*y
*

y
** y**

F’

���	� ,/ Q	�������� �����2���
 �" 2������ 2��
����

7� ��	���� 2��
� �
 �� "����%�
� ����	����
6 �� ���� F ′ ∈ C1 �� � 
�
��
���

"	
����
� !� �� �������� ������
� �
 �
 �
����� (y∗, y∗) �
� �������� �
�����
� ���

���6 ���� �� 5����
 �� �	���
�� �� � 2������ �9
�� �" F ′′(y�) > 0 "�� ��� 
�
$
���� 2��2��� %���� %��� � 
�� ���� �� �� "���6 ���� �� �����. D2

xF2(q, x)
��� 
���� �
 ��� ��% �� �� ���� ��� �� �����	� ���� F2(q, x) = F (Nq −∑N∗

�=1 y�)

�
������� ������������ 7� ���	�� �� 
������ ��
�����
�6 % ���� � �����
�" 
�
��
�� H	����
�� ���	� < ���%� 2������ ���	���
� �
 �� �����	� ���� 7�
9�	� �
������ ���� "�� �
 �
�����
� 
	��� �" 2������� �� 
	��� �" 2������
���	���
� �
����� "�� �
 9���
� ��� q�

@
 ���������
 �� ���� �" ∂μ̂/∂y �� 2������ "�� ��� 2�������6 ��
 �� 5����
 �" ��
����� �� ��%��� 2������ �9
��� ��� �
�����
� 
	���� �" 2�������6 % �����
���� ��� �� ������ 
� H	������� "�� �
 2������ �
 � ���� %�� ∂μ̂/∂y �� 
������

7��� ���� ��� �� �� ���� ���	�2���
 ���� 
� 2������ ���	�� �� � �
 ��
�
������� ����
� � ��
 
�% "���	��� �� "����%�
� �����

 ���� $ ( 7�� �� ������ 
� H	������� ����� 2������ %��� �
 2������ �
 ��
�
������� ����
) 
�� ����� ������� �� �	� ����������� ��� ���� q ��� ���
�������� ���������� �������� �� ��������� ���� 	� �� ���

��� �� �	� �� ���� �������� ��� �� ��� ������������ ������� ���� ��� ����� ������ 
���� �� !������� ��������

���� �� ���� ��� k �� ������� �� �� ��� ������������ ������� ���� ��� ����� yk ���� ���
��������� �� N � ��������� ���� �� ��� �������� �� ��� ������������ �������

!���� �� H(x) �� �������� ������� ��� ��� ������ ����� x� ���� x �� ��� �� ������
��������

�<
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���	� </ &��	���
� �" �� 
������ ��
�����
� �" �6+61 �
� B 2������ �����6 ����'
�
������ H	������� �
� ��� �
������ 
�
 H	�������

��



"����� � �
�� �� ek �� k �� 	
�������6 %���� ��� �
 
��� � �� �� k �� 2������

�
� F�� 
���� ����%���

��� �����
� ������� �����

(�) :� 2������� k �
� 
 � �
 �� �
������� ����
�
⇒ F ′′(yk), F

′′(y�) < 0
(�) k, 
 < N ⇒ x := ek − e�, xT [H(x)]x < 0
(�) 
 < N, k = N ⇒ x := e�, xT [H(x)]x < 0

(��) ?������ k �� �
 �� �
������� ����
�
⇒ F ′′(yk) < 0
(�) k < N ⇒ x := ek − 1

N∗

∑N−1
i=1,i�=k ei,

(�) k = N ⇒ x := 1
N∗

∑N−1
i=1 ei,

7�
 �
 ���� ���� ��� �����

N xT [H(x)]x = F ′′(yk) +
1

(N − 1)2

N∑
i=1,i�=k

F ′′(yi) . (1+)

!� �	�
� �	� ����

|F ′′(yk)| <
1

N−1

∑N
i=1,i�=k F

′′(yi)

N − 1
(1�)

�	�� � ��	6 �" (1+) ���	�� � 2������� &�
� F ′′ �� ��	
�� ���� �� H	����
�
�� F ′′(yk) ��
� ����������� ���� �� F��� �� ���	�2���
 F ′′ �� ��
��
	�	�
�
� �
�� F�� �� �� ��	
���� �" �� �
������� ����
6 %���� 2���� ��
�������
�

��� �������� ������� #���� 7� 2��� �� .����� �� ��� �
� �� �
�� .���
�
����
� �� �� �2���� ���	��	� �" D2

xF2 �
 �� ������
 ����

��� #�	�
  	��

>���� ���� �� �������� "� 
��� A(x, t) �2
�� 
�� �
�� �
 �� ����� ����
x ∈ Λ �	� ���� �
 ���� !
 �	� ��� �� ��� �2
�
� 
��� %��� �� ���

��
��
	�	� ���	���
 �" q(t)� 7��"�� �� 
��� ��
����2 ���
�� �
 ���� �
��
���� �� ����� �� � H	��� ������� 7��"�� �� ��
���� ������	� �" ��
��
� 2������ ����� ��6 ���� �� "����%� ����� 2���� %� 2������� �.��2�� �"
����� 2���� �� 2����� �
 9�	� (�)6 �
� % ���"�� �9
 �� 
����
 �" �����
2���� ������	��� �� "����%��

��%������ $ (����� 2���) # ������ ���� �� � ��������� ������� x : I → Λ� 	���
���� � ���� �������� I ���� ��� ���� Λ �� �������� ������� ��������� ����� ���� ����
��� ��� t ∈ I

��



��� ��� ����� x(t) �� ���� ������� �� A(·, t)�
���� ����� ������ �� ε > 0 �� ���� ��� ��� (x∗, t∗) ∈ Λ × I 	��� x∗ �= x(t∗) ���

‖(x∗, t∗) − (x(t), t)‖ ≤ ε� x∗ �� ��� ���� ������� �� A(·, t∗)�
# ������ ���� �� �������� �� �������� ��������� ���� �� ���������� �� Λ
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���	� �/ &���� 2���� �" � �
� B 2������ �����

7��� �9
����
 �� ����� ��������� � %��� 
�% ��	� "	���� �����
�� "�� ��
������	� �" �� N 2������ ����� �� .2�����
� �� ���	�2���
6 ���� 
� 2������
%��� �� � �
 �� �
������� ����
6 �
� ��	� ��������
� Λ�

����� 
��6 ���� "�� ��� 9.� q < y∗∗6 �� %�� �� "�� q > y∗∗6 ��� .���� �
�� �

����� ���� �
� ���� ��� �� ���"�� 
�� �
�����
�� ���� 
�% �
 % %��� ����	��
�� ������	� �" �� ����� �
 ��� �
������ I %�� q(t) ∈ (y∗∗, y∗∗)6 "�� ��� t ∈ I�

���� ����� 2��� %���� % ��
���� "�� �	� ������6 ��� �� ���
� �� � 9.� "������

λ = k/N 6 %�� k �� �� 
	��� �" 2������� �
 �� β 2���� 7��� �� � ���2�
��
��	���
 "��� �� ��
��
	��� ��
�����
 "�� ����� 2�����

 ���� & (	
�H	
�� �
� .���
� "�� ����� 2���� %��� �2���� 2����) ���
λ ∈ [0, 1] ���� ��� ��� ���� �������� I �� ���� ��� ��� t ∈ I ����� ����� q(t) ∈ Ĩ(λ) =
(q−(λ), q−(λ))� 	���

q−(λ) = λy∗ + (1 − λ)y∗∗ q+(λ) = λy∗∗ + (1 − λ)y∗ , (11)

����� �� �� �������� ������ ������������ �� ��� ��������� ������ ������ ���� �� ���
������� ����������� ��� ������ ����� x(t) = x(q(t)) = (y1(q), y2(q), · · · ) �������
���� �� q� 
���� ����� �������� y−λ (q), y+

λ (q), μλ(q)� 	��� ��� ������ �� Ĩ(λ)� ���
����� �����

q−(λ) = λy∗ + (1 − λ)y∗∗ q+(λ) = λy∗∗ + (1 − λ)y∗ (1B)

yi(q) =

{
y+

λ (q) �� i ≤ Nλ = k

y−λ (q) ����
(1,)

(1<)

��




�� �����	��� ���������� ��� ����$

q = λy+
λ (q) + (1 − λ)y−λ (q) ∀q ∈ Ĩλ (1�)

μλ(q) = F ′(y+
λ (q)) = F ′(y−λ (q)) ∀i (B�)

y−λ (q−(λ)) = y∗∗ y+
λ (q−(λ)) = y∗ (B�)

y−λ (q+(λ)) = y∗ y+
λ (q+(λ)) = y∗∗ (B�)

"����� !� �	L���� �� ���% �� .���
� �
� 	
�H	
�� �" "	
����
� y−λ (q), y+
λ (q), μλ(q)

%���� "	�9� (1�) (B�)6 �
� �� ���% ���� ��� �� ��
��
	�	��

(�) A���	����
 �" �2���� ����/ λ ∈ {0; 1}� 5� �
 ��������� �� ����

λ = 0 : I0 = (y∗∗, y∗) y−0 (q) = q μ0(q) = F ′(q) , (B+)

λ = 1 : I1 = (y∗, y∗∗) y+
1 (q) = q μ1(q) = F ′(q) . (B�)

(��) ��� λ ∈ (0, 1) % 9��� ��
���	�� �� "	
����
 μλ� 7��"�� % �9
 �� "	
����


g0|[μ∗,μ∗] :=
(
μ0|[y∗,y∗∗]

)−1
g1|[μ∗,μ∗] :=

(
μ1|[y∗∗,y∗]

)−1
(B1)

gλ|[μ∗,μ∗] := λg1 + (1 − λ)g0. (BB)

��� q ∈ Ĩ(λ) ��� �	�� ���� "�� μλ �� �9
�

gλ(μλ(q)) = q. (B,)

>���� �� ��
�����
 �" �� ����/ 0 ≤ μ′
1, μ

′
2 ≤ c0 �
� ���"��

g′0 ≥ c1 :=
1

c0
g′1 ≥ c1 > 0 (B<)

⇒ g′λ ≥ c1 Ĩλ = (λy∗ + (1 − λ)y∗∗, λy∗∗ + (1 − λ)y∗) (B�)

⇒ μλ|Iλ
:=
(
gλ|[μ∗,μ∗]

)−1
.���� 	
�H	�� �
� �� ��
��
	�	�6 �
� (,�)

0 ≤ μ′
λ|Iλ

≤ c0 . (,�)

��% % �9
 y−λ , y
+
λ �� �� ��
��
	�	� "	
����
�

y−λ (q) := μ−1
0 (μλ(q)) = g0(μλ(q)) y+

λ := μ−1
1 (μλ(q)) = g1(μλ(q)) , (,�)

%���� �� �9
� �
 Ĩλ� ��� ���� (1�) (B�) �� ��	 �� ��
���	����
�

&�
� ���� �� (	
�� 2��	�����
�) �� �
�� ����� 2��� "�� �� �����6 "�� 9.� λ6
��� �� 
� ����� ��
��� 
�� ��� 7� 2������ �9
��
�� �" �� ���
� ��������
�� ��������� ���
 �� �� ��
�����
 ���� ��� 2������� �� �
 ����� ������

��� ���� ���� �� ��� ����� �������
� ���	� μ, q, λ �� �2
�
� �" ���
����� !" �%� �" ��� �� ���
6 �� ����� ���	 �� 	
�H	�� �����
�� 7��� ��
�
���� �� '
�%�
� �%� �" ���� ����� ���	� �
 '
�%� �� %��� ����� ���� (%���
��2�� �� 2��	�����
�)�

��



� %�
� �� ���%6 ���� �� �����
� �" �%� 2��
���� �	��� μλ(q), μλ+δ(q) ��
���� �"
δ → 0� 7��� �������
 �H	��� � �9
����
 �" �� �����
�� ��� ���� �� ��
���	����

�" μλ � ����F�
��� ��
 ��%
 μλ �
� μλ+δ �� �
 ��������� ����� μλ(q1) = μλ+δ(q2)
��� �� �
��� δ�

7��� ����� ������ 2��� �� �������
6 �	� % ��
���� �
���� 
������
 �" �����
��

��%������ & (������� �����
� ��%
 �%� 2��
���� �	���) %� ����� ��� �������
������� �� �	� ��������� ����� μλ ��� μλ+δ �δ > 0� �� � ������ ����� q ∈ Ĩλ ∪ Ĩλ+δ

��

d(μλ, μλ+δ, q) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
μλ(q) − μλ+δ(q) q ∈ Ĩλ ∩ Ĩλ+δ

μ∗ − μ∗ �� Ĩλ ∩ Ĩλ+δ = ∅
μλ(q) − μ∗ �� q ∈ Ĩλ\Ĩλ+δ ��� Ĩλ ∩ Ĩλ+δ �= ∅
μ∗ − μλ+δ(q) �� q ∈ Ĩλ+δ\Ĩλ ��� Ĩλ ∩ Ĩλ+δ �= ∅

, (,+)

�� 	��� �� ��� ����� ������� ������� �� �	� ��������� ����� ��

d(μλ, μλ+δ) = max
q∈Ĩλ

d(μλ, μλ+δ, q) . (,�)

��� ���� "�� Ĩλ ∩ Ĩλ+δ �= ∅ ��� �����

max
q∈Iλ∩Iλ+δ

d(μλ, μλ+δ, q) ≥ max
q∈Iλ\Iλ+δ

d(μλ, μλ+δ, q) . (,1)

��� (��	��� ��	�����

&� "�� % ��� �
 ��� �� ������ �� ������	� �" �� ����� �� ��
� �� �� ����� �

�� ���� ������� ����� 2����� J�	���� %�� �� ���	�2���
6 ���� �� ��������2��
H	�
���� q(t) ��� �� ���� "�� �� ��
����� ���� �
 �
 �2
 �� Ĩλ�

7� H	����
 % �� �������
� �
 ���� �	������
6 �� %��� ��22
� �" �� ��������2��
���� q(t) �	
� ��� �� ��	
���� �" Ĩλ� ��� ���2������ % �
�� ����	�� �� ��� %�
q(t) �� �
�����
� �
 ��� �
� �	
� ��� �� ��2 ��	
���� q+(λ) = q(t∗) �� � �����

��� t∗� �� ���	��
� � ��
��
	�	� (�
 ���) ����� ���� x(t)6 �
 ��
 	
�H	��
�����
 �� ���� x(t∗)� 7� 2������ �9
��
�� �" �� ���
� ������ �
�
���"�� �� H	������� ���
� �� 
�� �	���
�� �� ���� ����� ����� 5�%�� "��
q(t) > q+(λ) ��� �� 
� H	������� 2��
� �" �� 
��� %���� �	L�� �� ��
�����

�" �� 2������ "������
 λ �
 α 2��� �
� β 2���� 7�	� % ���� ���� ���� � ��������
2��
��

� ������ �� ����� ���� ���	���
 "�� q(t) ����
� �
�����
��� ��� q+(λ) ��
� ���� ���	�2���
� � ��� ���� �� ����� ���� ���
�� �����
��
	�	���� @

2������ %���� %�� �
 �� α 2��� ���
�� �� �� β 2��� �
� ���"�� �� �����
�������
� "������
 λ(t) ���
��/ λ(t∗ + ε) = λ(t∗) + 1/N "�� ε ����� 
�	���

!
 �� 2��� �" �� ����� 2���� ���� ��
�6 ���� �� ������ 2��
���� �� �������
�� μλ �
� �� 2��
���� ���2� �� �� 2��
���� �	�� μλ+ 1

N
�� q �
����� ��� ��

�+



�������� 2��
�� ��� ���� "�� N ���� 
�	�� ��� ����� "�� ��� λ = k/N ∈ [0, 1] ����
q+(λ) ∈ Ĩλ ∩ Ĩλ+ 1

N
�
� �� �� ���� ������� ������	� �� 2�������

7� ������ �� ��	���
� ��
���� ������	� �" �� ��
���	��� ���� % ���
���	���
��� ��%� "�� �� ���� 2������ λ(t) �
 �2
�
� �" ������ "	
����
�
q(t), q̇(t), t ∈ I = [t0, t1] �
� � ���� λ(t0) �� � ������
� ��� t0�

(�) ?��H	���� �" ����%� ������
� ����/ 0 ≤ λ(0) = K/N ≤ 1 �� � "������
 �
�

q(0) ∈ Ĩλ(0)�

(��) ��� q(t) ∈ Ĩλ(t) �� ˙q(t) = 06 �� "������
 λ(t) ����� 	
���
��4��
���
��

(���) λ < 1, q(t∗) = q+(λ) �
� q̇(t∗) > 06 ��
 λ �
����� �� 1/N �� ��� t∗ 7���
��
� ���� ��� .���� �
 ε > 0 �� ���� "�� ��� t > t∗, |t− t∗| < ε ��� �����
λ(t) = λ(t∗) + 1/N �

(��) λ > 0, q(t∗) = q−(λ) �
� q̇(t∗) < 06 ��
 λ ������ �� 1/N �� ��� t∗ 7���
��
� ���� ��� .���� �
 ε > 0 �� ���� "�� ��� t > t∗, |t− t∗| < ε ��� �����
λ(t) = λ(t∗) − 1/N �

7��� %�� ��� �� �� ��� ���� � "������
 λ �9
� �
� �� ����� ���� x(t) ��
 �
�����
� �� q(t) �
� λ(t)� :��'�
� �� �� ��������2�� �������� H	�
����� q
�
� μλ(q)6 �
 ������ �
 �������� ������	� �� �
 �
 9�	� (��)�
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���	� ��/ 5����� �" 1 �
� �� 2������ �����
�

 ���� ' (������� �����
� ��
����) ��� �� ��������� ε > 0 ����� ������ � δ∗ > 0�
�� ���� ��� ��� 0 < δ < δ∗ ��� λ ∈ [0, 1] ����� �����

d(μλ, μλ+δ) ≤ ε . (,B)

"����� ����� ���	�6 ���� δ∗ �� ����� 
�	��6 �� ���� "�� ��� 0 < δ ≤ δ∗ % ��

�	���
� Iλ ∩ Iλ+δ �= ∅� !� �	L�� �� ��	
� �� �����
� "�� q ∈ Iλ ∩ Iλ+δ ��

��



��	
���

0 ≤ d(μλ, μλ+δ, q) = μλ(q) − μλ+δ(q) (,,)

= μλ(q) − μλ+δ(q + δ)︸ ︷︷ ︸
=0 �� �������

+

∫ q+δ

q

μ′
λ+δ(s)�s (,<)

≤ c0δ �	 �� (,�) . (,�)

7� ��.���� ������� �����
� ��%
 �%� 
�����	��
� 2��
���� �	��� ��
����
�� N �
������

��� ���� ����� ��	����� 	�� ������

7� ���	���
��� �����2���
 �" �	� ���� �
 �� ���� �����
 ���'� ������� �� �

����
��� ��8�
���� H	����
� @
 ��	�� �
��2�� �� D	�2�
� �" �� �
��
�� ����
������� λ �� � �������� ��
� � ���� �������	���
�

!
 ���� ��� �
 ��
 "������� ��	� �
 ����2����� ���	���
 ��% "�� 2������ 
	���
N → ∞� � ���� ���� �� ��������2�� �����

(�) ?��H	���� �" ����%� ������
� ����/ λ(0) ∈ [0, 1] �
� q(0) ∈ Ĩλ(0)�

(��)

λ̇ =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0 q(t) ∈ Iλ(t) �� ˙q(t) = 0
˙q(t) q = q+(λ), ˙q(t) > 0 �
� λ < 1
˙q(t) q = q−(λ), ˙q(t) < 0 �
� λ > 0

(<�)

� %��� 
�% ���% ���� �� �������� ������	� �" �� 2��
���� "�� �� N 2������
�����6 �
��� μN(t)6 ��
���� 	
�"����� �� �� ������	� �" �� ��������2��
���� μ(t)� 7��� ��
 � ������ �
 9�	� (��)�

 ���� ( (��
���
� �" 2��
����� �� "�� ���� 2������ 
	����) &�� q(t) ∈
C2([t0, t1]) �� � ����� ��������� �� ��� �������� ������ ������ ��� ��� λ0 ∈ Q∩[0, 1]
�� �� ����	�� �������� ����� ��� ��� �������� ����� �� ��� �������� ������ 
���
��� � ������ �� ������� N�, 
 = 1, 2, . . . ��� N� > N�+1 �� ���� ��� �������� �����
λ0 = K�/N� �� �� ����������� �� � ������� 	��� ����������� N� ����� ����� ���
�����	����

��� λ�(t) ����� ��� ��������� ��� ��� �������� ������ ����� �� ��� N� ������� ������
��� λ(t) ��� ��������� �� ��� �������� ����� ������������ 	� ���� ���������
��������� �� ��� ����������� ���� ��� ��� δ > 0 ����� ������ � N
 > 0 ����

max
[t0,t1]

|μλ�(t)(q(t)) − μλ(t)(q(t))| ≤ δ ∀N ≥ N
. (<�)

�1
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����6 ��
� �� ��������2�� ���� �� %�� �� �� N� 2������
���� ����� "��� �� ��� ���� q(t0), λ(t0) �� ��8�
� |λ(t) − λ�(t)| ≤ 1/N�

�
� ���"�� �� �������
 �� 2���� �� �� "���� ���� "�� �� ��
����
� �������
�����
��

)�������������� !
 � �����	� ������ �� �� �������� ���� �� ������ "�� ��
��� ����� ���� �2
� �
 �� ������ ������� ;�<=� 7��� 2��� �2
�
� ��

� .2���
� %��� �	� ����� � %�
� �� �2���	� �� "����%�
� .2���
� %����
�� ������� �
 �����/

• 2����� ������ %��� �
 �2�� ������ (q = 1)

• ������ %��� � ���" ������ (q = 0.5)

• ��
 "	��� ����� �" �� ������ (q = 0)

• �"�� ���� �������� �� ���" ����� ���� (q = 0.5)

• �� ���� ����
 "	��� ������ (q = 0)

!
 �� .2���
� �� ������ 	
����� � �����
� 2����� q(t) : [t0, t1] → [0, 1]�
7� ��� �����
� 2����� �� ��
 �%��6 �	� ��8�
� ������	� �� ������� 7�
�
�� ��8�
� ��6 ���� �� ��� ���� q(t0) = .5 %�� �� �����
� ������ �� �����
����	�� ��8�
� 2����� ����� �� �����
� "��� �
 C�2��C ���� �" �� ������ ��
�� 	
�����
� "��� � C"	��C �����

7� ���	�����
 �� ���%� �
 ���	���
 �" �� 2��
���� "�� �� ������� .2���
��
@
 ������ ���� �� ������ "��� �� ���
� �����
� 2����� �� ��%� ���
 �
 ��
9��� ���� 7��� �� �	 �� ��8�
� �
��
�� ����� λ(t) �
 ���	�� �� ����� ���
�� ��� �����
� ���� q(t)�
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�B



0 0.5 1
−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

1−q

−
μ

���	� ��/ ?��� �2
�
�6���� 2������

����	
�6 �
 ��
 ���� �
 �����
� ����� �
 �� �������� �� q �
������ 7��� ��
�
p� �� � "	
����
 �" q �
� 
��� �
�� �� 2���	� ��� �" �� ������� 2��
���� (�B)�
���� ���� ���� % ��
 �2���	� � ���2 �" �� 2����	 �
 �� �����C� 2��
����
�	���� 7� ���	�����
 �+ ���%� �	�� �
 �
E	
� �
 �
 .������� %�� "�� ��
�����	� ����� 7��� ���	�� � �
���2����� �
 �� ���� �" ������
 ������ ��
%��6 %�� ���2� �" 2����	� ��� �
 ������ �
 .2���
��6 �
� �� ��2�
���
 �
 �� :����	� ���� 7� .2��
����
 ��	�� � �� ��� ���	����
� �	��
�
�����
� �" 2������ 	2 �� +� G �" �� ���
����

0 0.5 1

−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

1−q

−
μ

���	� �+/ *���
���� �
�������
 �" �� 2�������6 �1� 2������
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� ��
���� N ��

��� �2������ �	��� ������
� �
�.� �� l ∈ 1, 2, ..., N �� �� ��
�
������ �
 ���	� ��� ��� �� 2���	� ���� �� ������
� ��
 � ���	���
�	���

�,



�
E��� %��� ����

7� 2���	� ��8�
� pl −p0 �" ��� ������
 %��� ��2�� �� �� �	�� 2���	� p06
�� ����� �� ��� ����	�

pl − p0 = α

(
R

rl
−
(
R

rl

)7
)(

1 + β

(
rl

R

)2
)
, (<�)

%�� R �� �� ����	� �" �� 	
�"���� ������
 �
� α �
� β �� ����� �� ��
�
����� ����'
�� �" �� ������
 �
� �� �� ������ ��
���
�� �" �	���6 ��� ������
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� �
 ;1= �
� ;��=�
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