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Bij(r) = 〈ui(x + r) uj(x)〉, i, j = 1, . . . l, (���)
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IRd

e−i 2π k·rBij(r) dr, Bij(r) =
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IRd
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∫
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ei 2π kxQ(k)Z(dk) (��2)
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�����
 ��
 �
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w(x) = uR(x) + iuI(x) =

∫
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ei 2π kxQ(k)W(dk) . (��B)
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Gα(x) ξα (��-)

%�
�
 Gα(x) �� � ����
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∑
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∑
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∑
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m (y) =
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��
 ����
���
�6 �
� �
 3�����	���6 �
 ����	�����
� �

 


�� ��
 "����%�
� ����
�����
�0

〈 ξ
(φ)
mj1

(ξ
(φ)
mj2

)T 〉 = 2−m
∞∫

−∞

ei 2π k(j1−j2)|φ̂(2−mk)|2 F (k) dk , (+��2)

〈 ξ
(φ)
mj1

(ξ
(ψ)
mj2

)T 〉 = 2−m
∞∫

−∞

ei 2π k(j1−j2)
(

¯̂
φ(2−mk)ψ̂(2−mk)

)
F (k) dk , (+���)

〈 ξ
(ψ)
mj1

(ξ
(ψ)
mj2

)T 〉 = 2−m
∞∫

−∞

ei 2π k(j1−j2)|ψ̂(2−mk)|2 F (k) dk . (+��B)

!� �� %���� 
���
� ���� �
 ��
 
/3�
���
 (+��� )6 � ���������
�� ����
� �" %��
�
� "	
����
�
��
 �
 	�
�6 �

 92�:�

��� ����
� 
��	
���

E
� F (k) �
 �
 l × l ���

���
�� �3
����� �

��� �" � ��
��� <
��6 �
� Q(k) �
 �

l × n ���

���
�� ���3�
/ ���	
� �����/ �����"��
� (��+ )� &�
�
 �����	��� Bjj(0) =∫
Fjj(k) dk < ∞6 %
 �

 �� (��+ ) ���� ��
 

���
� �" ��
 �����/ ��
 �=	��
� �
�
�����
6

��
�6 Q(k) ∈ L2(IR
d)� ;�
�
"��
 ��
 l × n ���

���
�� �����/

G(x) =

∫
IRd

ei 2π kxQ(k) dk (+��-)

�� %
�� �
<

�6 %��� �
�� ���	
� �=	��
 �
�
�����
 

���
��

�
 �
<

 
�% �
 l ���

���
�� �����


�	� .�	����
 ��
��� <
��

u(x) =

∫
IRd

G(x − y)W(dy) (+���)

%�
�
 W(dy) = (W1(dy), . . . ,Wn(dy))T 6 �
� Wi(dy)6 i = 1, . . . , n ��
 �
�� ���	
� �
�
 
3

�

� �����


�	� .�	����
 %���
 
���
� �
 IRd %��� 	
��
 �����
�
 �
� A
�� �
�
�
;�

 ��
 ��
��� <
�� (+��� ) ��� ��
 �3
����� �

��� F (k)� !
�

�6〈

u(x + r)uT (x)
〉

=
〈∫
IRd

G(x + r − y)W(dy)
(∫
IRd

G(x − y)W(dy)
)T〉

=

∫
IRd

G(x + r − y)GT (x − y) dy =

∫
IRd

G(z + r)GT (z) dz

,



;�'�
� ��
 ��	��
� ���
�"�������
 �" ��
 ����� ��
� ���
 %
 �
�∫
IRd

e− i 2π kr dr

∫
IRd

G(z + r)GT (z) dz =

∫
IRd

e− i 2π k(r+z)G(r + z) d(r + z)

∫
IRd

ei 2π kz, GT (z) dz

=

∫
IRd

e− i 2π kx, GT (x) dx
(∫
IRd

e− i 2π kzGT (z) dz
)

= Q(k)Q∗(k) = F (k) .

" ��
����#
� �	
����� ���
��

$ ��������"��%��� 
���	����
 �" ��
 ���������� �
�
���� (��2 ) �� ���
� �
 ��
 @�
��


�	�� ����	�����
 %��� </
� �
��� (�

6 
��� 9+�:6 9+�:)� ;�
 �
�
���� �� �33��/����
� �� �
<
��
 �	�

u(x) ≈
n∑
i=1

[
cos(2πki · x)ξi + cos(2πki · x) ηi

]
%�
�
 ki ��
 �
�
���
����� 
��
� �
 ��
 ��	��
� �3��
6 ξi �
� ηi ��
 .�	����
 ��
���
�
����� %��� A
�� �
�
 �
� �
�
��
� �������
�
� �7��

� ����	�����
 �" ��
 ����
 �	� ��
	�	���� �����
� �	� �� ��
 "��� ��	��
� ���
�"��� %���� ���	�
� ���� ��
 
��
� ��
 ����


	
�"������ !� ���	�� �
 �

���

� ���� ���� ���
�
 �	C
�� "��� �
 ����<������ 3
���������
�
 ��
 ����
 �" 1/Δk %�
�
 Δk �� ��
 �
�
������
 ��
3 �
 ��
 ��	��
� �3��
�

!
 @�
����A
� ���
��6 ��
 
��
� ��
 ����

 �� ��
���6 %��� �
 �33��3����
 3����������
�������	���
 �� ���� ��
 ���
� ��� ��
 �
���
� ����
�����
 ���	��	�
� �
 �

���
 ��
3����
� ���� ���� ���
� �� "�

 "��� ��
 ����
 �

���

� ����<���� 3
����������

��� �

���� �� �����	
� ������ ��!
�� ��	���� �����
����

�
���	
���

E
� 	� ��
���
� �
 l ���

���
�� ��
��� <
�� u(x), x ∈ IRd �
<

� �� ��
 ����������
�
�
���� 9��:0

u(x) =

∫
IRd

H(x,k)W(dk), (2��)

%�
�
 (�) H : IRd × IRd1 → Cl×n �� � �����/ �	�� ���� H(x, ·) ∈ L2(IR
d1) "�� 
���

x ∈ IRd? (�) W(·) = WR(·) + iWI(·)6 %�
�
 WR(·) �
� WI(·) ��
 �%� �
�
3

�

�
n−���

���
�� �����


�	� .�	����
 %���
 
���
� �
 IRd1 %��� 	
�� �����
�
� G
�
 C ��
��
 �
� �" ���3�
/ 
	��
���

E
� 	� �
�����
 ��
 ��
����A
� 
���	����
 �" ��
 ���������� �
�
���� (2�� )� E
� p : IRd1 →
[0,∞) �
 � 3���������� �

���� �
 IRd1 0

∫
p(k) dk = 16 �
� �
� k1, . . . ,kn0 ��
 �
�
3

�

�


=	���� �������	�
� ��
��� 3��
�� �
 IRd1 %��� ��
 �

���� p(k)� $��	�
 ���� ζ1, . . . , ζn0

�� � "����� �" �	�	���� �
�
3

�

� ���
���� .�	����
 ���3�
/ ��
��� �
����� �" �� 
�

���
 n (��
�6 ζj = ξj + i ηj %��� �
�
3

�

�6 n−���

���
�� �
�� ���	
� ���
����

��



.�	����
 ��
��� �
����� ξi �
� ηi)� ;�

 ��
 ��
��� <
��

un0(x) =
1√
n0

n0∑
j=1

1√
p(kj)

H(x,kj)ζj (2��)

��� ��
 ���
 ����
�����
 �

��� �� u(x)6 3�����
� p(k) �����<
� ��
 ��
�����


p(k) > 0, �f ∃x ∈ IRd : H(x,k) �= 0.

!
 3�������� ����	�����
�6 �� �	���
��
 �
 
=	�� 3�
�

�����
 �" ��C
�

� �3
����� �
���
�6
�

 	�
� � ������<
� ��
����A����
 �
��
�=	
 (
���6 �

 9+�:69+B:)� E
� 	� �
�����
 �� ���
8��
E
� {Δi}Ni=1 �
 � �	��������
 �" ��
 �3
����� �3��
 IRd1 0 IRd1 = ∪Ni=1Δi6 �
� Δi∩Δj = ∅ �"
i �= j� ;��� �


���
� ��
 �
3�
�

�����
 �" ��
 ��
��� <
�� u(x) �� � �	� �" �
�
3

�

�
��
��� <
���0

u(x) =
N∑
i=1

ui(x), ui(x) =

∫
Δi

H(x,k)W(dk).

E
� pi : Δi → [0,∞) (i = 1, . . . , N) �
 � 3���������� �

���� �
 Δi0
∫

Δi
p(k) dk = 1

�����"��
� ��
 ��
�����
 pi(k) > 0, "�� k ∈ Δi �" ∃x ∈ IRd : H(x,k) �= 0. ;�

 	��
� ��

��
����A
� �
3�
�

�����
 "�� ui(x) %
 �
� � ������<
� ��
����A����
 ���
� "�� u(x)0

uN,n0(x) =
N∑
i=1

1√
n0

n0∑
j=1

1√
pi(kij)

H(x,kij)ζij , (2�+)

%�
�
 {kij}n0
j=1 ⊂ Δi, i = 1, . . . , N ��
 �	�	���� �
�
3

�

� ��
��� 3��
�� �	�� ����

"�� </
� i ��
 ��
��� 3��
�� kij , j = 1, . . . ��
 ��� �������	�
� %��� ��
 ���
 �

����
pi(k)6 �
� ζij, i = 1, . . . , N ; j = 1, . . . , n0 ��
 �	�	���� �
�
3

�

�6 �
� �
�
3

�

�
�" {kij}n0

j=1 i = 1, . . . , N "����� �" n−���

���
�� ���3�
/ ���	
� ���
���� .�	����

��
��� �������
��

�� ��
 ��
���	����
6 "�� �
� N �
� n06 ��
 ��
��� <
�� uN,n0(x) ��� ��
 ���
 ����
�����

�

��� �� ���� �" u(x)� $� ��
 F

���� E���� ;�
��
� ����6 �� �
��
���
� n0 (N </
�)
��
 <
�� uN,n0(x) �� ��
�
��

� �� � ��	����
 ��
��� <
�� (
���6 �

 9�:69�2:6 9��:)� &� ��

������<
� ��
����A����
 ���
� uN,n0(x) ��
 �
 ��
���
�
� �� �
 �33��/������
 �� u(x)�

��� ��	
��!�� ��� "�	 ������
���� 	

��� !����

E
� 
�% u(x), x ∈ IRd �
 � �����


�	� l ���

���
�� .�	����
 ��
��� <
�� %��� ��

�3
����� �

��� F (k), k ∈ IRd6 �
� �
� Q(k) �
 �
 l× n ���

���
�� �����/ �����"��
� ��

��
�����
 Q(k)Q∗(k) = F (k), k ∈ IRd� ;�

 �	
 �� ��
 �3
����� �
3�
�

�����
 (��B )6
��
 �
�� �
� �����
��� 3����6 uR(x) �
� uI(x) �" ��
 ���3�
/ ���	
� <
�� w(x) ��
 �%�
�
�
3

�

� ��3�
� �" ��
 ��
��� <
�� u(x)� ;�
 <
�� w(x) ��
 �
 �����	��� �
3�
�

�
�
( �
 ��
% �" (��B ))6 �� � ���������� �
�
���� (2�� ) %��� ��
 '
�

� H(x,k) = ei2πx·kQ(k)�
;�
�
"��
6 ��
 �
�
��
� ������<
� ��
����A����
 ���
� ��� ��
 "���

wN,n0(x) =
N∑
i=1

1√
n0

n0∑
j=1

ei2πx·kij√
pi(kij)

Q(kij)ζij . (2�2)

��



%��� ��
 ��
�����
� �
 ��
 �

����
� pi %����

 �� pi(k) > 0 "�� k ∈ Δi �" max
mr

|qmr(k)| > 0

(%�
�
 Q = (qmr))� ;�'�
� ��
 �
�� 3��� �" (2�2 ) %
 �
� ��
 ������<
� ��
����A����

���
� �" ��
 �����
�� �
�� ���	
� ��
��� <
�� u(x)0

uN,n0(x) =
N∑
i=1

1√
n0

n0∑
j=1

1√
pi(kij)

{[
Q′(kij) cos θij −Q′′(kij) sin θij

]
ξij

+
[
Q′′(kij) cos θij +Q′(kij) sin θij

]
ηij

}
. (2��)

G
�
 θij = 2πkij · x6 {kij}, i = 1, . . . , N ; j = 1, . . . , n0 ��
 ��
 ���
 �� �
 (2�+ )6 �
�
ξij , ηij, i = 1, . . . , N ; j = 1, . . . , n0 �� � "����� �" �	�	���� �
�
3

�

� �
� �
�
3

�

�
�" ��
 �
� {kij} n ���

���
�� �
�� ���	
� ���
���� .�	����
 ��
��� �������
��

$ �����
�����
�
� ���
��

!
 ��
 
	�
����� ��3�
�

�����
 �" (+��� ) %
 ���
 ��0 (�) �����
 ��
 �����
� �
� %��
�
�
"	
����
�6 (�) 
���	��
 ��
 ��
7��

�� (+�� )6 �
� (+) <
� � �
���
���
 �����
 �" ��
 �	� �C
3����
�
�� m0 �
� m1 �
 ��
 �33��/������
�0

∞∑
j=−∞

F (φ)
m0

(2m0x+ j) ξj �
b0+�2m0x�∑

j=−b0+�2m0x�
F (φ)
m0

(2m0x+ j) ξj , (���)

∞∑
m=m0

∞∑
j=−∞

F (ψ)
m (2mx+ j) ξmj �

m1∑
m=m0

b1+�2mx�∑
j=−b1+�2mx�

F (ψ)
m (2mx+ j) ξmj (���)

%�
�
 �a� ���
�� "�� ��
 �
�
�
� 3��� �" a6 �
� b0 = b0(m0), b1 = b1(m) ��
 �	�� �
�
�
��

���� �	33���� �" ��
 "	
����
� F (φ)
m0 �
� F (ψ)

m �
��
� 
��

������ �� ��
 �
�
����� [−b0, b0]
�
� [−b1, b1]6 �
�3
����
��� �
 %��� �
�� �
�
 %��� � ������ ��
��� 3���
�� u(x)6 x ∈ IR�
�/�

���
� �� �
���� ��
��� 3���
��
� �� ��������"��%����

#�� ��$�	 �
����� "�
����
�

;�
 *
�
� %��
�
� "	
����
� φ(x) �
� ψ(x) ��
 �
<

� �� ��
�� ��	��
� ���
�"���� (
���6
�

 9B:)0

φ(x) =

∞∫
−∞

ei 2π kxφ̂(k) dk, ψ(x) =

∞∫
−∞

ei 2π kxψ̂(k) dk, (��+)

%�
�


φ̂(k) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

1 |k| ≤ 1/3 ,

cos[π
2
ν(3|k| − 1)], 1/3 ≤ |k| ≤ 2/3

0 , �therwise

(��2)

��



ψ̂(k) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

e−iπ k sin[π
2
ν(3|k| − 1)], 1/3 ≤ |k| ≤ 2/3

e−iπ k cos[π
2
ν(3

2
|k| − 1)], 2/3 ≤ |k| ≤ 4/3

0 , �therwise .

(���)

G
�
 ν(x) �� � ������ "	
����
 �����"��
� ��
 "����%�
� ��
�����
�0 ν(x) ≡ 0 "�� x ≤ 06
ν(x) ≡ 1 "�� x ≥ 16 �
� ν(x) + ν(1 − x) = 1 "�� 0 < x < 1� $� �
 
/��3�
 �" �	�� �
"	
����
6 %
 ��
���
� � "	
����
 ν(x) = νp(x) �
3

��
� �
 � 3������
 3����
�
� p (�


9��:)0

νp(x) =
4p−1

p

{
[x− x0]

p
+ + [x− xp]

p
+ + 2

p−1∑
j=1

(−1)j [x− xj ]
p
+

}
,

%�
�
 xj = (1/2)[cos(((p − j)/p)π) + 1]6 �
� [a]+ = max(a, 0)� ;�
 "	
����
 νp �� p − 1
���
� ��
��
	�	��� ��C
�

�����
6 ��
�
"��
6 ������
� p �	7��

��� ����
6 %
 ��
 ���
 ��

"	
����
� φ̂ �
� ψ̂ ������ 

�	���

#�� %�
��
���
 �" ��� ���&���
�� F (φ)
m 

� F (ψ)

m �

G
�
 %
 ���
 ���
 �
��
���� �
����� �
 ��
 ����	�����
 �" ��
 "	
����
� (+�� ) %���� �
 �	�
���
 �
���

fm(ξ) =

4/3∫
−4/3

e−2πi k ξ g(k) dk (��B)

%�
�
 g(k) = 2m/2F 1/2(2mk)φ̂(k) �
� g(k) = 2m/2F 1/2(2mk)ψ̂(k) "�� F (φ)
m �
� F (ψ)

m 6 �
 
�3
����
���

�
 ����	���
 ���� "	
����
 �
 ��
 ���� �" 3��
�� ξj = −N
2
Δξ + (j − 1)Δξ6 j = 1, . . . , N 6

%�
�
 N �� �
 
�

 
	��
�6 �
� Δξ ≥ 0 �� ��
 ���� ��
3� !
 ���
� �� 
���	��
 ��

��	
���
� �	�� �33
���
� �
 ��
 ��	��
� %��
�
� �
3�
�

�����
 (+�- )6 %
 �	�� �����

NΔξ/2 ≥ b�

�
 �33��/����
 ��
 �
�
���� (��B ) �� � @�
��

 �	�0

fm(ξj) =

a∫
−a

e−2πi k ξ g(k) dk �
N∑
l=1

Δk e−2πi kl ξj g(kl) (��-)

%�
�


kl = −a+ (l − 1/2)Δk, l = 1, . . . , N ; Δk =
2a

N
.

�
 	�
 ��
 ���
 
	��
� �" 3��
�� N = 2r (%�
�
 r �� ���
 3������
 �
�
�
�) �� �����
��A

��
 �
�
���� �� %
 ���
 ��

 �
 �
3�
�

��
� fm(ξ) �
 3������� �3��
6 �� ���� %
 ��
 �33��
��
 �����
�
 "��� ��	��
� ���
�"���� �
 ���� ��
���� 


� ��
 �	� �C �
 ��
 �
�
���� �
 (��-
) �� �����"� a > 4/3 (%��� g(k) �
� �� A
�� %�


�
� 
���	��
� "�� |k| > 4/3)� ��
����6 ��


�+



	�
 �" ��
 "��� ��	��
� ���
�"��� �
=	��
� ��
 ��
3� �
 3������� �
� %��

	��
� �3��
 �

�
���
� ����	�� ΔξΔk = 1/N � !
�

�6 ���3�
 ���
�"�������
� ��

 ��
��

ξjkl =
[
− N

2
Δξ + (j − 1)Δξ

]
[−a + (l − 1/2)Δk]

=
N − 1

4
− j − 1

2

(
1 − 1

N

)
− l − 1

2
+

(j − 1)(l − 1)

N
, (���)

�

�


fm(ξj) � exp
{
πi (j − 1)

(
1 − 1

N

)} N∑
l=1

Gl exp
{
− 2πi

(j − 1)(l − 1)

N

}
, (��,)

%�
�


Gl = Δk g(kl) exp
{
− 2πi

[N − 1

4
− l − 1

2

]}
,

%���� �� �
 ��
 "��� �" � �����
�
 ��	��
� ���
�"����

;�
 ��
�����
�� ��3��
� �
 ��
 �����
��A����
 �" ��
 �
�
���� (��- ) �� �����
 �
 
/3�
����

��

���
 �� "��� ��	��
� ���
�"��� ��3�� ��
 "����%�
� �
=	

�
 �" ������
� 3����
�
���
����� � ��
�%���� ���	
 b �� ����

 �������
� �� ��
 �
���
� ���	���� �
 ��
 ��	��
� 
%��
�
� �
3�
�

�����
 (+�- )� ;�

 � �3����� �
���	���
 Δξ "�� fm(ξ) �� �
�
��
�6 
���
�
�������
� �� ��
 ���� �3���
� h �
 � 3�
�3
��<
� �
� �" 
���	����
 3��
�� �� �	�� ����
fm(ξ) ��
 �
 ����	���
� ���	���
�� 

�	�� �� �
�
�3������
 "��� ��
 ���3	�
� ���	
��
(!
 �
� 
�

�6 %
 �	�� ���
 Δξ < 3/8)� �
/�6 � ��
��� 3�%
� N = 2r �� ����

 ����



�	�� �� ���� 2b/N ≤ Δξ� ;�

 %
 �
� a = 1

2Δξ
6 �
� �����
��A
 ��
 �
�
���� (��- ) %���

��
3 ��A
 Δk = 2a/N = 1/(NΔξ)�

#�� �����' �
	
����	�

!
 3������
6 %
 	�
 ��
 �33��/������
 �� u(x)0

u(FW )(x) =

b0+�2m0x�∑
j=−b0+�2m0x�

F (φ)
m0

(2m0x+j) ξj +

m1∑
m=m0

b1+�2mx�∑
j=−b1+�2mx�

F (ψ)
m (2mx+j) ξmj . (����)

@
���� ���� ��
 3����
�
�� b0 = b0(m0) �
� b1 = b1(m) ��
 ����

 "��� ��
 ����
���
 ����

��
 �	33���� �" ��
 "	
����
� F (φ)
m0 �
� F (ψ)

m �
��
� 
��

������ �� ��
 �
�
����� [−b0, b0]
�
� [−b1, b1]6 �
�3
����
���

E
� 	� <��� �	��
�� �


��� ���	�

�� �� ��
 �����
 �" 3����
�
�� m0 �
� m1� ;�
��
�� 
�����6 m0 ��
 �
 �����������6 �
� "�� � </
� m16 �� %�	�� �
 �
���
���
 �� ��'
 ��
 ���	

�" m0 ����
 

�	�� ��
�
 ��
 ���� 3
� ���3�
 �� 3��3�����
�� �� m1 −m0 + 1� G�%
�
�
3�������� ����	�����
� ���% ���� �
 ��3����
� ����
���
 "�� ��
 �����
 �" m0 �� ���� ��

���	
 2m0 �� ���3�����
 %��� k06 � �������
������ %��
 
	��
� ����
� ;��� �������
������

����
 ��	�� �
 �
<

� "�� �
���
�
 �� � ���	
 k06 "�� %���� ��
 �
�
�����
k0∫
0

F (k) dk �
�

∞∫
k0

F (k) dk ��
 ���3��
� �
 ��
 ���
� �" ���
��	�
� !� �	�
� �	� ���� "�� ���	
� �" m0 "��

�2



%���� 2m0 �� 
��

������ ����
� ���
 k06 ��
 �
3

�

�
 �" b0 = b0(m0) �
m0 �� 
/3�


����
(�

 �
��%)6 �

�
 ��
 ���� �" ���	�����
 �� ��

 �
��
���
�� ��

 ������
� ��
 3����
�
�
m1 �

 ���	�� �
�
��
� ���� �
 ��
 �33��/������
 �" u(x) �� (���� ) ��
 ��
����	���
� �"
��
��� �����
��� %��� %��
 
	��
�� "��� k ∈ IR : |k| ≥ 2m1 ��
 
�� ��'

 �
�� ����	
��
;�
�
"��
6 �� ���	���
 ���	���
�� ��
 ��
��� <
�� �
 ��
 �
�
���� (lmin, lmax)6 ��
 ���	

�" m1 ���	�� �
 ��'

 �� ���� 2m1 > 1/lmin�

;�	� �	33��
 ��
�
 ���	�

�� ���
 �
�3
� 	� �� �����
 ���
 ���	
� �" m0 �
� m1� ;�



/� =	
����
 ��

 %���� ����
� 
��	����� �� ��
 =	�
�������
 ����
���
 �" ��
 �33��/������

=	������ (���� )� !� �� ��
�� ���� "�� .�	����
 3���
��
�6 ��
 ���
 ����
���
 �� �� ���
 � ����
���	���� �
 
���	����
 �" ��
 ����
�����
 "	
����
� ;�
�
"��
6 ��
 ����
�����
 "	
����
 �"
u(FW ) ���	�� %
�� �33��/����
 ��
 ��	
 ����
�����
 "	
����
 B(r) = 〈u(x+ r)u(x)〉 �
 �

�
�
���� (lmin, lmax) �
3

��
� �
 ��
 3����
� �� �
 ����
�� !
 %��� "����%� %
 ���	�

���� ���� �
�
���� �� ���

� ;�	� %��� ��
 </
� ���	
� �" 3����
�
�� m0 �
� m16 ��
 
����
�" �	� �33��/������
 "�� ��
 ��
��� <
�� (���� ) �� �
<

� ��

ε(m0, m1) = sup
lmin≤ r≤lmax

|B(r) − B(FW )(r)| , (����)

%�
�
 B(FW )(r) = 〈u(FW )(x + r)u(FW )(x)〉� ;�
 ��
��� 
	��
�� ξj �
� ξmj �
 (���� )
��
 �	�	���� �
�
3

�

�6 �

�


B(FW )(r) =
∑

j: |j|∨|j−�2m0x�|≤b0
F (φ)
m0

(2m0r + j)F (φ)
m0

(j)

+

m1∑
m=m0

∑
j: |j|∨|j−�2mx�|≤b0

F (ψ)
m (2mr + j)F (ψ)

m (j), (����)

�
�
 a∨ b = max{a, b}� ;�
 ���� �� ����	���
 ��
 ���	
 �" ��
 ��
��� <
�� u(FW ) �
 �


3��
� �� 3��3�����
�� ��

T (m0, m1) = b0(m0) +

m1∑
m=m0

b1(m). (���+)

�����	


�� � $��	�
 ���� � �3
����� "	
����
 F (k) �����<
� ��
 ��
�����
 (,�2 ) "��
���
 s > 06 �
� ��
 "	
����
 Q �
��
�� �� ��
 ��'���'�M� �
��� �3��
 Bρ

1∞(IR)6 ρ > 1/2�
;�

 ��
 "����%�
� 
��������
 �� ��	
0

sup
x∈IR

sup
r∈IR

|B(r) − 〈u(FW )(x+ r)u(FW )(x)〉| ≤ Cs
4m1 s

+
C ′
m0ρ

b2ρ−1
0 (m0)

+

m1∑
m=m0

C ′′
mρ

b2ρ−1
1 (m)

, (���2)

%��� ��
 �
�
��
� ��
���
�� Cs, C
′
m0ρ �
� C ′′

mρ �
3

��
� �
 F, φ̂, �
� ψ̂�

������ ;�
 3���" �� ���

 �
 $33

��/ �

;��� 
��������
 3�����
� � I	���<�����
 "�� ��
 ��
���	����
 �" ��	��
� %��
�
� �33��/� 
�����
�� !
�

�6 (���2 ) ���%� ���� ��
 ����� ��
� ���
 �" ���� 
��������
 ��
 �
 ���

����������� ����� �� � �	��
����
 �����
 �" ��
 3����
�
��� ��� 
/��3�
6 %
 ��	�� <���
��'
 ���
 ���	
 �" m06 ��

 �����
 b0(m0) �� ���� ��
 �
��
� �
�� �
 ��
 ����� ��
�
���
 �� ����� 

�	��� ;�

 �����
 m1 �� ���� ��
 <��� �
�� �� �����6 �
� <
����6 �����

b1(m), m = m0, . . . , m1 �� ���� ��
 ���� �	� �
 (���2 ) �� ������

��



H
"���	
��
�� ���� �33����� ��

�� �
 3���������� 	�
� ��
�
 �� �� ��7�	�� �� ����	���
 ��

��
7��

�� Cs, C

′
m0l

�
� C ′′
ml� !
 �������
6 ��
 
��������
 (���2 ) ��� �
 ��	�
6 ��

 ��


�
�����
� �����
 �" 3����
�
�� ��� �
 
�� ��
 �
�� �

� ;�
�
"��
 �
 3������
6 %
 %�	��
�
����

� �� 	�
 � ���
�� 
��������
 �" sup

r∈IR
|B(r) −B(FW )(r)| ������
� "��� (���� )�

#�� ������ �" �
	
����	�

!
 ���� �
����
 %
 ����	�� ���
 ��3
��� �" ��
 3�������� �����
 �" ��
 3����
�
�� �" �	�
���
�� ����� %
 ��
 �
8	

�
 �" ��
 3����
�
�� m0 �
� b0 �
 ��
 ���	���� �" �33��/��� 
���
� &� �
� 	� ��
���
� ��
 �
�����	� �" F (φ)

m (y) 	
�
� ��
 ���
�
 �" m� �� ��
 �
<
����
�
(+�� ) �
� (��2 ) �" ��
 "	
����
� F (φ) �
� φ̂ �� "����%� ���� "�� ����
 

�����
 ���	
� �" m

F (φ)
m (y) =

2/3∫
−2/3

e−i 2π ky 2m/2Q(2mk)φ̂(k) dk

≈
2/3∫

−2/3

e−i 2π ky 2m/2Q(0)φ̂(k) dk = 2m/2Q(0)φ(−y) (����)

3�����
� Q(k) �� ��
��
	�	� �� ��
 3��
� A
��� !� ��3��
�6 "�� �	�� ���	
� �" m6 ��

"	
����
 F (φ)(y) �
���
� �
�����	� �� ��
 �����
� "	
����
 φ(y) (%���� �
��
��
� �� |y|−p
�� |y| → ∞6 %�
�
 p �� � 3����
�
� �������
��A�
� ��
 ������

�� �" ��
 "	
����
 φ̂ �	��
���� φ̂ ∈ Bp

1∞(IR)6 �

 $33

��/ �6 E
��� �)�

��� ���3������6 �
� "�� ��
 ��'
 �" � ��
�� 3�
�

�����
6 �
� 	� ���	�
 ���� F (k) = 0 �"
|k| ≥ k∗6 "�� ���
 k∗ > 0� ;�

 "�� 3������
 
	��
�� m �	�� ���� 2m/3 ≥ k∗

F (φ)
m (y) =

1/3∫
−1/3

e−i 2π ky 2m/2Q(2mk) dk +

∫
1/3≤|k|≤2/3

e−i 2π ky 2m/2Q(2mk)φ̂(k) dk

=

∞∫
−∞

e−i 2π k2−my 2−m/2Q(k) dk = 2−m/2G(2−my) . (���B)

G

�
 %��� ��
 �
��
��
 �" m6 ��
 
C
����
 �	33��� �" ��
 "	
����
 F (φ)
m �� 
/3�
�
�


/3�


������� K	� 
/3
��

�
 ���� ���� �	�� � �����

�
� ��� ��33

 �
 ���
 �


���
���
 %�

 ��
 �	33��� �" ��
 �3
����� "	
����
 �� 
�� ���3���� ��� ���	�������
6 %
 ���%
�
 ���	�
 � ��
 3���� �" ��
 "	
����
� F (φ)

m (y) "�� ��C
�

� ���	
� �" m6 "�� F (k) = 2/(1 +
(2πk)2) (�

 ��
 �
"� 3�

�) �
� F (k) = e−(πk)2 (����� 3�

�)�

&� �� �	��
��� ���� ��
 3����
�
� m0 ���	�� �
 ����

 �� ���� �� m = m06 ��
 
/3�


����
�����

�
� �" ��
 �	33��� �" F (φ)

m �� 
�� �
� ��33


�� ;��� ��3��
� ��
 ��
�����
 2m0 ≤
k06 %�
�
 k0 �� � �������
������ %��
 
	��
� ����
� ��� ��
�
 ���	
� �" m0 ��
 %���� �"
��
 �	33��� �" F (φ)

m0 �� 3���������� �
�
3

�

� �" m0 (�
���� ���� "�� m→ −∞ ��
 �	33���
%���� �� �
<

� �� ��
 "	
����
 φ6 �
 ��
% �" (���� )) $� � �
���
���
 �33��/������
 %

��
 3	� b0 = 10�

�B



E
� 	� �
����
 ��
 �
�����	� �" F (ψ)
m (y) "�� ��C
�

� ���	
� �" m� ;�
 ���
 ��C
�

�


�
�%


 ���� "	
����
 �
� ��
 "	
����
 F (φ)
m �� ���� F (ψ)

m �� �
�
���

� �� ��
 ���	
� �"
Q(k) "�� 2m/3 ≤ |k| ≤ 2(m+2)/3? %���
 F (φ)

m �
3

�� �
 ��
 ���	
� �" Q(k), |k| ≤ 2(m+1)/3�

E
� 	� �

 %��� �� ��
 �
8	

�
 �" ���� ��C
�

�
� ;�'
 �
 
/��3�
 �" � �3
���	� F (k)
%���� "�� |k| ≥ k0 ��� ��
 "���

F (k) = CF |k|−α, |k| ≥ k0 (���-)

"�� ���
 k0 > 0 �
� α > 1� ;�

6 "�� 2m/3 ≥ k06 %
 ��
��	�
 �� ��
 �
<
����
� (+�� )
�
� (��� ) �" ��
 "	
����
� F (ψ) �
� ψ̂6 �
�3
����
�� ���� "�� m ≥ log2(3k0)

F (ψ)
m (y) =

∫
1/3≤|k|≤4/3

e−i 2π ky 2m/2Q(2mk)ψ̂(k) dk = 2−
m
2

(α−1)C
1/2
F Aα(y), (����)

%�
�


Aα(y) =

∫
1/3≤|k|≤4/3

e−i 2π ky |k|−α
2 ψ̂(k) dk.

!� "����%� "��� ���� 
=	����� ���� ��
 �	33��� �" F (ψ)
m �� 
�� �����

�
� �� m �
��
��
��

K	� 
/3
��

�
 ���%� ���� ���� 3��3
��� ����� "�� ��
� ��C
�

� �3
����� "	
����
� F (k)�

�
 ���	�����
 �� �
 ���	�
 � %�
�
 F (ψ)
m (y) "�� F (k) = 2/(1 + (2πk)2) (��
 �
"� 3�

�) �
�

F (k) = e−(πk)2 (����� 3�

�) ��
 3�
�

�
�� !� �� �


 ���� "�� ���� �3
����� "	
����
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F (ψ)
m (y) ��
 3���������� �
<

� �
 −10 ≤ y ≤ 10� &� %
 3	� b1 = 10 "�� �
� m�

;�	� %�

 ��
 ���	
� �" b0 �
� b16 ��
 </
�6 %
 ��
 ��	�� ��
 �
3

�

�
 �" ��
 ��	��
� 
%��
�
� ���
� �
 m0 �
� m1� $� �
 
/��3�
6 �
� 	� ��
���
� ��
 ���
 F (k) = 2/(1 +
(2πk)2) %��� ��
 �
�
��
� ����
�����
 "	
����
 B(r) = exp(−r)� &�
�
 k0 � 16 %
 ��
 3	�
m0 = 0 (�
���� ���� 2m0 ���	�� �
 �" ���
� k0)� !
 ��
 <��� �%� ��%� �" ��
 ;���
 � ��

�
3

�

�
 �" ��
 
���� (���� ) �
 m1 �� ���

6 "�� ��
 </
� ���	
 m0 = 06 �
� lmin �
�
lmax ��
 ����

 �� lmin = 0 �
� lmax = 5�

!� �� �


 ���� ��
 
���� �� ��3���� �
��
���
� %��� m16 �
� "�� m1 = 3 �� �� ���	� 0.0121�

!
 ���� 
/��3�
6 %
 ���
 ���3��
� �	� ��	��
� %��
�
� ���
� (���� ) %��� ��
 ��	��
� 
%��
�
� ���
� 9��: %���� ��
 �
 �����

� �� ��
���
� ��
 <��� �	� �
 (���� )�

���
 ���� ��
 �����
 �" m0 �
 ��
 ���
� 9��: �� ���
 ��7�	���

!
 ��
 ���� �%� ��%� �" ��
 ;���
 � %
 ���% ��
 
���� ε̃(m0, m1) �" ��
 ���
� 9��:6 "��
��C
�

� ���	
� �" m06 "�� </
� m1 = 3� ;�
 ���� �" ����	�����
 �" u(FW ) �� 3��3�����
��
�� m1 −m0 (3�����
� b0 �
� b1 �� 
�� �
3

� �
 m)6 �� ��
 �
�	��� �" ;���
 � ���% ����
�
 ���� 
/��3�
6 ��
 ���� �" ��
 �
���� 9��: �� ���
 ���
 �%� ���
� ����
� ���
 ���� �"
��
 ���
� (���� )�

!
 ��� ��
 ����
 ����	�����
� %
 ���
 </
� ��
 3����
�
��N ���	
� �� b0 = b1 = 10� E
� 	�
��	�� 
�% ��
 �
3

�

�
 �" ��
 
���� �" ��
 ���
� (���� ) �
 ��
 3����
�
�� b0 �
� b1�

��� ��
 ���
 �" F (k) = 1/(1 + (2πk)2) %
 ���
 �
���
� ��
 ���	���� ε(0, 6) = 0.01 %���
b0 = b1 = 56 �
� ε(0, 6) = 0.0029 %�� �����

� %��� b0 = b1 = 6� ;��� ���%� ���� ��

���	
� b0 = b1 = 10 %
 �
����

�
� ��
 �
 ���� ���
 �������� ��
�
������
��

�-
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m=−4 

m=−2 

m=0 

m=3 

m=5 

F(φ)
m

 

y

���	�
 �0 F (φ)
m (y) �� � ����
��� �� y) ��� ��*	�	�
 ����	� �� m &	�
 ���	�+ F (k) = 2

1+(2πk)2
,

����
 ���	�+ F (k) = e−(πk)2  

�
 ���
 ���� ��	��
� ��
 
���� ε(m0, 6) "�� ��
 ���
� (���� ) "�� ��C
�

� ���	
� �" m0�
�
 ���
 </
� b1 = 106 �
� ��
 3����
�
� b0 = b0(m0) %�� �����
� �
3

�

� �
 m0 �

�	�� � %�� ���� ε(m0, 6) � 0.01�

;�
 ���3	�����
� ���
0 b0(0) = 5, b0(1) = 76 �
� ��

6 b0(m0) �� 
/3�


������ �
��
���
�
�� b0(m0 + 1) = 7 · 2m0 , m0 ≥ 0� G

�
6 ��
 ���� �" 
���	����
 �" ��
 <
�� (���� ) �
 �


3��
� �� 3��3�����
�� �� T (m0, 6) � 7 ·2m0−1 +10 (m1−m0 +1) (�

 (���+ ))� !" %
 �����

b0 �� 

�	�
 ε(m0, 6) � 0.0036 ��

 b0(0) = 6, b0(1) = 96 �
� b0(m0 +1) = 9 ·2m0, m0 ≥ 0�
;��� ���%� ���� ��
 ���� �� 
/3�


������ �
��
���
� %��� m0�

m1 � � + 2 � B -
ε(0, m1) ���2�� ����++ ������ ����B� ����2� �����, �����2

m0  +  2  �  B  -  �  ,
ε̃(m0, 3) ���-�2 ���2B2 ���-�, ���2-B ���+�+ �����- �����2

;���
 �0 -�	 	����� �� 
�	 �����	�����	�	
 ���	��) ��� ��*	�	�
 ����	� �� m0 ��� m1 

F (k) = 1/(1 + (2πk)2)) lmin = 0, lmax = 5 

������	 �� ���
�� �����		�	� ��� �
���� 3���
��
� u(x) = (u1(x), . . . , ul(t))
T 6 x ∈ IR

(l > 1) ��
 �� ���
� �� ��
���	��
� �
�����	��� �� ��
 ������ ���
6 �� %
 ��� (���� )
"��� (+��� ) �� ��'�
� � <
��
 
	��
� �" �
���� ;�
% "����%�
� �


����A����
 �" ��

L��3������
 � ��
 �
 ���

�

�����	


�� � $��	�
 ���� � �3
����� �

��� F (k) �����<
� ��
 ��
�����


∞∫
−∞

spF (k)(1 + |k|2)s dk < ∞ (spF = Fjj),

��
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m=−4 

m=−2 

m=0 

F(ψ)
m

 

y

���	�
 �0 F (ψ)
m (y) �� � ����
��� �� y) ��� ��*	�	�
 ����	� �� m &	�
 ���	�+ F (k) = 2

1+(2πk)2
,

����
 ���	�+ F (k) = e−(πk)2  

"�� ���
 s > 06 �
� ��
 

���
� �" ��
 �

��� Q �
<

� �� (��+ ) �
��
� �� ��
 ��'���'�M� 
�
��� �3��
 Bρ

1∞(IR)6 ρ > 1/2� ;�

 ��
 "����%�
� 
��������
 �� ��	
0

sup
x∈IR

sup
r∈IR

max
i,j=1,...,l

|Bij(r) − 〈u(FW )
i (x+ r)u

(FW )
j (x)| ≤ Cs

4m1 s
+

C ′
m0ρ

b2ρ−1
0 (m0)

+

m1∑
m=m0

C ′′
mρ

b2ρ−1
1 (m)

,(���,)

%���� ��
 �
�
��
� ��
���
�� Cs, C
′
m0ρ �
� C ′′

mρ �
3

��
� �
 F, φ̂, �
� ψ̂�

% ��
����#
� ���
�� �� ����&


��� ��
���  
���

'��
� �
 	��

 ���
 �
���	������


(�� )�

� �
�� ������������
 �" ������
���� 	

��� !����

K	� 3�
�

�����
 �" ��	��
� %��
�
� 
/3�
���
� %�� ���

 ����
 "�� ��
 �

 ���

���
��
���
6 ��
�6 u(x)6 x ∈ IR� >��
�� �


����A����
� �� ���� ���

���
�� ���
 �� 3������
 �

��
 ����� �" �
�
��
� �	������

���
�� �����
� �
� %��
�
� "	
����
�6 �

6 
���6 92�:6 92�:�
G�%
�
� %��� ��
 ���

���
6 ��
 ���3�
/��� �" ���� '�
� �" ���
�� �
��
��
� ������������
;�
�
"��
6 �� �� �
���
���
 �� ��� �� ��
���	�� ���� ���

���
�� ���
�� ��� �

 ���

���
��
�

��

G
�
 %
 3�
�

� 3��

 %��
� �
���3������
 �
���� "�� ���	����
� ��
��� <
��� 	��
�
���3�
� �" �
�
��
� ��
��� 3���
��
�� ;��� �33����� �� 
�3
������ 
7��

� "�� ������3��
��
��� <
���6 �

6 
���6 9��:6 9��:�

>

��
 �� Sd−1 � 	
�� �3�
�
 �
 IRd6 �
� Ad �
 ��� �	�"��
 ��
�6 dΩ ��
 ��
� 
�
�

��

E
� 	� �
����	�
 � "	
����
 B : IR × Sd−1 → IRn×n �	�� ���� B(·;Ω) �� � ����
�����

�

��� "�� ������ ��� Ω ∈ Sd−1� �
 �
����	�
 ���� � n ���

���
�� .�	����
 ��
��� <
��

�,



Z(t;A)6 t ∈ IR6 �
� A �� � �
��	����
 �	��
� �" Sd−1 %���� �� �
<

� ��

〈Z(t;A)〉 = 0; Z(t;A1 ∪ A2) = Z(t;A1) + Z(t;A2) "or A1 ∩A2 = ∅ (B��)

〈Z(t1;A1)Z
T (t2;A2)〉 =

∫
A1∩A2

B(t1 − t2;Ω) dΩ (B��)

"�� 
��� t1 , t2 ∈ IR �
� �
��	����
 �	��
�� A1, A2, A "��� Sd−1�

;�
 ����' �����/ B %��� ��
 

���
�

Bij =

∫
Ai∩Aj

B(ti − tj;Ω), i, j = 1, . . . , N (B�+)

�� 3������
 �
<
��
 �
� ����
���� "�� ��� 3������
 �
�
�
� N �
� ���	
� t1, . . . tN �
 IR6 �
�
�
��	����
 �	��
�� A1, . . . , AN �
 Sd−1� ;�
 3���" �" ���� ����
�

� �� ���

 �
 $33

��/
$�

;�	� ��
 .�	����
 ��
��� <
�� Z(t;A) �� %
�� �
<

�� ���
 ���� Z(t; ·) �� � .�	����

%���
 
���
 �
��	�
6 "�� </
� t�

E
� Hi(Ω)6 i = 1, 2 �
 ���3�
/ ���	
� l × n ������
� �
3

��
� �
 Ω ∈ Sd−1 �����"��
�
��
 ��
�����


∫ ‖Hi‖2 dΩ <∞� �
 %��� 	�
 ��
 "����%�
� 3��3
���

〈
∫
Sd−1

H1(Ω)Z(t1; dΩ)

(∫
Sd−1

H2(Ω)Z(t2; dΩ)

)∗

〉 =

∫
Sd−1

H1(Ω)B(t1 − t2;Ω)H∗
2 (Ω) dΩ .

(B�2)

.��

 ��
 ����
�����
 �

��� �
 τ 6 B(τ ;Ω) ��
 �3
����� �

��� �
 κ6 Fv(κ;Ω) �� �
<

� ��

Fv(κ;Ω) =

∞∫
−∞

e−i 2π κτB(τ ;Ω) dτ . (B��)

E
� H(Ω) �
 � l × n �����/ �
<

� �
 Sd−1� �
 �
<

 ũ(x) ��

ũ(x) =

∫
Sd−1

H(Ω)Z(x · Ω; dΩ) . (B�B)

�
 ���% 
�% ����

〈ũ(x + r)ũT (x)〉 =

∫
IRd

ei 2π rk 1

kd−1
{H(k̂)Fv(k, k̂)H∗(k̂) +H(−k̂)Fv(−k,−k̂)H∗(−k̂)} dk ,

(B�-)
%�
�
 k = |k|6 k̂ = k/k� ;��� ��3��
� ���� ��
 �3
����� �

��� F̃ (k) �" ��
 ��
��� <
��
ũ(x) �� ���

 ��

F̃ (k) =
1

kd−1
{H(k̂)Fv(k, k̂)H∗(k̂) +H(−k̂)Fv(−k,−k̂)H∗(−k̂)}. (B��)

��



�� ��
 �
<
����
6 %
 �
� "��� (B�2 )〈
ũ(x + r)ũT (x)

〉
=
〈∫

Sd−1

H(Ω)Z((x + r) · Ω; dΩ)
(∫

Sd−1

H(Ω)Z(x · Ω; dΩ)
)∗〉

=

∫
Sd−1

H(Ω)B(r · Ω;Ω)H∗(Ω) dΩ =

∫
Sd−1

dΩ

∞∫
−∞

ei 2π κr·ΩH(Ω)Fv(κ;Ω)H∗(Ω) dκ

=

∫
Sd−1

dΩ

∞∫
0

ei 2π κr·ΩH(Ω)Fv(κ;Ω)H∗(Ω) dκ

+

∫
Sd−1

dΩ

∞∫
0

e−i 2π κr·ΩH(Ω)Fv(−κ;Ω)H∗(Ω) dκ

=

∫
Sd−1

dΩ

∞∫
0

ei 2π κr·Ω
{
H(Ω)Fv(κ;Ω)H∗(Ω) +H(−Ω)Fv(−κ;−Ω)H∗(−Ω)

}
dκ

=

∫
IRd

ei 2π rk 1

kd−1
{H(k̂)Fv(k, k̂)H∗(k̂) +H(−k̂)Fv(−k,−k̂)H∗(−k̂)} dk . (B�,)

E
� u(x)6 x ∈ IRd �
 � A
�� �
�
 �
���� �����


�	� .�	����
 ��
��� <
�� �" ���

���

l �
<

� �� ��� �3
����� �

��� F (k)� �
 ��
 �
 3������
 
�% �� ��
���	�� ��
 ��
���
<
�� u(x) �� � �	3
�3������
 �" ��
 3��

 %��
�� !
�

�6 �
�

Fv(κ;Ω) =
|κ|d−1

2
F (κΩ) , H(Ω) = I , (B���)

�

�
 �� "����%� "��� (B�- ) ���� ��
 ��
��� <
��

u(x) =

∫
Sd−1

Z(x · Ω; dΩ) (B���)

��� ��
 �
���
� �3
����� �

��� F (k)�

;�	�6 %
 ���
 �
 �
�
���� �
3�
�

�����
 �" �����


�	� .�	����
 ��
��� <
��� ����	��
� �	3
�3������
 �" 3��

 %��
� Z(xΩ; dΩ) (�

 (B�B ) �
� (B��� ))� $ 
	�
����� ���
� ��

�
 ��
���	��
� ����	�� �
 �33��/������
 �" ��
 �
�
���� ��
� �
 	
�� �3�
�
 �� � <
��

�	�� G
�
 �

 ��
 	�
 ���� �
�
���
����� �
� ���������� �33�����
��

(�� *�����������
 ���� !��� 
����

E
� ΔΩi, i = 1, . . . , Ns �
 � <
��
 3�������
 �" ��
 	
�� �3�
�
 Sd−10 Sd−1 = ∪Ns
i=1ΔΩi6

�
� ΔΩi ∩ ΔΩj = ∅ %�

 i �= j� F�����
� 
��
� Ωi ∈ ΔΩi, i = 1, . . . , Ns6 ��
 "����%�
�
�
�
���
����� �33��/������
 �� (B�B ) ��
 �
 ��
���	��
�0

ũ(x) =

∫
Sd−1

H(Ω)Z(x ·Ω; dΩ) �
Ns∑
i=1

H(Ωi)Z(x · Ωi; ΔΩi), (B���)

��



%�
�
 �� �
<
����
 (�

 (B�� ) �
� (B�� )) Z(t; ΔΩi), t ∈ IR6 i = 1, . . . , Ns ��
 �	�	 
���� �
�
3

�

� A
�� �
�
 ������
��� .�	����
 3���
��
� %��� ��
 "����%�
� ����
�����

���	��	�
0

〈Z(t+ τ ; ΔΩi)(Z(t; ΔΩi))
T 〉 =

∫
ΔΩi

B(τ ;Ω) dΩ =

∫
ΔΩi

∞∫
−∞

ei 2π κτFv(κ;Ω)dκdΩ.

���� ���� �� "����%� ���� ��
 3���
�� Z(t; ΔΩi), t ∈ IR ��� � �3
����� �

��� ���

 ��∫
ΔΩi

Fv(κ;Ω)dΩ � |ΔΩi|Fv(κ;Ωi)6 %�
�
 |ΔΩi| =
∫
ΔΩi

dΩ� ��
�
"��
6 ��
 3���
��

Z(t; ΔΩi) ��
 �
 �33��/����
� �� |ΔΩi|1/2v(i)(t) %�
�
 v(i)(t) = (v
(i)
1 (t), . . . , v

(i)
n (t))T

�� � ��
��� 3���
�� %��� ��
 �3
����� �

��� Fv(κ;Ωi)� ���� ���� %
 �
� �� (B��� ) ��

"����%�
� �33��/������
 �� ��
 ��
��� <
�� ũ(x),x ∈ IRd0

ũdetNs
(x) =

Ns∑
i=1

|ΔΩi|1/2H(Ωi)v
(i)(x · Ωi) (B��+)

�� ��
 ��
���	����
 �� �� ��
�� ���� ��
 �����
� ��
 �	��
���
� ΔΩi, i = 1, . . . , Ns ��

�
��
� ũdetNs

(x) �33��/����
� ��
 ��
��� <
�� %��� ��
 �3
����� �

��� (B�� )� !
 3�����	���
��
 ���
�

udetNs
(x) =

Ns∑
i=1

|ΔΩi|1/2 v(i)(x ·Ωi) (B��2)

%�
�
 v(i)(t) = (v
(i)
1 (t), . . . , v

(i)
l (t))T 6 i = 1, . . . , Ns ��
 �	�	���� �
�
3

�

� A
�� �
�


.�	����
 3���
��
� %��� �3
����� �

��� F (i)(κ) = |κ|d−1

2
F (κΩi) �� �
 �33��/������
 �"

��
 ��
��� <
�� u(x) = (u1(x), . . . , ul(x))T , x ∈ IRd ����
� �3
����� �

��� F (k)�

E
� 	� ��
���
� ��
 ���
 %�

 ��
 �3
����� �

��� F (k) ��� ��
 "���

F (k) = H(k̂)H∗(k̂)
2E(k)

Adkd−1
, (B���)

%�
�
 H(Ω), Ω ∈ Sd−1 �� �
 l × n �����/ �����"��
� ��
 ��
�����


H(−Ω)H∗(−Ω) = H(Ω)H∗(Ω) , (B��B)

�
� E(k) �� � ������ 
�
 

�����
 
�

 "	
����
6 Ad �� ��
 ��
� �" ��
 	
�� �3�
�
 �
 IRd�

;�	� ��
 �33��/������
 �� ��
 ��
��� <
�� u(x) = (u1(x), . . . , ul(x))T , x ∈ IRd %��� ��

�3
���	� (B��� ) ��
 �
 ��
���	��
� �� ��
 "���	��0

udetNs
(x) =

Ns∑
i=1

( |ΔΩi|
Ad

)1/2

H(Ωi)v
(i)(x · Ωi) (B��-)

%�
�
 v(i)(t) = (v
(i)
1 (t), . . . , v

(i)
n (t))T 6 i = 1, . . . , Ns ��
 �	�	���� �
�
3

�

� A
�� �
�
6

������
���6 .�	����
 ��
��� 3���
��
� %��� �
�
3

�

� ���3�


�� 
��� ����
� ��

���
 �3
����� "	
����
 Fv(κ) = E(κ)0

〈v(i1)
j1

(t+ τ)v
(i2)
j2

(t)〉 = δi1i2 δj1j2

∞∫
−∞

ei 2π κτE(κ) dκ.

��



$ �����


�	� d ���

���
�� �
���� ��
��� <
�� u(x)6 x ∈ IRd �� ����
� ������3�� �" ��

��
��� <
�� v(x) = UT u(Ux) ��� ��
 ���
 <
��
 ���

���
�� �������	���
� �� ����

�" ��
 ��
��� <
�� u(x) "�� �
� �������
 U %��� ���
�3��
 UT (
���6 �

 9+�:)� !� ��
'
�%
 ���� ��
 �


��� ���	��	�
 �" ��
 �3
����� �

��� �" �
 ������3�� ��
��� <
�� �� ��

"����%�
� 9+�:0

Fij(k) =
2

Ad kd−1

{
E1(k)

(
δij − ki kj

k2

)
+ E2(k)

ki kj
k2

}
(B���)

%�
�
 k = |k|6 Ad �� ��
 ��
� �" ��
 	
�� �3�
�
 �
 IRd6 E1 �
� E2 ��
 
�
 

�����
 ������

�

 "	
����
��

;�
 �

��� (B��� ) ��
 �
 �
3�
�

�
� �
 ��
 "���

F (k) =
2E1(k)

Adkd−1
H1(k̂)H∗

1 (k̂) +
2E2(k)

Adkd−1
H2(k̂)H∗

2(k̂) (B��,)

%�
�
 H1 = (h
(1)
ij )di,j=1 �
� H2 = (h

(2)
1 , . . . , h

(2)
d ) ��
 d × d �
� 1 × d �����/ "	
����
�

�
<

� �
 ��
 	
��
 �3�
�
 Sd−1 ��

h
(1)
ij (Ω) = δij − Ωi Ωj ; h

(2)
j (Ω) = Ωj , i, j = 1, . . . , d, Ω = (Ω1, . . . ,Ωd) ∈ Sd−1.
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�� ��7�	�� �� ��
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H1(Ωi)v

(i)
1 (x · Ωi) + v(i)(x · Ωi)
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1, . . . , Ns ������ ��
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�� ũ(x), x ∈ IRd �
<

� �� ��
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� Ns ��
 "	
����
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 �3
����� �

��� (B�� )0
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φ∑
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( |ΔΩj,r|
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( |ΔΩj,r|
4π

)1/2

ωj,r × v(jr)(x · ωjr), (-�,)

%�
�

ωjr = (sin(θ̃j) cos(φ̃jr), sin(θ̃j) sin(φ̃jr), cos(θ̃ij)),
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&� ���	�
 %
 ���
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(x+ r)δv(3)
m1

(x)〉| ≤ (〈(δv(3)
m1

(x+ r))2〉 〈(δv(3)
m1

(x))2〉)1/2 . (,�+)

����� �� $��	�
 ���� "�� ���
 s > 0

Is =

∞∫
−∞

F (k)(1 + |k|2)s dk < ∞. (,�2)
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 � ��
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� Bs �
3

��
� �
�� �
 s ��
 �
 "�	
� �	�� ����

〈(δv(3)
m1

(x))2〉 ≤ B2
s

4(m1+1)s

∞∫
−∞

F (k)(1 + |k|2)s dk . (,��)

������ ���
 ����

〈(δv(3)
m1

(x))2〉 =
∞∑

m=m1+1

∞∑
j=−∞

|F (ψ)
m (2mx+ j)|2. (,�B)

�	���
�6 �� (+�, )

F (ψ)
m (2mx+ j) = G

(ψ)
mj (x) =

∞∫
−∞

ei2πkxQ(k)
¯̂
ψmj(k) dk =

∞∫
−∞

G(x+ y)ψmj(y)dy

%�
�
 G(x) =
∞∫

−∞
ei2πkxQ(k) dk� F�
�
=	

��� "�� </
� x6 ��
 =	�
����
� F (ψ)

m (2mx + j)

(m, j = . . . ,−1, 0, 1, . . .) ��
 ��	��
� ��
7��

�� �
 ��
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 �" G(x+ ·) %��� �
�3
��
�� �����
����� ����
� ψmj (m, j = . . . ,−1, 0, 1, . . .)� �����
 ���� ��
 ��
�����
 (,�2 ) ��

�
 "���	���
� 
=	����

��� ���� ��
 "	
����
 G �
��
�� �� ��
 �3��
 �" �
��
� 3��

�����
Hs

2(IR) (��
�
 G ∈ Hs
2(IR) �
�
� ���� ��
 "	
����
 Q(k)(1 + |k|2)s/2 �� "��� L2(IR)) �
�

||G||Hs
2

= I
1/2
s (���
 �
����� �
 92�:))� �	���
� %
 	�
 ��
 "��� ���� Hs

2(IR) ���
���
� %���
��
 �
��� �3��
 Bs

22(IR)6 �
� ��
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�
 �3��
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� (�

 92�:6 �
����

��+�,)� K
 ��
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�
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� �

��
 %��
�
� "	
����
 ψ(x) (*
�
�N� %��
�
� "	
����
 �����<
� ���� ��
�����
 �" ��
 "	
����

ν(x) �� ������ 

�	��) ��
 
��� ||f ||Bs

pq
�
 �
���N� �3��
 Bs

pq(IR)6 1 ≤ p, q ≤ ∞, s > 0

��
 �
 
=	����

��� �
<

� ����	�� ��
 %��
�
� ��
7��

�� βmj =
∫
f(x)ψmj(x)dx ��

||f ||Bs
pq

= ||f ||Lp +

⎧⎨
⎩

∞∑
m=−∞

( ∞∑
j=−∞

(|βmj |2m(s+ 1
2
− 1

p
)
)p)q/p⎫⎬⎭

1/q

.

&�
�
 G ∈ Bs
226 %
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∞∑
m=−∞

∞∑
j=−∞

|F (ψ)
m (2mx+ j)|2 4ms ≤ B2

s ||G(x+ ·)||2Hs
2

"�� ���
 Bs �
3

��
� �
�� �
 s� ���� ���� %
 �
� �� ||G(x+ ·)||2Hs
2

= ||G||2Hs
2

= Is ����

∞∑
m=m1+1

∞∑
j=−∞

|F (ψ)
m (2mx+ j)|2 ≤

∞∑
m=m1+1

∞∑
j=−∞

|F (ψ)
m (2mx+ j)|2 4ms

4(m1+1)s
≤ B2

s

4(m1+1)s
Is.
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|〈δv(3)
m1

(x+ r)δv(3)
m1

(x)〉| ≤ B2
s

4(m1+1)s
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−∞

F (k)(1 + |k|2)s dk . (,�-)
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$ ���3�
 (r, j, l) �� ����
� ���������
 �" j ∈ IN 6 l ∈ IN0 �
� j > r−l� G
�
 IN0 = {0, 1, 2, . . .}
�
� IN = {1, 2, . . .}� E
� 	� �

��
 �� Δ

(j)
h g ��
 j �� ��C
�

�
 �" g0

Δhg(·) = g(· + h) − g(·), . . . ,Δ(j)
h g(·) = ΔhΔ

(j−1)
h g(·).

��� 1 ≤ p, q ≤ ∞6 r > 0 ��
 �3��
 Br
pq(IR) ��
����� �" ��� "	
����
� f �	�� ���� ��
 
���

||f ||Br
pq

= ||f ||Lp + ||f ||brpq
,

%�
�


||f ||brpq
=

⎛
⎝ 1∫

−1

(
||Δ(j)

h f (l)||Lp

|h|r−l
)q

dh

|h|

⎞
⎠

1
q

, 1 ≤ q <∞, (,��)

||f ||brp∞ = sup
0<|h|≤1

|h| l−r ||Δ(j)
h f (l)||Lp (,�,)
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Br
pq(IR) ↪→ Bρ

p1q
(IR), ρ = r

(
1 − 1

r
(
1

p
− 1

p1

)

)
, 1 ≤ p < p1 <∞, (,���)

Br+ε
p∞ (IR) ↪→ Br

pq(IR) ↪→ Br
pq1

(IR), 1 ≤ q < q1 ≤ ∞, ε > 0, (,���)

Bl
p1(IR) ↪→ W l

p(IR) ↪→ Bl
p∞(IR), l ∈ IN0, 1 ≤ p <∞, (,���)

Bl
pp(IR) ↪→ W l

p(IR) ↪→ Bl
pp(IR), l ∈ IN0, 1 ≤ p <∞, (,��+)

%�
�
 W l
p(IR) �� ��
 &����
� �3��
6 �
� X ↪→ Y "�� �
��
���
� �3��
� X �
� Y �
�
�

���� X ⊂ Y �
� ��
�
 
/���� � ��
���
� c > 0 �	�� ���� ��
 �

=	����� ||x||Y ≤ c||x||X ��
"	�<��
��

����� �� E
� f̂ ∈ Br
1∞(IR)6 r > 1/2� ;�

 f �� 	
�"����� ��
��
	�	�6 f ∈ L2(IR) �
�
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/���� � 3������
 ��
���
� Cr �
3

��
� �
�� �
 r �	�� ���� "�� ��� x ∈ IR

|x|r |f(x)| ≤ Cr||f̂ ||Br
1∞ . (,��2)
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�"��� ��
��
	��� �" f "����%� "��� ��
 "��� ���� f̂ ∈ L1(IR) ��
�
 Br
1∞(IR) ⊂

L1(IR)� ;�

6 "�� � 3������
 ε ∈ (0, r − 1/2) �
 ��
% �" (,��� ) �
� (,��� )

Br
1∞(IR) ↪→ B

r−1/2
2∞ (IR) ↪→ B

r−1/2−ε
22 (IR). (,���)
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 f ∈ L2(IR)� E
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 ��
 �
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3��� �" r� ����

Δ
(l+2)
h f̂(k) =

∫ ∞

−∞
e−i 2π kx(e−i 2π hx − 1)l+2f(x) dx (,��B)

�
� f ∈ L2(IR) �� "����%� �� ��
 �
�
��
 ��	��
� ���
�"���

f(x)(e−i 2π hx − 1)l+2 =

∫ ∞

−∞
ei 2π kxΔ

(l+2)
h f̂(k) dk. (,��-)

;�'�
� ��
 �����	� ���	
� �
� ������
� ���� 
=	����
 �� |h|r %
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 ��'
 ��
 �	3�
�	�
��
� h ∈ IR� ;��� ��
���

|x|r |f(x)|C ′
r ≤ sup

h∈IR
|h|−r ||Δ(l+2)

h f̂ ||L1, (,���)

%�
�


C ′
r = sup

t∈IR

{ |e−i 2π t − 1|l+2

|t|r
}
. (,��,)

&�
�
 ��
 ���3�
 (r, l + 2, 0) �� ���������
6 �
� suph∈IR |h|−r ||Δ(l+2)
h f̂ ||L1 ≤ C ′′

r ||f̂ ||Br
1∞ "��

���
 C ′′
r �
3
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� �
�� �
 r6 ��
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��� � �� ���3�
�
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��������
 "�� 〈δv(1)
m0(x+ r)δv

(1)
m0(x)〉 %
 
������
 ��
 =	�
����

〈(δv(1)
m0

(x))2〉 =
∑

j: |j−�2m0x�|>b0
|F (φ)

m0
(2m0x+ j)|2. (,���)
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�� �" ���� �	�� ;�
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 F (φ)
m (y) ��� ��
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2m/2Q(2mk)
¯̂
φ(k) (�

 (+�� ))� G

�
 �" φ̂ �� ������ 

�	�� �
� �" ��
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����
Q(k) �
��
��

�� ��
 ��'���'�M� �
��� �3��
 Bρ
1∞(IR)6 ρ > 1/26 ��

 2m/2Q(2mk)

¯̂
φ(k) ∈ Bρ

1∞(IR)� ;�


"��� (,��2 ) %
 �
�

|F (φ)
m (y)| ≤ Cρ

|y|ρ ||2
m/2Q(2m·) ¯̂

φ||Bρ
1∞ =

Cρm(φ,Q)

|y|ρ , (,���)

%�
�
 Cρm(φ,Q) �� � ��
���
� �
3

��
� �
 ρ, m �
� "	
����
� φ �
� Q� ���
 ���� "���
(,��� ) �
� (,��� ) %
 �
�

〈(δv(1)
m0

(x))2〉 ≤ C ′
ml

b2ρ−1
0
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