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������� ���������� ���������� ���� ����� �� ������� ��������! "��� ���������� ��������� ������� ��
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������)��� ��� ��������� ������� �� ��� ������������� 4��������! 3�������� �+������ ��� � ������&
����� ���� ��� ��� �� ���������� ����� �� ��'� ������ 632.8 �� ���/�� ���� �� ������)����� �� ���
����������� ���� ������� �� ������ ���������!
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Ez(x, y) =
∞∑

n=−∞
A+

n exp
(
i(αnx + β+

n y)
)

+ Ainc
0 exp

(
i(αx − β+

0 y)
)

, if y ≥ ymax (���)

Ez(x, y) =
∞∑

n=−∞
A−

n exp
(
i(αnx − β−

n y)
)

, if y ≤ ymin (��+)

β±
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√
[k±]2 − [αn]2 , k± :=

ωn±

c
, Ainc

0 := 1

α := k+ sinθ, αn := k+ sinθ +
2π

d
n .
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n=−∞
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n exp
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0 y)
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�
 ����
�3�
�� � �
� �" 
A��

�� �
� 3���
 ���"� ��7
�

�
 ���	
� (E0

m(h))m∈M0 �
6�
 �
��	�
� ���	
� ����
�3�
��
� �� ��
 
/��� ���	���
 %���� �� �� �
 �
��
���	��
� ��
 �

��
� ��
(Eex

m )m∈M0 � ?

�
: ��
 �
�
��
 3����
� �� �� @
� ��
 3����
�
� �
� hop = (hop
n )n∈N %���� �����@
� (��,)

�
� (
E0

m(hop
n )
)
m∈M0

=
(
Eex

m

)
m∈M0

(����)

��� ����	��
�  ��
	��!�� �
	 �!� ����	�� �	
���� 
� ��
���	
���	�

!" ��
 �
��	�
�

� ���	
� ��
 
�� ���	���
: ��

 ��
 
/���

�
 �" � ���	���
 "�� (����) ��

�� �
 �	���
 
�

�� !
 ���� ���
 ��
 ��7
�

�
 �" ��
 �
"� �
� ����� ��
� ���
 �
 (����) ���	�� �
 '
3� ��
����� !
 ���
�
%����: ��
 �
�
��
 3����
� ��
 �
 �
"���	���
� �� ��
 "����%�
� �3����;����
 3����
�0 ��
� � 3����
�
�
�
���� hop = (hop

n )n∈N �	�� ����

f (hop) = min
h=(hn)n∈N :

hlo
n ≤hn≤hup

n

f (h) , (����)

f (h) :=
∥∥∥(E0

m(h)
)
m∈M0

− (Eex
m

)
m∈M0

∥∥∥2

:=
∑

m∈M0

∣∣E0
m(h) − Eex

m

∣∣2.
6� (����) %
 ��
 �33�� �
� �" ��
 '
�%
 �3����;����
 �
������ $ @��� ��������� �� �� ���	���
 ��

��7������
 "�� ��� �����
�� %��� 3����
�
�� h "��� � @

 ���� �" ��
 ��/ �
@

� �� ��
 ��
�����
�� (��,)
�
� �� �
�
���

 ���� �
� �" 3����
�
�� h "��� ���� ���� "�� %���� ��
 "	
����
�� ���	
 f(h) �� ��
�����
6��� ��������� �" �
�� @���
� (�"� 
��� <�D=) �
>	��
� � �	�
 ���	
� �" %��' "�� ��
 3�
���3	�����
 �" ��

���� E0

m(h) "�� h "��� ��
 ���� �" 3����
�
� �
��� 6�
 �	��
>	

� �
�
���
����
 �" ��
 ��
��	� ��
�
��
 ���� ��
 �
 "���� $��
�
����
��: ���������� ������ ���������� ��'
 
��� ���	���
� �


���
� (�"� <�,=)
�� �


��� ���������� (�"� <�=) �

�
� ��
 ���	���
 �" (����) %��� ���� 3����������� .����

� ���
� �����
�
����� ��'
 
��� ��
C	���
 �����

� �
���� (�"� 
��� <��=) �� �
�
���� 3��
� �
���� (�"� 
��� <�-=) �

�
�
�� �
��� �� ����
� ����� ���	���
�� L
���� ���� � ����� ���	���
 �" (����) �� � ���	���
 hlocop = (hlocop

n )n∈N
"�� %���� ��
 ��
�����
�� hlo

n ≤ hlocop
n ≤ hup

n , n ∈ N ��
 �����@
� �
� "�� %���� ��
�
 
/���� � ����� ε > 0
�	�� ���� f(hlocop) ≤ f(h) ����� �� �
��� "�� ��� h = (hn)n∈N %��� ‖hlocop − h‖ ≤ ε �
� (��,)� !
 ��
�����
�� ����� ���	���
�: ��
 ���	���
 �" (����) �� ����
� ������� !" � ����� �
���� �� �33��
�: ��

 � ��
�
� �	
��
�" ��
 �
����� ���	���
 �� � �
����
 
	��
� �" �
������ "��� ��7
�

� �
����� ���	���
� ��
 �
�3 �� @
� ��

������ ���	���
�

F
"���	
��
��: ��
 
A��

�� �" ��
 �3����;����
 ��������� �
3

�� ����
��� �
 ��
 ����� �����
� �"
��
 ��C
����
 "	
����
� M������: ��
 ��C
����
 "	
����
 �� ��'


f(h) ≈
∥∥∥(E0

m(hex)
)

m∈M0
+ Aex

M0N (h − hex) − (Eex
m

)
m∈M0

∥∥∥2

(����)

Aex
M0N :=

(
∂E0

m

∂hn
(hex)

)
m∈M0

n∈N

∈ R
M0×N .

6�
 �����

� �" ���� >	������� �33��/����
 "	
����
�� �� 2[Aex
M0N ]T Aex

M0Nh 3�	� ���
 ��
���
� �
�����
8�
�
>	

���: 

��
���
� ��
 ��
�����
��: ��
 ��
���;����
 �" ��
 >	������� "	
����
�� �� 
>	����

� ��



��� �����
	�� �����
���� �

@
��
� ��
 ;
�� �" ��� �����

�: ��
�: �� �����
� � �����/ 
>	����
 %��� ��
 �����/ [Aex
M0N ]T Aex

M0N � ?

�
:

��
 ��
�����
 
	��
� cond([Aex
M0N ]T Aex

M0N ) ��
����� ��
 ��
�����
�
� �" f �

L
���� ���� ��
 ��
�����
 
	��
� �" � �
�"��C��
� �����/ C �� �
@

� �� cond(C) = ‖C‖·‖C−1‖: %�
�

‖C‖ �� ��
 �3
����� 
��� �" C ����
� �� � ��

�� ��33�
� �
 ��
 �	����
�
 �3��
 R

N � !
 ���
� %����:
cond(C) �� ��
 ����� �" ��
 ����
�� 
��

���	
 �" C �����
� �� ��
 �����
�� 
��

���	
� !� �� %
�� '
�%

���� ��
 ��
�����
 
	��
� �" � �����/ cond(C) �� � �
��	�
 "�� ��
 ����������� 3��3
���
� �" ��
 �����/

>	����
 Cx = y %��� x, y ∈ R

N � $ ��
���� ���	
 cond(C) = 1 ��3��
� ���� C �� ��
 ��

���� �����/
%��� 3
�"
�� ����������� 3��3
���
�: %�
�
�� 
>	����
� Cx = y %��� ����
 cond(C) ��
 ��A�	�� �� ����
�
*�����
� %��� ����� ��
�����
 
	��
� ��
 ����
� %
�� ��
�����

��

$
 ���
�
����
 �� ��
 �3����;����
 �
����� "�� ��
 ��C
����
 "	
����
�� f "��� (����) �� �� �33�� �
�
%��
 ��3
 �
���� ���
���� �� ��
 �3
����� 
>	����
 (����)� &�������� �� (����): %
 ��
��	�


(Eex
m )m∈M0

=
(
E0

m(hex)
)
m∈M0

≈ (
E0

m(h)
)

m∈M0
+ AM0N (hex − h) (���+)

AM0N :=
(

∂E0
m

∂hn
(h)
)

m∈M0

n∈N

AM0N (hex − h) ≈ (Eex
m )m∈M0

− (E0
m(h)

)
m∈M0

6�
 �
��� �>	��
 ���	���
 �" ��
 ���� 
�
 >	������� ��

�� ����
� �� ���

 ��

hex ≈ h +
[
[AM0N ]T AM0N

]−1
[AM0N ]T

[
(Eex

m )m∈M0
− (E0

m(h)
)
m∈M0

]
.

!
 ��
% �" ���� "���	�� 9�N�
: $� $�����: �
� ���

 <D= ���
 �	��
��
� ��
 "����%�
� ��
�����
 ���
�
�
8����
 �
 �
����� ���	���
 h0 = (h0

n)n∈N �
�: "�� �
� ��
�����
 ���	���
 hl = (hl
n)n∈N , l ≥ 0: �
@

 �



% ��
���
 hl+1 = (hl+1
n )n∈N ��

hl+1 = hl +
[
[Al

M0N ]T Al
M0N

]−1
[Al

M0N ]T
[
(Eex

m )m∈M0
− (E0

m(hl)
)
m∈M0

]
, (����)

Al
M0N :=

(
∂E0

m

∂hn

(
hl
))

m∈M0

n∈N

.

!" ��
 ��
�����
 ���	���
 �" (����) ��
� 
�� �����"� ��
 ��
�����
�� hlo
n ≤ hl+1

n ≤ hup
n : ��

 %
 �
@



hl+1 = (hl+1
n )n∈N �� �
 ��
 ���	���
 �" ��
 "����%�
� �3����;����
 3����
� �" � ��
�
/ >	������� "	
����
��

�
@

� ��
� � ��/ �����
�

fl

(
hl+1

)
= min

h=(hn)n∈N :

hlo
n ≤hn≤hup

n

fl (h) , fl(h) :=
∥∥∥(E0

m(hl)
)
m∈M0

+ Al
M0N (h − hl) − (Eex

m )m∈M0

∥∥∥2

. (���2)

8�
����: �
� ���	���
 �" (���2) �����"��
� ��
 ��
�����
� ��
�����
� (��,) ��������: ��
� hlo
n < hn < hup

n :
n ∈ N : ����
� ��
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� ��


�
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 ��
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�
�� ?�%
�
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� ���
�
�
����� �33��
� �� (����): ��
 ��
�����
�
� �" ��
 ������
� [Al

M0N ]T Al
M0N 3���� � ��	���� ���
 (�"� (����)

�� ���' �� ��
 �����

� �" fl)�
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 ��
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����� ��
�
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�
 3��3
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� �" ��
 �
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 ��3
 �
���� ��
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 ��
 ��
�����
 ��
�
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��	�
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m(hop))m∈M0 − (Eex
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�� ���
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� �
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�
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�
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 ��
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 �� �
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 � �
����
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���
� ���
� ��
 �
������
 ‖(E0

m(hop))m∈M0 − (Eex
m )m∈M0‖ �" ��
 
A��

�� ���	
� "�� ��
 �
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�

���	���
 "��� ��
 �
��	�
� �����

6� 3�
3��
 ��
 3�
���
 "���	�����
 �" ��
�
��

�
 3��3
���
� "�� ��
 �
���� (���2): %
 �
���� ��
 "����% 
�
� ��
�����
 �
� �
@
����
� $
� ����� ��
��	� h∞ �����@
� ��
 

�
����� HH6 ��
�����
� (�"� 
��� <��=)
"�� � ��
��	� �" ��
 "	
����
�� f �": "�� �
� 1 ≤ n ≤ N : �

 �" ��
 "����%�
� ���
�
����
� �� �����@
�0


���
� hlo
n < h∞

n < hup
n �
� ∂f/∂hn(h∞) = 0

�� hlo
n = h∞

n �
� ∂f/∂hn(h∞) ≥ 0
�� h∞

n = hup
n �
� ∂f/∂hn(h∞) ≤ 0

!" ��
 �

>	�����
� "�� ��
 ���
� hlo
n = h∞

n �
� h∞
n = hup

n ��
 ������: ��

 ��
 HH6 ��
�����
� ��
 ���� ��
�
 �����@
� %��� ������ ���3�
�

������� �
 ���
 ��
 "����%�
� ����� ��
�
��

�
 �
�	����
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 �� �� ��� ��	
���� 
� ��������� �
�
��
�� 
� ������ �
������� �
 � ����� h∞� ���� ����
����� �������� ��� �
��������� ����� ��� �� ����� ��� ��������� 
��������� �
�����
��� ���� ��� �� 
�
�����
���

��� !
��
�� hop �� ��� 
������ �
�
��
� 
� ������� "���� ��� �� �
�����
�� �
��� "
#����� #� �
��
��
� ������ $�� �
��� %����� ��� �� �
�����
�� ��

�� �
�� #��� ������ �
�������������� &
��
����
#� ���
�� ���� ��� �������$�� ���
�� ��� ��������� ���� (E0

m(hop))m∈M0 = (Eex
m )m∈M0 � '������� #�

���
�� ���� ��� ��
��� ��� 
� ����
������� �� ����� ��

�� �
�� ���� ��� �����( [Aop
M0Nna

]T Aop
M0Nna

�� �������$�� ��� ���� ��� )����� 
� ��� �����( Aop
M0N �� �������� #����

Aop
M0Nna

:=
(

∂E0
m

∂hn
(hop)

)
m∈M0

n∈Nna

, Aop
M0N :=

(
∂E0

m

∂hn
(hop)

)
m∈M0

n∈N

,

��� Nna := {n ∈ N : hlo
n < hop

n < hup
n } �� ��� ��� 
� �
�*������ ��������  ���� �
� ��� �������

�
�
��
� h0 �
+������� ��
�� �
 hop� ��� �������
� ������ �
������� 	
������������ ���� ‖hl−hop‖ −→ 0
�
� l → ∞ ��� ‖hl+1 − hop‖ ≤ const. ‖hl − hop‖2�

���� !
��
�� ��� ���
����
�� 
� ��� ��� �������� #��� ��� �(�����
� ���� ��� �������$�� ���
�� ��� �
�
��������� ������� �
��
�� ���� ��� ��,������ �
�� ‖(E0

m(hop))m∈M0 − (Eex
m )m∈M0‖ �� �
+�������

������  ���� �
� ��� ������� �
�
��
� h0 �
+������� ��
�� �
 hop� ��� �������
� ������ �
�������
��������� ���� #� ��� ��� �������� ‖hl+1 − hop‖ ≤ q‖hl − hop‖ #��� � �
������ 0 < q < 1�

��� !
��
�� ��� ���
����
�� 
� ���� ��� �������� #��� ��� �(�����
� ���� ‖(E0
m(hop))m∈M0−(Eex

m )m∈M0‖
�� �
� �
+������� ������ -�����
������ �
��
�� [AM0Nna ]T AM0Nna �� �������$�� ��� ��� ������� ��

���
���� $

���� �
� ��� h ���������� ������ #����

AM0Nna :=
(

∂E0
m

∂hn
(h)
)

m∈M0

n∈Nna
.

 ��� ����� �� � �
������ c > 0 ��� � ����� �
������ δ > 0 �
�� ����. '
� ��� ��	
����� 
� ���������
�
�
��
�� ������ $� ������ #���

‖h0 − hop‖ ≤ δ ,

∀n ∈ N : hl
n = hup

n ⇔ hop
n = hup

n , (����)

∀n ∈ N : hl
n = hlo

n ⇔ hop
n = hlo

n , (���-)

��� ��������� �
�
��
�� 
� ������ ������� ��� �������� ‖hl − hop‖ ≤ c‖(E0
m(hop))m∈M0 − (Eex

m )m∈M0‖
��
����� l �� �
+������� ������
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�����
 �) !" ��
 �
>	

�
 �" ��
�����
 ���	���
� ��
�
��
�: %
 ��
 ��
���
� ��
 ����� l → ∞ �
 ��

�3�������� �
�����
� fl(h) ≥ fl(hl+1)� ��� �
� h ∈ R

N : ��
 ����� 3��
� h∞ �����@
�∥∥∥(E0
m(h∞)

)
m∈M0

+ A∞
M0N (h − h∞) − (Eex

m )m∈M0

∥∥∥2

≥
∥∥∥(E0

m(h∞)
)

m∈M0
− (Eex

m )m∈M0

∥∥∥2

,

A∞
M0N :=

(
∂E0

m

∂hn
(h∞)

)
m∈M0

n∈N ,∥∥∥(E0
m(h)

)
m∈M0

− (Eex
m )m∈M0

∥∥∥2

+ O (‖h − h∞‖2
) ≥

∥∥∥(E0
m(h∞)

)
m∈M0

− (Eex
m )m∈M0

∥∥∥2

.
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 ��3��
� ���� h∞ �����@
� ��
 

�
����� HH6 ��
�����
��

��) 6�
 �����

� �" f �� hop �� 
>	�� �� 2[Aop
M0N ]T ((E0

m(hop))m∈M0 − (Eex
m )m∈M0))� 9	
 �� ��
 HH6

��
�����
� %
 ���


[Aop
M0Nna

]T
((

E0
m(hop)

)
m∈M0

− (Eex
m )m∈M0

)
)

= 0 . (���D)

�
 �

��
 ��
 �������
�� 3��C
����
 �" R
N �
�� ��
 �
����� %��� 
�
 ;
�� ���3�


�� �
�� "�� �
�
/ �


Nna �� P �
� �
� Q = I − P � F��
� ��
 6����� �
��
� 
/3�
���
 �" E0
m �� hl: %
 ��
��	�
 "��� (���D)

���� (
E0

m(hl)
)
m∈M0

+ Al
M0N (hop − hl) + O

(∥∥hop − hl
∥∥2
)

= E0
m (hop) ,

Al
M0N :=

(
∂E0

m

∂hn

(
hl
))

m∈M0

n∈N

,[[
Aop

M0Nna

]T
Al

M0Nna

] [
P (hop − hl)

]
=

[
Aop

M0Nna

]T [ (Eex
m )m∈M0

− (E0
m(hl)

)
m∈M0

−Al
M0NQ(hop − hl)

]
+ O

(∥∥hop − hl
∥∥2
)

,[[
Al

M0Nna

]T
Al

M0Nna

] [
P (hop − hl)

]
=

[
Al

M0Nna

]T [
(Eex

m )m∈M0
− (E0

m(hl)
)
m∈M0

(���,)

−Al
M0NQ(hop − hl)

]
+
[[

Aop
M0Nna

]T − [Al
M0Nna

]T ] (
(Eex

m )m∈M0
− (E0

m(hop)
)

m∈M0

)
+ O

(∥∥hop − hl
∥∥2
)

.

E
 ��
 ���
� ��
�: �" %
 ��� �� ����
 ��
 �3����;����
 3����
� (���2) 	
�
� ��
 �
�� �
��������
� Qhl+1 =
Qhop: ��

 ��
 ��
�����
 �
���� hl+1 �� ��
 ���	���
 �"[[

Al
M0Nna

]T
Al

M0Nna

] [
P (hl+1 − hl)

]
=

[
Al

M0Nna

]T [
(Eex

m )m∈M0
− (E0

m(hl)
)

m∈M0
(����)

−Al
M0NQ(hop − hl)

]
!" %
 ���3��
 ��
 ����� ��
� ���
� �" (����) �
� (���,) �
� �" %
 ��'
 �
�� ����	
� ���� �� ���	�3���
 ��

�
��
� �
�� �
 ��
 ����� ��
� ���
 �" (���,) ��
���
�: ��

 %
 ��
��	�
 ‖hl+1−hop‖ ≤ const. ‖hl−hop‖2�
!
 ���
� %����: �" hl+1 "��� (����) �� �
���� ��
 ��
���� ���	���
 �" (���2): ��

 ��
 >	������� ��
�
��

�

"����%�� ?�%
�
�: �" hl �
� ��
�
%��� hl+1 �� ����
 �� hop: ��

 (����): ��
 ��
��
	��� �" ��
 ��33�
��:
�
� ��
 ���3�
�

������ �" ��
 HH6 ��
�����
 "�� hop ��3�� ���� ��
 ���	���
 hl+1 �" (����) �����@
�
��
 HH6 ��
�����
� "�� fl: ���� 6��� ��
�����
: ��%
�
�: �� �	A��

� "�� hl+1 �� �
 ��
 ��
���� ���	���

��
�
 ��
 "	
����
�� fl �� >	������� �
�: �	
 �� ��
 ���������� �" ��
 '
�

� Al

M0N : �������� ��
�
/�

���) !" ��
 3�
�����
� ���	
 �� 
�� �����

�: �	� ��
 ��7
�

�
 
��� ‖(E0
m(hop))m∈M0 − (Eex

m )m∈M0‖
�� �����
� ���
 � ����� ε: ��

 ��
 �
��
� �
�� �
 ��
 ����� ��
� ���
 �" (���,) �� �
�� ���
 � ��
���
�
���
� ε ‖hl − hop‖� 8�
�
>	

���: ���3���
� (���,) �
� (����): %
 �����
 �� ��
 
������
∥∥hl+1 − hop

∥∥ ≤ const. ε
∥∥hl − hop

∥∥+ const.
∥∥hl − hop

∥∥2
(����)



��

%���� 3���
� ��
 ��

�� ���
 �" ��
�
��

�
 �" const. ε < q < 1�

��) 6�
 ���� ���
����
 "����%� "��� (����) %���� ����� %��� ε 
>	�� �� ‖(E0
m(hop))m∈M0 −(Eex

m )m∈M0‖�
?�%
�
�: ��
�
 � ��
�
��

�
 �" ��
 ��
�����
 ���	���
� ��

�� �
 3���
� �
����
: ��
 �
�������
 �" (����)
�
>	��
� ��
 	
�"��� ��	
� �" ��
 {[AM0Nna ]T AM0Nna}−1 "�� ��� h� *��
��
�: ��
 ����� ���	�

� ���%�
�
���� � �
���� hl+1 %��� Qhl+1 = Qhop �� �
���� ��
 

/� ��
���
 ��
� 
�� %��' 
���
�� 8�
�
>	

���: %

���
 �� ���	�
 ��
 � 3����� �
��������
 (����) �
� (���-) "�� ��
 ��
�����
 ���	���
�� �

� ����
�
�
�� ��
���
� �� �������
	 �
�
������ �
�� �����	� ��

��
��������  
�


��� ��
��	�� "
�


�
 �
����	�
 � O���3�
�
P �
� �" ��� 3������
 �
��	�
�

��� ���� ���� �
�: %
 ���
 �� 
/����� � �����
�
�
� �" �
��	�
�

�� %���� �� �3����� "�� ��
 �
��
���	����
 �" ��
 �
��
��� �
� ���
���� ���3������
 �"
��
 �����
�� ?
�
: �3�������� %��� �
 � ���3�����
 �
�%


 ���� ���	���� �" ��
 �
��
���	��
� ���� �

��
 �

 ��
� �
� ��
 "��� ���
�� �� �
��	�
�

� ���� �� %
�� ��� "��� 3���
���
� �
 � 
	�
����� ���������
�
 ��
 ���
� ��
��

6�
 ���3�
�
 ���� �" �
��	�
�

� �� � �
���� (Em)m∈M �" �
�� ���	
� Em ∈ R %��� m �	

�
� ��
�
� �


��� @
��
 �
�
/ �
� M �" M �
���
�� ��� � ���

 �3����� �����
�: Em ��
 �
 
���
� ��
 
A��

�� �"
� ���

 �
K
��
� �
�3� ���
�����
� ���
 	
�
� 6� �
�3� 6* 3�����;����
 �� ��
 3���
 ��7
�

�
 �
�%



��
 6� �
� ��
 6* 3�����;
� ���
� "�� � ���

 ���
� �" �
K
����
 �
�3� ���
�������
� 6�
 
A��

��
�
�
� 3���
 ��7
�

�
� ��
 
�

 �
 �	���3��
� �� � 
������;����
 "������ $�� ���
��
�: ��
 ���3�
/ �
�
/
m ���3���
� ��
 "����%�
� �
"�������
0

 ��3
 �" �
��	�
�

�: ��
� 
A��

�� �� 3���
 ��7
�

�

 �
��
 �" �
���

�
 �" ��
 3��

 %��
 �
����
� ��
 ���

 %��
 �

��� �" ��
 �
���

� �����
 ���
� �" ��
 �
K
��
� �
�3� ���
�����
� ���

 3�����;����
 ��3
 6� �� 6* �" ��
 �
����
� 3��

 %��
 �" Em �� �
 
A��

���

 
������;����
 "����� �" ��
 �
��	�
�

� ���	


E" ��	��
: %
 �	�� �
 ���
"	� C��
�
� ���3�
�
�� ��7
�

� 

����
� Em �
�� �

 �
����� &��	�� ��


A��

�� 
	��
�� �
 ���

 �
 3
� �

� �� ���	�� ��
� �
 
������;
� �� �

Q &��	�� ��
 �
��
� �" 3���

���"� ��7
�

�
� �
 ���

 �
 �
��

� �� �
 �����
�Q $�� ��
�
 
������;����
 "������ �	�
�� ���
 � ��
��
�
K	

�
 �
 ��
 �

�������� �
� �
 ��
 �
�
��
 3����
��� �
 �	��
�� ���� ��
 �
��	�
�

� 

����
� ���	��
�
 
������;
� �	�� ���� ��
 
/3
��
� ��
���
 �
��	�
�

� 
����� ���
���
 "�� ��� Em, m ∈ M�

$ ���3�
 
/��3�
 "�� �	�� �
 (Em)n∈M ��
 �
 ��
 �
���� �" ��� �
K
��
� �
� ���
�����
� 
A��

��
�
����
�3�
��
� �� ��
 3��3�����
� ���
� �����

� "�� ��
 �
���

�
 �
��
� θ = −85◦,−80◦, . . . , 85◦ �
�
"�� ��
 3�����;����
 ����
� 6� �
� 6*� ���� M: %
 ����� 
/����� � �	��
� M0 ⊆ M �" �����
����� M0:
�
� ��
 �
��
���	����
 �" ��
 �����
� %��� �
 ���
� �
 ��
 ���� (Em)m∈M0 � 6�
 ���' �� �� @
� �
 �3�����
�	��
� M0 �� �	���
�

 � "��� �
� ���	���
 �
��
���	����
�

��� #
������
� 
� �!� ��� 
� �
	
����	�

&� "��: "�� 
��� 3����
�
� �
���� h = (hn)n∈N : ��
�
 
/���� � 	
�>	
 �����
� �
 ��
 �����
� �����: �
� ��	�
� 	
�>	
 �
� �" ���� (Em)m∈M ����
�3�
��
� �� ���� �����
�� 6��� ���� ��
 �
 �����

� �� �
��	�
�

��
�
 �	33��
 ���� ��
 
���
 �" ��
 �
��	�
� ���� �� 

�������
� !
 ���
� %����: %
 ���
 � �
���� ���	
�

�!� ���� �" �#��� �#�"��� �#� �#��� ��������� ���$��� %& ��� %' ������(����� �� ����� ��� �� ������(����� � �� �� ��
�� )*���



��� ���
���
��� �� ���������� ��

"	
����


R
N � h = (hn)n∈N �→ (Em)m∈M ∈ R

M , Em = E0
m( . . . , hn , . . . ) (+��)

�
@
�
� � ������ N  ���

���
�� �	���
�"��� �" ��
 �	����
�
 �3��
 R
M �

��� ��
 

/� �
����
: %
 


� � �

 �� �

 ����
�3�
�

�
 �
�%


 3����
�
�� �
� ���3�
�
 ���� �"
�
��	�
�

�� 6�
�
"��
: %
 �
����	�
 � �	33�
�

� �
���� �" 3����
�
�� (h̃n)n∈ eN �" Ñ := M − N �
��

	��
�� �	�� ���� ��
 ��33�
�

R
M �

(
(hn)n∈N , (h̃n)n∈ eN

)
�→ (Em)m∈M ∈ R

M , Em = Em( . . . , hn , . . . , h̃n , . . . ) (+��)

�� �

 �� �

 �� �
��� �
�%


 � 

���������� �" ��
 3��
� ((hex
n )n∈N , (0)n∈ eN ) �
� � 

���������� �" ��


����
 3��
�� 6�
 "	
����
� �" (+��) ��
 
/�

���
 �" ����
 �
 (+��) �����"��
�

E0
m( . . . , hn , . . . ) = Em( . . . , hn , . . . , 0 , . . . , 0).

*��
��
�: ��
 
/�

���
� ��
 �
 ����

 �	�� ���� ��
 

% ��
�

� �
����� �� ((hex
n )n∈N , (0)n∈ eN ) ��


�������
�� �� ��
 ��� �

�: ��
�〈(
∂Em

∂hn

)
m∈M

,

(
∂Em

∂h̃n′

)
m∈M

〉
:=

∑
m∈M

∂Em

∂hn

∂Em

∂h̃n′
= 0, n ∈ N , n′ ∈ Ñ (+�+)

%�
�
 ��
 ���	�

�� �" ��
 "	
����
� �
 (+�+) ��
 ��
 3����
�
�� hn = hex
n , n ∈ N �
� h̃n = 0, n ∈ Ñ �

9	
 �� ��
 �

 �� �

 ����
�3�
�

�
 �" ��
 ��33�
� �
 (+��): %
 ��� ��
���
� ��
 3����
�
�� �� �
"	
����
 �" ��
 �
��	�
� ����: ��
�

R
M � (Em)m∈M �→

(
(hn)n∈N , (h̃n)n∈ eN

)
∈ R

M , hn = hn( . . . , Em , . . . ), (+��)

h̃n = h̃n( . . . , Em , . . . ).

8�
����: ��
�
 "	
����
� ��
 ��
 �
�
��
 "	
����
� �" (+��): ��
�

Em = Em

(
. . . , hn( . . . , Em′ , . . . ) , . . . , h̃n( . . . , Em′ , . . . ) , . . .

)
, m ∈ M, (+�2)

hn = hn

(
. . . , Em( . . . , hn′ , . . . , h̃n′ , . . . ) , . . .

)
, n ∈ N ,

h̃n = h̃n

(
. . . , Em( . . . , hn′ , . . . , h̃n′ , . . . ) , . . .

)
, n ∈ Ñ .

��� "�	��
����� 
� �
	
����	� $��! 	������ �
 ��
��	����� "
�


6�
 
	�
����� 
/3�
����
 �" ��
 �

�������� �" ��
 �
��
���	��
� 3����
�
� hn %��� �
�3
�� �� ��
 �
� 
�	�
�

� ���� ���	
 Em �� ��
 3������ �
�������
 ∂hn/∂Em� F
"���	
��
��: ���� �
�������
 ��

�� �

���3	�
� ���
����� ?�%
�
�: %
 ��
 
����� �
�
���

 ��
 �
�������
� ∂Em/∂hn �" ��
 �
�
��
 "	
����
�
(�"� <��= �
� �
���
 ������� ��������
�� "���	��� "�� ��
 �
�������
� %����� ��
 �
"������
 �
���
�) �
� �
�
∂hn/∂Em "��� ��
�
� 6� ���� 

� %
 �
���
 ��
 �	��
>	

� �>	����
 (+�-)�

$33���
� ��
 ����
 �	�
 �� (+�2): %
 �����
 ��

δm,m′ =
∂Em

∂Em′
=

∑
n∈N

∂Em

∂hn

∂hn

∂Em′
+
∑
n∈ eN

∂Em

∂h̃n

∂h̃n

∂Em′
.



��

6��� �� 
>	����

� �� ��
 ����
� �" �����/ 
>	����
�

em′ = Bξm′ + B̃ξ̃m′ , m′ ∈ M (+��)

B :=
(

∂Em

∂hn

)
m∈M
n∈N

∈ R
M×N , B̃ :=

(
∂Em

∂h̃n

)
m∈M
n∈ eN

∈ R
M×N ,

ξm′ :=
(

∂hn

∂Em′

)
n∈N

∈ R
N , ξ̃m′ :=

(
∂h̃n

∂Em′

)
n∈ eN

∈ R
eN , em′ := (δm,m′)m∈M ∈ R

M .

��% %
 ���
��
 ���� ��
 ���	�
� �" ��
 ������
� B �
� B̃ ��
 ��
 ��
�

� �
����� �����"��
� ��
 ������ 
�
����� �
�����
� (+�+)� 8�
�
>	

���: ��
 ����
 �3��
 �" B �� �������
�� �� ��
 ����
 �3��
 �" B̃: �
�
(+��) ��3��
� ���� ��
 �
����� ξm′ ��
 ��
 ���	���
� �" ��
 �3����;����
 3����
��

min
ξm′∈RN

∥∥∥Bξm′ − em′

∥∥∥2

, m′ ∈ M,

�
��	��
� ��
 �	����
�
 
��� ‖ · ‖� !
 ���
� %����: ��
 �
����� ξm′ �" 3������ �
�������
� ∂hn/∂Em′ ��

��
 ;
��� �" ��
 �����

� �" ��
 >	������� "	
����
��: ��
�: ��
 ���	���
� �" ��
 ��

�� ����
��

[BT B] ξm′ = BT em′ , m′ ∈ M. (+�-)

��% &�����'��� �!� (��
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��� 
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&	33��
 � �����
� �
�
���

� �� ��
 O
/���P 3����
�
� ���	
� (hex
n )n∈N �� ���

� ��� ���� �����
�:

%
 �
��	�
 ��
 ���� (Em)m∈M0 �
� �

��
 ��
 ����
�3�
��
� ���	
� �� (Eex
m )m∈M0 � F��
� ��
�
:

%
 ��� �� �
��
���	�� ��
 
/��� 3����
�
� ���	
� (hex
n )n∈N � 8�
����: ��
 
A��

�� �
� ���	���� �" ��


�
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���	����
 %��� �
3

� �
 ��
 �����
 �" M0� *��
��
�: �
��
���	����
 �� �
�
�
�"	� �
�� �" ��
 
	��
�
N �" ���	
� �� �
 �
��
���	��
� �� �
�� �� 
>	�� �� ��
 
	��
� M0 �" '
�%
 ����� $ �
��
���	����
 "���
�
�� ���� �� 3������
 �
�� �
 ���
 ���
� �" �
�


���
 ��33�
�� "��� 3����
�
� ���� �� �
��	�
�

���
?

�
: %
 ��%��� �	33��
 N ≤ M0�

�
 �
����	�
 ��
 I����� �����/ AMN �
� ��� �	������/ AM0N �� ��
 "���	��


AMN :=
(

∂E0
m

∂hn

)
m∈M
n∈N

∈ R
M×N , AM0N :=

(
∂E0

m

∂hn

)
m∈M0

n∈N

∈ R
M0×N .
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 ��
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� ��
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 �� ��
 3����
�
� �
���� hex� L
��
���	���
� ��

3����
�
� ���	
� hex

n "��� ��
 �
��	�
� ���	
� Em, m ∈ M0 �
�
� �� ����
 ��
 
�
 ��

�� 
>	����
�
(����)� M������: ���� ��33�
� �
���
� ��'
 ��
 ��

�� ��33�
� �
3�
�

�
� �� ��� I������
 �����/ AM0N
(�"� (���+))� !
 ���
� %����: (����) �� � ����
� %���� �� 
��� �� ����
 ������� "�� ���	
� h ����
 �� ��

���	���
 hex �" ��
 ��
�����
 
	��
� cond([AM0N ]T AM0N ) �" ��
 3���	�� �" AM0N �
� ��� ���
�3��
�
[AM0N ]T �� ������

��% � ���� �����
 �" � �
� M0 ⊆ M �� ���� �
�
/ �
� "�� %���� cond([AM0N ]T AM0N ) �� ������
&	33��
 %
 ���
 � �	�
 @
��
 �
>	

�
 M0,j, j = 1, . . . , J �" �	��
�� �" M �	�� ���� ��
 �����
�����
M0,j �" M0,j �� ��
��
� �� 
>	�� �� N ��
 
	��
� �" 3����
�
��� 6�
�
 ��
 ��
 �
�
/ �
�� �" ���������

�
��	�
�

� ���� (Em)m∈M0,j "��� %���� %
 ��� �����
 M0 = M0,j "�� ��
 �
��
���	����
 ���'�
$��������
 �
�
� ���
3����
 "��� ��
 ��
% 3��
� �" �
��
���� �� ����������� �
��������
� @/
� �� ��

	�
�� ��� ��
 ���3�
�� ���
: ��
 �
>	

�
 �" M0,j ��	�� �
 ��
 �
>	

�
 �" ��� �	��
�� M0 ⊆ M �" �
@/
� �����
����� M0,j = M0 > N � !
 ���� �
>	

�
 �" �
�
/ �
�� %
 �����
 ��
 �
�� M0,k, 1 ≤ k ≤ J "��
��
 �
��
���	����
 (����) �� �����
�

cond
(
[AM0,kN ]T AM0,kN

)
= min

j=1,... ,J
cond

(
[AM0,jN ]T AM0,jN

)
. (+�D)
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�
 �3����;����
 3����
� %���� �
>	��
� ��
 �
�� �" ��
 ��
�����
 
	��
�

"��
(

M
M0

)
�	�������
�� 6� ����� ���� �	�
 ���	
� �" ���3	�����
 %
 3��3��
 ��
 "����%�
� ��������� ��

�
�
���

 � �	��3����� ���	���
 �" ��
 3����
� (+�D)� 6�
 ���
 ��
� �� 
�� �� �����
 ��
 �
�� �	������/
�� �
�
: �	� �� �
�
���

 ���� �	������/ �� ������
� ��� ��%� ��
3 �� ��
3�

6�
 �3�������� �" ��
 ���	���
 �" (+�D) �� �" ����� 
��	�
 ��
�
 ��
 I����� �����/ AMN �� �
@

� "��
��
 @/
� 3����
�
� �
� hex� !
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� �� ��'
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 �����
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 �
����
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���3	�
 AMN �� hex �
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% ����� 3
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 ��
� hex �
� ���
3
��	������
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��* �
�� #!
��� 
� 
 ���
����
� ��� 
� ��
��	����� "
�


�
 �

��
 ��
 j�� ��% �
���� �" AMN �� aj := (∂E0
j /∂hn)n∈N � ?
�
 j �� �
 �
�
/ "��� ��
 �
�
/ �
�

M %���� %
 ��

��"� %��� ��
 �
� M = {j : 1 ≤ j ≤ M}� E	� ���' �� �� �����
 �
���
� j1, j2, . . . , jM0

%��� M0 ≥ N �	�� ���� ��
 ��
�����
 
	��
� cond([AM0N ]T AM0N ) %��� AM0N : ��
�����
� �" ��
 M0

��%� aj , j = j1, , j2, . . . , jM0 : �� ������

�
 �����
 �
 �
�
�
� 3����
�
� MC %���� �� ����
� ���
 M0 ��
 �
���
� 
	��
� �" �
��	�
�

�� �	�
�
�� ���
 M �	�� ���� ��
 ���3	�
� ��3����� ����%� �� �
�
���

 ��
 �3����� �	������/ �" M0 ��%� aj

%��� aj ����

 "��� � �
� �" MC ��%� aj � ��% %
 ��'
 ��
 @��� MC ��%� aj %��� j ∈ M00 := {1, . . . , MC}
�
� �
�
���

 ��
 �
�
/ �
� M1 ⊆ M00 �" �3����� ��%� aj , j ∈ M1 �	�� ����

cond
(
[AM1N ]T AM1N

)
= min

M′={j1,... ,jM0}⊆M00

cond
(
[AM′N ]T AM′N

)
.

�
/� %
 "��� ��
 

% �	��
� M01 �� ��
 	
��
 �" M1 %��� {MC + 1, . . . , MC + (MC − M0)} �
�
�
�
���

 ��
 �
�
/ �
� M2 ⊆ M01 �" �3����� ��%� aj , j ∈ M2 �	�� ����

cond
(
[AM2N ]T AM2N

)
= min

M′={j1,... ,jM0}⊆M01

cond
(
[AM′N ]T AM′N

)
.

6�

 %
 "��� ��
 �	��
� M02 �� ��
 	
��
 �" M2 %��� {MC + (MC −M0) + 1, . . . , MC + 2(MC −M0)}
�
� �
�
���

 ��
 �
�
/ �
� M3 ⊆ M02 �" �3����� ��%� aj , j ∈ M3 �	�� ����

cond
(
[AM3N ]T AM3N

)
= min

M′={j1,... ,jM0}⊆M02

cond
(
[AM′N ]T AM′N

)
.

�
 ��
��
	
 ���� %�� "�� "	���
� k − 3 ��
3� 	
��� MC + (k − 1) · (MC − M0) + 1 > M �
� ��
 �
� �" ���
�
���
� {1, 2, . . . , M} �� 
/��	��
�� ���� ��
 ���� �3����� �
� �" �
���
� Mk %
 "��� ��
 ������ �3�����
�
� �" �
��	�
�

�� {Ej , j ∈ Mk}�

��+ ��
���� 
� �!� (��
���	����
�  ��
	��!� �
	 
 ��,�� ��� 
� ��
��	������

6� ��3���
 ��
 "	
����
 f : %
 ��
 ����
 ��
 3����
�
�� �
3����
� hn �� h#
n /rn %��� �
�� �����
� "������

rn > 0� *��
��
�: %
 ��
 �
����	�
 3������
 %
����� wm "�� ��
 �
��� �
 ��
 ��C
����
 "	
����
�� �"
(����)� 6��
��
�: %
 

� 	3 %��� ��
 �3����;����
 3����
�

f#
(

. . . , h#op
n , . . .

)
= min

(h#
n )n∈N

f#
(

. . . , h#
n , . . .

)
, (+�,)

f#
(

. . . , h#
n , . . .

)
:=

∑
m∈M0

wm

∣∣Em( . . . , h#
n /rn, . . . ) − Eex

m

∣∣2.
���� ����: ��
 ���	���
 �" ��
 �����
�� 3����
� �� �����

� �� ��
 ���'%��� �	�����	���
 hop

n = h#op
n /rn�

6�
 ����� ��
�����
�
� �" ��
 ����
� �3����;����
 3����
� (+�,) �� �������
��;
� �� ��
 ��
�����
 
	��
�



��

cond([A#
M0N ]T A#

M0N ) �" ��
 ����
�3�
��
� I����� �����/ A#
M0N ����
�3�
��
� �� "	
����
�� f# ���



��

A#
M0N =

(√
wm δm,m′

)
m,m′∈M0

AM0N

(
δn,n′

rn

)
n,n′∈N

.

8�
����: ��
 ��
�����
�
� ��
 �
 ��3���
� �" %
 @
� �����
� "������ rop
n > 0 �
� %
����� wop

m �	�� ����

��
 ����
�3�
��
� �����/ A#op
M0N �����@
�

cond
(
[A#op

M0N ]T A#op
M0N

)
= min

rn: 0<rn, n∈N
wm: 0<wm, m∈M0

cond
(
[A#

M0N ]T A#
M0N

)
. (+���)

&�
�
 � ���	���
 �" ��
 ���� �3����;����
 3����
� �� 
�� �� 
���: %
 �
����

� �� �33�� �
	������ �	�
��
��� �
���
�
: ��
 �����
� "������ rn ���	�� �
 ����

 �	�� ���� ��
 �	����
�
 
��� �" ��
 ��%� �
 ��

�����/ A#

M0N ��
 ������ �" ���	�	� 
>	�� �� �

� 6��� ����
�3�
�� �� � 3�
��
�����
�
� �" AT
M0NAM0N

�	�� ���� ��
 3�
��
�����

� �����/ [A#
M0N ]T A#

M0N ��� �����
�� 

���
� �" ��;
 �

� $��
�
����
��: ��

������ ��	��

 ����	
 ��
 �
 �33��
� �� AM0N : %���� �
�
���

� �����
� "������ R(m), m = 1, . . . , M0

�
� C(n), n = 1, . . . , N �	�� ���� ��
 ��
�����
 
	��
� �" AM0N �� �
�	�
� �� �����
� ��
 �����/ "���
��
 ����� �� ��
 R(m) �
� "��� ��
 �
"� �� ��
 C(n)� ?

�
: %
 ��
 �����
 rn = 1/C(n), n = 1, . . . , N
�
� wm := R(m)2, m = 1, . . . , M0�

���
 ���� ��
 ���� �����
� �� ��

 �� ��3���
 ��
 ��
�
��

�
 �" 
	�
����� ���
�
� �"�
� ��
 
����� 
�;����
 "������ "�� ��
 3����
�
�� (�"� &	��
����
 ���) �
� ��
 �3����� �
� �" �
��	�
�

�� %��� ��
��

������;����
 "������ (�"� &
��� +�� �
� +�2) ���
 �
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� !
 ���
� %����: � @��� �����
� �� 
�� 
����;����
 "������ �� ��

 �� ���3� ��
 �
���
� �� ��
 �
���
��� �
>	��
�

�� �" ��
 �33�������
 �
� ��


��
�
 ��
 ���	���� �" ��
 �
��
���	����
� 6�
 �����
� �" ���� �
����
 �� 
�� �
�
� �� ��3���
 ���	����:
�	� �
�� �� ��3���
 ��
 ��
�
��

�
 �" ��
 
	�
����� �3����;����
 ����������� !
�

�: �
 ���
 �" �	�

	�
����� 
/3
���

�� ��
 �����
� ��� �


 ��3����
�� ���
��: �" �

 �� �%� ���3�


�� �" ��
 ��� 
��

�� �" ��
 ��C
����
 "	
����
�� (����) ��'

 �� ��
 ��
�����
 ���	���
� ��
 �

 �� �	
��
� ���
� ����
�
�
 ���
��	�
 ���
 ��
 ���
��: ��

 ��
 ��
�����
 �33��/����
 ���	���
 �� ���
�
� %����� ��
 ���3�


��
�" ����
 ���
��	�
 	
��� ��
 ����
 ���3�


�� �" ��
 �����

�� ��
 �
�	�
� �� ������ ;
��� J����������:
��%
�
�: ��
� ��
 �
�	�
� �� ��
 
	�
����� 
���� �" ��
 �����

� ���3	�����
� !" ��
�
 
����� ��
 �����
����
� �
 ���
��	�
 ���
 ��
 �
���
�
� ����� �����

� ���3�


��: ��

 ��
 ����� �3����;����
 �
��
� �

"���
 �����

�� �
� ��
�
��

�
 ��
�'� ��%
�

! "����
	
� #�	������	�
�� �� ���
��
	 $����� �� ��
�� �
�%�

%�� )���	
� #�
�� 
� )	
����� �� �!� ����	��
� �,��	������

$� �
 
/��3�
 (�"� ��
 ���' 8�.� �
 <+2=) %
 ��
���
� �����
�� %��� � ����� �
����
 ���%
 �
 ���	�
 �
���	��
��
� �� 3��

 %��
� %��� ��
 @/
� %��
 �

��� λ = 632.8 
�� 6�
 3
���� ��
 ���3�� �
 �
�
���

�
"��� ��
 �
��	�
� ���
����
� �" ��
 ��7����
� ���
� �
� ��
 "���	��
 (���) �
� (��+)� 6�
�
"��
: %

��� �	33��
 ���� ��
 3
���� d �� '
�%
� 6�
 ���
���� 3��3
���
� ��
 @/
� �� ��
 �
"������
 �
�
/ %����
�� 1.4571 "�� ��
 ������
 �/��
 �
 ��
 �	������
: 3.7329+ i 3.8113 "�� ��
 �����
 �
 ��
 ���3
;����� �����
:
�
� 3.1185 + i 0.3802 "�� ��
 �/��
 ���
� ���
��
� ��
 �����
� 6�
 �
��
��� �" ��
 �����
� ���	��	�

�� �
�
���

� �� ��
 
���� 3����
�
�� pi �
@

� �
 ���	�
 �� &�
�
 %
 %��� �� �
���
� ��
 �
��
���
���� "��� ��
 ��7������
 
A��

��
� �
� ��
�
 ��
�
 
A��

��
� ��
 �
�
3

�

� �" � ���"� �" ��
 �����
�
���	��	�
 �
�� ��
 ���
����
 �" ��
 x �/��: %
 ��%��� @/ �� �
��� �

 �" ��
 3����
�
�� p7 �
� p8� !

���
� �� ����� 
/��� ��
�����
�� ��'
 0 ≤ p3 < p2 ≤ d �
 ��
 �3����;����
 ���������: %
 �%���� �� �
�����

x ������
��
� �
� �����
 ��
 �
�
�
�� 3����
�
�� �" �3����;����
 ��

hi := pi, i = 1, 4, hi :=
pi

d
, i = 2, 5, 7, hi :=

pi

pi−1
, i = 3, 6, 8.
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 �0 &��
�
 �" ��
 3
������ �����
� ���	��	�
 �����
 �
 ����� (8�.) �
� ��� �
��
������ 3����
�
��0
p1  �
���� �" 8� ���
�R p2, p3  x ������
��
� �" ��
 	33
� ����� �
� �
"� ���

�� �" ��
 8� ���
�: p4  
�
���� �" 8�E ���
�R p5, p6  x ������
��
� �" ��
 	33
� ����� �
� �
"� ���

�� �" ��
 8�E ���
�R p7, p8  x
������
��
� �" ��
 ��
 ��%
� ����� �
� �
"� ���

�� �" ��
 �����
�

6�
 ��� �" ��� ����	�����
� �� �� �
���
� ��
 �����
� �" ���	�
 � �
�
���

� �� � �����
 �
���� �" p1 = 50

�: � ���
� %���� �" p4 = 23 
�: � ��3 89 �" p5 − p6 = 580 
�: �
� ���
 %��� �
��
� �" 73◦ �
 ���
���
��� ���
� �" ��
 �����
 �
� ��
 �/��
 ���
� ���3
;���� $�� �
��	�
�

� ���� �
 ��
 3�
�

� 3�3
�
��
 ���	���
� 	��
� ��
 ��* 3��'��
 9!JE. (�"� <,=)� ?�%
�
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 ���
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����� �
����
"�� ���	�����
 �
� �
��
���	����
 �"�

 ��
��� ��� �3�������� �
��
���	����
 �
�	���� 8�
�
>	

���: %

3
�"���
� ��
 ���	�����
 ��
� ��7
�

� ��3
� �" ��* ����� �
� �
 �	�� ����
� �
�
�� �" �����
��;����
�

%�� -
�
� ������� �
	 �!� .$
 �
	
����	 #
��

!
 �	� @��� �
�� %
 @/ ��� 3����
�
�� 
/�
3� p5 �
� p6� 6�
 �
��	�
�

� ���� ��
 ��
 ���

 3���
 ���"� ��" 
"
�

�
� arg[A−

1 /|A−
1 |]−arg[B−

1 /|B−
1 |]: arg[A+

0 /|A+
0 |]−arg[B+

0 /|B+
0 |]: �
� arg[A−

0 /|A−
0 |]−arg[B−

0 /|B−
0 |]:

����
�3�
��
� �� 3��

 %��
 ���	��
����
 	
�
� �
 �
��
 θ �" −20◦: 40◦: �
� 40◦: �
�3
����
��� ���

���� ���� �
� �" �
��	�
�

� ���� �� ��
 �3����� �	��
� (�"� &	��
����
 +��) �" ��� 3���
 ���"� ��7
�

�
�
"�� ��� �
��
� θ = −80◦,−70◦, . . . , 80◦� J���� �" ��
 ��C
����
 "	
����
 f "��� (����) ��
 3�
�

�
� �

���	�
 + "�� ��
 ���	�

�� �
 [0.575, 0.875]× [0.225, 0.525] �
� �
 [0.70, 0.81]× [0.24, 0.35]: �
�3
����
���
�
���
� ��
 ������ ��
��	� "�� h5 = hex
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� h6 = hex
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��� �
 �������
��

����� ��
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 ��C
����
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����
�� >	��
 ����
 �� ����
�" ��
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 �" ����� M0�

!
 �	� "	���
� �
��� %
 �
������ ��
 �
��	�
�

� ���� �� �
�� �" 
A��

�� ���	
�� !
�

�: �	� 
	�
�����

/3
��

�
 ��� �
�
��
� ���� 
/��	��
� 3���
 ���"� ��7
�

�
� "��� ��
 �3����� �
��	�
�

� ���� ��




��

Objective functional (isolines)+Gradients (arrows)

normal.x−coord.of right upper corner: h5=p5/d

no
rm

al
.x

−
co

or
d.

of
 le

ft 
up

pe
r 

co
rn

er
: h

6=
p6

/p
5

0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

+�, "-������ f ���� .��	�	�����	/×.��00	���	0	/

Objective functional (isolines)+Gradients (arrows)

normal.x−coord.of right upper corner: h5=p5/d

no
rm

al
.x

−
co

or
d.

of
 le

ft 
up

pe
r 

co
rn

er
: h

6=
p6

/p
5

0.7 0.72 0.74 0.76 0.78 0.8
0.24

0.26

0.28

0.3

0.32

0.34

+�, (��� �� ���� .���������/×.��0�����	/

���	�
 +0 E�C
����
 "	
����
�� �
3

��
� �
 �%� 3����
�
�� �
�����
� �� �����

�� 6�
 "	
����
�� ��
�
@

� �� �
 �3����� �����
 �" �
��	�
�

� �
� ��
�����
� �" ���

 3���
 ���"� ��7
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� �� ��
 ��*� 6%� ����� ��
��� �33
���
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 ��
 �3����� ��
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 (+�D)� ?�%
�
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�
 �
� �
��
���	����
 3��3
���
� �"
��
 �3����;����
 ���������� "�� �3����� �
��	�
�

� ���� %��� �
� %����	� 3���
 ���"� ��7
�

�
� ��

������ ���3�����
�

%�� (��
���	����
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� .!	�� �
	
����	�

��� ��
 �
��
� �
��: %
 �
��
���	�� ���

 �
��
��� 3����
�
��� 6�
 ���
� 3����
�
�� ��
 @/
�� $
���� �
��
���	����
 �� 3������
 "�� ��
 3����
�
�� p1: p4: �
� p7� ?�%
�
�: ��
 ����� �" ����
�3�
��
�
�����
�� ��
����� �" ��
�
/ �����
�: �
��� &�
�
 ��
 �
�	��� "�� ��
 �
��
���	����
 �" p1: p4: �
� p7 ��

������� �� ����
 "�� ��
 
�
 ��
�
/ ���
 �" p3: p6: �
� p8: %
 3�
�

� ��
 �
�	��� "�� ��
 ���� ���
: �
���
�
 ��
���
� ��
 ���3�
�
 ���� �
� (Em)m∈M �" ��� �
K
��
� �
� ���
�����
� 
A��

��
� (��
� ��� �
���
�
n ∈ U± = U±(θ) %��� 3�	� �
� ��
	� ���
 �
 	33
� �
�
/ �" (���)) ����
�3�
��
� �� ��
 �
���

� �
��
�
θ = −80◦,−70◦, . . . , 80◦ �
� �� ���� ��������� ����
� �" 3�����;����
 (6� �
� 6*)� ���� ��
�
 M = 300
�
��	�
�

� ���	
� ��
 �3����� �
� �" ���

: "�	�: �
� @�
 ���	
� ��
 �
 �
�
���

� �
 �������
�
 %���
(+�D) �� ���3	��
� ��
 ��
�����
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�� "�� ��� 3������
 �	��
�� �" ���

: "�	�: �
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 ���	
�� 6�
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�� �����
� ��
 ���

 �
 6���
 �� �
 �� 
�� '
�% �" �
� ��7
�

� %�� �� ��
���	�� �
��	�
�

� ����:
�
� ��
 �
�	��� �" 6���
 � �

� 
�� �� �	��
�� �
� ���3�
 ����������

��� ��
 �
��
���	����
: %
 ���
 �
����	�
� ��
 	33
� �
� ��%
� ��	
�� 0 ≤ hk ≤ 0.4, k = 3, 6, 8
�� 3�
�����
 ��
 ��/ ��
�����
�� (��,)� $� @��� %
 ��
���
� ��
 �3����� ���

 �
��	�
� 
A��

��
��
6�
 ����
�3�
��
� ������ ��
��	� �" f "��� (����) �� �����

� "�� hop

3 = 0.2797: hop
6 = 0.2907: �
�

hop
8 = 0.2564: ��
� ��
 �3����� ���	���
 hop ���
���
� %��� ��
 
/��� ���	���
 hex �� �
 �
��
���	��
��

6%� "	���
� ����� ��
��� ��
 �
 ���
��
� "�� h3 = 0.2344: h6 = 0.3474: �
� h8 = 0.1540 �� %
�� ��
"�� h3 = 0.2623: h6 = 0.2670: �
� h8 = 0.2037� 6�
 ����� �3����;����
 ��������� (���2) ������
� "���
��7
�

� �
����� ���	���
� ��
�
��
� �� 
���
� �" ��
�
 ���

 ��
���� !" 
���� ��7
�

� �
����� ���	���
�
%��� ���	
� "�� h0

k ∈ {0.1, 0.3}, k = 3, 6, 8 ��
 ����

: ��

 ��������� (���2) ��
�
��
� �%��
 �� ��

�3����� ���	���
 �
� ��/ ���
� �� � ����� ��
��	�� 6� ��3���
 ��
 �
��
���	����
 ���
 �
��	�
�

�
���� ���	�� �
 	�
�� 6�	�: �� �
��
� %
 ��
���
� ��
 �3����� @�
 �
��	�
� 
A��

��
�� !
 ���� ���
:
�
���
� ��
 �3����� hop ��
�
 �33
��� �
 �������
�� ����� ��
��	� "�� f "��� (����) �� ��
 ��	
����
�" ��
 ������������� �����
: 
��
�� h3 = 0.2381: h6 = 0.4: �
� h8 = 0.3003� &�����
� ��
 �3����;����

��������� (���2) "��� ��
 
���� �
����� ���	���
� %��� h0

k ∈ {0.1, 0.3}: ��
 �3����� ���	���
 �� �
���
�
�



!�� #���� ���������� ��


	��
� M0 3�����;����
 �
��
 �" �
K
��
� �� ���
� n �"
�" �
��	�
�

� ���	
� ����
 �
���

�
 θ ���
�����
� ���
 ��7����
� ���


+ 6� 20◦ ���
�����
�  �
6* 20◦ �
K
��
�  �
6* 40◦ �
K
��
�  �

� 6� −60◦ ���
�����
�  �
6* −10◦ �
K
��
�  �
6� 20◦ ���
�����
�  �
6� 30◦ ���
�����
�  �

2 6� −60◦ ���
�����
�  �
6* −10◦ �
K
��
�  �
6� 20◦ ���
�����
�  �
6� 30◦ ���
�����
�  �
6� 80◦ �
K
��
�  �

6���
 �0 E3����� �
��	�
�

� ���� �� �
��
���	�� ��
 3����
�
�� p3: p6: �
� p8: ��
� ����
�3�
��
�
����� ��33�
� ��� �����
�� ��
�����
 
	��
�� (�"� (+�D))� E3�������� �� �
@

� ��� ��
 I������
 ��'


�� 3����
�
� �
� hex�

�
�
� �" �����
��;����
 h3 h6 h8

+ ���D��+ ���,�D� ����-,�
� ���D�-� ���,��- ���2��D
2 ���D�,� ���,�-2 ���2�,�
� ���D��� ���,��� ���22D�
- ���-,D+ ���,��D ���2��D


/��� ���	
� ���-,�- ���,��D ���2�+D

6���
 �0 L
��
���	����
 �" ��
 3����
�
�� h3: h6: �
� h8 "��� ������ �3����� �

 �
��	�
�

� ���	
� ��
��
 �3����;����
 ��������� (���2) ���3	�
� ��
� �
�
��� �����
��;����
 �
�
��� !
����� ���	���
 �� h0

3 = 0.2:
h0

6 = 0.4: �
� h0
8 = 0.2�

���
��� ��/ ���
�� ��
����: %
 ��
���
� �
 ������ �3����� �
��	�
�

� �
� �" �

 �
��	�
� 
A��

��
�
3���	�
� �� ��
 ��������� �" &	��
����
 +�2 �
���
� M0 = 10 �
� MC = 40� F��
� ���� �
� ��'�
�
�
����� ���	���
� %��� h0

k ∈ {0.1, 0.3} �� 
�

 h0
k ∈ {0., 0.4}: ��
 ��������� (���2) ��
�
��
� ��%��� �� ��


������ �3���	�: ��
� ��
 ���	���
 �� �
���
�
�� 6�
 ��
�
��

�
 �" ��
 �
���
�
� ���	���
 �
3

��
� �

��
 �����
��;����
 �
�
� �� �
����
� �
 6���
 �� ���
 ���� � �����
��;����
 �
�
� �
��
��
� �� �

 �
�
�
���� ��
 �
����;
 �" ��
 	
�
����
� ��* ���� �� ����
�� &

�� �� �" ��
 ���	���
 ��
 �
 ���3	�
� 	3��
�
� 3�
�����
� ���	����� E" ��	��
: �
 �33�������
� �
��	�
�

� 	
�
����
��
� �
� � �
������
� ��������
�" ��
 ����
������� ���
� (��
� ��
 3
��������� ���	�3���
 �
� ��
 ��
���;
� ���3
;����� ���	��	�
) �����
��
 ���	���� �" �
��
���	����
�

!
 �	� ���� 
	�
����� �
�� %��� ���

 3����
�
��: %
 ���
 ��'

 ��
 ���
 �
��
� �" �
���

�
 θ ∈
{−40,−30, 0, 20, 30, 40, 60, 70} �� "�� ��
 ������ �3����� �����
 �" �

 �
��	�
�

� ���	
�� 6��� ���
:
��%
�
�: %
 ���
 �
��	�
� ��
 
A��

��
� �" ��� �+� 3��3�����
� 6� �
� 6* ���
� �
�� ��
 �
��	�
�

�
�
�� 6�'�
� ��
 
���� �
����� ���	���
� %��� h0

k ∈ {0, 0.4}, k = 3, 6, 8: ��
 �
%��
 �
���� ��
�
��
� ��%���
�� � ���� �33��/������
 �" ��
 
/��� 3����
�
� �
�� ?�%
�
�: �
 ���3�����
 �� ��
 ������ �3����� �
�
�" �

 �
��	�
�

� ���	
�: ��
 �
��
���	����
 
����� ��
 �������� ����
�� ��� �
���
�
: ��
 �33��/����

���	
� �� �
�
� �
�

 ��
 h3 = 0.27984: h6 = 0.29037: �
� h8 = 0.25617 (�"� 6���
 �)�

$� �

���

� �� ��
 

� �" &	��
����
 +�+ ��
 �3�������� �" ��
 �
��	�
�

� �
� �� �" ����� 
��	�
�
6� 	
�
���

 ���� "��� %
 ���� ��
 ��
�����
 
	��
�� cond([AM0N ]T AM0N ) ���3	�
� �� hex �
� �� �����
3
��	������
� �" ���� 3����
�
� �
� �
 6���
 +� $ ����� 3
��	������
 �" ��
 3����
�
� �
� ��
 �3���
��
 ��
�����
�
� 
��

������� ����	
��
��: ��
 �
�
��������
 �� 
�� �� ������� "�� ����
� 
	��
�� M0 �"



��


	��
� M0 �" h3 = hex
3 h3 = 1.05 · hex

3 h3 = hex
3 h3 = hex

3 h3 = 1.05 · hex
3

�
��	�
�

� h6 = hex
6 h6 = hex

6 h6 = 0.95 · hex
6 h6 = hex

6 h6 = 0.95 · hex
6

���	
� h8 = hex
8 h8 = hex

8 h8 = hex
8 h8 = 1.05 · hex

8 h8 = 1.05 · hex
8

+ ��2� �,2�-2 ���+, ��+� D�,-
� ���� ��-� +��� +��� +���
2 ���� ���, +��� +��2 +��,

6���
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�� �� �
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 �
�

 3����
�
�� hk, k = 1, . . . , 6, 8� 8�
����: ��
 ���
 3����
�
�� ��
 �� �

�
��
���	��
� ��
 ����
� �� ��
 3����
�
� �
��
���	����
 3����
� �� � �����
��;����
 �" ��
 ��� 3��
� �
�
��

3����
� �" �
��
���	���
� ��
 �����
� �
��
��� %����	� �
� � 3����� '
�%�
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� 6�	� ��
 3����
�
�
�
�
���
����
 �
���
� ���
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� ��
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	��
�� �
� ���
 ����� ��
��� %��� ���3�����

�	� �
��
���	����
� &��������: �� ��
 ���

 3����
�
� ���
 %
 ��
 ���3	�
 ������ �3����� �
��	�
�

�
���� 	��
� ��
 �
���
� �" &	��
����
 +�� �
� ��
 ��������� �" &	��
����
 +�2 ���� ���
 "�� M0 �
��	�
�

�
���	
� %��� M0 = 7, 10, 18� !
 �������
�
 %��� ��
 ����

� �� ��
 

� �" &	��
����
 +��: %
 �
3���

cond([AM0N ]T AM0N ) "�� ��
 I������
 �� hex %��� ��
 ��/��	� �" cond([AM0N ]T AM0N ) ��'

 ��
�
��
 I������
� ���3	�
� �� �

 3����
�
� �
��

hk = hex
k , k = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8,

hk = hex
k , k = 2, 3, 4, 5, 6, 8, h1 = 1.05 · hex

1 ,

hk = hex
k , k = 1, 3, 4, 5, 6, 8, h2 = 1.05 · hex

2 ,

hk = hex
k , k = 1, 2, 4, 5, 6, 8, h3 = 1.05 · hex

3 ,

hk = hex
k , k = 1, 2, 3, 5, 6, 8, h4 = 0.95 · hex

4 ,

hk = hex
k , k = 1, 2, 3, 4, 6, 8, h5 = 1.05 · hex

5 ,

hk = hex
k , k = 1, 2, 3, 4, 5, 8, h6 = 1.05 · hex

6 ,

hk = hex
k , k = 1, 2, 3, 4, 5, 6, h8 = 1.05 · hex

8 ,

hk = hex
k , k = 2, 5, 6, hk = 1.05 · hex

k , k = 1, 3, 4, 8,

hk = 1.05 · hex
k , k = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8.

��� �
���
�
: �33���
� ��
 ��������� �" &	��
����
 +�2 %��� M0 = 18 �
� MC = 27 �
� %��� ��
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� M0 �" h1 = hex
1 h1 = 1.05 · hex

1 h1 = hex
1 h1 = hex

1 h1 = 1.05 · hex
1

�
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� h2 = hex
2 h2 = hex

2 h2 = hex
2 h2 = hex

2 h2 = hex
2

���	
� h3 = hex
3 h3 = hex

3 h3 = hex
3 h3 = 1.05 · hex

3 h3 = 1.05 · hex
3

h4 = hex
4 h4 = hex

4 h4 = 0.95 · hex
4 h4 = hex

4 h4 = 1.05 · hex
4

h5 = hex
5 h5 = hex

5 h5 = hex
5 h5 = hex

5 h5 = hex
5

h6 = hex
6 h6 = hex

6 h6 = hex
6 h6 = hex

6 h6 = hex
6

h8 = hex
8 h8 = hex

8 h8 = hex
8 h8 = hex

8 h8 = 1.05 · hex
8
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