Elemento de Estudo para a Unidade
Curricular de Mecanica

Conceitos Gerais da Mecénica Vetorial para Iniciantes

Célio Pina

Fernando Pimentel

IPS, 2020



Elemento de Estudo para a Unidade Curricular
de Mecanica

Conceitos Gerais da Mecanica Vetorial para Iniciantes
1° Edigéo

Autores:
Célio Gabriel Figueiredo Pina

Fernando Carlos Gongalves Magalhdes Pimentel
Editor: Instituto Politécnico de Setubal

ISBN: 978-989-54631-4-5

Setubal, Fevereiro de 2020



Preambulo

Este apanhado de ideias e apontamentos sobre a Mecanica Vetorial foram elaborados
tendo em conta os programas lecionados na disciplina de Mecanica da Escola Superior
de Tecnologia de Setubal, cursos de licenciatura de Tecnologia Biomédica, Tenologia de
Energia, e Engenharia Eletrotécnica e Computadores, e as duvidas e as dificuldades que

0s seus alunos costumam demonstrar ao longo da aprendizagem da disciplina.

O que é a Mecanica?

Bem a Mecénica é a disciplina da fisica que permite perceber o comportamento de tudo
0 que se consegue ver sem o0 auxilio de grandes telescopios, de tudo o que parece estar

em movimento ou do que parece estar parado.

Notem entdo que objetos simples como uma esferografica, um automdvel um avido ou
uma nave espacial, sdo estudados pelas mesmas leis da Mecanica, pelas mesmas leis de

Newton. Elas sdo apenas 3.

1) Um objeto permanece em repouso ou em movimento uniforme se for nula a

resultante das forcas que atuar sobre ele;

2) Se um objeto for sujeito a uma forga entdo adquire de imediato uma aceleracao

que ¢ igual ao valor dessa forca dividido pela sua Massa; (F=ma)

3) Se um objeto exercer sobre outro uma Forca F, entdo esse segundo objeto exerce

sobre o primeiro uma forca igual e de sinal contrario a F.
Sdo estas as 3 leis de Newton em que assentam todos 0s conhecimentos da Mecanica.
A mecanica divide-se em 3 grandes capitulos:

1) Estatica
A estética estuda as forcas aplicadas a um corpo. Qual é o resultado final de um

sistema de forcas ou conjunto de forcas, a atuar sobre um corpo?



2) Cinematica
A cinemadtica estuda o movimento dos corpos independentemente do que possa

originar esses movimentos.

3) Dinamica
A dindmica estuda a influéncia que um sistema de forcas exerce sobre o

movimento de um corpo. Ela é baseada na terceira lei de Newton F=m a.

Antes de se terminar este predmbulo vai-se ainda recordar alguns conceitos que os alunos

ja conhecem.

Quantos movimentos diferentes existem?
Sédo dois. Movimento de translacdo e movimento de rotacao.

Mas quais sdo 0s movimentos mais importantes na nossa realidade? Os de rotacdo ou 0s

de translagéo?
Como se move um carro para a frente se as rodas ndo rodarem?

Coloque-se um dedo no nariz. Como se mexe o dedo para a frente se o cotovelo e o pulso

ndo rodarem?

Como se consegue andar para a frente se ndo se rodar os joelhos, os tornozelos e os dedos
do pé?

Entdo que movimentos sdo 0s mais importantes na Mecanica? Os de translacdo ou os de
rotacdo? Bem, a pergunta nem faz qualquer sentido, pois os movimentos de translagdo e
de rotacdo estdo na maioria das vezes associados e articulados entre si. Eles séo

igualmente importantes.

Quantas direcGes independentes é que existem num espaco a 3 dimensdes?
Como o nome indica séo 3.

Qualquer grandeza fisica que pode ter valores diferentes segundo direcdes diferentes é
um vetor. As que assumem o mesmo valor independentemente da dire¢do considerada

sdo grandezas escalares.



Grandezas vetoriais s@o por exemplo, forcas, deslocamentos, velocidades e rotacoes.
Grandezas escalares sao por exemplo a densidade, a energia, a poténcia etc.

Se se tiver um cubo em que cada aresta é paralela a um eixo, X, y, ou z, ou Norte, Este e
para cima, entdo as grandezas vetoriais como a rotacdo podem ter valores diferentes em
qualquer eixo. A rotagdo em torno do eixo dos X, é completamente diferente da rotacdo

em torno do eixo dos y, ou da que é efetuada em torno do eixo vertical.

Entdo o que é uma grandeza vetorial?

Para a Mecéanica uma grandeza vetorial é toda a quantidade que s6 consegue ser
perfeitamente caraterizada se para além do seu valor, tiver também uma direcdo e um
sentido definido. Se for dito que um objeto se deslocou 3 metros, continuamos sem saber
para onde ele foi. Pode ter-se deslocado para cima, para baixo ou para a esquerda ou
direita. Para eliminar esta incerteza é que as grandezas sao vetoriais e tém uma direcdo e

sentido associados.

Os vetores sdo entidades que ndo podem ser trabalhadas como nUmeros reais. As
operacdes matematicas que se podem executar sobre vetores sdo completamente
diferentes daquelas que se executam sobre nimeros reais. Entdo ndo faz qualquer sentido
estudar grandezas vetoriais sem saber calculo vetorial. Da mesma forma que néo se
consegue trabalhar com nimeros sem saber soma-los ou multiplica-los, ndo se consegue

também trabalhar com vetores sem saber algumas operacdes vetoriais.

As operacOes entre vetores ndo sdo matéria da disciplina de Mecénica, mas antes uma

ferramenta matematica indispensavel para aprender Mecanica.
O capitulo da matematica que estuda operagdes sobre vetores chama-se calculo vetorial.

Sabendo que muitos dos alunos que frequentam a disciplina ndo conhecem o calculo

vetorial, far-se-a uma revisao sobre 0s seus conceitos mais importantes.
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1. Revisdes e conceitos basicos de calculo vetorial

Considere-se um vetor 4 e B tal que:

A= A+ A, e+ Ae,

A= le;—2e; + 3¢,

B = B.e; + B, e, + B,e;

B = 4e,+5¢e, + 6e,

Moédulo de um vetor

O conceito de mddulo de um vetor é o de quanto é que ele vale. Ou seja se houver um
deslocamento de 3 m ao longo de uma aresta de um cubo adicionado a outro de 4 m
segundo uma aresta perpendicular a primeira, a que distancia ficou o objeto da sua posicéao
inicial? Quantos metros andou o objeto? Se se aplicar o teorema de Pitagoras no triangulo
resultante dos dois deslocamentos, facilmente se percebe que o objeto se deslocou 5 m.

Ou seja 5 m é o valor da hipotenusa do triangulo retangulo de arestas 3 me 4 m.

Mas se a essa posicdo se somar um outro deslocamento de 2 m segundo um eixo
perpendicular aos 3 e aos 4 m percorridos atras, a que distancia fica o objeto do ponto de
partida? Agora a distancia de 5 m € perpendicular aos 2 m do deslocamento seguinte e
portanto o ponto final pode ser encontrado pela hipotenusa do cateto anterior de 5 m com

0 novo cateto de 2m.

2
Ou seja o valor do deslocamento final serd a v52 + 22 = \/((w/32 +42) +22) =429

O moddulo de um vetor, o que ele vale, é sempre igual a Raiz quadrada da soma das suas
componentes ao quadrado. (Qualquer valor ao quadrado é sempre positivo, pelo que ndo
ha mddulos menores do que zero, nem ha modulos iguais a nimeros complexos, (raizes

quadradas de numeros negativos). Ou seja para um vetor do tipo

A= A+ A, e+ Ae,



O modulo A sera igual:

2 2 2
|A] = \/(Ax + Ay +4,%)
Um vetor tem 0 mesmo mddulo do seu simétrico, ou seja aquele do mesmo tamanho, que
aponta em sentido contrario.
As unidades do modulo séo sempre as unidades do vetor.

Em termos graficos o médulo € igual a distancia da diagonal interna (d) do paralelepipedo,
cujas arestas tém cumprimentos, Ax, Ay e Az, COmo esquematicamente representado na

Figura 1.

Ay

Ax

Az

Figura 1 - Representagdo esquematica do mddulo de um vetor.

Versores de uma direcdo e sentido
Os versores sdo sempre um vetor adimensional e de médulo unitério.
Esse vetor unitario é obtido dividindo o vetor inicial pelo seu médulo.

O modulo de cada uma das componentes de um versor da a percentagem do valor do vetor
que foi conseguida ao longo desse eixo, e 0 seu sinal, positivo ou negativo, indica se esse
valor foi conseguido com um valor da componente segundo esse eixo, positivo ou

negativo.



A= 1e;-2¢ + 3¢,

[4] = /(12 +22+372)

— 1 2 3

—

i S
ATV Y ViE Y Via

—

eZ
M = 0,267e; — 0,535 &, + 0,802¢;

Os vetores assentam sempre sobre uma linha reta e apontam sempre um sentido ao longo

dessa linha reta.

Qualquer que seja o vetor A ao longo de uma linha reta, que aponte um sentido qualquer,

tem sempre a mesma percentagem de deslocamento ao longo dos 3 eixos X, Y e Z do que

outro vetor B também sobre essa linha reta. Pode-se definir que ao longo duma mesma
linha reta, qualquer deslocamento que se faca, tem a mesma percentagem de
deslocamento segundo o eixo dos X, Y, ou Z. Essa percentagem segundo cada eixo, €
sempre 0 mddulo da componente do versor segundo esse eixo. Se o valor percorrido pelo
vetor ao longo do eixo for no sentido positivo de um eixo coordenado, o versor tera
também uma componente positiva segundo esse eixo coordenado. Em caso contrario, a

componente do versor sera negativa.

Operacdes com vetores

As operacdes que se podem definir entre os vetores A e B sdo completamente diferentes
das que existem entre numeros reais. Por exemplo ndo existe nem a operagdo
multiplicagdo nem a divisdo entre dois vetores. Também n&o existe a raiz quadrada de um

vetor ou a sua potenciagao.
Neste curso vao-se apenas utilizar 4 operacdes vetoriais.

1) Soma ou subtracgéo de dois vetores.
A soma de vetores pode ser obtida graficamente através da regra do paralelogramo

(ver figura 2 a) ou através da regra do triangulo (ver figura 2 b).



A A+B

A+B

A+B 8

b) c)

Figura 2 —a) soma de vetores pela regra do paralelogramo, b) e c) pela regra do triangulo.

A soma ou subtracdo de dois vetores também pode ser calculada fazendo, para cada
componente, a soma ou a subtracdo algebrica de cada uma das componentes homologas
dos vetores a somar (Figura 2, para um exemplo de vetores no plano). Por exemplo (ver

os vetores A e B referidos atras)

A+B = (A + B)ex + (A, + B,) &, + (A, + B,)e; = 5e; + 7 e, + 9e;

B B
A Ay B X
X
A
a) b)
A+B
A+B, A#B,

AutBy Ac+B,

c) d)

Figura 2 - Representacdo esquematica da soma de dois vetores no plano. A)
Decomposicdo do vetor A nas suas componentes ortonormadas; B) Decomposicao do



vetor B nas suas componentes ortonormadas; C) Soma das componentes ortonormadas

dos vetores A e B; D) Calculo do vetor soma pelo método dos tridngulos.

2)

3)

Multiplicagéo de um vetor por um escalar
A multiplica¢do de um vetor por um escalar (K) obtém-se multiplicando cada uma

das componentes do vetor pelo escalar em causa.

KA = KAye; + KA, e + KA,e,

Se K=3,Entdo vem:

KA = 3e;— 6¢,+ 9,

Produto interno entre dois vetores
O produto interno entre dois vetores é o somatorio dos produtos entre as

componentes homdlogas entre os dois vetores. Representa-se por A.B ou A/B

AB

(AyBy)ex + (AyBy) e, + (A,B;)e, =1x4-2x5+3x6 = 12

O produto interno também é igual ao médulo do vetor A multiplicado pelo médulo
do vetor B e pelo cosseno do angulo entre os dois vetores (o).

A.B = |4||B|cosa
Esta igualdade é utilizada em problemas da mecanica. Ela permite saber o angulo

entre dois vetores, bem como calcular a projecdo de um vetor sobre outro.

Qual 0 &ngulo a entre os vetores A e B referidos atras?

B (1x4 — 2x5 + 3x6)
|[B] V1Z+22+3Zx V42 +52 + 62
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Qual a projecao do vetor A sobre a direcédo do vetor B?

A projecéo do vetor A sobre a direcéo de B, Pass, € sempre positiva e € dada
pelo mddulo, do mdédulo de A multiplicado pelo cosseno do angulo entre o
vetor A e a direcdo B (ver figura 3).

AB

—

Proj A//B = ||Af|cosa| = |B|

||| 5] cos a| = 4.75] =

Proj A

Figura 3 - Projecdo de um vetor segundo uma diregé&o.

Relativamente aos vetores referidos atras e que servem de exemplo, 0s vetores A

e B, os calculos seriam os seguintes:
(1x4 — 2x5 + 3x6)

ProjA//B =
L W

O produto interno também costuma ser muito utilizado para verificar a

perpendicularidade entre dois vetores.

Se AB=0e|A|>0e |B|> 0 entiocosa = 0,a = 90°

4) Produto externo entre dois vetores.

A operacdo vetorial produto externo é uma operacao entre dois vetores (exemplo 4 e §),

cujo resultado é um vetor cuja direcdo é perpendicular ao plano formado pelos vetores

que foram o objeto da operagéo (Z e §) (Figura 4) Se os vetores A e B se posicionarem

no plano XY do referencial ortonormado até aqui considerado, o sentido do vetor produto

externo, vetor que estard segundo o eixo dos Z, pode ser definido como positivo se a

11



rotacdo do primeiro vetor, (neste caso o vetor Z), rodado para a dire¢do do segundo vetor,

(neste caso o vetor §), for no sentido anti-horéario. Em caso contrario, se a rotacdo de A
para B for no sentido horario, o resultado do produto externo sera um vetor negativo,

também segundo o eixo dos Z.

Pode-se concluir que esta operacdo, 0 produto externo, ndo goza da propriedade

comutativa.
E=AxEB=—(B x4
O moédulo do vetor E é dado por:
E] = |4][B]sina

Em que a é o angulo entre as direcdes de AedeB.

<L

=

E

E=AxB E=BxA
Figura 4 -Representacdo esquematica do produto externoE entre o vetor A e o vertor B.
O produto externo goza da propriedade associativa, isto é:

E=Sx(ﬁ+§)=§xﬁ+§x§)

O produto externo entre dois vetores AxE, aqui considerado de vetor E 6 calculado

pelo determinante da matriz que se obtém colocando na primeira linha os

12



Versores ey, e,, €,  na segunda linha o primeiro vetor do produto, neste caso o vetor 4, e

na terceira linha o segundo vetor (§).

e 8y &l 4y
S s o Ay Al |Ax Ayl
E=AxB=|A 4, A|=|7 Jla-|5 5ot gle
b% z X z X y
B, B, B,

Note-se que o determinante da matriz de dois por dois que multiplica cada um dos
versores, é o determinante da matriz que fica se se eliminar a matriz inicial, a linha aonde

esta esse versor, (sempre a primeira), e também a sua coluna.
AXB = (AyBZ - Asz)ac) - (AXBZ - Asz) E; + (AxBy - AyBx)e—;

Para o calculo da componente e, aparecera sempre o sinal negativo. Os alunos

aprenderdo nas disciplinas de matematica a razéo deste sinal, que tem a ver com o facto

de (-1)™P, em que i é o nimero da linha e j o niimero da coluna do elemento &, ser igual

a-1.(paraoelementoe, oi=1leo0j=2, (-1)#*?=-1)
Para terminar convém ainda referir que:

1) As unidades dos resultados das operac6es vetoriais séo as adquiridas pelos
vetores que deram origem a esses resultados.

Ex:

a) A + B, as unidades vetor A sio iguais as do vetor B, uma vez que nao se
podem somar vetores de quantidades distintas (exemplo: Newton com
metro)

b) A.Bem geral um dos vetores € adimensional, (N&o tem unidades), ficando
entdo o resultado final com as unidades do vetor com unidades. Se ambos
os vetores forem adimensionais entdo o resultado final serd também
adimensional.

C) A x B O vetor resultante tera as unidades do vetor 4 multiplicadas pelas

unidades do vetor B . Por ex, se A for dado em metros, e B for dado em

Newton, as unidades de 4 x B serdo Nm.

2) Existem mais operagdes vetoriais de que a fisica faz uso. O Rotacional, o

Gradiente e o Divergente entre dois vetores podem ser exemplos disso. Elas

13



ndo serdo utilizadas no decorrer desta disciplina pelo que néo serdo também

aqui explicadas.

Em fim de revisdo vetorial, faga-se entdo outra vez a chamada de atencdo de que néo
existe multiplicacé@o entre vetores. Existe apenas o produto interno e o produto externo

entre dois vetores.

O resultado do produto interno é sempre um numero Real. O resultado do produto

externo, é sempre um vetor.

14



2. Ponto Material no Espaco.

2.1. Decomposicao vetorial das forcas no plano

Considere a forca de intensidade F dada na Figura 5 em que sdo conhecidos os angulos

entre o vetor forga e 0s eixos ortonormados.

Figura 5 - Representacdo esquematica das componentes de uma forca no plano.

A projecdo da for¢a segundo a direcdo x é dada por (Figura 5).
Fx = F cos O«
Sendo a projecdo da forga segundo a diregédo y dada por (ver Figura 5):
Fy = F cos Oy
Pelo que a forca pode ser escrita vectorialmente da seguinte forma:
F = F cosOx & +FcosOy ¢,
F = F (cosOx &, + cosOy ey)
F=F1

Em que 1 é o versor dado por:

-

A =cosOx e, +cosOy e,

15



O versor caracteriza a direcdo e sentido da forca e as suas componentes, 0s cossenos nele

presente, sdo denominados cossenos diretores daquela direcéo e sentido.

Considere a forca dada na Figura 6 a) em que sdo conhecidos dois pontos sobre a linha

de acdo da forca: o ponto A de coordenadas (Ax,Ay) e 0 ponto B de coordenadas (Bx,By).
B (8,B,)

A (AL A)

a) b)

Figura 6 - Representacdo esquematica duma forca no plano em que sdao conhecidos dois
pontos sobre a linha de acdo da forca.

Tendo em conta a representacdo da Figura 6 b) € possivel determinar que:

B, — A
cosO, = xAB ad
B,—A
cos 6, = yAB 4

Sendo d a distancia entre os pontos A e B, dada pela seguinte equacéo:

AB = \/(Bx — 4,07+ (B, —A,)°
Como 1 é definido por:

g _ o —_— __ Bx—Ax —_— By_Ay—>
A =cosOx e, +cosOy e, = 5 6x TR,

16



Pelo que:

Em que, A e B representam as coordenadas do ponto A e B.

2.2. Decomposicao vetorial das forgcas no espaco

Considere a forca de intensidade F no espaco dada na Figura 7 em que séo conhecidos 0s
angulos entre o vetor forga e os eixos ortonormados.

Figura 7 - Representacdo esquematica das componentes de uma for¢a no espaco.

A projecéo da forca segundo a direcdo X, y e z sdo dadas respetivamente por Fx, Fy e F;
de acordo com as seguintes equacdes (ver Figura 7)

Fx = cos O«
Fy = cos Oy
F; = cos O,

Pelo que a forca pode ser escrita vectorialmente no espaco da seguinte forma:

F = F cosOx e, +F cosOy e, ++FcosOz e,
F = F (cos©x e, + cosOy e, + cosOz e;)

F=FJ

17



Em que 1 é o versor dado por:

A= cosOx e, +cosOy e, + cosOz e,

Considere a forca dada na Figura 8 a) em que s@o conhecidos dois pontos sobre a linha
de acéo da forga, o ponto A de coordenadas (Ax,Ay,Az) € 0 ponto B de coordenadas
(Bx,By,Bz). N&o se conhecem os valores dos angulos entre o vetor forca e 0s eixos

coordenados para se poder decompor a forca segundo os eixos coordenados.
(B, B, B,) B

A
Fy ey F (Axr AwlAz)

Figura 8 — Representacdo esquematica duma forca no espaco em que sao conhecidos
dois pontos sobre a linha de acdo da forca.

Através da andlise da Figura 8 obtém-se as seguintes expressdes para o célculo dos

cossenos diretores:

B,—A
cosO, = xAB ad
B,—A
cos 0, = yAB 4
B,—A
cosO, = ZAB z

Sendo d a distancia entre os pontos A e B, a qual é dada pela seguinte expressao:

AB = \/ (By — A2 + (B, — 4))" + (B, — A,)?

18



Como 1 é definido por:

-

_ Bx—Ax —_— By_Ay——> BZ_AZ_‘_)

A =cosOx e, +cosOy e, +cosO, e, = 5 &t eyt e
_)
Y _ AB
A==
AB

Em que A e B representam as coordenadas do ponto A e do ponto B. e AB é o modulo
do vetor B-A.

2.3. Resultante de forcas aplicadas a um ponto material

Considere vérias forgas concorrentes F1, F2 e Fz aplicadas num ponto material A, como o
representado esquematicamente na Figura 9 a). Estas forcas podem ser substituidas por
uma Unica forga denominada resultante R como se pode observar na Figura 9 b) a qual é

calculada através da soma vetorial das forgas F1, F2 e F3,

><V

a) b)

Figura 9 - Resultante das forcas aplicadas num ponto material.
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De forma genérica, a resultante de todas as forcas aplicadas no ponto material, € dada

pela soma vetorial de todas as forgas de acordo com:

n
R = Zﬁ
i=1

L
Fy=F e +Fye, +F,e,
Fy=Fy, e, +F e, +Fe,

F3=Fs ey +Fsy e, +Fs,e,

§=Fma +Fnye_3; +Fﬂze_z’

R=R, & + Rye, + R, e,

As componentes da forca resultante Rx, Ry e Rz séo dadas por:

R, = ZFx

R,= ) F,

Apbs o calculo das componentes da resultante pode-se determinar a sua intensidade e o
valor dos angulos que a resultante faz com os eixos coordenados, de forma a caracterizar
a sua direcdo e sentido. (ver Figura 10).

Figura 10 - Resultante das forgas

20



A intensidade da forca resultante € determinada pelo seu modulo.

R= |RZ+R3+R?

Os angulos que a resultante faz com os eixos coordenados podem ser determinados pelo

Seu Versor.

Ry
ex = -

coS R

R
cosO, = =2

7R
R,
cosO, = —

R

2.4. Equilibrio do Ponto Material

Diz-se que um ponto material esta em equilibrio estatico se a resultante das forcas nele

aplicadas for igual a zero.

R=Zﬁ=6

Esta equacdo vetorial estabelece que todas as componentes o vetor R tém de ser iguais a
zero. Se o sistema de forcas estiver no plano, apenas com duas dimensdes, a equagédo

vetorial anterior origina duas equacdes escalares.
R, = ) E=0
R,= YE=0

Este sistema de equacgdes permite o célculo, a descoberta de duas incdgnitas, valores
nédo conhecidos nas equacoes.
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Ja se a equacdo vetorial, incidir sobre um sistema de forcas a 3 dimensdes, X, Y e Z, ela

dara origem a 3 equaces escalares.

R,= YFE=0
R, = YE=0
R, = XE=0

Estas 3 equacdes permitem a resolucao de problemas com 3 incognitas.
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3. Corpo Rigido

3.1. Principio de transmissibilidade das forcas no corpo rigido

As forgas sdo vetores livres. Isto significa que qualquer que seja o ponto de aplicacdo de
uma forca ao longo da reta que a contém, o seu efeito € sempre igual em qualquer ponto

do espaco.

3.2. Momento de uma forca relativamente a um ponto

O momento de uma forca relativamente a um ponto mede a tendéncia de uma forca fazer

rodar o corpo em torno desse ponto.

O momento relativamente a um ponto é definido como o produto externo entre o vetor

posicdo T, € a forca F da seguinte forma ( ver
Figuralla), b) e C)
M, = (ToaXF)

O vetor posicdo é um vetor que parte do ponto no qual se estd a calcular o momento e
termina noutro ponto qualquer da linha de acéo da forga. Como tal, sdo possiveis infinitos

vetores posicao para calcular o momento num ponto. (ver
Figura 11 d). Por exemplo:
M, = Tor XF=Top XF = Toc XF
A intensidade do vetor momento, M, é dada por:
M =14 F sina

Em que a é o angulo entre a diregdo do vetor forga e a diregdo do vetor posi¢do. 154 € 0

modulo do vetor posicéo e F € o modulo do vetor forca.

Porgue um corpo, submetido & agdo de uma forga, ndo tem qualquer tendéncia a rodar

em torno de um ponto que contenha a linha de acéo dessa forca, e/ou porque o produto
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externo entre dois vetores com a mesma linha de acéo, ou paralelos, é zero, dever-se-a
ter sempre presente que 0 momento de uma forca em relacéo a qualquer ponto sobre

a sua linha de acdo é sempre nulo.

A direcdo do vetor momento é perpendicular ao plano formado pelo vetor posi¢do e o

vetor forca (ver

Figura 11 C e D). O seu sentido pode ser determinado usando a regra da méo direita. O
vetor momento, também terd 3 componentes no espaco que poderdo ser positivas ou

negativas consoante for o sentido positivo atribuido a cada um dos eixos coordenados.

A regra da mao direita determina que se pusermos os 4 dedos da mao direita a rodar de
acordo com o movimento de rotacdo que a forca pode provocar no ponto, entdo esticando
0 dedo polegar, o quinto dedo, na direcdo perpendicular ao movimento dos outros 4, ele

vai apontar no sentido do vetor momento e do vetor rotacao.

Figura 11 - Momento relativamente a um ponto O.
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Por analise da Figura 12 verifica-se que 1,4 sin a € a distancia d ente a linha de a¢&o da

forca e o ponto O. A intensidade do momento pode ser dada por:
M=F.d
Sendo d dado por:

d =T1guSina

Esta Gltima expressdo € muito utlizada na resolucéo de problemas a duas dimensdes.

Figura 12 - Momento relativamente a um ponto O.

Considere o problema em que é pedido para se determinar 0 momento da Forca F
relativamente ao ponto F (Figura 13) e sdo dados os valores das coordenadas dos vértices
do paralelepipedo representado na figura. Para se determinar o momento tem de ser

realizar o produto externo entre o vetor que posiciona a linha de acdo da forca

relativamente ao ponto F e o vetor F . Existem entdo 2 formas distintas para obter a

resolucéo.
Mg = (Tep XF)

Mp = (EXF)
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Em que F e dada por:

= d ﬁ
F=FA=F=—
DB
4y 74
E D E D
r
F G o | G
j rg
0 C.. 0 C-
X' X
A A -
v ° Y
a) b)

Figura 13 - a) Representacdo esquematica do problema, b) Representacdo dos varios

vetores que podem ser considerados na resolugéo do problema.

3.3. Momento relativamente a um eixo

O momento relativamente a um eixo mede a tendéncia de uma forga fazer girar o copo
em torno desse eixo. Para determinar o momento relativamente a um eixo (ver Figura 14
a), tem-se que em primeiro lugar determinar o momento da forca relativamente a qualquer
ponto sobre o eixo (Figura 14 b))

M, = Tos XF

Em seguida tem que se projetar o vetor momento anteriormente calculado sobre o eixo.
(Figura 14 c):

MOEle—o)-)‘—DE)l

Para se realizar essa projecdo é conveniente conhecer o versor que define a diregédo e

sentido do eixo, 0 versor Apg.
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a) b)

/}\DE

c)

Figura 14 - Momento relativamente a um eixo.

Considere o problema em que é pedido para determinar o momento da Forca F
relativamente ao eixo AF (ver Figura 15 a) e em que séo dados os valores das coordenadas

dos vértices do paralelepipedo representado na figura. Para se determinar 0 momento

relativamente ao eixo tem que se calcular em primeiro lugar, 0 momento da Forgaﬁ
relativamente a qualquer ponto sobre o eixo. Numa fase posterior ter-se-a que projetar o
valor do momento calculado sobre a dire¢cdo do proprio eixo. Como no problema séo
dadas duas coordenadas sobre o eixo AF, e também sdo conhecidas duas coordenadas
sobre a linha de acdo de F, existem 4 caminhos diferentes para obter o mesmo resultado
Figura 15 b):
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My = Tep XF
My = T XF
M, = Tag XF
M, = Tag XF

Por fim, ter-se-a que projetar o vetor momento calculado no ponto A, ou no ponto F,

sobre o eixo AF.
Mar = |Mg . A4F|
ou

Mar = |_M—A)}\—AF)|

=40

a) b)

Figura 15 - Representacdo esquematica do problema, B representacao dos varios
vetores que podem ser considerados na resolucao do problema.

3.4. Momento de um binario

Um binario ¢ constituido por 2 forcas de igual intensidade, paralelas e de sentido oposto
como se ilustra na Figura 16 a). Pode-se determinar o0 momento do binario através do
calculo do momento total em relagdo a um ponto qualquer do espago. Neste caso foi

escolhido o ponto C (ver Figura 16b). O momento sera igual & soma do momento da forca
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F, no ponto C, designado por M, com 0 momento da forca T{ no ponto C designado por

M, (ver Figura 16 b)
M; =M, + M, = (Tcg XFy +Tca XFy)

Como

Substituindo, obtém-se
M¢ = Tcp XFy +Tca X(—Fy)
M¢ = (reg —Tcd) X Fy
Conclui-se que qualquer que seja o ponto C do espaco:
M =Tps X Fy
Mas também se pode concluir que:
Mc = =Tpa X—F;
M; =Tag X F;

Ou seja, 0 momento de um binario é sempre igual, qualquer que seja o ponto do

espaco onde seja calculado.
I'ga € 0 vetor que posiciona a forca T{ em relacdo a Tz) .
Tag € 0 Vvetor que posiciona a forca ?2’ em relacdo a T{ .

Como representado na Figura 16 d) a intensidade do momento do binario é dado pelo
produto da distancia entre a linha de acéo das duas forcas (d) e a intensidade das forcas
(Fe-F).
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c) d)

Figura 16 - Momento de um binario.

Considere o problema em que se pretende determinar o0 momento do binario formado
pelas Forca FleF2 (ver Figura 17) e sdo dados os valores das coordenadas dos vértices
do paralelepipedo representado na figura. Existem pelo menos 8 alternativas para obter o

mesmo calculo (ver Figura 17 b e c),

M=Tap XF;
M=t XF,
M=tgp XFy

M =tg XF|
M=Tg, XF,
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M=tps XF,

= I'pDE X FZ

!

M =tg X F,

Também se poder-se-ia calcular o momento das duas forcas em qualquer vértice do cubo

e depois soma-los:

BE

|
X»
|

b) c)
Figura 17 - a) Representacdo esquematica do problema, B e C representacdo dos varios

vetores posi¢cdo que podem ser utlizados na resolucdo do problema.

3.5. Translacdo da linha de acdo da forca

Para se realizar a translagéo da linha de agdo de uma forga F, por exemplo do ponto A

para o ponto B, (ver Figura 18 a) tem que se adicionar ao ponto B as forcas Fe—F de

forma ao sistema ser equivalente (ver Figura 18 b). Como tal, o sistema sera igual a forca
posicionada no ponto B (ver Figura 18 ¢) mais um momento do binario formado por Fe

—F como se pode observar na Figura 18 d). Pelo que se pode realizar a translacdo de
uma forca de um ponto para o outro se se adicionar ao sistema o momento que a forca

aplicada no ponto A produz relativamente ao ponto B (Figura 18 €) ou seja:
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My = (Tga XF)

my

»

e)

Figura 18 - Translacdo da linha de acdo de uma forca.
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3.6 Sistemas equivalentes de forcas

No corpo rigido a soma das forgas s6 é possivel se estas forem concorrentes, pelo que
para se obter o valor da resultante no corpo rigido € necessario realizar a translacdo de
todas as forcas para um determinado ponto. Para tal tem que se adicionar ao sistema o

momento total correspondente. Na Figura 19 estd representado um sistema de forgas

constituido pelas forcas TI; Tz’ e F; aplicadas nos pontos A, B e C respetivamente. Para
a obtencdo do sistema de forcas no ponto D é necessario adicionar o momento de todas

as forcas no ponto D de acordo com (Figura 19 b-e):

MTotal = M1 + Mz + Mz = mXﬁ1 + ﬁXﬁz +WX17"3
Sendo a resultante dada por:
ﬁ = F_)'l + ﬁz + ﬁ3

De forma genérica:

=]

Il
N

T

Mrotar = z M
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Figura 19 - Sistemas equivalentes de forgas.
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3.7. Equilibrio do corpo rigido
Considera-se que um corpo rigido esta em equilibrio estatico quando a resultante das

forcas que sobre ele atua for nula. Ou seja a forca resultante tera de ser igual a zero, e 0

momento resultante também tera de ser igual a zero. Pelo que se pode escrever:

P-3,

MTotal = ZM =0

T
Il
ol

Mas se 0 momento resultante pode variar de ponto para ponto, em que ponto do espago é

que devera ser zero 0 momento resultante para que o corpo esteja em equilibrio estatico?

Para responder a pergunta anterior pode-se fazer ainda uma outra pergunta. Se se tiver
um sistema de forcas sem nenhuma forca aplicada e sem nenhum momento aplicado, um
sistema de forcas nulo, ou equivalente a zero, qual é a resultante desse sistema de forcas
num outro ponto qualquer do espaco? A resposta é simples e é a de que ele é nulo em
qualquer outro ponto do espago. Somando todas as forgas, todos 0s momentos, e ainda o
momento que cada uma das forcas produz no ponto, entdo como nao ha qualquer vetor

no sistema, todos estes somatérios dao nulos.
Considere-se agora a propriedade transitiva da igualdade ou da equivaléncia.
Se A=B e se B=C, entdo A=C.

Considere-se entdo um sistema de forcas A com n forcas e m momentos, e que se
determinou a resultante desse sistema de forcas em B. O resultado em B foi um vetor
forca resultante igual a zero e um vetor momento resultante igual a zero. Se o resultado
foi nulo em B, quando se calcula a resultante das forcas em B, para outro ponto qualquer
C do espaco, o resultado também tera de dar igualmente nulo. Mas se A equivalente a B,
e B equivalente a 0 em qualquer outro ponto do espaco, entdo A também é equivalente a

zero em qualquer ponto do espaco.

Para garantir o equilibrio estatico de um sistema de forgcas em qualquer ponto do

espaco, basta garantir o seu equilibrio estatico num ponto qualquer.
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Tendo em conta as equacfes acima apresentadas, em problemas a 3D as equacOes da

estatica permitem a determinagéo de no maximo 6 incdgnitas.

R, = YE=0
R, = YE=0
R, = YXF=0
Mgy = XM,=0

MRy - ZMyZO
Mg, = ZMZZO

Para a resolucdo dos problemas em geral é de grande utilidade executar o diagrama de
corpo livre. O diagrama de corpo livre € a representacdo esquematica de todas as forcas
constituintes de um sistema de forcas, bem como das suas orientacdes, e localizacdes. E

necessario entdo um esquema com todas as distancias, angulos e forcas envolvidas.
Apoios estruturais

Como o préprio nome indica, um apoio de uma estrutura € um aparelho onde a estrutura

se apoia para ndo se movimentar.

Para cada situacdo de carga que a estrutura possa sofrer, 0 apoio introduz na estrutura as
forcas que ela necessita para se manter em equilibrio estatico. Essas forcas que o apoio

introduz sdo as rea¢des do apoio a estrutura, ou simplesmente reagdes do apoio.

Consoante o tipo de reagdes que 0S apoios possam exercer sobre as estruturas, eles sao

denominados de apoios mdveis, apoios fixos ou encastramentos.

Imagine-se um estrado que se coloca debaixo de um frigorifico. Esse estrado impede o

frigorifico de cair sobre o pavimento e por isso € um apoio do frigorifico.

Imagine-se que o estrado tem umas rodinhas e permite que esse frigorifico se desloque
na horizontal. Entdo esse estrado é um apoio mdvel do frigorifico. Permite que o
frigorifico se desloque. Imagine-se agora que se travam as rodas do estrado. O frigorifico

deixa de se poder deslocar e por isso o estrado passa a um apoio fixo.

36



Notem que no encastramento a estrutura ndo pode rodar quando se deforma. Entdo para

que ela ndo rode é necessario exercer sobre ela um momento, que impeca a sua rotacao.

Na Tabela 1, estdo representados varios tipos de apoios e as reacfes que eles exercem

sobre as estruturas.

Os cabos apenas conseguem suportar uma forga segundo o eixo do cabo. Entdo a reagéo
de apoio que pode existir quando se apoia a estrutura com um cabo, tem sempre a dire¢cdo

do cabo.

Tabela 1 - Reagdes em apoios a duas dimensdes

Apoio Movel
Ry
Apoio Fixo Rx
Ry
Encastramento
Rx
M
Ry
Cabo F oA

Na Figura 20 apresenta-se o diagrama de corpo livre de um problema simples em que é
pedido que se determinem as reacdes nos apoios A e B de uma estrutura em equilibrio
estatico, sendo que A é um apoio moével e B um apoio fixo. Neste problema a barra

horizontal tem espessura e peso desprezaveis.

Para a realizacdo do diagrama de corpo livre da barra horizontal, foi necessario destaca-
la de tudo o resto, representando apenas todas as forcas sobre ela exercidas, assim como
as distancias e os angulos que véo possibilitar o calculo dos momentos dessas for¢as num

ponto.
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Figura 20 - Exemplo de um diagrama de corpo livre.

Neste exemplo (Figura 20b) o sistema de equacdes é dado por:
R, = YE=R,, —Fccosa=0

Ry = ZFy:Rby + FC sina — RAy =0

(Mpcrotary = ) (My)p = LFg sin@ — 2LRzy = 0

Neste problema existem 3 equacdes escalares e também 3 incdgnitas. Escolheu-se o ponto
B para fazer a resultante do sistema de forcas e obrigou-se a que essa resultante fosse
nula. No entanto, como se viu atras, se se tivesse escolhido o ponto A para igualara 0 a
resultante em A, os resultados finais viriam exatamente iguais. Como ja se referiu se um
sistema de forcas tiver uma resultante nula num ponto A qualquer do espaco, entdo tera
também uma resultante nula noutro ponto B ou C ou D do espago, mesmo que 0s pontos
C ou D sejam completamente exteriores a estrutura. A estrutura poderia estar em Setubal,
e o ponto C ou D, utilizado para igualar a resultante do sistema de forgas a zero, estar em

Nova lorque. Os resultados teriam de dar exatamente iguais.
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4. Atrito

O atrito, na fisica, é uma forca que se pode gerar entre duas superficies em contato, e que
se opde a0 movimento relativo entre ambas. Os problemas que envolvem atrito sdo em
geral muito dificeis de resolver, ndo s6 porque muitas vezes envolvem variaveis
estatisticas, como também transpdem o efeito do comportamento de todos os pontos de
contacto entre as duas superficies, &tomo a a&tomo, para a sua resultante. Conceber a rétula
mais eficiente, em termos de atrito, a implantar num joelho de um paciente é um problema
muito complexo, ndo sé porque esse paciente vai fazer no futuro uma infinidade de
diferentes movimentos, mas também porque para cada movimento vao existir muitos

milhGes de pontos de contacto entre essa rotula e o corpo do paciente.

O modelo de atrito que se leciona nesta disciplina é simples, e € o modelo de atrito seco

de Coulomb.

Este modelo diz que na superficie de contacto entre dois corpos, vai existir uma forca de
atrito paralela a superficie, sempre que um corpo tiver tendéncia a escorregar, ou
escorregar sobre o outro. Esta foga opde-se sempre ao movimento de um corpo sobre o
outro, e tem um valor maximo que ndo pode ser ultrapassado. Esse valor maximo é dado
por um coeficiente de atrito multiplicado pelo valor da forca normal a superficie existente

entre os dois corpos.

Considera-se a existéncia de dois coeficientes de atrito diferentes. Um é o coeficiente de
atrito estatico. Ele € utilizado para obter a for¢a de atrito quando 0s corpos estdo quase a
escorregar um em relacdo ao outro, ou seja 0 movimento entre eles é iminente. O outro é
o coeficiente de atrito cinético, que € utilizado sempre que ja existe escorregamento entre

0S COrpos.
O coeficiente de atrito cinético, € sempre menor do que o coeficiente de atrito estatico.

Na resolucédo destes problemas bidimensionais dever-se-a considerar o referencial X, Y,
com o eixo dos X paralelo a superficie onde existe ou pode existir escorregamento, e com

0 eixo dos Y perpendicular a essa superficie.

A Tabela 2 representa varias situagdes de contacto entre as superficies de uma caixa e de

uma mesa.

39



Na primeira linha Tabela 2 a caixa estd sobre a mesa sem nenhuma forca horizontal

aplicada, pelo que ndo ha razdo para a ocorréncia de qualquer forca de atrito.

Na segunda linha da Tabela 2 j& existe uma forca horizontal aplicada, pelo que para que
haja equilibrio estatico é necessario que apare¢a uma forca de atrito a contrariar a forga
F.

Na terceira linha da Tabela 2 continua a ser aplicada uma forca horizontal, s6 que desta
vez, essa forca € igual ao méximo valor da forca de atrito que pode existir entre a caixa e

o0 plano de escorregamento.
F = Famax = HeN

Nestas condi¢des diz-se que o movimento é eminente. Ou seja, com um pequenissimo

acréscimo ao valor de F ele acontece, e a caixa comeca a escorregar.

Na quarta linha, Tabela 2, a forca F excedeu o valor da forca de atrito maxima. Comeca
a escorregar e quando isso acontece, o coeficiente de atrito entre as duas superficies
também baixa. O coeficiente de atrito a utilizar deixa de ser igual ao coeficiente de atrito

estatico e passa a ser o coeficiente de atrito cinético.
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Tabela 2 - Representacao esquematica de varias situacdes de um bloco sobre um plano.

Representacao
esquematica

Diagram de corpo livre

Valor da forca

Equacdes de equilibrio

) u ! z Ny
% ZFy=0<—>N P
>
X
23.
; v Y E=0oF=Fa
Fa z =0 oN=P
Foox
38.
max,
ZFy=0<—>N=P
F ;( Famgx = HeN
max
a
4 F y ZFx=ma<—>F—Fa=ma
Faj—< ZFy=0<—>N=P
F ;( Fa=udN

Na Figura 21 coloca-se a caixa sobre um plano inclinado. Os eixos X e Y, devem ser

também trocados para as direcBes paralela e perpendicular ao plano inclinado. Faz-se a

determina¢do do maior angulo de inclinagdo a da superficie, por forma a que a caixa se

mantenha em equilibrio estatico.

ZFx =0 © Fa=Psina

ZFyzo o N=Pcosa

Fanae = LeN © Psina = p,Pcosa © |, =tana

O maior angulo a possivel em situagdo de equilibrio estatico pode ser obtido através da

equacdo pu, = tana < o=arctan y,
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a) b)
Figura 21 - Representacdo esquematica do problema, b) Diagrama de corpo livre.

Considere uma caixa sobre no plano inclinado e com uma forca F aplicada de acordo com
0 representado esquematicamente na

Figura 22. Neste problema podem existir 3 situacdes:

1) A forca F é muito grande, e a caixa escorrega para cima. Ela sobe pelo plano
inclinado;

2) A forca F € muito pequena e a caixa escorrega para baixo;

3) A forca F nem é tdo grande que provoque o escorregamento da caixa para cima,
nem tdo pequena que permita o escorregamento da caixa para baixo. Ou seja ela
estd no intervalo entre a forca maxima, a que provoca escorregamento para cima,
e a forca minima, a que impede que o deslocamento da caixa seja para baixo.
Nestas condicBes, nesse intervalo de valores de F, a caixa estd em equilibrio

estatico.
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b) c)

Figura 22 - A) Representacdo esquematica do problema, B) Diagrama de corpo livre
para movimento eminente ascendente e c) diagrama de corpo livre para movimento
eminente descendente.

Movimento eminente ascendente, permite o calculo da forca maxima de acordo com as
seguintes equacoes:

Zszo < Psina—FcosB+Fa=0e Fa=—Psina + Fcos 3

ZFyzo o N—-Pcosa—Fsinf =0 N=P cosa+Fsinf

Fanax = WeN © —Psina + Fcos 3 = p,(P cosa + Fsinf)

(sina + p, cosa)
(cos B —pesin )

Fnsximo =

Movimento eminente descendente as equacfes para o célculo s&o as seguintes:

Eszo o Psina — FcosB—Fa=0 Fa=Psina — Fcos 3

ZFyzo o N—-Pcosa—Fsinf =0 N=P cosa+Fsinf
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Fanmax = HeN © Psina — Fcos B = (P cosa + F sin f8)

F _ (sina —p, cosa)
TURIMO T cos B +1,Sin B)
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5. Centros Geométricos de Figuras Planas e de Linhas, e Centros de Gravidade
ou Centros de Massa.

5.1. Centros geométricos de figuras planas

A determinacdo e explicacdo, de uma forma generalista, do conceito de centro
geométrico, exige o prévio conhecimento de célculo integral, o que néo se verifica no 1°

semestre dos alunos de Engenharia da ESTSetUbal para quem se escrevem estas folhas.

Apesar disso explicar-se-a 0 conceito de centro geométrico, ndo da sua forma mais
genérica, mas aplicado a problemas resollveis com o auxilio de tabelas onde constem o

o resultado desses integrais.

Da mesma forma que se pode definir o momento de uma forca em relagdo a um eixo,

também se pode definir o momento de uma area em relagdo a um eixo.

O momento de uma forca em relagdo a um eixo é dado pelo produto da for¢a pela distancia
entre o eixo e a linha de acdo da forca. Ele pode ser positivo ou negativo, consoante o

referencial que estivermos a utilizar.

O momento de uma area em relacdo a um eixo também é o produto dessa area, pela
distancia entre o centro geométrico dessa area e 0 eixo, e podera ser igualmente positivo

ou negativo.

O momento de uma area em relacdo a um eixo chama-se momento estatico dessa area
em relacdo ao eixo. Se se tiver a trabalhar em metros, as unidades do momento estatico

serdo m®. (Unidades da area multiplicadas pelas unidades da distancia)

Num referencial plano X,Y 0 momento estatico de uma area em relagéo ao eixo dos X,
Max , € dado pelo produto da area pela ordenada Y; do centro geométrico dessa area. (A
ordenada Y do centro geométrico pode ser positiva ou negativa, mas o seu médulo é a

distancia desse centro geométrico, ao eixo dos X) (Figura 23)

Max=YiAi
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Figura 23 - Representacdo de um elemento da localizacdo de um elemento de area.

O momento estatico de uma area em relacdo ao eixo dos Y, May, é dado pelo produto da
area pela coordenada X do centro geométrico dessa area. Pode ser igualmente positivo ou

negativo.
May=Xi Ai

Pode-se definir centro geométrico de uma area, também chamado de centroide, como
sendo o ponto onde passam todos 0s eixos, em relacdo aos quais a area produz um
momento estatico nulo. Dizendo de outra forma, se um eixo AA” passar no centro

geométrico de uma area, entdo o momento dessa area em relacdo ao eixo AA” serd nulo.

Outra forma de dizer a mesma coisa do que foi dito acima, é que o centro geométrico de
uma figura plana (x, ¥) € o ponto aonde se poderia colocar toda a area da figura (Av), por
forma a que 0 momento dessa area ali colocada, em relacdo a outro eixo qualquer, fosse
igual ao somatério dos momentos que cada uma das areas elementares (Ai) constituintes

da figura total, produziriam nesse eixo.

Pode-se escrever as seguintes relagdes:

.')EAt =inAi
YA ZZ}’iAi

Entao:
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Imagine-se um retangulo com 2 m? Esse retangulo é constituido por infinitas areas
elementares, areas que tendem para zero, mas que todas somadas perfazem os 2 m2. (S&o
infinitos pequenos pontos, cuja area tende para zero, e que todos juntos constituem a
figura original. Este somatdrio de um numero infinito de parcelas que tendem para zero,
é 0 que mais tarde os alunos irdo chamar de integral. Como, neste caso, as parcelas sao

areas elementares chamar-se-4 integral de area)

Podemos dizer que o centro geométrico desse retangulo de 2 m? é o ponto onde
poderiamos concentrar a totalidade da area, os 2 m?, por forma a que 0 momento desses
2 m? concentrados nesse Gnico ponto e em relagdo a qualquer eixo, fosse igual ao
somatorio dos momentos que cada uma das infinitas areas que constituem o retangulo,

produzem em relacéo a esse eixo.

Como facilmente se consegue perceber, qualquer eixo de simetria de uma figura plana

contém o seu centro geométrico.

Considere-se entdo, a titulo de exemplo, uma figura constituida por um retangulo e por

um circulo (Figura 24).

2m

2m

2m

3m 2m

Figura 24 - Exemplo de uma figura plana simples.
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Com base no que foi dito atras poder-se-a calcular o centro geométrico dessa area.

O objetivo é calcular as coordenadas do ponto (x, y) aonde se poderia colocar a area total
da figura, para que 0 momento estatico dessa area total concentrada nesse ponto, e em
relacdo a qualquer eixo, fosse igual ao momento estatico produzido pelo retangulo
adicionado ao momento estatico produzido pelo circulo em relagéo a esse eixo escolhido.

Como a intersecdo de dois eixos ja define um ponto, ndo é necesséario garantir esta
condigdo, igualdade do momento estatico, aos infinitos eixos existentes no plano. Se se
garantir esta igualdade em relacdo a dois eixos ndo paralelos, a intersecdo desses dois
eixos, vai imediatamente definir o centro geométrico da area em questdo. Costuma-se
calcular o centro geométrico com a igualdade do momento estatico em relagdo ao eixo

dos X e em relacéo ao eixo dos Y.

Atenda-se entdo a tabela apresentada, aonde é resumido o célculo das coordenadas do

centroide da figura acima.
Tabela 3 - Resultados do centro geométrico da Figura 24 (Sx=xiAi e Sy=YiAi)

Area Xc Yc Sx Sy
Figural 10,000 4,000 1,000 10,000 40,000
Figura 2 3,142 3,000 3,000 9,425 9,425
Total 13,142 19,425 49,425

Xc (fig Total)= 3,761
Yc (fig Total)= 1,478

Considere-se agora que se tem a seguinte figura, que € um retangulo a que se retirou um

circulo (Figura 25).
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0.8 m

Figura 25 - Exemplo de uma figura plana simples.

O problema é basicamente o mesmo do formulado anteriormente, considerando que se
retira o circulo ao invés de se acrescentar. Ou seja, € COMo Se Se acrescentasse uma area

negativa por cima da que 4 esta, para que o resultado final seja o vazio.

Entdo se se considerar a area do circulo com o sinal negativo, o problema resolver-se-a

exatamente da forma como foi resolvido o problema anterior.
Atenda-se a Tabela 4 resumo da resolucdo do problema:

Tabela 4 -Resultados do calculo do centro geométrico da Figura 25 (Sx=xiAi e Sy=YiAi)

Area Xc Yc Sx Sy
Figural 12,000 2,000 -1,500 -18,000 24,000
Figura 2 -0,785 3,200 -2,200 1,728 -2,513
Total 11,215 -16,272 21,487

Xc (fig Total)= 1,916
Yc (fig Total)= -1,451

5.3. Centros geométricos de linhas

Também sem se usar o célculo integral, far-se-a a explanagdo do centro geométrico de
uma linha da mesma forma que se utilizou no ponto anterior para a explanacéo do centro
geométrico de uma area. A explicagdo € em tudo anéloga e por isso ndo se fard com tanto
detalhe.
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Considera-se momento linear de uma linha em relagdo a um eixo, ao produto do
comprimento dessa linha pela distancia do seu centro geométrico ao eixo. Ele pode ser

positivo ou negativo, consoante for a orientagdo dos eixos.

O centro geométrico de uma linha, é assim o ponto em que poderiamos concentrar todo
0 comprimento da linha, por forma a que todo esse comprimento concentrado no ponto,
produzisse 0 mesmo momento linear em relacdo a qualquer eixo, que os infinitos

comprimentos elementares em que se pode subdividir a linha original, produziriam.

Esta soma de um numero infinito de parcelas que tendem para zero, 0 momento linear de
cada um dos segmentos elementares da linha, € um integral de linha, uma vez que estas

parcelas estédo ao longo de uma linha.

Dada a limitacdo provocada pelo desconhecimento do célculo integral, far-se-a4 apenas
alusdo as linhas compostas pela adicao de linhas simples em que se conhecam os centros
lineares. Estes podem ser, neste caso de linhas simples, retirados das tabelas de centros

lineares de linhas simples.

Qualquer eixo que passe no centro geométrico de uma linha, tem nulo o momento linear,

provocado por essa linha.

Qualquer eixo de simetria de uma linha contém o seu centro geométrico.

O momento linear de uma linha em relacdo ao eixo dos X é dado pelo comprimento da

linha pela coordenada Y do seu centro geométrico.

O momento linear de uma linha em relacdo ao eixo dos Y é dado pelo comprimento da

linha pela coordenada X do seu centro geométrico.
Mix= L*Y
Mpry=L*X

Como foi referido atrds para a determinacdo dos centros geométricos de éareas, a
intersecdo de dois eixos ja define um ponto, ndo € necessario garantir esta condicao,
igualdade do momento linear, aos infinitos eixos existentes no plano. Se se garantir esta
igualdade em relagdo a dois eixos ndo paralelos, a intersecdo desses dois eixos, vai

imediatamente definir o centro geomeétrico da linha em questdo. Costuma-se calcular o
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centro geométrico das linhas com a igualdade do momento linear em relacdo ao eixo dos

X e em relagdo ao eixo dos Y.
O centro linear de um segmento de reta é no ponto médio desse segmento.

Considere-se entdo o seguinte exemplo mostrado na Figura 26, em que se pretende

conhecer o centro geometrico da linha representada.

Figura 26 - Exemplo de uma linha

A linha representada (Figura 26) é constituida por 3 segmentos de reta. O centro

geométrico de cada um deles esta ao meio do segmento.

O problema consiste entdo em determinar a localizacdo do ponto, aonde se pode colocar
todo o comprimento da linha, por forma a que o momento linear provocado por esse
comprimento total ali aplicado, seja igual ao somatério dos momentos lineares

provocados pelas linhas 1, 2 e 3.

f_inLi
XL

)_]:ZYiLi
XL

Atenda-se a Tabela 5 que em resumo fornece a resolucédo do problema.

ol



Tabela 5 - Resultado do centro geomeétrico da Figura 26.

Comprimento Xc Yc MLX MLY
Linha 1 6,000 -1,000 0,000 0,000 -6,000
Linha 2 3,000 2,000 1,500 4,500 6,000
Linha 3 5,000 4,500 3,000 15,000 @ 22,500
Total 14,000 19,500 @ 22,500

Xc (fig Total)= 1,607
Yc (fig Total)= 1,393

5.3. Centros de gravidade ou centros de massa

Considera-se o centro de gravidade de um corpo o ponto do espago aonde se poderia
colocar todo o peso do corpo, para que 0 momento em relacdo a qualquer eixo desse peso
total colocado nesse ponto, fosse igual a soma dos momentos que as infinitésimas partes

desse corpo, produziriam nesse eixo.

Somar esses momentos produzidos pelos infinitésimos volumes que formam o corpo é

resolver um integral volimico.

Como nos pontos anteriores, vai-se passar por cima desses integrais, e explicar o conceito
para 0 caso em que temos um corpo constituido por varios volumes, em que cada um

deles tem o centro gravitico conhecido.

Se a aceleracdo da gravidade tiver o mesmo valor em qualquer ponto do corpo, entdo o

centro de massa coincidird sempre com o centro de gravidade.

Se o0 volume do corpo tiver uma face plana de espessura constante, e se a sua densidade
n&o variar de ponto para ponto, entdo as coordenadas do seu centro de gravidade, no plano
dessa face, vao coincidir com as coordenadas do centroide da area que delimita essa face

existente nesse plano.

No ambito desta disciplina far-se-a apenas a explicacédo do calculo das coordenadas no
plano X,Y do centro gravitico de um corpo, que se possa subdividir noutros que tenham

espessura constante ao longo desse plano X,Y, e também densidade constante.

Para melhor se perceber o problema, imagine-se o tampo de uma mesa plana que contenha
0 eixo dos X e 0 dos Y. Sobre essa mesa posicionam-se e ligam-se diferentes chapas, cada

uma delas com espessura constante. Cada uma das chapas tera um peso. O que se vai
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fazer é calcular as coordenadas X,Y do ponto aonde deveriamos colocar o peso total
dessas chapas, para que 0 momento desse peso total em relagdo a qualquer eixo, seja igual

a soma dos momentos que cada um dos pesos das varias chapas produz nesse eixo.

Neste capitulo ndo se fara a determinacéo da coordenada Z do centro de gravidade de um
corpo, embora o raciocinio que Ihe esta subjacente, seja 0 mesmo que permite encontrar

as suas coordenadas X e Y.

Considere-se entdo um solido com uma face igual a area representada na Figura 24, Um

solido que é assim constituido por um paralelepipedo e por um cilindro.
A espessura do paralelepipedo é de 10 mm e a espessura do cilindro é de 15 mm.

O paralelepipedo tem uma densidade de 7600 Kg por m? e o cilindro tem uma densidade
de 2800 Kg por m®,

Como se faz entdo para calcular as coordenas do centro de gravidade do sélido acima
definido?

Uma vez que sdo conhecidas as coordenadas X,Y do centro de gravidade do
paralelepipedo e do cilindro, ter-se-4 que calcular primeiro 0 momento que cada um
desses pesos produz em relacdo ao eixo dos X e em relacao ao eixo dos Y. Posteriormente
tera de se calcular o ponto aonde se deveria colocar o peso total do sélido, para que os
momentos desse peso total em relacdo ao eixo dos X e ao eixo dos Y, sejam iguais a soma
dos momentos de cada um dos pesos que o constituem. (paralelepipedo e cilindro)

2 _Xxmy
" xm;
7 ZZYimi
m xm;

Analise-se a tabela resumo da resolucéo deste problema.
Considerou-se que g, a aceleragédo da gravidade é de 9,81m/s2

(Deve-se também ter atencdo as unidades para ndo misturar no mesmo célculo unidades

diferentes. Por exemplo m com cm ou mm.) (ver Tabela 6).
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Tabela 6 - Resultados do problema.

Area espessura Volume  Densidade
Volume 1 10,000 0,010 0,100
Volume 2 3,142 0,015 0,047
Total

Massa Peso Xc
7600,000 760,000 7455,600 4,000
2800,000 131,947 1294,399 3,000
8749,999

Xg (Total peso)= 1,296
Yg (Total peso)= 3,852

Yc
1,000
3,000

Mx My
-7455,600 29822,400
-3883,197 3883,197
-11338,797 33705,597
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6. Cinematica

A cinematica é a parte da mecanica que estuda 0 movimento dos corpos. Qualquer que
seja 0 movimento, fora de uma escala macroscopica ou atdmica, ele pode ser
perfeitamente definido com o recurso a trés equacdes de movimento. Elas séo as equacoes
da posicéo do corpo ao longo do tempo, da velocidade e da aceleragdo do corpo também
ao longo do tempo. O estudo do movimento dos avides, das naves espaciais, ou de uma
simples pedra que se atira, é resumido a determinacdo precisa destas 3 equagbes de

movimento.

6.1.Velocidade e aceleracdo

Como é se relacionam as equacBes de posicdo com as da velocidade ou da

aceleragdo?

Todos conhecem o conceito de velocidade média entre dois pontos. Se um automdvel
percorrer 300 km em 3 horas determina-se a sua velocidade média como sendo o
quociente entre o espago percorrido e 0 tempo gasto em o percorrer. Neste caso a

velocidade média seria de 100 Km/h.

Xi_x, Ax
oty t, At

Um

Ora o conceito de velocidade instantanea, é 0 mesmo conceito do da velocidade média,
sO que desta vez é a velocidade média entre dois instantes consecutivos. O segundo
instante da medicdo é imediatamente a seguir ao primeiro e a diferenca entre os dois
instantes tem de ser tdo pequena quanto aquilo que se quiser, ou seja tem de tender para

ZEero.

_ 1 Ax dx
VE a2 T dt

Este limite é, por definicdo, igual ao valor da derivada da funcdo que da a posicdo do
corpo no instante t. Ou seja a velocidade é a derivada da funcéo que define a posicédo do

corpo ao longo do tempo.

Da mesma forma que se definiu a velocidade média poderemos definir agora o conceito

de aceleracdo média. Ou seja a aceleracdo média entre dois instantes é a diferenca de
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velocidades conseguida entre os dois instantes, dividida pelo intervalo de tempo decorrido

entre os dois instantes.

V1V, Av
T tt, At

am

Da mesma forma do que se fez para a velocidade, define-se aceleracéo instantanea como
a aceleracdo média entre dois instantes consecutivos, e em que a diferenca entre eles possa

ser tdo pequena quanto se quiser.

_ Av  dv
= a%ar T dr

Ou seja, este quociente é por definicdo o valor da derivada da funcéo velocidade no

instante t.
A aceleracdo é assim a segunda derivada da funcéo posi¢do do corpo em ordem a t.

dv _dv d (dx) B d*x

= %0 2c  dr de\dt) ~ de

Sendo 0 movimento dos corpos um movimento no espaco, ndo a uma dimensao segundo
X, mas a trés dimensdes, segundo X, Y e Z, ter-se-a forcosamente que definir a posicao

do corpo, ndo apenas segundo um eixo, mas, no caso geral, a 3 €ixos.

Ou seja vao existir 3 func@es para definir a posi¢do do corpo, uma segundo cada eixo, 3

funcGes para definir a velocidade do corpo, e 3 funcdes para definir a aceleracdo do corpo.

A derivada de um vetor €, nos casos que vai-se estudar, o vetor que resulta da derivada

de cada uma das funcdes das componentes do vetor inicial.
Ou seja se chamarmos o vetor que da a posicdo em X, Y e Z de vetor

7= 1, +tn e +nre,

V= vyey+vye,+v,e,
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Quando o modulo da velocidade aumenta durante 0 movimento de um ponto material, 0
movimento diz-se acelerado em caso contrario é designado por retardado, ou

desacelerado.

Ja se referiu, que, se se tiver um vetor que da a posicdo de um projétil em funcgéo de t,
poder-se sempre derivar em ordem a t, cada uma das componentes desse vetor e obter 0
vetor velocidade. Se se derivar o vetor velocidade outra vez em ordem a t, obtém-se s o
vetor aceleracdo. Com base nos vetores posi¢do, velocidade e aceleragdo, conseguimos

sempre responder a qualquer pergunta de qualquer enunciado.

Ora, mas se for dado o vetor aceleragdo e se se pretender determinar o vetor velocidade e
depois o vetor posi¢do, como é que isso se faz? O procedimento nesta situacdo ja ndo é
bem igual, pois terdo de se resolver equacdes diferenciais.

As equacdes diferenciais, sdo equacbes em ordem as diferencas. Todas as pessoas
conseguem resolver algumas e desde tenra idade. No entanto esta é uma matéria que vai
ser lecionada aos alunos nas disciplinas de matematica. No periodo de lecionagdo desta
disciplina de mecanica, 1° semestre do 1° ano, os estudantes nunca abordaram essa
tematica e por isso, far-se-4 apenas uma abordagem muito sumaria ao tema, que sera

aprofundado nas matematicas.
Exemplo de equacdes diferenciais, equacdes em ordem as diferencas.

Um jovem recebe um saco de rebugados e come 3 por dia. Quantos rebucados tem ao

fim de 2 dias?

Isto € uma equacao diferencial, pois o0 que se sabe é que a diferenca no nimero de
rebucados em cada dia é de 3.

Ao fim de dois dias hd menos 6 rebucados, mas ndo se pode dizer quantos existem.
Entretanto aparece uma condi¢do nova, chamada de condicdo de fronteira quando
resolverem equacdes diferenciais, e essa informacao € que o saco quando foi aberto tinha
100 rebugados. Ora, se foram comidos 6 entdo existem 94. Com isto fica resolvida a

equacéo diferencial.
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Na cinematica os problemas sdo muito similares.

Imagine-se entdo que temos um objeto que se desloca a 3m/s segundo o sentido positivo
do eixo dos X. Ao fim de 2 segundos quantos metros andou o0 objeto e aonde € que ele

esta?

Consegue-se dizer quantos metros andou. Ele andou 6 m, mas ndo se consegue dizer
aonde é que ele esta pois ndo existe nenhuma localizacao inicial. Imagine-se que é dito
que no instante t=0, no inicio do movimento, o objeto estava a 100 m e segundo o sentido
positivo do eixo dos X. Entdo o problema torna-se facil, e conseguir-se-a logo determinar
que ao fim de 2 seg. 0 objeto se encontra a 106 m segundo o sentido positivo do eixo dos
X.

Entdo notem que se partirem de uma situagédo em que conhecem a posi¢éo do objeto em
funcdo de t, conseguem rapidamente, e por derivacgdo, obter a velocidade. Se partirem da
velocidade e quiserem obter a posicéo, estdo a resolver uma equacao diferencial, e para
obterem a solucdo precisam de um ponto de passagem da fungdo, também conhecido
como condicédo de fronteira. (Em geral utiliza-se o ponto em que t=0, ou seja 0 instante

inicial, mas ndo é forcoso que assim seja).
Outra forma de analisar.

A primitiva é o inverso da funcdo derivada. Ou seja se a velocidade é a derivada do vetor
posicdo, entdo a posicdo é uma primitiva do vetor velocidade. Na realidade ndo existe
apenas uma primitiva de uma fungdo mas uma série de primitivas para a mesma func&o.
Qual a derivada em ordem a t de 2t+1? e de 2t +2, ou 2t + 3? Estas derivadas sdo todas

iguais a 2. Entdo qual é a primitiva de 2? E 2t+1, 2t+2 ou 2t+ Cte?

Todas estas funcGes sdo primitivas de 2, e por isso, mais uma vez, para se determinar a
funcdo solucdo, teremos de conhecer um ponto da sua passagem. Uma condi¢do de

fronteira.
Qual a primitiva de 2 que no instante t=0, vale 1? E a funcéo 2t +1.

Qual a primitiva de 2 que no instante t=1, vale 4? E a funcio 2t +2.
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Nesta disciplina, e atendendo a que os estudantes ainda ndo aprenderam a fazer primitivas,

nem equac0es diferenciais, vai-se apenas exigir que eles saibam que:
1) P(A+B) =P(A)+P(B)

2) P (Kt") = K P(t")= K t™9 /(n+1) + C'¢, Ex P 3t = 3t%/2 + C'; P 4t5 = 4t5/6 +
Ct: P(4+3t) = 4t + 3t/2 + C&,

Com base nos conhecimentos adquiridos atras sobre primitivas, conseguir-se-ao fazer

todos os problemas de primitivas exigiveis nesta disciplina de mecénica.

6.3. Movimento circular

Considera-se que um movimento é circular se, ao longo do tempo, a sua posi¢do se

mantiver sobre uma circunferéncia de raio R (ver Figura 27).

Considera-se velocidade angular, a velocidade com que o angulo © vai avangando. Ou
seja, por exemplo, uma velocidade de 30%s ou (Pi/6)/s significa que em cada segundo o

angulo © aumenta Pi/6.

Rsin® R

Rcos®

a) b)
Figura 27 - Movimento circular, a) representacao do vetor R, b) representacao do vetor

v e do vetor an

Vai-se considerar neste capitulo os movimentos circulares com velocidade angular
constante. O incremento do angulo © em cada segundo é sempre 0 mesmo ao longo de

todo o movimento (Exemplo, movimento do vértice de um ponteiro de reldgio).
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6 = Wt e W é constante.

O vetor que da a posicdo do ponto em movimento circular é:
7 = RcosOe, + RsinOe,
7 = Rcos Wte, + RsinWte,

O vetor velocidade do ponto pode ser obtido derivando o vetor posicdo em ordem a t

Se W for constante,
v = —WRsinWte, + WR cos Wte,
O vetor aceleracdo do ponto pode ser obtido derivando o vetor velocidade em ordem a t

d = —W?RcosWte, — W?RsinWte,
Como

cos®Wt + sinWt =1

|v] = RW
e
IQI_sz_WRWR_vz
a= TR "R

Pode-se verificar que o produto interno do vetor velocidade pelo vetor posi¢éo € zero. Ou
seja a velocidade é perpendicular a trajetoria em cada ponto.

A aceleragio em cada instante, é igual ao vetor posi¢do, multiplicado por ~W?2. Ou seja é
colinear com o vetor posi¢cdo mas aponta para dentro do circulo, ao contrario do vetor

posicao que aponta para fora.
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As equacOes acima, sdo as que mais se utilizam no estudo dos movimentos circulares,
abordados no ambito desta disciplina, e permitirdo resolver os diversos problemas nela

enunciados.

De realcar que sendo o vetor aceleragdo sempre perpendicular ao vetor velocidade, entdo
0 médulo da velocidade sera sempre 0 mesmo. A aceleracdo vai provocar uma alteragédo
a direcdo da velocidade, e ndo uma alteracdo do seu valor. Se 0 movimento alterasse o
maodulo da velocidade de ponto para ponto, para além da acelera¢do normal, que produzia
a alteracdo a direcdo da velocidade, teria também uma aceleracdo tangencial que, essa
sim, produziria uma alteracdo do modulo da velocidade. Nestas condigdes a velocidade
angular ndo seria constante mas iria variar podendo-se também calcular uma aceleragéo

angular.

No movimento circular existe a aceleracdo centripeta a atuar sobre o corpo. Devido as
forcas de inércia, aquelas que se geram pelo facto do corpo estar em movimento, existe
também uma aceleragdo centrifuga igual e de sinal contrario a aceleracdo centipeda. A
forca centipeda puxa o corpo para dentro do circulo e obriga a que a sua trajetoria seja
circular. A forca centrifuga, sendo uma forca de inércia, opdem-se a mudanca do estado

de movimento do corpo, e por isso empurra o corpo para fora da trajetoria.

Esta situacdo é similar a que acontece quando uma massa dentro de um comboio, é

empurrada para a frente quando o comboio trava.

Quando um automovel vira para a esquerda, tem tendéncia a escorregar para a direita, e
se a forca de atrito entre os pneus do carro e a estrada ndo for suficiente o automovel sai
da curva e da estrada. E a forca centrifuga que o faz sair da estrada, mas é a forca centipeda

que o empurra para dentro e o obriga a dar a curva.

Quando um carrinho faz um looping numa montanha russa, ele ndo cai, no cimo dessa
trajetoria desse looping, porque a forca centrifuga, no ponto mais alto da trajetdria, é

superior ao seu peso, € empurra-o para cima.

2

Se |an| > g, %>g

A resultante das forgas que incidem sobre o carrinho € para cima, e entdo o carrinho néo

cai.
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6.4. Movimento de um projétil sujeito a aceleracéo gravitica.

Imagine-se que se atira uma bola como representado esquematicamente na figura 28 com
uma velocidade inicial Vo, fazendo um éangulo a com a dire¢do horizontal. Essa bola
parte da origem do referencial. Se o efeito do atrito com o ar for desprezado, a Unica forca

que atua na bola é a forca gravitica (Figura 28).

Y e (x=F(t),y=F(t))

Figura 28 - Movimento de um projétil.

Tem-se entdo um problema em que o vetor aceleracdo é constante e igual a

i=0e —gé,
Em que g ¢é a aceleracéo gravitica.

Como se viu atrés, fazendo agora a primitiva do vetor aceleracdo, obtém-se o vetor

velocidade. Ele é igual a:
V=Voxey + (Vo — gt)e,
Fazendo a primitiva ao vetor velocidade obteremos o vetor posi¢do igual a:

- — 1 —
7= X+ Voxt) ey + (Vo + Voyt — Egt2 )ey

Neste caso em concreto, o valor de x,e de y, sdo nulos pois no instante t=0 a bola parte

do inicio do referencial, ou seja, as coordenadas X e Y iniciais sdo nulas.
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Como se referiu antes, o valor de cada uma destas equacdes para cada valor de t
especificado, determinam os varios valores das componentes do vetor posicdo, velocidade

e aceleracéo.

Considere-se que a bola tem uma velocidade inicial de 20m/s, e que o angulo o que a bola

faz com a horizontal é de 30°.
Entdo v,, = Vo cos ae v,,= Vo sen a

Atenda-se a tabela junta com os valores dos vetores aceleracéo, velocidade e posicao da

bola ao longo do tempo (ver Tabela 7)

Tabela 7 - Valores dos vetores aceleracdo, velocidade e posi¢cdo da bola ao longo do
tempo

t= ax= ay= Vx= Vy= rx= ry=
0 0 -9,81 17,321 10,000 0 0
1 0 -9,81 17,321 0,19 17,321 5,095
2 0 -9,81 17,321 -9,62 34,641 0,380
3 0 -9,81 17,321 -19,43 51,962 -14,145

Considere-se agora que se gueria saber a altura maxima atingida pelo projétil e

também a sua velocidade segundo y quando colidia com o solo, cota Y=0.

Note-se que quando o projétil se encontra a subir, ele tem uma velocidade segundo y
positiva, e quando chega a sua altura méaxima ele comeca a descer, passando a ter uma
velocidade segundo y negativa. Ora, isso significa que no ponto de altura maxima a
velocidade segundo y deixa de ser positiva e passa a ser negativa (ver Figura 29) . Nesse
exato momento a velocidade segundo y é zero. Entdo o que se tera de fazer é calcular o
instante t em que Vy =0 e depois, com esse instante t ja determinado, calcular a cota y do

projétil nesse instante.

Voy —gt =0
Depois substitui-se t na equacéo:
1 2
Y =Yo Tt Voyt _Egt
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Figura 29 - Representacdo esquematica do vetor velocidade durante a trajetdria descrita

por um projétil.

Para responder a segunda questdo o problema ¢ de raciocinio idéntico. Primeiro calcula-

se 0 instante t em que a cota y = 0, depois sO se tera de substituir esse valor de t nas

equacdes de movimento e responder ao que for pedido. Ter-se-4 que resolver a equacao

abaixo, encontrar t, e depois fazer a substituicao.

1 2
Vo +Voyt_§gt )=0

E depois usa-se a equacdo

X =X+ Vgt
Atenda-se a Tabela 8.

Tabela 8 - Solugdo do problema.

t= ax= ay= Vx= Vy=
Vy=0 1,019 0 -9,81 17,321 0
ry=0 2,039 0 -9,81 17,321 -10

rx= ry=
17,656 5,097
35,312 0,000

Determine-se também a posicdo do projétil quando a sua trajetoria faz uma inclinagédo

de 10° com a horizontal, no movimento ascendente do corpo.

Como se viu, o vetor velocidade é sempre tangente a trajetoria, e por isso 0 que é preciso

determinar, é o instante t em que o vetor velocidade faz um angulo de 10° com a

64



horizontal. Depois disso sO se terd de determinar os diferentes valores pedidos no

enunciado para esse instante.

tan 10° = Z—y o tan 10° = (v,y, — gt )/ vy & t=0,708 s

X

Tabela 9 - Solugédo do problema.
t= ax= ay= Vx= Vy= rx= ry=
rang V=102 0,708 0 -9,81 17,321 3,054 12,264 4,621

Da mesma forma com que se resolveu este problema, com a aceleragéo constante, podem-
se resolver quaisquer outros problemas com funcdes de aceleragdo diferentes. A sua
resolucdo vai exigir saber fazer integrais, mas o método, o raciocinio a utilizar, € sempre

0 mesmo, quer as funcbes sejam polinomiais ou de outro tipo qualquer.

Note-se que no movimento de um projétil sujeito a aceleracdo gravitica, a aceleracdo total
do projétil é contante e igual a —g. Como o projetil descreve uma trajetdria curvilinea a

aceleracdo pode ser decomposta na componente normal ao movimento e na componente

g= /(a12v+a?)

A aceleracdo tangencial sera negativa até ao ponto de altura maxima. Nesse ponto sera

tangencial ao movimento.

zero, e apos esse ponto a aceleracdo tangencial passa a ser positiva (Ver Figura 30).

;<0 a,>0
! a,=0 t

Figura 30 - Variacdo da aceleracdo durante o langamento.
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Dado que a trajetdria € parabdlica o seu raio de curvatura varia de ponto para ponto. Ele
pode ser obtido em cada instante, considerando que na vizinhanga daquele ponto, uma
vizinhanga infinitesimal, o movimento se pode aproximar a um movimento circular,
como o explanado atras. Assim, com esta aproximacao, poder-se-a utilizar a seguinte
relacdo entre a aceleracdo normal do projétil e a aceleracdo gravitica (ver Figura 31a)):

2
_ VUTotal

ay =—p— =g cosa

O angulo a pode ser determinado atraves da seguinte equacdo (ver Figura 31 b).

Uy

cosa =
Vrotal

E assim, atendendo a que:

2
_ VTotal _ Ux
N = =
R Urotal

obtém-se que:

3
VUTotal
R=—"
9Ux

a) b)
Figura 31- Representacdo esquematica das componentes do vetor velocidade e

aceleracdo durante 0 movimento de um projétil.
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7. Dinamica

A Dinamica é o capitulo da Mecénica que relaciona as forcas aplicadas a um corpo, com

0 estado de movimento desse corpo.

Nesta disciplina abordar-se-a apenas a terceira lei de Newton, em problemas que

envolvam corpos sem alteracdo da sua massa ao longo do tempo.
F=ma.

Conhecendo entdo a massa e a resultante do sistema de forcas aplicada a essa massa
poder-se-a conhecer a sua aceleracdo. Com base na aceleracdo, poder-se-ao conhecer as

equac0es da velocidade, e da posic¢do do corpo.

Considere uma caixa de massa m a escorregar plano abaixo, como mostra Figura 32
Considere que o coeficiente de atrito cinético entre as superficies de escorregamento €
igual a .

Figura 32 - Representagdo esquematica do problema b) Diagrama de corpo livre.
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Fazendo o diagrama de corpo livre da caixa Figura 32 b) obtém-se o seguinte sistema de

forcas:

Zsz—Fa+mg sin@ =ma

sz =N-mg cosO =0
Fa=puN
Nesta situacdo a caixa s6 tem movimento segundo o eixo dos X, e a sua aceleracao, ax , &

obtida dividindo o somatdrio de forgas aplicadas segundo x, pela sua massa.

ax — % — (Psine_:lc PCOSe) — (Slne —_ u c Cose)g

Conhecendo o valor da aceleracéo poder-se-a também obter a velocidade e o vetor

posicao.
V = Vg,ta,t
1
r = TO + vo_xt+5axt

Como se viu atrés, também terdo de ser conhecidas a velocidade e a posicao iniciais da
caixa, ou outras quaisquer condicgdes, para se conseguir completar as equacdes exatas da

velocidade e da posicdo caixa.

Considere-se agora um sistema com duas massas, A e B, como o representado na figura.
A massa A escorrega sobre uma superficie inclinada e existe um coeficiente de atrito

cinético entre as superficies de escorregamento igual a .
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P P,

b) c)

Figura 33 - a) Representagdo esquematica do problema, b) diagrama de corpo livre da

massa A e ¢) diagrama de corpo livre da massa B.

A massa A encontra-se ligada a massa B, por um cabo que neste problema se considera
indeformavel. Ou seja, ele mantém sempre 0 mesmo comprimento. Também se considera
que a massa deste cabo é desprezavel, ou seja que a forca necessaria para provocar uma
aceleracdo no cabo é nula.

Considera-se neste exemplo que a massa A tera uma aceleracdo segundo o eixo dos X
representado, e a massa B, terd uma aceleracdo segundo a vertical e para baixo.

Consideram-se estas duas aceleracdes positivas (Figura 33).
Fazendo as equaces de equilibrio dindmico para as duas massas obtém-se:
Massa A (ver Figura 33 b)

YE =0 ©N=Pycos6

ZFx =Ty — u.Pycos0© —P,sin© = myay
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Massa B (ver Figura 33 c)
ZFy =Pp —Tp = mpag

Considerando o cabo indeforméavel, o deslocamento da massa A, é para todos os instantes
igual ao deslocamento da massa B. Mas se o0 deslocamento é igual para as duas massas
em todos o0s instantes, as suas velocidades e acelera¢es também terdo forcosamente que

ser iguais.
a, = ag
Considerando esta equacgdo nas equacdes obtidas em cima obtém-se que:
Ty = p.Pycos© +P,sinO + myay
Ty = Pg —mgag

Por outro lado, se se considerar o cabo com massa desprezavel, a forca de tracdo no cabo

é constante. Ou seja:
Ta=Ts
Obtém-se assim que:
WP, cos© + P, sin® + mya, = P —mgay

Pp — n.P4ycos© — P, sin©

ay = ag =
my + mg
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