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Resumo

A utilização de sistemas robóticos para os mais variados objectivos tem sido cada vez desejada
pela sociedade, quer pelo seu potencial económico, quer pela possibilidade de executar tarefas
complicadas ou impossíveis para operadores e utilizadores humanos. Seguindo esta tendência,
é desejável uma maior flexibilidade no desenvolvimento de soluções deste tipo de sistema, na
qual a utilização de sistemas modulares reconfiguráveis pode garantir uma maior versatilidade,
robustez e menores custos de produção. Uma das classes de sistemas robóticos que goza destas
vantagens é a classe dos sistemas robóticos multicorpo interconectados. Estes sistemas podem-
se resumir a um conjunto de robôs interconectados fisicamente. Esta característica pode então
ser aproveitada para obter sistemas com certas propriedades que robôs isoladamente poderiam
não possuir, bem como reforçar certas características que se queira que o sistema em questão
possua. Nesta dissertação pretende-se modelizar e simular um sistema deste tipo. O sistema
consiste em vários AUV (Autonomous Underwater Vehicles), cada um com um sistema de VB
(Variable Buoyancy), interconectados entre si com uma articulação prismática, com configurações
variáveis e um único jacto de água com uma direcção fixa. Como um sistema de VB apenas
permite movimento em profundidade e o jacto de água movimento noutro grau de liberdade, as
interconexões permitirão o movimento do sistema noutras direcções. Após a sistematização do
tipo de modelação, e a sua subsequente simulação, será então possível avaliar a utilização deste
tipo de sistemas e realizar os mesmos, estando a sua base matemática estabelecida.
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Abstract

The use of robotic systems for various purposes has been increasingly desired by society, for
its economic potential and the ability to perform tasks that are difficult or impossible for operators
and human users. Following this trend, greater flexibility is desirable in developing solutions of
this type of system, where the use of reconfigurable modular systems can ensure greater versa-
tility, robustness and lower production costs. One of the classes of robotic systems that enjoys
these advantages is the class of interconnected multibody robotic systems. These systems can be
summed up as a set of physically interconnected robots. This feature can then be harnessed to
obtain systems with certain features that robots alone might not have, as well as reinforce certain
features that the system in question may possess. This dissertation aims to model and simulate
such a system. The system consists of several Autonomous Underwater Vehicles (AUV), each
with a Variable Buoyancy (VB) system, interconnected with a prismatic joint, with variable confi-
gurations and a single jet of water with a fixed direction. As a VB system only allows a variation of
depth and the water jet another variation, but in another degree of freedom, the prismatic joint will
allow the system movement in other directions. After the systematization of the type of modeling,
and its subsequent simulation, it will then be possible to evaluate the use of this type of systems
and design them, having their mathematical basis established.
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Enquadramento e Motivação

O crescimento vertiginoso do sector da robótica é uma inevitabilidade nos tempos que correm,

tanto no sector industrial, no qual a utilização de manipuladores e AGVs já está bem presente com

fortes tendências para um aumento do numero de equipamentos no geral [1], bem como uma maior

integração com operadores humanos, no que se tem vindo a designar por robótica colaborativa, in-

tegrada no espectro mais generalizado dos sistemas ciber-físicos [2], como noutros sectores como

na agricultura, construção, apoio ao cliente, medicina e cirurgia, robótica doméstica e robótica de

campo, na qual se podem incluir várias categorias como busca e salvamento, exploração espacial,

inspecção, manutenção e reparação, exploração de ambientes de risco e monitorização e vigilância,

entre outras aplicações. Apesar desta tendência se verificar, ainda se apresentam alguns entraves a

uma maior utilização e massificação de robôs e de sistemas robóticos. O principal entrave consiste

em custos iniciais elevados, bem como custos elevados de I&D [3]. Adicionalmente, o facto de

se conceberem soluções para usos muito particulares faz com que este entrave se repita, ficando

assim o uso de soluções robóticas muito limitado. Uma possível solução para este problema se-

ria a reutilização de soluções previamente concebidas, para casos muito gerais. Assim, conforme

a situação ou a aplicação necessária a mesma solução tecnológica poderia ser reutilizada. Uma

classe de sistemas robóticos que se insere nesta definição é a dos sistemas robóticos modulares

reconfiguráveis, no sentido de serem constituídos por módulos ou nós, cada um deles com funções

homogéneas ou heterogéneas, em termos de funcionalidade, ou seja, em termos de capacidades

de actuação, sensorização, computação e comunicação, podendo mesmo considerar cada módulo

como se de um único robô se tratasse [4]. Convirá também dizer que a abrangência desta classe de

sistemas é bastante vasta, motivo pelo qual nesta Dissertação pretende-se generalizar alguns con-

ceitos presentes nestes sistemas, para que, no futuro, os conceitos presentes na mesma possam ser

aplicados em sistemas deste tipo e noutros, nos quais esses conceitos eventualmente se apliquem.

Apesar das diferentes taxonomias de sistemas robóticos que irão ser posteriormente abordadas,

no próximo capítulo, convém esclarecer o propósito do título desta Dissertação. Um Sistema Ro-

bótico Multicorpo Interconectado consiste, portanto, num sistema robótico constituído por mais

1



2 Introdução

do que um robô, estando estes interconectados fisicamente entre si. A importância desta gene-

ralização prende-se na análise do comportamento dinâmico do sistema robótico, que é uma das

questões mais importantes para se determinar a viabilidade da utilização do sistema robótico em

si, que passa necessariamente por processo de modelação matemática seguida de posterior simula-

ção. Cada módulo neste caso poderá ser tratado como um corpo e a análise do seu comportamento

dinâmico, levando então necessariamente a uma análise de um sistema multicorpo.

1.2 Objectivos

O objectivo desta dissertação é modelar um tipo de sistema robótico multicorpo interconec-

tado específico e simulá-lo. Como a classe de sistemas robóticos tratada é muito vasta, nesta

Dissertação irá ser abordada uma aplicação especifica. Essa aplicação será um sistema de AUVs

interconectado fisicamente, cada um dotado de um sistema de VB, de modo a possuir movimenta-

ção em profundidade, e de jactos de água. Primeiramente, define-se o que é um sistema robótico

multicorpo interconectado. De seguida analisa-se que tipo de técnicas se podem utilizar para

modelar sistemas multicorpo. Depois, explora-se que modelos de AUVs são utilizados, para os

integrar nos sistemas multicorpo posteriormente analisados. Logo após estarem estabelecidas as

bases matemáticas tanto da modelação do sistema em questão, bem como dos seus integrantes,

modela-se o sistema em particular. Para concluir simula-se o sistema previamente modelado. Em

resumo, são os objectivos desta Dissertação:

• Estabelecer a definição de sistema robótico multicorpo interconectado;

• Analisar formulações para sistemas multicorpo;

• Analisar modelos matemáticos para AUVs;

• Modelar o sistema robótico multicorpo interconectado;

• Simular o sistema obtido;

• Avaliação das simulações obtidas.

1.3 Estrutura da Dissertação

O presente trabalho tem no capítulo 1 a sua introdução. No capítulo 2 é descrita a revisão bibli-

ográfica efectuada, na qual se procurou recolher informação sobre sistemas robóticos de interesse.

No capítulo 3 aborda-se fundamentos teóricos utilizados no resto da Dissertação. No capítulo 4, é

efectuada a modelação do sistema no seu todo e no capítulo 5 apresenta-se a simulação do sistema

desenvolvido. No capítulo 6 avalia-se os resultados obtidos e indica-se possíveis direcções futuras

para trabalhar, relativamente aos temas tratados nesta Dissertação.



Capítulo 2

Revisão Bibliográfica

Neste capítulo é exposta a revisão bibliográfica incidente sobre os sistemas a tratar, explorando-

se numa fase inicial a taxonomia envolvente dos sistemas robóticos multicorpo interconectados e

sistemas em concreto.

2.1 Introdução

Para se conseguir obter uma representação matemática fiável e precisa de um objecto, sistema

ou fenómeno físico, é necessário, inicialmente, obter o máximo de informação possível sobre

o mesmo. Neste caso foi conduzida uma pesquisa sobre todo o tipo de sistemas robóticos que

pudessem ter características semelhantes ou análogas ás do sistema que se pretende modelar. Só

após a obtenção dessa informação é que se pode considerar como é que a mesma se pode, ou se

deve, traduzir matematicamente. Assim sendo, de seguida dão-se alguns exemplos de sistemas

robóticos e das suas designações que possam ser úteis para determinar onde o sistema modelado

se insere.

2.2 Taxonomia de Sistemas Robóticos

Nesta secção classificam-se vários tipos de sistemas robóticos, segundo as caracterizações da-

das aos mesmos na literatura disponível. Isto torna-se de primordial importância para que no futuro

se consiga questionar sobre métodos de modelação, que podem ter maior ou menor complexidade

conforme a sua classificação.

2.2.1 Sistema Robótico

A definição de sistema robótico é bastante directa, sendo, portanto, um sistema que é robótico.

Isto leva-nos por isso a precisar as definições para ambos os termos. Existindo então uma panóplia

de definições nas quais nos poderíamos refugiar, em Engenharia e em particular em Engenharia

de Sistemas o conceito está bem definido. Segundo [5] , um sistema pode ser definido como:

3
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“...an integrated set of elements, subsystems, or assemblies that accomplish a defined

objective. These elements include products (hardware, software, firmware), proces-

ses, people, information, techniques, facilities, services, and other support elements

” [5, INCOSE].

ou alternativamente:

“...combination of interacting elements organized to achieve one or more stated pur-

poses ” [5, ISO/IEC/IEEE 15288].

Robótico pode também ter vários significados. Segundo o Dicionário de Inglês de Oxford, um

robô ou algo robótico é:

“A machine capable of carrying out a complex series of actions automatically, espe-

cially one programmable by a computer. ” [6].

Um robô, seguindo uma definição mais geral, pode ser:

“A robot is an autonomous machine capable of sensing its environment, carrying out

computations to make decisions, and performing actions in the real world ” [7].

No dicionário Merriam-Webster temos definições mais particulares, como:

“a machine that resembles a living creature in being capable of moving independen-

tly (as by walking or rolling on wheels) and performing complex actions (such as

grasping and moving objects) ” [8].

o que nos remete a uma ideia mais animista, ou até mesmo biomimética, da robótica ou ainda:

“a device that automatically performs complicated, often repetitive tasks (as in an

industrial assembly line) ” [8].

que é um dos conceitos principais na justificação do uso de robôs e outros automatismos, em

situações repetitivas, complexas, monótonas e perigosas para humanos.

Auxiliando-nos então das definições anteriores, podemos dizer que um sistema robótico pode

ser um conjunto de elementos ou subsistemas, cujo propósito é executar várias tarefas complexas,

através do processamento da informação sensorial do ambiente que o rodeia e o seu próprio estado

interno. Podemos ainda considerar, segundo a definição de sistema, que um sistema robótico pode

ser constituído por um ou mais robôs individuais.

2.2.2 Sistema Robótico Multicorpo

Um sistema multicorpo é um sistema constituído por um conjunto de vários corpos rígidos

e/ou flexíveis. Estes sistemas normalmente estão de alguma forma interligados e/ou acoplados,

por elementos como articulações (joints em inglês), molas, amortecedores e actuadores, o que

permite a extensão deste formalismo a vários tipos de sistemas, nomeadamente sistemas robóticos.
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Contudo, um único robô pode ser analisado como um sistema multicorpo e um sistema robótico

pode ser considerado como tendo um ou mais robôs. Pode-se então considerar um sistema robótico

multicorpo como um robô constituído por vários corpos, como o MAV das Figuras 2.1a e 2.1b ou

como o manipulador da Figura 2.1c,

(a)
(b)

(c)

Figura 2.1: Exemplos de Sistemas Robóticos Multicorpo nos quais se considera um robô consti-
tuído por vários corpos: 2.1a é um MAV [9] no qual uma analise multicorpo foi utilizada, como se
pode ver em 2.1b. 2.1c é um manipulador genérico, retirado de [10].

ou como um sistema robótico com mais que um robô, no qual cada robô é considerado como

sendo um corpo, embora seja mais comum designar este tipo de sistemas como sistemas multi-

robô [11], como as bóias da Figura 2.2b.

(a) (b)

Figura 2.2: Exemplos de Sistemas Robóticos Multicorpo nos quais se considera o sistema cons-
tituído por vários robôs: 2.2a é uma bóia (mais concretamente um ASV) e em 2.2b podemos ver
uma frota constituída por bóias deste tipo [12].

Assim sendo, no âmbito desta Dissertação, pretende-se utilizar formalismos tipicamente utili-

zados em sistemas multicorpo para sistemas robóticos, visto o sistema robótico a tratar consistir
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em vários robôs com ligações físicas entre si, o que nos leva à definição final introduzida na pró-

xima secção.

2.2.3 Sistema Robótico Multicorpo Interconectado

Para se especificar então um sistema robótico multicorpo que possua algum tipo de intercone-

xão ou interligação mecânica entre os robôs que o constituem, a designação de sistema robótico

multicorpo interconectado permite a distinção a priori entre este tipo de sistema e sistema multi-

corpo que possuam elementos de força ou articulações a interconectarem os seus corpos consti-

tuintes . De notar que esta interconexão é de natureza mecânica, não comunicacional como poderá

aparecer em alguns tipos de literatura. Alguns exemplos de sistemas que se podem incluir nesta

categoria seguem-se: O drone DRAGON, acrónimo para Dual-rotor embedded multilink Robot

with the Ability of multi-deGree-of-freedom aerial transformatiON, visível na figura seguinte, é

um drone multirrotor com a capacidade de transformação aérea em múltiplos graus de liberdade

[13].

Figura 2.3: O drone multirrotor DRAGON [13].

Este sistema é constituído por vários módulos, com dois tipos de módulos com funções dife-

rentes. Um dos módulos consiste num segmento com actuação incorporada e outro numa articu-

lação com dois graus de liberdade, como se pode ver na seguinte figura.

(a) (b)

Figura 2.4: Constituição do drone multirrotor DRAGON: 2.4a mostra os dois módulos integrados
num segmento e 2.4b mostra um sistema deste tipo com 4 segmentos. Retirado de [13].
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Apesar do sistema em si ser considerado como multissegmento, na maior parte dos casos o

robô tem a sua pose (configuração dos ângulos das articulações) fixa, pelo que é suposto comportar-

se como um único corpo fixo. O propósito deste sistema é permitir uma maior manobrabilidade,

obtida através da possibilidade de transformação enquanto o sistema permanece suspenso no ar,

como se pode ver na Figura 2.5a, o que permite acções como a passagem por buracos, fendas e

outros espaços estreitos [14], ilustrado na Figura 2.5b.

(a) (b)

Figura 2.5: Manobralidade do multirrotor DRAGON: 2.5a mostra uma possível transformação
aérea [13] e 2.5b mostra a passagem do sistema por uma fenda. Retirado de [14].

Este sistema permite ainda, teoricamente, manipulação aérea com a composição já existente

do robô [15].

Outro tipo de sistemas semelhantes ao multirrotor apresentado são robôs subaquáticos biomi-

méticos que se assemelham a cobras[16][17] e outros robôs que, com uma morfologia semelhante,

consistem em manipuladores subaquáticos à semelhança do DRAGON[18], ou seja, manipulado-

res moveis sem base fixa.

(a) (b)

Figura 2.6: Robôs Multissegmento Subaquáticos: 2.6a é uma figura do robô Mamba em testes,
retirado de [17], e 2.6b mostra uma simulação de um manipulador subaquático nadante [18].

Outro tipo de sistemas que podem ser considerados multicorpo interconectados são os UVMS,

abreviatura de Underwater Vehicle Manipulator Systems. Estes sistemas, tal como o nome indica

são veículos subaquáticos que possuem um manipulador incorporado. Existem diversos projectos

europeus no qual figuram estes sistemas. O projecto TRIDENT propõe:
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“... a new methodology for multipurpose underwater intervention tasks with diverse

potential applications like underwater archaeology,oceanography and offshore indus-

tries, and goes beyond present-day methods typically based on manned and / or

purpose-built systems. Trident is based on new forms of cooperation between an Au-

tonomous Surface Craft and an Intervention Autonomous Underwater Vehicle. ” [19].

O projecto PANDORA[20] também figura I-AUVs, alguns dos quais UVMSs e inclusive com

o AUV desse mesmo sistema semelhante ao do projecto TRIDENT, neste caso o Girona 500.

(a)
(b)

Figura 2.7: UVMS desenvolvidos em projectos europeus: 2.7a mostra um UVMS desenvolvido no
âmbito do projecto TRIDENT [21]. 2.7b é um dos I-AUV utilizados no projecto PANDORA [20].

O projecto MARIS, de Marine Autonomous Robotics for InterventionS [22], tem como ob-

jectivo desenvolver e promover sistemas robóticos subaquáticos para actividades de manipulação

e transporte.

(a) (b)

Figura 2.8: AUV utilizado no projecto MARIS: 2.8a mostra uma representação do AUV em CAD
[23] e 2.8b mostra um protótipo experimental do mesmo [22].

Entre algumas dessas actividades contam-se manipulação de objectos por um AUV com dois

manipuladores incorporados e dois AUVs com um manipulador cada.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 2.9: Tarefas de manipulação incluídas no projecto MARIS : 2.9a representa uma tarefa
de manipulação de um AUV com dois manipuladores embutidos no mesmo [24], enquanto 2.9b
representa a manipulação de um objecto com dois AUV, cada um com o seu manipulador [25].
2.9c e 2.9d são as respectivas simulações das tarefas atrás mencionadas[22].

Outro projecto que figura UVMS é o projecto ROBUST [26], no qual se utiliza AUVs com

ferramentas de espectroscopia para identificação de materiais no leito oceânico. Neste caso um

conjunto (denominado de cluster em [27]) de três AUV incorporados numa estrutura interna, bem

como um manipulador com um sistema de LIBS (Laser Induced Breakdown Spectroscopy), fixo

nessa mesma estrutura interna.

Figura 2.10: Design conceptual do veículo do projecto ROBUST. Retirado de [23].

Apesar de até agora só se ter referido UVMS como sendo AUVs ou grupos dos mesmos, o

projecto DexROV [28][29] integra capacidades de manipulação com ROVs (Remote Operated

Vehicles), com o objectivo de ter os operadores em terra, ao invés de em navios de suporte ou

estruturas em alto mar/offshore 2.11a. O ROV utilizado neste projecto possui dois manipuladores

com seis graus de liberdade 2.11b, controlados por um operador com um exoesqueleto.
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(a) (b)

Figura 2.11: Projecto DexROV: 2.11a consiste no conceito operacional do projecto[30]. 2.11b
Veículo utilizado no projecto DexROV. Retirado de [23].

Ainda dentro da robótica subaquática, existem alguns sistemas que se podem qualificar como

multicorpo interconectados em algumas situações especificas. Alguns destes sistemas são de-

nominados de modulares, reconfiguráveis ou ambos. Em 2.2.4.2 será dada uma definição mais

detalhada, enquanto que nesta secção se tratarão estes sistemas em situações especificas em que

podem ser considerados sistemas multicorpo interconectado. No campo da robótica submarina

há interesse na utilização destas características para diversos motivos. O sistema desenvolvido no

âmbito do sistema ANGELS [31] (ANGuilliform Robot with ELectric Sense) pretende utilizar

vários AUVs, considerados módulos, para se locomover de forma ondulatória quando os mesmos

estiverem interconectados ou utilizar os módulos individualmente, numa morfologia multi-agente,

cada uma com vantagens diferentes [32].

Figura 2.12: Módulo individual do projecto ANGELS e ligação de três módulos[32].

Outro AUV com estas características conceptualmente é o AMOUR [33] (Autonomous Modular

Optical Underwater Robot). Mantendo cada módulo seu constituinte com um formato uniforme,

este sistema permite a integração de funcionalidades diferentes em cada módulo. O objectivo

principal deste sistema seria a capacidade de recolher e largar sensores num corpo de água [34].
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(a) (b)

(c)

Figura 2.13: Utilização do AUV AMOUR: 2.13a demonstra o conceito do AUV AMOUR, no qual
vários módulos cilíndricos se empilham para constituir um único sistema, com o ultimo módulo
a contar de cima para baixo constituindo num sensor[33]. Em 2.13b podem-se ver esses mesmos
sensores e em 2.13c vê-se o AUV AMOUR em missão, com os sensores no fundo[34].

Outro sistema reconfigurável é o descrito em [35], podendo tomar várias configurações para

diferentes tipos de movimento [36][37].

Figura 2.14: Várias configurações possíveis de um robô subaquático reconfigurável. Retirado de
[35].

O uso de robôs modulares reconfiguráveis subaquáticos é desejado para operações de IMR, na

qual a navegação de veículos subaquáticos é limitada devido ao seu tamanho e outras caracterís-

ticas. Para que tal não seja obstáculo, o projecto REMORA (REconfigurable MOdular Robotic

system for Aquatic environment) [38][39] pretende a implementação de sistemas de robôs modu-

lares reconfiguráveis heterógenos, como se pode ver em 2.15.
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Figura 2.15: Figuras conceptuais de cenários de utilização do sistema descrito em [38].

Passando agora de robótica subaquática para aquática, o projecto Roboat[40] (Robotic Boat)

tem como objectivo principal o uso de vários Roboats para a concepção de estruturas flutuantes,

como pontes e palcos, assim como de outras embarcações interconectadas, com o intuito de trans-

porte de mercadorias e recolha de lixo, tudo isto nos canais de Amesterdão, Países Baixos[41].

(a) (b)

Figura 2.16: Projecto Roboat: em 2.16a pode-se ver as embarcações Roboat no canal de Ames-
terdão. Em 2.16b pode-se observar um diagrama que ilustra uma interconexão possível de três
Roboats. Retirado de [41].

Também na área da robótica espacial há interesse na exploração da modularidade e reconfigu-

ração, tanto de estruturas [42] como de veículos em si mesmo [43].

(a)

(b)

Figura 2.17: Sistemas Modulares Reconfiguráveis Espaciais: 2.17a mostra um processo de re-
configuração de oito naves espaciais de um cubo para uma linha [42]. 2.17b mostra possíveis
configurações para um sistema de captação de imagens planetárias via satélite [43].
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Um outro sistema que à partida não parece ser um sistema robótico multicorpo interconectado,

mas que se pode considerar como tal, é o sistema de transporte via multirrotores descrito em [44].

Se se considerar a carga suspensa e os multirrotores como corpos rígidos, ligados pelos cabos

entre os multirrotores e a carga, verificamos que se trata efectivamente de um sistema robótico

multicorpo interconectado.

(a)
(b)

Figura 2.18: Sistema de Transporte de Cargas via Multirrotores: 2.18a mostra o sistema em acção.
Em 2.18b pode-se ver uma simulação do sistema tratado em [44].

Por fim, outros sistemas que se podem considerar multicorpo interconectado são robôs moveis

atrelados (trailer) [45], robôs multissegmento articulados com rodas para inspecção de canos [46]

e sistemas robóticos de locomoção multipernas [47].

(a)

(b)

(c)

Figura 2.19: Outros tipos de sistemas robóticos multicorpo interconectados: 2.19a mostra um
sistema atrelado de N robôs móveis [45]. Em 2.19b tem-se um robô multissegmento de inspecção
de tubos [46]. Em 2.19c vê-se um sistema de locomoção multi-pernas, neste caso com seis pernas
[48].
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2.2.4 Outras Classificações Relevantes

.

2.2.4.1 Sistema Robótico Distribuído

Um sistema robótico pode ser considerado distribuído computacionalmente se for constituído

por vários robôs (nós) que comunicam entre si. Logo, um bando de drones e um manipulador

industrial, podem ser considerados distribuídos (se, por exemplo, cada articulação for um nó).

Segundo [49]:

“A distributed system is a collection of independent computers that appears to its users

as a single coherent system ”

. Esta característica é relevante em vários sistemas robóticos multicorpo, como por exemplos os

robôs referidos em [12],[25] e [33].

2.2.4.2 Sistema Robótico Modular Reconfigurável

Quando se classifica um sistema robótico de modular, esta classificação pode ser feita em ter-

mos sistemáticos, ou seja, um único robô pode ser constituído por vários módulos, com funções

diferentes como módulo de alimentação, navegação e por aí adiante. Outra classificação relevante

para os sistemas tratados nesta Dissertação é um sistema robótico, neste caso com mais de um

robô, ser constituído por vários módulos repetidos e neste caso, cada módulo com característi-

cas de actuação, sensorização e computação, homo ou heterogéneas. Quando combinado com

reconfiguração, que consiste em mudanças automáticas ou manuais de interconexões entre mó-

dulos, estas características podem conferir vantagens aos sistemas, como versatilidade e robustez

adicionais aos sistemas, assim como custos mais baixos dos sistemas em geral [4].

2.3 Resumo

Neste capitulo foi efectuada uma revisão bibliográfica, incidente no tipo de sistemas que se

pretende estudar. Foram revistas definições sobre sistemas robóticos, bem como sistemas em

concreto que poderiam inserir-se nos moldes dos sistemas a modelar. Com esta pesquisa efectuada

pode-se então passar para a fundamentação teórica do resto do trabalho a efectuar.



Capítulo 3

Fundamentos Teóricos

Neste capítulo são abordados todos os fundamentos teóricos necessários para modelar sistemas

multicorpo, em particular sistemas multicorpo com interconexões, cujos seus constituintes são

AUVs.

3.1 Introdução

A análise de sistemas robóticos multicorpo interconectados passa necessariamente pelo uso

de todo um formalismo estabelecido em torno dos sistemas multicorpo, tornando assim o trabalho

em torno da modelação e simulação de um sistema que se insira na sua definição mais simples em

termos sistemáticos. Como um sistema é o conjunto das suas partes, é ainda analisada a modelação

dos AUVs, constituintes do sistema em questão, como definido em 1.2.

3.2 Modelação de Sistemas Multicorpo

3.2.1 Sistemas Multicorpo

A modelação de sistemas multicorpo, é um campo de pesquisa com diversas aplicações pra-

ticas, indo estas da robótica, que é o que a esta Dissertação concerne, à dinâmica de máquinas e

mecanismos, de veículos no geral, na biomecânica e em sistemas estruturais também. A utilização

de técnicas, métodos e formalismos multicorpo, prende-se então numa necessidade de descrever a

dinâmica de sistemas mecânicos sujeitos a grandes movimentos translacionais e rotacionais [50].

Isto leva a uma necessidade de se analisarem esses mesmos movimentos, de os simular adequada-

mente e eventualmente de optimizar estes movimentos dados os objectivos e tarefas do sistema em

questão, bem como a obtenção de modelos fiáveis destes sistemas, sendo estes de capital impor-

tância para esquemas de controlo baseado em modelos. Estando então estabelecida a importância

da modelação de sistemas multicorpo, passemos para a sua definição.

Um sistema multicorpo pode ser considerado como um número finito de corpos, interconec-

tados ou ligados por elementos de força/acoplamentos sem massa e elementos de restrição, neste

15
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caso articulações, que constituam restrições ideais holonómicas, não-holonómicas, esclereonómi-

cas e/ou reonómicas [51].

Figura 3.1: Representação abstracta de um sistema multicorpo com os componentes que o consti-
tuem. Retirado de [52].

Os corpos constituintes destes sistemas podem tanto ser rígidos, como flexíveis, ou seja, defor-

máveis. Nesta Dissertação apenas se aplicarão corpos rígidos na análise a efectuar. Sendo então

os corpos rígidos, estes representarão as propriedades dos corpos, componentes ou constituintes

do sistema em termos de massa e de propriedades inerciais na sua rotação. Os elementos de força

nestes sistemas traduzem-se em forças aplicadas nos corpos rígidos, pelo que podem ser utilizados

para modelar efeitos físicos específicos do sistema (em termos de elasticidade e amortecimento,

por exemplo), bem como constituintes específicos do sistema como molas, amortecedores e actu-

adores de força. Estes elementos de força introduzem interacções entre os corpos constituintes do

sistema, mas não restringem o movimento uns dos outros. Os elementos dos sistemas multicorpo

que restringem o movimento dos corpos interconectados entre si são denominados de articulações

(joints em inglês). Estando definidos os elementos constituintes de um sistema multicorpo, im-

porta referir outro aspecto de relevo, que é a topologia do sistema multicorpo, ou seja, como é

que os corpos estão interconectados. As três topologias mais comuns são a estrutura em árvore,

cadeia ou corrente (chain em inglês) e em/com malha cinemática (kinematic loop em inglês) [53].

Um sistema multicorpo em corrente é constituído por vários corpos ligados sucessivamente. Um

sistema em árvore é constituído por vários corpos ligados sucessivamente tal como um sistema em

corrente, com a diferença de que se pode ligar mais que um corpo em sucessivo, criando assim

“ramos”. Num sistema em loop os “ramos” de um sistema em árvore ou o corpo inicial e final de

um sistema em corrente unem-se. Um sistema com loops possui ainda restrições relativas ao fecho

do loop. As seguintes figuras representam os sistemas falados, com a primeira figura com o sis-

tema multicorpo fixo ao chão, enquanto que a segunda figura é referente a um sistema multicorpo

móvel.
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(a) (b)

Figura 3.2: Topologias de Sistemas Multicorpo: 3.2a mostra as três topologias faladas [53]. 3.2b
consiste num sistema multicorpo em árvore, com base móvel [9].

Feito este resumo conceptual dos sistemas multicorpo passa-se nas seguintes secções a deta-

lhar os constituintes dos sistemas multicorpo e as formas de descrever o seu movimento. A análise

do movimento de qualquer sistema mecânico divide-se em duas partes, a cinemática e a dinâ-

mica. Enquanto a primeira trata somente de descrever os movimentos do sistema, a ultima analisa

as forças envolvidas que causam os movimentos em si. Na secção seguinte tratar-se-á então da

cinemática dos sistemas a analisar.

3.2.2 Cinemática

A cinemática é a descrição do movimento de partículas, corpos e sistemas de corpos. Des-

creve como é que estes objectos se movem, mas não o seu porquê. Para se poder descrever ade-

quadamente o movimento de um corpo rígido, é necessário descrever quantidades vectoriais como

posições, velocidades e acelerações [54]. Estas quantidades têm que ser medidas com respeito a

um sistema de coordenadas ou referencial. Um referencial é geralmente constituído por três eixos

ortogonais, fixos num ponto de origem. Na análise da dinâmica de sistemas multicorpo é comum

utilizar-se (pelo menos) dois tipos de referenciais. Um destes referenciais é fixo posicionalmente

no tempo, o chamado referencial global ou inercial [50]. A escolha deste referencial é uma ques-

tão importante na área da navegação aeronáutica ou aeroespacial. O outro tipo de referencial é o

chamado referencial fixo ao corpo que, tal como o nome indica, movimenta-se com o corpo no

qual está fixo. Este referencial é importante para descrever os movimentos rotacionais do corpo

rígido e, subsequentemente, para descrever o movimento de todos os pontos do corpo rígido.
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Figura 3.3: Dois tipos de referenciais diferentes: um inercial na esquerda e outro fixo, no corpo i.
Retirado de [50].

De facto, um corpo rígido é completamente descrito pela sua posição e orientação. Começando

então pela representação da posição de um corpo rígido, esta consiste no fundo na representação

de um ponto, com este normalmente situado no corpo. Esse ponto P, por exemplo, é representado

por vectores r ∈R3. Para se poder expressar as componentes de um vector de posição é necessário

definir um referencial e expressar o vector no mesmo. Pode-se representar, por exemplo, o vector

rOP num referencial n via um sobrescrito como rn
OP ou, para simplificar e tendo em conta que O

é a origem do referencial, rn
P. Um referencial pode ser descrito também como OiXiYiZi, com Oi

a representar a origem do referencial i e XiYiZi os eixos que o compõe. Por vezes omite-se a ori-

gem, ficando só XiYiZi.Os versores {ûx, ûy, ûz} constituintes do referencial n constituem uma base

ortonormal em R3. A posterior representação de um vector pode ser feita de várias formas, sendo

as mais comuns as representações em coordenadas cartesianas, cilíndricas e esféricas. Como na

representação de posições de corpos rígidos se costuma utilizar mais frequentemente coordenadas

cartesianas, estas serão utilizadas no resto do texto. A representação em coordenadas cartesianas

numa base com os versores {ûx, ûy, ûz} é simplesmente:

rn
OP = xûx + yûy + zûz = [x,y,z]T

em que x,y,z são as coordenadas cartesianas do ponto. De forma semelhante, a velocidade linear

de um ponto P em relação a O pode ser escrito da seguinte forma:

vOP =
drOP

dt
= ṙOP

com ṙOP ∈ R3 [54].



3.2 Modelação de Sistemas Multicorpo 19

Figura 3.4: Representação da posição de um ponto

3.2.2.1 Centro de Massa em Sistemas de Partículas. Definição de Corpo Rígido

Embora seja possível representar a posição de um corpo rígido via um ponto associado ao

mesmo, existe um ponto em específico que é utilizado frequentemente e tem certas vantagens,

que é o centro de massa. O movimento do centro de massa de massa permite descrever todo o

movimento de um sistema de partículas, como se o total das forças externas fosse exercido no

centro de massa, com o total da massa do sistema concentrado no mesmo [55]. Considere-se a

seguinte expressão em que a segunda lei de Newton é aplicada a uma partícula i:

∑
j

F ji +Fext,i = mi
dr̈i

dt
(3.1)

Sendo Fext,i o total das forças externas a actuar na partícula e ∑ j F ji o somatório das forças internas

exercidas na partícula i(Fii = 0) pelas outras partículas j que integram o sistema, e se considerar-

mos a terceira lei de Newton (que implica que F ji =−Fi j ) e somarmos o total de forças em todas

as partículas teremos:
d2

dt2 ∑
t

miri = ∑
i, j

i 6= j

F ji +∑
i

Fext,i (3.2)

o que irá equivaler a
d2

dt2 ∑
i

miri = ∑
i

Fext,i (3.3)

Visto ∑ i, j
i6= j

F ji = 0. O centro de massa de um sistema de partículas é dado então pela seguinte

expressão:

rCM =
∑miri

M
(3.4)

em que mi é a massa da partícula i,ri é o vector posição da mesma e M é o somatório da massa de

todas as partículas.
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Figura 3.5: Representação do centro de massa de um sistema de partículas. Retirado de [55].

A segunda lei de Newton para o sistema inteiro pode ser descrita então por:

M
dr̈CM

dt
= ∑

i
Fext,i ≡ Fext,tot (3.5)

com Fext,tot como sendo a força externa total a ser exercida no sistema. Um corpo rígido pode ser

considerado como sendo um sistema de partículas onde a distância de uma partícula i para uma

partícula j permanece constante, ou seja,

∥∥ri j
∥∥= ci j,ci j = cte (3.6)

para uma distribuição continua de massa, pode-se ainda considerar:

rCM =
1
M

∫
V

ρ(r)rdV (3.7)

em que ρ(r) é a distribuição de massa relativa a r, a origem do referencial fixo ao corpo [39].

3.2.2.2 Movimento Rotacional

O referencial fixo ao corpo rígido permite-nos obter a orientação de um corpo rígido, relati-

vamente a um referencial inercial. Considere-se a figura 3.6. Os versores do referencial fixo ao

corpo
[
û′x, û

′
y, û
′
z
]T podem ser obtidos através do referencial inercial através das seguintes relações:

û′x = x′xûx + x′yûy + x′zûz

û′y = y′xûx + y′yûy + y′zûz

û′z = z′xûx + z′yûy + z′zûz

(3.8)

com as componentes de cada versor do referencial fixo ao corpo a constituírem os cossenos de

direcção dos eixos do mesmo, no referencial inercial. De forma mais compacta, pode-se combinar
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Figura 3.6: Referencial inercial e fixo ao corpo, ambos com os versores e eixos que os constituem.

os três versores que descrevem a orientação do corpo da seguinte forma:

R =
[

û′x û′y û′z
]
=

 x′x y′x z′x
x′y y′y z′y
x′z y′z z′z

=

 û′Tx ûx û′Ty ûx û′Tz ûx

û′Tx ûx û′Ty ûx û′Tz ûx

û′Tx ûx û′Ty ûx û′Tz ûx

 (3.9)

De uma forma mais geral, seja o vetor rinercial ∈ Rn, que contém os versores constituintes do

referencial inercial. Existe uma matriz R que transforma estes versores noutros, contidos em

rrodado , integrando estes assim outro referencial, da seguinte forma [56]:

rrodado = Rrinercial (3.10)

A matriz R pertence ao grupo ortogonal especial SO(n). Para matrizes pertencentes a este grupo,

tem-se em consideração as seguintes propriedades:

• R ∈ SO(n)

• R−1 ∈ SO(n)

• R−1 = RT

As colunas de R são mutuamente ortogonais entre si, o que implica essas mesmas colunas

serem versores, o que implica que det R = 1. Para n = 2 a rotação dá-se no plano, para n = 3 as

rotações dão-se no espaço. Por exemplo, para uma rotação no plano de um ângulo θ , exemplificada

na seguinte figura, pode ser representada por:

R =

[
cosθ −sinθ

sinθ cosθ

]
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Para uma rotação semelhante, mas no espaço, em torno de um eixo z, por exemplo, pode-se repre-

sentar da seguinte forma:

Rz,θ =

 cosθ −sinθ 0

sinθ cosθ 0

0 0 1

 (3.11)

em que os subscritos z,θ representam respectivamente o eixo no qual é efectuada a rotação e θ o

ângulo. Uma figura de ambas rotações atrás mencionadas é mostrada de seguida.

Figura 3.7: Rotação no plano, com um ângulo θ . Pode também ser considerada uma rotação no
espaço, em torno de um eixo z, por exemplo.

Esta matriz de rotação pode ser generalizada para um eixo arbitrário e para um ângulo arbitrá-

rio também, segundo o teorema de rotação de Euler [55]. A matriz de rotação R pode também ser

resultante de várias rotações, no que se denomina de composição de rotações. Tendo, por exemplo,

um ponto p pode ser representado num referencial X0Y0Z0, denominado por p0 ou representado

pelo ponto p1 noutro referencial X1Y1Z1, a sua representação é dada por:

p0 = R0
1 p1 (3.12)

que significa que o ponto p é representado no referencial X0Y0Z0 pelo produto da rotação do

referencial X0Y0Z0 para X1Y1Z1 com o ponto p representado no referencial X1Y1Z1. Se houver um

outro referencial X2Y2Z2, pode-se descrever as seguintes relações:

p1 = R1
2 p2

p0 = R0
2 p2

(3.13)

Podendo então representar a rotação R0
2 como:

R0
2 = R0

1R1
2 (3.14)

O que comummente se denomina de composição de rotações. Convém também ressaltar que com

cada rotação, o referencial no qual se efectua a rotação é o referencial pós-rotação. Se se pretender

efectuar uma rotação posterior em relação ao primeiro referencial, normalmente definido como
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referencial fixo, deve-se pré-multiplicar pela primeira rotação, da seguinte forma:

R0
2 = RR0

1 (3.15)

em que R é a rotação no referencial fixo [57]. Para representar então a orientação de um corpo

rígido, podemos utilizar uma matriz de rotação. Contudo, as matrizes de rotação apenas oferecem

uma descrição redundante da orientação do referencial fixo ao corpo, sendo estas caracterizadas

por nove elementos não independentes entre si, mas relacionados por seis restrições devido ás

condições de ortogonalidade das matrizes do grupo SO(3). Nove elementos linearmente depen-

dentes e seis restrições implica que três parâmetros independentes são uma representação mínima

de uma rotação. Uma representação mínima das matrizes do grupo ortogonal SO(n) é dada por
n(n−1)

2 , verificando-se então que para uma rotação no espaço o número de parâmetros para uma

representação mínima é então três e uma rotação no plano pode ser, e geralmente é, dada por

um único parâmetro, neste caso um ângulo [56]. Um conjunto de três parâmetros pode ser então

descrito por um conjunto de três ângulos, denominados de ângulos de Euler, ângulos esses utili-

zados para descrever a orientação de um corpo rígido, em relação a um referencial fixo. Sendo

esta uma definição muito geral, muitas das representações que aparecem descritas na literatura

podem ser consideradas representações baseadas em ângulos de Euler. Algumas representações

distinguem inclusive entre ângulos de Euler próprios, ângulos de Tait-Bryan, ângulos de Cardan,

ângulos náuticos ou até os ângulos de Roll, Pitch and Yaw [54]. De seguida distinguem-se essas

representações.

3.2.2.3 Rotações de Euler generalizadas e Ângulos de Cardan/Roll, Pitch and Yaw

Uma sequência de rotação denominada como sendo uma rotação de Euler generalizada con-

siste numa rotação do primeiro ângulo num eixo, outra rotação do referencial rodado por um eixo

ortogonal e uma última rotação no mesmo eixo (no referencial rodado) que a primeira rotação.

Uma rotação deste tipo muito utilizada é a transformação ZYZ de ângulos de Euler, que é descrita

da seguinte forma:

RZY Z = Rz,φ Ry,θ Rz,ψ =

 cφ −sφ 0

sφ cφ 0

0 0 1


 cθ 0 sθ

0 1 0

−sθ 0 cθ


 cψ −sψ 0

sψ cψ 0

0 0 1

 (3.16)

(Nota: cφ = cosφ , sφ = sinφ , tφ = tanφ )

Se uma sequência de rotação constituir numa composição de rotações em que todos os eixos

são ortogonais entre si tem-se uma rotação definida por ângulos de Cardan ou Roll, Pitch and Yaw.

Um exemplo de tal rotação é:

RXY Z = Rz,ψRy,θ Rx,φ =

 cψ −sψ 0

sψ cψ 0

0 0 1


 cθ 0 sθ

0 1 0

−sθ 0 cθ


 1 0 0

0 cφ −sφ

0 sφ cφ

 (3.17)
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3.2.2.4 Euler Angle Rates

Sendo os ângulos de Euler utilizados para definir a orientação de um corpo rígido, é natural

que os mesmos sejam utilizados para obter a velocidade angular do corpo rígido no referencial fixo

ao corpo ou no referencial inercial. A forma de obter a velocidade angular do corpo é utilizando

as derivadas temporais dos ângulos de Euler, denominados de Euler Angle Rates e multiplicando

as mesmas por uma matriz[58]. Esta matriz é definida, para uma sequência de rotação em Roll,

Pitch and Yaw, por:

Eφθψ =

 φ̇

0

0

+Rx,φ

 0

θ̇

0

+Rx,φ Ry,θ

 0

0

ψ

=

 1 0 −sθ

0 cφ cθsφ

0 −sφ cθcφ

 (3.18)

Assim sendo o vector de velocidade angular do corpo relativa ao referencial inercial ωn
b pode ser

relacionado com o vector de Euler Angle Rates ηrates da seguinte forma:

ω
n
b = Eφθψηrates (3.19)

Se se quiser calcular os Euler Angle Rates via a velocidade angular, pode-se utilizar a matriz

inversa de Eφθψ , que tem a seguinte forma:

E−1
φθψ

=

 1 sφ tθ cφ tθ

0 cφ −sφ

0 sφ

cθ

cφ

cθ

 (3.20)

De certa forma, pode-se dizer que E−1
φθψ

ilustra um dos problemas de uma representação em ângu-

los de Euler, comummente designada de gimbal lock. Este problema consiste na perda de um grau

de liberdade de rotação, o que acontece quando o o ângulo de Pitch (θ ) é múltiplo de 90◦ graus.

Este problema é normalmente resolvido via uma representação em quaterniões.

3.2.2.5 Quaterniões

Os quaterniões são uma extensão dos números complexos, em que uma das suas aplicações

praticas é descrever rotações no espaço. Um quaternião q = q0 +q1i+q2 j+q3k que tenha norma

unitária (|q|= 1) pode definir uma rotação de um vector r através da seguinte relação:

rrodado = qrq∗ (3.21)

em que ∗ representa o transposto hermitiano. Como r rodado = Rr, a matriz de rotação pode

ser exprimida com os parâmetros do quaternião. Expandindo o produto qrq∗ e colocando r em
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evidencia, a matriz de rotação R terá a seguinte forma:

R =

 q2
0 +q2

1−q2
2−q2

3 2(q1q2−q0q3) 2(q1q3 +q0q2)

2(q1q2 +q0q3) q2
0−q2

1 +q2
2−q2

3 2(q2q3−q0q1)

2(q1q3−q0q2) 2(q2q3 +q0q1) q2
0−q2

1−q2
2 +q2

3

 (3.22)

É possível converter entre ângulos de Euler (neste caso Roll, Pitch and Yaw), podendo-se obter a

equivalência entre ângulos de Euler e os parâmetros constituintes dos quaterniões (também cha-

mados de parâmetros de Euler se o quaternião for unitário) igualando as matrizes de rotação e

substituindo os ângulos pelas expressões equivalentes com os parâmetros dos quaterniões. Isto

resulta nas seguintes igualdades [58]: φ

θ

ψ

=

 atan2
(
2(q0q1 +q2q3) ,q2

0−q2
1−q2

2 +q2
3
)

asin(2(q0q2−q3q1))

atan2
(
2(q0q3 +q1q2) ,q2

0 +q2
1−q2

2−q2
3
)
 (3.23)

3.2.2.6 Velocidade Angular

Havendo já em secções anteriores sido obtidas quantidades físicas e parametrizações que per-

mitem descrever movimentos translacionais e orientações, faltam ainda descrever quantidades en-

volvidas em movimentos rotacionais. A velocidade angular permite descrever esses movimentos,

pelo que vai ser brevemente mencionada.

O teorema de Euler afirma que o deslocamento geral de um corpo rígido com um ponto fixo é

a rotação em torno de um eixo, sendo este deslocamento geral uma rotação finita em torno de um

eixo único[55]. Considerando a rotação como sendo de um ângulo infinitesimal ∆θ durante um

intervalo de tempo ∆t então a velocidade de qualquer ponto num corpo rígido, com um ponto fixo,

pode ser calculada através do movimento circular instantâneo em torno de um eixo fixo. Podemos,

por isso, matematicamente definir o vector ω, representativo da velocidade angular, como sendo:

ω =
dθ

dt
n (3.24)

no qual n é o versor do eixo de rotação mencionado, de tal forma que a velocidade linear v de

qualquer ponto no corpo é dada pelo produto vectorial:

v = ω× r (3.25)

em que r é o vector do ponto fixo a um ponto em movimento do corpo, ou seja, um vector definido

num referencial fixo ao corpo[10]. Numa forma mais geral, a velocidade angular de um referencial

fixo ao corpo em relação ao referencial inercial obedece à seguinte relação:

Ṙ(t) = S(ω(t))R(t) (3.26)
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em que S(ω(t)) é a matriz antissimétrica do vector da velocidade angular ω(t),R(t) é a matriz de

rotação que relaciona o referencial inercial com o referencial fixo ao corpo e Ṙ(t) é a derivada tem-

poral da matriz de rotação. Antes de clarificar esta relação, importa definir a matriz antissimétrica

S. Uma matriz S é antissimétrica se:

S+ST = 0 (3.27)

O que implica que os elementos que não estejam na diagonal obedeçam a si j = −s ji, para i 6= j,

enquanto que os elementos da diagonal são zero. Uma matriz antissimétrica no espaço com um

vector ω pode ser descrita da seguinte forma[57]:

S(ω) =−ST (ω) =

 0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0

 , ω =

 ω1

ω2

ω3

 (3.28)

Adicionalmente, a matriz antissimétrica pode ser utilizada para representar um produto vectorial

da seguinte forma:

ω× r = S(ω)r (3.29)

Voltando à equação, pode-se ver que existe uma relação entre a derivada temporal de uma matriz

de rotação e da velocidade angular. Ou seja, se a orientação instantânea de um referencial fixo

ao corpo relativa a um referencial inercial é dada pela matriz de rotação, por sua vez a velocidade

angular do referencial fixo ao corpo está directamente relacionada à derivada da mesma matriz.

3.2.2.7 Posições, Velocidades e Acelerações de Pontos no Corpo

Previamente referiu-se que era necessário um referencial fixo ao corpo para definir todos os

pontos do corpo rígido. Utilizando as expressões já expressas nas secções anteriores estamos

finalmente em condições de o fazer. Considere-se um ponto rOP, que não o centro de massa, no

corpo rígido. Esse ponto é dado pela seguinte expressão:

rOP = rCM + rP (3.30)

O vector rP, estando fixo ao corpo, muda em relação ao referencial inercial se o corpo estiver em

rotação, como se pode ver na figura 3.8. Logo, uma forma de representar o vector seria:

rn
p = Rn

brp (3.31)

O que levaria à expressão do ponto a ficar:

rOP = rCM +Rn
brb

p (3.32)

Se se quiser representar a velocidade do ponto, tem-se então a seguinte expressão:

ṙOP = ṙCM +ω× rn
p = ṙCM +S(ω)Rn

brb
p (3.33)
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Figura 3.8: Representação de um ponto num corpo rígido, que não o centro de massa, com um
vector fixo ao corpo.

E finalmente a aceleração:

r̈OP = r̈CM + ω̇× rn
p +ω×

(
ω× rn

p
)

(3.34)

Que pode ser desenvolvida como a velocidade, com recurso às técnicas anteriormente expostas[10].

3.2.2.8 Cinemática Especifica para Sistemas de Corpos

Um sistema multicorpo poderá ter uma quantidade enorme de corpos, com várias intercone-

xões entre si, pelo que se torna conveniente por motivos conceptuais e mesmo computacionais

haver métodos que descrevam estas ligações.

A forma mais comum de descrever de as descrever é através de grafos direccionados.

Considerando o conjunto dos objectos {Si} , representativos dos corpos do sistema, e os vérti-

ces do grafo
{

u j
}

como sendo as interconexões do sistema consegue-se obter uma representação

compacta de todo o sistema. Obtido o grafo é possível obter uma representação ainda mais sim-

plificada, que é a matriz de incidência. A matriz de incidência Si j tem os seus elementos definidos

como:

si j =


+1, se u j está a sair de Si

−1, se u j está a entrar em Si

0, se u j não entra nem sai em Si

(3.35)

E é definida como sendo:

Si j =

[
S0 j

S

]
(3.36)

em que S0 j denota a ligação a um vértice/nó raiz, normalmente a origem do referencial inercial, e

S é a ligação dos corpos entre si [10][51].
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(a)

(b)

(c)

Figura 3.9: Representação via grafo de sistemas multicorpo: 3.9a monstra a numeração de um
sistema multicorpo [51], que é posteriormente representada como em 3.9b[10]. Em 3.9c vê-se o
esquema do robô reconfigurável de [35] e a sua representação em grafo.

3.2.2.9 Coordenadas Generalizadas

Tendo já uma representação adequada dos movimentos que um corpo rígido pode efectuar,

convém agora abordar a representação dos movimentos no todo. Enquanto que todo o movimento

de um corpo rígido pode ser representado por seis variáveis, três representando o seu movimento

translacional e outras três para representar o seu movimento rotacional (numa representação do

movimento rotacional em quaterniões o movimento rotacional é descrito por quatro parâmetros,

passando para sete variáveis para a representação do seu movimento no todo), no caso de um sis-

tema multicorpo com varias interconexões isto já não se verifica, se as interconexões implicarem

restrições. Assim sendo, a representação de cada corpo por seis ou sete variáveis implica que irão

existir variáveis independentes e dependentes nesse conjunto e terão implicações na resolução das

equações de movimento. Contudo, e isso será abordado na secção da Dinâmica, existem variáveis

que permitem uma representação mínima do movimento do sistema total. Essas variáveis são de-

signadas de coordenadas generalizadas, que consistem numa representação mínima, independente

e completa do movimento do sistema [59]. Essa representação é, portanto, coincidente com os

graus de liberdade do sistema total, dado pela seguinte expressão,

f = 6N− c (3.37)
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na qual f são os graus de liberdade do sistema no total, N é o número de corpos do sistema e c

é o número de restrições do mesmo. O conjunto das coordenadas generalizadas para um sistema

não é único, pelo que vários conjuntos de variáveis podem satisfazer as condições necessárias para

serem coordenadas generalizadas. Um exemplo simples pode ser visto na seguinte figura:

Figura 3.10: Manipulador com dois graus de liberdade. Retirado de [53].

O manipulador tem dois segmentos, representados por C1 e C2, ligados por duas articulações

rotativas. Estas apenas permitem rotação no seu eixo, pelo que restringem os restantes graus de

liberdade. O número de coordenadas generalizadas é então f = 6× 2− 10 = 2. As coordenadas

mais óbvias para descrever todo o movimento do corpo são então os ângulos das articulações,

como se pode ver na figura, α e β . Alternativamente, um dos ângulos poderia ser o que normal-

mente se designa de coordenada relativa, ou seja, em vez de um ângulo ser medido relativamente

ao referencial inercial pode ser medido em relação ao ângulo do corpo anterior, como se pode ver

β̄ na figura [53]. Estando então todas as questões relacionadas com a cinemática dos sistemas

multicorpo abordadas, passa-se na seguinte secção a tratar das restrições, que influenciam tanto a

cinemática como a dinâmica.

3.2.3 Restrições

Um sistema multicorpo pode possuir restrições de movimento entre corpos ou restrições ine-

rentes ao corpo em si. As restrições, quando expressas matematicamente, dão origem a forças e

torques de reacção. Quando uma equação que exprima uma restrição é utilizada para descrever um

sistema matematicamente, implica necessariamente que as coordenadas utilizadas para descrever

o movimento não são independentes [60]. Uma forma de descrever uma restrição de movimento é

através de uma equação do tipo:

Φ≡Φ(q) = 0 (3.38)

onde q é um vector com as coordenadas do sistema e Φ é subsequentemente função destas. Esta

equação é também referida como sendo uma restrição de posição. Se consideramos Φ como sendo

um conjunto de restrições de posição no mesmo vector q e se derivarmos em função do tempo,

vamos obter as restrições de velocidade do sistema, ou restrições cinemáticas, dadas por

Φ(q, q̇)≡ H(q)q̇ = 0 (3.39)
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Em que H é uma matriz nc× nv, onde nc é o número de equações de restrição e nv o número de

variáveis ou coordenadas do sistema. Por fim, se derivarmos as restrições de velocidade em função

do tempo iremos obter as restrições de aceleração do sistema, com a seguinte expressão:

Φ̈(q, q̇, q̈)≡ H(q, q̇)q̈+ Ḣ(q)q̇ = 0 (3.40)

3.2.3.1 Restrições Holonómicas, Não-Holonómicas, Reonómicas e Escleronómicas

As restrições atrás mencionadas possuem classificações posteriores conforme as suas depen-

dências entre variáveis [61]. Para além de restrições posicionais e cinemáticas, existem outras

classificações úteis. São denominadas de restrições holonómicas as restrições que imponham uma

restrição tanto nas variáveis posicionais e nas suas velocidades respectivas. As restrições holonó-

micas podem ser dadas por restrições posicionais ou geométricas, ou ainda por restrições cinemá-

ticas integráveis. Se no conjunto das restrições de um sistema houver alguma não integrável, este

sistema será um sistema não-holonómico. Uma restrição não-holonómica só impõe restrições ao

nível das velocidades.

Figura 3.11: Um sistema que integra tanto restrições holonómicas e não-holonómicas, um UMR
(Underactuated mobile robot) com uma restrição não-holonómica, no sentido em que a roda do
robô tem que rolar sem deslizar e restrições holonómicas nas articulações que ligam os seus dois
segmentos. Retirado de [62]

Importa também saber se estas restrições são variáveis no tempo. Se forem, são denominadas

de reonómicas. Caso contrário, são escleronómicas. Por fim, outra propriedade importante é late-

ralidade das restrições, ou seja, se uma restrição é unilateral ou bilateral. Uma restrição bilateral

implica transmissão de forças reactivas em dois sentidos diferentes, enquanto que uma unilate-

ral implica a transmissão num só sentido, algo que é frequente quando se considera impactos e

contactos, algo que não é de muita relevância nesta Dissertação [53].
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3.2.3.2 Articulações e Pares Cinemáticos. Restrições Comuns

Uma das formas das restrições serem descritas em sistemas multicorpo é através de articu-

lações, podendo estas ser executadas através de pares cinemáticos, ou seja, uma conexão física

concreta entre dois corpos que restringe o seu movimento, ou serem apenas consideradas como

abstracções matemáticas.

Figura 3.12: Articulações básicas utilizadas na modelação de sistemas multicorpo. (a) é uma arti-
culação esférica, (b) uma rotativa, (c) uma prismática/translacional e (d) uma articulação. Pode-se
ainda ver em cada articulação os seus graus de liberdade representados. Retirado de [52].

De qualquer forma, tanto o objecto abstracto como uma implementação real podem ser mode-

lados num sistema multicorpo através de restrições comuns. Um exemplo simples é a restrição de

um ponto comum a dois corpos, do tipo

Pn
i = Pn

j ≡Φ = Pn
i −Pn

j = 0 (3.41)

em que um ponto Pn
i pertencente a um corpo i coincide com o ponto Pn

j do corpo j. Sendo uma

equação que envolve apenas posições, restringindo três graus de liberdade translacionais, podemos

concluir que com apenas esta equação se modela o comportamento de uma articulação esférica.

Outras restrições comuns são a imposição de paralelismo ou perpendicularidade de vectores no

referencial fixo ao corpo e de orientação relativa, normalmente via composição de rotações,

Ri
j,cte = Ri

nRn
j (3.42)

em que Ri
j,cte é uma orientação relativa constante entre os referenciais, representados por Rn

i e Rn
j ,

e finalmente de distância, obedecendo a uma expressão como,

dT
i jdi j = `2 (3.43)

em que di j = Pn
j −Pn

i e ` uma distância constante. De notar que estas restrições mencionadas são

todas holonómicas [63].

3.2.4 Dinâmica

A Dinâmica consiste na relação entre o movimento de um corpo/sistema e as forças/torques

que o geram. Uma das formas mais simples de analisar as forças a actuar num corpo é fazendo

um diagrama de corpo livre, podendo-se seguir o mesmo raciocínio para um sistema, isolando os

corpos constituintes do sistema e fazer um diagrama de corpo livre para cada. Ora, em sistemas
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multicorpo esse diagrama terá, portanto, forças aplicadas pelos outros corpos e forças reactivas,

provenientes das restrições que os corpos possuem entre si. Desta forma, o total das forças será

uma força/torque equivalente a actuar no centro de massa.

Uma forma de obter esta relação é através das equações de Newton-Euler, que consiste em

considerar as relações entre as taxas de variação de momento linear/angular com o total de for-

ças/torques externos exercidos sobre o sistema, previamente formuladas por Isaac Newton para

partículas e mais tarde generalizado para corpos rígidos por Leonard Euler.

3.2.4.1 Equações de Movimento de Newton-Euler

As equações de Newton-Euler para um único corpo são então:

mr̈ = fext (3.44)

Ḣ =
d
(

Inωn
b/n

)
dt

= τext (3.45)

onde m é a massa do corpo, r̈ é a aceleração do seu centro de massa, fext é o conjunto das forças

externas aplicadas no corpo, Ḣ é a variação temporal do momento angular, In é o tensor de inercia

do corpo em relação a um referencial inercial cuja origem é o seu centro de massa, ωn
b/n é a

velocidade angular do corpo em relação ao referencial inercial e τext é o conjunto de torques

aplicados no corpo. A primeira expressão é retirada directamente da 2a Lei de Newton, enquanto

que a segunda já requer que se considere uma diferença essencial entre movimento translacional

e rotacional. Enquanto que a massa m permanece constante na maioria dos casos considerados,

com o tensor de inercia esse já não é o caso. Suponha se que um tensor de inercia é calculado

no centro de massa do corpo, mas em vez de ser em relação a um referencial inercial passa a

ser a um referencial fixo ao corpo. Isso supõe que esse mesmo tensor de inercia I é constante,

independentemente das rotações que o corpo possa fazer. Contudo, o tensor In é dado por:

In = RIRT (3.46)

em que R é a matriz que faz a transformação entre o referencial inercial e o fixo ao corpo. Assim

sendo, uma forma de ultrapassar esta dificuldade é escrevendo a equação 3.45 no referencial fixo

ao corpo, da seguinte forma:

Iω̇
b
b/n +ω

b
b/n×

(
Iω

b
b/n

)
= τext (3.47)

Esta equação é deduzida de seguida. Sabe-se que:

ṘRT = S
(

ω
n
b/n

)
(3.48)
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ou seja, a velocidade angular do corpo no referencial inercial é dada pela equação antecedente. A

velocidade angular no referencial fixo ao corpo é então:

ω
n
b/n = Rω

b
b/n,ω

b
b/n = RT

ω
n
b/n (3.49)

O momento angular pode então ser representado por:

H = RIRT Rω
b
b/n = RIω

b
b/n (3.50)

Derivando em ordem ao tempo, obtém-se a variação do momento angular no referencial inercial:

Ḣ = ṘIω
b
b/n +RIω̇

b
b/n (3.51)

Considerando mais uma vez:

ṘRT = S
(

ω
n
b/n

)
, Ṙ = S

(
ω

n
b/n

)
R (3.52)

tem-se que:

Ḣ = S
(

ω
n
b/n

)
RIω

b
b/n +RIω̇

b
b/n (3.53)

E expressando-se a variação do momento angular no referencial fixo ao corpo fica-se com:

RT Ḣ = RT S
(

ω
n
b/n

)
RIω

b
b/n + Iω̇

b
b/n

= S
(

RT
ω

n
b/n

)
Iω

b
b/n + Iω̇

b
b/n

= S
(

ω
b
b/n

)
Iω

b
b/n + Iω̇

b
b/n = ω

b
b/n×

(
Iω

b
b/n

)
+ Iω̇

b
b/n

(3.54)

As equações de Newton-Euler podem então ser escritas como:

mir̈t = f n
ext,i + f n

r,i (3.55)

ω
b
b/n×

(
Iω

b
b/n

)
+ Iω̇

b
b/n = RT

τext (3.56)

Para um sistema de vários corpos, pode-se escrever as equações da seguinte forma:

mir̈i = f n
ext,i + f n

r,i (3.57)

ω
b
b/n,i×

(
Iiω

b
b/n,i

)
+ Iiω̇

b
b/n,i = τ

b
ext,i + τ

b
r,i (3.58)

onde mi é a massa do corpo i, r̈i é a aceleração do centro de massa de i, f n
ext.i é o conjunto das

forças aplicadas em i, f n
r,i é o conjunto das forças reactivas em i, ambas no referencial inercial, τa

i

e τr
i são os torques aplicados e reactivos, respectivamente, no referencial fixo ao corpo, ωb

b/n,i é a
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velocidade angular no referencial fixo e Ii é o tensor de inercia, expresso também no referencial

fixo [57][54][56].

A presença de forças e torques reactivos nestas equações implicam a presença de restrições

no sistema. Contudo, estas mesmas forças/torques permitem uma formulação mais simplificada

da dinâmica do sistema e são parte integrante da chamada formulação recursiva de Newton-Euler.

Como o nome indica, esta formulação, muito utilizada em sistemas com manipuladores, calcula

recursivamente as velocidades e acelerações dos corpos, para manipuladores os segmentos que os

constituem, na chamada forward recursion e calcula as forças e torques em cada segmento, na

backward recursion [54][56].

É possível representar as equações de Newton-Euler com coordenadas generalizadas, mas

primeiro será mais fácil a percepção de tal método abordando alguns conceitos inerentes a outras

equações de movimento, comummente denominadas de equações de Lagrange ou Euler-Lagrange.

3.2.4.2 Equações de Euler-Lagrange

As equações de Lagrange ou Euler-Lagrange são equações que descrevem o movimento de

sistemas mecânicos sujeitos a restrições holonómicas, quando estas mesmas restrições obedecem

ao princípio do trabalho virtual. As equações são as seguintes:

d
dt

∂K
∂ q̇k
− ∂K

∂qk
= Qk (3.59)

Em que K é a energia cinética do sistema, qk é a coordenada generalizada k, do conjunto das

coordenadas generalizadas q do sistema e Qk é a força generalizada na coordenada k. Esta força

generalizada Qk pode ainda subdividir-se em:

Qk =−
∂P
∂qk

+Qk,nc (3.60)

no qual P é uma função de energia potencial do tipo P(q) e Qk,nc é uma força não-conservativa em

qk. Reorganizando os termos fica-se com a seguinte expressão:

d
dt

∂L

∂ q̇k
− ∂L

∂qk
= Qk,nc (3.61)

Na qual L é o Lagrangiano do sistema, dado pela expressão:

L = K−P (3.62)

Num sistema multicorpo pode-se então calcular as suas equações de movimento via as equações

de Lagrange, se forem sabidas as suas expressões para a energia cinética e potencial. Para um

corpo rígido, a sua energia cinética é calculada da seguinte forma:

K =
1
2

mvT v+
1
2

ω
T In

ω (3.63)
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No qual v é a velocidade linear do corpo, ω a velocidade angular e In o tensor de inercia, calculada

via:

In = RIRT (3.64)

A energia potencial no caso do corpo rígido resume-se à força da gravidade, pelo que:

P = gT rCMm (3.65)

Em que gT é o vector que indica a direcção da gravidade no referencial inercial, rCM é o vector

do centro de massa do corpo e m é a massa do corpo em questão.

Para estender este conceito para sistemas com múltiplos corpos é necessário definir primeiro

as seguintes relações:

vi = Jvi(q)q̇, ωi = Jωi(q)q̇ (3.66)

As matrizes Jvi(q) e Jωi(q) são as matrizes Jacobianas, sendo utilizadas para exprimir restri-

ções neste caso entre as velocidades vi e ωi, e as derivadas temporais das coordenadas generaliza-

das. Isto permite-nos então substituir as velocidades nas expressões de energia cinemática de cada

corpo, ficando estas expressões formuladas com coordenadas generalizadas. A derivação subse-

quente destas expressões é extensiva, pelo que se finalizará esta exposição com a forma matricial

das equações de movimento de Lagrange ou Euler-Lagrange:

M(q)q̈+C(q, q̇)q̇+g(q) = Qext (3.67)

Em que M(q) é a chamada matriz de inercia do sistema, C(q, q̇) é a matriz que contêm os termos

centrípetos, g(q) a força gravítica a actuar no sistema e Qext é o vector das forças generalizadas

externas. Utilizando a formulação de Newton-Euler é possível a obtenção das mesmas equações,

utilizando as matrizes Jacobianas atrás referidas [57].

Estas equações permitem descrever um sistema multicorpo arbitrário. Contudo, se o sistema

tiver restrições não-holonómicas as coordenadas generalizadas irão ter restrições entre si, visto

não existir uma relação integrável entre elas. Considere-se então a seguinte expressão:

M(q)q̈ = Qtot +Qcons (3.68)

em que Qtot é o vector das forças generalizadas total, dado por

Qtot = Qext −C(q, q̇)q̇−g(q) (3.69)

E Qcons é o vector das forças generalizadas reactivas, provenientes de restrições. O vector Qcons

pode ser calculado utilizando uma abordagem com recurso a multiplicadores de Lagrange, ou seja:

Qcons =−hT
q λh−hT

q̇ λḣ−hT
q̈ λḣ (3.70)

em que λh e λh são os multiplicadores de Lagrange associados às restrições não-holonómicas ao
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nível da velocidade e da aceleração, respectivamente, com hq̇ e hq̈ a corresponderem às matrizes

Jacobianas dos vectores com as relações de restrição ao nível das velocidades e das acelerações hv

e ha, calculadas em relação aos vectores das velocidades e acelerações generalizadas, ou seja:

hq =
dhp

dq
,hq̇ =

dhv

dq̇
,hq̇ =

dha

dq̈
(3.71)

com:

hp(q, t) = 0, hv(q, q̇, t) = 0, ha(q, q̇,q, t) = 0 (3.72)

supondo restrições reonómicas. Isto implica que para obter os valores desconhecidos dos mul-

tiplicadores de Lagrange se tenha que incluir as equações das restrições para se poder resolver

as restantes equações do sistema. Isso implica a resolução de sistemas de equações diferenciais-

algébricas, ao invés de equações diferenciais ordinárias, como tem sido feito até a introdução desta

questão. Como a resolução de DAEs[64] implica alguns cuidados no seu cálculo numérico e a sua

utilização não é muito fácil de utilizar em esquemas de controlo que envolvam modelos, passa-se

para a descrição de um método que permite a resolução das equações de movimento, com métodos

de cálculo numérico mais acessíveis.

3.2.4.3 Formulação de Udwadia-Kalaba

As equações centrais de movimento restrito, também denominadas de equações de Udwadia-

Kalaba, permitem a obtenção de uma solução analítica para o problema do movimento restrito.

A característica principal deste método de obtenção de equações de movimento de um sistema

com movimento restrito, como é um sistema multicorpo, prende-se na utilização do princípio de

Gauss da mínima restrição. Este princípio constata que o movimento de um sistema mecânico

sujeito a restrições obedece a uma trajectória correspondente ao desvio mínimo entre o vector das

acelerações generalizadas do sistema com restrições e do vector de acelerações generalizadas do

mesmo sistema sem estar sujeito a restrições, podendo este princípio ser equiparado ao princípio

do trabalho virtual, em conjunção com a utilização de multiplicadores de Lagrange. De forma

resumida pode-se representar o sistema de equações diferenciais algébricas da seguinte forma:

Mq̈ = Qtot −AT
λ

A(q, q̇, t)q̈ = b(q, q̇, t)
(3.73)

Em que Qcons =−ATλ . Este método assume que a restrições näo-holonómicas ao nível das acele-

rações são funções não-lineares das coordenadas e velocidades generalizadas q e q̇ mas ao mesmo

tempo também são funções lineares das acelerações generalizadas q̈. Isto verifica-se na relação x,

onde A(q, q̇, t) é a matriz Jacobiana com dimensão nc×nv, onde nc é o número de restrições ho-

lonómicas e não-holonómicas e nv o número de coordenadas generalizadas, e b ( q, q̇, t) é o vector

de velocidade quadrática com dimensão nc. Verifica-se então que as restrições são todas incluídas

na relação anterior referida.
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A obtenção das chamadas equações de Udwadia-Kalaba implica a obtenção de uma forma

fechada para o vector das acelerações generalizadas e para os multiplicadores de Lagrange. Sejam

então essas variáveis dadas por:

q̈ = auncons(q, q̇, t)+acons(q, q̇, t)

λ =−Fe
(3.74)

em que auncons corresponde à aceleração do sistema na ausência de restrições e acons(q, q̇, t), com

F(q, q̇, t) representando uma matriz nc×nc denominada de matriz de realimentação de restrições e

e(q, q̇, t) a representar um vector de dimensão nc, que quantifica a violação das equações de restri-

ção ao nível de aceleração, considerando o vector de aceleração generalizada do sistema na ausên-

cia de restrições. Considerando que a matriz de inercia M é não-singular, o vector auncons(q, q̇, t) é

dado por:

auncons(q, q̇, t) = M−1Qtot (3.75)

O vector e(q, q̇, t) é dado por:

e(q, q̇, t) = b−Aauncons (3.76)

quantificando assim analiticamente o desvio entre a aceleração do sistema sem restrições e ä.

Quanto à matriz F pode-se computar explicitamente da seguinte forma:

F = K†,K = AM−1AT (3.77)

com K(q, q̇, t) comummente designada por matriz da dinâmica correspondente ao sistema restrito

com dimensão nc×nc,K† como sendo a pseudo-inversa de Moore Penrose. E importante notar que

a pseudo-inversa coincide com uma inversa comum se a sua característica completa for igual ao seu

número de colunas. Isto permite a quem modela expressar restrições redundantes se necessário, o

que permite uma maior flexibilidade no processo de modelação de sistemas com restrições. Estas

expressões permitem calcular as forças representadas no vector Qcons da seguinte forma:

Qcons =−AT
λ = ATFe = ATK† (b−Aauncons) =

= AT (AM−1AT )† (
b−AM−1Qtot

) (3.78)

A aceleração do sistema pode ser obtida então da seguinte forma:

acons(q, q̇, t) = M−1Qcons (3.79)

Tendo assim obtido por final uma forma de representar uma grande parte de sistemas com res-

trições, holonómicas e não-holonómicas, sem ter que recorrer a resolução de DAEs [65]. Outros

métodos para obtenção de equações de movimento podem ser vistos em [36] e [66].
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3.2.5 Elementos de Força

Uma das formas de modelar forças aplicadas por fenómenos físicos ou por objectos/dispositivos

a actuar em corpos e entre corpos são os chamados elementos de força. Os elementos de força

mais comuns são os actuadores, as molas e os amortecedores.

Figura 3.13: Elementos de força, com os pontos de ligação Pn
j e Pn

i exemplificados no actuador

Estes actuam ponto a ponto, interconectando os corpos onde os pontos estão situados. O ac-

tuador exerce uma força de magnitude constante, ou temporalmente variável, na direcção definida

pelos dois pontos, mas em sentidos opostos. Uma convenção de sinais possível é considerar a

força fa,i no corpo i positiva quando "puxa"(push) os dois corpos interconectados mais próximos

entre si e negativa quando "empurra"(pull) os mesmos, ficando os dois corpos interconectados

mais distantes. Em termos matemáticos isto pode ser escrito da seguinte forma:

f a,i = ‖ f a‖ d̂i j =− f a, j (3.80)

em que ‖ f a‖ é a magnitude da força f a,i, simétrica a f a, j, d̂ versor da distância di j = Pn
j −Pn

i , em

que Pn
j e Pn

i são pontos nos corpos interligados, descrito por

d̂i j =
di j

L
(3.81)

em que L é a magnitude de di j, definida como sendo L =
√

dT
i jdi j. Outro elemento, talvez o mais

utilizado e conhecido, é a mola. A força de uma mola pode ser dada por:

∥∥ f s,i

∥∥= k (L(di j)−L(0)) (3.82)

em que k é a rigidez da mola, L(di j) é o comprimento da mola deformada e L(0) é o compri-

mento da mola quando em repouso. A convenção de sinal referida para o actuador repete-se, com∥∥ f s,i

∥∥ positiva quando L(di j)> L(0), com a mola em tensão e negativa L(di j)< L(0), quando em

compressão. Finalmente, o amortecedor tem uma força descrita por

∥∥ f d,i

∥∥= dcL̇ (3.83)
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em que dc é o coeficiente de amortecimento e L̂ é a variação temporal do tamanho do amortecedor.

L̂ pode ser calculado derivando L2 = dT
i jdi j temporalmente, o que dará a seguinte expressão,

2LL̇ = 2dT
i jdi j ≡ L̇ =

1
L

dT
i jḋi j = d̂

T
i jḋi j (3.84)

em que ḋi j = Ṗn
j − Ṗn

i . O amortecedor opõe-se ao movimento dos dos corpos, pelo que quando os

corpos se afastam as forcas do amortecedor "puxa"em oposição e "empurra"quando os corpos de

aproximam.

Estes três elementos em paralelo podem ainda actuar como um elemento de força combinado,

ficando então a força exercida por eles como:

f sda,i =
(∥∥ f s,i

∥∥+∥∥ f d,i

∥∥+∥∥ f a,i

∥∥) d̂i j ≡− f sda,j (3.85)

Este elemento de força combinado pode ser considerado conceptualmente como uma “pseudo-

articulação”, sendo esta constituída por um “segmento” de tamanho variável, ligado por duas

articulações, rotativas no plano e esféricas no espaço, visto não restringir nenhum dos graus de

liberdade dos corpos, apenas influenciando o seu movimento.

Figura 3.14: Dois corpos ligados por uma "pseudo-articulação". Retirado de [67].

De notar também que estes elementos de força têm as suas contrapartes rotacionais, mas por

brevidade e como não irão ser utilizadas neste texto, não serão abordadas.

3.3 Modelação de AUVs

Um modelo matemático que descreva o movimento de um AUV/ROV é algo inerentemente

complexo, com muitos factores e variáveis a considerar na sua modelação, podendo até à primeira

vista não parecer algo fazível com as ferramentas analíticas abordadas anteriormente, sendo algo

que talvez seja se insira melhor na área da mecânica de fluidos e com recurso a ferramentas de

CFD (Computacional Fluid Dynamics). Não obstante, e não negando obviamente importância

central das áreas anteriores, o desenvolvimento de modelos que representassem AUVs fiavelmente

é possível, quando se alia conceitos base de sistemas multicorpo e da dinâmica do corpo rígido

com técnicas de analise de hidrodinâmica e hidrostática. Talvez o modelo mais utilizado seja o
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inicialmente concebido em [68], tanto para veículos subaquáticos e embarcações de superfície

[69], que foi concebido precisamente para o design de sistemas de controlo, em combinação com

a identificação e estimação dos parâmetros do sistema. Este modelo tem a particularidade de

ser modelado com as equações de Newton-Euler e usa na sua cinemática conceitos já abordados

anteriormente, como parametrização de rotações via ângulos de Euler e quaterniões, assim como

a utilização de Euler Angle Rates. Este modelo bastante utilizado, descrito em [70] [69] e [71], é

o que irá ser abordado sucintamente nesta secção.

3.3.1 Cinemática do AUV

Um AUV é normalmente representado com recurso a dois referenciais de tipos diferentes. Um

deles é o referencial inercial denominado de NED, para North-East-Down, cuja origem é fixa num

ponto na superfície. O outro referencial é o referencial fixo ao corpo. Um AUV representado

via referencial NED possui seis graus de liberdade, ou seja, três coordenadas posicionais e três

coordenadas rotacionais, que representam rotações em torno dos três eixos do seu referencial

fixo ao corpo, considerando as convenções utilizadas pela SNAME (Society of Naval Architects

and Marine Engineers). Segundo esta convenção, um AUV tem para a translação as seguintes

coordenadas

η1 = [n,e,d]T ,ν1 = [u,v,w]T (3.86)

onde as translações nos eixos do x,y e z são dadas por η1 e denominadas por surge, sway e he-

ave, e onde ν1 representa as velocidades lineares respectivas, no referencial fixo ao corpo. Para

representar as rotações, tem-se que

η2 = [φ ,θ ,ψ]T ,v2 = [p,q,r]T (3.87)

onde as rotações em torno dos eixos do referencial fixo ao corpo são representadas por η2, que

como se pode ver são ângulos de Euler, mais concretamente a representação de Roll, Pitch and

Yaw, v2 é o vector das velocidades angulares do referencial fixo em relação ao referencial inercial,

representadas no referencial do corpo. Fica-se então com o vector das coordenadas generalizadas

inerciais como sendo

η = [η1,η2]
T = [n,e,d,φ ,θ ,ψ]T (3.88)

e o vector das velocidades fixas ao corpo como

v = [v1,v2]
T = [u,v,w, p,q,r]T (3.89)

tem-se ainda que as forças e momentos de acção associados a cada coordenada como sendo τ =

[X ,Y,Z,K,M,N]T .
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Figura 3.15: Esquema de um AUV com as coordenadas, forças e direcções convencionadas pela
SNAME. Note-se ainda o referencial inercial NED. Retirado de [72]

As equações da cinemática com seis graus de liberdade podem ser dadas por:

η̇ = Jθ (η)v (3.90)

Com J(η) a representar

JΘ(η) =

[
Rn

b (η2) 03×3

03×3 Tθ (η2)

]
(3.91)

ComRn
b (η2) = Rz,ψRy,θ Rx,φ e (3.92)

A sua inversa é dada por

Rn
b (η2)

−1 = RT
x,φ RT

y,θ RT
z,ψ (3.93)

A matriz Tθ (η2) é representada por:

Tθ (η2) =

 1 sφ tθ cφ tθ

0 cφ −sφ

0 sφ

cθ

cφ

cθ

→ Tθ (η2)
−1 =

 1 0 −sθ

0 cφ cθsφ

0 −sφ cθcφ

 ,θ 6=±90◦ (3.94)

Note-se que a matriz Tθ (η2) é indefinida para θ = ±90◦ e Tθ (η2)
−1 6= Tθ (η2)

T Uma possibili-

dade para resolver este problema é utilizar duas representações baseadas em ângulos de Euler ou

utilizando quaterniões. Usando um quaternião qb = [q0,q1,q2,q3]
T , a sua matriz de rotação pode

se exprimir como na secção de Cinemática anterior:

Rn
b (qb) =

 q2
0 +q2

1−q2
2−q2

3 2(q1q2−q0q3) 2(q1q3 +q0q2)

2(q1q2 +q0q3) q2
0−q2

1 +q2
2−q2

3 2(q2q3−q0q1)

2(q1q3−q0q2) 2(q2q3 +q0q1) q2
0−q2

1−q2
2 +q2

3

 (3.95)

Por sua vez, a derivada temporal de qb é dada por:

q̇b = Tq (qb)v2 = Tq (qb)ω
b
b/n (3.96)
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Onde a matriz Tq (qb) é definida como sendo:

Tq (qb) =
1
2

HT =


−q1 −q2 −q3

q0 −q3 q2

q3 q0 −q1

−q2 q1 q0

 (3.97)

em que a matriz H é definida por H = [−q,q0I3×3−S(q)] , com q0 a representar a parte inteira

de qb e q a representar a parte vectorial. Temos então a representação em quaternião definida da

seguinte forma:

η̇ = [η̇1, q̇b]
T = Jq(η)v (3.98)

com Jq(η) com a seguinte composição [73]:

Jq(η) =

[
Rn

b (qb) 03×3

04×3 Tq (qb)

]
(3.99)

3.3.2 Dinâmica do AUV

As equações de movimento de AUVs são formuladas frequentemente de forma a tomarem

vantagem da geometria do veículo. Tendo isto em conta, a 2a Lei de Newton pode ser formulada

relativamente ao referencial fixo ao corpo como:

MRBv̇+CRB(v)v = τH + τ (3.100)

Em que τH representa as forças e momentos hidrodinâmicos/hidrostáticos, τ as entradas contro-

láveis e outras forças exteriores, MRB a matriz de inércia do sistema e CRB(v) a matriz Centripeta

- Coriolis. Para um veículo completamente submergido, as forças e momentos hidrodinâmicos

devem-se a massa acrescentada e amortecimento proveniente do fluído envolvente, enquanto que

as forças e momentos hidrostáticos se devem ao peso do veículo e a sua flutuabilidade. Isto pode

ser visto na seguinte equação,

MRBv̇+CRB(v)v+MAv̇+CA(v)v+D(v)v+g(η) = τ (3.101)

Em que as matrizes com o subscrito A são as matrizes de massa acrescentada, D(v) é a matriz de

amortecimento e g(η) é o vector de forças e momentos gravitacionais e de flutuabilidade. Mais

compactamente pode-se expressar a seguinte equação na forma:

Mv̇+C(v)v+D(v)v+g(η) = τ (3.102)
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em que M =MRB+MA e C =CRB+CA Para uma formulação relativa ao referencial inercial tem-se

primeiro em conta as seguintes relações:

η̇ = J(η)v↔ v = J−1(η)η̇

η̈ = J(η)v̇+ J̇(η)v↔ v̇ = J−1(η)[η̈− J̇(η)η̇ ]
(3.103)

Para eliminar v e v̇ da equação de movimento define-se:

Mη(η) = J−T (η)MJ−1(η)

Cη(v,η) = J−T (η)
[
C(v)−MJ−1(η)J̇(η)

]
J−1(η)

Dη(v,η) = J−T (η)D(v)J−1(η)

gη(η) = J−T (η)g(η)

τη(η) = J−T (η)τ

(3.104)

com J̇(η) dada por[74]:

J̇(η) =


0 φ̇cφ tθ+sφ θ̇

c2
θ

−φ̇sφ tθ+cφ θ̇

c2
θ

0 −φ̇sφ −φ̇cφ

0 φcφ cθ+sφ θ̇sθ

c2
θ

−φ̇sφ cθ+cφ θ̇θ

c2
θ

 (3.105)

Ficando então a equação de movimento no referencial inercial:

Mη(η)η̈ +Cη(v,η)η̇ +Dη(v,η)η̇ +gη(η) = τη(η) (3.106)

De seguida serão descritas as matrizes constituintes das equações de movimento. A matriz M

é constituída pelos termos pertencentes á sua configuração enquanto corpo rígido MRB e pelos

termos de massa acrescentada MA. MRB é descrita da seguinte forma:

MRB =

[
mI3×3 −mS

(
rb

g
)

mS
(
rb

g
)

Io

]
=



m 0 0 0 mzg −myg

0 m 0 −mzg 0 mxg

0 0 m myg −mxg 0

0 −mzg myg Ix −Ixy −Ixz

mzg 0 −mxg −Iyx Iy −Iyz

−myg mxg 0 −Izx −Izy Iz


(3.107)

em que rb
g = [xg,yg,zg]

T representa o centro de gravidade do veículo em relação ao referencial do
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corpo e Io representa o tensor de inércia. A matriz MA é descrita da seguinte forma:

MA =−



Xu̇ Xv̇ Xẇ Xṗ Xq̇ Xṙ

Yu̇ Yv̇ Yẇ Yṗ Yq̇ Yṙ

Zu̇ Zv̇ Zẇ Zṗ Zq̇ Zṙ

Ku̇ Kv̇ Kẇ Kṗ Kq̇ Kṙ

Mu̇ Mv̇ Mẇ Mṗ Mq̇ Mṙ

Nu̇ Nv̇ Nẇ Nṗ Nq̇ Nṙ


(3.108)

Se o AUV tiver três planos de simetria, os elementos fora da diagonal podem ser ignorados. A

matriz C contém os termos centrípetos e de Coriolis relativos ao corpo rígido CRB(v) e à massa

acrescentada CA(v). CRB(v) é descrita da seguinte forma:

CRB(v) =

[
03×3 −mS(v1)−mS(v2)S

(
rb

g
)

−mS(v1)+mS
(
rb

g
)

S(v2) −S(Iov2)

]
(3.109)

Por sua vez, CA(v) tem a seguinte composição:

CA =



0 0 0 0 −a3 a2

0 0 0 a3 0 −a1

0 0 0 −a2 a1 0

0 −a3 a2 0 −b3 b2

a3 0 −a1 b3 0 −b1

−a2 a1 0 −b2 b1 0


(3.110)

com:

a1 = Xu̇u+Xv̇v+Xẇw+Xṗ p+Xq̇q+Xṙr

a2 = Yu̇u+Yν̇v+Yẇw+Yṗ p+Yq̇q+Yṙr

a3 = Zu̇u+Zv̇v+Zẇw+Zṗ p+Zq̇q+Zṙr

b1 = Ku̇u+Kv̇v+Kẇw+Kṗ p+Kq̇q+Kṙr

b2 = Mu̇u+Mν̇v+Mẇw+Mṗ p+Mq̇q+Mṙr

b3 = Nu̇u+Nv̇v+Nẇw+Nṗ p+Nq̇q+Nṙr

A matriz de amortecimento D(v) pode ser separada em duas componentes, uma não-linear e

outra linear, na seguinte forma:

D(v) = D`+Dq(v) (3.111)

com

D` =−



Xu Xv Xw Xp Xq Xr

Yu Yv Yw Yp Yq Yr

Zu Zv Zw Zp Zq Zr

Ku Kv Kw Kp Kq Kr

Mu Mv Mw Mp Mq Mr

Nu Nv Nw Np Nq Nr


(3.112)
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e com Dq a representar o amortecimento quadrático. Ambas os termos estão presentes nas duas

matrizes, podem ser obtidos experimentalmente/empiricamente.

O vector de forças e momentos de restabelecimento g(η) é composto pela soma das compo-

nentes da gravidade e flutuabilidade. A força da gravidade actua através do centro de gravidade

descrito por rb
g = [xg,yg,zg]

T enquanto que a força de flutuabilidade actua no centro de flutua-

bilidade rb
b = [xb,yb,zb]

T . As magnitudes destas forças são calculadas com recurso às seguintes

expressões:

W = mg,B = ρg∇ (3.113)

Onde m é a massa do veículo, g é a aceleração da gravidade, ρ é a densidade da água e ∇ é o

volume de fluido deslocado pelo veículo. A força da gravidade f n
g e a força de flutuabilidade f n

g

no referencial inercial são dadas por:

f n
g =

 0

0

W

 , f n
b =

 0

0

B

 (3.114)

Como as equações do movimento são relativas ao referencial fixo ao corpo, então,

f b
g = RnT

b

 0

0

W

 , f b
b = RnT

b

 0

0

B

 (3.115)

g(η) pode então ser calculado da seguinte forma, no referencial fixo ao corpo:

g(η) =

[
f b

g− f b
b

rb
g× f b

g− rb
b× f b

b

]
=



(W −B)sθ

−(W −B)cθsφ

−(W −B)cθcφ

−(ygW − ybB)cθcφ +(zgW − zbB) cθcφ

(zgW − zbB)sθ +(xgW − xbB)cθcφ

−(xgW − xbB)cθsφ − (ygW − ybB)sθ


(3.116)

Para o caso de o sistema possuir um sistema de flutuabilidade variável com variação de volume, a

força B pode ser dada por:

B = ρg∇0 +ρg
∫ t

0
∇̇dt = ρg

(
∇0 +

∫ t

0
∇̇dt

)
(3.117)

Onde ∇0 representa o volume inicial do veículo e ∇̇ representa a variação volumétrica do veículo.

Uma variação de volume pode ter a seguinte equação:

∇̇ =C f illδ f ill−Cventδvent (3.118)

em que Cfill é taxa de enchimento do fluido utilizado para variar o volume, Cvent é taxa de exaustão
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do fluido utilizado para variar o volume e δfill/δvent são variáveis binárias mutuamente exclusivas

/que representam que operação o sistema de flutuabilidade variável esta a efectuar [75][76]. As

forças aplicadas no AUV podem ser expressas como sendo forças e momentos de propulsão τp e

forças e momentos de interconexão τintercon, de interconexões realizadas com elementos de força.

As forças de propulsão podem ser descritas por:

τp =
n

∑
i=1

τp,i,τp,i =

[
fp,i

rp,i× fp,i

]
, fp,i =

 δx

δy

δk

Fp,i (3.119)

Em que τp é igual à soma das forças e momentos de propulsão τp,i provenientes do propulsor i. Por

sua vez, as forças e momentos de propulsão τp,i são subdivididas em forças fp,i e momentos dados

por rp,i× fp,i, em que rp,i é o ponto de aplicação da força do propulsor respectivo. Por último,

as forças fp,i São dadas pela magnitude Fp,i e pelas variáveis δ , que representam a direcção da

força. As forças de interconexão já foram explicadas na sua respectiva secção adequadamente.

Contudo, se o ponto onde actuam não for o centro de massa, então, da mesma forma que as forças

de propulsão, estas forças geram momentos de acção no veiculo.

3.4 Resumo

Neste capítulo foi revista a modelação matemática dos sistemas multicorpo, em particular de

sistemas multicorpo com restrições e outros elementos utilizados na modelação, bem como um

tipo de sistema, o AUV, que integrará nos próximos capítulos o sistema a estudar.



Capítulo 4

Modelação do Sistema

Um sistema robótico multicorpo interconectado pode ser modelado com recurso a vários mé-

todos, já abordados na secção 3.2.4. A escolha de um método concreto para modelar um sistema

deste tipo prende-se particularmente no tipo de fenómenos que se pretende modelar. Um UVMS

normalmente é modelado com a recurso ás equações de Newton-Euler, por possuir uma topologia

em corrente e poder assim gozar das suas formulações recursivas [25]. Outros sistemas como 2.10,

apesar de serem constituídos por vários veículos interconectados rigidamente, fazem uso de certas

propriedades cinemáticas, sendo modelados em clusters [26]. Neste capítulo irá ser utilizado o

método de Udwadia-Kalaba por diversos motivos. O primeiro é a sua capacidade de inclusão de

todos os tipos de restrição. Outro motivo é a possibilidade de incluir restrições redundantes e não

haver preocupações na escolha de coordenadas generalizadas. Por fim, havendo já precedentes

específicos para o tipo de sistema que se quer modelar, que é um sistema robótico subaquático

[38], seleccionou-se este método [77]. Neste capítulo irá então ser estendido este método e, adici-

onalmente, serão modelados os AUVs que irão constituir o sistema e as suas interconexões.

4.1 Modelação geral de um sistema robótico multicorpo interconec-
tado com interconexões via elementos de força e restrições

As equações de Udwadia-Kalaba implicam a utilização de coordenadas generalizadas na sua

formulação. Contudo, em [78] foi estas equações foram reformuladas para quasi-velocidades e

quasi-acelerações, que figuram nas equações de movimento dos AUVs como v e v̇, respectiva-

mente, relacionadas com as coordenadas e velocidades generalizadas pela seguinte expressão:

η̇ = J(η)v (4.1)

Assim sendo, têm-se que:

Mv̇uncons = S (4.2)

em que v̇uncons é o vector de acelerações no referencial fixo do sistema e S é o vector das forças

totais a actuar no sistema. Analogamente á equação 3.73, a aceleração do sistema com restrições

47
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v̇cons é relacionada com as forças totais e as forças provenientes das restrições Scons na seguinte

expressão:

Mv̇cons = S+Scons (4.3)

As restrições estão todas contidas na seguinte expressão:

A(η ,v)v̇ = b(η ,v) (4.4)

Assim sendo, as forças de restrição são calculadas analiticamente por:

Sc = M1/2
(

AM−1/2
)†

(b−Av̇uncons) (4.5)

O que leva a:

v̇cons = v̇uncons +M−1/2
(

AM−1/2
)†

(b−Av̇uncons) (4.6)

As forças do sistema sem restrições S são dadas por:

v̇uncons = M−1 (τ−C (vcons)vcons +D(vcons)vcons +g(ηcons)) (4.7)

De notar que isto são representações do sistema inteiro, com os vectores a representar todas as co-

ordenadas do sistema e as matrizes como sendo diagonal em bloco. Para exemplificar, considere-se

o vector das coordenadas generalizadas ηcons do sistema com restrições,

ηcons =


ηcons, 1

ηcons, 2
...

ηcons. N

 (4.8)

Podendo-se ver que o vector ηcons possui dimensão (N×Nv)×1, em que Nv é o número de coor-

denadas inerciais de cada veiculo i e N o número de veículos do sistema. A matriz M por sua vez

têm a seguinte expressão:

M =



M1 0 . . . 0 0

0 M2 · · · 0 0
...

. . .
...

0 0 . . . MN−1 0

0 0 0 MN


(4.9)
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em que cada matriz Mi corresponde a um veiculo. Tendo então as expressões já definidas, pode-se

definir então as equações do sistema no todo da seguinte forma:

η̇cons = J (ηcons)vcons

v̇uncons = M−1 (τ−C (vcons)vcons +D(vcons)vcons +g(ηcons))

v̇cons = v̇uncons +M−1/2
(

AM−1/2
)†

(b−Av̇uncons)

(4.10)

Na próxima secção tratar-se-á então da modelação de um AUV em concreto.

4.2 Modelação de um AUV

A modelação de AUVs em concreto já foi tratada na Secção 3.3.1. Contudo, nesta secção

irá ser modelado um AUV exemplo para integrar as simulações do próximo capítulo e também

para exemplificar as considerações a ter quando se modela um AUV específico. A modelação

a seguir demonstrada dos AUVs segue dois princípios: o primeiro é o facto dos AUVs serem

todos iguais, ou seja, o sistema robótico multicorpo interconectado irá ser homogéneo. O segundo

princípio é considerar o AUV a modelar realista e simples, pelo que o modelo foi baseado em [79]

e [80], sistemas reais com geometria esférica para simplificar alguns parâmetros como se irá ver

de seguida.

4.2.1 Características geométricas e inerciais

Considere-se um AUV esférico, com massa m e volume V . Uma das considerações a ter

quando se concebe um veículo deste tipo é se o mesmo possui flutuabilidade positiva, negativa

ou neutra. Para motivos de simplicidade e de conveniência considere-se esse mesmo AUV com

flutuabilidade neutra. Isto significa que:

W = B↔ mg = ρg∇↔ m = ρ∇ (4.11)

o que implica que a sua massa seja igual ao produto da densidade da água com o volume do fluido

deslocado pelo corpo. Assumindo uma densidade de 1000 kg m−2 e uma massa de 50 kg, para

o AUV possuir flutuabilidade neutra têm que possuir um volume de 0.05 m3, ou seja 50 dm3 ou

litros (`). Como o AUV é de geometria esférica pode-se obter o seu raio através da fórmula:

V =
4
3

πr3↔ r = 3

√
3
4

πV ∼= 0.2286m (4.12)

Por sua vez, o tensor de inércia para uma esfera é calculado da seguinte forma:

Io =


2
5 mr2 0 0

0 2
5 mr2 0

0 0 2
5 mr2

 (4.13)
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Considere-se ainda o vector do centro de massa rb
g e o vector do centro de flutuabilidade rb

b relativo

ao referencial fixo ao corpo como sendo:

rb
g =

 xg

yg

zg

=

 0

0

0

m, rb
b =

 xb

yb

zb

=

 0

0

−0.05

m (4.14)

Note-se que numa esfera com densidade de massa uniforme o centro de massa e o centro de flutua-

bilidade coincidem. Contudo, para o modelo possuir momentos de restabelecimento, que ocorrem

naturalmente na maior parte dos corpos e para simplificar as contas através de um referencial fixo

no centro de massa escolheu-se estes valores. Com estes dados é possível então calcular a matriz

de inercia do sistema relativa ao corpo rígido MRB e a matriz de Coriolis e dos termos centrípetos

CRB(v).

4.2.2 Características hidrodinâmicas

Para calcular a matriz de massa acrescentada MA de uma esfera, bem como a matriz CA,

considera-se apenas os termos diagonais relativos aos movimentos translacionais, ou seja [81]:

Xu̇ =Yv̇ = Zẇ =−2
3

ρfluidoπr3

Kṗ = Mq̇ = Nṙ = 0
(4.15)

Resta calcular a matriz de atrito viscoso D(v), dada pela seguinte expressão:

D(v) = D`+Dq(v) (4.16)

em que D` contem os termos lineares e Dq(v) os termos quadráticos da matriz D(v). Por motivos de

simplificação, considere-se D` desprezável. O amortecimento Dq(v) é dado pela seguinte matriz:

Dq(v) =−



Xu|u||u| 0 0 0 0 0

0 Yv|v||v| 0 0 0 0

0 0 Zw|w||w| 0 0 0

0 0 0 Kp|p||p| 0 0

0 0 0 0 Mq|q||q| 0

0 0 0 0 0 Nr|r|


(4.17)

Com os elementos da sua diagonal a obedecerem á seguinte expressão:

fd =−1
2

ρCDAsecVel |Vel| (4.18)

com fd sendo a força resultante do amortecimento viscoso, CD o coeficiente de amortecimento

viscoso, Asec a área da secção do veiculo e Vel é um vector de velocidade arbitrário. O cálculo de
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CD implica calcular o número de Reynolds, dado pela fórmula:

Re =
Vfluid D

vkin
(4.19)

onde Vf fluid é a velocidade do fluido, D é o diâmetro da esfera e vkin é a viscosidade cinemática.

Para efeitos de simulação, seleccionou-se o valor 0.46 para CD. Por fim, a área da secção é dada

por πr2.

Os termos da matriz da matriz Dq(v) são calculados então com a seguinte expressão:

Xu|u| = Yv|v| = Zw|w| =−
1
2

ρCDAsec (4.20)

com os elementos relativos ao movimento rotacional desprezados [82].

4.2.3 Características de actuação

A actuação do AUV é assegurada através de um jacto de água e da variação da sua flutuabili-

dade. Para efeitos de simplicidade considere-se que o AUV consegue variar a sua flutuabilidade de

forma instantânea, comparado com a dinâmica do restante sistema, ou seja, a sua flutuabilidade é

dada por:

B = ρg∇0 +ρg∇var (4.21)

em que ∇var é o volume variado. A actuação proveniente do jacto pode ser dada pela seguinte

formula:

τp =

[
fp

rp× fp

]
, fp =

 0

1

0

Fp,rp =

 0

−1

0

 (4.22)

4.3 Modelação de uma Interconexão entre Corpos

As interconexões do sistema podem consistir em ligações via elementos de força, articulações

ou ambos. A título de exemplo será modelada uma interconexão baseada em [83], com ligações

através de um paralelo mola-amortecedor e restrições que se verificam em ligações de corpos via

articulações prismáticas. Outras interconexões podem ser encontradas em [84].
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Figura 4.1: Uma nave espacial multicorpo constituída por dois corpos rígidos (satélites) interco-
nectados por um paralelo mola-amortecedor, com liberdade de translação e rotação descrita pelo
vector que os liga. Retirado de [83].

4.3.1 Articulação Prismática

Uma articulação prismática contém apenas um grau de liberdade translacional, que será neste

caso o vector di j. Assim sendo, as restrições para a modelar implicarão a restrição total da sua

orientação e a restrição de toda a translação, exceptuando a translação no eixo definido por di j.

Adicionalmente, este articulação terá no seu eixo de translação um paralelo mola-amortecedor,

podendo assim modelar uma variedade de interconexões.

4.3.1.1 Mola-Amortecedor em Paralelo

Como foi demonstrado na Secção 3.2.5, a expressão dos elementos de força a actuar em dois

corpos é:

f sda,i =
(
‖ f s.i‖+‖ f d.i‖+

∥∥ f a,i
∥∥) d̂i j ≡− f sda, j (4.23)

Para um paralelo mola-amortecedor fica só:

f sd,i =
(∥∥ f s,i

∥∥+∥∥ f d,i
∥∥) d̂i j ≡− f sd,j (4.24)

No sistema a modelar, pode-se expressar então o paralelo como:

τsd = (‖ fs,i‖+‖ fd,i‖) d̂i j (4.25)
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com:

d̂i j =
di j

L
,di j = Pn

j −Pn
i = η1,cons, j +Rn

b, jr
b
p, j−η1,cons,i−Rn

b,ir
b
p,i (4.26)

em que rb
p, j é um ponto de conexão no corpo j,η1,cons, j são as coordenadas de posição do corpo j

e Rn
b, j é a matriz de rotação do corpo j. O resto das fórmulas são análogas.

4.3.2 Restrições de Orientação

A restrição de orientação da rotação de um veículo relativo a outro pode ser dada pela seguinte

expressão:

qb,i⊗
(
qb, j
)∗

= qb,i j (4.27)

em que ⊗ representa o operador de produto entre quaterniões, qb,i representa é o quaternião do

veículo i e qb,i j é o quaternião que representa a rotação relativa entre o referencial fixo ao corpo do

veiculo i e j, sendo uma quantidade constante[84]. Para se expressar esta restrição com recurso à

equação 4.4 é necessário derivar a mesma em ordem ao tempo duas vezes, o que resulta em:

q̈b,i⊗
(
qb, j
)∗

+qb,i⊗
(
q̈b, j
)∗

+2
(
q̇b,i⊗

(
q̇b, j
)∗)

= 0 (4.28)

Antes de continuar, convém reintroduzir a matriz Hi e outra H̄i, dadas por:

H i = [−qi, q0,iI3×3−S (qi)
]

H i = [−qi, q0,iI3×3 +S (qi)
] (4.29)

Que reflectem as relações para um qualquer quaternião qb :

ω
b
b/n = 2Hq̇b

ω
n
b/n = 2H̄q̇b

(4.30)

Com o auxílio destas matrizes, é possível exprimir a equação 4.27 como sendo:

qb,i⊗
(
qb, j
)∗

=

[
qT

b, j

H j

]
qb,i = G jqb,i

=

[
qT

b,i

−H i

]
qb, j = Giqb, j

(4.31)

A parcela 2
(
q̇b,i⊗

(
q̇b, j
)∗) têm subsequentemente a seguinte expressão:

2
(

q̇b,i⊗
(
q̇b, j
)′)

= 2

[
q̇T

b, j
~H j

]
q̇b,i = 2Ġ jq̇b,i (4.32)

Chegando a este ponto, convém voltar a lembrar que o objectivo destas derivações é expressar

a restrição na forma 4.4. Ora, como até agora têm sido tudo calculado com os quaterniões dos

veículos i e j, que são coordenadas inercials dos veículos. Assim sendo, pode-se fazer a mudança
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para as coordenadas fixas ao corpo da seguinte forma:

q̈b = Tqω̇
b
b/n + Ṫqω

b
b/n (4.33)

Voltando então à equação 4.32, pode-se escrever esta da seguinte forma:

2
(
q̇b,i⊗

(
q̇b, j
)∗)

= 2

 (Tq, jω
b, j
b, j/n

)T

˙̄H j

Tq,iω
b,i
b,i/n = 2Ġ jTq,iω

b,i
b,i/n (4.34)

Sendo as restantes parcelas dadas por:

q̈b,i⊗
(
qb, j
)∗

= G jTq,iω̇
b,i
b,i/n +G jTq,iω

b,i
b,i/n

qb,i⊗
(
q̈b, j
)∗

= GiTq, jω̇
b, j
b, j/n +GiTq, jω

b, j
b, j/n

(4.35)

O que permite então finalmente a escrita da matriz A(η ,v) e do vector b(η ,v), que denomina-

remos de Ao e bO, da seguinte forma:

Ao =
[

04×3 G jTq,i 04×3 GiTq, j

]
bo =−GiTq, jω

b, j
b, j/n−

(
G jrq,i +2Ġ jTq,i

)
ω

b,i
b,i/n

(4.36)

4.3.3 Restrições de Translação

Uma forma de definir matematicamente que só pode haver translação num eixo é através do

estabelecimento da ortogonalidade desse eixo em relação a outros dois vectores, utilizando, por

exemplo, dois produtos internos do vector que define o eixo e dois versores do referencial fixo ao

corpo de um dos veículos, através dos produtos internos:

di j ·ne = 0

di j ·nd = 0
(4.37)

em que ne e nd são os versores do referencial fixo ao veiculo j, como se pode ver na seguinte

figura.
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Figura 4.2: Dois AUVs com uma restrição de translação no eixo di j. Note-se quedi j é perpendicular
aos versores ne e nd do veiculo j.

Como a restrição é igual, só mudando o versor, será feita de seguida a dedução da matriz At

e do vector bt para uma das restrições atrás mencionadas. A restrição 4.37 pode ser escrita da

seguinte forma:

dT
i jne = 0 (4.38)

Para poder ser descrita da forma pretendida precisa de ser derivada duas vezes temporalmente,

ficando:

d̈T
i jne +2dT

i j ṅe +dT
i j n̈e = 0 (4.39)

Por conveniência e por motivos que serão abordados já de seguida pode-se ainda escrever:

nT
e d̈i j +dT

i jne =−2ḋT
i jṅe (4.40)

Os vectores e as suas derivadas temporais são dados de seguida:

d = η1, j +Rn
b, jr

b
p, j−η1,i +Rn

b,ir
b
p,i

ḋ = η̇1, j +ωn
b, j/n× rn

p, j− η̇1,i−ωn
b,i/n× rn

p,i

¨d = η̂1, j + ω̇
n
b, j/n× rn

p, j +ωn
b, j/n×

(
ωn

b, j/n× rn
p, j

)
− η̈1,i− ω̇n

b,i/n× rn
p,i

−ωn
b,i/n×

(
ωn

b,i/n× rn
p,i

)
ṅn

e = S
(

ωn
b, j/n

)
Rn

b, jn
b
e = S

(
Rn

b, jω
b
b, j/n

)
Rn

b, jn
b
e

n̈n
e = ω̇

n
b, j/n×nn

b, j/n×
(

ωn
b, j/n×nn

e

)
(4.41)

Para ser possível obter a equação 4.4, é necessário colocar as velocidades fixas ao corpo em evi-

dência, isto é, tem que ser possível obter os coeficientes do seguinte vector:

v̇ =
[

v̇i v̇ j

]T
=
[

v̇1,i ω̇ i
b,i v̇1, j ω̇

b, j
b, j

]T
(4.42)

Note-se que as derivadas de segunda ordem dos vectores contêm as quantidades vectoriais atrás

referidas. Finalmente, falta passar as equações para os seus respectivos referenciais fixos ao corpo,
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através das seguintes expressões:

ω̇
n
b, j/n = Ṙn

b, jω
b, j
b, j/n +Rn

b, jω̇
b, j
b, j/n = S

(
ω

n
b, j/n

)
Rn, j

b, jω
b, j
b, j/n +Rn

b, jω̇
b, j
b, j/n

η̇1, j = Rn
b, jv1, j

η̇1, j = Ṙn
b, jv1, j +Rn

b, jν̇1, j = S
(

ω
n
b, j/n

)
Rn

b, jv1, j +Rn
b, jν̇1, j

(4.43)

Substituindo:

d̈ = S
(

ω
n
b, j/n

)
Rn

b, jv1, j +Rn
b, jv̇1, j−S

(
rn

p, j
)(

S
(

ω
n
b, j/n

)
Rn, j

b, jω
b, j
b, j/n +Rn

b, jω̇
b, j
b, j/n

)
+S
(

ω
n
b, j/n

)(
S
(

ω
n
b, j/n

)
rn

p, j

)
−
(

S
(

ω
n
b,i/n

)
Rn

b,iv1,i +Rn
b, jv1,i

)
+S
(
rn

p,i
)(

S
(

ω
n
b,i/n

)
Rn

b,iω
b,i
b,i/n +Rn

b, jω
b,i
b,i

)
−S
(

ω
n
b,i/n

)(
S
(

ω
n
b,i/n

)
rn

p,i

)
n̈n

e =−S (nn
e)
(

S
(

ω
n
b, j/n

)
Rn, j

b, j +Rn
b, jω̇

b, j
b, j/n

)
+S
(

ω
n
b, j/n

)(
S
(

ω
n
b, j/n

)
nn

e

)
(4.44)

A equação 4.40 com os termos reorganizados ficará então:

nT
e Rn

b, jv̇1, j−nT
e S
(
rn

p, j
)

Rn
b, jω̇

b, j
b, j/n +nT

e Rn
b,iv̇1,i

+nT
e S
(

rn
p,i

)
Rn

b,iω̇
b,i
b,i/n +dT

i jR
n
b, jω̇

b, j
b, j/n =

=−2ḋT
i jṅe−nT

e

(
S
(

ωn
b, j/n

)
Rn

b, jv1, j−S
(

rn
p, j

)(
S
(

ωn
b, j/n

)
Rn

b, jω
b, j
b, j/n

)
+S
(

ωn
b, j/n

)(
S
(

ωn
b, j/n

)
rn

p, j

)
−
(

S
(

ωn
b,i/n

)
Rn

b,iv1,i

)
+S
(

rn
p,i

)(
S
(

ωn
b,i/n

)
Rn

b,iω
b,i
b,i/n

)
−S
(
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O que resulta numa matriz e num vector:
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Como se pode ver pelas expressões anteriores, uma das grandes desvantagens das equações de

Udwadia-Kalaba prende-se na obtenção das expressões das derivadas.

Obtidas todas as restrições de orientação e de translação, escreve-se a matriz A e o vector b da

seguinte forma:

A =
[

Ao At,1 At,2

]T

b =
[

bo bt,1 bt,2

]T (4.48)
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em que Ao, At,1 e At,2 correspondem às matrizes provenientes das restrições de orientação e de

translação de um de dois versores conforme o subscrito. Os vectores bo,bt,1 e bt,2 idem.

4.4 Sistema Final

Tendo então o sistema modelado, com os AUVs e as interconexões já parametrizadas, é pos-

sível então passar para a simulação do sistema. No Apêndice A estão contidos todos os valores

numéricos do AUV modelado, bem como parâmetros relativos à interconexão .Considere-se o caso

mais simples: dois AUVs interconectados pela articulação prismática anteriormente abordada, re-

presentado na seguinte figura:

Figura 4.3: Sistema de dois AUVs interconectados por uma articulação prismática com um paralelo
mola-amortecedor na sua direcção livre.

Pode-se considerar, face à sua morfologia, que o sistema é análogo a um robô móvel com trac-

ção diferencial. O sistema robótico consegue então deslocar-se planarmente e em profundidade,

apesar de cada robô individual ter apenas dois graus de liberdade translacionais. Isto reforça a

ideia de versatilidade por detrás da filosofia dos robôs modularmente reconfiguráveis referida em

2. O facto de os robôs serem todos iguais e possuírem um numero reduzido de actuadores também

reforça a ideia de uma massificação de soluções robóticas de baixo custo modulares, sendo estas

mais baratas que soluções especificas e com versatilidade suficiente para satisfazer os requisitos

de aplicações generalizadas.
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4.5 Resumo

Neste capitulo utilizou-se as técnicas para modelar um sistema robótico multicorpo interco-

nectado completo, estabelecendo-se um modelo geral para qualquer sistema sistema robótico mul-

ticorpo interconectado subaquático. De seguida modelou-se o robô integrante do sistema, sendo

este sistema robótico multicorpo interconectado subaquático homogéneo, e as suas interconexões,

que consistem na conjunção de elementos de força e restrições e/ou articulações.



Capítulo 5

Simulação do Modelo Desenvolvido

A simulação de sistemas multicorpo possui algumas particularidades que importa referir an-

tes de se passar á simulação do sistema modelado no capítulo anterior. Primeiramente, importa

referir que existe diversas ferramentas e software disponível para o efeito. Contudo, esse soft-

ware muitas vezes não divulga ou explicita a forma como simula, ou seja, não indica que métodos

utiliza, como por exemplo se utiliza as equações de movimento de Newton-Euler com restrições

expressadas por equações algébricas, resolvendo depois o sistema de DAEs, ou ainda se utiliza

as equações de Newton-Euler, resolvendo as equações algébricas simbolicamente para utilizar co-

ordenadas generalizadas e resolver um sistema de ODE. Não se sabendo, efectivamente está-se a

lidar com uma espécie de “caixa negra” quando se utiliza estes softwares. Como um dos objecti-

vos desta Dissertação se prende na síntese de modelos para utilizar em controladores baseados em

modelos, procurou-se a obtenção de um método de modelação que satisfizesse os requisitos para

esse tipo de modelos. Como foi abordado anteriormente, a resolução de sistemas DAE pode levan-

tar algumas dificuldades numéricas e é algo complexo projectar esquemas de controlo baseados

nestes sistemas, apesar de possuírem a vantagem de conseguir modelar sistemas de forma mais

geral do que sistemas com coordenadas generalizadas, por exemplo. A solução que se encontrou

para satisfazer o compromisso de obter um método que representasse o nosso sistema e que fosse

implementável em esquemas de controlo baseados em modelos foi a utilização das equações de

Udwadia-Kalaba. Estas equações, no entanto, também têm a particularidade de poderem ter uma

carga computacional elevada, devido ao facto de se ter que calcular uma matriz pseudo-inversa.

Ainda assim, este método oferece a vantagem de não ter que escolher coordenadas generalizadas,

não ter que resolver sistemas DAE, possuir redundância na formulação das restrições do sistema

e ser um tanto ou algo modular, pelo simples facto de se ter única e exclusivamente que retirar

ou colocar das matrizes definidas em 4.4 as sub-matrizes que representem as restrições que se

pretendem retirar ou impôr no sistema. Para a simulação do sistema em si, a maior vantagem é

na simulação consistir em resolver equações diferencias ordinárias, que é o que será abordado na

próxima secção.

59



60 Simulação do Modelo Desenvolvido

5.1 Resolução de Sistemas de Equações Ordinárias

Como é sabido, um sistema de equações diferenciais ordinárias ou ODE (Ordinary Differential

Equation) pode ser resolvido analiticamente. Contudo, para a maior parte dos sistemas que não

seja linear, ou cuja uma aproximação linear seja insuficiente para a gama de funcionamento que se

pretende, estes sistemas de equações são normalmente resolvidos numericamente. Existindo uma

panóplia de métodos numéricos para resolver sistemas de ODEs, optou-se nesta Dissertação pela

utilização do método de Runge-Kutta de 4a Ordem, tendo este método um bom compromisso entre

o esforço computacional e a precisão da sua solução aproximada, dando um erro de truncatura h4,

em que h é o seu passo[85].

5.2 Considerações acerca da deriva numérica de representações com
recurso a quaterniões

O sistema modelado no capítulo anterior apresentava uma representação da sua orientação com

recurso a quaterniões. Ora, apesar das suas vantagens, apresentadas na secção 3.2.2, os quaterniões

requerem que a sua norma seja unitária, ou seja:

qT
b qb = 1 (5.1)

A imposição desta condição pode ser feita numericamente de duas formas, segundo [69]. A pri-

meira é normalizando o quaternião a cada iteração k da simulação, da seguinte forma:

qb(k+1) =
qb(k+1)
‖qb(k+1)‖

=
qb(k+1)√

qT
b (k+1)qb(k+1)

(5.2)

A segunda seria introduzir um termo de compensação em 3.96, ou seja:

q̇b = Tq(q)ωb
b/n +

γ

2
(
1−qT

b qb
)

qb (5.3)

Onde γ é um parâmetro de projecto, que reflecte a razão de convergência da normalização. Sendo

ambos os métodos um tanto ou pouco heurísticos, optou-se pela primeira opção, que têm a grande

vantagem de não ter que seleccionar um parâmetro que teria que ser seleccionado empiricamente,

no fundo através de tentativa e erro.

5.3 Simulador implementado

Para simular o sistema foi necessário implementar um simulador para o efeito. O simulador

foi baseado em [84] e implementado em MATLAB, consistindo no seguinte diagrama de blocos:
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Figura 5.1: Simulador implementado para simular o sistema modelado.

O primeiro bloco, o bloco da actuação, gera as variações de volume ∇var e as magnitudes das

forças de propulsão Fp para o bloco AUVs, no qual está implementada a equação 4.7. O bloco

AUVs, por sua vez, possui as forças de interconexão τsd,i j ilustradas, visto estas se exercerem

entre AUVs. O bloco AUVs têm como saída a derivada temporal das velocidades fixas ao corpo do

sistema sem restrições, v̇uncons. A saída do bloco AUVs coincide com a entrada de UK Solver, bloco

que implementa a equação 4.6, devolvendo então na sua saída as velocidades fixas ao corpo, v̇cons.

Para fazer o cálculo da equação 4.6 são necessários a matriz A(η ,v) e o vector b(η ,v), gerados

pelo bloco Restrições. O bloco Cinemática implementa a equação sendo então a sua entrada vcons

e a sua saída η̇cons e finalmente o bloco RK4 implementa o método de Runge-Kutta de 4a ordem

das seguintes equações:

η̇cons = J (ηcons)vcons

v̇cons = v̇uncons +M−1/2
(

AM−1/2
)†

(b−Av̇uncons)
(5.4)

com as condições iniciais:

[v̇cons(0)vcons(0)η̇cons(0)ηcons(0)]
T (5.5)

De seguida apresentam-se algumas simulações relevantes. Devido ás características do sis-

tema, algumas experiências análogas a robôs moveis com tracção diferencial podem ser efectua-

das.

5.4 Simulação do Sistema

Nesta secção será simulado o sistema descrito em 4.4. Cada simulação durará um minuto (60

segundos), com um passo de h = 0.01 s. Para cada simulação serão descritos os objectivos para

a efectuar e a actuação dos AUVs utilizada para os concretizar. No Apêndice A figuram todos

parâmetros utilizados na simulação, que apenas serão modificados se assim o for explicitado.
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5.4.1 Translação de todo o sistema em linha recta, com variação da propulsão de
um dos AUVs

O teste mais básico que se pode fazer ao sistema é impor-lhe forças de igual magnitude em

ambos os AUVs e verificar se o seu movimento é equivalente. Após um determinado período de

tempo, mudar-se-á a magnitude de um dos jactos, o que fará com que os AUVs descrevam uma

trajectória curva. A seguinte figura mostra a magnitude dos jactos em função do tempo:

Figura 5.2: Magnitude das forças aplicadas pelos jactos.

De seguida mostrar-se-á as coordenadas [n,e]T de cada veiculo em função do tempo:

Figura 5.3: Variação temporal da coordenadas n e e para cada veículo.

E ainda adicionalmente alguns gráficos da trajectória de cada veículo no plano definido por

NE:
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Figura 5.4: Trajectória dos dois AUVs no plano NE.

Estas imagens permitem-nos tirar algumas conclusões. A primeira é que até ao segundo 30, a

trajectória dos dois AUVs variava unicamente na direcção East. Passado o segundo 30, a magnitude

da força do jacto do AUV 2 passou a ser duas vezes menor, pelo que a velocidade do AUV 1

aumentou tanto na direcção North como na direcção East. A trajectória dos dois AUVs passou

de recta para curva e a distância absoluta de ambos aumentou ligeiramente. Isso significa que o

comprimento da mola que liga os dois AUVs aumentou, como se pode ver no seguinte gráfico:

Figura 5.5: Comprimento da mola ao longo do tempo da simulação.

Verificando-se assim o comportamento esperado. Falta, no entanto, fazer uma análise mais

rigorosa da simulação no que toca ao cumprimento das restrições impostas. Relembre-se que
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foram impostas restrições do tipo:

qb,i⊗
(
qb, j
)∗

= qb,i j

di j ·ne = 0

di j ·nd = 0

(5.6)

A forma de comprovar que a restrição de orientação é, se os dois referenciais possuírem exacta-

mente a mesma orientação, comparar os quaterniões. Se a orientação relativa dos referenciais for

diferente da matriz identidade, ou seja:

Ri
nRn

j = Ri
j,cte (5.7)

com Ri
j,cte = I3×3, pode-se comparar as velocidades angulares fixas ao corpo de cada corpo e

verificar se coincidem. As velocidades angulares são então comparadas de seguida:

Figura 5.6: Erros das velocidades angulares dos AUVs.

Como se pode ver, as diferenças não são 0, sendo estas resultantes de erros de integração e

deriva numérica da normalização dos quaterniões. Para confirmar as restrições de translação é só

verificar as expressões descritas pelas mesmas directamente, como se pode ver na seguinte figura:
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Figura 5.7: Erros das restrições de translação.

Como se pode ver pelos valores do gráfico, os seus valores são muito reduzidos pelo que se

comprova que o sistema satisfaz as restrições que lhe são impostas.

5.4.2 Exemplo 2: Rotação em torno de si próprio

Para motivos experimentais considere-se que um dos AUVs têm o jacto a apontar no sentido

contrário do outro AUV, ou seja:

rp,1 =
[

0 −1 0
]T

rp,2 =
[

0 1 0
]T

fp,1 =

 0

1

0

Fp,1

fp,2 =

 0

−1

0

Fp,2

(5.8)

Considere-se também que:
k = 10 N m−1

dc = 5 kg s−1
(5.9)

Se for aplicada uma força de magnitude igual em cada AUV, a sua interconexão fará com que sejam

aplicadas forças opostas em cada um dos AUVs, gerando assim um par de forças, com magnitude

de 10 N que se anulam, gerando só movimento rotacional, sendo o movimento translacional que

efectuam gerado pelas restrições de orientação. Contudo, o par mola-amortecedor contido na
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interconexão fará com que a distância entre eles se altere ligeiramente, visto que os AUVs partem

do repouso. Este comportamento pode ser visto na seguinte figura:

Figura 5.8: Movimento de dois robôs interligados, com a trajectória de um robô a azul e outra
laranja.

De seguida mostram-se as coordenadas North e East de cada AUV:

Figura 5.9: Trajectórias em North e East.

Outro aspecto interessante a considerar é verificar o tamanho da mola, que se pode ver na

seguinte figura 5.10. A mola apresenta claramente um comportamento sub-amortecido com os

parâmetros utilizados. No exemplo seguinte isso será analisado com maior detalhe.
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Figura 5.10: Variação da distância absoluta entre AUVs.

5.4.3 Exemplo 3: Interconexão

Considere-se o exemplo anteriormente referido. Para pares de valores diferentes serão feitas

novas simulações, para avaliar a eficácia da modelação do par mola-amortecedor, com os valores:

k = 10 N m−1,dc = 5 kg s−1

k = 10 N m−1,dc = 100 kg s−1

k = 10 N m−1,dc = 44.72kg s−1

(5.10)

Os resultados de todas as simulações encontram-se na seguinte figura:

Figura 5.11: Comportamento do par mola-amortecedor para diferentes parâmetros do amortece-
dor.
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Como se pode ver na figura, a primeira simulação apresentou uma resposta sub-amortecida, a

segunda simulação apresentou uma resposta sob-amortecida e a terceira uma resposta criticamente

amortecida. Considerando as seguintes expressões:

ωn =

√
k
m

ζ =
dc

2
√

km

(5.11)

em que ωn é a frequência natural e ζ é a taxa de amortecimento, chega-se à conclusão de que, com

o valor da mola e da massa do AUV fixa, pode-se chegar a um valor de dc que dê uma resposta

criticamente amortecida, com uma aproximação grosseira a um sistema linear de 2a ordem [86].

5.4.4 Exemplo 5: Sistema de Flutuabilidade Variável em conjunção com Jactos de
Água

Para finalizar os exemplos desta secção de simulação serão utilizadas tanto os sistemas de

flutuabilidade variável como a propulsão via jactos de água. Considere-se inicialmente que se

pretendia exercer uma força de 10 N inercialmente. Para tal, ∇var seria equivalente a:

∇var =
10

1000×9.81
∼= 0.00102m3 (5.12)

O que seria equivalente a ter aproximadamente mais 2% do volume inicial num dos AUVs. Nesta

simulação serão exercidas forças de 10 N inercialmente, em sentidos opostos nos dois AUVs e

serão alternados os sinais no segundo 30. Adicionalmente serão actuados os dois jactos com 5 N

cada e avaliar-se-á a resposta do sistema. A trajectória no espaço pode ser visualizada na seguinte

figura:

Figura 5.12: Trajectória dos AUVs no espaço.
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Esta trajectória descreve uma curva com um formato um algo complexo, pelo que se irá de-

compor a mesma nas suas componentes. Na seguinte figura pode-se ver a trajectória na direcção

Down:

Figura 5.13: Trajectória do sistema em profundidade.

Como se pode verificar os AUVs aumentaram ou diminuíram a sua profundidade, atingindo

o estado permanente pouco antes dos 10 e 40 segundos. Vejamos de seguida a trajectória em

direcção a East:
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Figura 5.14: Trajectória do sistema na direcção East.

Pode-se ver que a trajectória dos AUVs em East é coincidente, fruto da mesma actuação nessa

mesma direcção em ambos os AUV. De seguida verifica-se a trajectória em North na próxima

figura:

Figura 5.15: Trajectória do sistema na direção North.
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Embora curiosa, a trajectória dos AUVs em North têm que oscilar, resultado natural da com-

pressão e tensão da mola, quando os AUVs variam a sua profundidade com o sistema de VB. Para

terminar este exemplo, conclui-se então com a figura do comprimento da mola:

Figura 5.16: Comprimento da mola ao longo da trajectória do AUV.

Pode-se ver nesta última figura que o comprimento da mola aumenta numa fase inicial até

atingir o regime permanente a partir dos 10 segundos, comprime após os 30 segundos e volta a

esticar entre os 30 e os 40 segundos. Isto deve-se estarem a passar de uma disposição simétrica

em profundidade, ou seja um dos AUVs fica acima do outro e vice-versa, para a outra disposição

simétrica possível, em termos de profundidade.

5.5 Resumo

Neste capitulo abordou-se inicialmente a questão de simulação de sistemas multicorpo de uma

forma geral, abordando a possibilidade de obter simulações via software específico ou opções

mais gerais, como obter as equações de movimento e resolver as mesmas numericamente. Após

algumas considerações gerais acerca da simulação a fazer, descreveu-se o simulador concebido

nesta Dissertação e apresentou-se os resultados obtidos via simulação, em conjunto com uma

análise dos mesmos.
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Capítulo 6

Conclusão e Trabalho Futuro

6.1 Satisfação dos Objectivos

O objectivo inicial de estabelecer uma definição para o sistema a modelar foi atingido após

uma pesquisa extensiva de sistemas robóticos no geral, de uma posterior seriação dos termos

mais utilizados para caracterizar robôs com características semelhantes e por fim chegando a uma

classificação possível para os sistemas no qual o sistema a modelar se encontrava, sendo a clas-

sificação, obviamente, a de sistema robótico multicorpo interconectado. Após se perceber que

o sistema robótico se inseria na categoria dos sistemas multicorpo, foram revistas várias formu-

lações e técnicas utilizadas para descrever a dinâmica do sistema, culminando essa revisão na

escolha de técnicas para a representação do movimento do sistema e para a análise do seu compor-

tamento dinâmico. Como os robôs integrantes do sistema foram classificados como sendo AUVs,

foram também analisados modelos matemáticos para AUVs, embora neste ponto, como existe um

modelo preponderante em relação aos demais, esse foi o seleccionado. Estando as ferramentas

a utilizar na modelação do sistema abordadas, fruto do cumprimento dos objectivos anteriores,

passou-se à modelação em concreto do sistema, tendo-se utilizado algumas das técnicas citadas

anteriormente. Neste ponto também se fez uma abordagem de modelação simples e pragmática,

de modo a obter um modelo realista sem ter, porém, de exigir tarefas adicionais para a estimação

e identificação de parâmetros não calculáveis analiticamente ou heuristicamente. Após a obtenção

de um modelo em concreto, esse modelo foi simulado. Depois de tomadas algumas considerações

fulcrais para o sucesso da simulação, implementou-se um simulador que satisfizesse as necessida-

des da tarefa em mãos. Após a análise dos resultados obtidos via simulação, comprovou-se que

o sucesso global desta Dissertação foi garantido, não obstante o cumprimento individual de cada

objectivo, podendo-se dar como satisfeitos os objectivos estabelecidos para esta Dissertação.

6.2 Trabalho Futuro

Para se estabelecer vias de trabalho futuro, baseadas nas matérias tratadas nesta Dissertação,

pode-se ter os seguintes tópicos expostos nas seguintes secções em mente.
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6.2.1 Comparação ou benchmarking de métodos de modelação

Nesta Dissertação foram abordados os métodos de modelação mais essenciais, sendo apenas

referidos outros métodos utilizados na modelação de sistemas robóticos multicorpo interconecta-

dos. Sendo o controlo de sistemas baseado em modelos dependente de um cálculo rápido de uma

resposta possível do modelo em questão, seria útil definir que métodos disponíveis se traduzem

em respostas que correspondam aos requerimentos dos sistemas [87].

6.2.2 Implementação ou integração de um ambiente de simulação

Estando uma proposta de simulador estabelecida nesta Dissertação, este poderia ser um in-

cluído num ambiente gráfico dedicado, para uma visualização mais intuitiva das simulações re-

alizadas, podendo, por exemplo, ser utilizado o ambiente VRML[88] incluído no MATLAB ou

outra ferramenta mais generalista, como Blender[89]. A integração do simulador, visto constar

apenas na resolução de ODEs, pode ser viável em ambientes como Gazebo[90], CoppeliaSim[91]

ou SimTwo[92].

6.2.3 Modelação, análise e estimação de interconexões e influencias inter-robô em
sistemas multicorpo interconectados

Existem alguns tipos de interconexões[93] que se encontram frequentemente nos sistemas

abordados e noutros mais simples, como ROVs, satélites e naves espaciais amarrados por cabos[94].

Outras influencias entre robôs subaquáticos podem ser vistas em [95], o que pode ser algo a ter em

consideração em trabalhos futuros. Adicionalmente, contactos e impactos entre robôs do mesmo

sistema poderiam ser modelados, conferindo um maior realismo nas simulações.

6.2.4 Modelos Híbridos para Sistemas Reconfiguráveis

Uma inquirição na área dos sistemas híbridos poderia ser interessante, no sentido de compa-

rar a abordagem estabelecida nesta Dissertação, ou seja, a utilização de equações de Udwadia-

Kalaba, que permite a descrição das restrições do sistema via uma matriz e um vector, implicando

que as restrições podem ser incluídas ou excluídas do sistema removendo linhas/elementos do

matriz/vector, com as técnicas utilizadas em modelos híbridos, muito utilizados para descrever si-

tuações diferentes para o mesmo sistema, como na locomoção de sistemas com pernas[96] e neste

caso em sistemas com diferentes morfologias e com a capacidade de se reconfigurar.

6.2.5 Controlo Baseado em Modelos. Controlo de Sistemas Robóticos Multicorpo
Interconectados

Por fim, porventura a via mais directa de se seguir após esta Dissertação é a implementação de

esquemas de controlo para Sistemas Robóticos Multicorpo Interconectados. Pode-se seguir duas

abordagens: uma consiste em utilizar o trabalho desenvolvido em [65] e [97] para estabelecer

relações para a dinâmica inversa do sistema e assim sintetizar leis de controlo em malha aberta,
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para posteriormente fazer o mesmo em malha fechada. A outra abordagem seria utilizar [98], [99]

e [73], criando assim esquemas de controlo baseado em modelos.
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Anexo A

Parâmetros de Simulação

Neste apêndice inclui-se os valores utilizados para parametrizar o AUV simulado em , os

parâmetros da interconexão utilizada para unir os dois AUVs e as condições iniciais da mesma

simulação.

A.1 Parâmetros do AUV

Parâmetros do AUV

Descrição Símbolo Valor(Unidades)

Massa do AUV m 50 kg

Constante gravitacional g 9.81 m s−2

Densidade da Água ρ 1000 kg m−3

Raio do AUV r 0.2286 m

Momentos de Inércia Ixx=Iyy=Izz kg m2

Centro de Massa rb
g

[
0 0 0

]T
m

Centro de Flutuabilidade rb
b

[
0 0 −0.05

]T
m

Termos de Massa de Acrescentada Xu̇=Yv̇=Zẇ -25.0 kg

Área da Secção CD 0.46 m2

Termos de Amortecimento Quadrático Xu|u| = Yv|v| = Zw|w| -37.4 kg m−1

Volume inicial do AUV ∇0 50 `

Posição do Jacto de Agua r jacto

[
0 −1 0

]T
m
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A.2 Parâmetros da Interconexão

Parâmetros da Interconexão

Descrição Símbolo Valor(Unidades)

Rigidez da Mola k 10 N m−1

Tamanho da Mola L(0) 1 m

Coeficiente de Amortecimento dc 500 kg s−1

Posição da Conexão no AUV 1 rb
p,1

[
r 0 0

]T
m

Posição da Conexão no AUV 2 rb
p,2

[
−r 0 0

]T
m

Versor da Posição East no AUV 2 ne

[
0 1 0

]T
m

Versor da Posição Down no AUV 2 nd

[
0 0 1

]T
m

A.3 Condições iniciais

Condições iniciais

Descrição Símbolo Valor

Coordenadas Inerciais do AUV 1 ηcons,1

[
0 0 0 1 0 0 0

]T

Velocidades Inerciais do AUV 1 η̇cons ,1

[
0 0 0 0 0 0

]T

Velocidades Fixas ao Corpo do AUV 1 νcons,1

[
0 0 0 0 0 0

]T

Acelerações Fixas ao Corpo do AUV 1 ν̇cons ,1

[
0 0 0 0 0 0

]T

Coordenadas Inerciais do AUV 2 ηcons,1

[
0 2r+L(0) 0 1 0 0 0

]T

Velocidades Inerciais do AUV 2 η̇cons ,1

[
0 0 0 0 0 0

]T

Velocidades Fixas ao Corpo do AUV 2 νcons,1

[
0 0 0 0 0 0

]T

Acelerações Fixas ao Corpo do AUV 2 ν̇cons ,1

[
0 0 0 0 0 0

]T
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