
Eastern-European Journal of Enterprise Technologies ISSN 1729-3774	 2/7 ( 92 ) 2018

 �Л. М. Куценко, О. М. Семкiв, Л. Л. Запольський, О. В. Шоман,  
Н. П. Iсмаiлова, С. В. Василь в, I. Ю. Адашевська, В. Я. Даниленко, А. Ю. Побiдаш, 2018

Геометричне 
моделювання форми 

багатоланкової 
стержневої конструкції 

у невагомості під 
впливом імпульсів на 
кінцеві точки її ланок 

Л .   М .   К у ц е н к о
Доктор технічних наук, професор*

E-mail: leokuts@i.ua
О .   М .   С е м к і в

Доктор технічних наук, проректор
Кафедра наглядово-профілактичної діяльності**

Л .   Л .   З а п о л ь с ь к и й
Кандидат технічних наук, старший науковий співробітник

Науково-організаційний відділ
Український науково-дослідний інститут цивільного захисту

вул. Рибальська, 18, м. Київ, Україна, 01011
О .   В .   Ш о м а н

Доктор технічних наук, професор, завідувач кафедри***
Н .   П .   І с м а і л о в а

Доктор технічних наук, доцент 
Кафедра інженерної механіки

Військова академія 
вул. Фонтанська дорога, 10, м. Одеса, Україна, 65009

С .   В .   В а с и л ь є в
Кандидат технічних наук, доцент*

І .   Ю .   А д а ш е в с ь к а
Кандидат технічних наук, доцент***

В .   Я .   Д а н и л е н к о
Доцент

Кафедра інженерної та комп’ютерної графіки
Харківський національний автомобільно-дорожній університет

вул. Ярослава Мудрого, 25, м. Харків, Україна, 61002
А .   Ю .   П о б і д а ш

Кандидат психологічних наук, старший науковий співробітник**
*Кафедра інженерної та аварійно-рятувальної техніки**
**Національний університет цивільного захисту України

вул. Чернишевська, 94, м. Харків, Україна, 61023
***Кафедра геометричного моделювання та комп’ютерної графіки

Національний технічний університет 	
«Харківський політехнічний інститут»

вул. Кирпичова, 2, м. Харків, Україна, 61002

Досліджена геометрична модель но- 
вого способу розкриття в умовах нева­
гомості багатоланкової стержневої 
конструкції, елементи якої з’єднані 
подібно багатоланковому маятнику. 
Розкриття ланок конструкції відбува­
ється завдяки впливу імпульсів піро­
технічних реактивних двигунів на їх 
кінцеві точки. Опис динаміки одержа­
ного інерційного розкриття багато­
ланкової стержневої конструкції вико­
нано за допомогою рівняння Лагранжа 
другого роду. Результати призначе­
но для використання при проектуван­
ні систем розкриття великогабарит­
них конструкцій в умовах невагомості, 
наприклад, силових каркасів для соняч­
них дзеркал чи космічних антен

Ключові слова: стержнева конст­
рукція, процес розкриття у космосі, 
багатоланкова стержнева конструк­
ція, рівняння Лагранжа другого роду

Исследована геометрическая модель 
нового способа раскрытия в условиях 
невесомости многозвенной стержневой 
конструкции, элементы которой соеди­
нены подобно многозвенному маятнику. 
Раскрытие звеньев конструкции про­
исходит благодаря воздействию им- 
пульсов пиротехнических реактивных 
двигателей на конечные точки их зве­
ньев. Описание динамики полученного 
инерционного раскрытия многозвенной 
стержневой конструкции выполнено 
с помощью уравнения Лагранжа вто­
рого рода. Результаты предназначены 
для использования при проектировании 
систем раскрытия крупногабаритных 
конструкций в условиях невесомости, 
например, силовых каркасов для сол­
нечных зеркал или космических антенн

Ключевые слова: стержневая кон­
струкция, процесс раскрытия в космо­
се, многозвенная стержневая конст­
рукция, уравнение Лагранжа второго 
рода
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1. Вступ

Розвиток космічних технологій у провідних країнах 
світу потребує спорудження великогабаритних конструк-

цій як силових каркасів космічних антен, дзеркал та інших 
орбітальних інфраструктур [1]. При цьому на підготовле-
ні стержневі конструкції закріплюються відбивальні по-
верхні, виготовлені, або з відбиваючого світло полотна –  НЕ
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Прикладная механика

для космічних дзеркал, або з металевих дротів (сіткопо-
лотна) – для космічних антен. Ці об’єкти є унікальними за 
земними масштабами. Адже розміри космічних антен для 
наддовгих хвиль можуть вимірюватися сотнями метрів,  
а площі дзеркал для нічного освітлення населених пунктів 
з космосу відбитими сонячними променями можуть стано-
вити квадратні кілометри. Значною буде і площа так зва-
ного сонячного паруса, який розглядається як можливий 
рушій при космічних перельотах у майбутньому. Необхід-
ність спорудження цих та інших космічних об’єктів [2–4]  
спонукає розробку технологій спорудження великога-
баритних космічних об’єктів. Серед них важливе місце 
займають силові каркаси стержневих конструкцій. Після 
доставки на орбіту вони мають вигляд комбінації пря-
молінійних стержнів, скріплених між собою як елементи 
багатоланкового стержневої конструкції. За існуючими 
технологіями великогабаритні конструкції після доставки 
на орбіту повинні шляхом розкриття набути запланованої 
конструктором форми. Порівняно просто це можливо 
реалізувати для стержневої конструкції саме у вигляді 
багатоланкового стержневої конструкції. 

Керування розкриттям великогабаритних конструк-
цій у невагомості є складною науково-технічною задачею 
механіки, яка не має аналогів у наземній техніці. Ство-
рення великогабаритних конструкцій, що трансформу-
ються у космосі, пов’язано з рішенням ряду проблем 
техніки і механіки, обумовлених унікальністю об’єктів. 
Характерною рисою для них є поєднання суперечливих 
вимог стосовно суттєвого збільшення габаритних роз-
мірів і забезпечення достатньої жорсткості при досить 
обмеженій масі силового каркаса [5]. 

Для конструкції у вигляді багатоланкової стержне-
вої системи досліджувати механіку процесу розкрит-
тя доцільно на основі варіаційного принципу динаміки 
Лагранжа. При цьому слід користуватись поняттями 
кінетичної й потенціальної енергії механічної системи. 
Для розрахунків геометричної форми послідовних фаз 
розкриття «маятникоподібних» стержневих конструкцій 
слід використати, в першу чергу, наукові дослідження, 
присвячені динаміці багатоланкових маятників [6–8]. 
На практиці це виглядає як складання та розв’язання 
рівнянь Лагранжа другого роду руху механічної системи 
відносно узагальнених координат багатоланкового маят-
ника та графічного трактування одержаних розв’язків. 

В результаті виникає питання про адаптування до не-
вагомості процесу коливання багатоланкового маятника 
як основи геометричної моделі розкриття багатоланкової 
стержневої конструкції орбітального об’єкта. Відповідь на 
нього можна знайти у роботах, присвячених можливості 
застосування рівнянь Лагранжа другого роду для механіч-
них систем у невагомості [9]. Формально вважається, що 
розрахунки стосовно трансформування у часі механічних 
стержневих конструкцій у невагомості можна виконува-
ти, користуючись лише поняттями їх кінетичних енергій. 
Тобто при складанні рівнянь Лагранжа другого роду потен-
ціальну енергію механічної системи можна вважати «ну-
льовою». Такий формальний підхід далі застосовано при 
розробці та дослідженні геометричних моделей розкриття 
космічних стержневих конструкцій у вигляді різновидів 
багатоланкових маятників як консервативних систем. Тоб-
то приймається, що після ініціювання коливань, величина 
кінетичної енергії є незмінною (для малих проміжків часу).

Отже, для практичних впроваджень доцільні дослі-
дження способу розкриття у невагомості великогабаритних 

стержневих конструкцій, елементи яких будуть поєднані 
подібно багатоланковому маятнику. На орбіту комплекти 
стержнів доставляються у складеному вигляді (касети), 
після чого необхідно виконати операцію її розкриття для 
надання робочої форми всій просторовій стержневій кон-
струкції. Розрахунок стержневих конструкцій такого класу 
пропонується здійснювати на основі Лагранжевої динаміки 
багатоланкових маятників як консервативної системи. Це 
дозволить одержати геометричні моделі послідовних фаз 
розкриття стержневих конструкцій з врахуванням дина-
мічних властивостей. Застосування таких моделей на етапі 
проектування при подальших дослідженнях допоможе роз-
рахувати параметри функціонування конструкції в цілому.

На актуальність обраної теми вказує необхідність ви-
бору та дослідження можливого рушія процесу розкриття 
стержневої конструкції маятникового типу. Пропонуєть-
ся використати імпульсні піротехнічні реактивні дви-
гуни, встановлені на кінцевих точках ланок стержневої 
конструкції. Вони набагато легші і дешевші порівняно, 
наприклад, з електродвигунами або пружинними при-
строями. Особливо це важливо, коли на орбіті процес 
розкриття конструкції планується здійснити лише один 
раз. Найчастіше саме одноразово використовуються на 
орбіті рушії процесу розкриття стержневих конструкцій.

2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми

Для обґрунтування вибору конструктивних парамет
рів елементів системи розкриття й підтвердження надій-
ності цього процесу потрібне проведення детального ма-
тематичного моделювання з використанням ефективної 
геометричної моделі. У роботі [10] розглядається методи-
ка моделювання динамічного процесу розкриття стерж-
невого каркасу космічного базування рефлектора антени, 
що трансформується. При цьому використовується про-
грамний комплекс на базі моделювання методом кінцевих 
елементів. Особливістю задачі є можливість врахування 
деформації всіх елементів конструкції при значній зміні 
конфігурації. Тобто рушієм процесу розкриття можна 
вважати пружні властивості елементів, геометричною 
формою яких важко керувати у випадку великих розмірів 
конструкції. В роботі [11] описано математичні моделі 
механізмів розкриття, тросової синхронізації, гальмуван-
ня й фіксації панелей. Визначаються інтегральні дина-
мічні характеристики й характеристики навантаження 
елементів сонячної батареї. Але в таких моделях меха-
нізмів розкриття не використовується інерційний спосіб 
трансформування великогабаритних сонячних батарей, 
а перевага віддається тросовій синхронізації, що складно 
реалізується для великогабаритних конструкцій.

При дослідженні розкриття конструкцій типу багато-
ланкового маятника увагу привертає спосіб забезпечення 
необхідного кінцевого розташування його ланок обмеже-
ним моментом, прикладеним до першої ланки. У роботі [12]  
побудовано закон керування багатоланковим маятником 
на площині в околиці заданого положення рівноваги у фор-
мі зворотного зв’язку. Це дозволяє приводити маятник за 
кінцевий час у положення рівноваги обмеженим моментом, 
прикладеним до першої ланки. Ефективність отриманого 
закону керування продемонстрована на прикладі комп’ю-
терного моделювання динаміки триланкової стержневої 
конструкції. Дається обґрунтування застосовності от-
риманого закону керування нелінійним багатоланковим  ТО
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маятником. Але такі роботи орієнтовані переважно на 
керуванням рівновагою оберненого маятника на візку 
у полі земного тяжіння. 

На практиці більш вживаними є каркасні тросові систе-
ми розкриття. У роботах [13, 14] наведені математичні мо-
делі процесу розкриття багатоланкової каркасної конструк-
ції сонячної батареї із тросовою системою синхронізації. На 
рис. 1 представлена схема розкриття конструкції [13], де за 
допомогою електродвигунів та тросів здійснюється синхро-
нізація зміни величин кутів між суміжними ланками.

a

б

Рис. 1. Схема конструкції з тросовою системою 
розкриття [13]: а – у нерозкритому стані; 	

б – у розкритому стані

При цьому на основі аналізу кінематичної схеми сис-
теми розкриття необхідно обрати розміри радіусів роли-
ків і передатного відношення двох типів шестерних ме-
ханізмів, що забезпечують задану послідовність фіксації 
ланок. Для дослідження процесу розкриття сонячної ба-
тареї використане рівняння Лагранжа другого роду [14].  
Застосування тросової системи розкриття на практиці 
обмежено розмірами конструкції та необхідністю син-
хронізувати дію електродвигунів, що є самостійною зада-
чею при великій кількості ланок. Для чисельного аналі-
зу процесу розкриття конструкцій, що трансформуються, 
використовують можливості сучасних пакетів моделю-
вання динаміки механічних систем. Робота [15] присвяче-
на методу розрахунку великогабаритних конструкцій, що 
розкриваються, з використанням програмних комплексів 
MSC.Software. В роботі [16] наведено приклад розрахунку 
розкриття за допомогою комплексу автоматизованого ди-
намічного аналізу багатокомпонентних механічних систем 
EULER. Але зазначені програмні продукти не розраховані 
без відповідних надбудов на реалізацію інерційного спосо-
бу розкриття багатоланкових конструкцій. Інші варіанти 
систем розкриття наведені у огляді літератури [17]. Але там 
відсутня інформація про інерційний спосіб розкриття бага-
толанкових стержневих конструкцій і перевага віддається 
тросовим системам, про недоліки який йшлося раніше. 

Прототипом розглянутого у роботі способу розкриття 
багатоланкової стержневої конструкції є тросова система. 

Виконаний огляд літературних джерел показав, що існуючі 
схеми розкриття тросових систем є надто складними для 
реалізації у випадку великих розмірів ланок (порядку 
десятків метрів). Цей висновок базується на необхідності 
синхронізації та комутації електродвигунів для регулю-
вання величин кутів в вузлах конструкцій з метою надан-
ня багатоланковій конструкції розрахованої геометричної 
форми. Це є самостійною задачею, розв’язувати яку до-
цільно з позицій динаміки стержневих конструкцій [18, 19]. 
Крім того, ідея застосування багатоланкових стержневих 
конструкцій має перспективу розвитку, якщо врахувати 
новітні технології SpiderFab виготовлення безпосередньо  
у космосі ланок стержневих конструкцій як елементів ве-
ликогабаритних конструкцій [20].

У роботах [21, 22] започатковано геометричну модель 
розкриття на уявній площині у невагомості стержневої 
конструкції як багатоланкового маятника. Вважалося, що 
рушіями розкриття є імпульсні піротехнічні реактивні 
двигуни, встановлені на кінцевих точках ланок. Для спра-
цювання датчиків замків фіксації положення суміжних 
ланок стержневої конструкції у розкритому стані пропону-
ється використовувати поперечні рухи вузлів (тремор) на 
заключних фазах розкриття стержневої конструкції. Про-
ведені тестові розрахунки показали можливості застосу-
вання багатоланкових стержневих конструкцій з спільною 
точкою кріплення. Не дослідженими залишилися питання 
впливу можливої похибки величини імпульсу на реаліза-
цію розкриття розрахованої форми, а також конкретизація 
типів стержневих конструкцій для одержання прийнятних 
схем розкриття. В роботах [23, 24] наведено спосіб спо-
рудження у невагомості сіткополотна, призначеного для 
антен наддовгих хвиль. Стежки сіткополотна одержуються 
за допомогою циклічних траєкторій кінцевого вантажу 
при розкритті подвійної стержневої конструкції. В цьому 
напрямку доцільними будуть дослідження вибору парамет
рів стержневих конструкцій для одержання необхідних 
форм циклічних траєкторій кінцевих точок. В роботі [25] 
наведено ілюстрації деяких положень, які сприятимуть 
розумінню результатів даної статті.

Для порівняння з одержаними в даній статті результа-
тами наведемо [26, 27] деякі схеми розкриття стержневих 
конструкцій. Але відомі конструкції і технології їх роз-
криття є набагато складніші порівняно з розглянутими  
в даній статті. На сайті [28] наведено фільм, присвячений 
способу ініціювання коливань стержневої конструкції  
в невагомості. 

В результаті огляду літературних джерел [10–28] 
були виявлені питання, ще не досліджені іншими автора-
ми, що дозволило сформулювати наступну проблему до-
сліджень. Для реалізації ідеї розгортання багатоланкових 
великогабаритних конструкцій у невагомості необхідно 
дослідити інерційну систему розкриття на прикладах 
конкретних стержневих конструкцій, де ініціювання їх 
розкриття у просторі здійснюється імпульсами піро-
технічних реактивних двигунів, які впливають на певні 
вузлові елементи конструкції. Необхідно проаналізувати 
прояви можливих похибок величин імпульсів на гео-
метричну форму розташування ланок стержневої кон-
струкції, одержану в результаті її розкриття. А також 
розглянути питання гальмування та фіксації елементів 
багатоланкової конструкції в наперед розрахованому роз-
горнутому стані. При цьому наявність протяжних ланок 
конструкції не повинна принципово впливати на загаль-
ність реалізації інерційної способу розкриття. НЕ
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3. Ціль та задачі дослідження

Метою роботи є розвиток геометричної моделі роз-
криття багатоланкової стержневої конструкції в умо-
вах невагомості. Стержнева конструкція ототожнюються 
з  багатоланковим маятником, який рухається на уявній 
площині. Для ініціювання руху конструкції пропонуєть-
ся використати імпульсні піротехнічні реактивні двигу-
ни, встановлені на кінцевих точках ланок конструкції.

Для досягнення поставленої мети вирішувалися на-
ступні задачі:

– розв’язати систему диференціальних рівнянь Ла-
гранжа другого роду для опису в невагомості фаз руху 
елементів конкретних різновидів багатоланкових стерж-
невих конструкцій;

– для моделювання дії імпульсних реактивних дви-
гунів розробити схему ініціювання руху багатоланкової 
стержневої конструкції шляхом впливу імпульсів двигу-
нів на кінцеві точки ланок конструкції;

– дослідити допустиму похибку величини імпульсу 
для ініціювання розгортання багатоланкової стержневої 
конструкції з інерційною системою розкриття за умови 
одержання необхідного розташування її ланок; 

– за допомогою комп’ютерної анімації спрогнозувати 
у часі взаємне розташування елементів багатоланкової 
стержневої конструкції та визначити на цій базі необхід-
ний момент фіксації взаємного положення стержнів за 
допомогою спеціального «стоп-коду»;

– визначити параметри та початкові умови ініціювання 
коливань двохланкової стержневої конструкції для одер-
жання циклічної траєкторії кінцевої точки другої ланки;

– навести тестові приклади розкриття деяких варіантів 
багатоланкових стержневих конструкцій у невагомості. 

4. Розробка геометричної моделі процесу  
розкриття у невагомості стержневих конструкцій  

як багатоланкових стержневих конструкцій

4. 1. Пояснення загальної схеми процесу розкриття 
стержневих конструкцій

Серед можливих конфігурацій багатоланкових стерж-
невих конструкцій з нерухомою точкою кріплення роз-
глянемо їх різновиди двох типів: лінійні – подвійні та 
чотириланкові конструкції, а також нелінійні двохланкові –  
магдебурзький та Томсона-Тета. Нерухомість точки кріп
лення стержневої конструкції забезпечується завдяки її 
приєднання до космічного апарату, маса якого на порядки 
більша сумарної маси вантажів у вузлах. Оскільки маса 
космічного апарату набагато більша за масу двохланкової 
стержневої конструкції, то його орієнтація стабілізується.

Терміном «магдебурзький» названо конструкцію, яка 
нагадує маятник, що експонується в музеї «Вежа Століт-
тя» у німецькому місті Магдебург [29] для демонстрації 
хаотичних коливань. Терміном «Томсона-Тета» названо 
маятникову конструкцію, описану в роботі [30] і призна-
чену для пояснення зв’язків симетрії функції Лагранжа із 
законами збереження. 

Для лінійних стержневих конструкцій вважається, що 
перша ланка своїм початком кріпиться до нерухомої точки, 
а до кінцевої точки приєднується початок другої ланки. 
Наступні ланки стержневої конструкції кріпляться своїм 
початком до кінцевих точок попередніх ланок. Відмінність 
нелінійних стержневих конструкцій полягає у можливості 

існування «дочірніх» конструкцій з початковими точками 
у вузлах «материнської» стержневої конструкції. 

Далі вважатимемо, що циліндричні шарніри у вуз-
лах стержневих конструкцій забезпечують їх розкриття 
лише у межах абстрактної площини, яка проходить через 
нерухому точку конструкції. На практиці при реалізації 
розглянутої схеми розкриття стержневої конструкції ви-
никатимуть дві ключові технологічні проблеми – вибору 
способів активізації та зупинки процесу розкриття. Тобто 
вибір рушійних сил як засобів ініціювання розкриття 
стержневих конструкцій у невагомості. А також спосіб 
фіксації кутів між ланками механізмами циліндричних 
шарнірів у разі досягнення просторового розташування, 
передбаченого конструктором. Тобто обрання моменту 
часу для подачі сигналу гальмування розкриття спеціаль-
ними пристроями, вмонтованими у циліндричні шарніри.

Як можливі варіанти засобів ініціювання розкриття 
стержневої конструкції можна розглянути різноманітні 
блоки (пристрої), розташовані у вузлових циліндричних 
шарнірах. По-перше – це крокові електродвигуни, за 
допомогою яких можна слідкувати за зміною кутів між 
ланками стержневої конструкції і фіксувати їх положен-
ня. По-друге – це застосування різноманітних пружних 
елементів та металів з «термічною пам’яттю», запро-
грамованих на певну послідовність дій. І по-третє – це 
використання відцентрових сил для зміни просторового 
розташування ланок стержневої конструкції при обертан-
ні її навколо нерухомої точки кріплення. 

Теоретично такі способи спроможні реалізувати роз-
криття космічних об’єктів типу багатоланкових стерж-
невих конструкцій. Але вибір блоків розкриття та галь-
мування має залежати від дотримання певних умов, які 
забезпечать безвідмовне функціонування. Серед голов-
них – спроможність зазначених блоків протидіяти пере-
вантаженням в процесі доставки на орбіту. При викорис-
танні крокових електродвигунів необхідне забезпечення 
живленням струмом та здійснення комутації їх роботи. 
Для виконання разового розкриття стержневої конструк-
ції (як найбільш ймовірного) така технологія буде надто 
коштовною. Крім того, перед «запуском» розкриття необ-
хідно виконати певні дії по розконсервуванню та тесту-
ванню конструкції.

Все це спонукало обрати інший варіант вибору рушій-
них сил для ініціювання розкриття «маятникоподібних» 
стержневих конструкцій. А саме, використовувати імпульс
ні реактивні двигуни (типу піропатронів), встановлених на 
кінцевих точках ланок стержневої конструкції. Зазначимо, 
що піротехнічні пристрої вже використовуються в косміч-
них технологіях. Наприклад, у НАСА піротехнічні патро-
ни застосовуються для «розколу» гайок при необхідності 
миттєвих розстикуваннях орбітальних об’єктів [31]. 

Кожний імпульсний піротехнічний реактивний дви-
гун повинен забезпечити розраховану для нього вели-
чину імпульсу. Крім того, реактивні двигуни повинні 
закріплюватися так, щоб дія була спрямована по нормалі 
до відповідної ланки. Цю ідею пояснимо на тривіальному 
прикладі подвійної стержневої конструкції. Для цьо-
го оберемо уявну площину з декартовими координата-
ми Oxy, на якій в умовах невагомості буде переміщувати-
ся подвійна стержнева конструкція. Вона складатиметься 
з двох невагомих нерозтяжних стержнів довжин L1 і L2, 
шарнірно з’єднаних між собою вузловим циліндричним 
шарніром. На кінцях стержнів закріплено вантажі з маса-
ми m1 і m2 (рис. 2).ТО
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Рис. 2. Схема двохланкової стержневої конструкції

Рух без тертя у циліндричних шарнірах забезпечує 
переміщення вантажів лише у межах обраної площини. 
Початок першої ланки стержневої конструкції збігаєть-
ся з початком координат О. У якості напрямку відліку 
оберемо вісь Oy. Для визначення взаємного положення 
ланок стержневої конструкції оберемо узагальнені коор-
динати – кути u1(t) і u2(t), утворені на площині відповід-
ними ланками з напрямком відліку.

Ініціювання коливань стержневої конструкції у не-
вагомості здійснюється шляхом вибору величин імпуль-
сів, наданих кожному з кутів відхилень. Наприклад, 
U′ = {u1′(0), u2′(0)} означає, що вантажу № 1 масою m1 
надано імпульс величиною m1u1′(0), а вантажу № 2 ма-
сою m2 надано імпульс величиною m2u2′(0). Тобто кутам 
розкриття u1(0) і u2(0) надано початкові швидкості u1′(0) 
і u2′(0), відповідно. Вектори R1 і R2 напрямку надання 
швидкостей співпадають з напрямком дії імпульсних 
реактивних двигунів і розташовані перпендикулярно від-
повідній ланці стержневої конструкції у кінцевих точ-
ках (рис. 1). З врахуванням наданої реактивними дви-
гунами миттєвих швидкостей u1′(0) і u2′(0), стержнева 
конструкція далі має розкриватися за інерцією. Наведене 
пояснює термін «інерційна система розкриття». У якості 
імпульсного реактивного двигуна можна використати 
довільний пристрій, здатний забезпечити наперед розра-
ховану величину імпульсу (типу піропатрона). 

Коли розташування ланок стержневої конструкції 
досягне необхідного просторового положення, передба-
ченого конструктором, то виникає питання гальмування 
процесу розкриття. Для цього необхідно розробити засо-
би фіксації (стопоріння) кута між ланками у розрахова-
ний момент часу за допомогою спеціального пристрою, 
вмонтованого у циліндричний шарнір стержневої кон-
струкції. Наприклад, в циліндричних шарнірах можна 
передбачити електромагнітні замки, які б управлялися 
сигналами при досягненні розрахованого значення кута 
розкриття. Ці сигнали повинна надавати комп’ютерна 
програма у вигляді «стоп-коду» в той момент розкриття, 
який забезпечить розраховане розташування всіх ланок 
стержневої конструкції. Отже, «стоп-кодом» будемо на-
зивати раніше обчислену конструктором послідовність 
значень величин кутів між ланками стержневої конструк-
ції, в разі досягнення якої подається команда на одночас-
ну фіксацію (стопоріння) положення ланок. 

Для запобігання надмірних навантажень на елементи 
конструкції, що виникають при гальмуванні розгортання 
конструкції, стержні слід виготовляти з надлегких мате-
ріалів. Наприклад, з полімерних композитних матеріалів 
на основі епоксидної смоли, армованої графітовими або 
кевларовими волокнами. Графітові й кевларові волок-
на мають від’ємний коефіцієнт термічного розширення, 
у той час як епоксидна смола – нормальний, і їхнє спо-
лучення утворює композит, практично не підданий тер-
мічному розширенню або стиску в широкому інтервалі 
температур. Разом з тим в умовах невагомості міцність 

матеріалу на орбіті стає вторинною стосовно твердості. 
В роботі [32] згадуються елементи конструкцій, які на 
Землі не витримали б власної маси 411 кг, а на орбіті 
витримують навантаження до 24,5 т. Крім того, за допо-
могою одержаних в роботі фазових траєкторій процесів 
розкриття є можливість визначати швидкості елементів 
в момент фіксування стержневої конструкції. І, як наслі-
док, визначати інші фізичні параметри. 

На завершення розглянемо схему ініціювання та фіксу-
вання коливань, узагальнену на випадок лінійної n-ланко-
вої стержневої конструкції. Складається з n невагомих не-
розтяжних стержнів довжин Li (i = 1..n), шарнірно з’єднаних 
між собою кінцевими вузловими точками, на яких закріп
лено вантажі з масами mi (i = 1..n). При цьому узагальне
ними координатами вважатимемо кути ui(t) (i = 1..n), утво-
рені відповідними ланками напрямком осі Oy на площині. 

В момент часу t взаємне розташування ланок стержне-
вої конструкції можна визначити за допомогою послідов-
ності чисел U{u1(t), u2(t), u3(t),…, un(t)}. Для завершення 
процесу розкриття необхідно вказати розрахований мо-
мент часу t = t0, коли виникне задумане конструктором 
взаємне розташування ланок стержневої конструкції.  
В даній роботі такі розрахунки пропонується здійснювати 
за допомогою комп’ютерної анімації процесу розкриття. 
Для моменту часу t = t0 буде обчислена шукана послідов-
ність USTOP{u1(t0), u2(t0), u3(t0),…, un(t0)}. Цим самим буде 
сформовано той самий «стоп-код», за допомогою якого 
мають синхронно фіксуватися замки всіх циліндричних 
шарнірів. В цьому випадку ланки стержневої конструкції 
займуть передбачене розрахунками взаємне положення.

4. 2. Геометричне моделювання розкриття двохлан­
кових стержневих конструкцій

Наведемо розрахунки розкриття двохланкової кон-
струкції. Нехай початок першої ланки стержневої кон-
струкції збігається з початком координат О. Узагаль-
неними координатами вважатимемо кути u1(t) і u2(t), 
утворені на площині відповідними ланками з напрямком 
відліку (рис. 1). За умови відсутності дисипативних сил 
і з врахуванням «нульової» потенціальної енергії опис 
руху стержневої конструкції на уявній площині виконає-
мо на основі лагранжіана:

L m x y m x y= ′ + ′( ) + ′ + ′( )0 5 1 1
2

1
2

2 2
2

2
2, [ ], 	 (1)

де

x t L u t1 1 1( ) sin ( ) ;= ( )  

y t L u t1 1 1( ) cos ( ) ;= ( )

x t x t L u t2 1 2 2( ) ( ) sin ( ) ;= + ( )  

y t y t L u t2 1 2 2( ) ( ) cos ( ) ;= + ( ) 	 (2)

В цьому випадку система рівнянь Лагранжа другого 
роду має вигляд:

m L u m L u u u

m L u u u m L u

1 1 1 2 2 2 1 2

2 2 1

2

1 2 2 1 1
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+ ′( ) − + ′′

cos( )
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L u u u

L u u u L u
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Тут

′ = ( )u
d
dt

u t1 1 ; ′ = ( )u
d
dt

u t2 2 ; ′′= ( )u
d
dt

u t1

2

2 1 ; ′′= ( )u
d
dt

u t2

2

2 2

– похідні функції опису узагальнених координат.
При розв’язанні системи рівнянь (3) слід враховувати 

координати таких векторів: довжин ланок стержневої 
конструкції: L = {L1, L2,}; значень мас вантажів: m = {m1, m2};  
значень початкових кутів відхилень: U = {u1(0), u2(0)},  
а також значень швидкостей, наданих кутам відхилень: 
U′ = {u1′(0), u2′(0)}.

З виконанням початкових умов систему рівнянь Ла-
гранжа другого роду (3) розв’язано наближено методом 
Рунге-Кутти в середовищі математичного пакету maple,  
і одержані розв’язки позначено символами U1(t), U2(t).  
Це дозволяє на площині в системі координат Оху визна-
чити координати кінцевої вузлової точки (x2, y2) дру-
гої ланки стержневої конструкції в момент часу t. Для 
обчислення цих координат у виразах (2) слід замінити 
малі літери u на великі U. Наближений вигляд траєкторії 
переміщення одержимо, з’єднавши 
близькі точки відрізками. 

У випадку розкриття двох-
ланкової стержневої конструкції 
цінність можуть представити не-
хаотичні циклічні переміщення 
вузлової точки (x2, y2) стержневої 
конструкції. Це забезпечується на-
лежним вибором параметрів стерж-
невої конструкції. За допомогою 
складеної maple програми крім 
переміщення зазначеної кінцевої 
точки можна визначити швидкість, 
що дозволяє будувати відповідну 
фазову траєкторію. Одночасно ви-
даються наближені значення по-
точних величин кутів u1(t), u2(t),  
а також зображується нехаотичний 
слід від переміщення другого ван-
тажу. Крім того, програма дозволяє 
одержати послідовність N кадрів 
анімаційних зображень процесу 
розкриття стержневої конструкції 
залежно від часу. Завдяки цьому 
можна спостерігати за взаємним 
положенням ланок стержневої кон-
струкції в довільний момент часу.

Наведемо приклади визначен-
ня нехаотичних траєкторій коли-
вань другого вантажу стержневої 
конструкції шляхом розв’язання 
системи рівнянь Лагранжа друго-
го роду. Враховуючи те, що двох-
ланкова конструкція доставляти-
меться у складеному вигляді, то 
спільною для всіх прикладів буде 
початкова умова U = {0, p}. На ри-
сунках до прикладів буде зобра-
жено циклічну нехаотичну траєк-
торію кінцевої точки другої ланки 
стержневої конструкції, яка має 
«загострену» точку повернення. 
А також одну з фаз розташування 

ланок стержневої конструкції в процесі розкриття, здійс-
неного проти напрямку годинникової стрілки. Трикутни-
ком позначено нерухомий вузол кріплення стержневої 
конструкції. Значення всіх параметрів в умовних вели-
чинах. Приклади реалізацій розкриття стержневих кон-
струкцій в невагомості у вигляді анімацій можна знайти  
на сайті [25].

Приклад 1. L = {2, 1}; m = {1, 2}. На рис. 3 наведені 
результати обчислень залежно від координат векто-
ра U′ = {u1′(0), u2′(0)}.

Зображена на рис. 3, б крива є прикладом цикліч-
ної нехаотичної траєкторії кінцевої точки двохланкової 
стержневої конструкції (циклічної траєкторії з особли-
вими точками повернення), яку можна застосувати при 
виготовленні сіткополотна в невагомості. 

Приклад 2. L = {2,5; 0,5}; m = {1; 1,5}. На рис. 4 наведе-
ні результати обчислень залежно від координат векто-
ра  U′ = {u1′(0), u2′(0)}. 

Приклад 3. L = {0,5; 2,5}; U′ = {1; 1,5}. На рис. 5 наведе-
ні результати обчислень залежно від координат векто-
ра  m = {m1, m2}.

a б в

Рис. 3. Обчислення для прикладу 1 залежно від координат вектора U′:  
а – U′ = {1; 0,65}; б – U′ = {1; 0,05}; в – U′ = {1; 0,947}

Рис. 4. Обчислення для прикладу 2 залежно від координат вектора U′: 	
а – U′ = {1; 0,28}; б – U′ = {1; –1,336}; в – U′ = {1; 2,66}

a б в

Рис. 5. Обчислення для прикладу 3 залежно від координат вектора m:  
а – m = {1; 0,244}; б – m = {1; 8,543}; в – m = {1; 13,48}
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Дослідимо питання впливу похибки величини ім-
пульсу на геометричну форму результату розкриття. Як 
критерій «якості» розкриття оберемо вигляд цикліч-
ної нехаотичної траєкторії кінцевої точки другої ланки 
стержневої конструкції залежно від похибки величини 
імпульсу у межах проценту його розрахованого значення. 
Для цього побудуємо суміщені зображення траєкторій, 
які відповідатимуть таким значенням величин імпульсів:

– {u1′(0)–u1′(0)/100 , u2′(0)–u2′(0)/100} – позначено 
зеленим кольором;

– {u1′(0), u2′(0)} – позначено чорним кольором (зна-
йдена траєкторія);

– {u1′(0)+u1′(0)/100, u2′(0)+u2′(0)/100} – позначено 
червоним кольором.

Повторимо з врахуванням цих умов побудови при-
кладу 1. На рис. 6 наведені суміщені зображення залежно 
від координат вектора U′. 

Рис. 6. Обчислення залежно від координат вектора U′:  
а – U′ = {1±0,01; 0,65±0,065}; б – U′ = {1±0,01; 0,05±0,005}; 

в – U′ = {1±0,01; 0,947±0,0947}

a б

в

На цьому прикладі було проілюстровано, що похиб-
ка у розмірі «процент величини» по різному впливає 
на результат розкриття різних подвійних стержневих 
конструкцій. Найголовнішим результатом є те, що для 
стержневої конструкції з параметрами L = {2, 1}; m = {1, 2};  
U′ = {1, 0,05} (рис. 6, б) така похибка майже не впливає 
на результат її розкриття. Зазначена крива є прикладом 
циклічної нехаотичної траєкторії кінцевої точки двохлан-
кового стержневої конструкції. Така властивість дозволяє 
рекомендувати маятник з параметрами L = {2, 1}; m = {1, 2}; 
U′ = {1, 0,05} як привід плетіння сіткополотна, де необхід-
но забезпечити переміщення кінцевої точки другої ланки 
стержневої конструкції вздовж напрямку платформи. 

Рис. 6 також дозволяє пояснити спосіб знаходження 
циклічних нехаотичних траєкторій (рис. 3–5), який по-
кладено в основу алгоритму визначення таких кривих. 
Спочатку будується параметрична сім’я кривих, параме-
тром якої є С з виразу U′ = {1, С}. Далі визначається функ-
ція кількості пікселів, які складають зображення (без 
стержневої конструкції) на рис. 6. Шукане значення С, 
що забезпечить циклічну нехаотичну траєкторію, від-

повідатиме екстремальному (мінімальному) значенню 
функції кількості пікселів. Коли таких екстремумів буде 
декілька, то обирається глобальний мінімум.

Підводячи підсумок зазначимо, що періодичні рухи 
другого вантажу подвійної стержневої конструкції можли-
во використовувати при реалізації на орбіті певних опера-
цій. Наприклад, застосовувати у механізмі виготовлення 
сіткополотен для великогабаритних конструкцій [23, 24].

4. 3. Геометричне моделювання розкриття чотири­
ланкових стержневих конструкцій

Розвиваючи результати робіт [21, 22], у якості другого 
прикладу, наведемо розрахунки розкриття чотириланко-
вої стержневої конструкції. Вважатимемо, що викону-
ються всі умови попередніх припущень. Узагальненими 
координатами вважатимемо кути u1(t), u2(t), u3(t) і u4(t), 
утворені на площині відповідними ланками з напрямком 
відліку (рис. 7).

Рис. 7. Схема чотириланкової стержневої конструкції

За допомогою узагальнених координат обчислюємо 
координати вузлових точок стержневої конструкції: 

x t L u t1 1 1( ) sin ( ) ;= ( )
y t L u t1 1 1( ) cos ( ) ;= ( )
x t x t L u t2 1 2 2( ) ( ) sin ( ) ;= + ( )
y t y t L u t2 1 2 2( ) ( ) cos ( ) ;= + ( )
x t x t L u t3 2 3 3( ) ( ) sin ( ) ;= + ( )
y t y t L u t3 2 3 3( ) ( ) cos ( ) ;= + ( )
x t x t L u t4 3 4 4( ) ( ) sin ( ) ;= + ( )
y t y t L u t4 3 4 4( ) ( ) cos ( ) .= + ( ) 	 (4)

За умови відсутності дисипативних сил і з врахуван-
ням «нульової» потенціальної енергії опис розкриття 
стержневої конструкції на уявній площині виконаємо на 
основі лагранжіана: 

L m x y m x y

m x y m x

= ′ + ′( ) + ′ + ′( ) +
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Опис руху чотириланкової стержневої конструкції одер-
жимо у вигляді системи з чотирьох диференціальних рів-
нянь Лагранжа другого роду відносно функцій u1(t), u2(t), 
u3(t) і u4(t) (з причини громіздкості тут не наведено). При 
розв’язанні одержаної системи слід враховувати координати НЕ
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таких векторів: довжин ланок стержневої конструкції: L = 
= {L1, L2, L3, L4}; значень мас куль: m = {m1, m2, m3, m4}; значень 
початкових кутів відхилень: U = {u1(0), u2(0), u3(0), u4(0)},  
а також значень початкових швидкостей, наданих кутам 
відхилень U′ = {u1′(0), u2′(0), u3′(0), u4′(0)}. Всі значення па-
раметрів в умовних величинах.

З врахуванням відповідних початкових умов систему 
рівнянь Лагранжа другого роду розв’язано наближено ме-
тодом Рунге-Кутти в середовищі математичного пакету 
maple, і одержані розв’язки позначено символами U1(t), 
U2(t), U3(t) і U4(t). В обраний на площині системі коорди-
нат Оху з використанням одержаних розв’язків визначаємо 
координати вузлових точок в момент часу t. Для цього 
використовуємо вирази (4) для обчислення координат 
вузлів стержневої конструкції за допомогою узагальнених 
координат, замінивши там малі літери u на великі U. За 
допомогою складеної maple програми крім переміщення 
вузлових точок можна визначити швидкості, що дає мож-
ливість будувати відповідні фазові траєкторії переміщення.

Багатоланкову каркасну конструкцію на орбіту достав-
ляють у складеному вигляді (наочно це нагадує побуто-
вий метр у складеному стані). Тобто початкове положення 
множини ланок стержневої конструкції має «складений» 
вигляд, і вектор значень початкових кутів відхилень завж-
ди матиме координати U = {p/2, –p/2, p/2, –p/2}. Зверта-
ємо увагу на те, що у складеному стані початкове поло-
ження реактивного двигуна четвертої ланки знаходиться 
в зоні кріплення стержневої конструкції до космічного 
апарату. Це спрощує компоновку виробу для транспор-
тування, а також дозволяє компенсувати вплив імпульсу 
на систему завдяки розташуванню симетрично апарату 
такого ж багатоланкового стержневої конструкції.

Наведемо тестові приклади геометричного моделюван-
ня розкриття чотириланкових каркасів шляхом розв’я-
зання системи рівнянь Лагранжа другого роду. Як пер-
спективний варіант, розглянемо стержневу конструкцію, 
складену з шести чотириланкових конструкцій зі спіль-
ним вузлом кріплення, кути між якими 60 градусів. Вва-
жається, що розкриття стержневі конструкції здійснюють 
на близько розташованих паралельних площинах і не 
перешкоджають взаємним переміщенням.

Після виконання програми одержимо послідовність 
кадрів анімаційних зображень залежно від часу розкрит-
тя конструкції. В наведених прикладах за допомогою 
комп’ютерної анімації були визначені моменти часу, коли 
виникала необхідна за розташуванням структура стерж-
невих конструкцій. Одночасно видаються наближені зна-
чення поточних величин кутів u1(t), u2(t), u3(t) і u4(t) для 
обраного моменту часу t. Ці значення будуть викорис
тані для формування «стоп-коду» процесу розкриття. 
Приклади ілюстровано аксонометричними зображеннями 
одержаних кінцевих фаз ланок стержневої конструкції. 
Анімаційні фільми процесів розкриття можна перегляну-
ти на сайті [25]. Побудовані фазові траєкторії призначені 
для аналізу значень швидкостей зміни кутів на фінальній 
стадії розкриття багатоланкової конструкції.

Приклад 4. Довжини ланок: L = {4, 4, 4, 4,5}. Імпульси 
величинами U′ = {0, 1, –1, 1} забезпечують реактивні дви-
гуни, які розташовані на другому, третьому та четвертому 
вантажах. 

На рис. 8 наведено стержневу конструкцію після роз-
криття шести стержневих конструкцій в момент часу t = 2.65. 
Значення координат вектора «стоп-коду» визначатимуть 
наступні числа: USTOP = {0,2312, –0,9965, 2,115, 1,023}.

На рис. 9 зображені фазові траєкторії узагальнених 
координат розкриття стержневої конструкції для при-
кладу 1. Аналіз показує, що на фінальній стадії розкрит-
тя швидкості відповідних вузлів матимуть значення: 
u1′(2,65) = 0.5; u2′(2,65) = –1.8; u3′(2,65) = 1; u4′(2,65) = 0.75.

Рис. 8. Стержнева конструкція прикладу 4 в момент 	
часу t = 2,65

a б

в г

Рис. 9. Фазові траєкторії узагальнених координат 	
для прикладу 1: a – u1(t ); б – u2(t ); в – u3(t ); г – u4(t )

Далі проаналізуємо вплив величини імпульсів на ге-
ометричну форму результату розкриття. На графічному 
рівні покажемо залежність від величини похибки величини 
імпульсу у межах проценту його розрахованого значення. 
Спочатку розглянемо розкриття одного з шести стержневих 
конструкцій. Побудуємо суміщені зображення фаз розкрит-
тя, які відповідатимуть таким значенням величин імпульсів: 

– {u1′(0)–u1′(0)/100, u2′(0)–u2′(0)/100} – позначено 
зеленим кольором;

– {u1′(0), u2′(0)} – позначено червоним кольором (зна-
йдена фігура);

– {u1′(0)+u1′(0)/100, u2′(0)+u2′(0)/100} – позначено 
блакитним кольором.

На рис. 10 наведено суміщені зображення фаз роз-
криття в момент часу t0 = 2,65. Жовтим кольором позна-
чено нерухому точку стержневої конструкції.

Рис. 10. Cуміщені зображення фаз розкриття 	
стержневої конструкції залежно від величин імпульсів 

в момент часу t0 = 2,65ТО
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Приклад 5. Довжини ланок: L = {4,3, 5, 3,5, 6}. Імпульси 
U′ = {1, 0, 0, 0,5} забезпечують реактивні двигуни, які роз-
ташовані на першому та четвертому вантажах. 

На рис. 11 наведено стан стержневої конструкції після 
розкриття шести стержневих конструкцій в момент часу 
t = 1,76. Значення координат вектора «стоп-коду» визнача-
тимуть наступні числа: USTOP = {3,074, –2,276, 1,5, –0,6652}.

На рис. 12 зображені фазові траєкторії узагальне-
них координат розкриття стержневої конструкції для 
прикладу 2. Аналіз показує, що на фінальній стадії роз-
криття швидкості вузлів матимуть значення: u1′(1,76) = 1; 
u2′(1,76) = –0,8; u3′(1,76) = 0; u4′(1,76) = 0,45.

Рис. 11. Стержнева конструкція прикладу 2 в момент 	
часу t = 1,76

a б

в г

Рис. 12. Фазові траєкторії узагальнених координат 	
для прикладу 2: a – u1(t ); б – u2(t ); в – u3(t ); г – u4(t )

Проаналізуємо вплив величини імпульсів на геомет
ричну форму результату розкриття. На рис. 13 наведено 
розкриття однієї з шести стержневих конструкцій при-
кладу 5. Побудовано суміщені зображення фаз розкриття 
за даними попереднього прикладу. Жовтим кольором 
позначено нерухому точку стержневої конструкції. 

Рис. 13. Cуміщені зображення фаз розкриття стержневої 
конструкції прикладу 7 залежно від величин імпульсів 	

в момент часу t0 = 1,76

Приклад 6. Довжини ланок стержневої конструкції 
L = {1, 3, 3, 5.4}. Початкові швидкості U′ = {0, 5, 0, 0} за-
безпечує реактивний двигун, розташований тільки на 
другому вантажі. 

На рис. 14 наведено стержневу конструкцію після 
розкриття шести чотириланкових стержневих конструк-
цій в момент часу t = 1,03. Значення координат векто-
ра «стоп-коду» визначатимуть наступні числа: USTOP = 
= {5,19, 0,2166, –1,132, 1,539}.

На рис. 15 зображені фазові траєкторії узагальнених 
координат розкриття стержневої конструкції для при-
кладу 3. Аналіз показує, що на фінальній стадії розкрит-
тя швидкості вузлів матимуть значення: u1′(1,03) = 10; 
u2′(1,03) = –2; u3′(1,03) = 0; u4′(1,03) = 6.

Рис. 14. Стержнева конструкція прикладу 3 в момент 	
часу t = 1,03

a б

в г

Рис. 15. Фазові траєкторії узагальнених координат 	
для прикладу 3: a – u1(t ); б – u2(t ); в – u3(t ); г – u4(t )

На рис. 16 побудовано суміщені зображення розкриття 
одного з стержневих конструкцій прикладу (позначення 
як у попередніх прикладах). Жовтим кольором позначе-
но нерухому точку стержневої конструкції. В роботі [25]  
наведено анімаційні зображення процесів розкриття.

Рис. 16. Cуміщені зображення фаз розкриття стержневої 
конструкції прикладу 7 залежно від величин імпульсів 

в момент часу t0 = 1,03

Одержані суміщені зображення дозволяють на якіс-
ному рівні зробити висновок про вплив похибки ве-
личини імпульсу на результат розкриття. Порівнюючи 
рис. 10, 13 і 16 видно, що найменший вплив похибки НЕ
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Прикладная механика

буде для варіанта стержневої конструкції з параметрами 
L = {1, 3, 3, 5}; U′ = {0, 5, 0, 0}. Такий висновок на якісному 
рівні зроблено тому, що розбіжності в розташування 
кольорових кінцевих точок буде найменшими. Зазначи
мо, що в цьому прикладі ініціювання рухи здійснює лише 
один реактивний двигун, розташований на місці другого 
вантажу.

4. 4. Геометричне моделювання розкриття стержне­
вої конструкції типу магдебурзького маятника 

У якості третього прикладу наведемо розрахунки роз-
криття нелінійної стержневої конструкції у вигляді маг-
дебурзького маятника. Конструкція складається з двох 
невагомих стержнів. Перший стержень однією з внутріш-
ніх точок прикріплений до нерухомої точки О, а другий 
стержень своїм кінцем прикріплений до кінцевої точки 
першої ланки. На рис. 17 наведено позначення елементів 
стержневої конструкції, аналогічно позначенням рис. 2.

Рис. 17. Схема магдебурзького стержневої конструкції

Вважатимемо, що виконуються всі умови попередніх 
припущень. Узагальненими координатами вважатиме-
мо кути u1(t) і u2(t), утворені на площині відповідними 
ланками з віссю Оу як напрямком відліку. За допомогою 
узагальнених координат визначимо декартові координа-
ти вузлових точок стержневої конструкції:

x t L u tA( ) sin ( ) ;= ( )1 1

y t L u tA( ) cos ( ) ;= ( )1 1

x t L u tB( ) sin ( ) ;= − ( )0 1

y t L u tB( ) cos ( ) ;= − ( )0 1

x t x t L u tC B( ) ( ) sin ( ) ;= + ( )2 2  

y t y t L u tC B( ) ( ) cos ( ) .= + ( )2 2 	 (6)

За умови відсутності дисипативних сил і з врахуванням 
«нульової» потенціальної енергії опис розкриття стержне-
вої конструкції виконаємо на основі лагранжіана [29]:

L m L u m L L u v u u
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В цьому випадку система рівнянь Лагранжа другого 
роду матиме вигляд:
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– похідні функції опису узагальнених координат; J = 0,1 – 
момент інерції другої ланки. 

При розв’язанні системи рівнянь (8) слід враховувати 
координати таких векторів: довжин ланок стержневої кон-
струкції: L = {L0, L1, L2,}; значень мас вантажів: m = {m1, m2};  
значень початкових кутів відхилень: U = {u1(0), u2(0)}, 
а також значень швидкостей, наданих кутам відхилень: 
U′ = {u1′(0), u2′(0)}. З врахуванням початкових умов си-
стему рівнянь Лагранжа другого роду (8) розв’язано 
наближено методом Рунге-Кутти в середовищі матема-
тичного пакету maple, і одержані розв’язки позначено 
символами U1(t), U2(t). Для обчислення декартових коор
динат точки C на другій ланці стержневої конструкції 
у виразах (6) слід замінити малі літери u на великі U. 

В результаті виконання програми одержимо залеж-
но від часу послідовність кадрів розкриття конструкції 
у вигляді комп’ютерних анімаційних зображень. За до-
помогою анімації були визначені значення параметрів 
стержневої конструкції, коли траєкторія точки С мала 
б вигляд нехаотичної кривої, цікавої для використання. 

Наведемо приклади визначення результату розкриття 
стержневих конструкцій типу магдебурзького маятника 
шляхом розв’язання системи рівнянь Лагранжа другого 
роду (8). Оскільки двохланкова конструкція доставляти-
меться у складеному вигляді, то спільною для всіх при-
кладів буде початкова умова U = {0, 0}. Приклади будуть 
проілюстровано зображеннями циклічних нехаотичних 
траєкторій кінцевої точки другої ланки стержневої кон-
струкції. Також буде зображено одну з фаз розташування 
ланок стержневої конструкції в процесі розкриття, здійс-
неного проти напрямку годинникової стрілки. Значення 
всіх параметрів в умовних величинах. 

Приклад 7. L = {1, 0,5, 1,5}; m = {1, 1}. На рис. 18 на-
ведені траєкторії переміщення точки, які співпадають  
у випадку трьох варіантів, а саме, для координат векторів 
U′ = {1, –0,788}; U′ = {1, –0,5743}; U′ = {1, –0,8815} і відріз-
няються напрямками її переміщення.

Рис. 18. Співпадаючі траєкторії руху переміщення 

Крива на рис. 18 також є прикладом циклічної нехао-
тичної траєкторії кінцевої точки двохланкового стержне-
вої конструкції, а саме, циклічної траєкторії з двома особ
ливими точками повернення. Така властивість дозволяє 
також використати стержневу конструкцію з параметрами 
прикладу 7 як привід плетіння сітко полотна. Для цього 
забезпечується переміщення кінцевої точки другої ланки 
стержневої конструкції вздовж напрямку платформи.

Можуть знайти застосування і двохланкові стержневі 
конструкції, циклічні траєкторії яких мають краплеподіб-
ний вигляд, розглянуті в наступному прикладі.

Приклад 8. L = {1, 0,5, 1,5}; m = {1, 1}. На рис. 19 наведе-
ні краплеподібні траєкторії точки залежно від координат 
вектора U′ = {u1′(0), u2′(0)}.ТО
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a б

Рис. 19. Обчислення для прикладу 2 залежно 	
від координат вектора U′: а –U′ = {1; –0,8365};  

б – U′ = {1; –0,6569} 

Приклад 9. L = {1, 1,5, 1,5}; m = {1, 1}. На рис. 20 наведе-
ні краплеподібні траєкторії точки залежно від координат 
вектора U′ = {u1′(0), u2′(0)}.

Підводячи підсумок зазначимо, що періодичні рухи 
другого вантажу двохланкового стержневої конструкції 
можна використовувати при реалізації на орбіті певних 
операцій. Наприклад, у механізмі виготовлення сіткопо-
лотен для великогабаритних конструкцій [23, 24]. Також 
було встановлено, що похибка у межах проценту розра-
хованого значення не впливає на результат розкриття 
різних подвійних стержневих конструкцій. Найголовні-
шим є те, що для стержневих конструкцій з параметрами  
L = {1, 0,5, 1,5}; m = {1, 1}; U′ = {1, –0,788}; U′ = {1, –0,5743}; 
U′ = {1, –0,8815} траєкторії руху кінцевої точки збігають-
ся і відрізняються лише напрямками її переміщення. 

a б

Рис. 20. Обчислення для прикладу 2 залежно 	
від координат вектора U′: а – U′ = {1; –0,7098};  

б – U′ = {1; –0,6569} 

4. 5. Геометричне моделювання розкриття стержне­
вих конструкцій типу Томсона-Тета

В четвертому прикладі розглянемо розкриття нелі-
нійної стержневої конструкції подібної маятнику Томсо-
на-Тета. Конструкція складається з двох стержнів. Перший 
стержень початком прикріплений до нерухомої точки О, 
а другий стержень своєю серединою прикріплений до 
кінцевої точки першої ланки [30]. На рис. 21 наведено 
позначення елементів стержневої конструкції, аналогічно 
позначенням рис. 1.

Рис. 21. Схема стержневої конструкції Томсона-Тета

Вважатимемо, що виконуються всі умови попередніх 
припущень. Узагальненими координатами оберемо ку
ти  u1(t) і u2(t), утворені на площині відповідними ланка-

ми з віссю Оу як напрямком відліку. За допомогою уза-
гальнених координат визначимо декартові координати 
вузлових точок стержневої конструкції:

x t L u t1 1 1( ) sin ( ) ;= ( )
y t L u t1 1 1( ) cos ( ) ;= ( )
x t x t L u t2 1 2 2( ) ( ) sin ( ) ;= + ( )
y t y t L u t2 1 2 2( ) ( ) cos ( ) ;= + ( )
x t x t L u t3 1 2 2( ) ( ) sin ( ) ;= − ( )
y t y t L u t3 1 2 2( ) ( ) cos ( ) .= − ( ) 	 (9)

За умови відсутності дисипативних сил і з врахуван-
ням «нульової» потенціальної енергії опис розкриття 
стержневої конструкції виконаємо на основі лагранжіана:

L m L u L u= ′ + ′( )2 1
2

1
2

2
2

2
22 . 	 (10)

В цьому випадку система рівнянь Лагранжа другого 
роду матиме вигляд:

d
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– похідні функції опису узагальнених координат. Зверне-
мо увагу на те, що у рівняння (8) не входить m1. Пояснен-
ня цього феномену наведено в роботі [26]. 

При розв’язанні системи рівнянь (11) слід враховува-
ти координати таких векторів: довжин ланок стержневої 
конструкції: L = {L1, L2}; значень мас вантажів: m = {m1, m2}; 
значень початкових кутів відхилень: U = {u1(0), u2(0)}, 
а також значень швидкостей, наданих кутам відхилень: 
U′ = {u1′(0), u2′(0)}. З врахуванням початкових умов си-
стему рівнянь Лагранжа другого роду (10) розв’язано 
наближено методом Рунге-Кутти в середовищі матема-
тичного пакету maple, і одержані розв’язки позначено сим-
волами U1(t), U2(t). Для обчислення декартових коорди-
нат кінцевих точок на другій ланці стержневої конструкції 
у виразах (9) слід замінити малі літери u на великі U. 

Наведемо приклади визначення результату розкрит-
тя стержневих конструкцій типу Томсона-Тета шляхом 
розв’язання системи рівнянь Лагранжа другого роду. 
Оскільки двохланкова конструкція доставлятиметься 
у складеному вигляді, то спільною для всіх прикладів 
буде початкова умова U = {0, 0}. Значення всіх параметрів 
в умовних величинах. 

Приклад 10. L = {1,52, 0,91}; m = {1, 1} U′ = {1, –0,5}. На 
рис. 22 наведено послідовні кадри процесу розкриття 
конструкції залежно від часу t. «Стоп-кодом» в момент 
часу t = 1,05 будуть числа USTOP{1,05; –0,525}.

З використанням тридцяти шести розкритих стержне-
вих конструкцій Томсона-Тета можна спорудити силову 
стержневу конструкцію для космічних об’єктів (рис. 23).НЕ
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a б

в г

Рис.  22. Розкриття стержневої конструкції 	
Томсона-Тета залежно від часу: а – t = 0; u1 = 0; u2 = 0; 	

б – t = 0,315; u1 = 0,315; u2 = –0,158; в – t = 0,718; u1 = 0,718; 
u2 = –0,359; г – t = 1,05; u1 = 1,05; u2 = –0,525

Рис. 23. Схема силової стержневої конструкції, 
спорудженої з 36 розкритих стержневих конструкцій 

Томсона-Тета

Приклад 11. L = {1, 1,7}; m = {1, 1} U′ = {1, 0,5}. На рис. 24 
наведено послідовні кадри процесу розкриття конструк-
ції залежно від часу t. «Стоп-кодом» в момент часу t = 3,07 
будуть числа USTOP{3,07; 0,535}.

a б

в г

д е

Рис. 24. Розкриття стержневої конструкції 	
Томсона-Тета залежно від часу: а – t = 0; u1 = 0; u2 = 0; 
б – t = 0,46; u1 = 0,46; u2 = 0,23; в – t = 1,023; u1 = 1,023; 
u2 = 0,512; г – t = 1,84; u1 = 1,84; u2 = 0,92; д – t = 2,46; 

u1 = 2,46; u2 = 1,23; е – t = 3,07; u1 = 3,07; 	
u2 = 0,535

З використанням результату прикладу  11 можна спо-
рудити посилену стержневу конструкцію (рис. 25) для 
космічних інфраструктур (наприклад, космічних підпри-
ємств чи поселень). 

Рис. 25. Посилена стержнева конструкція для космічних 
споруджень

Підводячи підсумки слід зазначити, що в результаті 
обчислень були перевірені наступні властивості стерж-
невої конструкції Томсона-Тета, які сприятимуть її вико-
ристанню при конструюванні систем розкриття стержне-
вих конструкцій у невагомості.

1. В момент часу t величини кутів розкриття пропо-
рційні відповідним початковим швидкостям зміни ку-
тів  u1′(0) і u2′(0).

2. В процесі розкриття поточні швидкості зміни ку-
тів  постійні і співпадають з початковими швидкостям 
u1′(0) і u2′(0).

3. Розкриття стержневої конструкції типу стержневої 
конструкції Томсона-Тета не залежать від маси m1.

Інші властивості стержневої конструкції типу маят-
ника Томсона-Тета розглянуті в роботі [30]. 

5. Обговорення результатів геометричного 
моделювання коливань стержневих конструкцій  

у невагомості під впливом імпульсів на кінцеві  
точки ланок

Проведені дослідження були присвячені формоутво-
ренню багатоланкових стержневих конструкцій у нева-
гомості. Поєднані між собою стержні після доставки на 
орбіту у згорнутому вигляді мають прийняти заплано-
вану просторову форму за допомогою механічної опе-
рації розкриття. У даних дослідженнях процес розкрит-
тя багатоланкової стержневої конструкції у невагомості  
є аналогом процесу коливання багатоланкового маятника 
у полі земного тяжіння. Їх математичні моделі відрізняти-
муться, по суті, значеннями константи g (прискоренням 
вільного падіння): g»0 у першому випадку, і g » 9.81 у дру-
гому. Тоді застосувавши розроблений алгоритм моделю-
вання коливання багатоланкового маятника в полі тяжін-
ня (при g » 9.81) і перевіривши на адекватність одержані 
тестові результати, можна використовувати цей алгоритм  
і для розрахунку розкриття стержневих конструкцій у 
невагомості (при g » 0). Причому, у адекватності коливань 
дозволяє переконатися зоровий аналізатор людини при 
аналізі комп’ютерної моделі процесу коливань. 

В роботі вивчалися питання адаптування до нева-
гомості процесу геометричної моделі розкриття багато-
ланкової стержневої конструкції. При цьому важливим  ТО
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є поняття ініціалізації коливань. Воно має фізичну ана-
логію як удар (клацання, щелчок) по вузловому елементу 
багатоланкової стержневої конструкції. На формальному 
рівні це пропонується здійснити за допомогою імпульсів, 
які діють на кінцеві точки ланок стержневої конструкції. 
Реалізувати на практиці такий підхід пропонується за 
допомогою ряду імпульсних піротехнічних реактивних 
двигунів, дія яких спрямована по нормалі до відповідних 
ланок стержневої конструкції у кінцевих точках. Що 
важливо, після впливу імпульсами на вузлові елементи 
стержневої конструкції система розкриття вважається 
консервативною (для малих проміжків часу). Тому вели-
чина кінетичної енергії приймається незмінною. Після дії 
імпульсів на кінцеві точки ланок розкриття стержневої 
конструкції має відбуватися за інерцією. Тому використо-
вується термін – інерційний спосіб розкриття багатолан-
кових стержневих конструкцій. 

Отримані результати можна пояснити можливістю 
застосування варіаційного принципу Лагранжа до розра-
хунку механічних конструкцій з урахуванням зазначених 
вище особливостей. Це дозволило використати рівняння 
Лагранжа другого роду для опису руху маятникової 
системи у невагомості незалежно від виду стержневої 
конструкції. 

Одержано геометричні моделі послідовних фаз роз-
криття стержневих «маятникоподібних» конструкцій, 
коли рушіями цього процесу є імпульсні піротехнічні 
реактивні двигуни, встановлені на кінцевих точках ла-
нок стержневої конструкції. Такі двигуни набагато легші  
і дешевші порівняно, наприклад, з електродвигунами або 
пружинними пристроями. Особливо це важливо тоді, 
коли розкриття конструкції необхідно використати лише 
один раз, як найчастіше це і потрібно. Було проаналізо-
вано прояви можливих похибок величин імпульсів на 
геометричну форму розташування ланок стержневої кон-
струкції, одержану в результаті його розкриття. А також 
розглянуто питання гальмування елементів багатолан-
кової конструкції в наперед розрахованому розкритому 
стані з використанням спеціального «стоп-коду». Розроб-
ка ілюстративної геометричної моделі інерційного роз-
криття багатоланкового стержневої конструкції пояснює 
використання умовних одиниць параметрів у тестових 
прикладах.

До ще не реалізованих можливостей дослідження 
руху маятникової системи у невагомості можна віднес
ти врахування у часі змінної маси вантажів вузлових 
елементів маятникових конструкцій. Розвиток даного 
напрямку досліджень полягатиме у використанні інших 
варіантів багатоланкових стержневих конструкцій, які 
здійснюють рухи не лише у паралельних площинах (схе-
ми розкриття 3d-конструкцій). Одержані результати до-
поможуть знайти шляхи до розв’язання оберненої зада-
чі компоновки багатоланкового стержневої конструкції.  
А саме, по заданому кінцевому розташуванню елементів 
даної конструкції необхідно визначити початкові умови 
її руху (тобто розташування ланок і величини імпульсів 
реактивних двигунів). В певному розумінні це є кінцевою 
метою таких досліджень.

Труднощі розвитку досліджень в цьому напрямку 
полягають у побудові адекватної математичної моделі та 
формалізації її у вигляді рівнянь Лагранжа другого роду. 
Важливим є спосіб розв’язання цих рівнянь за допомогою 
обчислювальної техніки з обов’язковим унаочненням 
одержаних результатів. 

Отже, результати роботи доцільно використовувати 
при проектуванні розкриття великогабаритних конструк-
цій в умовах невагомості, наприклад, каркасів для косміч-
них сонячних дзеркал або антен. Проведені дослідження 
складуть основу розрахунку просторових 3d-багатолан-
кових стержневих конструкцій, у яких ланки в процесі 
розкриття виходитимуть за межі однієї площини. 

Підводячи підсумки слід зазначити, що в результаті 
проведених досліджень побудовані ідеалізовані геоме-
тричні моделі послідовних фаз розкриття багатоланкових 
стержневих конструкцій, коли рушіями цього процесу 
є імпульсні реактивні двигуни, встановлені на кінцевих 
точках ланок стержневої конструкції.

6. Висновки

1. Одержані розв’язки системи диференціальних рів-
нянь Лагранжа другого роду дозволили наближено опи-
сати рухи у невагомості таких різновидів багатоланкових 
стержневих конструкцій: подвійної, чотириланкової, маг-
дебурзької та Томсона-Тета. Це дало можливість конкре-
тизувати геометричні моделі розкриття стержневих кон-
струкцій та спостерігати за ними в режимі комп’ютерної 
анімації. 

2. Для моделювання дії імпульсного піротехнічного 
реактивного двигуна розроблено схему ініціювання ко-
ливань шляхом впливу імпульсами на кінцеві точки ла-
нок стержневої конструкції, що дозволило змоделювати 
динаміку розкриття конкретної багатоланкової стержне-
вої конструкції. Це дало можливість продемонструвати 
у вигляді геометричних моделей реалізації імпульсних 
реактивних двигунів у якості можливих рушіїв процесу 
розкриття багатоланкової стержневої конструкції типу.

3. На графічному рівні досліджено величину можли-
вої похибки значення імпульсу для ініціювання коливань 
стержневої конструкції з метою одержання прийнятного 
розташування його ланок. Спосіб базується на сумісному 
зображенні трьох варіантів розкриття із близькими зна-
ченнями початкових умов, одержаними в режимі комп’ю-
терної анімації. Це дало можливість стверджувати, що 
допустимими будуть похибки величин імпульсів, які не 
перевищують процент розрахованого значення. 

4. За допомогою комп’ютерної анімації було про-
гнозовано у часі взаємне розташування ланок стержне-
вих конструкцій, одержаних в результаті інерційного 
розкриття відповідних ланок за допомогою реактивних 
двигунів. Вказана можливість визначати поточні значен-
ня кутів між ланками дозволила формувати числовий 
«стоп-код» для фіксації взаємного положення ланок кон-
струкції. Одержані фазові траєкторії процесу розкриття 
дозволяють оцінити швидкості елементів конструкцій  
в момент гальмування розкриття.

5. Визначено параметри двохланкових стержневих 
конструкцій для одержання циклічних траєкторій їх кін-
цевих точок, які характеризуються особливими точками 
самоповернення. Це дозволило розглянути можливості їх 
застосування в механізмах космічного базування. Напри-
клад, як виконавчі механізми формування стіжків при 
споруджені на орбіті сіткополотен для великогабаритних 
антен. 

6. Наведено тестові приклади розкриття варіантів 
конкретних стержневих конструкцій як багатоланкових 
силових каркасів у невагомості: подвійної, чотириланко-НЕ
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Прикладная механика

вої, магдебурзької та Томсона-Тета. Приклади доводять 
можливості геометричного моделювання об’єктів в нева-
гомості на основі розкриття багатоланкових стержневих 

конструкцій, коли рушіями процесу є імпульсні реактив-
ні двигуни, встановлені на кінцевих точках ланок стерж-
невої конструкції.
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