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Синтез робастних регуляторів систем керування технологічними 

агрегатами рудозбагачувальних фабрик  

В. С. Моркун, Н. В. Моркун, В. В. Тронь, С. М. Грищенко 

Для керування процесами збагачувального виробництва в умовах зміни па-

раметрів технологічних агрегатів, як об’єктів керування, досліджено можли-

вість застосування робастних регуляторів. Встановлено, що за показниками 

номінальної і робастної якості керування доцільним є застосування робастно-

го µ-регулятора, для зниження порядку якого виконано апроксимація з засто-

суванням Ганкелевої норми 
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1. Вступ

Гірничо-металургійний комплекс України є однією з найважливіших скла-

дових вітчизняної промисловості. Зокрема, експорт чорних металів і виготов-

лених з них виробів складає майже чверть від загальної вартості експортованої 

продукції. Однак протягом останніх десятиліть змінення якості залізорудної 

сировини має негативну динаміку, що знижує конкурентоспроможність проду-

кції українських підприємств на міжнародному ринку. Водночас, невирішеним 

залишається також проблема підвищення енергоефективності технологічних 

процесів на гірничих підприємствах. 

Численні дослідження доводять, що найбільш перспективним підходом до 

підвищення ефективності технологічних процесів збагачення залізорудної си-

ровини є комплексна автоматизація процесів керування. Тобто, системи авто-

матизації мають охоплювати як окремі агрегати, стадії, цикли, так і всю техно-

логічну лінію чи підприємство [1, 2]. 

При автоматизації процесів керування збагаченням залізорудної сировини, 

представленої різними мінералого-технологічними різновидами, необхідно ви-

рішувати завдання оперативного відстеження зміни стану об’єктів керування і 

виконувати швидкий перехід системи в стан динамічної рівноваги. Найбільші 

зміни в процесі збагачення залізорудної сировини зазнає гранулометричний 

склад і розподіл корисного компонента по класах крупності подрібненої руди. 

Відхилення значень цих показників від технологічно обґрунтованих призводить 

до втрат корисного компонента, зниження продуктивності технологічної лінії і 

підвищення питомих витрат електроенергії.  

Водночас, через наявність циклічних зв’язків агрегати технологічної лінії 

збагачення працюють переважно в перехідних режимах, які характеризуються 

значними відхиленнями регульованих змінних від заданих значень. Наприклад, 

оптимальні режими роботи млина, який працює у замкнутому циклі з класифі-

катором або гідроциклоном, перебувають поблизу критичної області. Дана об-
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ласть характеризується втратою технологічної стійкості процесу подрібнення-

класифікації руди і пов’язаним із цим різким збільшенням розкиду параметрів 

вихідного продукту циклу. У таких умовах доцільне застосування методів по-

будови локальних систем робастного регулювання окремих технологічних па-

раметрів. Завданням синтезу даного типу систем є пошук закону керування, що 

зберігав би вихідні змінні системи і сигнали помилки в заданих припустимих 

межах, незважаючи на наявність невизначеностей у контурі керування.  

На даний момент запропонована значна кількість підходів до розв’язання 

проблеми автоматизації технологічних процесів з використанням оптимально-

го, адаптивного й робастного керування ієрархічними структурами збагачува-

льного виробництва. Однак одним з основних факторів, що ускладнюють реалі-

зацію таких підходів, є нестаціонарність параметрів і режимів роботи при чис-

ленних зовнішніх і внутрішніх збуреннях, що носять як систематичний, так і 

випадковий характер. 

 

2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми 

У дослідженнях [1, 3, 4] технологічні агрегати збагачувальної фабрики, як 

об'єкти керування, з достатнім ступенем точності представлено передавальними 

функціями першого і другого порядку із запізнюванням, зокрема: 

– передавальна функція млина по каналу «продуктивність – вихід твердого 

в розвантаження»: 

 
   






            (1) 

 

де 


 – стала часу млина, що залежить від гідравлічних процесів у барабані 

млина; 

– передавальна функція млина по каналу «продуктивність – вихід великих 

класів у розвантаження»: 
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           (2) 

 

де    
    – передавальний коефіцієнт;  

   – стала часу, що 

залежить від гідравлічних процесів у барабані млина; αkr – відносний вміст кла-

су крупності у вхідній руді; kkr – відносна швидкість подрібнення класу; kg – ко-

ефіцієнт, обумовлений гідравлічними процесами в барабані млина; 

– передавальна функція класифікатора по каналу «витрати води в класифі-

катор – об’ємні витрати зливу»:  
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де 


 – постійна часу класифікатора, що залежить від гідравлічних властиво-
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– передавальна функція гідроциклону по каналу «вміст заліза на вході – 

вміст заліза в продукті»: 

 
    

 




            (4) 

 

де 
 

 – постійна часу гідроциклону, що залежить від його гідравлічних власти-

востей; 

– передавальна функція дешламатора по каналу «витрати води в дешлама-

тор – вихід класу -0,074 мм»: 
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            (5) 

 

де 


 – передавальний коефіцієнт; 


 – постійна часу дешламатора, що зале-

жить від його гідравлічних властивостей; 

– передавальна функція магнітного сепаратора по каналу «вміст заліза в 

руді – вміст заліза в концентраті»: 
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             (6) 

 

де Tα–β=V/Q – постійна часу; kα–β=βu/α – передавальний коефіцієнт; V – обсяг ро-

бочої зони, м
3
; Q – об’ємні витрати пульпи, м

3
/хв.; 

– передавальна функція замкнутого циклу подрібнення по каналу "продук-

тивність – вихід твердого в злив" описується виразом: 
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де      – передавальна функція класифікатора по каналу «витрати твердого в 

класифікатор – об’ємні витрати твердого зі зливом»;      – передавальна фун-

кція класифікатора по каналу «витрати твердого в класифікатор – об’ємні ви-

трати твердого з пісками»; 1 і 2 – час транспортування подрібненого продукту 

в класифікатор та пісків до млину відповідно. 

У праці [2] для керування об’єктами збагачувального виробництва розгля-

нуто евристичний підхід. Запропоновані методики моделювання і оптимізації 

системи керування, включаючи метод найменших середніх квадратів і генетич-

ні алгоритми. Однак не враховано повною мірою невизначеність параметрів 

об’єкта керування.  
При розв’язанні задачі синтезу робастного регулятора, що розв’язується 

у [5], виконано аналіз ряду модифікацій алгоритмів робастного керування. 

Найбільш прийнятним підходом визнано формування вимог до системи у ви-То
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гляді частотних обмежень на сингулярні числа передатної функції замкнутої 

системи. 

Результати порівняння робастних регуляторів в умовах різних видів вхід-

них сигналів представлено у роботі [6]. Встановлено, що найкращим при вхід-

ному впливі у вигляді білого шуму є H2-регулятор. Водночас, при аналогічних 

умовах анізотропійний регулятор нівелює білий шум з меншими енерговитра-

тами керування порівняно з H∞-субоптимальним регулятором. Загалом H∞-

субоптимальний регулятор забезпечує найкращу якість керування при будь 

якому вхідному сигналі. Недоліком застосування даного регулятору є висока 

енергоємність керування.  

У праці [7] показано, що в умовах керування нелінійними технологічними 

об’єктами можуть бути використано метод H∞ формування контуру (ФК) та ме-

тод μ-синтезу. Відзначено, що обидва регулятори забезпечують високу якість 

керування. Разом з тим, перевагу рекомендовано віддати регулятору нижчого 

порядку, синтезованому за методом H∞ формування контуру. 

Результати дослідження систем робастного керування висвітлено у [8,9]. 

Показано, що методи H∞–оптимізації можуть бути використані при розв’язанні 

задач робастної стабілізації в умовах параметричної невизначеності у передат-

них функціях. 

Метод робастного керування, що забезпечує задану якість керування в 

умовах невизначеності параметрів об’єкта, представлено у роботі [10]. Обґрун-

товано переваги модифікованого методу H∞-оптимізації при вирішення задач 

синтезу керування. 

Метод синтезу робастного регулятора, що забезпечує задані характеристи-

ки субоптимального регулятора, представлено у праці [11]. Пропонований ме-

тод передбачає вирішення двох алгебраїчних рівнянь Ріккати, кожне з яких має 

такий самий порядок, як система. Отже синтез регулятора для систем вищих 

порядків є ускладненим. 

У праці [12] неточність параметрів об’єкта керування представлено як 

структурну невизначеність. Для синтезу робастного регулятора використано 

аналіз і синтез структурованого сингулярного значення (μ). Розроблений ре-

гулятор має низький порядок і може добре працювати в умовах різних вхід-

них сигналів. Отже, дана схема синтезу регулятора є перспективною в тому 

сенсі, що вона може адаптуватися до широкого кола параметрів системи без 

істотного збільшення складності, що підтверджується також результатами 

досліджень [13–15]. 

Застосування інтелектуальних систем до керування технологічними про-

цесами збагачення руди запропоновано у працях [16, 17]. В основі даного пі-

дходу знаходиться застосування нейронних мереж для моделювання і керу-

вання технологічними процесами. Недоліком такого підходу є значний час, 

необхідний для навчання нейромережених структур при зміненні параметрів 

об’єкта керування. 

При дослідженні динамічних об’єктів керування та їх моделей в умовах 

збагачувального виробництва [18] відзначається їх нелінійний та нестаціонар-

ний характер. У праці [19] зазначено, що нестаціонарність характерна не лише Не
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для об’єктів керування, а й для характеристик технологічних потоків, що 

ускладнює синтез керування процесами збагачення руди. 

Проблему урахування змінення параметрів об’єктів керування на гірничих 

підприємствах при формуванні автоматизованого керування розглянуто у пра-

цях [20]. Складність вирішення даної проблеми обумовлюється також наявніс-

тю прямих та зворотних зв’язків (рециклів) між технологічними агрегатами 

збагачувальної фабрики [21, 22]. 

Запропоновані у працях методи адаптивного керування в умовах нестаціо-

нарності параметрів окремих об’єктів, розглянуті у роботах [23, 24], не дозво-

ляють досягти достатньої якості керування системою взаємопов’язаних 

об’єктів. Отже, у даному випадку доцільним є дослідження методів робастного 

керування. 

У праці [25] розглянуто можливість застосування робастного нелінійного 

прогнозного регулятора і досліджено питання, пов'язані з впровадженням тако-

го контролера у виробничих умовах. Схожа методологія, що базується на роба-

стному підході до керування із застосуванням μ-синтезу запропоновано у праці 

[26]. Невизначеність основних параметрів процесу задано як діапазон значень 

цих параметрів. У праці [27] для розроблення цифрового робастного регулятора 

при наявності параметричної невизначеності використано кількісну теорію зво-

ротного зв'язку. Регулятор синтезовано із застосуванням методу дельта-

перетворення для дискретних систем. Ефективність даних підходів підтвердже-

но експериментальними результатами. 

Отже, для керування окремими параметрами агрегата у технологічній лінії 

збагачення використано схему з робастним регулятором (рис. 1). Узагальнена 

структурна схема даної системи з робастним регулятором крім об’єкта керу-

вання і регулятора містить у собі вагові функції, які залежать від частоти [5].  

Синтез робастної системи у частотній області припускає вибір регулятора, 

при якому чутливість замкнутої системи була б менше деякого припустимого 

значення. Водночас, мінімізація чутливості вимагає вибору такого регулятора, 

щоб даний показник дорівнював або наближався до мінімального значення [5]. 

Надалі формується такий регулятор, щоб мінімізувати норму ||z1z2z3||∞ [6]. Вибір 

вагових матриць w1, w2, w3 є нетривіальним завданням і вимагає врахування 

особливостей об’єкта керування. Зокрема, необхідно враховувати інформацію 

про діапазон робочих частот замкнутої системи, про ступінь зменшення зовні-

шніх збурень, про найбільші прогнози мультиплікативних збурень.  

Замкнуті цикли подрібнення руди є основними технологічними структура-

ми, що визначають розкриття корисного компонента. Дані цикли найбільшою 

мірою, у порівнянні з іншими технологічними агрегатами, піддаються впливу 

факторів збурення, що викликані зміною характеристик вхідної руди і стану 

обладнання. Тому як модельний приклад розглянемо синтез робастного регуля-

тора для локальної САР параметрів вихідного продукту гідроциклону другої 

стадії подрібнення по каналу «тиск на вході – вихід класу –0,074 мм». То
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Рис. 1. Узагальнена структурна схема САР з робастним регулятором: G – об’єкт 

керування, K – робастний регулятор, r – завдання, nG – збурення, що  

прикладене до об’єкта, ny – завади вимірювання, e – помилка регулювання,  

u – керуючий вплив, w1, w2, w3 – функції, що залежать від частоти. 

 

  

У загальному виді математичний вираз розглянутого об’єкта керування 

другого порядку можна записати у такий спосіб [1, 3, 4]: 

 

                       (8) 

 

У реальній системі параметри об’єкта керування μ, θ, κ точно не відомі. Тому, 

можна припустити, що дані значення знаходяться у межах певних інтерва-

лів [7]: 

 

  
      

 
  

      

 

  
                (9) 

 

де       – номінальні значення параметрів; pμ, pθ, pκ, δμ, δθ, δκ – можливі відхи-

лення параметрів.  
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3. Мета і задачі дослідження 

Метою виконаних досліджень є дослідження та синтез робастних регуля-

торів у локальних системах керування технологічними збагачувальними агрега-

тами для підвищення ефективності та якості керування в умовах нестаціонар-

ності параметрів і режимів роботи при численних зовнішніх і внутрішніх збу-

реннях. Сформульована мета роботи зумовила необхідність розв’язання  

таких задач:  

– синтезувати і дослідити робастну стійкість систем керування збагачува-

льними агрегатами із використанням різних типів регуляторів; 

– дослідити робастну якість керування, сформованого із застосуванням рі-

зних типів робастних регуляторів; 

– бґрунтувати вибір робастного регулятора для керування технологічними 

збагачувальними агрегатами в умовах невизначеності параметрів. 

 

4. Матеріали і методи дослідження якості керування сформованого рі-

зними типами робастних регуляторів 

4. 1. Основні принципи побудови робастного керування об’єктами зба-

гачувального виробництва 

Відповідно до підходу, запропонованого у роботі [7], з урахуванням неви-

значеності параметрів μ, θ, κ доцільно представити їх двома блоками, отрима-

ними із застосуванням дробово-лінійного перетворення і підключенням зверху 

відповідних блоків δμ, δθ, δκ . Для цього виконаємо перетворення:  

 

 
   



 

   

    
      

                (10) 

 

де  

 

 

 





 



  
 
   

                   (11) 

 

Аналогічним чином представимо: 

 

  
      

                    (12) 

 

де 

 





 
  

 
 





 
  

 
                 (13) 

 

З урахуванням даних перетворень блок-схема об’єкта керування прийме 

вид, представлений на рис. 2. 
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Рис. 2. Блок-схема об’єкта керування другого порядку з невизначеними  

параметрами 

 

З урахуванням виконаних перетворень вихідні сигнали блоків параметрів з 

невизначеністю запишуться як: 

 

 

 

     
     

          
 

 

 

 

     
           

 

 

 



    
     

     
 

 

  
   

  
                      (14) 

 

зробивши заміну x1=x,    y=x1 і виключивши змінні υθ і υκ  отримаємо: 

 

 

  

 

 

    
    
             
             
    
    
    
    
        
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 

   
   

    
      

                  (15) 
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Отже, динамічна модель гідроциклону по приведеному каналу регулюван-

ня з урахуванням невизначеності параметрів матиме чотири вхідні змінних (uμ, 

uθ, uκ, u), чотири вихідні змінні (yμ, yθ, yκ, y) і дві змінні стану (x1, x2). У просторі 

станів модель G1 гідроциклону прийме вид: 

 
 
 

  
  

                  (16) 

 

де  

 
 

  
    

 
  

 
  

     
  

  
 

 

 
    
 

  
 
 

 
  

     
 

  
 
 

 
 

 

 
  

 

 
        

 

Представимо невизначеність моделі гідроциклону двома блоками, отрима-

ними із застосуванням дробово-лінійного перетворення і підключенням зверху 

діагонального блоку (δμ, δθ, δκ) [7]. 

Модель гідроциклону, як одновимірного об’єкта з невизначеними парамет-

рами, запишеться в такий спосіб: 

 

                      (17) 

 

де Δ – діагональна матриця невизначеностей (δμ, δθ, δκ). Сімейство діаграм Боде 

для різних значень невизначених параметрів (δμ, δθ, δκ) наведено на рис. 3. 

Представлення збагачувальних агрегатів як об’єктів керування може бути 

отримано за допомогою математичної моделі з невизначеними параметрами.  

Для комп’ютерного моделювання процесів збагачення залізорудної сиро-

вини використані можливості програмного пакета Grinding Circuit Toolbox 

v.2001. Розроблену модель використано при порівняльному аналізі синтезова-

них регуляторів для локальної системи робастного керування гідроциклоном 

другої стадії подрібнення, що працює в замкнутому циклі з кульовим млином 

по каналу «тиск на вході – вихід класу – 0,074 мм». 

Наступним етапом є обґрунтування критерію і синтез робастного керування 

об’єктами збагачувального виробництва в умовах нестаціонарності. 
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Рис. 3. Діаграма Боде розімкнутої системи керування гідроциклоном в умовах 

змінних характеристик руди і стану технологічного обладнання:  

а – логарифмічна амплітудо-частотна характеристика;  

б – логарифмічна фазо-частотна характеристика 

 

4. 2. Синтез робастного керування з використанням принципів H∞-

оптимізації змішаної чутливості 

Аналіз результатів досліджень робастних систем керування [6–8] дозволяє 

зробити висновок про доцільність використання в синтезі керування комбінації 

декількох функцій вартості. Для якісного відстеження сигналу завдання, а та-

кож для його обмеження в процесі реалізації керування в умовах мінливих ха-

рактеристик і масового співвідношення мінералого-технологічних різновидів 

руди, представлена узагальнена схема системи робастного керування з викори-

станням принципів H∞-оптимізації змішаної чутливості.  

Завдання змішаної чутливості має такий вигляд: 

 

 

 










                   (18) 
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де G – номінальний об’єкт керування; K – регулятор. 

Для розв’язку завдання синтезу зосередженого локального керування 

окремими агрегатами технологічної лінії збагачення функцію вартості (18) не-

обхідно переписати відповідно до стандартної схеми H∞-оптимізації (рис. 4). 

Для цього було здійснене дробово-лінійне перетворення [7] і групування сигна-

лів у набори.  

 

 
 

Рис. 4. Стандартна схема робастної системи на основі H∞-оптимізації 

 

Завдання полягає в тому, щоб знайти стабілізуючий регулятор K, який мі-

німізує енергію виходу z, за умови, що енергія w менше або дорівнює 1, тобто в 

мінімізації H∞-норми передавальної функції по каналу w→z. З урахуванням де-

композиції узагальненого об’єкта P: 

 

 
   
   

 
  
 

                  (19) 

 

отримаємо: 

 

   
    

 
                 (20) 

 

де Fl(P, K) – нижнє дробово-лінійне перетворення Р і K.  

Отже завдання синтезу локального керування технологічними агрегатами 

лінії збагачення залізорудної сировини формулюється як завдання H∞-

оптимізації і приймає вид: 

 

 


                   (21) 

 

де P – узагальнений об’єкт керування; K – регулятор. 

Розв’язок даного завдання оптимізації (21) для скалярного випадку описа-

но в роботах [9, 10]. Через відсутність аналітичних формул для розв’язку доста-

тньо знайти такий стабілізуючої регулятор K, при якому H∞-норма передаваль-

ної функції замкнутого контуру буде менше заданого числа: 

z w 

K(s) 

P(s) 

y u 
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 

                     (22) 

 

де γ – задане додатне число. 

Шляхом послідовного зменшення значення γ, починаючи з відносно вели-

кого числа, забезпечують знаходження субоптимального розв’язку. Необхідні і 

достатні умови існування H∞-субоптимального розв’язку, а також необхідні об-

меження представлені в роботі [11]. У цьому разі регулятори K(s), що задово-

льняють  

   знаходяться з виразу: 

 

                         (23) 

 

де M – взаємопов'язана передатна матриця;   
   і задовольняє умові: 

 

 


                      (24) 

 

Формула центрального (Ф(s)=0) субоптимального регулятора локальної си-

стеми керування процесом збагачення руди має такий вигляд у просторі станів: 

 

 
 



      
    
      

              (25) 

 

де F – матриця зворотного зв’язку; L – матриця коефіцієнтів підсилення спо-

стерігача;    – матриці, отримані за допомогою розкладання Холецько-

го, які відповідно визначаються з виразів: 

 

     
     

 
               (26) 

 

                          (27) 

 

             

 
       


                 (28) 

 

За цих обставин згідно зі зробленим вище припущенням [11] система P(s) є 

нормованою. 

Субоптимальний регулятор мінімізує H∞-норму матричної передавальної 

функції FL(P,K) номінальної замкнутої системи по каналу «збурення – помил-

ка» («dist – [ep eu]
T
») на множині стабілізуючих регуляторів K. Для цього необ-

хідно отримати з моделі відповідну матричну передавальну функцію P. 

Інтервал зміни γ обрано між 0,1 і 10 з допуском 0,001. Розрахунковим шля-

хом отримана матрична передавальна функція замкнутої системи по каналу Не
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«збурення–помилка». У результаті 15 ітерацій був отриманий регулятор 6-го 

порядку.  

Перевірка робастної стійкості і робастної якості була виконана з викорис-

танням μ-аналізу, що дозволило визначити верхню та нижню границю сингуля-

рного значення. Аналіз частотних характеристик верхньої і нижньої μ-границь 

(рис. 5) дозволяє зробити висновок, що замкнута система з розрахованим субо-

птимальним регулятором є робастно стійкою. Максимальне значення структур-

ного сингулярного числа µ становить 0,4057, це означає допустимість у системі 

структурованих збурень із нормою, що не перевищує 1/0,4057=2,4649, тобто 

система зберігає стабільність для всіх Δ таких, що ||Δ||∞<2,4649. Слід зазначити, 

що виходячи з границі H∞-норми, яка перевищує значення 1 на інтервалі частот 

порядку [0,05;10] с
-1

, робастна стійкість не зберігається для випадку неструкту-

рованої невизначеності. 

 

 
 

Рис. 5. Робастна стійкість локальної системи керування гідроциклоном другої 

стадії подрібнення: «——» – верхня границя; «– – –» – нижня границя;  

«– ∙ – ∙ –» – границя H∞-норми 

 

Розглянемо результати оцінки робастної якості керування в замкнутій сис-

темі із субоптимальним регулятором. Із чотирьох входів і п’яти виходів за-

мкнутої системи перші три входи-виходи відповідають трьом каналам невизна-

ченості Δ. Отже, для здійснення µ-аналізу робастної якості в схему аналізованої 
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системи необхідно включити блок невизначеностей Δ (3×3) і блок  

якості (1×2) [7]: 

 

 
   

      
   

                  (29) 

 

де Δ – блок невизначеностей, розмірністю 3×3; ΔF – блок якості, розмірність 

якого становить 1×2. 

Ознакою досягнення робастної якості є виконання умови строгого не пере-

вищення    значення одиниці на всьому діапазоні частот. 

Згідно з отриманими результатами (рис. 6) система керування з розробле-

ним регулятором не задовольняє критерію робастної якості, оскільки максима-

льне значення μ-функції дорівнює 1,711. 

 

 
 

Рис. 6. Робастна якість системи керування з регулятором:  

«——» – номінальна якість; «– – –» – робастна якість 

 

Отже, необхідно обмежити норму ||Δ||∞≤(1/1,711) для того щоб функція 

якості задовольняла обмеженню: 
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де Wp, Wu – вагові функції;   – модель об’єкта керування з урахуванням 

невизначеності; G1 – номінальний об’єкт керування; ΔG – діагональна матриця, 

що враховує невизначеність об’єкту керування. 

Таким чином, для розв’язання задачі синтез робастного керування збагачу-

вальними агрегатами необхідно виконати дослідження альтернативних методів. 

 

4. 3. Синтез робастного керування шляхом формування контуру керу-

вання за допомогою методу H∞ 

Розглянемо процес формування контуру (ФК) керування за допомогою ме-

тоду H∞ [7]. Відповідно до даного методу в контур розімкнутої системи керу-

вання включаються спеціальні вагові блоки (рис. 7), які забезпечують якість 

«зваженої» замкнутої системи керування. Після цього здійснюється синтез ро-

бастного регулятора, що забезпечує стійкість системи. 

За допомогою включення в контур керування прекомпенсатора W1 і пост-

компенсатора W2 сингулярне значення номінального об’єкта керування G змі-

нюється до бажаної форми.  

 

 
 

Рис. 7. Контур керування одновимірної системи з одним ступенем свободи 

 

Як правило, найменше сингулярне значення зваженої системи повинно бу-

ти більшим у низькочастотному діапазоні для досягнення високої якості керу-

вання. Водночас найбільше сингулярне значення у високочастотному діапазоні 

повинно бути малим у діапазоні високих частот. Також, нахил сингулярних 

значень поблизу смуги пропускання не повинний бути занадто крутим. У ре-

зультаті модель зваженої системи Gs не містить прихованих нестабільних ре-

жимів і має вигляд: 

 

                     (31) 

 

де W1 і W2 – передатні функції прекомпенсатора і посткомпенсатора відповідно. 

Регулятор зворотного зв’язку Ks синтезується так, щоб забезпечувати роба-

стну стійкість нормалізованою лівою взаємно простою факторизацією матриці 

Gs, з запасом стійкості ε. Остаточний вигляд регулятора зворотного зв’язку Kf, 

отриманого з H∞ регулятора Ks з ваговими функціями W1 і W2 має вигляд: 
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                    (32) 

 

де Ks – H∞-регулятор зворотного зв’язку. 

Оскільки сигнал завдання поступає у контур системи керування між бло-

ками Ks і W1 у схему необхідно включити пропорційну ланку Ks(0)W2(0), яка ви-

значається виразом: 

 

       
                  (33) 

 

Передавальна функція замкнутої системи керування гідроциклоном другої 

стадії по каналу «завдання – вихід» (r–y) має вигляд: 

 

         


                      (34) 

 

де Kf – регулятор зворотного зв’язку. 

У результаті розрахунків була отримана наступна матриця регулятора Klsh, 

6-го порядку, що забезпечує запас стійкості ϵmax=0,4953. 

Функції робастної якості замкнутої системи керування з регулятором Klsh 

та частотні характеристики верхньої і нижньої μ-границь представлено на 

рис. 8.  

 

 
 

Рис. 8. Робастна якість системи керування гідроциклоном другої стадії  

подрібнення: «——» – верхня границя; «– – –» – нижня границя;  

«– ∙ – ∙ –» – границя H∞-норми 

 Не
 я
вл
яе
тс
я 
пе
ре
из
да
ни
ем



На підставі отриманих результатів можна зробити висновок, що замкнута 

система з розрахованим субоптимальним регулятором є робастно стійкою. Ма-

ксимальне значення µ становить 0,4176, що означає допустимість у системі 

структурованих збурень із нормою, що не перевищує 1/0,4176=2,3946, тобто 

система зберігає стабільність для всіх Δ таких, що ||Δ||∞<2,3946. 

 

4. 4. Синтез робастного керування за допомогою µ-синтезу на основі 

алгоритму D–K ітерацій 

При дослідженні µ-синтезу на основі алгоритму D–K ітерацій для форму-

вання керування основними технологічними агрегатами лінії збагачення при-

йнято припущення про те, що блок ΔP матричної передавальної функції розі-

мкнутої системи P(s) має вигляд [7]: 

 

 
   

      
   

                 (35) 

 

де Δ, ΔP – блоки невизначеності. 

Перший блок невизначеності Δ структурованої матриці (35) є діагональним 

і відповідає невизначеності, що використовується при моделюванні технологіч-

ного збагачувального обладнання. Другий блок ΔP є блоком невизначеності,  

що вводиться для представлення вимог до якості керування в рамках  

µ-підходу [7, 12, 13]. 

Наступне завдання оптимізації формується таким чином, щоб мінімізувати 

верхню границю значень µ, що у свою чергу зменшує максимальне значен-

ня µ [7]: 
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де d1(s), d2(s), d3(s), d4(s) – масштабуючі передавальні функції.  

Метою μ-синтезу є пошук мінімального значення цільової функції і фор-

мування регулятора K, який дозволив би досягти досить близького до оптима-

льного рівня якості керування. Тобто регулятор K повинен бути таким, щоб для 

кожної частоти     структуроване сингулярне значення задовольняло умові: 
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                          (37) 

 

що забезпечує виконання умови (30). 

У результаті розв’язку завдання оптимізації отримано регулятор Kµ, 16-го 

порядку. Графіки частотних характеристик верхньої і нижньої μ-границь пред-

ставлені на рис. 9.  

 

 
 

Рис. 9. Робастна стійкість системи керування технологічним агрегатом з  

регулятором: «——» – верхня границя; «– – –» – нижня границя;  

«– ∙ – ∙ –» – границя H∞-норми 

 

На підставі отриманих результатів можна зробити висновок, що замкнута 

система з розрахованим регулятором є робастно стійкою. 

 

6. Обговорення результатів дослідження методів оптимального робас-

тного керування об’єктами збагачувального виробництва 

Розглянемо частотні характеристики систем з регуляторами, побудованими 

з використанням методів субоптимальної H∞-оптимізації, формування контуру і 

µ-синтезу. Аналіз частотних характеристик (рис. 10) показує, що H∞-регулятор і 

µ-регулятор характеризуються більшим посиленням в порівнянні із ФК-

регулятором, починаючи з частоти 10 с
-1
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Рис. 10. Діаграма Боде регуляторів: «——» – H∞-регулятора;  

«– – –» – ФК-регулятора; «– ∙ – ∙ –» – µ-регулятора: а – логарифмічна  

амплітудо-частотна характеристика; б – логарифмічна фазо-частотна  

характеристика 

 

Починаючи з частоти 0,2 с
-1

, зсув фаз у системах з H∞-регулятором і µ-

регулятором починає суттєво перевищувати аналогічне значення для системи з 

ФК-регулятором. Водночас, починаючи з частоти 30 с
-1

 зсув фаз у системі з µ-

регулятором зменшується, наближаючись до фазово-частотної характеристики 

системи з ФК-регулятором. 

Результати розрахунків робастної стійкості представлені на рис. 11. Найбі-

льшою робастною стійкістю характеризуються системи керування з H∞-

регулятором і з µ-регулятором. 
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Рис. 11. Робастна стійкість систем керування: «——» – з H∞-регулятором;  

«– – –» – з ФК-регулятором; «– ∙ – ∙ –» – з µ-регулятором 

 

Результати розрахунків номінальної якості замкнутих систем керування 

представлені на рис. 12. Найкращі результати отримані при використанні в сис-

темах керування H∞-регулятора і µ-регулятора. 
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Рис. 12. Номінальна якість замкнутих систем керування:  

«——» – з H∞-регулятором; «– – –» – з ФК-регулятором;  

«– ∙ – ∙ –» – з µ-регулятором 

 

Графіки показників робастної якості замкнутих систем керування предста-

влені на рис. 13. Найкращі результати в цьому разі отримані при використанні в 

системах керування H∞-регулятора і µ-регулятора. 
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Рис. 13. Робастна якість замкнутих систем керування:  

«——» – з H∞-регулятором; «– – –» – з ФК-регулятором;  

«– ∙ – ∙ –» – з µ-регулятором 

 

Усі три розглянутих типів регуляторів забезпечують гарантовану стійкість 

замкнутої системи по відношенню до параметричних збурень, які включені в 

діагональну матрицю невизначеностей, розмірністю (3×3). Однак якість керу-

вання за цих обставин варіюється в значних межах. 

Результати розрахунків показників якості систем керування в найгіршому 

разі представлені на рис. 14. Приблизно однакові темпи погіршення якості ке-

рування продемонстрували системи з H∞-регулятором і з µ-регулятором, пока-

завши водночас значно кращі результати в порівнянні з ФК-регулятором. 
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Рис. 14. Якість замкнутих систем керування при росту невизначеності:  

«——» – з H∞-регулятором; «– – –» – з ФК-регулятором;  

«– ∙ – ∙ –» – з µ-регулятором 

 

Найкращі результати були отримані з використанням у системах керування 

µ-регулятора. Для практичного застосування порядок µ-регулятора, який є ре-

гулятором 16-го порядку знижений за допомогою алгоритмів редукції. У ре-

зультаті апроксимації із застосуванням Ганкелевої норми регулятор 16-го по-

рядку був знижений до 4-го порядку (рис. 15). 

Частотні характеристики регулятора 4-го порядку, представлені на рис. 15, 

повторюють частотні характеристики базового регулятора 16-го порядку зі се-

редньоквадратичної помилкою 0,027. Це дозволяє використовувати отриманий 

регулятор при побудові локальних систем керування розподілом корисного 

компонента по гранулометричній характеристиці руди, що переробляється, в 

процесі збагачення. 
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Рис. 15. Діаграма Боде µ-регулятора: «——» – базовий регулятор  

16-го порядку; «– – –» – отриманий регулятор 4-го порядку:  

а – логарифмічна амплітудо-частотна характеристика; б – логарифмічна  

фазо-частотна характеристика 

 

7. Висновки 

1. Обґрунтовано, що для керування технологічними агрегатами збагачува-

льного виробництва в умовах невизначеності параметрів доцільно використо-

вувати методи робастного керування з поданням невизначеності у вигляді підк-

люченого зверху діагонального блоку.  

2. Досліджено робастну стійкість систем керування збагачувальними агре-

гатами з H∞-субоптимальним регулятором. Максимальне значення структурно-

го сингулярного числа µ становить 0,4057, що означає допустимість у системі 

структурованих збурень Δ з нормою ||Δ||∞<2,4649. Досліджено робастну стійко-

сті систем з регулятором, синтезованим із застосуванням H∞ методу формуван-

ня контуру. Максимальне значення структурного сингулярного числа становить 

µ=0,4176, що означає допустимість у системі структурованих збурень з нормою 

||Δ||∞<2,3946. Не
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пе
ре
из
да
ни
ем



3. Виконано аналіз результатів дослідження показників якості керувань, 

сформованих на основі H∞-регулятора, ФК-регулятора і µ-регулятора в перехі-

дних режимах. Найкращим підходом є застосування µ-регулятора, який забез-

печує мінімальне значення перерегулювання 2 %.  

4. На основі аналізу результатів дослідження номінальної і робастної якості 

керувань, сформованих на основі H∞-регулятора, ФК-регулятора і µ-регулятора 

встановлено, що для керування процесами збагачення залізорудної сировини 

найбільш доцільним є використання µ-регулятора. Для зниження порядку якого 

до 4-го виконана апроксимація з застосуванням Ганкелевої норми. За такої 

умови середньоквадратична помилка відносно базового регулятора стано-

вить 0,027. 
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